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Abstract / Resumen

Abstract

J.P Serre made, in his article 'Proprietes galoisiénnés des points d’ordre fini des cour-
bes elliptiques’ published in 1972 [9], an study about the image of Galois representa-
tions attached to the /-torsion points of elliptic curves without complex multiplication
defined over a number field.

The purpose of this project is to develop the tools needed to understand the men-
tioned article and to present most of the results presented on it. We will pay special
attention to the image of representations attached to the /-torsion of an elliptic curves
defined over a local field. Lastly, we will present the main theorem of the article and
the main ideas of its proof.

| Teorema 0.1. Let E be an elliptic defined over a number field K, without complex
multiplication over K. Then, for almost every prime I, the representation

p, . Gal(K/K) — Aut(E[l]) ~ GL,(F)

attached to the l-torsion points is surjective.

Resumen

J.P. Serre realizd, en su articulo "Proprietes galoisiénnés des points d’ordre fini des cour-
bes elliptiques’ publicado en 1972 [9], un estudio de las imagenes de las representacio-
nes de Galois del grupo los puntos de /-torsion de una curva eliptica sin multiplicacion
compleja definida sobre un cuerpo de nimeros.
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El propésito de este trabajo es desarrollar las herramientas y resultados necesarios
para comprender dicho articulo, asi como exponer los detalles de muchos de los resul-
tados que se presentan en este. Prestaremos especial atencion al estudio de la imagen
de las representaciones de Galois asociadas a los puntos de /-torsion de una curva elip-
tica definida sobre un cuerpo local. Por ultimo, presentaremos el resultado principal
del articulo, junto con las ideas principales de la prueba. Dicho resultado es:

| Teorema 0.2. Sea E un curva eliptica definida sobre un cuerpo de niimeros K, sin
multiplicacion compleja sobre K. Entonces, para todo | primo, salvo para un niimero
finito, la representacion

p, : Gal(K/K) — Aut(E[l]) ~ GL,(F)

asociada a los puntos de [-torsion es sobreyectiva.



1 Preliminares

En este primer capitulo, vamos a estudiar y desarrollar algunas de las herramientas
que necesitaremos para probar los resultados principales del trabajo. Concretamente,
vamos a hacer un pequefio desarrollo de la teoria de grupos formales y la teoria infini-
ta de Galois. Concluiremos el capitulo con un pequeno estudio de algunos subgrupos

de GL,(F,).

Ademas durante todo el trabajo, incluido este capitulo, vamos a hacer uso de resulta-
dos de teoria de valoraciones. Todos los resultados que necesitaremos estan cubiertos
en los capitulo Il de [6] y estan expuestos en el apéndice del trabajo. Ademas, se asumi-
ran como conocidas las bases de la teoria de cuerpos globales, en concreto el capitulo
I de [6] abarca sobradamente los requerimientos para entender el trabajo.

1.1 Teoria infinita de Galois

Todo cuerpo K tiene asociada una extension de Galois distinguida: su clausura
separable K | K. El grupo de Galois G := Gal(K|K) se denomina el grupo absoluto de
Galois de K. Dicha extension es infinita en general y tiene la ventaja de que contiene
a todas las extensiones finitas de Galois de K. Este grupo juega un papel importante
en la teoria de Galois. Sin embargo, el teorema de la correspondencia de Galois del
caso finito no se generaliza directamente al caso infinito.

Ejemplo 1.1 El grupo absoluto de Galois Gy = Gal([F_pl F,) de F, contiene al auto-
morfismo de Frobenius dado por

Vx € Ep, @(x) = xP.

El subgrupo (@) = {¢" : n € Z} tiene el mismo cuerpo fijo que el grupo G[Fp entero.
Sin embargo, (@) # G[Fp. Para comprobar esto, vamos a construir un elemento de G[Fp
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que no esté en (¢). Elegimos una sucesion {a,} de enteros tales que

a,=a, modm,

siempre que m|n, pero tal que no exista ningin entero tal que a = a, mod n para todo
n € N. Una sucesion de este tipo se puede construir como a, = n' X,,conn = n' p”P(”),

n=1y1=nx,+ p»"y,. Ahorallamamos

v, = ¢%lr, € Gy .

SiF,. C[F,, entonces m|n. Por tanto, a, = a,, mdd m de lo que se deduce que:

m
Wale,, = @7k, = @™ le,, = W,

Notemos que (p|[Fpm tiene orden m. Por tanto, los y, definen un automorfismo y de

[F_IJ = U»  F,. Sin embargo, por construccion, y no puede pertenecer a (¢), ya que

en ese caso y = @ con a € Z implicaria que

W|[Fp,, = (Pa"thn = (Pathn

lo cual implicaria a su vez que @, = @ mod n para todo n € N, lo cual es una contra-
diccion.

El ejemplo anterior no significa que la correspondencia de Galois no se dé en
ningun caso. Sea Q| K una extension algebraica arbitraria, posiblemente infinita. Para
tener una correspondencia, primero hay que notar que al grupo de Galois Gal(2| K)
tiene una topologia canoénica asociada. Esta topologia se denomina topologia de Krull
y se obtiene como sigue. Para cada ¢ € G consideramos las clases a izquierda

o Gal(Q|L)

como un base de entornos de o, donde L|K varia en todas las extensiones finitas
de Galois de K. Se comprueba facilmente que esta topologia hace de G un grupo
topologico.

Proposicion 1.1.  Para toda extension de Galois Q|K el grupo de Galois G = Gal(2|k)
es compacto y Hausdorff para la topologia de Krull.

Demostracion.  Veamos primero que es Hausdorff. Sean o, 7 € G distintos, entonces
existe una subextension finita de Galois L|K de Q|K tal que o|, # 7|,. Por tanto,
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o Gal(Q|K) # 7 Gal(Q|K), lo cual implica o Gal(Q|K) N 7 Gal(Q|K) = @.
Para probar la compacidad consideramos la aplicacion.

h:G — HGal(L|K)
L
c HalL,
L

donde L recorre todas las subextensiones finitas de Galois L|K de Q|K, y donde
vemos los grupos Gal(L|K) con la topologia discreta. Por el teorema de Tykhonoff el
producto es compacto. El homomorfismo 4 es inyectivo porque o|, = Id, para cada
L si, y s6lo si, 0 = Id. Los conjuntos U = HL#O Gal(L|K) X {c} forman una subbase
de entornos del espacio []; Gal(L|K), donde L,|K varia entre las subextensiones
finitas y ¢ € Gal(L,|L). Si ¢ es una preimagen de &, entonces h~'(U) = ¢ Gal(Q|K),
por tanto, 4 es continua. Mas aun, se tiene que

h(oc Gal(Q|K) = h(G))n U,

de lo que se deduce que A es abierta y, por tanto, homeomorfismo.

De esta manera, para ver que G es compacto nos basta comprobar que A(G) lo es. Para
ello, consideramos para cada par de subextensiones L’ D L finitas de Galois de Q|K
el conjunto

MLr|L = {HO'F € HGal(F|K) Lo =0L} )
F F

Por definicién de G se tiene que:

hG) = (] My,
L'cL
Por tanto, nos basta probar que los M|, son cerrados. Pongamos Gal(L|K) = {o}, ... ,0,}

y sea S, el conjunto de las extensiones a L’ de o,. Entonces,

M, = LnJ ( H Gal(F|K)XSiX6i)

i=1 F#L,L'

es cerrado, donde X esta denotando al producto directo de grupos. |

Con esto, podemos dar el teorema principal de la teoria de Galois para extensiones
infinitas.
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| Teorema 1.1. Sea Q|K una extension de Galois, entonces la aplicacion
L +— Gal(Q|L)

es una correspondencia biunivoca entre las subextensiones L|K de Q|K y los subgrupos
cerrados de Gal(Q| K). Ademas, los subgrupos abiertos de Gal(€2| K) son exactamente los
que corresponden a subextensiones finitas de de Q|K.

Demostracion. Todo subgrupo abierto de Gal(Q2| K) también es cerrado, ya que es el
complemetario de la unién de sus clases a izquierda, que son abiertas porque Gal(Q2| K)
es un grupo topologico. Si L|K es una extension finita Gal(€2|L) es abierto, ya que
cada 0 € Gal(Q2|L) pertenece a un entorno abierto ¢ Gal(Q|N) C Gal(Q2|L), don-
de N|K es la clausura normal de L|K. Si ahora L|K es una subextension arbitraria,
entonces

Gal(Q|L) = () Gal(Q|L,)
i=1

donde L,;|K varia entre todas las subextensiones finitas de L|K. Como acabamos de
ver los subgrupos Gal(€2|L;) son abiertos y cerrados. En particular, Gal(2| L) es ce-
rrado.

La aplicacion L +— Gal(Q|L) es inyectiva, ya que L es el cuerpo fijo de Gal(2|L).
Sea ahora H un subgrupo cerrado de Gal(2| K), se tiene que

H = Gal(Q|L)

con L el cuerpo fijo de H. La inclusion H C Gal(Q2| L) es trivial. Reciprocamente, sea
o € Gal(Q|K), consideramos el entorno abierto o Gal(€2| L") para alguna extension
L'|K finita de Galois. La aplicacion H — Gal(L'| L) dada por la restriccion a L’ es
sobreyectiva, porque su imagen tiene por cuerpo fijo a L, lo cual implica que tiene
que ser todo Gal(L'| L) por el teorema de correspondencia de Galois en el caso finito.
De esta manera, podemos elegir 7 € H tal que 7|, = o|;,ie.7 € H N o Gal(Q|L’).
Por tanto, ¢ esta en la clausura de H en Gal(Q2| L) que también es cerrado, con lo cual
H = Gal(Q|L).

Por ultimo, si H es un subgrupo abierto ya hemos visto que también es cerrado vy,
por tanto, de la forma Gal(Q2|L). Pero Gal(2|K) es la union disjunta de los 6 H con
o € Gal(Q|K). Ahora bien, como Gal(Q2|K) es compacto, bastan una cantidad finita
para cubrir el grupo. Luego H tiene indice finito, lo cual implica que la extension L|K
es de grado finito. |
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Observacion 1.1.  Sea Q|K una extension de Galois y sea Q| L una subextension de
Galois. En este caso, Gal(Q2| L) < Gal(€2|K). En efecto, la aplicacion

0 : Gal(Q|K) — Gal(L|K)

c — ol

esta bien definida por ser L una extension normal y su nicleo es el subgrupo cerrado
Gal(Q2|L). Ademas, como Q|L es una extension separable, el morfismo anterior es
sobreyectivo. Por tanto,

Gal(Q|K)

Gl = Gal(L|K).

De la observacion y el teorema anteriores se deduce que tenemos una base de
entornos del elemento neutro formada por subgrupos normales. Esto lleva a dar la
abstraccion tedrica de esta propiedad usando solo teoria de grupos.

| Definiciéon 1.1.  Un grupo profinito es un grupo topolégico G que es Hausdorff, com-
pacto y admite una base de entornos de 1 € G formada por subgrupos normales.

No es dificil probar que todos los grupos profinitos se pueden construir a través
de sus subgrupos normales mediante el limite inverso.

Proposicion 1.2. Si G es un grupo profinito y N varia entre todos sus subgrupos
normales abiertos, entonces se tiene el siguiente isomorfismo y homeomorfismo:

G =limG/N
(—
N
Reciprocamente, si {G;, g;;} es un sistema proyectivo de de grupos finitos, entonces
G =1imG,
H
1
es un grupo profinito.

Demostracion.  Las definiciones de limite inverso y sistema proyectivo se pueden en-
contrar en ([6] IV.2) y la prueba en ([6] IV.2.8) |

En particular, el resultado anterior implica que podemos ver los grupos de Galois
como

Gal(Q|K) = 1(1% Gal(L|K)

con L|K subextensiones finitas de Galois de Q| K.
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1.2 Propiedades de los grupos asociados a los grupos
formales

Como se vera mas adelante, a cada curva eliptica podemos asociar lo que se conoce
como grupo formal. En esta seccion vamos a desarrollar las propiedades generales
de los grupos formales que necesitaremos en este trabajo. En el capitulo siguiente
integraremos esta teoria con la de las curvas elipticas. Comenzamos definiendo grupo
formal conmutativo.

| Definicién 1.2. Un grupo formal conmutativo F(X,Y) es una serie de potencias
sobre un anillo R (conmutativo y con elemento unidad) en dos variables X,Y verificando
las siguientes propiedades:

a) F(0,X)= X = F(X,0).
b) F(F(X,Y),Z)= F(X,F(Y,Z)).
¢) F(X,Y)= F(,X).

Observacion 1.2.  Se comprueba facilmente usando las condiciones anteriores que:

FX.Y)=X+Y+ ) ¢,XY, ¢,;€R

i>1,j=1

Observacion 1.3. Sean G, H € R[X,Y], la primera propiedad de la definicién nos
da la siguiente equivalencia:

G=H < F(G,0)=F(H,0) < F(0,G)=F(@0,H).

Esto es el equivalente a la propiedad cancelativa de grupos.

Vamos a probar ahora la existencia de elemento inverso, para ello llamaremos 1
al ideal generado por X e Y en R[X,Y].

Proposicion 1.3.  Sea F € R[X, Y] un grupo formal. Existe un tnico i(X) € R[X,Y]
tal que F(X,i(X))=0.
Demostracion. Como hemos dicho antes F es de la siguiente forma:
FX.Y)=X+Y+ ) ¢, XY
i>1,j>1
para unos ciertos ¢;; € R. Vamos a construir el inverso iterativamente. En primer

lugar, ponemos g, = —T. Asi,

F(T,g)=T-T + Z ¢, T'(-TY = Z ¢, T'(-TY € I°.

i>1,j>1 i>1,j>1
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Ponemos ahora g, = T + b,T? con b, a elegir. Evaluando de nuevo,

F(T.g)=bT+ Y ¢ T'(-T +b,T?.

iz1,j>1

Si elegimos ahora b, = ¢, los términos de grado 2 se anulany F(T, g,) € I°. Pode-
mos continuar de esta forma y construir una sucesion {g;} tal que F(T,g,) € I'*!.
La sucesion construida es una sucesion de Cauchy en el anillo de las series formales
R[T] y su limite es la inversa i(T) que buscabamos. Por construccién verifica que
F(T,i(T)) = 0. Ademas también cumple F(i(T"),T) = 0, por la conmutatividad.

La unicidad del inverso se demuestra igual que en teoria de grupos. Sea j(T') una
serie de potencias tal que F(T, j(T)) = 0. Entonces,

i(T) = F,i(T))=FEFEGT),T),i(T)) = FuUT), F(T,i(T)))
F@i(T),0) = F@(T),0) = F(i(T), F(T, j(T)))
= FFUT),T),j(T)) = F(,jT)) = jT).

Seguimos ahora con la definiciéon de homomorfismo de grupos formales.

| Definicién 1.3.  Sean F,G € R[X,Y] dos grupos formales. Un homomorfismo f :
F — G es una serie de potencias f € R[T] tal que

FF(X,Y)) = G(f(X), f(Y))

Observacion 1.4.  Si f : F — G es un homomorfismo de grupos formales, entonces

f(0) = 0. En efecto,

0

G(f(0),i(f(0)) = G(G(£(0), £(0)),i(f(0)))

G(f(0),G(f(0),i(f(0))) = G(f(0),0) = f(0)

Sea F un grupo formal. Podemos definir una familia de endomorfismos de F,
{[n]T'} por induccidn de la siguiente manera,

a) [0)(T) :=0.
b) [n+ 11(T) := F([nl(T), T).
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También podemos definir [m](T") cuando m es un entero negativo. En efecto, ya tene-
mos definido [0](T), y se define inductivamente como

[mI(T) = F (Im + 11(T"), i(T)).
Lema1.1. Seaa € R*ysea f(T) € R[T] una serie de potencias de la forma
f(T') = aT + términos de orden superior.
Entonces, existe una tinica serie de potencias g(T') € R[T] tal que

fe@T)=T.

Ademas, dicha serie también satisface que g(f(T)).

Demostracion. Basta que construyamos una sucesion de polinomios g,(T) € R(T)
tal que

fg,@TH=T modT*' y g (T)=g(T) mod T,

ya que en ese caso el limite de la sucesion existe en R[T] y claramente cumple
(g(T)) = T. Para construir la sucesién, ponemos a;, = a~'T y supongamos que
P 1 y supong q
hemos construido g,_,(T’) con las propiedades anteriores. Ponemos

g,(T) =g, (T)+ AT".
Buscamos un A adecuado. Usando la hipotesis de induccion tenemos que

f&,(T) = [f(g,(T)+AT")
= f(g,(T)+aiT"  moéd T
= T+bI"+all"  méd T,

para algin b € R. Basta tomar A = —a™'b.

Siguiendo el mismo procedimiento tenemos que existe A(T) tal que g(A(T)) = T.
Tenemos, por tanto, que:

g(f (1)) = g(f(g(W(T)))) = g(fog(h(T))) = g(WT)) =T.

Pasamos a probar la unicidad, supongamos que existe G(T') € R[T] tal que f(G(T)) =
T'. Se tiene que:

g(T) = g(f(G(T1))) = (go /HIG(T)) = G(T).

Por tanto, hemos probado la unicidad de g. |
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Proposicion 1.4.  Sea F un grupo formal sobre un anillo Ry sea m € Z. Se tienen:

a) [m](T) = mT + términos de orden superior.
b) Sim € R*, entonces [m] : F — F es un isomorfismo.

Demostracion. La primera afirmacion es trivial y la segunda se deduce del lema an-
terior. |

1.2.1 El diferencial invariante de un grupo formal

Sea, de nuevo, F un grupo formal sobre un anillo R arbitrario. En este contexto,
llamaremos forma diferencial formal a expresiones de la forma P(T)dT con P(T) €
R[T].

| Definicién 1.4. Un diferencial invariante sobre F /R es una forma diferencial
o(T) = P(T)dT € R[T]dT

tal que
woF(T,S) =w(T).

Esto ultimo significa que
PCE(T, $)Fx (T, S) = P(T),

donde Fy denota la derivada formal con respecto a la primera variable. Por ultimo, di-
remos que dicho diferencial esta normalizado si P(0) = 1.

Proposicion 1.5.  Sea F /R un grupo formal. Existe un unico diferencial invariante
normalizado para dicho grupo formal. Ademas viene dado por la siguiente formula:

w = Fy(0,T)7'dT.

Ademas, todo diferencial invariante sobre F /R es de la forma aw para algin a € R.

Demostracion. Supongamos que P(T)dT es un diferencial invariante sobre F /R,
este debe cumplir
P(F(T,S)Fx(T,S)=P().

Si ponemos T' = 0, como F(0,.S) = .S obtenemos lo siguiente:

P(S)Fy(0,S) = P(0).
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Como F,(0,S5) = 1+ ---, la ecuacion nos dice que P(S) esta completamente deter-
minado por el valor P(0). Ademas, esto implica que todo diferencial invariante es de

la forma aw cona € Ry
o= F,0,T)'dT.

Como el diferencial w esta normalizado solo queda ver que w asi definido es, en efecto,
invariante. Es decir, vamos a probar que

Fy (0, F(T,S)) ' Fy(T,S) = Fy(0,T)".

Para probar esto, vamos a derivar con respecto a U la igualdad que nos da la propiedad

asociativa
FU,FT,S)) =FFU,T),S).

De esta manera, obtenemos
Fy(U,F(T,S)) = Fx(F(U,T),S)Fx(U,T).
Basta poner ahora U = 0. |

Corolario 1.1.  Sean F /R y G /R dos grupos formales con diferenciales invariantes
®p Y @ respectivamente. Sea f : F — G un homomorfismo. Entonces,

wgof = f'(0)wg.
Donde f’ denota la derivada formal de la serie formal f.

Demostracion. Comenzamos haciendo el siguiente calculo,

(0o YT, S)) = wg(G(f(T), f(S)) = w(f(T)) = (wgo f)T),

donde la ultima igualdad se deduce de la invariancia de w. Por tanto, wg;o f es un
diferencial invariante para F. Esto implica que es de la forma aw . Basta hacer ahora
comprobar en la igualdad que f'(0) = a. |

Corolario 1.2.  Sea F /R un grupo formal y sea p € Z un primo. Existen series de
potencias f(T), g(T) € R[T] tales que f(0) = g(0) = 0y tales que:

[pI(T) = pf(T) + &(T").

Demostracion.  Sea w(T) el diferencial invariante normalizado de F. Como [p]'(0) =
p, el corolario anterior nos dice que

po(T) = (wo[p)(T) = (1 + -)[pl (T)dT.

La ultima igualdad se deduce de la regla de la cadena y de que w esta normalizada. La
serie (1 + ---) es invertible en R[T], de lo que se sigue que

[pI'(T) € pR[TT].

Por tanto, cada término aT"” en la serie [p](T') cumple que a € pR o que p|n. |
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1.2.2  Grupos formales en caracteristica p

En este apartado R sera un anillo de caracteristica p > 0.

| Definicién 1.5. Sean F /R yG/R grupos formalesy f : F — G un homomorfismo
de grupos formales definido sobre R. Llamamos altura de f, y la denotamos ht(f) al
mayor entero tal que

fay=g(17),

para alguna serie g(T) € R[T] (si f = 0, entonces ht(f) = o0). Se llama altura del
grupo formal F a la altura del homomorfismo [p].

Proposicion 1.6.  Sean F /Ry G /R dos grupos formales y sea f : F — G un homo-
morfismo de grupos formales definido sobre R. Entonces,

a) Si f'(0) = 0, entonces f(T) = f,(T?) para algun f, € R[T].
b) Siponemos f(T)=g (Tl’mm), entonces g’(0) # 0.

Demostracion. a) Sean w y w los diferenciales invariantes normalizados de F
y G respectivamente. Como f’(0) = 0, se tiene que

0= f"(0wpT) =wg(f(T) =1+ ) f(T)dT.

Por tanto, f/(T) = 0, luego f(T') = f,(T?).

b) Sea g = p"Py F(X,Y) = Y a,;X'Y/. Llamemos F¥(X,Y) = Zag;?)X"Yf.
Es facil comprobar, usando que la caracteristica de R es p, que F@ define otro
grupo formal. Vamos a probar que g es un homomorfismo de grupos formales
de F? a G. Llamando S = X y T? =Y, se tiene que:

g(F(X,Y))

gF (S, 1)) = f(F(S,T)) = G(f(S), f(T))
G(g(S9), g(T") = G(g(X), g(Y)).

Ahora por reduccion al absurdo supongamos que g’(0) = 0. Por el apartado

) =g (1) =g, (7).

Esto contradice la maximalidad de ht(f).

anterior,

Probamos ahora que la altura tiene un buen comportamiento con la composicion.
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Proposicion 1.7.  Sean F /R,G /Ry H /R grupos formales. Consideramos una cadena
de homomorfismos

F—-G—> H

definidos sobre R. Entonces,

ht(go f) = ht(g) + ht(f)

Demostracion. Escribimos
F(T) = f1 <Tpht(f)> y o(T) = g (Tpht(g)> '

Entonces,
(o)) = g, <f1 (Tpm(f>>pht(g>> o <f1 <Tpm<f>+m<g>>>

donde f, se obtiene de f, elevando cada término a p™(®. Por el segundo apartado de
la proposicion anterior sabemos que los términos lineales de f, y g, son no nulos,
por tanto, lo mismo ocurre con la composicion. De esto se deduce la maximalidad de

ht(f) + ht(g), ie.
ht(go f) = ht(g) + ht(f).

1.2.3  Grupos asociados a grupos formales

Sea (K, v) un cuerpo dotado de una valoracioén con cuerpo residual finito, carac-
teristica residual p y anillo de valoracién . Sea K| la clausura separable de K, la
valoracion v se puede extender de manera unica a K ( ver A.3). Denotamos por v; a
la valoracion extendida, por O, al anillo de valoracion de v, y por M a su ideal ma-
i»0 @, T" € O[T] es una serie formal, denotamos

por 7(T) a la serie obtenida reduciendo los coeficientes de f mddulo M.

ximal. En esta situacion, si f(T) = ).

En este contexto es habitual hablar de la altura de un grupo formal refiriéndonos
en realidad a la altura sobre el cuerpo residual.

| Definicién 1.6. En las condiciones anteriores, sean F, G dos grupos formales sobre
Oy f : F— G un homomorfismo definido sobre O. En esta situacion, definimos
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a) La altura de f, denotada ht(f'), se define como el mayor entero h tal que la reduc-
cion de f puede expresarse como

7 =g(1)

para alguna serie formalg € @/ M[T]. Si f = 0, entonces ht(f) = co.
b) La altura de F, denotada por ht(F), la definimos como la altura de la aplicacion
[p] : F —> F.

Vamos a ver ahora cémo asociar grupos a los grupos formales.

| Definicién 1.7. Sea F(X,Y) € O[X,Y]. El grupo asociado a F(X,Y) sobre O,,
que denotaremos F(M.,), es el conjunto M, con las operaciones de grupo:

a) x®py:=F(X,Y)parax,y € M,.
b) ©px 1= i(x) parax € M.,.

Observacion 1.5. Las operaciones anteriores estan bien definidas, ya que como los
coeficientes de F estan en K, la convergencia se da en una extension finita de K (en
K(x,y) para el caso de la suma y en K(x) para el caso del inverso), que es un cuerpo
completo.

Proposicion 1.8.  Sea F /R un grupo formal, se tienen los siguientes:

a) Para cada n > 1, la aplicacion

F(M") M"
—)
F(Mn+1) Mn+1

inducida por la identidad entre los conjuntos es un isomorfismo de grupos.
b) Todo elemento de orden finito de F (M) tiene orden una potencia de p.

Demostracion. a) Basta notar que
X @y = x+ y+ términos de orden superior = x +y mod M

b) Basta ver que no hay ningin elemento de torsion de orden coprimo con p. Por
reduccion al absurdo supongamos que existen m € Ny x € F(M) tales que

[m](x) =0,
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y p + m. Notemos que cuando pasamos al cuerpo residual m no se anula porque
no es multiplo de p. Por tanto, m ¢ M, por lo que m € R*. Se ha visto que si
m € R*, entonces

[m] : F(IM)— M

es un isomorfismo de grupos formales. En particular, su kernel es {0}.

1.3 Subgrupos de GL,(F))

El resultado principal del trabajo consiste en que ciertas representaciones de di-
mension 2 sobre [, son sobreyectivas. Por ello, vamos a estudiar en esta seccioén al-
gunos subgrupos de GL,([F,) importantes que nos apareceran mas adelante. Ademas,
daremos algunos criterios de sobreyectividad relacionados con estos subgrupos. En lo
que sigue, V" serd un espacio vectorial de dimensioén 2 sobre el cuerpo F, :=Z /pZ.

1.3.1  Subgrupos de Cartan

Los subgrupos de Cartan pueden definirse en un contexto muy amplio. No obstan-
te, en este trabajo seguiremos la exposiciéon que da Serre en ([9] 2), dando la definicién
solo para el caso de GL,(F ).

Dividiremos el estudio de los subgrupos de Cartan en dos casos: los subgrupos de
Cartan escindidos y los no escindidos. Sin embargo, antes de dar la definicion precisa
de dichos subgrupos, vamos a motivar su estudio.

Consideremos el algebra de endomorfismos de V', que denotaremos End(}"). Dado
s € End V, el teorema de Hamilton-Cayley nos dice que s cumple la ecuacion:

x* — tr(s)x + det(s) = 0, (1.1)

0 4

también se puede estudiar sobre [, en cuyo caso so6lo tenemos dos posibilidades:

) ) i A0 ., )
donde estamos identificando A € , con las matrices ( . La ecuacidn anterior

a) Laecuacion (1.1) no tiene raices en [ ,. En ese caso, si consideramos k = [ [a] el
cuerpo [, al que hemos afiadido una raiz a del polinomio caracteristico anterior.
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Tenemos asi una inclusiéon canonica (como algebras):

k < End(V)

a +— s,

definida por el principio de sustituciéon. De esta manera, k* es un subgrupo mul-
tiplicativo de End(}). Este tipo de grupos sera lo que llamaremos un subgrupo
de Cartan escindido.

b) La ecuacion (1.1) tiene dos raices a,b € [,. Tenemos entonces que s anula el
polinomio (x — a)(x — b). Sin embargo, esto no implica que s = ao s = b, ya
que End(V) no es un cuerpo. Esto es lo que va a dar lugar a los subgrupos de
Cartan escindidos.

Damos ya las definiciones precisas.

| Definicién 1.8. Sea C C GL(V) es un subgrupo de Cartan escindido si existen dos
subespacios distintos D, D, C V de dimension 1, que llamaremos rectas, tales que:

C={seGL(YV):sD,cD,ysD,CD,}.

| Definiciéon 1.9. Sea C c GL(V), diremos que C es un subgrupo de Cartan no es-
cindido si existe un cuerpo k C End(V') de cardinal p* de manera que C* = k.

Observacion 1.6.  Sea C un subgrupo de Cartan escindido, y sean D,, D, las rectas
correspondientes. Si tomamos por base un punto de D, y otro en D,, entonces, C

puede expresarse como
¥ 0
0 =

Por tanto, este grupo es un producto de grupos ciclicos y su orden es (p — 1)°.

Observacion 1.7.  Si C es un subgrupo de Cartan no escindido, por definicion es el
grupo multiplicativo de un cuerpo de p* elementos . Por tanto, C es un grupo ciclico
de orden p* — 1.

| Definicién 1.10.  Diremos que un subgrupo de C C GL(V) es un subgrupo de Car-
tan si es un subgrupo de Cartan escindido o no escindido.

Una propiedad de los subgrupos de Cartan que nos sera de gran utilidad es que en

cierto sentido estos subgrupos constituyen un buen recubrimiento de los subgrupos
de GL(V') de orden p.
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Proposicion 1.9. Sea p # 2,y sea s € GL(V) un elemento tal que tr(s)> — 4 det(s) #
0. Entonces, s pertenece a un subgrupo de Cartan y sé6lo a uno. Este subgrupo es
escindido si, y s6lo si, tr(s)* — 4 det(s) es un cuadrado en F,

Demostracion. En primer lugar, supongamos que tr(s)? — 4 det(s) no es un cuadrado

en [,. Entonces, el polinomio f(x) = x> — tr(s)x + det(s) no tiene raices en F,.
Consideramos el cuerpo
F,[x]
k:=F,la] = .
(f(x)

Si consideramos la inclusiéon £ C End(V') que nos da el principio de sustitucion iden-
tificando & con s, tenemos que s € k* y k* es un subgrupo de Cartan no escindido.

Supongamos ahora que tr(s)? —4 det(s) es un cuadrado en F,. En este caso, f(x) tiene
dos raices en [ ,. Esto implica que s tiene dos autovalores distintos, ya que f(x) es po-
linomio caracteristico de s y tr(s)*> — 4 det(s) # 0. Esto implica que existen v, w € V/
dos vectores linealmente independientes tales que s(v) = av y s(w) = bw. En parti-
cular, s pertenece al subgrupo de Cartan escindido determinado por las rectas (v) y
(w).

Solo queda ahora probar que s no puede estar en dos subgrupos de Cartan distintos.
Por reduccioén al absurdo supongamos que s € C, N C, con C,, C, C GL(V') subgru-
pos de Cartan distintos. Sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos a estudiar
los siguientes tres casos:

a) C, es escindido y C, es no escindido. Como s € C,, los autovalores de s
estan en [, y, como tr(s)?> — 4 det(s) # 0, dichos autovalores son distintos. En
particular, s no es una homotecia. Ahora bien, todo elemento de C, que no sea
una homotecia genera C,, visto como extension de cuerpos de [ . Sin embargo,
esto implica que s no puede cumplir ninguna ecuacion de segundo grado con
soluciones en F, lo cual es una contradiccidn.

b) C, y C, son escindidos. En este caso, s tiene que dejar fijas al menos a tres
rectas vectoriales distintas, lo cual implica que es una homotecia. Sin embar-
go, no puede ser una homotecia porque tr(s)*> — 4det(s) # 0 implica que los
autovalores de s son distintos.

¢) C, y C, son no escindidos. De nuevo, todo elemento que no sea una homote-
cia en un subgrupo de Cartan no escindido determina el grupo entero porque
genera la extension. Por tanto, C,; y C, no pueden ser distintos, lo cual es una
contradiccion.
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Estudiemos ahora qué sucede en el caso en que tr(s)> — 4 det(s) = 0. En este caso,
la ecuacion

x> —tr(s)x + det(s) =0

tiene una raiz doble a € [ ,. De esta manera, a es un autovalor de s. Hay dos posibili-
dades: o bien s es una homotecia, o bien, s tiene como matriz:

a b

0 a
con b # 0, respecto a una base adecuada. En este caso, el orden de s es p(p — 1). Por
tanto, uniendo esto al estudio anterior tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 1.10.  Se dan los siguientes puntos:

a) Sea s € End(V), entonces tr(s)> — 4 det(s) # O si, y solo si, (o(s), p) = 1.

b) La union de todos los subgrupos de Cartan es el conjunto de elementos de
GL(V') de orden coprimo con p y la interseccion de todos los subgrupos de
Cartan es el subgrupo de las homotecias.

Hacemos ahora una pausa para definir algunos conceptos mas que vamos a nece-
sitar.

| Definicién 1.11.  Sea C un subgrupo de Cartan escindido, determinado por las rectas
D, y D,. Diremos que el subgrupo de C que deja fijos los elementos de una de las dos
rectas es un semi-subgrupo de Cartan escindido.

Observacion 1.8.  Escogiendo una base conveniente, un semi-subgrupo de Cartan se

H * 0
escribe como O 1

En el estudio que haremos en capitulos posteriores tendremos que considerar el
normalizador de un subgrupo de Cartan. Comenzamos dando la definicion.

| Definiciéon 1.12.  Sea G un grupoy S C G un subconjunto. Se define el normalizador
de S en G como

Ng:={g€G:gSg' =S5}

Observacion 1.9.  Siguiendo la notacién de la definicion anterior, si .S es un subgrupo
el normalizador N también es un subgrupo. De hecho, es el mayor subgrupo que
contiene a .S como subgrupo normal.
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La propiedad mas importante del normalizador de un subgrupo de Cartan es la
siguiente:

Proposicion 1.11.  Sea C un subgrupo de Cartan, y sea N su normalizador en GL(V).
Entonces, el indice (N : C) = 2.

Demostracion. Comenzamos dando la prueba para el caso en que C sea un subgrupo
de Cartan escindido. Llamemos D, = (v,) y D, = (v,) a las rectas que caracterizan a
C.Sea s € N, por definicion existen x, x" € C tales que:

sx = x's.

Llamemos 4;, A/ a los autovalores asociados a D; de x y x’ respectivamente. De esta
manera, se tiene que:

s(x(vy)) = X' (s(vy)),
s(x(0)) = x'(5(0,)).

Ays(vy)
Ays(0y)

Por tanto, s(v,) y s(v,) son autovectores distintos de x’. Esto implica que, o bien
s(v;) € D, coni € {1,2}, o bien s(v,) € D,y s(v,) € D,. En el primer caso, s € C
y en el segundo s € N \ C. En este ultimo caso, es facil comprobar usando la carac-
terizacion anterior que los elementos de N \ C estan en la misma clase de N /C. Por
tanto, (N : C) = 2.

Pasamos ahora al caso en que C = (g) es un subgrupo de Cartan no escindido. Este
caso es similar al anterior desde cierto punto de vista. Para entender esto, vamos a ha-
cer algunas observaciones. Podemos ver el grupo C como un subgrupo de GL,(F ).
De esta manera, mediante la identificacion de F; con C y aplicando el teorema de
Hamilton-Cayley el polinomio caracteristico de g tiene dos raices distintas sobre [ .
Por tanto, existen L, y L, rectas vectoriales sobre [ , que se quedan fijas mediante g.
Maés atin, como los elementos de C son potencias de g, todos los elementos de C dejan
fijas dichas rectas. De esta manera, podemos ver C como los elementos de GL,(F 2)
tales que dejan fijas a las rectas L, y L,.

Por otro lado, dado s € N consideremos el automorfismo de cuerpos

o,k — k

X = sxs_l,

donde k = C U {0}. En particular, ¢, € Gal(k/[F,) = {Id, ¢} para cada s € N, con
¢ el automorfismo de Frobenius, i.e. para cada x € k, ¢(x) = x”. Estamos ahora en



1. PRELIMINARES 21

condiciones de realizar un estudio similar al que hicimos en el caso en que C era no
escindido.

Sea s € N,y sean x, x" € C tales que:
sx = x's.

Como expusimos antes, podemos ver la ecuacion anterior en GLy(F ). Si ponemos
L, =(v,)y L, = (v,), lamemos 4;, 4] € [ a los autovalores asociados a la recta L,
de x y x’ respectivamente. Tenemos asi que:

s(Ax(vy) = s(x(v)) = x'(s(v)))
s(hx(vy) = s(x(vy) = X'(s(v))

Ahora dividimos en dos casos gracias al estudio de las aplicaciones ¢,. El primero de
ellos en el que:

AsG) = s(x(v) = X' (s(v)),
Ls(x(©y) = s(x(0) = X'(s(0,)).

y el segundo es en el que:

s(x(vy)) = x'(s(vy)),
s(x(v)) = X' (s(0,)).

As(x(v)))
A 5(x(v,))

De nuevo, s(v;) es un autovector de x’. Uno de los casos anteriores corresponde al
caso en que s deja fijas las rectas L, y L,, en cuyo caso s € C, y el otro corresponde
al caso en que las intercambia. De nuevo, ambos casos se dan, en el primero s € C y
en el segundo caso todos los elementos de N \ C estan en la misma clase de N /C.
Por tanto (N : C) = 2. |

Observacion 1.10. Habida cuenta de la prueba de la proposicion anterior, si C es
un subgrupo de Cartan los elementos de N \ C pueden caracterizarse del modo
siguiente:

a) Si C es un subgrupo de Cartan escindido determinado por las rectas D, y D,,
entonces los elementos de N \ C son los elementos s € GL(V) tales que
s(D;) = D, y s(D,) = D,. Eligiendo adecuadamente una base, estos elementos

0
se pueden escribir como <* ;)
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b) Si C es un subgrupo de Cartan no escindido y k = [Fp(\/z) el cuerpo correspon-
diente. Entonces, los elementos de N \ C son los elementos s € GL(V) tales
que, para todo x € k, v € V verifican:

s(bv) = bs(v).

d
Eligiendo una base conveniente se pueden expresar de la forma < Z J C>.

Observacion 1.11.  Sea C un subgrupo de Cartan y N su normalizador. Llamamos
C,, N, laimagen de C'y N por la proyeccion GL,(FF,) — PGL,(F ) respectivamente.
Entonces, usando las descripciones anteriores de los elementos de C y N, se com-
prueba que N, es un grupo diedral, i.e. esta generado por unos elementos x € C,,
o € N, \ C, tales que 6x6 = x~!, 6% = 1 y x genera C,.

Otra propiedad de los normalizadores de los subgrupos de Cartan que nos sera
muy util es que esencialmente solo pueden contener un subgrupo de Cartan.

Proposicion 1.12.  Sea C un subgrupo de Cartan de GL(V) y N su normalizador.

a) Si C’ C N es un subgrupo de Cartan no escindido y p > 3, entonces C = C’
b) Si C' C N es un subgrupo de Cartan escindido (resp. un semi-subgrupo de
Cartan escindido) y p > 5, entonces C = C’ (resp. C' C C).

Demostracion. Consideramos la aplicacion natural
GL(V) — PGL(V) := GL(V)/F,

Llamaremos Cy, N, y C| a las imagenes por esta aplicaciéon de C, N y C’ respectiva-
mente. Es facil comprobar que la imagen de un subgrupo de Cartan escindido por esta
aplicacion es un grupo ciclico de orden p—1 y la imagen de un subgrupo de Cartan no
escindido es un grupo ciclico de orden p+ 1. En las hip6tesis de esta proposicion, C| es
un grupo ciclico de orden mayor que 2. Sea s un generador de C/, como los elementos
de N, \ C, son de orden 2 (esto se comprueba usando las expresiones matriciales de la
observacion anterior), s € C,. Ahora bien, dos subgrupos de Cartan distintos tienen
interseccion trivial, por lo que C; = C7, lo cual implica que C = C’.

El caso de un semi-subgrupo de Cartan es analogo al caso escindido. |



1. PRELIMINARES 23

1.3.2  Subgrupos de Borel

Junto con los subgrupos de Cartan, el siguiente tipo de subgrupos seran los que
nos apareceran en nuestro estudio posterior.

| Definicién 1.13. Diremos que un subgrupo B C GL(V) es un subgrupo de Borel si
existe una recta vectorial D de V' tal que:

B={seGL(V):sDcD}.

Es facil comprobar que si B es un subgrupo de Borel, se puede elegir una base de
manera que las matrices de B sean las matrices de la forma:

e

En particular, el orden de un subgrupo de Borel es p(p — 1)%.

1.3.3 Criterios de sobreyectividad

Para terminar esta secciéon vamos a dar algunos resultados que nos garanticen la
sobreyectividad de homomorfismos de grupos que vayan a GL(V).

Proposicion 1.13.  Sea G un subgrupo de GL(V") de orden divisible por p. Entonces,
se da una de las siguientes posibilidades:

a) G contiene a SL(V).
b) G esta contenido en algun subgrupo de Borel de GL(V).

Demostracion. Sea x € GL(V') de orden p. Dicho elementose puede representar eli-
11

giendo adecuadamente una base por la matriz ( 0 1> . En efecto, eligiendo el primer

punto de la base adecuadamente x se puede representar por una matriz de la forma

0 . Ahora bien, como x es de orden p, la matriz es necesariamente de la forma
%

1
< 0 >1k> Eligiendo ahora adecuadamente el segundo punto de la base tenemos que

x esta representado por < . Gracias a esta representacion tenemos que x deja

0 1
fija a una unica recta vectorial de V' que llamaremos D, . Dividimos la prueba en dos
casos:
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a) Paracadaelemento x € G de orden p,larecta D, es la misma. Llamaremos
D a dicha recta. El orden de GL(V) es p(p + 1)(p — 1)*. Por tanto, los p-grupos
de Sylow de G son de orden p. Por los teoremas de Sylow, todos los elementos
de orden p de G son conjugados. Esto implica que si x € G es un elemento de
orden p, entonces

Vo € G,(67'x0)(D) = D,
por hipotesis. Esto implica que:
Vo € G, x(c(D)) = o(D).

Como la tnica recta que deja fija x es D, tenemos que o(D) = D para cada

o € G. Luego G esta contenido en el subgrupo de Borel determinado por D.
b) Hay, al menos, dos rectas distintas. En ese caso si tomamos a dos de los

generadores de dichas rectas como base, tenemos que el grupo G contiene a los

(G D)6 0))

Basta ahora comprobar que

(5 0)-( ) =5

elementos del subgrupo

Para probar el ultimo resultado de este capitulo necesitamos los siguientes lemas
que daremos sin demostracion, pues su prueba, aunque no es dificil, requiere un de-
sarrollo demasiado extenso y que no aporta a los propdsitos del trabajo:

Lema1.2. Seak un cuerpoysea H < PGL,(k) un subgrupo finito de orden coprimo
con char(k). Supongamos ademas que H no es ciclico ni diedral . Entonces, H es
isomorfo a uno de los grupos A, S, o A

Demostracion.  [9] Prop. 16 |

Lema 1.3. Sean C un subgrupo de Cartan y X € C una matriz no escalar, i.e. no
es una homotecia. Si A € GL,(F,) es una matriz tal que AXA™! € C, entonces A
pertence al normalizador de C.
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Demostracion. Distinguimos dos casos: Supongamos primero que C es un grupo de
Cartan escindido. Eligiendo una base adecuada, podemos escribir C como el grupo:

c={<x 0) :x;éo,y;éo}.
0 vy

X

Sea A = (‘c’ b) €GL,(F)y X = (0

d ?}) € C no escalar, i.e. x # y. Se tiene que:

AX A = 1 (adx —bcy ab(—x+y)

¢ b(y—x) = cd(x—y) = 0.
ad — bc \ cd(x —y) —bcx+ady>e < ab(y—x) =cd(x—y)

Como x # y, se tiene que ab = cd = 0. Se comprueba facilmente que estas condicio-
nes implican que A pertenece al normalizador de C.

Supongamos ahora que C es un subgrupo de Cartan escindido. Sea € el entero mas
pequefio que genera [F,. Eligiendo una base adecuada de C, tenemos que C es de la

c={<x 6y> :(x,y);é(0,0)}.
y x

b
Sea A = <j d> e GL,(F)y X = (j} 6xy> una matriz no escalar, i.e. y # 0. Se

tiene que la matriz

forma:

AX A = 1 —acye — bcx + adx + bdy a’ye — b’y
" ad - be —c’ye + d?y acye — bex + adx — bdy
pertence a C si, y solo si,
—acye —bcx +adx+bdy  acye —bex + adx — bdy
—bc + ad - —bc + ad ’
<
a’*ye — b’y B e(—c2ye + d2y)
—bc + ad - —bc + ad

y ambas cantidades son no nulas. Teniendo en cuenta que ad — bc # 0 # y, podemos
simplificar el sistema anterior, de manera que AX A~! € C si, y solo si,

ace = bd,
2+ (@ —-dHe—-b*=0

e y(—ac+bd)e—x(bc—ad) # 0 0 d*> # —c?e. En primer lugar, notemos que la segunda
ecuacion siempre se da porque € no es un cuadrado. Distinguimos ahora dos casos:
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a) Caso en que b = (. En este caso, ace = 0, € # 0 y como A es invertible a # 0.
Por tanto, ¢ = 0. De la segunda ecuacién se deduce que a*> — b*> =, con lo cual
a = +b. De esta manera, la matriz A es de la forma:

a 0
0 +a
y se comprueba facilmente que A esta en el normalizador del subgrupo de Car-
tan.
b) Caso en que b # 0. En este caso, podemos despejar d = ace /b y sustituyendo

se obtiene:
c’e’ 4+ (a® — (ace/d)P)e — b* = 0.

Esta ecuacion se puede factorizar como:
(@’e — b*)(b* — c*e”) = 0.

El primer término no puede ser 0 porque € no es un cuadrado. Por tanto, b = +ce
y d = +e. En este caso, un simple célculo permite probar que AXA~! € C.

Proposicion 1.14.  Sea G un subgrupo de GL(V) distinto del total. Entonces,

a) Si G contiene a un subgrupo de Cartan no escindido, entonces o bien G esta
contenido en un subgrupo de Borel, o bien G esta contenido en el normalizador
de un subgrupo de Cartan.

b) Si G contiene a un semi-subgrupo de Cartan escindido y p # 5, entonces o
bien G esta contenido en un subgrupo de Borel, o bien G esta contenido en el
normalizador de un subgrupo de Cartan.

Demostracion. Dividimos la prueba en dos casos:

1. p divide a |G|. En este caso, la proposicion anterior nos dice que G esta con-
tenido en un subgrupo de Borel o G contiene a SL,(V). En este segundo caso,
tanto si G contiene a un subgrupo de Cartan no escindido como si contiene a un
semi-subgrupo de Cartan escindido, se comprueba facilmente que la aplicacion
det : G — [F; es sobreyectiva. Ahora bien, como SL(V') C G, esto implica que
G = GL(V), lo cual es una contradiccion.
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2. El orden de G es coprimo con p. Aplicando ahora el lema anterior para el

cuerpo [, y llamando H a la imagen de G en PGL(V'), obtenemos la posibili-

dades siguientes:

i)

ii)

iii)

H es ciclico y esta contenido en la imagen de algin subgrupo de Cartan,
por la proposicién 2. Por tanto, G esta contenido en algun subgrupo de
Cartan.

H es diedral, i.e. contiene un subgrupo normal ciclico C’ no trivial de
indice 2. En este caso, G esti contenido en el normalizador de un sub-
grupo de Cartan. Para probar esto, nos basta probarlo para z=!(H), con
z : GL(V) — PGL(V) la proyeccién natural. Como 7 es homomorfismo
de grupos, 771(C") < #~'(H). Es facil comprobar que como (p, |G|) = 1,
el grupo #71(C’) es ciclico de orden coprimo con p 'y, por la proposicion 2,
esta contenido en algin subgrupo de Cartan C. Por tanto, como z~'(C’) es
un subgrupo normal de z#~!(H ), entonces 7 ~!(H) est4 contenido en el nor-
malizador N de C. En efecto, consideremos A € Gy n(A) € n(G) = H.
Por tanto, para toda matriz X € GL,(F),) tal que z(X) € C’,

T(AXA™Y) = z(A)x(X)x(A™H e C',

ya que C' < H. Luego AXA™' € n(C’) C C. En particular, podemos
escoger un elemento X, € C’, distinto de la identidad, y un elemento
X € »n71(C’) tal que n(X) = X,. Ademas, X no es una matriz escalar
porque su imagen no es la identidad. Basta ahora aplicar el lema 1.3.

H es isomorfo a A,, S, o As. Esto no puede darse si p = 2,3. Estamos
suponiendo que p # 5 y la imagen de C es un grupo ciclico de orden
p+1 > 6ylosgrupos A,, S,, As no contienen elementos de orden superior
a 5. Por tanto, este caso no puede darse.






2 | Curvas elipticas

Durante todo este capitulo K sera un cuerpo perfecto, i.e. toda extension algebrai-
cade K es separable, y K denotara su clausura algebraica. Trabajaremos siempre sobre
el plano proyectivo P?(K) sobre el cuerpo K. Por simplicidad en la notacion escribi-
remos P? cuando estemos trabajando sobre K. Daremos por conocidas las nociones
de variedad algebraica (proyectiva e irreducible), curva, morfismo entre variedades
algebraicas, aplicaciones racionales y cuerpo de funciones racionales asociadas a una
variedad (todo esto se puede encontrar en los capitulos I y Il de [10]). Ocasionalmente
necesitaremos usar algunos resultados de geometria algebraica, cuando esto suceda
los enunciaremos brevemente, junto con una referencia de su prueba.

2.1 Teoria General

El objeto sobre el que basaremos nuestro estudio seran las curvas elipticas.

| Definicién 2.1. Una curva eliptica es un par (E, ©), donde E es una curva alge-
braica no singular de género 1 sobre K y © es un punto de dicha curva. Generalmente,
denotaremos por E a la curva eliptica omitiendo O. Diremos que la curva eliptica E esta
definida sobre K, lo cual sera denotado por E /K, si lo esta como curva algebraica y el
punto O tiene coordenadas en K.

Sea una curva eliptica E /K. Haciendo uso del teorema de Riemann-Roch se puede
probar que E es isomorfa (sobre K) a una curva de P?> dada por una ecuacion de la
forma:

V4 a,xy+ay=x+a,x* + a,x + ag

con ai,...,a, € K y siendo O el punto del infinito de la curva [0 : 1 : 0]. A las
curvas de este tipo se les dice que estan en forma de Weierstrass. Gracias a esto, para
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estudiar las curvas elipticas nos basta estudiar las curvas no singulares de este tipo, a
pesar de que una misma curva puede tener varios modelos de este tipo.

Si la caracteristica del cuerpo es distinta de 2, se puede simplificar la ecuacion, me-
diante el cambio de variables

1
Yy E(y —a X — a3),
obteniendo asi una curva en forma:
E : y* =4x* + b,x* + 2b,x + b,

donde
b, = a% +4a,, b,=2a,+aa;, bs= ag + 4aq.

Los nombres asignados a estas cantidades no son arbitrarios y los reservaremos du-
rante todo el trabajo para dichas cantidades. Ademas, definimos también las siguientes
cantidades

¢, = by —24b,,

A = —blby— 85,
Jj = ci/A.

Estas cantidades tienen cada una un significado en términos de propiedades de la cur-
va. Mas adelante, vamos a mostrar algunos de ellos, para un estudio mas detallado ver
([10] II.1).

Por dltimo, la curva se puede reducir ain mas cuando la caracteristica del cuerpo
es distinta de 2 y 3. En dicho caso, el cambio de variables

(x,y) — x——3bz e
36 108

nos da una curva de la forma
E : y* =x —27¢,x — 54cq.

La cantidad A se llama discriminante y nos ayuda a saber si una curva dada en forma
de Weierstrass tiene o no puntos singulares.
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| Definicion 2.2. Sea C una curva enP? dada por un polinomio homogéneo F(X,Y, Z).
Sea P € C, se dice que el punto P es singular si

OF p _ OF p _ OF o _
ﬁ(P) = aY(P) = aZ(P) =0.

Se dice que la curva es no singular si todos sus puntos son no singulares.

Proposicion 2.1.  Una curva dada por una ecuacién de Weierstrass es no singular si, y
solo si, A # 0. En caso de que la curva sea singular, esta solo tiene un punto singular.
La singularidad en ese punto tiene dos tipos posibles:

a) El punto singular es un nodo (las tangentes en el punto son distintas) si, y s6lo
s, A=0yc, #0.

b) El punto singular es una cuspide (las tangentes en el punto son iguales) si, y
solosi, A =¢, =0.

Demostracion.  ([10] 1I1.1.4) |

2.1.1 Operacion de grupo

Sea E /K una curva no singular en forma de Weierstrass,
2 _ 3 2
Y +axy+ayy=x +a,x" +a,x+ ag.

Denotaremos por E = E(K) al conjunto de puntos [x : y : 1] € P? que cumple
la ecuacion, junto con el punto del infinito @ = [0 : 1 : 0]. Dados dos puntos de
P,0Q € E(K) :=P?*K)N E y una recta L que pase por ellos, se comprueba, usando
las formulas de Cardano-Vieta, que L corta en un tercer punto a E(K) y en ningun
otro, contados con multiplicidad. A este tercer punto lo denotamos P * Q.

De esta manera, hemos definido una operacion dentro de la curva, pero esta no da
estructura de grupo a los puntos de E(K), principalmente por la falta de un elemen-
to neutro. Sin embargo, podemos usar esta operacion y el punto © para dar a E(K)
estructura de grupo.

| Definicion 2.3. Definimos la "ley de grupo” de una curva eliptica E /K como :

®: EK)X E(K) — E(K)
(P,Q) — 0O=(P=*Q).
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Proposicion 2.2.  Sea E /K una curva eliptica, se tienen:

a) (E(K),®) es un grupo abeliano y O es el elemento neutro de la operacion.

b) (POO)®(P+Q)=0.

c) La operacion

®: EK)x E(K) — EK)
(P,Q) — Ox*(P=x*Q)

es un morfismo entre variedades algebraicas.

Demostracion.  Las pruebas de a) y b) se pueden encontrar en ([10] [1.2.2) y la de ¢)
en ([10] I11.3.6) |

De esta manera, ya podemos decir que la "ley de grupo de una curva eliptica" es
una verdadera ley de grupo. En lo que sigue a la operacion de la curva la denotaremos
por + en lugar de @. De esta manera, denotaremos por —P al opuesto de P por la
operacion de grupo.
| Definicién 2.4. Sean E,/K y E,/K dos curvas elipticas y ¢ : E,(K) — E,(K)
un morfismo entre curvas. Diremos que ¢ es una isogenia si p(O) = O.

Como la ley de grupo de la curva es un morfismo podemos definir la isogenia:

[n] : E(K) — E(K)

P +— P+ +P
N——

nveces

Observacion 2.1.  Las operaciones anteriores las hemos definido sobre E(K), en caso
de que no especifiquemos el cuerpo y solo escribamos E, nos estaremos refiriendo a
E(K).

Buena parte de este trabajo va a consistir en estudiar la relacion que hay entre una
curva eliptica definida sobre un cuerpo K junto con su estructura de grupo y el grupo
de Galois Gal(K /K). Comenzamos haciendo un primer analisis.

Sea E /K una curva eliptica, dada por una ecuaciéon de Weierstrass:

v+ axy+ay= x* + a2x2 + a,x + ag.
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Para un punto P = (x, : y, : 1) € E, tenemos la relacién
2 _ .3 2
Vot a1Xgyy + azyy = Xy + a,x, + ayxy + ag.

Consideramos ahora ¢ € Gal(K/K) y lo aplicamos a ambos lados de la ecuacion.
Obtenemos

c(¥p)* + a,6(x0)0(y,) + a36(,) = 6(x,)° + a,0(x,)* + a,0(x,) + ag.

Por tanto, P? := (o(xy) : o(yy) : 1) € E. Ademas, O° = 0. Por tanto, el grupo
Gal(K /K) acta sobre E. Méas aun, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.  Sea E /K una curva eliptica, se tiene que:
Vo € Gal(K/K) VP,Q€E (P+Q) =P +0Q°.

Demostracion.  Si fijamos una ecuacion en forma de Weierstass para la curva, la ex-
presion de las coordenadas del punto suma se pueden escribir como funciones racio-
nales en las coordenadas de los sumandos. Esto se debe a que calcular la suma en
una curva eliptica consiste en cortar ciertas rectas con una ctbica en P2, Por tanto, la
accion de Gal(f/ K) conmuta con la suma. |

Estudiar como actiia Gal(E/ K) sobre una curva eliptica es un problema dema-
siado complicado. Para relajar el problema se puede estudiar como actiia Gal(K /K)
sobre algin subgrupo. En nuestro caso, vamos a estudiar como actda el grupo de Ga-
lois sobre la torsion de E.

2.2 Torsiodn y representaciones

En lo que sigue del trabajo haremos la siguiente simplificacion en la notacion,
Gy = Gal(K/K).

Ademas, en caso de que no haya dudas con respecto a qué cuerpo nos estamos refi-
riendo, el grupo de Galois sera denotado simplemente por G. Comenzamos definiendo
los distintos grupos de torsion.

| Definicién 2.5.  Sea E una curva eliptica ym € Z. Denotamos su grupo de m-torsion

por:
E[m]={P € E : [m]P =0}.
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De esta manera, denotamos por

E, =] Elm]

meN

al grupo de torsion de la curva.

Sea E /K una curva eliptica y sea P € E[m]. Gracias a la proposicion 2.3, se tiene
lo siguiente
[m](P°) = ([m](P))’ = O° = O.

Por tanto, el grupo de Galois acttia sobre cada E[m] y, por tanto, sobre E_ . Cabe ahora
preguntarse qué estructura tiene E[m]. La respuesta a esta pregunta es el siguiente
teorema que sera nuestro punto de partida es el siguiente teorema.

| Teorema 2.1. Sea E una curva eliptica ym € Z, se tienen:

a) Sim# 0 ychar(f) =00 char(f) =p >0 yptm, entonces
Eml=Z/mZ X Z]/mZ

b) Si char(K) = p > 0, entonces se da uno de los siguientes casos:

a) E[p°] = {0}, paratodoe =1,2,3,...
b) E[p°]l = Z/p°Z, para todoe =1,2,3, ...

Demostracion.  (Corollary 6.4 [10]) |

2.2.1 El modulo de Tate

Sea K un cuerpo de caracteristica 0, E/K una curva eliptica y m > 2. Entonces,
por el teorema 2.1 el grupo de puntos de m-torsion es de la forma

Elml=2Z/mZ x Z/mZ.

Ademas, como ya hemos visto, G actia sobre E[m]. De esta manera, para cada m en
las condiciones anteriores, obtenemos una representacion:

p, - G— Aut(E[m]) = GL,(Z/m2Z).

Ademas los grupos E[m] estan relacionados mediante el orden que da la divisibilidad,
i.e. si m;|m, tenemos el morfismo natural

]

E[m,]—— E[m,].
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De esta manera, podemos reunir todas las representaciones mediante el limite inverso.
Asi obtenemos una representacion

p . G— Aut (l(iﬂE[m]) .

m

Ademés, lim E[m] 2 limZ/mZ XlimZ /mZ = 7 x 2 donde Z es el anillo de Priifer,
— — —
del que es conocido que:

Por tanto, la representacion p la podemos ver como

p:G— Aut <11£E[m]> = [] oL.2).

m [ primo

Por otro lado, denotamos por E_, a la torsién de E(K), i.e. la union de todos los E, .
Al igual que antes, el grupo de Galois atia de manera natural sobre E_ y esto nos da
una representacion

¢ . G— Aut(E,)

Vamos a ver que estos los morfismos p y @, son esencialmente el mismo. Sea / un
primo, denotamos por E,. al subgrupo formado por la unién de los puntos de la curva
sobre K tales que son puntos de /"-torsion para algin r > 0. Por definicién, tenemos

E,= P E«. AwE,) = [] Aut(E.).

| primo | primo

Asi, podemos componer ¢, con las proyecciones correspondientes a cada primo. Por
tanto, tenemos representaciones

@ - G— Aut(E)
Para cada primo / y r > 0, tenemos la representacion
pr - G— Aut(E[l]).
Fijado I primo, los grupos E[I"] y los morfismos
E[r—= B[]

forman un sistema proyectivo.
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| Definicién 2.6. En las condiciones anteriores, llamamos médulo de Tate al limite
inverso

T,(E) = lim E[1"].

n

También denotamos por
1
VAE) :=TyB) |1| =T, @0,

En caso de que no haya ambigiiedad de a qué curva nos referimos, usaremos la notacion
ViyT.

Por la propiedad universal del limite inverso para cada primo tenemos una repre-
sentacion

@, . G— Au(T,(E)).
Proposicion 2.4. Hay un isomorfismo Aut(7;) — Aut(E.).

Demostracion.  Se tiene que
v,/T, = T,u"YT, = | JaT)/T, = | EU"] = E,.

Esta observacion induce un morfismo

Aut(T) — Aut(E,..),
¢ = ¢

que viene definido como sigue. Sea ¢ : T, — T, un automorfismo. Por la descripcién
anterior de E,., ¢ induce un automorfismo ¢, de cada E[I"] = (I""T,)/T, que hace
conmutativa el siguiente diagrama,

E[M —%y B[

T 1

E[F) —2 E[f

para cualesquiera enteros n > k > 0, donde las flechas verticales son las inclusiones
candnicas. De esta manera, si x € E,. existe n > 0 tal que x € E,,.

Definimos ¢(x) := (,5n(x). Gracias al diagrama anterior esta definiciéon no depende del
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n elegido. Veamos que el morfismo asi definido es sobreyectivo. Sean y € Aut(E,.)y
k > 0 un entero. Mediante la restriccion podemos obtener unos morfismos:

w, . E[I"] — E[I"].

Estos morfismos cumplen el siguiente diagrama conmutativo:

E[I"] 2% E[I]

[[n—k]l l[ln—k]

E[I*] =2 E[I¥]

para n > k, ya que los morfismos [r] vienen definidos por aplicar la suma de manera
iterada y y es morfismo de grupos. De hecho, como y es automorfismo, cada y,
también lo es. Usando ahora la propiedad universal del limite inverso obtenemos un
automorfismo ¢ : T, — T, tal que ¢ = y. Ademas, por la unicidad del limite inverso
también se tiene la inyectividad. |

Habida cuenta de la proposicion anterior podemos identificar ¢, con ¢, y po-
demos reducir el estudio de como actia el grupo de Galois sobre cada subgrupo de
torsion de la curva a estudiar como es dicha accion sobre cada E[/¥], para cada k € N,
y sobre el modulo de Tate 7}, para cada primo /.

2.2.2 El pairing de Weil

Terminamos esta secciéon presentando una herramienta que necesitaremos mas
adelante. Sea m > 2 un entero, que supondremos coprimo con p en el caso en que

char(K) = p > 0. Sabemos que
Elml=Z/mZ x Z/mZ.

Asi, E[m] es un Z/mZ-mébdulo libre de rango 2. De esta manera, podemos definir una
aplicacion multilineal alternada no degenerada sobre E[m] fijando una base {7}, T, }
y poniendo,

det : E[m] X E[m] — Z/mZ, det(aT, + bT,,cT, +dT,) = ad — bc.

Sin embargo, definir esta aplicacion de esta manera tiene dos problemas. En primer
lugar el valor del determinante depende de la base elegida. Esto no es demasiado grave
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ya que cambiar de base es simplemente multiplicar por un elemento de (Z/mZ)*. Sin
embargo el otro problema es mas serio, el determinante no es Galois invariante, i.e. si
P,Q € E[m] y 0 € G entonces det(P°, Q°) y det(P, Q)° no son iguales en general.

Ambos problemas se pueden solventar simultaneamente, modificando la aplicaciéon
para que tome valores en las raices m-ésimas de la unidad. Para ello, haremos uso del
siguiente lema.

Lema 2.1. Un divisor ) n,(P,) es el divisor asociado a alguna funcion si, y solo si, se
cumplen las siguientes condiciones:

a) X =0.
b) X,[n1P, =0,

Demostracion.  ([10] II1.3.5). |

Sea T € E[m], sabemos que existe f € K(E) tal que
div(f) = m(T) — m(O)

Elegimos ahora T’ € E tal que [m]T’ = T. De la misma manera, usando el lema,
existe g € K(FE) tal que

[ml"(P) = [m]"(@) = ), (T"+ R)— (R)),

ReE[m]

donde [m]* denota el morfismo inducido por [m] en los divisores. Es facil comprobar
ahora que las funciones fo[m] y g” tienen los mismos divisores. Por tanto, multipli-

—
cando por una constante apropiada en K , podemos suponer que
fo[m] =g".

Si ahora elegimos otro punto de m-torsion S’ € E[m], que puede ser igual a T', tenemos
que
gX +8)" = f(ImlX + [m]S) = f([m]X) = g(X)".

Por tanto, como funcion de X g(X + 5)/g(X) solo puede tomar una cantidad finita
de valores, las raices m-ésimas de la unidad. En particular, el morfismo

E—-P, X gX+S5)/gX)
no es sobreyectivo, por lo que es constante. Esto nos permite definir un pairing

e, . E[m]xX E[m] — u,,

m
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poniendo
gX+5S)

8(X)
con X € FE cualquier punto tal que g(X +.5) y g(X) estén bien definidos (no sean
cero). Notemos que la funcién g depende del punto T'. Se comprueba que aunque g

e, (S, T)=

b

esta definida salvo multiplicacién por una constante de ?*, el cociente g(X +.5)/g(X)
no depende de la constante elegida ni del punto X. De aqui en adelante, llamaremos
a esta aplicacion el e, -pairing de Weil

Proposicion 2.5.  En las condiciones del inicio de la seccion el e,,-pairing de Weil tiene
las siguientes propiedades:

a) Es bilineal:

e, (S, +5,T) = e,(S,,T)e,(S,,T),
e (S.T,+T) = e,(S,T)e,(S.T)).

b) Es alternada:
e, (T, T)=1.

En particular, e, (S,T) = e, (T, S)".
c) Es no degenerada, i.e. sie,(S,T) = 1 paratodo .S € E[m], entonces T = O.
d) Es compatible con la accion de Galois:

VoeG, e, (S, T) =e,(S°,T°).
e) Se da la siguiente relacion de compatibilidad con la operacion de la curva:

VS € E[mm'],¥YT € E[m], (S,T)=e,(Im']S,T).

Cm’

Demostracion.  ([10] 11.8.1) |

2.3 El grupo formal de una curva eliptica

En esta secciéon vamos a ver como se puede asociar a cada curva eliptica una ley de
grupo formal y qué relacion guarda dicha ley con la estructura de grupo de la curva.
Para ello usaremos los resultados sobre grupos formales que ya vimos en el capitulo
anterior.
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2.3.1 Desarrollo alrededor de ©

Sea E /K una curva eliptica. En este apartado vamos a estudiar como se comporta
nuestra curva y la operaciéon en un entorno de ©. Para ello, hacemos el siguiente
cambio de variables (transformacion birracional afin):

Con estas coordenadas el punto @ es ahora el (0, 0). Ademaés la funcién z(x,y) — x/y
tiene un cero de orden 1 en O, esto es, en el anillo local K[E], la funcién z es un
parametro de uniformizacion. De esta manera, la ecuacion de Weierstrass ahora se
convierte en

w =z’ +a,zw + a,z2*w + a;w* + a,zw* + aw’ =: f(z,w).

Gracias a esta ecuacidon podemos sustituir la expresion de w en ella misma de manera
iterada. Una primera iteracion nos lleva a:

w=z + az'+ (af +a,)z’ + (a? +2a,a, + a3)z°
+ (a‘l‘ + 3a$a2 +3a,a; + ag +a)z’ + -
Si seguimos iterando vamos obteniendo una expresién de la forma w = z>(1+ A,z +

A,z*> + ---),donde los A, € Z[ay, ..., ag]. Por supuesto, hay que comprobar que w(z)
tiene sentido en Z[a,, ..., agl[z] y que se tiene la igualdad

w(z) = f(z,w(z))

en el mismo anillo de series formales. Una descripciéon mas precisa del procedimien-
to anterior seria la siguiente. Consideramos la sucesion de polinomios definida por
induccion como sigue:

{fl(z,w) = f(z,w)
fzw) = [,z f(z,w)).

Queremos definir

w(z) :=1im f,(z,0).
n
Vamos a ver que este limite tiene sentido en Z[a,, ..., ag][z].

Proposicion 2.6.  Se tienen:

a) Ellimite lim, f,(z,0) existe, i.e. es un elemento de Z[a, ..., a¢][z].
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b) La serie formal w(z) es la Ginica serie de potencias de Z[ay, ..., a¢][z] que cum-
ple que:
w(z)=0 y w(z)=f(z,w(z)).

c) Si el anillo de polinomios Z[a,, ..., as] lo convertimos en un anillo graduado
poniendo los pesos wt(a;) = i, cada coeficiente de A, de la serie de potencias
w(z) es un polinomio homogéneo de peso n.

Para probar esto necesitamos una version del lema de Hensel (en el apéndice he-
mos dado una versiéon mas general, ver A.2), que enunciamos a continuacion.

| Teorema 2.2 (Lema de Hensel). Sea R un anillo de valoracion discreta completo e
1 = (7) su ideal primo. Sea F(w) € R[w] un polinomio. Supongamos que existenn € N
ya € R tales que

F@el" y F'(a)€ER".

Entonces, para cada a € R* tal que F'(a) = a mdd 1, la sucesion

Fw,)

Wo=4a, Wy, =W,— o

convergeaunb € R tal que F(b) =0y

b=a mod I".
Si ademas R es un dominio de integridad, dicho b esta determinado de manera tinica.
Demostracion (del Lema de Hensel). Sea a tal que F’(a) = @ mdd I. En particular,

a € Fl(a)+ I CR*"+1=R*(1+1)=R*,

donde la ultima igualdad se da porque 1 + I = R* (si | +uzw = u'n", entonces 1 € I y
esto es una contradiccion). Por tanto, a es una unidad. Por simplicidad con la notacion,
vamos a hacer la prueba con

w,=0, FOelI' F@©O)=1 médlI, w,,, =w,—Fw,).

En caso de que esto no sea asi basta hacer el cambio F(w) +— F(w + a)/a. Como
w,=0y F(0) e I",

Vm>0, w,el"=>w,—-Fw,)e€l"

Por tanto,
Vvm>0, w,€l"
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Probamos ahora por induccién que

Vm>0, w,=w,,, mod """

Para m = 0, ya lo hemos visto. Supongamos ahora que el resultado es cierto para
todos los enteros estrictamente menores que m. Es facil comprobar la factorizacion
siguiente:

FX)-FY)=X-Y)(F(0)+ XGX,Y)+YH(X,Y)),
donde H,G € R[ X, Y]. Entonces,

Wy —w, = w,—Fw,)-w,_+Fw,_)
= W, - W, +Fw,_)-Fw,)
w—w, (1 —=F0)—-w,Gw,,w,_,)
-w,_Hw,,w,_,) € I"™.

= (w

La ultima linea se tiene porque por hipétesis de inducciéon w,, — w,,_, € 1", por
la hipétesis de que F’(0) = 1 mdd I y por la hipétesis de que w,,, w,_, € I". Con
esto hemos probado que la sucesion {w,,} es de Cauchy, pues hemos visto que:

n+m
W, —w, €€l

Por la completitud de R, existe b € R tal que b = lim w,,. Ademas, como todos los
w, € 1", b € I". Si tomamos limite ahora en la definicion por recurrencia de los w,,,
obtenemos

b=b— F(b).

Por tanto, F(b) = 0.

Por ultimo, vamos a probar la unicidad. Supongamos que existe ¢ € I" tal que F(c) =
0. Entonces,

0= F(b)— F(c) = (b—c)(F'(0) + bG(b, c) + cH(b, c)).

Si b # ¢, entonces
F'(0) + bG(b,c) + cH(b,c) = 0.
Ahora bien, esto implica que F’(0) € I, lo que contradice que F'(0)=1 médd I. |

Demostracion (de la proposicion 2.6). Los apartados 1. y 2. se deducen directamente
del lema de Hensel poniendo R = Z[ay, ..., a4l[z], I = (z), F(w) = f(z,w) — w,
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a=0ya=-1
Veamos el tercer apartado, asignando los pesos wt(z) = —1 y wt(w) = =3, f(z,w) es
un polinomio homogéneo de peso —3 del anillo graduado Z|[a,, ..., a4, z, w] y es facil

ver que los f,, cuamplen la misma propiedad. En particular,
f,(z,0)=2z(1 + B,z + B,z* + - + B\ z")

es homogéneo de peso —3. Por tanto, wt(B,) = n 'y, tomando limite los A, tienen la
misma propiedad. |

De esta manera, hemos desarrollado en serie de potencias las funciones coorde-
nadas. Recuperando las coordenadas x, y obtenemos el siguiente desarrollo en serie

de Laurent,
z 1 aq 2
x(z) = =——-——a,—ayz—(a, +a,a;)z" — -
(z) wz 2z 2T (a + a,a;)
wz) = —L——L+ﬂ+%+a +(a, +aya;)z +
w(z) z3  z2 z 3 4 13

Notemos que los coeficientes de la inversa de una serie formal se pueden calcular. De
la misma manera, podemos invertir 2y(z)+a,x(z)+ a, admitiendo una cantidad finita
de términos 1/z". Por tanto, podemos desarrollar el diferencial invariante como

dx(z)
2y(z) + a;x(z) + a,
= (I1+az+ (@ +a)z° + (@ +2a,a, + 2a;)2°
+(a‘1‘ + 3a%a2 + 6a,a; + a§ +2a)zt + - )dz

w(2)

Con todo esto, las series (x(z), y(z)) son una soluciéon formal a la ecuacion de Weies-
trass:
E :y* +a,xy+ay=x+ax*+a,x+ag.

Seria interesante poder generar puntos de E evaluando en z. Sin embargo, no hay una
manera natural de asociar elementos de K a cada z. Sin embargo, si suponemos que
K es un cuerpo local completo, con R su anillo de valoracion, M su ideal maximal
y suponemos ademas que a,, ..., a, € R, las series x(z) e y(z) convergen para todo
z € My, por tanto, (x(z), ¥(z)) € E(K). Esto nos da una aplicacion

M — E(K),
z = (x(2),¥(2)).
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Dicha aplicacién es inyectiva porque —x(z)/y(z) = z nos da la inversa. Esta aplica-
cidn sera clave cuando estudiemos las curvas elipticas sobre cuerpos locales.

Volvamos por ahora a seguir trabajando de manera formal, vamos a ver como se com-
porta la suma de las curvas elipticas en términos de las series formales. Sean z, y z,
variables independientes para las series formales, llamemos w, = w(z,) y w, = w(z,).
Si llamamos

(23, W3) = (21, W) + (2, W,),

donde la suma es la suma de las curvas elipticas en el plano (z, w), vamos a escri-
bir z; como una serie formal en z,y z,. Es un ejercicio de computo comprobar que
z4(2,, 2,) = F(z,, z,) es un grupo formal (ver 1.2), los detalles acerca de esto se pue-
den encontrar en ([10] IV.1).

Terminamos la seccion con un resultado que nos relaciona la altura de los morfismos
entre los grupos formales de curvas elipticas con los morfismos entre dichas curvas.
Para dar dicho resultado, tenemos que desarrollar algunos conceptos de geometria
algebraica antes.

Notacion 2.1. Sean V,/K y V,/K dos variedades proyectivas algebraicas sobre K
y ¢ : V, — V, un morfismo entre dichas curvas definido sobre K. Este morfismo
induce una inyeccion en los cuerpos de funciones:

¢" L K(Vy) <> K(I)
f = fop

Aunque no es trivial en el caso de que las variedades anteriores sean curvas, la
extension de cuerpos que induce el morfismo ¢ siempre es una extension finita, lo
cual motiva la siguiente definicion.

| Definicion 2.7. Sea ¢ : C; — C, un morfismo de curvas. Definimos el grado de ¢
como:
deg ¢ = [K(C)) : K(C))]

De la misma manera, se define el grado de inseparabilidad de ¢, deg; ¢ (resp. el grado
de separabilidad, deg, ¢) como el de la extension asociada a ¢.

| Teorema 2.3. Sean K un cuerpo de caracteristica positiva, E,/K y E,/K curvas
elipticas y ¢ : E, — E, una isogenia no nula definida sobre K. Esta induce un homo-
morfismo de grupos formales f : E, — E,. Entonces,

deg;(¢) = ht(f)
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Demostracion. Consideramos ¢ : E,;/K — E,/K una isogenia.

Si ¢ es el p’-ésimo morfismo de Frobenius, i.e. el morfismo ¢ : E, — Eiq) dado
por:
[x :y:z]l+—> [x?: 70 29,

donde g = p' y Eﬁq) es la curva dada por la misma ecuaciéon que C pero con sus
coeficientes elevados a g. Este morfismo es puramente inseparable, i.e. su extensiéon
asociada es puramente inseparable. Por tanto, deg ¢ = deg, ¢ = p"y f(T) = T” . Por
tanto, ht(¢p) = p".

Si ¢ es un morfismo separable, denotemos por w al diferencial invariante de E, y
o(T) el diferencial invariante del grupo formal E,. Como ¢ es separable, ¢*@ # 0([10]
I1.4.2). Por tanto,

(o f)(T) = f'(0)e(T) # 0.

De lo que se sigue que f/(0) # 0, y, por tanto, ht(f) = 0.

Por otro lado, toda isogenia se puede escribir como composicién de un morfismo de
Frobenius y un morfismo separable ([10] I1.2.12). Asi que, habida cuenta de la propo-
sicion 1.7 y los dos casos anteriores, hemos probado el resultado. |

Corolario 2.1.  Sea E /K una curva eliptica definida sobre un cuerpo de caracteristica
positiva. Entonces, el grupo formal asociado a la curva tiene altura 1 o 2.

Demostracion. La prueba de esto consiste en recordar que la aplicacion ¢ = [p] tiene
grado p°. |

2.4 Curvas elipticas sobre cuerpos locales

En el capitulo anterior hemos desarrollado la teoria de grupos formales y en la
seccion anterior hemos visto como obtener una ley de grupo formal asociada a las
curvas elipticas. También hemos sacado algunas consecuencias geométricas gracias a
ese desarrollo. Se ha visto que se le puede sacar mucho partido a las leyes de grupos
formales cuando sabemos que las series de potencias convergen. El sitio mas propi-
cio para explotar este punto parecen ser los cuerpos locales completos. Esto es lo que
motiva este capitulo.

Presentamos la notaciéon que vamos a seguir durante el capitulo. Sea K un cuerpo
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local completo con respecto a una valoraciéon v. Denotaremos por R a su anillo de
valoracion, por M su ideal de valoracion, por z un parametro de uniformizacion de
Ry por k = R/ M el cuerpo residual.

2.4.1 Ecuaciéon minima de Weierstrass

Sea E /K una curva eliptica y sea
E : Yy +axy+ay=x"+ax* +a,x+ag

una ecuacion de Weierstrass para E. Las transformaciones (x, ) + (u~2x,u~>y) man-
tienen la forma de la ecuaciéon y cambian los coeficientes a; + u'a;. Si elegimos u como
una potencia suficientemente grande de 7, podemos hacer que los coeficientes estén
en R. En ese caso, se cumple v(A) > 0.

| Definicion 2.8. Sea E/K una curva eliptica, una forma de Weierstrass asociada
a dicha curva con a; € R se dice minima si de entre la formas que cumplen que sus
coeficientes estan en R, v(A) alcanza el minimo.

Proposicion 2.7.  Se tienen las siguientes propiedades asociadas a las formas minimas
de Weierstrass.

a) Toda curva eliptica E/K tiene una ecuaciéon minima de Weierstrass asociada.
b) Una ecuacién minima de Weierstrass es nica salvo un cambio de coordenadas
de la forma:

x=uxX +r, y=uy +uysx’ +1.

conu € R*yr,s,t € R.
c) El diferencial invariante
dx
D= —
2y +a;x + a;

asociado a una forma de Weierstrass minima es Unica salvo multiplicacién por
una unidad, i.e. un elemento de R*.

Demostracion. La prueba de esto es bastante facil conociendo como cambian los coe-
ficientes mediante los cambios que preservan las formas de Weierstrass, una referen-
cia es ([10] VIL1). |
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2.4.2 Reduccion modulo

Dentro del cuerpo K tenemos la aplicacion natural siguiente que se suele llamar
reduccion,

R — R/zR=k

t — f

Queremos tener una aplicacién de este tipo sobre las curvas. Sea E/K una curva
eliptica. Si elegimos una ecuaciéon minima de Weierstrass para esa curva, podemos
aplicar la reduccion en los coeficientes para obtener una nueva curva (posiblemente
no singular) de la forma,

E:y +axy+azy= x? + d,x* + a,x + ag.

A la curva E/k la llamaremos reduccién médulo 7z de E. De la misma manera si
P =[x, ...,x,] € P" podemos encontrar un representante para este punto tales que
X, ---» X, € Ry, al menos, alguna de las coordenadas esté en R*. Asi, podemos definir

una aplicacion de reduccion
P"(K) — P"(k)

que Viene dada por,
[;C,...,xn]| ? [;C,...,xn]
0 0

De esta manera, podemos mandar un punto P € E(K) a un punto P € E(k). De-
notaremos por E, (k) al conjunto de puntos de E(k) que son no singulares. Se puede
comprobar mediante calculos elementales que este conjunto tiene estructura de grupo
([10] 1IL.2.5).

| Definicion 2.9. Definimos los siguientes subconjuntos

E(K) := {P€EKK): PekE,k}
E(K) := {P€EK): P=0)}.

El siguiente paso es probar que estos subconjuntos son grupos y ver qué relacion
tienen con el grupo E, (k). La siguiente proposicién nos da mucha informacion a este
respecto.

Proposicion 2.8.  Existe una sucesion exacta de grupos abelianos
0— E(K)— E\(K)— E,(k)— 0,

donde la aplicacion de la derecha es la reduccion moédulo 7.



48 REPRESENTACIONES DE GALOIS ASOCIADAS A CURVAS ELIPTICAS

Demostracion. Comenzamos probando que la reduccion es sobreyectiva. En primer
lugar, sea
fy=y"+axy+ay—x’—ax*—ax—as=0

una ecuacion minima de Weierstrass para E. Denotamos por f(x,y) al polinomio
reducido. Sea P = (&, f) € Ens(k) un punto. Como es no singular, se tiene que o bien

—f( ,f) =0, o Dbien, ﬂ(a,ﬁ):
dy

Sin pérdida de generalidad suponemos que estamos en el segundo caso. Elegimos
X, € R tal que X, = @ y buscamos una solucién de la ecuacién

f(x, ) =0

Si reducimos médulo 7z esa ecuacién, § es una raiz que es simple por la condicién
de ser no singular. Ahora bien, por el lema de Hensel (ver A.2) podemos levantar a
un y, = f que cumpla la ecuacién. De esta manera, la aplicacién es sobreyectiva. Lo
siguiente que vamos a hacer es probar que E;(K) es subgrupo de E(K) y la aplica-
cién de reduccioén es un homomorfismo de grupos E,(K) — Ens(k). Notemos que si
probamos esto la exactitud de la sucesion es trivial.

Las operaciones de grupo de E(K) y E, (k) vienen dadas por la interseccion de la
curva con rectas de P2, Sea L/K una recta de P?, siempre podemos encontrar una
ecuacion de la forma

Ax+ By+Cz=0

con A, B,C € Ry, al menos, alguno de los coeficientes en R*. De esta manera, la
recta reducida viene dada por la ecuacion

L: Ax+By+Cz=0.

Sean P, P, € E\(K)y Py € E(K) tres puntos tales que P, + P,+P; = O.Sea L larecta
que pasa por los tres puntos P,, P, y P;, contandos con multiplicidad. Basta probar
que L cortaa E en P1» P,, P, con las mismas multiplicidades, ya que esto implica que
P, € E,y que P, + P, + P, = O. La prueba no es dificil pero requiere una casuistica
extensa y no aporta demasiado a desarrollar las ideas principales del trabajo por ello
damos la referencia ([10] VIL.2.1). |

Observacion 2.2.  El resultado anterior nos se sigue cumpliendo si cambiamos el cuer-
po K por cualquier otro cuerpo henseliano (ver A.3).
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Bien, notemos ahora que si v(A) = 0 entonces v(A) # 0. En particular, E es no
singular. Por tanto, E = E, y E,(K) = E(K). En ese caso, la sucesién exacta nos dice
que E(K) esta hecho de dos piezas, los puntos reducidos y los puntos que se anulan
mediante la reduccidn. El estudio de uno de los pedazos consiste en estudiar la curva
sobre k, que habitualmente es un cuerpo finito. En cuanto al otro pedazo, es un objeto
conocido como afirma el siguiente resultado.

Proposicion2.9.  Sea E /K una curva eliptica dada por una ecuacién minima de Weiers-
trass, sea £ /R el grupo formal asociado a la curva y sea w(z) € R[z] la serie que
obtuvimos en la proposicién 2.6. Entonces,

EM) — E(K)

(w573
Z ,—
w(z) w(z)

es un isomorfismo de grupos (se entiende que 0 va a O).

1 . .’ .
= > satisface la ecuacion de Weiers-

Demostracion.  En primer lugar, el punto ( ,—
w(z) w(z)

trass como serie formal. Ademas,

w(z) = z2°(1 + -+) € R[]

por lo que es convergente para todo z € M. Por tanto, (ﬁ, —$> € E(K). Mas

aun, como v(—1/w(z)) = —3v(z) < 0 para z € M, el punto debe estar en E,(K). Por
tanto, la aplicacion esta bien definida.

Como la ley de grupo formal se obtiene a partir de la operacion de la curva, la aplica-
cién es un homomorfismo de grupos. Ademas, es inyectivo, ya que w(z) = 0 sélo si
z = 0. S6lo queda ver la sobreyectividad.

Sea (x, y) € E,(K), como la reduccién de este punto es el punto del infinito O, se tiene
que cumplir que v(x), v(y) < 0. Si tomamos valoracion en la ecuacion de Weierstrass,
obtenemos lo siguiente:

3v(x) = 2uv(y) = —6r,
para algun entero r > 1. Por tanto, v(—x/y) = v(x) — v(y) > 0 y la aplicacién,
E(K) — E(K)
(x,y) = —x/y,

esta bien definida, es homomorfismo de grupos y ademas es inyectiva. Como las com-
posiciones dan la identidad, hemos probado que es un isomorfismo. |
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Con esto, podemos dar el siguiente resultado sobre los puntos de orden finito de
E(K) que nos sera muy util para entender la reduccion.

Proposicion 2.10.  Sea E/K una curva eliptica y m > 1 un entero coprimo con p =
char(k). Entonces, se tienen:

a) El subgrupo E,(K) no tiene puntos no triviales de orden m.
b) Si suponemos que la curva reducida E/k es no singular, entonces la reducciéon

E(K)[m] — E(k)
es inyectiva.
Demostracion.  Por la proposicion 2.8, tenemos la sucesién exacta,
0— E (K) — Ey(K)— E, (k) — 0.

El resultado anterior nos dice que E(K) = E(M). Ahora bien, el resultado general
de grupos formales que nos da la proposicién 1.8 nos dice que £(M) no tiene puntos
no triviales de orden m. Si ademas suponemos que E es no singular, entonces E(K) =
E\(K)y Ens(k) = E(k). Por tanto, la m-torsién se inyecta en E(k). |

2.4.3 Laaccion del grupo de inercia

En este apartado, vamos a reinterpretar el resultado de ultimo resultado sobre la
inyectividad de la torsion. Por la proposicion A.19 tenemos la sucesion exacta

l—= 6%k, —7 Oxx —2 Oxyx — 1

I, GE/k

donde I, denota el grupo de inercia y K, es la extension maximal no ramificada. Las
igualdades anteriores se tienen por el estudio hecho en las secciones A.4 y A.6, ya que
estamos asumiendo que K y k son perfectos.

| Definicion 2.10. Sea X un conjunto sobre el que actiia el grupo Gy - Decimos que
2 es no ramificado con respecto a v si la accion de I, es trivial.

Hemos visto que el grupo G actua sobre los subgrupos E[m] y sobre el modulo
de Tate T,(E). El siguiente resultado nos da la ramificacion de estos.
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Proposicién 2.11.  Sea E/K una curva eliptica tal que su curva reducida E/k es no

singular. Entonces, se tiene:

a)

b)

Sim > 1 es un entero coprimo con p = char(k), entonces E[m] es no ramificado
con respecto a v.

Sea ! un primo distinto de la caracteristica de k. Entonces, T;(E) es no ramifi-
cado.

Demostracion. a) Sea K'/K una extension finita tal que E[m] C E(K’), que sa-

bemos que existe porque los puntos de E[m] son finitos. Por hipétesis, la curva
reducida es no singular, i.e. si consideramos un modelo de Weierstrass minimal
este cumple que v(A) = 0. Como la valoracion extendida v’ restringida a K es
un multiplo (el indice de ramificacion) de la valoracion v, se tiene que v'(A) = 0.
Por tanto, el modelo de Weiestrass también es minimo sobre K’ y, por tanto, su
curva reducida E/k es minimal. Por el ltimo resultado del apartado anterior
sabemos que
E[m] < E(K)

Sean o € I,y P € E[m]. Sabemos que el grupo de inercia actia trivialmente
sobre E, por tanto,

PP P=0
Ahora bien, por la compatibilidad de la acciéon de Galois con la operacion de
la curva P° — P € E[m]. Por la inyectividad de la reduccion E[m] < Ek)
tenemos que P° — P = 0.
Se deduce directamente del apartado anterior usando la definiciéon del limite
inverso.

Este resultado también tiene un reciproco que se conoce como criterio de Néron-
Ogg-Shafarevich y que necesitaremos usar mas adelante en el trabajo. Para probarlo
necesitamos estudiar la curva reducida £ mas de cerca.

2.4.4 Buenay mala reduccion

Una curva E dada por un modelo de Weiestrass con discriminante O tiene que

estar en uno de los siguientes casos:
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a) FE tiene un nodo.
b) E tiene una cuspide.

Un estudio de esto se puede encontrar en ([10] II1.1.4).

| Definicion 2.11.  Sea E/K una curva eliptica, y sea E la reduccion modulo M de
un modelo minimo de Weiestrass para E. Se dice que:

a) E tiene buena reduccion (o reduccion estable) si E es no singular
b) E tiene reduccion multiplicativa (o semiestable) si E tiene un nodo.
c) E tiene reduccion aditiva (o inestable) si E tiene una ctispide.

En los dos ultimos casos se dice que E tiene mala reduccion.

Cuando tenemos una curva eliptica con mala reduccion es interesante saber si en
alguna extension la curva pasa a tener buena reduccion.

| Definicién 2.12. Sea E/K una curva eliptica. Diremos que E/K tiene potencial
buena reduccion si existe una extension finita K' /K tal que E tiene buena reduccion
sobre K'.

La siguiente proposicién nos muestra como se comportan los distintos tipos de
reduccion cuando tenemos una extension de cuerpos.

Proposicion 2.12 (Teorema de la reduccion semiestable). Sea E /K una curva eliptica.
Entonces, se tiene que:

a) Sea K’/K una extension no ramificada. Entonces, el tipo de reduccion de E
sobre K es el mismo tipo que el de E sobre K’.

b) Sea K’/K una extension finita. Si E tiene buena reduccién o reduccién multi-
plicativa sobre K, entonces tiene el mismo tipo de reduccién sobre K’.

c) Existe una extension finita K’/K tal que E tiene buena reduccion o reducciéon
multiplicativa sobre K.

Demostracion. a) Vamos a dar una prueba para char(k) > 5, la prueba para cual-
quier caracteristica se deduce del algoritmo de Tate ([11] IV.9). Si char(k) > 5,
E tiene una ecuacion minima de Weiestrass sobre K de la forma:

E:y =x4+Ax+ B.
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Sean R’ el anillo de enteros de K’, v’ la Unica extension de v sobre K’ y
x=W)yx, y=w)y,

un cambio de coordenadas mediante el que obtenemos una ecuaciéon minima de
Weiestrass de E sobre K’. Como K’/K es no ramificada, podemos encontrar
unu € K conu/u’ € R"™. Por tanto, el cambio

x=ux, y=uy
también nos da una ecuacién minima de Weiestrass para E/K', pues v(u™'?A) =
U'((u')~12A). Pero esta nueva ecuacion tiene coeficientes en R, luego por la mini-
malidad de la ecuacion original sobre K, v(u) = 0. Por tanto, la ecuacion original
también es minimal sobre K’. Mas ain, como v(A) = v'(A) y v(c,) = U'(c,), el
tipo de reducciéon de E/K y E/K’ es el mismo.

Consideramos una ecuacion minima de Weiestrass para E sobre K y sean R’y
V' como en la prueba del apartado anterior. Consideramos también un cambio
de coordenadas

x=ux'"+r, y=uwy +su’x +1,

el cual nos da una ecuacién minima de Weiestrass para E sobre K’. Las canti-
dades A’ y ¢} asociadas a esta nueva ecuacion cumplen:

0< V(A=W ?A), 0<0(c)=vwre)

Por la proposicion 2.7 sabemos que u € R’, por tanto,
0<v@) < min{iv’(A) lU’(c )}
= = 127774

Si la curva tiene buena reduccion (resp. reduccion multiplicativa), sabemos que
v(A) = 0 (resp. v(c,) = 0). Luego v'(u) = 0y, por tanto,

V(A =0 y V() =1(c.

de lo que se deduce que E tiene buena reduccion (resp. reduccion multiplicativa)
sobre K’.

Vamos a hacer la prueba para el caso char(k) # 2, el caso char(k) = 2 se puede
encontrar en ([10] A.1.4). Con esta hipétesis, se puede comprobar ([10] I11.1.4.)
que toda ecuaciéon de Weierstrass es isomorfa a una de la forma

E:y=x(x—1)(x-4) cond#0,]1.
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Para curvas de esta forma se tiene que
c,=16(A*—A+1) y A=16(A- 1)

Vamos a considerar tres casos.

Caso1. A€ Ry A #0,1 mdd M. En este caso A € R* y la curva tiene buena
reduccion.

Caso2. A€ RyA=001 moéd M. En este caso A € M yc, € R*. En este
caso, la ecuacion tiene reduccion multiplicativa.

Caso 3. 4 € R. En este caso, existe un r > 1 tal que #”4 € R*. Entonces,

—3r/2y/ nos

considerando K (\/;) si fuera necesario, el cambiox = 77"'x' ey =«
da una ecuacién:

(V) =X = 2" )(x = 7" A).
Esta ecuacion tiene coeficientes en R y cumple que A’ € My ¢; € R, por
tanto, la curva tiene reduccion multiplicativa.

Ya estamos en condiciones de probar el Criterio de Néron-Ogg-Shafarevic que
enunciamos a continuacion.

| Teorema 2.4 (Criterio de Néron-Ogg-Shafarevic). Sea E/K una curva eliptica.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

a) E tiene buena reduccion.

b) E[m] es no ramificado con respecto a v para todos los enteros m > 1 coprimos con
char(k).

c¢) El modulo de Tate T)(E) es no ramificado con respecto a v para I, primo distinto
de p = char k.

d) E[m] es no ramificado con respecto a v para una cantidad infinita de enterosm > 1
coprimos con char(k).

Demostracion. La implicacién a) = b) ya la hemos visto en la proposicion 2.11 y las
implicaciones b) = ¢) = d) son triviales. Por tanto, solo queda probar que d) = a).
Para ello, vamos a necesitar el siguiente resultado que daremos sin demostracion, pues
su prueba requeriria introducir la teoria de esquemas y no aporta mucho a nuestros
propositos.

Proposicion 2.13.  El grupo E,(K) tiene indice finito sobre E(K).

Demostracion. Una prueba mediante métodos elementales se puede encontrar en
([11] IV.5,IV.6). |
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Gracias al resultado anterior podemos encontrar un entero m > #E(K,,,)/ E,(K,,)
coprimo con char(k) tal que E[m] sea no ramificado con respecto a v. Consideramos
las sucesiones exactas,

0 — E\(K,,) — E(K,,) — E(K,)/E\(K,,) —> 0

0 —> E\(K,) —> E(K,) —— K, (k) —— 0

Como E[m] C E(K,,), tenemos que E(K,,) tiene un subgrupo isomorfo a (Z/mZ)>.
Pero como E(K,,)/E,(K,,) tiene orden estrictamente menor que m, se sigue de la
primera sucesion exacta que existe /|m primo tal que E(K,,) contiene un subgrupo
isomorfo a (Z/ZI)*. Ahora bien, en virtud de la proposicién 2.10 y de la segunda
sucesion exacta tenemos que I%ns(%) contiene un subgrupo isomorfo a (Z/Z1)>.
Supongamos que E tiene mala reduccién sobre K. Si la reduccion es multiplicativa
entonces

~ — —
E (k)=k,
En cuyo caso la /-torsion de k son las [-raices de la unidad, y; que son isomorfas como
grupo a Z/1Z. Luego, E no puede tener reduccién multiplicativa. Analogamente, si
la reduccidn es aditiva,
. = —
E (k)=k .
y, por tanto, EN,,S(E) no tiene /-torsiéon. Hemos probado que E tiene buena reduccion

sobre K. Ahora bien, como K, es no ramificada, entonces E tiene buena reduccién
sobre K, por la proposicion 2.12. |

2.5 Multiplicaciéon compleja

Para terminar este capitulo, vamos a presentar una propiedad de las curvas elipti-
cas que sera fundamental para estudiar como se comporta la representacion del grupo
de absoluto de Galois de un cuerpo de nimeros asociada a la torsiéon del grupo de pun-
tos de una curva eliptica. Dicha propiedad se conoce como la multiplicacion compleja
y esta relacionada con los endomorfismos de la curva.

Sean E,/K y E,/K dos curvas elipticas definidas sobre un cuerpo K. Llamamos
Hom(E,, E,) al conjunto de isogenias de E, en E,. Como los puntos de las curvas
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elipticas tienen estructura de grupo, Hom(E,, E,) tiene estructura de grupo. El caso
que nos interesa es cuando E, = E, =: E. En dicho caso, denotamos por

End(E) := Hom(E|, E,)
al anillo de endomorfismos de la curva E, donde el producto viene dado por la compo-

sicion. Vamos a dar algunos resultados a continuacion sobre la estructura de End(E).

Proposicion 2.14. a) Sea E/K una curva eliptica y sea m € Z no nulo. Entonces,
la aplicacion
[m]: E— E

es no constante.
b) Sea E una curva eliptica. Entonces, el anillo de endomorfismos End(E) es un
anillo (no necesariamente conmutativo) de caracteristica 0 sin divisores de 0.

Demostracion. ([10] 111.4.2) |

Observacion 2.3. La proposicion anterior nos proporciona la siguiente aplicacion in-
yectiva

[(1: Z — End(E),
m +— [m].

| Definicion 2.13. Sea E/K una curva eliptica, si el anillo de endomorfismos de E es
estrictamente mayor que Z, diremos que la curva tiene multiplicacion compleja.

El siguiente resultado motiva el nombre que hemos dado a la propiedad anterior.
Proposicion 2.15.  Sean K un cuerpo de caracteristica 0 y E/K una curva eliptica con

multiplicaciéon compleja. Entonces, End(E) ~ Z <\/B ) con D <O.

Demostracion. ([10] 111.9.4) |

Vamos a ver ahora como influye la multiplicaciéon compleja en el comportamiento
de las representaciones p;.

Sea [ un primo y sea E/K una curva eliptica, definida sobre un cuerpo de nime-
ros K, que supondremos con multiplicacion compleja en lo que sigue. Llamemos
O = End(E). Consideremos la aplicacion

O — End(E[l])
b +— ¢|E[1],
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donde End(E[!]) es el anillo de endomorfismos de E[/] como grupos abelianos. No-
temos que ¢ pertenece al nucleo de esta aplicacion si, y solo si, ker[/] C ker ¢p. Ahora
bien, se puede probar que esta ultima condicién implica que exisite g € End(E) tal
que f = [l]og (ver [10] II1.4.11). Por tanto, el nucleo de la aplicacion anterior son
exactamente las isogenias de [/]o O, con lo cual tenemos la inclusion

(0]
o < ERd(EID) = MQ2.F).

donde M(2, ;) son las matrices cuadradas 2 X 2 sobre [,.

Vamos a suponer en primer lugar que todo f € O esta definido sobre K, entonces

Vo € Gal <E|K> NfeONVPEE, of(P)=f(c(P)),

o (ca (RiK)) e 2 (725).

lo cual implica que

donde Z es el centralizador de O , i.e. el conjunto de elementos de
[[]o O [[]o O
M(2,F,) que conmutan con todos los de i
[[1o O

Lema 2.2. Sea A € M(2,F,) una matriz, entonces Z({A}) tiene dimensién 2 o 4
como espacio vectorial sobre [F,.

Demostracion. La prueba de este hecho se deduce de un calculo directo, aunque te-
dioso, al imponer que AX = X A para una matriz A fija y una matriz X arbitraria del
centralizador de A. |
o
es .
U]oe©O [l]loO

Lema 2.3. FEl centralizador de

Demostracion. Llamemos H = Se tiene que

o
oo
Z(H) = () ZdAD.

AeH
Como la curva tiene multiplicacion compleja H tiene dimensiéon 2 y es un grupo
abeliano. Por tanto, H C Z({A}), para cada A € H. Ademas, por el lema anterior
Z({A}) tiene dimensién 2, en cuyo caso H = Z({A}) o Z({A}) tiene dimension 4,
en cuyo caso es el espacio entero. Ahora bien, las inicas matrices que conmutan con
todas las demas son los multiplos de la identidad y como H tiene dimension 2, H
debe contener alguna matriz que no sea de este tipo. Por tanto, H = Z(H). |
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Los lemas anteriores implican que

p(ca (Kix)) < (725) -

ya que p,(Gal(E|K )) C Aut(E[/]). Esto es una restriccion al tamafio de la imagen del
grupo de Galois. Dependiendo del comportamiento de / en O, tenemos la siguiente

casuistica:
( F; xF; silsedescompone como producto de primos distintos,
(9 *
<[l]—(9> =< [F;’} si | es inerte, i.e. no se descompone,
(e]
| (F,[eD" sil ramifica,

donde € cumple €2 = 0. Los dos primeros casos coinciden con un subgrupo de Car-
tan escindido y no escindido respectivamente. El tercer caso es un subgrupo de un
subgrupo de Borel.

Pasamos ahora a estudiar el caso en que no todos los endomorfismos de E estan
definidos sobre K. En este caso, tenemos la siguiente aplicacion natural dada por la
restriccion

Gal(K|K) — Aut(O).

Los automorfismos de O solo pueden ser la identidad o la conjugacion compleja. Esto
implica que si fijamos ¢ € Gal(K|K), f € Oy P € E se da una de las siguientes
ecuaciones:

a) f(P)=0"'(f(cP)).
b) f(P)=0o"'(f(cP)).

Por tanto, la imagen del grupo de Galois cumple que

R (9 *
p,(Gal(K|K)) C Norm l<[1]°(9> l ,

donde Norm[-] denota el normalizador. Ya hemos visto qué posibles grupos puede ser

<L> , por lo que p,(Gal(E|K )) esta contenido en el normalizador de un Cartan

[/]o O
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o en el normalizador de ([F,[a])* que se comprueba mediante un calculo directo que
es un subgrupo de Borel.

Acabamos de ver como la multiplicacion compleja limita el tamafo que puede tener
la imagen del grupo de Galois mediante la representacion p,. La siguiente pregunta
que surge de manera natural es: jqué sucede cuando la curva no tiene multiplicacion
compleja? La respuesta a esta pregunta nos la da el teorema de Serre, el cual nos dice
que cuando eliminamos el impedimento de la multiplicacién compleja la imagen de
p, es tan grande como puede ser para casi todos los primos. En el siguiente capitulo
vamos a presentar y desarrollar las herramientas que necesitaremos para presentar la
prueba de Serre.






3 | Representacionesde curvas elip-
ticas sobre un cuerpo local

3.1 Inercia Moderada

En esta secciéon vamos a seguir la siguiente notacion:

a) K sera un cuerpo de caracteristica 0 y completo para una valoracion discreta
v. En particular, K es un cuerpo perfecto, i.e. toda extension algebraica de K es
separable.

b) Denotaremos por R al AVD asociado, por M al ideal maximal, por U al grupo
de unidades y por kK = R/ M al cuerpo residual.

Ademas también supondremos que char(k) = p > 0.

3.1.1 Grupos de Galois

Sea K la clausura algebraica de K. La valoracién v se extiende de manera tnica
a K y el cuerpo residual k corresponde a una clausura algebraica de k. Tenemos la
siguiente cadena de extensiones,

KoK DK, DK,

donde K, es la extension maximal no ramificada de K y K, es la extension maximal
moderadamente ramificada de K. Hay una identificacion candnica entre los cuerpos
residuales k,,, k, y la clausura separable k, de k en k. En lo que sigue usaremos la

nr?
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notacion,
G :=Gal(K|K), I:=Gal(K|K,) y I,:=Gal(K|K,)

Tenemos G D I D I,. Sabemos que [ (resp. I,) es el grupo de inercia (resp. el p-
grupo de inercia) del grupo de Galois G. Ademas, sabemos que es un subgrupo normal
cerrado y que se tiene la identificacién canénica:

Gal(K,,|K) = G, = Gal(k|k)

Llamaremos grupo de inercia moderada al cociente I, = I /1, = Gal(K,|K,,), que

sabemos que es isomorfo a ] Z,. Este grupo jugara un papel esencial en lo

) q#p primo
que sigue.

3.1.2 Estructura del grupo de inercia moderada

En este apartado vamos a estudiar la estructura del grupo de inercia moderada
1, = G(K,|K,,). En primer lugar, como K es un anillo de valoracion discreta y K,
es una extension no ramificada, K,, también es un anillo de valoracién discreta (ver
seccion A.3). Denotaremos por v a la Unica extension a K, de la valoraciéon de K.

Vamos a construir unas extensiones intermedias
K, CK,CK,

para cada d € N coprimo con p. Como veremos mas adelante, dichas extensiones
generan la extension K, |K,,.

Sean 7 un parametro de uniformizacion de K,, y d > 1 un entero coprimo con p.
Definimos K, = K, (x'/¢). Notemos que dicha extensién no depende de la elecciéon
del parametro de uniformizacion. En efecto, si #’ es otro pardmetro de uniformiza-
cidn, existe una unidad € una unidad del anillo de valoracién de K,, tal que 7z’ = ez,

1/d s una raiz de X¢ — € y su polinomio redu-

con lo cual (z/)"/? = €'/ 71/ Como e
cido es X? — 1, el cual factoriza en sus factores lineales en k. Por tanto, el lema de
Hensel (ver A.2) nos garantiza que €'/¢ € K, . Luego K, no depende de la elecciéon

del parametro de uniformizacion.
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Lema3.1. Se verifica
K =]k,
pd

Demostracion. Para cada d coprimo con p, se tiene que K, es una extension mo-
deradamente ramificada de K,,. Por tanto, K, C K,. Reciprocamente, sea x € K,,
entonces K, (x) es moderadamente ramificada (ver proposiciéon A.3). Por tanto, por
la caracterizacion de las extensiones moderadamente ramificadas (ver la proposcion
A.12), tenemos que

r

_ 1/m; 1/m
K(X)Km. - Knr (al '7 .5 a /my s
para algunos a,, ..., a, € K,, y m,, ..., m, enteros coprimos con p. Ahora bien, pode-
mos escribir cada a; como
— €;
a, = gn’

, . . .7 . 1/m;
con z un parametro de uniformizacion de K,, y €, una unidad. Por tanto, al./ "=

g'/mige/m e K _(x!/™). En particular,

K(x) C K,, (z'/™) - K, (z'/").

nr

Podemos usar las extensiones K, para caracterizar el grupo de inercia moderada,
ya que el lema anterior implica que

I, = Gal(K,|K,,) = 1(1_dr_n_ Gal(K,|K,,).

Con este propdsito, vamos estudiar los grupos de Galois Gal(K,|K,,). Para ello, ne-
cesitamos el siguiente lema que generaliza el criterio de Eisenstein.

Lema3.2. Sea f(X)=X"+a, X" '+ +a,X+a, € R[X] un polinomio tal que
a, € M,parai=0,...,n—1,ya, & M?, entonces f es irreducible.

Demostracion. ([3] 1.6.Theorem 1) |

Denotemos por y, al grupo de las raices d-ésimas de la unidad, para cada entero
d coprimo con p.
Proposicion 3.1.  La extension K, |K,, es de Galois y su grupo de Galois es isomorfo
apy.
Demostracion. Por definicion, #'/¢ cumple la ecuacion X¢—z = 0. Este polinomio es
irreducible por lema anterior. Por tanto, [K, : K,,] = d. Ademas, ya hemos visto que
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el polinomio X~z se descompone completamente en K ;. Luego, K ;| K, es de Galois.

Consideremos ahora la aplicacion

0, : Gal(K,|K,) — u,

c — 6,0),
donde 6,(o) es la raiz de la unidad tal que
o (ﬂl/d) =0, (c)x'/.

Esta aplicacion no depende de la eleccion del parametro de uniformizacioén. En efecto,
si 7' = ex es otro parametro de uniformizacion, tenemos que

c (ﬂ_ll/d) —c (51/d751/d) — El/dU(ﬂ') — El/ded(O')ﬂ'l/d — ed(O')ﬂ',l/d.
Esta aplicacion es claramente un homomorfismo inyectivo de grupos. Como d =
#Gal(K,|K,,) = #u,, 0, es un isomorfismo. |

Corolario 3.1.  Los isomorfismos 6, inducen un isomorfismo
0 : 1, — lim
1 Hq

Demostracion. La prueba es inmediata por la propiedad universal del limite inverso.

Observacion 3.1.  También tenemos el siguiente isomorfismo no candnico:

Itzl(i_rlq_yd:l(i_r_n_Z/del;[Zq.
q7p

Podemos refinar el corolario anterior. Sea ¢ una potencia de p y denotemos por
[, al subcuerpo de k con g elementos. Se tiene que F = u, 1, yaque el polinomio
x9~! — 1 es separable y, por el lema de Hensel, y 4—1 son todas las raices de la unidad.

Los nimeros de la forma g—1 son cofinales en el conjunto de los enteros coprimos con
p ordenados por divisibilidad. En efecto, si d es un entero de este tipo, sabemos por
el teorema de Euler que existe un n tal que p" =1 mod d. Asi, el sistema proyectivo
(4,) es equivalente al formado por los Fy las aplicaciones
N:F, — F
q q
1+g+--+¢"!

a — «a

Por tanto, la proposicion anterior equivale a:
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Proposicion 3.2.  Los isomorfismos 6,_; inducen un isomorfismo:
0:1 — limF",
— g
donde [, recorre los subcuerpos finitos de k.

Ademas, este isomorfismo tiene la siguiente propiedad de funtorialidad.

Proposicion 3.3.  Sea K’ un subcuerpo cerrado y no discreto de K. Si llamamos 1, x
(resp. I, x/) al grupo de inercia moderada de K (resp. K'). Entonces tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo,

Ik — l(iﬁﬂd

l le(K/K’)

II,K’ — l(ﬂl"d

Demostracion. Sea d > 1 coprimo con p. Fijamos x y x” parametros de uniformiza-
cion de K, y K/ respectivamente. Por definicién del indice de ramificacion x’ = x¢.
— 1/d I et (v1/d / :

Ponemos K, = K, (x/9) y K, = K/ (x'/¢) y llamamos 6, y 8/ a los isomorfismos
correspondientes. Con esta notacion, tenemos la aplicaciéon natural inducida por la

restriccion

rg - Gal(K,|K,,) — Gal(K)|K').

De esta manera, si fijamos s € Gal(K,|K,,,), tenemos que

s(x!/4y
0,(s) = —xl/d )
Yy que
rK,(S)(xll/d) _ S(xe/d)

; _
0,(rx(5)) = d xeld

= 0,(s)°.

Por tanto, el diagrama
Gal(K, |K,,) ——> u,

\L \Le(K/K’)

es conmutativo para cada d > 1 coprimo con p. El resultado se deduce ahora de la
propiedad universal del limite inverso. |
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3.1.3 Representaciones de G en caracteristica p

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo k,, de caracteristica

D,y sea
p: G— GL(V)

una representacion lineal y continua de G en V, i.e. el kernel es abierto. Asi la conti-
nuidad de la representacion es equivalente a que el nicleo de esta sea abierto.

| Definiciéon 3.1.  Sea H un grupo y V un espacio vectorial de dimension finita. Deci-
mos que una representacion @ : H — GL,(V') es simple si no tiene sub-representaciones
no triviales,i.e. no existe ningtin subespacio W C V' tal que (¢|y,, W) sea una represen-
tacion.

| Definicion 3.2. Sea H un grupo y V un espacio vectorial de dimension finita. De-
cimos que una representacion ¢ . H — GL_ (V') es semisimple si existen

((pl’ I/I/l), 9(¢n, I/I/n) C V

subrepresentaciones tales que V =W, @ - @ W, yp=¢, ® - ® ¢,.
Proposicion 3.4.  Si p es semisimple, se tiene que p(1,) = {1}.

Demostracion. Basta probar que p(I,) = {1} para el caso en que p sea simple. En
otro caso, basta descomponer la representacion en representaciones simples. Asi, su-
pongamos que p es simple y consideremos

V'i={veV :Voepd,), @) =uv}

Como ker p es un subgrupo normal abierto de G existe una extensién de Galois L|K

tal que
Gal(L|K) = p(G),

por el teorema de Galois (ver 1.1). Por tanto,
pl,) =1,/ ker(p|Ip) < G/ker(1,) = Gal(L|K)

es un cociente finito de I,. Esto implica que debe ser un p-grupo finito (A.21). Por
tanto, ¥/ # 0 (una prueba de este hecho se puede encontrar en [8] IX.Teorema 2).
Ademés I, es normal, por lo que si fijamos v € V”,

Vo € p(G). Vo € p(1,) o 'po(v) = .

Por tanto, Vo € I, @(c(v)) = o(v), de lo que se deduce que o(v) € V’. De esta
manera, hemos probado que todo G deja fijo V. Por la simplicidad de p, V' = V'
como queriamos demostrar. |
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Supongamos que p es semisimple. La proposicion anterior nos dice que p acta
trivialmente sobre I,. Por tanto, factoriza a través del grupo de inercia moderada I, =
I/1,. Como I, ~ H#p Z,, la imagen de I, es un grupo ciclico de orden coprimo con
p. Si k, es suficientemente grande, separablemente cerrado por ejemplo, podemos
escribir p(1,) en forma diagonal. Esto es, la restriccion p 1, viene dada por n caracteres
w; : I, — kj. Pasamo ahora a dar explicitamente estos caracteres.

3.1.4 Caracteres de I,

*
S

en k¥ (que es isomorfo a lim y,). Lo que haremos sera usar los caracteres ya conocidos
0, : I, — Gal(K,|K,,) para parametrizar X.

Pasamos ahora a explicitar el grupo X = Hom(/,, k¥) de caracteres continuos de I,

Comencemos considerando Q/Z y llamemos (Q/Z)’ al conjunto de los elementos
de Q/Z de orden coprimo con p. Es facil comprobar que todo @ € (Q/Z)’ se escribe
de la forma @ = a/d con a,d € Z tales que (d, p) = 1. Comprobamos que,

1/dy\ ¢ a
Vsel, (0,(s)" = (S(x)"l/d)> = S(;a).

Por tanto, el caracter 0 solo depende de a y no del representante. Por esto, llamamos
Xo ‘=05

Proposicion 3.5. La aplicaciéon @ +— y, es un isomorfismo de grupos entre (Q/Z) y
X.

Demostracion. Por un lado,

@2z'= |J z H /Z.

deN:ptd d

Por otro lado, I, es el limite inverso de los y,. Por tanto, X es el limite inductivo de
X, = Hom(u,, k7). De esta manera, basta ver que la aplicaciéon a + y, es un isomor-
fismo de Z [1/d] en X,.

Para ver esto, recordemos que y, se identifica con las raices d-ésimas de la unidad
que estan en k. Por tanto, la imagen de todo homomorfismo ¢ : u, — k¥ tiene que
estar contenida en las raices d-ésimas de la unidad de k. Por tanto, solo hay d posibles
homomorfismos y como 6, es isomorfismo, sus potencias ¢ con a € {0,...,d — 1}
son todos los posibles. |
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En virtud, de la proposicion anterior, si y € X, llamaremos invariante de y al
elemento @ € (Q/2Z) tal que y = y,. Por ejemplo el invariante de 6, es 1/d.

Observacion 3.2.  La componente p-primaria de Q/Z es Q,/Z,. En efecto, un ele-
mento de la componente p-primaria de Q/Z es de la forma a/d con p|d y (a,d) = 1.
Estos numeros claramente estin en Q,/Z . Reciprocamente, si x € Q,/Z, entonces,
x=¢/pfcone € Zp y k > 0. Por ser un entero p-adico,

©

—_ r

=Y ar
r=0

. k .
Por lo que visto en Q,/Z,, x = 3} _ a,_,/p" es una suma finita y, por tanto, lo pode-
mos ver en QO/Z. Razonando de esta manera, se tienen las descomposiciones

Q/2=0,/2,®@Q/2) y (Q/2)=,,Q/Z,.

En particular, tenemos una proyeccién canénica Q@ — Q/Z — (Q/Z)’, cuyo nicleo
es Z[1/p]. Por tanto, sia € Q podemos denotar por y, al caracter y, con o’ laimagen
de a en (Q/Z)' y asi diremos que el invariante de y, es « mddulo Z[1/p].

Ejemplo 3.1 (caracteres fundamentales). Sean > 1y sea g = p". Llamamos caracter
fundamentales de nivel # a todo caracter obtenido al componer el caracter

9q_1 I, — [F;‘_1

con un automorfismo del cuerpo F,_;. Como los automorfismos de F,_; forman un
grupo ciclico generado por el automorfismo de Frobenius x — x”, los caracteres fun-
damentales son:

n—1

p P
00 .07

0

g-1
De esta manera, hay n caracteres fundamentales y sus invariantes son p' /(g — 1) con
ie{0,...,n—1}

3.1.5 Representacion de G en M, / M7

Sabemos que la valoracion discreta v de K se puede prolongar a K de manera
unica (teorema A.3). En particular, v(K ) = Q. Si @ € Q, denotamos

M, = {xe€K :vx >al,

M: (x€K :vx)>al.



3. REPRESENTACIONES DE CURVAS ELIPTICAS SOBRE UN CUERPO LOCAL 69

De esta manera, V, := M, / M es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre el

cuerpo residual k de K. El grupo G actua sobre V, de manera natural: para todo
o € Gy para todo x € M,

x+./‘\/l;:i-—>0'(x)+./\/l;L

Cabe preguntarse si esta accion respeta la estructura de espacio vectorial de V. La res-
puesta es que no. Sin embargo si que hay cierta relacion entre la accion y la estructura
de espacio vectorial. Dicha relacion nos la da la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. Sea ¢ € G,y denotemos por ¢ € G, := Gal(k|k) a su reduccion.
Entonces,

Vx+ M eV, YA€k o(d-(x+M,)) =5 o(x+ M)

En particular, si ¢ € I, el automorfismo que define sobre V, es k-lineal.

Demostracion.  Escribimos 4 = a + M y usando las definiciones anteriores compro-
bamos que:

o(A-(x+ M) = olax+ M) =o(ax) + M, = c(a)o(x) + M
= (o(a)+M,) - (c(x)+ M:) =0o(A)-o(x+ M;)

Por ultimo, basta recordar que si o € I, entonces o es la identidad, por definicién del
grupo de inercia. |

La proposicion anterior nos dice que I actia sobre V,. Como V, tiene dimension

—%
1, la accioén viene dada por un caracter ¢, : I — k , de manera que

Voel,VxeV, ox)=e¢,(x)x.

Ademas, la imagen de 1 » €8 trivial. En efecto, por definicion,
ker((pallp) ={oc€l,:VxeM, v(o(x)—-g@,(c)x) > a}.

Este conjunto es cerrado para la topologia de Krull, ya que si o & ker(e,| I,,)’ existe
x € M, tal que > V(0 (x) — @,(0)(x)) < a. Elegimos F|K, una extension finita tal que
x € F y o Gal(K|F) es un entorno abierto de ¢ disjunto con ker(¢, | I,,)- Por tanto,

por el teorema de correspondencia de Galois 1.1, ker(g, | Ip) = Gal(E|L) para L|K,
una extension de Galois. De esta manera,

1,/ ker((pallp) ~ Gal(L|K,)
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Ahora bien, todo 0 € Gal(L|K,) de orden finito es de orden una potencia de p, ya

que I, es un limite inverso de p-grupos. Ahora bien, ¢,(1,) C k y, por tanto, por el
primer teorema de isomorfia, todos los elementos de Gal(L|K,) son de orden finito y

como E* no contiene elementos de orden p,
Gal(L|K,) = {1d}.
Lo que equivale a que la imagen de I, por ¢, sea trivial. Por tanto, el caracter viene

determinado por la imagen del grupo de inercia moderada.

Proposicion 3.7.  El caracter ¢, que viene dado por la acciéon de I, sobre V, es igual
al caracter y, definido en el apartado 3.1.4.

Demostracion.  En primer lugar, si a, f € Q la aplicacion,

M XM, — My,
(x,y) = xy,

induce un isomorfismo cuando pasamos al cociente entre V, ® V;; y V,, 5 que conmuta
con la accién de G. Por tanto, @,, 5 = @, @,

Por otro lado, sea d un entero positivo coprimo con p y sea x una raiz d-ésima de
un parametro de uniformizacién de K. Sabemos que

Vsel, s(x)=20,0s)x.

Esta ecuacion pasa al cociente en V), y como v(x) = 1/d la clase de x es distinta de
0. Por lo que ¢, ,; = 0, = x,/4- Si elegimos a € Q, existe una potencia de g de p tal
que ga = a/d con a € Z y d coprimo con p. Por la aditividad de ¢ y 6 con respecto
aa,

@l = Paja = (Col/d)a = ()fl/d)a =xl
de lo que se deduce que @ = y, ya que I, no tiene p-torsion. |

Ejemplo 3.2 (Accion de I, sobre 41,). Supongamos que K tiene caracteristica 0. Sea

H, €l grupo de las raices p-ésimas de la unidad en K. El grupo G actua sobre , Y esto
nos da una representacion:

p: I — Aut(u,) = [F:.

Como [F];" tiene dimension 1, la representacion es simple. Por tanto, p(1,) = {Id}.
Pasando al cociente, tenemos
x: 1, —F.
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Proposicion 3.8.  El caracter y es la potencia e-ésima del caracter fundamental 0,_,
de nivel 1, con e = v(p).

Demostracion. Seaa =e/(p—1).Siz € My conz # 1, setiene que v(z'—1) = v(z—1)
parar < p — 1. En efecto,

es una unidad y, por tanto, v(z" — 1) — v(z — 1) = 0. De esta manera, consideramos

p—1 p—1
D(x) = H(x -z = Z x',
i=1 i=0

ponemos x = 1 y tomamos valoraciones,

p—1

e=uv(p) =v(®()) = 2 v(l =z)=(p—-Dov(z-1).
i=0

Por tanto, v(z—1) = e¢/(p—1) = a. Esto implica que la aplicacién z — z—1 induce un
homomorfismo inyectivo de y, en ¥, que conmuta con la accién de G y, en particular,
con la accion de [,. El resultado se deduce ahora de la proposicion 3.7, ya que I, actia
sobre V, mediante el caracter y, = 0,

Corolario 3.2. Sie = 1, entonces y = 01]_1.

3.1.6 Representacion de G definida por un grupo formal (caso e = 1)

En esta seccion vamos a suponer que e = 1, i.e. que p es un parametro de unifor-
mizacion de K. Denotaremos por R al anillo de enteros de K y a M el ideal maximal
de R.

Consideraremos una ley de grupo formal con coeficientes en R

F(X.Y)=X+Y+ Y ¢ XY/, ¢;€R

1,]
i=1

Asi, denotamos por,

[o0]

[PI(X) =Y aX', a€R

i=1
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a la multiplicacion por p con respecto a la ley F. Supondremos ademas que que F es
de altura A, esto es, si ponemos g = p" laley F cumple que,

;=0 mdd M Vi<g y a,#0 moéd M.

De esta manera, la reduccion modulo M de [p] comienza por un término en X9.
Denotamos por V' al kernel de [p], i.e.

V ={x eM: [pl(x) = 0}.

Asi, V' es un [F,-espacio vectorial donde la suma viene definida por la operacion del
grupo formal @ y el producto escalar viene definido por a- x := [a]x. La dimension
de este espacio se puede calcular a partir de la ley de grupo formal. Para ello vamos a
necesitar el siguiente resultado.

| Teorema 3.1 (de preparacion de Weiestrass). Sea A un anillo local completo. Si
f € A[X] es una serie de potencias tal que uno de sus coeficientes es una unidad de A,
entonces existe una tnica unidadu € A[X] y un dnico polinomio distinguido g € A[X],
i.e. de la forma

ag+a; X + - +a,_ X'+ X9, conlosa, € M,

tales que f = ug.
Demostracion. La prueba se puede encontrar en ([4] IV.2). |

| Teorema 3.2. V es un espacio vectorial de dimension igual a la altura del grupo
formal F(X,Y).

Demostracion. Podemos aplicar el teorema de preparacion de Weiestrass para Ry.
De manera que existen una nica unidad u(X) € Rg[X] y un unico polinomio dis-
tinguido g(X) € Rg[X] tales que:

[p1(X) = u(X)g(X).

Esto implicaque V' y {x € K : g(x) = 0} coinciden. En efecto, six € My [p](x) =0,
necesariamente u(x)-g(x) = 0. Pero u(x) es siempre una unidad Ry pues es la suma del
término independiente y de un elemento de M. Luego, u(x) # 0, y por tanto g(x) = 0.

Reciprocamente, sea x € K tal que g(x) = 0. Como g(X) es distinguido, es de la
forma
ag+a; X + -+ aq_le_1 + X, conlos a, € M.
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Ademas, tenemos que x? = —(ad_lxd_l + - +aqy) € M. Por tanto, x € M. Por otro
lado, trivialmente [p](x) = 0.

Ademas, el grado del polinomio g(X) es p"). En efecto, p"" es el grado del pri-
mer monomio nonulo cuando vemos [p](X) en el cuerpo residual. Como [p] = ug y u
es una unidad, al pasar al cociente el primer término no nulo de [p] tiene que coincidir
en grado con el primer término no nulo de g, pero g es un polinomio distinguido por
lo que dicho término es X¢.

Basta ahora probar que V tiene cardinal p"("). Para ello, basta ver que g tiene p""

raices en K, i.e. g no tiene raices dobles.

De esta manera, supongamos que g(x) = 0, y veamos que g’(x) # 0. Derivando
[p)(X) = ' (X)g(X) + u(X)g'(X), y, por tanto, tenemos que

[p]' (x) = u(x)g’ (x).
Como [p] es un morfismo de grupos formales,se tiene que
[PI(F(X,Y)) = F([pl(X), [pI(Y)).

Derivando respecto a Y esta expresién obtenemos,

[p) (F(X,Y) Fy(X,Y) = F,([p)(X), [pI(Y )[p] (Y).
Ponemos X = x e ¥ = 0y obtenemos,

[p)' (X) Fy(x,0) = Fy([p](x), [p)(O)[p]'(0).

Ademés, tenemos que [p](0) = 0 y, como g(x) = 0, [p](x) = 0. Por tanto,

[P (%) Fy(x,0) = F,(0,0)[p)'(0) = [p]'(0) = p # 0,

luego [p]'(x) # 0. I

De esta manera, podemos dotar a V' de una estructura de [F,-espacio vectorial de
dimension h. Ademas, G actia de manera natural sobre V', por lo que estamos en la
misma situacion del apartado 3.1.3.

Proposicion 3.9.  Existe una estructura para V' de F -espacio vectorial de dimension
1 tal que tiene las siguientes propiedades:
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a) Sean o € G, o € Gal(k|k) su reduccion y o, la restriccion de ¢ a F,. El auto-
morfismo de V' definido por ¢ es o -lineal.

b) El grupo I, actta trivialmente sobre V' y el grupo I, = I /1, actia mediante el
caracter fundamental ,_, : I, — F* de nivel h.

Demostracion.  Sea x un elemento no nulo de V. Este cumple,
pHax+ -+ aqx"_1 +---=0.
Ademas, v(x) > 0y como los a; € R,

Vli<i<g, uv(a)
Vi>gq, u(a) =0.

La valoracion del sumando con coeficiente a, es estrictamente superior a la de los
sumandos siguientes. Como la suma es 0 este término debe cancelarse con alguno
de los ¢ — 1 sumandos anteriores anteriores. Ahora bien, el primer sumando tiene
una valoraciéon menor que los g — 2 siguientes, por lo que no puede cancelar con
ninguno de ellos. De lo que se deduce que v(p) = U(aqxq‘l), ya que en caso contrario
1 = v(p) > qu(x), lo cual implica (g — 1)v(x) < 1 y esto es imposible pues entonces el
sumando aqx‘f‘1 no cancelaria. Por tanto, v(x) = 1/q — 1.

Ponemos ahora a = 1/q — 1 y consideramos la aplicacién

— _—
VM, — V=M /M,
—t
X = x+M,_.
Esta es inyectiva, pues acabamos de ver que si x € V, su valoracion es v(x) = a.
Ademas, la aplicacion es un homomorfismo de grupos, ya que la ley de grupo formal

era de la forma
F(X,Y)= X +Y + términos de grado > 2.

Por tanto, si x,y € V,
—t
F(x,y)=x+y mod M_.

Ademas, se tiene de manera inmediata que este homomorfismo conmuta con la acciéon
de G, por lo que I, actta trivialmente sobre V. Asi, identificando V' con su imagen en
V., la proposicion 3.7 nos prueba que I, actia sobre V' mediante

VseI,Vx eV s(x)=0,,05)x.

Como 0, , : I, — [F, es sobreyectiva, V' queda fijo mediante la multiplicacién por
elementos de [Fq*. Por tanto, V' es un ﬂ:;—subespacio vectorial de V. Ademas, sabiamos
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que #V = g, por lo que V' es de dimension 1. En esta situacion el primer apartado se
deduce de 3.6 y el segundo de 3.7. |

Corolario 3.3. Laimagen de I, en GL(V') esta formada por las homotecias {x — Ax :
AE [Fq*} y es un grupo ciclico de orden g — 1

Demostracion.  Se deduce del resultado anterior y de que 6,_, : I, — F es sobre-

yectivo. |

Para el siguiente corolario recordamos la definicién de aplicacion semilineal.

| Definicién 3.3. Sea T : V — W una aplicacion entre dos F-espacios vectoriales
con F un cuerpo. Decimos que T es semilineal si existe c € Aut(F) tal que:

a) Vo' €V Tw+V)=Tw)+T)
b)Vie F.YveV TO-v)=o(A) T()

Corolario 3.4.  Supongamos que k = [,. La imagen de G en GL(V) esta formada por
todos los automorfismos semilineales del [Fq—espacio vectorial V', es decir, la imagen
es el normalizador de un subgrupo de Cartan.

Demostracion. Sabemos que g = p”, por la proposicién anterior sabemos que si o €
G,xeV,Ae [sz,
c(Ax) = o(A)o(x),

donde ¢ € Gal(zlk) es la reduccion de o. Sabemos que los automorfismos de [, son
el grupo generado por el automorfismo de Frobenius ¢,. De manera que si 6 € G,
entonces

o(Ax) = A xconi e {1,...,r},

con r tal que p” = g. Como la reduccion al cuerpo residual es sobreyectiva, hemos
terminado. |

3.2 Torsion de curvas elipticas sobre un cuerpo local

En esta secciéon supondremos ademas que K es un cuerpo de caracteristica 0. Sea
E/K una curva eliptica, en esta seccion vamos a estudiar la imagen del grupo de
inercia por la representacion del grupo de Galois sobre los puntos de /-torsion. Para
empezar, podemos hacer algunas observaciones generales sin necesidad de suponer
que la curva tiene buena reduccion.
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Como ya vimos en el capitulo 2,
Elpl=2Z/pZx Z/pZ

Por tanto, E[p] es un [,-espacio vectorial de dimension 2 sobre el que actia el grupo
G, lo que da lugar a la representacion p,. Una primera observacion que podemos hacer
es la siguiente:

Por la linealidad del pairing de Weil e, tenemos que:

VP,Q € E[p] e, (p,(6)(P).p,(6)(Q)) = e(P,Q)*" "

Pero, por la compatibilidad de la acciéon de G con el pairing de Weil,

VP,Q € E[p] o(e,(P.Q)) =e¢, (p,(6)(P),p,(c)(Q)) = e(P,Q)* "

El pairing de Weil,
e, : E[p] X E[p] — p,

es sobreyectivo por ser no degenerado. Por tanto, si denotamos por ¢, a una raiz
primitiva p-ésima de la unidad,

det(p,(0))

cC)=¢ ",
Por tanto, el caracter dado por la accion natural de G sobre y, viene dado por el deter-
minante del pairing de Weil. Si consideramos la restriccion de este caracter a I,, por
la proposicion 3.8, es la potencia e-ésima de 6,_,, el caracter fundamental de nivel 1.

Anadimos ahora la hipoétesis de que E tiene buena reduccion sobre Rg. En primer
lugar el criterio de Néron-Ogg-Shafarevich (2.11) nos dice que la imagen del grupo de
inercia es trivial para las representaciones asociadas los primos / # p. Por tanto, nos
podemos centrar solo en el caso / = p. Como la curva tiene buena reducciéon podemos
elegir un modelo de Weiestrass de la forma:

v+ axy+ay= x* + a2x2 + a,x + aq,

cona, € R,y A = A(a,,,a,) € R*. Como la curva es de buena reduccién, tene-
mosque E,=Ey Ens(E) = E(E) Recordemos que en estas condiciones, tenemos la
sucesion exacta

0—E —E—E—O.
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Ademas esta sucesion exacta es compatible con la accion del grupo de Galois. En
efecto, si [x : y : z] € E cumple que las tres coordenadas estan en el anillo de
valoracién y al menos una es una unidad, el punto P° = [6(x) : 6(y) : 6(z)] cumple
la misma propiedad, debido a que como K es completo el grupo de Galois respeta la
valoracion (proposicon A.17). De esta manera, podemos reducir los puntos aplicando
la reduccidn a las coordenas, i.e.

P’ =[o(x):0(y) :0(z)], P=[%:7:2].
Por tanto, si denotamos por ¢ € G, a la reduccién de o, se tiene que:
(P°) = P°
El siguiente resultado nos permite dividir nuestro estudio segun si el grupo formal de

la curva tiene altura 1 o 2.

Proposicion 3.10.  Sea K un cuerpo local de caracteristica residual py E/K una curva
eliptica. Si llamamos k al cuerpo residual, se tienen que:

a) Los siguientes son equivalentes

a) E([p'] = 0paracadar> 1.
b) La altura del grupo E/K es 2.

b) Si alguno de los puntos anteriores no se da, entonces
Elp1=2/pz
y el grupo formal E /K tiene altura 1.

Demostracion. La prueba de este resultado requiere presentar una gran cantidad de
herramientas que no vamos a afadir por cuestiones de espacio. La prueba se puede
encontrar en ([10] V.3.1). |

3.2.1 Representacion de G definida sobre una curva eliptica con bue-
na reduccion de altura 1

En este apartado supondremos que el grupo formal de la curva tiene altura 1. En
este caso, el grupo de puntos de p-torsion de la curva es ciclico de orden p por la pro-
posicién 3.11. Vamos a estudiar como actua el grupo de inercia sobre los puntos de
p-torsion se la curva. Seac € I.Sea P = (x : y : z) € E. Por definicién del grupo
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—_—~—

de inercia v(o(x) — x), v(6(y) — ), v(a(2) — 2) > 0. Por tanto, 6(x) = %,6()) = jy
o(z) =2Z.

Por otro lado, si el punto P se reduce a O, entonces para cada ¢ € G el punto P°
también. En efecto, que P se reduzca al origen significa que v(x), v(z) > 0y v(y) = 0.
Ahora bien, como K es completo v(c(x)) = v(x), v(c(y)) = v(y) y v(c(z)) = v(z), por
la proposicion A.17, P° también se reduce al punto @. Hemos probado que el grupo
de puntos que se reducen al origen es estable por la accion del grupo de Galois.

Podemos restringir la aplicacion de reduccion a los grupos de p-torsion,
E[p] — E[p].

Sin embargo, no es evidente que esta aplicacion siga siendo sobreyectiva. El siguiente
resultado nos prueba que si y ademas nos permitira entender mucho mejor la accion
del grupo de inercia.

Proposicion 3.11.  Sea K un cuerpo local de caracteristica residual p, y sea E/K una
curva eliptica con buena reduccion de altura 1. Entonces tenemos una sucesion exacta

0— X, — E[p] — E[p] = 0

donde X, C E[p] es un grupo (ciclico) de orden p.

Demostracion.  Es suficiente probar que la aplicacion,
Elp] — Elpl.

es sobreyectiva, ya que en ese caso X, es el nucleo de esta aplicacion. Por reduccion
al absurdo vamos a suponer que no es sobreyectiva. Como E[p] es ciclico de orden p,
todos sus elementos salvo el neutro son generadores. Por tanto, como estamos supo-
niendo que la reduccion no es sobreyectiva, todos los puntos de p-torsion se reducen
al punto O. Tenemos, por tanto, que E[p] C E; (ver la definicioén 2.1). Ahora bien,
sabemos por la proposicién 2.9 que E(M) = E ;- Este isomorfismo induce un isomor-
fismo entre E[p] y V = ker[p] C E(M).

Por tanto, #(V') = |E[p]| = p? pero el cardinal de V es p elevado a la altura del
grupo, por la proposicion 3.2. Por tanto, la altura del grupo formal es 2 y estamos

suponiendo que era 1, lo cual es una contradiccion. |

Este resultado nos permite deducir de manera inmediata los siguientes corolarios.
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Corolario 3.5. En las hipotesis de la proposicion anterior, se puede elegir una base
de E[p] 2 Z /pZ X Z /pZ de forma que el primer punto de dicha base pertenezca a
X, y laimagen de G por p, esta contenida en un subgrupo de la forma:

%k
0 =
Demostracion.  Este resultado se deduce de la proposicion anterior y de que la accion

del grupo de Galois es estable en E;. En particular si P € X, entonces P € X ,. |

Corolario 3.6. De nuevo, en las hipotesis de la proposiciéon anterior, podemos elegir
una base de de E[p] & Z /pZ X Z [p Z de forma que el primer punto de dicha base
pertenezca a X, y laimagen del grupo de inercia por ¢, esté contenida en un subgrupo

(1)

Demostracion.  Este resultado se deduce de que, como hemos visto antes, el grupo de

de la forma:

inercia actua trivialmente sobre E(k) y la sucesion exacta nos da que

E(k) = E[pl/X,,

Por ultimo, también podemos decir algo sobre la imagen del grupo de inercia sal-
vaje I,

Corolario 3.7. De nuevo, en las hipdtesis de la proposicion anterior, podemos ele-
gir una base de de E[p] = Z /[pZ X Z /pZ de forma que el primer punto de dicha
base pertenezca a X, y la imagen del grupo de inercia salvaje esta contenida en un

6 1)

Demostracion. Como el grupo de inercia salvaje o grupo de ramificacion es el inico
p-grupo de Sylow de I (ver A.21), la imagen por ¢, es un p-grupo finito. Sea ¢ € I,
eligiendo la base como en la hipdtesis tenemos que:

o= 1)

y su orden es una potencia de p, de lo que se deduce el resultado inmediatamente. |

subgrupo de la forma:
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Acabamos de ver que las imagénes de los grupos G, I e I, no pueden ser muy
grandes. Ademas, al principio de la seccion hemos visto, usando el pairing de Weil,
un resultado que nos dice que la imagen no puede ser trivial. De hecho, uniendo los
resultados anteriores sabemos que eligiendo adecuadamente una base y suponiendo
que e = v(p) = 1, tenemos que la imagen del grupo de inercia esta contenida en:

0,1 *
0o 1/)°
Mas atin, bajo estas hipotesis podemos determinar completamente la imagen del gru-

po de inercia.

Proposicion3.12.  Sea E /K una curva eliptica definida sobre un cuerpo local de carac-
teristica residual p con buena reduccién de altura 1. Supongamos ademas que v(p) = 1.
Entonces, se tiene una y s6lo una de las siguientes posibilidades:

a) I, actia trivialmente sobre E[p], y la imagen de I tiene cardinal p—1. Eligiendo
una base conveniente se tiene que:

p(I) = <(>; (1)> .

b) I, no actia trivialmente sobre E[p]. Entonces, la imagen de I, es un grupo
ciclico de orden p, que eligiendo una base conveniente se puede representar

1
p (1) = <0 T)

Ademas, en este caso la imagen de [ tiene cardinal p(p — 1), y se puede repre-

p(I) = (; T) .

Demostracion. Supongamos primero que [, actia trivialmente. Entonces, p,(I) no

como:

sentar como

tiene elementos de orden p porque I, es el inico p-grupo de Sylow de I. Por lo visto
en los corolarios anteriores |p,(I)| divide a p(p — 1) y como no tiene elementos de
orden p, tiene que dividir a p — 1. Ahora, bien el determinante de esta representaciéon
restringido al grupo de inercia es 6, | que es sobreyectivo. Por tanto, [p,(/)| tiene
orden p — 1. A partir de esto obtener la expresiéon matricial es inmediato.

Supongamos ahora que I, no actua trivialmente. Por los corolarios anteriores su ima-
gen por p, tiene que ser un grupo de orden p. El hecho de que la imagen del deter-
minante de la representacion sea sobreyectivo implica que el orden de la imagen del
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grupo de inercia tiene que ser divisible por p — 1. Por tanto, la imagen del grupo de

6 1)

inercia es todo el grupo:

3.2.2 Representacion de G definida sobre una curva eliptica con bue-
na reduccion de altura 2

Suponemos ahora que la altura del grupo formal de la curva es 2. En este caso, la
proposicion 3.10 nos dice que E[p] = 0. En este caso, el isomorfismo

E,— EM)
induce un isomorfismo entre
E[p] — V = ker[p].

Ademas la accion del grupo sobre la curva y el grupo formal es compatible con el
isomorfismo. Luego todo lo que sabemos sobre representaciones de un grupo formal
lo podemos aplicar aqui. La siguiente proposicion encapsula la informacion que el
apartado 3.1.6 nos proporciona.

Proposicion 3.13.  En las hipotesis de este apartado, si suponemos que e = v(p) = 1.
Se tiene que:

a) La accion de I, sobre E[p] es trivial.

b) Existe sobre E[p] una estructura de [ ,-espacio vectorial de dimension 1 tal que
la accion de I, viene dada por el cardcter fundamental de 6 ,_; de nivel 2.

c¢) La imagen de I en GL(E[p]) es un grupo ciclico C de orden p* — 1 (subgrupo
de Cartan no escindido).

d) La imagen de G en GL(E[p]) es igual a C o al normalizador N de C, depen-
diendo de si k contiene o no contiene a [ .

Demostracion.  El resultado se deduce de la proposicion 3.9 y los corolarios 3.3 y
3.4. |
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3.2.3 Reduccion multiplicativa

En este apartado, E/K sera una curva eliptica con mala reduccién de tipo multi-
plicativo. De nuevo, vamos a hacer un estudio de la imagen del grupo de inercia por
las representaciones p, con / primo. La técnica que vamos a usar es muy similar a la
usada en el caso de que la curva tuviera buena reduccion de altura 1. Es decir, vamos
a construir una sucesion exacta compatible con la accion de Galois:

0— A — E[l]— B, —0,

donde A, y B, seran grupos abelianos de orden /. Para realizar esta construccion va-
mos a necesitar usar como herramienta la curva de Tate. Sin embargo, las técnicas
necesarias para la construccion de la curva de Tate y el desarrollo de sus propiedades
es algo que escapa a este trabajo. Por ello, nos limitaremos a dar los resultados que
nos seran necesarios sin demostracion.

Supongamos que K es un cuerpo local, completo respecto a una valoracion v, de
caracteristica O y caracteristica residual p. Consideramos la norma asociada v definida
por

(#k)="™, paratodo x € K*

|x|, = 3.1
0, six=0 (3.1)

Para cada g € K tal que |¢|, < 1 las series de potencias

(Tn’° + 5n°)q"
% = 122 1—gq"
n>1

a, =

ST 1
son convergentes (ya que ||, es una norma no arquimediana, tenemos que ‘ 1
—-q

y |n|, < 1 para todo n € N), y definen elementos a,, a, € M.

De esta manera, a cada ¢ € M le podemos asociar un modelo de Weierstrass
E :yY+xy=x+a,x+a
q . -_— 4 6-

Su discriminante es

A=q[Ja-qr4

n>1

Como |gq|, < 1, este producto infinito converge a un valor no nulo y, por tanto, esta
curva es una curva elipitica. A esta curva se la denomina la curva de Tate asociada a g.
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A cada curva eliptica con reducciéon multiplicativa E /K se puede asociar una curva de
Tate E, que sea isomorfa a ella sobre alguna extension algebraica de K. El desarrollo
de esta correspondencia se puede encontrar en ([11] V.5.3, V.5.4). Los resultados que
nos interesan a nosotros sobre las curvas de Tate son los siguientes.

Proposicion 3.14. Sea E /K una curva eliptica definida sobre un cuerpo local de ca-
racteristica O con mala reduccion de tipo multiplicativo. Entonces, existe ¢ € M tal
que si E_ es la curva de Tate correspondiente y ¢, y ¢4 son las cantidades habituales
asociadas a un modelo de Weiestrass de E ,» entonces las curvas Ey E , son isomorfas

—C
L:K< —4>
(&

Ademas, en caso de que [L : K] = 2, la extension es no ramificada y si denotamos
por

sobre la extension

€:G— Gal(L|K) =~ {+1)

al caracter asociado a la extension L|K, entonces existe un isomorfismoy : E — E,
tal que

w(P°) = e(o)w(P)’,
para todo ¢ € G y para todo P € E(K).
Demostracion. ([11] V.5.3) |

Proposicion 3.15. Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracion discreta , y
g € K* tal que |gq| < 1. Denotamos por g% al subgrupo de K* generado por las
potencias de g. Entonces, la aplicacion

¢:K /¢* — E K)
U —  (x(.q), Y. q) siug g

u — 0O siu € q”
donde

qnu nqn
x(u,q) = —n—2 -
,gz(l — q"u)? ;1—61

2n,,2 n

_ q~"u nq
yu,q) = Z—(l—qnu)3+21—qn’

nez n>1

esta bien definida, y es un isomorfismo de grupos. Ademas, es compatible con la accion
del grupo de Galois (como g € K, los elementos de Gal(K | K) dejan fijo q y, por tanto,
actuan sobre el cociente K):

Vizl € K*/q”,  $(a((z]) = o(d((2]).
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Pasamos ya a estudiar la imagen del grupo de inercia en este caso. Vamos a estudiar
primero los puntos de /-torsion de una curva de Tate. Sea g € K™ tal que |[q| < 1,y E,
la curva de Tate asociada. La proposicion anterior nos proporciona un isomorfismo

¢ : K /¢ — E/(K).
Por otro lado consideramos la multiplicacion por / dentro de la curva,
(l1: E,— E,
y la siguiente aplicacion
v K /¢"— K /¢
consistente en elevar a /, i.e. definida por
[z] = [Z].

De esta manera, ¢ induce un isomorfismo entre ker y y ker[/]. Como consecuencia
de esto podemos construir la sucesion exacta que buscabamos

Proposicion 3.16.  Sean K un cuerpo local de caracteristica 0, ¢ € K* un elemento
con |q| < 1y E,/K la correspondiente curva de Tate. Sea / un primo. Entonces, se
tiene una sucesion exacta de grupos abelianos

O—uy—E[ll—2Z2/1Z—0,

donde 4, denota el grupo de las raices /-ésimas de la unidad en K.

—
Demostracion. Consideramos y; C K . Como todas las raices de la unidad tienen

—
valoracién cero (equivalentemente norma 1) tenemos que g, se inyecta en K /g% ~
E[l].

Por otro lado, definimos v, : E[l] — Z /I Z como sigue. Para cada [z] € E[l] C
K /q%, se tiene que z' € g%, i.e. existe ¢ tal que z/ = ¢° para algiin ¢ € Z. De esta
manera, definimos [z] +— ¢ + [ Z.

Esta aplicacion esta bien definida, en efecto, si [z] = [w], entonces w = g%z para
algun a € Z. Entonces, w' = ¢'**° y, por tanto, ¢ + al = ¢ mod .

Es inmediato que esta aplicacion es morfismo de grupos y ademas es sobreyectiva,
yaque z/' +— c+1Z.
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Solo falta comprobar la exactitud en el centro de la sucesion. La contencion J(¢) C
ker y, es inmediata del hecho de que si ¢ € y, entonces ¢’ = 1 = ¢°. Reciprocamente,
sea [z] € ker(y,) entonces z' = ¢'%. Por tanto, existe alguna raiz /-ésima de la unidad
¢ tal que z = {q°. Por tanto, [z] = [{,]. |

Con la sucesion exacta ya construida, tenemos que ver como se comporta con
respecto a la acciéon del grupo de Galois. Por un lado, vimos en la proposiciéon 3.8
que el grupo de Galois actta sobre y;, mediante ¢; . Ademas, G actua sobre K dela
manera natural. De hecho, se tiene que, para cada §, € y,,

oy, (£)) = o([§D = [o(E)P] = wi(a(£)).

Es decir, ooy, = y,00.

Veamos qué sucede con y,. Sean ¢ € G y [z] € E[l], supongamos que z' = ¢.
Entonces, como ¢ € K, 6(q) = qy o(z) = o6(z') = 6(¢°) = ¢, se tiene que
w,(c([z])) = y,([z]). Por tanto, si consideramos la accion trivial de G sobre Z /I Z, el
homomorfismo y, conmuta con la accién de G.

De esta manera, podemos proceder como en el caso de buena reduccion de altura
1. Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.17.  Sean K un cuerpo local de caracteristica 0, ¢ € K* tal que |q| < 1,
E,/K la correspondiente curva de Tate y / primo. Entonces, existe una base de E[/]
tal que la imagen de p, esta contenida en un subgrupo de la forma

6 1)

Demostracion.  Se deduce directamente de la compatibilidad de la sucesion exacta
que nos da la proposicion anterior con el grupo de Galois, de que y; es es estable por
la accion de G y de que G actua trivialmente sobre Z /I Z. |

Para continuar vamos a dividir en dos casos: cuando / # p y cuando / = p. En
primer lugar, supongamos que / # p.

Proposicion 3.18.  En las hipotesis anteriores, p,(I) es o bien trivial o bien ciclico de
orden /. El primer caso se dara si, y sélo si, K,, contiene una raiz /-ésima de g. En
ambos casos, p,(1,) es trival.

Demostracién.  Sean ¢, una raiz [-ésima de la unidad y ¢'// una raiz /-ésima de q. Si
tomamos como base {[{;], [q 1711} de E[l], tenemos que la imagen de p, esta contenida
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6 1)

Ahora bien, las raices /-ésimas de la unidad para p # I estan en K,, por el lema de

en

Hensel. Por tanto, la imagen del grupo de inercia esta contenida en un subgrupo de

(o 1)

La imagen del grupo de inercia ser trivial si, y solo si, I deja invariante a q'/!. Lo cual

la forma

es equivalente a que ¢'/! € K. Por tltimo, p,(I ,) tiene que tener orden una potencia
de py, por tanto, tiene que ser trivial. |

Pasamos al caso en que / = p. Este es analogo al caso de buena reduccion de altura
1. En efecto, se tienen los siguientes resultados

Proposicion 3.19. Sea K un cuerpo local de caracteristica 0 y caracteristica residual
p-Sean g € K* un elemento tal que |g| < 1y E, /K la correspondiente curva de Tate.
Entonces, existe una base de manera que la imagen del grupo I, por p,, esta contenida

(0 1)

Demostracion. La demostracion de este resultado es exactamente la misma que la del

en un subgrupo de la forma

corolario 3.7. |

Proposicion 3.20.  En las hipotesis de la proposicién anterior, si v(p) = 1 entonces se
da uno, y sélo uno, de los siguientes casos:

a) I,actia trivialmente sobre E_[p] y la imagen de [ tiene cardinal p—1. Eligiendo

pp(I) ~ <; (1)> .

b) I, no actda trivialmente sobre E [p]. Entonces, p,(I,) es un grupo ciclico de

una base adecuada,

orden p y eligiendo una base conveniente,

1
p(I,) = <0 T) .

Ademas en este caso p,(I) tiene orden p(p—1) y, eligiendo una base conveniente,

pp(I) ~ <; T) .

se tiene que
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Demostracion. La prueba de este resultado es exactamente la misma que la de 3.12.

Con esta proposicion termina nuestro analisis de la imagen del grupo de inercia
de la representacion asociada a la torsiéon de una curva de Tate. Sea ahora E/K una
curva eliptica con reduccion multiplicativa. Sabemos que existe g € M tal que la cur-
va de Tate E, y la curva E son isomorfas sobre una extension cuadratica L|K por la
proposicion 3.14. Llamamos y : E, — E a ese isomorfismo.

En caso de que E y E, sean isomorfas sobre K, se comprueba directamente, gra-
cias a que y(P)° = w(P’), que la imagen del grupo de inercia de la representacion
asociada a los puntos de E[/] es la misma que la de E,[1].

En caso de que no sean isomorfas sobre K, tenemos que y cumple que
VP e E Vo €G w(P°) =e(o)y(P),
donde
e :G— Gal(L|K) ~ {£1}

es el caracter asociado a L|K. Por tanto, la imagen del grupo de inercia en este caso
es la misma que la del caso de E_, salvo que esta multiplicada por &(c). Ahora bien,
la extensiéon L|K es no ramificada. Por tanto, €], = Id. De esta manera, podemos
resumir este estudio en los siguientes resultados:

Proposicion 3.21.  Sea E /K una curva eliptica con reduccion multiplicativa. Sea l # p
un primo. Entonces p,(I) es o bien trivial o bien ciclico de orden /. El primer caso se
dara si, y solo si, K, contiene una raiz /-ésima de g. En ambos casos, p,(1 p) es trival.

Proposicion 3.22.  Sea E /K una curva eliptica con reduccion multiplicativa, si v(p) =
1 entonces se da uno, y s6lo uno, de los siguientes casos:

a) I,actia trivialmente sobre E_[p] y la imagen de [ tiene cardinal p—1. Eligiendo

p(I) = <; (1)> .

b) I, no actda trivialmente sobre E [p]. Entonces, p,(I,) es un grupo ciclico de

una base adecuada,

orden p y eligiendo una base conveniente,

1
pp(Ip) ~ <0 T) .
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Ademas en este caso p,(I) tiene orden p(p—1) y, eligiendo una base conveniente,
se tiene que
* %

p,(I) =~ 0 1



4 | Resultado Principal

En este capitulo vamos a presentar el resultado principal del articulo [9] de Serre
y algunas de las ideas principales de la prueba. Para ello, necesitaremos los algunos
resultados auxiliares. En lo que sigue K sera un cuerpo de nimeros y E/K sera una
curva eliptica sin multiplicacion compleja. Vamos a probar que las representaciones
p - Gal(@/ K) — Aut(E[/]) son sobreyectivas salvo para una cantidad finita de
primos /.

4.1 Representaciones locales y globales

En esta primera seccion vamos a detallar como usar los resultados del capitulo
anterior sobre cuerpos locales. Lo mas importante es que, dado v un lugar finito de
K, i.e. una clase de equivalencia de las valoraciones no arquimedianas definidas sobre
K, y w una valoracion sobre K que extienda a v, se tiene una inmersion

Gal(K,/K,) < Gal(K/K)

Los resultados que vamos a usar en lo que sigue estan probados en las secciones A.5y
A.6 del apéndice. Ademés, vamos a usar la misma notacion de la seccion A.5. Es decir,
denotaremos por v a la extension canénica de la valoracion de K a su completacion
K,y por v a la unica extension de v desde K, hasta fu.

El teorema de extension de valoraciones (ver A.6) nos dice que w = vor para al-
guna K-inmersién 7 : K — EU. Dicha inmersion nos da el siguiente diagrama
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conmutativo:

N —> X
N =

o
o
Este diagrama induce un morfismo

t* : Gal(K,/K,) — Gal(K/K),
c — 1ot
Se puede probar que esta aplicaciéon es una inclusion. Por tanto, es un isomorfismo
con su imagen, la cual coincide con el grupo de descomposicion:

Gal(K,/K,) ~ G, (K/K) = {0' € Gal(K/K) : Vx €K, w(x)= w(a(x))} :
donde w es la extension que induce la inmersion 7.

Vamos a usar la inmersion anterior para relacionar las representaciones sobre los
cuerpos locales y sobre los cuerpos de nimeros. Fijemos / un primo, v un lugar finito
de K y w una valoracién sobre K que extiende a v. Entonces, tenemos la representa-
cion

p, : Gal(K/K) — Aut(E(K)[I]).

Hemos visto que hay una inmersion
Gal(K,/K,) = Gal(K /K).,
por tanto podemos restringir la representacion a Gal(?u/ K,) y obtenemos:
p, - Gal(K/K) — Aut(E(K)[I]).

Por otro lado, podemos ver E como una curva eliptica definida sobre K,. Esto pro-
porciona las representaciones que hemos estudiado en el capitulo anterior y que de-
notaremos por:

P, : Gal(K,/K,) — Aut(E(K,)[I]).

La pregunta natural que surge en esta situacion es si p; y p;lguzc /K, coinciden. De-
notemos por

7. K—K,
a la inmersiéon que determina la valoraciéon w. Dicha inmersién nos permite defi-
nir la aplicaciéon de E(K) a E(K,) que a cada punto P = (x, y) le asocia el punto
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P* = (z(x),7(y)). Esta aplicacion es inyectiva y se puede restringir a E(E)[l] y a
E (Z)[l ]. Estos dos conjuntos son finitos y tienen el mismo cardinal, por el teorema
2.1. Por tanto, como la aplicacion 7 es inyectiva necesariamente es un isomorfismo
entre £ (f)[l ly E (E)[l ]. Tenemos, por tanto, el siguiente diagrama:

Gal(K/K) —2— Aut(E(K)[I])

Gal(K,/K,) —— Aut(E(K,)[!])
Py
donde la aplicacion vertical de la derecha es un isomorfismo.

Veamos que el diagrama conmuta. Sea P € E (K[ yo € GW(E/ K) = Im(7) (ver
A.6), se tiene que:

pizor)(PT) = (z(6(x)), 7(6(»)) = (o(x), 6(¥)” = p,(o)(P)",

por lo que el diagrama conmuta. Esto nos permite identificar las representaciones
Py ol Gal(K|K,) Y en lo que sigue asi lo haremos. De esta manera, los resultados del
capitulo anterior se pueden ver como un estudio de la imagen por las representaciones
de p, de ciertos subgrupos de Gal(K /K).

4.2 Reduccion al caso semiestable

Todo lo que queda de capitulo sera dedicado a dar la prueba del teorema principal
de Sere en [9]. En primer lugar, vamos a ver que nos podemos reducir al caso en que
la curva tiene reduccion semiestable.

Proposicion 4.1.  Sea K un cuerpo de nimeros y E/K una curva eliptica. Entonces,
existe una extension finita de Galois L|K tal que la curva tiene reduccion semiestable
sobre L.

Demostracion. Como estamos en caracteristica 0, podemos expresar E mediante un
modelo de Weierstrass de la forma

Y= x(x = D(x = A,

con A € Q. Supondremos que A € K, en caso contrario lo afiadiremos a la extension
finita que vamos a construir. En primer lugar, notemos que si 4 esta en Oy, el anillo
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de enteros de K y v(A) = 0, entonces E tiene buena reduccion en v. Esto se debe
a que, si vemos la ecuacion anterior sobre K, esta tiene coeficientes en el anillo de
valoracion de K, y como v(A) = 0, entonces la curva tiene buena reduccion en v.

Veamos cuando se tiene que 4 € O y que v(A) = 0. Por un lado, 4 se puede es-
cribir como p/n con p € O y n € Z,,. Por tanto, si v(4) < 0, entonces v(n) > 0y
los lugares finitos donde se cumple esto ultimo son una cantidad finita. Por otro lado,
el discriminante del modelo de Weiestrass que hemos elegido es A = 164%(4 — 1)
Luego, si A € O tenemos que v(A) > 0. De nuevo, existe m € Z tal que A/m € O y,
por tanto, v(4) = v(m). Los lugares finitos en los que m o 2 tienen valoracion positiva
son solo una cantidad finita. Por tanto, A € O y v(A) = 0 en todos los lugares finitos
v de K salvo en una cantidad finita. Luego, en todos los lugares finitos de K salvo
en una cantidad finita, la curva E tiene buena reduccidén. Ahora bien, en cada uno
de estos casos la proposicion 2.12 nos permite considerar una extension finita L|K
sobre la cual la reduccién sea semiestable. Ademas, como estamos en caracteristica 0
podemos suponer que L|K es de Galois. |

Observacion 4.1. Notemos que en la prueba anterior hemos usado implicitamente
que toda extension finita de Q, es la completacion de una extension finita de Q. Esto
es una consecuencia del lema de Krasner, la prueba se puede encontrar en [5] 7.62.

La proposicion anterior nos permite reducirnos al caso en que la curva tenga re-
duccién semiestable, pues si L|K es una extension finita de Galois,

Gal(Q/L) c Gal(Q/K),

y para probar que p, es sobreyectiva, basta probar que la restricciéon de p, a Gal(Q/L)
es sobreyectiva. Esta es la razon por la cual en el capitulo anterior s6lo hemos estudia-
do curvas sobre cuerpos locales con buena reduccion o con reduccion multiplicativa.

4.3 Teorema principal

Para empezar, en el capitulo anterior hemos usado como hipoétesis que v(p) = 1.
Sin embargo, si tomamos v una valoraciéon cualquiera sobre K, normalizada, no es
cierto en general que v(p) = 1 para cada primo. De hecho, esto se da si, y sélo si, el
indice de ramificacion de la valoracion con respecto a la valoracion p-adicaen Q es 1.
Ahora bien, s6lo una cantidad finita de ideales primos ramifican en la extension finita
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K|Q. Por tanto, si suponemos que el primo p es suficientemente grande, cualquier
valoracion v que extienda a la valoracion p-adica sera no ramificada, i.e. v(p) = 1.

Proposicion 4.2.  Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K,
con reduccion semiestable. Sea / un primo > 7 y suficientemente grande segun la
observacion anterior. Entonces, si p, no es sobreyectiva, se verifica una de las dos
posibilidades siguientes:

a) p,(Gal(KlK )) esta contenido en un subgrupo de Borel.
b) p,(Gal(K|K)) esta contenido en el normalizador de algin subgrupo de Cartan

Demostracion. Sea | > 7 un primo suficientemente grande como en la hipotesis. Se
tiene que p,(Gal(K /K)) contiene un subgrupo de Cartan o un semisubgrupo de Car-
tan escindido.

En efecto, si en / hay buena reduccion de altura 2, entonces p,(I;) es un grupo de
Cartan no escindido, por la proposicion 3.13, y si en / hay reduccion de tipo multipli-
cativa o buena reduccioén de altura 1, entonces p,(I;) contiene a un semisubgrupo de
Cartan escindido por la proposicion 3.22 y la proposicion 3.12 respectivamente.

Por ultimo, como / > 7, podemos aplicar la proposicion 1.14 para concluir que la
imagen p,(Gal(K /K)) esta contenido en un subgrupo de Borel o en el normalizador
de un subgrupo de Cartan. |

Vamos a estudiar si puede darse el segundo caso. En las hipotesis del teorema
anterior, supongamos que la imagen de ¢, esta contenida en el normalizador N de un
subgrupo de Cartan C. Podemos considerar la composicion:

€

Gal(K/K) —2% N —Z3% N/C ~ {+1}
— 9 7

Si consideramos N y N /C con la topologia discreta, todos los morfismos anteriores
son continuos. En particular, ker(g,) es un abierto y por el teorema de correspondencia
de Galois (Teorema 1.1) existe una extensiéon L|K finita y de Galois tal que ker(g,) =
Gal(K /L). Por el primer teorema de isomorfia:

Gal(L/K) ~ M < N/C ~{£1}.

Gal(K /L)

Por tanto, L es una extension, a lo mas, cuadratica. Ademas, podemos probar lo si-
guiente.
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Lema4.1. Enlas hipoétesis anteriores la extension L|K es no ramificada en todos los
lugares finitos de K.

Demostracion.  Fijemos v un lugar finito de K con caracteristica residual p. Conside-
ramos los siguientes casos:

a) Caso en que p # | y hay buena reduccién modulo v. En este caso por el
criterio de Neron-Ogg-Shafarevich (Teorema 2.4) p,(1,) = {Id}.

b) Caso en que p # / y hay buena reduccion multiplicativa en v. En este caso,
la proposicion / # pnos dice que p,(I,) es ciclico de orden / o trivial. Ahora bien,
el caso en que p,(1,) sea ciclico no puede darse. En efecto, p,(I,) C N.Por tanto,
l|#N y

2(I = 1)> siC es escindido
#N =
2(I> = 1) siC es no escindido.

En ambos casos hemos llegado a una contradiccion.
c) Caso en que / = p. La proposicion 3.22 nos dice que p,(1,) es un subgrupo de
Cartan no escindido, un semisubgrupo de Cartan escindido o un subgrupo de

matrices de la forma ( > Este ultimo caso no puede darse porque el orden

* ok
01
de N es coprimo con /. En los otros casos p,(I,) C C. Luego, ¢,(1,) = {Id}

Observacion 4.2.  Si K fuera el cuerpo de los nimeros racionales, este lema nos per-
mitiria deducir que la imagen de p, estaria contenida en C, pues no hay ninguna
extension finita de Q no ramificada en todos los primos (ver [6] teorema 2.18). En el
caso de K cuerpo de numeros, la cantidad de primos / para los que la imagen de p, esta
contenida en N y no C es finita. Sin embargo, la prueba de este resultado requiere
de técnicas en teoria algebraica de nimeros que se escapan al alcance de este trabajo
(ver [9] pagina 296). Terminamos el capitulo dando algunas de las ideas principales
de la demostracion del Teorema de Serre, en la que usaremos los resultados probados
en este capitulo.

| Teorema 4.1 (Serre). Sea E/K una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nii-
meros K, sin multiplicacion compleja sobre K. Entonces, para todo | salvo un numero
finito, la representacion:

p, : Gal(K/K) — Aut(E[l])

es sobreyectiva.
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Demostracion.  En primer lugar, gracias a la proposicion 4.1 podemos suponer que la
curva E tiene reduccion semiestable en todos los lugares finitos de K.

Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen una cantidad in-
finita de primos / tales que la representacioén p, asociada a los puntos de /-torsion de
E, no es sobreyectiva. Llamamos P al conjunto formado por dichos primos. De esta
manera, si / € P entonces, por la proposicion 4.2:

a) p,(Gal(K/ K)) esta contenido en un subgrupo de Borel.
b) p,(Gal(K/K)) esta contenido en el normalizador de un subgrupo de Cartan.

Ahora bien, el lema anterior junto con la observacion que lo sigue nos permite supo-
ner, sin pérdida de generalidad (tal vez eliminando una cantidad finita de primos de
P), que para todo ! € P p,(Gal(E/ K)) esta contenido en un subgrupo de Borel o en
un subgrupo de Cartan.

En este caso se puede probar que, para todo / € P, la representacion ¢, asociada
al modulo de Tate T;(E) tiene imagen abeliana ([9] 4.2-(e)).

Que la representacion ¢, sea abeliana implica que el algebra de Lie asociada a la ima-
gen de @, no es la total. Ahora bien, si esto ocurre E tiene multiplicacion compleja
([7] Iv.2.2 pagina IV-11), lo cual es una contradiccion. |






A | Apéndice

Vamos a dedicar este apéndice a desarrollar en profundidad los conceptos de teoria
algebraica de niimeros y teoria de valoraciones que se usan durante todo el trabajo.

A.1 Valoraciones y normas

Al igual que para construir los numeros reales, completamos Q con la norma del
valor absoluto, podemos generalizar ese procedimiento para otras normas

| Definicion A.1. Sea K un cuerpo, decimos que una aplicacion
|-]: K—R

es una norma sobre K si se cumplen las condiciones siguientes:

a) |x| 20,con|x]| =0 < x=0.
b) |xyl = Ix| - [yl
c) |x+yl <Ix|+ [yl

Enlo que sigue excluiremos el caso en que |-| sea constantemente 1 en K*. Como es
habitual, una vez que tenemos una norma definida sobre un cuerpo, podemos definir
una distancia

d(x,y) = |x =yl
De esta manera damos topologia al cuerpo K.

| Definicién A.2. Sea K un cuerpo, decimos que dos normas sobre K son equivalentes
si definen la misma topologia sobre K.
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Proposicion A.1. Dos normas |- |, y | - |, son equivalentes sobre K si, y solo si, existe
s € R, tal que:

|x]; = x5 VxeK.
Demostracion.  Si dos normas cumplen que |- |, = |- [], entonces claramente definen

la misma topologia y, por tanto, son equivalentes. Pasamos a probar el reciproco.

Para cualquier norma | - | sobre K y cualquier x € K, se tiene que:
x| <1 &< {x"} — 0.
Por tanto, si | - |, y | - |, son equivalentes, entonces
Vxe K, |x|;<1=|x|,<]1. (1)

Fijamos ahora un elemento y € K tal que |y|, > | y sea x € K*. Existe un a € R tal
que |x|; = |y|{. Consideramos ahora una sucesion decreciente de nimeros racionales
{m;/n;} con n; > 0 tal que converja a a. Por tanto, |x|, = [y|{ < |y|r1"1/n', de lo que se
deduce que

n;
=l <1
Yo
y, por tanto,
n;
X<t
yhily

i/n;

De esta manera, |x|, < |y|'2" y tomando limite |x[, < |y|S. Si tomamos ahora otra

sucesion {m;/n,}, esta vez creciente, que converja a @, entonces 1 nos dice que |x|, >
|y|5- Como y estaba fijo podemos calcular

log |x|, _ logIyl, _
log x|,  log ¥,

y obtener que Vx € K, |x|; = |x[5. Ademas como |y|;,|y|, > 1, s tiene que ser
positivo. |

Observacion A.1. Enla demostracion anterior hemos probado, de hecho, que la equi-
valencia de las normas | - |, y | - |, es equivalente a la condiciéon de que

Vxe K, |x|;<1=|x|,<1

Lema A.1 (de aproximacién). Sean |- |, ..., ||, normas sobre K que no son equi-
valentes dos a dos y a,,...,a, € K. Entonces, para cada € > 0 existe un x € K tal
que

|x —a,|, <e Vie({l,...,n}.
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Demostracion. Por la observacion anterior, como | - |; y | - |, no son equivalentes
existe « € K tal que |a|, < 1y |a|, > 1. Razonando exactamente igual podemos
encontrar un f € K tal que |f|, < 1y |B|, = 1. Poniendo y = f/a, se tiene que

vl >1ylyl, <1

Probamos ahora por induccioén que existe z € K tal que:
lzl;, >1 y |z|;,<1 paraj=2,...,n

Ya hemos hecho la prueba para n = 2. Supongamos que hemos encontrado z € K tal
que
lzl;, >1 y |z[;<1 paraj=2,....,n—1

Si |z|, < 1, podemos multiplicar por y y elegir m suficientemente grande para que
z"y sea el elemento que buscamos. En caso de que |z|, > 1, la sucesion

Zm

14 zm

m

converge a 1 con respectoa | - |, y |-,y a0 con respecto a las demas normas. Por
tanto, basta tomar 7, y, para m suficientemente grande.

Zm

Finalmente, con z construido como antes, la sucesioén N converge a | con respecto

Zm
al|-];yaOconrespectoal|-|,,..., ||, De esta manera, para cada i podemos construir
un elemento z; que esté muy cerca de 1 con respecto a la norma | - |, y muy cerca de

0 con respecto a la norma | - |; para j # i. Por tanto, el elemento

X = alzl + b + anZn

tiene la propiedad que buscabamos. |

| Definicién A.3. Sea K un cuerpo de caracteristica 0, diremos que una norma defi-
nida sobre K es arquimediana si |N| no esta acotado en R. En otro caso, diremos que es
no arquimediana.

Lema A.2. Sean K un cuerpo y | - | una norma. Entonces, | - | es no arquimediana si,
y solo si, la norma cumple la siguiente desigualdad triangular fuerte:

|x + y| < max{|x|, |y}
Demostracion.  Si se da la desigualdad triangular fuerte, entonces

VvheN,|n|=|14+--+1] < 1.
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Reciprocamente, supongamos que existe N € R tal que |n| < N para cadan € N.
Sean x,y € K y supongamos, sin pérdida de generalidad, que |x| > |y|. Entonces,
|x|¥|y|"™" < |x|" para v > 0y, por tanto,

n n v n—v n
x+y"< ) <v>"" Y™™ < N(n+ Dx]",
v=0

por tanto,
Ix + y| < N'"(1 + m)"/"max{|x|, |y|}

Basta tomar limite ahora para n — oo. |

Observacion A.2. La desigualdad triangular fuerte implica que

| x| # [y] = max{]|x], |y[}.

En efecto, supongamos |x| < |y|, entonces |x + y| < |y|. Por otro lado,
Iyl =1y +x — x| < max{[x], [x + y|}.

Pero como |x| < |y|, tenemos que |y| < |x + y|.

Uno de los principales ejemplos sobre los que aplicamos esta teoria en el trabajo
es Q). Sobre este cuerpo el valor absoluto, que aqui denotaremos por | - | o | - |,
es un ejemplo de norma arquimediana y las normas p-adicas | - |,, que definimos a
continuacion, son normas no arquimedianas.

| Definicion A.4.  Sean p un primoya/b € Q con(a, b) = 1. Existe un niumerov € Z

tal que

a_,d

A
con(d',b') = (d’,p) = (b, p) = 1. Se define la norma p-adica de a/b como |a/b|, = p™”

Es un ejercicio sencillo comprobar que las normas p-adicas son, en efecto, nor-
mas no arquimedianas. El siguiente resultado muestra que no podemos definir otras
normas sobre @Q salvo equivalencia de normas.

Proposicion A.2.  Todanorma sobre Q es equivalentea ||, 0 a |-, para algiin primo.

Demostracion.  Sea || - || una norma no arquimediana sobre Q. Entonces, para cada
n € N, se tiene que ||n|| < 1. Ademas, existe un primo p tal que ||p|| < 1, porque sino,
usando que la factorizaciéon en niimeros primos es tnica y la propiedad de la norma y
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el producto, llegariamos a que ||x|| = 1 para cada x € Q* y habiamos eliminado este
caso. El conjunto

a={a€e”Z:|lal|<1}#Z

es un ideal que contiene a pZ. Ahora bien como pZ es un ideal maximal de Z, a = pZ.
Tomemos ahora a € Z, podemos escribir a = bp™ con p t b, por tanto, b & a'y

[|b]| = 1. Asi, tenemos que
llall = lIpll" = lal’,
donde s = —log ||p||/ log p. Por tanto, hemos probado que || - || es equivalentea | - | .
Supongamos ahora que || - || es arquimediana. Se tiene que para cualesquiera dos
numeros naturales m,n > 1,
[l |'/ 02 = || n] /2.

En efecto, podemos encontrar
m=a,+an+--+an

conlosa, € {0,1,...,n— 1} y n" < m. Notando que r < logm/logny ||a;|| <
a;||1]| £ n, obtenemos la desigualdad

gm
m|| < a all' < a, n||" < 1+ —=— ) n||n||oe™/logn
[l < D Ml - Nl < D Mlall - lnll” < ( gn> Il

Si cambiamos ahora m por m* y tomamos la raiz k-ésima, al tomar limite cuando
k — o0, obtenemos
1/ log(m) 1/log(n)
[m]] /15 < [|n] |1/ 108

Si ahora cambiamos los papeles de m y n, obtenemos la igualdad. Poniendo ahora

1/logn

c = ||n|| tenemos que ||n|| = ¢!°¢". Llamamos s al niimero real tal que ¢ = e°.

De esta manera, para cada racional x = a/b,

x| = ) = |

Por tanto, || - || es equivalente a la norma que viene dada por el valor absoluto. |

En lo que sigue fijaremos las siguientes convenciones con el simbolo 0. Sia € R
ponemos: a < 00,a + 00 = 00,00 + 00 = oo0. Vamos a dar ahora un concepto muy
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relacionado con las normas. Sea | - | una norma no arquimediana sobre el cuerpo K.
Consideramos
—log|x| si x#0
v(x) =
oo si x=0

De esta manera, hemos construido una funcién
v:K—>RU({oo}

que verifica las propiedades:

a) v(x) =00 < x=0.
b) Vx,y € K, v(xy) = v(x)+ v(p).
c) v(x + y) > min{v(x), v(y)}.

A las funciones que cumplan estas propiedades las llamaremos valoraciones. Analo-
gamente al caso de las normas, excluiremos el caso en el que la valoracion sea cons-
tantemente 0 en K* y valga oo en el 0.

| Definiciéon A.5. Diremos que dos valoraciones v, y v, son equivalentes si existe
s > 0 tal que

Dada una valoracién sobre K podemos definir una una norma sobre K poniendo

—u(x)

|x| =q

con g > 1. Ademas, es inmediato que si cambiamos v por una valoracion equivalente
las normas inducidas también son equivalentes. Tener una valoraciéon definida sobre
un cuerpo nos da mucha informacioén sobre la estructura del mismo. En efecto, es
sencillo demostrar el siguiente resultado.

Proposicion A.3. Sea K un cuerpo y v una valoracion definida sobre él, denotamos
por | - | ala norma inducida por la valoracion. El subconjunto

O={xeK :v(x)>20}={xeK : |x| <1}
es un anillo con grupo de unidades

O'={xeK :vix)=0}={xeK : |x|=1}.
Ademas, su Gnico ideal maximal es

p={xeK:vx)>0}={xeK : |x| <1}
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Observacion A.3. En las condiciones de la proposicién anterior, © es un dominio de
integridad con cuerpo de fracciones K y tiene la propiedad de que, o bien x € O, o
bien x~! € O. Un anillo de este tipo es lo que se conoce como un anillo de valoracién.
Su tnico ideal maximal es p = {x € O : x~! & O}, al cuerpo O /p lo llamaremos
cuerpo residual de O.

Todo anillo de valoracion es integramente cerrado. En efecto, sea x € K entero sobre
O. Existe una ecuacion polinémica

x"+ax"'+-+a,=0

n
conlos a; € O.Si x & O, entonces x~! € @y, por tanto,
_ -1 N
X=—a,—ax —-—a,(x)"7 €0.

| Definicién A.6. Diremos que una valoracion es discreta si tiene un valor minimo
s > 0. En ese caso, se cumple que:

v(K*) = sZ.
Decimos que v esta normalizada si s = 1.

Si una valoracion discreta no esta normalizada dividir por s no cambia a O, O, p.
Después de haberla normalizado, a los elementos 7 € O tales que

v(r) =1

los llamaremos parametros de uniformizacion. Fijado # € © un parametro de uni-
formizacion es facil comprobar que todo x € K* admite una representaciéon tnica
como

conm € Zyu € O ([1] pag. 94).

| Definicién A.7. Sea R un dominio de integridad, decimos que es un anillo de valo-
racion discreta (AVD) si es un dominio de ideales principales con un unico ideal primo.

Proposicion A.4. Sea K un cuerpo y v una valoracion discreta sobre este Entonces,
O={xeK :vx)>0}

es un anillo de valoracion discreta. Supongamos que v esta normalizada. Entonces los
ideales no nulos de O vienen dados por

Vn>0, p'=72"0={xe€K : v(x)>n},
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con z un parametro de uniformizacion, i.e. v(x) = 1. Ademas se tiene el siguiente
isomorfismo

P /Pt = 0O/p.

Demostracion. Sea a # 0 un ideal de @ y x # 0 un elemento de dicho ideal con
valoracion minima (que existe por ser discreta la valoracion). Llamando n = v(x),
hemos visto que

x=ux" conue€ (.

Por tanto, 7" @ C a. Reciprocamente, si y = ex™ € a con e € O y m = v(y) > n. Por
tanto,
y=(ex" """ € x" O

de forma que a = 7" @. Por ultimo, el isomorfismo
P/t =0/p.

viene dado por az" +— a mod p. |

En un cuerpo K sobre el que tenemos definida una valoracion discreta v, tenemos
la siguiente cadena de ideales

O>pop*op’ D,

que forma una base de entornos del elemento cero del cuerpo para la topologia que
induce la norma inducida por la valoracién. En efecto, si | - | = g7, entonces

p":{xeK:|x|< 11}.
q"

De la misma manera, una base de entornos del elemento unidad de K*, viene dada

por la siguiente cadena de subgrupos
O =U9>S5SyuDd >y ... ,

donde,

U(n):1+p":{xeK*:|l—x|< }, paran > 0.

qn—l

Proposicion A.5.  Se tienen los isomorfismos

a) O /UM ~ (O /p"), paran > 1.
b) UMW /UMD =~ O /p, paran > 1.
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Demostracion.  El primer isomorfismo viene inducido por el homomorfismo sobre-
yectivo
o° — O/p)
u +— u mod p",
cuyo nucleo es U™. El segundo isomorfismo viene inducido, una vez elegimos un
parametro de uniformizacion z, por

U"=1+72"0 — Ofp

l+7"a — a mdd p,

cuyo nucleo es U"+D, |

Estos resultados nos aportan mucha informacién acerca de la estructura de los
cuerpos sobre los que hemos definido una valoracion discreta. En la siguiente seccion
vamos a usar esta misma herramienta para obtener mas informacion atn gracias a la
topologia natural de estos cuerpos.

A.2 Completaciones

Sea K un cuerpo sobre el que hemos definido una valoraciéon. El procedimiento
por el que se construye R, completando Q con la norma del valor absoluto, es inme-
diatamente generalizable al caso que nos ocupa.

| Definicion A.8. Sea{a,} C K una sucesion. Decimos que es de Cauchy si para cada
€ > 0 existe un n, tal que

Vn,m > n,, l|a,—a,|<Ee.

Diremos que K es completo con respecto a su norma si toda sucesion de Cauchy {a,} es
convergente, i.e. existe a € K tal que

lim|a—a,| =0.
En general, dado un cuerpo K con una valoracion asociada siempre podemos cons-

N
truir su completacion, que denotaremos K. Este es el cuerpo completo mas pequefio
que contiene a K, respetando su norma.
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La construccion del cuerpo K es completamente analoga a la construccion del
cuerpo de los nimeros reales. Se considera el anillo R de todas las sucesiones de
Cauchy sobre K y el ideal maximal m de las sucesiones de Cauchy con limite 0. Po-
nemos asi,

K= R/m.
Podemos incluir K en K mediante la aplicacion que manda @ € K a la sucesion
constante {a,a,a,a,a,... }.Sia={a,} € ﬁ, la norma se extiende como

la| = lir{nlan|.

AN
Se puede comprobar que este procedimiento hace que K sea completo y la norma an-
terior extiende a la de partida. Ademas, esta construccion es unica salvo isomorfismo.

Observacion A.4. En el caso de que consideremos la completacion de Q con la norma
P
p-adica denotaremos por Q, a Q y lo llamaremos el cuerpo de los nimeros p-adicos.

Los primeros ejemplos en los que se piensa cuando a hablamos de cuerpos com-
pletos son R y C. De hecho, son los tinicos cuerpos completos con una norma arqui-
mediana.

| Teorema A.1 (Ostrowski). Sea K un cuerpo completo con respecto a una norma
arquimediana | - |. Entonces existe un isomorfismo o de K aR o a C tal que

la| = |oal|’ Va € K,

para algin s € (0, 1] fijo.
Demostracion.  ([6] 11.4.2) |

Habida cuenta de este teorema, nos centraremos en estudiar los cuerpos comple-
tos cuya norma sea no arquimediana. Los principales ejemplos en este caso son los
cuerpos p-adicos.

Sea v una valoraciéon no arquimediana sobre un cuerpo K. Dicha valoracién se
AN
prolonga candnicamente a una valoracion U sobre K poniendo

0(a) = lim v(a,),

N
con los a, € K tales que a, — a € K. Una primera observacion interesante es que
la sucesion {v(a,)} es estacionaria. En efecto, para un n > n, se tiene que 0(a, — a) >

0(a), por tanto,

v(a,) = 0(a, — a+ a) = min{0(a, — a), 0(a)} = U(a).
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De esto se sigue que

o(K*) = 6(1?) .
En particular, si v es discreta y normalizada su prolongacion también lo es. Mas aun,
para probar que una sucesion es {a,} es de Cauchy basta probar que a, — a,, tiende

a cero, ya que
v(a, — a,) > min{v(a;,, —a;)}.

En particular, tenemos que

Z a, converge < a, — 0.

Proposicion A.6. Sean (K,v)y (I/<\ ,0) un cuerpo y su completacién. Denotamos por
O C K y O C K los anillos de valoracion con respecto a v y U respectivamente. De la
misma manera, llamamos p y P a los ideales maximales correspondientes. Entonces,
se tiene

O/p=0/p.
Si ademas v es discreta, también tenemos que:
O/p" =0 /y" paran> 1.
Demostracion. Consideramos la aplicacion,
O — Ofp
x +— x modp.
Es inmediato que el ndcleo de esta aplicacién es p, de manera que basta comprobar
que es sobreyectiva para comprobar que existe el isomorfismo deseado. Sea [a] € O/p
cona € O.Como K es denso en K, por continuidad, existe x € O tal que |x —a| < 1,
le.x—a¢€ /ﬁ De manera que
x=a modp
Por tanto, la aplicacion es sobreyectiva. El otro isomorfismo para el caso en que la
valoracion sea discreta, se construye de manera analoga. |

En lo que sigue K sera un cuerpo sobre el que tenemos definida una valoraciéon
> A .’
discreta v y (K, D) su completacion

Proposicion A.7. Sea R un sistema de representantes de k = @ /ptalque 0 € R, y
sea 7 € O un parametro de uniformizaciéon. Entonces para cada x # 0 en K hay una
unica serie convergente:

x = 1"(ay + a,7 + aym* + )

conag; € R,ay #0,me Z.
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Demostracion. Sea x = x™u conu € O . Como (9/$ =~ O /p, laclase de u + p tiene
un unico representante a, € R. De esta manera,

u=a,+ b,
para algin b, € 0. Supongamos ahora que tenemos q,, ..., a,_; € R, tales que
u=ay+ax+-+a, 7" +z"b,.

paraalgin b, € O, de manera que la ecuaciéon anterior los determina de manera tnica.
En esas condiciones el representante a, € R de b, + p también esta determinado de

manera Unica. Tenemos, por tanto, b, = a,+7xb,,,, paraalginb,, , € 0. Sustituyendo

n+1»
esto en la ecuacidn anterior:

u=a,+ax+-+a,_ 7" +an"+z"b,,,.

La serie construida de esta manera es unica y converge porque el término general
tiende a 0. |

El resultado anterior recuerda a la estructura de los enteros p-adicos Z,, que se
pueden escribir como series de potencias en p con coeficientes en {0, 1,...,p — 1}.
Los enteros p-adicos también se pueden identificar con el limite inverso l(iEZ /P2,y
esta construccion se puede hacer en un contexto mas general. Para aliviar la notaciéon
vamos a suponer que K es completo. Tenemos los morfismos canénicos,

O—0/y
que son compatibles con los morfismos:
Ofp L0 /P 0y
La propiedad universal del limite inverso nos da un morfismo

(9—)1(1_r_n_(9/p.

n

Proposicion A.8. La aplicacién candnica
O — 1(&(9 /p

es un isomorfismo de anillos y un homeomorfismo.
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Demostracion. La aplicacion candnica viene dada por mandar al cociente en cada
coordenada. Por tanto, el ntcleo de esa aplicacion es ﬂn p" = {0}, de lo que se deduce
que la aplicacion es inyectiva. Para ver la sobreyectividad, fijamos un parametro de
uniformizacién 7 y R unos representantes de cada elemento de © /p. Todo elemento
de O/p" se puede escribir de manera tnica de la forma

n—1
a0+a17r+"‘+an_l7r .

con los a; € R. De esta manera, dado un elemento en el limite, el elemento x =
o0 l .
Qoo @7 es su preimagen.

Para ver que es homeomorfismo, la aplicacién es continua porque respeta los li-
mites de las sucesiones y, ademas, es abierta. Esto ultimo se comprueba gracias a que
la aplicacion manda la base de entornos {p”} de 0 a la base de entornos de 0 en el
limite que consiste en

[To/v niimoyy

n>v

Por tanto, la aplicacion es un isomorfismo y un homeomorfismo. Ademas, induce otro
homeomorfismo e isomorfismo en el grupo de las unidades:

O = (133 © /p") = lim(O /p")* = lim (07 /U™).

En este trabajo nos interesa particularmente el estudio de las raices y factoriza-
cién de polinomios sobre cuerpos completos con respecto a una valoracion. Para ello,
una herramienta fundamental es el lema de Hensel. Para enunciarlo necesitamos la
siguiente definiciéon que generaliza un concepto ya conocido.

| Definicién A.9. Sea f(x) = a,x"+ -+ a,x + a, € O[x] un polinomio. Decimos
que es primitivo si f(x) Z0 mod p, i.e. si

|f] :=max{|qyl, ..., |a,|} = 1.

| Teorema A.2 (Lema de Hensel). Sea f € O[x] un polinomio primitivo tal que
admite una factorizacion en el cuerpo residual,

f(x) = g(x)h(x) mod p,
en polinomios g(x), h(x) € k coprimos entre si. Entonces, f admite una factorizacion

J(x) = g(x)h(x)
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con g, h € O[x] tales que deg(g) = deg(g) y
g(x)=g(x) modp, h(x)=h(x) modp

Demostracion. Pongamos d = deg(f) y m = deg(g). Por hipétesis, d —m > deg(h).
Vamos a construir una sucesion de polinomios en O[x] y los limites van a ser los po-
linomios que buscamos.

Comenzamos con g, 1, € O[x] unos polinomios que cumplan que
g =8 modp hy=h mod p

y tales que deg(g,) = m y deg(h,) < d — m. Por otro lado, como k[x] es un domi-
nio euclideo, y (g, h) = 1 tenemos identidad de Bezout, esto es, existen polinomios
a(x), b(x) € O[x] tales que

agy+bhy =1 mod p

De esta manera, los polinomios f — gyh, y ag, + bhy — 1 € p[x]. Llamamos 7 al co-
eficiente de menor valoracion de los polinomios anteriores. La estrategia de la prueba
consiste en buscar polinomios g y /4 de la forma

g = gtgm+gn+ -,
h = hy+hzx+gn’+ -

con los p;, g, € O[x] polinomios de grado < m y < d —m respectivamente. Para hacer
esto, vamos a construir unos polinomios

gn—l = g0+g1ﬂ-+g2ﬂ-2+ ee +pn_1ﬂ'n_1,

h = h0+hlﬂ'+g27[2+"’+qn_1ﬂ:n_l,
de manera que,
f=g,,h,_., mod z".

Asi al tomar limite vamos a obtener polinomios con coeficientes en O tales que f =
gh. De esta manera, hemos visto que si somos capaces de construir una sucesiéon en
las condiciones anteriores hemos probado el teorema. Procedemos a construir la su-
cesion por induccion.

Para n > 1 se cumple la congruencia por la elecciéon que hemos hecho de z. Su-
pongamos ahora que la congruencia se cumple para algin n > 1. De esta manera,

ponemos
gn = gn—l +pn7tn’ hn = hn—l + qnﬂ’-n’
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donde tenemos que elegir p, y g,. Las condiciones que hay que imponer sobre estos
polinomios se reducen a

f-g-_h,_, =7"(g,_1q,+ h,_p,) mod "l
Dividiendo por z", esto se traduce a
&u19, + h,_\p, = &h, + hop, = f, mdd =,
donde f, = 27"(f — g,_1h,_;) € Olx]. Como gya + bh, =1 mod x, tenemos que
goaf,+bhyf, = f, mod x.

Ahora tenemos la tentacién de poner g, = af, y p, = bf,, pero los grados podrian
salir demasiado grandes. Por ello dividimos,

b(x) f,(x) = q(x)hy(x) + p,(x)

con deg(p,) < m. Como g, = § mod p y deg(g,) = m, el coeficiente lider de g, es
una unidad y, por tanto, g(x) € O[x]. Sustituyendo en la congruencia que teniamos
llegamos a que:

golaf,+hyq)+ hyp, = f, mod x.
Si ahora quitamos de af, + h,q los monomios con coeficientes divisibles por 7, obte-
nemos un polinomio ¢, tal que

g4, + hyp, = f, mod x
con grado < d — m. Esto ultimo se deduce de que deg(f,) < d,deg(g,)) = my
deg(hyp,) <d —m+m. |

Ejemplo A.1.  Elpolinomio x”~' — 1 € Z [x] tiene todas sus raices en [, y, por tanto,
factoriza en factores lineales. Aplicando reiteradamente el lema de Hensel, llegamos
a que Q, contiene a las raices (p — 1)-ésimas de la unidad.

Corolario A.1. Todo polinomio irreducible f(x) = a, + a;x + --- + a,x" € K[x] tal
que aya, # 0, cumple que

max{|agl, la,|} = |f].
En particular, sia, = 1 y g, € O, entonces necesariamente f € O[x].
Demostracion. Después de multiplicar por un elemento apropiado de K podemos
asumir que f € O[x] y que |f| = 1. Sea a, el primer coeficiente tal que |a,| = 1, i.e.
la;| < 1 parai <r— 1. Tenemos que

f(x)=x" (a, +a,,x+ -+ a,,x”") mod p.

Situvieramos max{|ay|, |a,|} < 1, entonces 0 < r < ny la congruencia anterior junto
a la irreducibilidad de f contradiria el lema de Hensel. |
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Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema de extension de
valoraciones, para el que necesitaremos algunos conceptos procedentes de la teoria
de enteros algebraicos.

| Definicién A.10. Sea L|K una extension de cuerpos y sea x € L. Definimos el
siguiente endomorfismo de K -e.v.,

Tx L — L, Tx((x) = xa,
y la traza y la norma de x como
tI.L|K(x) = tr(Tx)a NL|K(X) = det(Tx)

| Teorema A.3. Sean K un cuerpo completo con respecto a una norma | -| y L|K una
extension algebraica (posiblemente infinita). Entonces, | - | se extiende de manera unica
a L. En caso de que L sea una extension de grado n < oo, la extension de la valoracion

viene dada por
la| = \"/ |NL|K((X)|-

Ademas, en este caso la extension es completa.

Demostracion.  El caso de que la norma sea arquimediana, se restringe a los casos R
y C por el teorema de Ostrowski. En estas condiciones, el tinico caso no trivial es

Na:m(z) =zz= |Z|2’

lo cual es un resultado conocido de analisis. Suponemos entonces que | - | es no arqui-
mediana. Como toda extension algebraica es la unién de sus subextensiones finitas,
podemos asumir que L|K es finita de grado n.

Comenzamos probando que la norma se puede extender. Denotaremos por Oy y O,
al anillo de valoracién de K (su anillo de enteros) y a la clausura entera de Oy sobre
L. Se tiene que

Op={a€L:Ng@eO}. (2)

La contencion de izquierda a derecha es un resultado sencillo de teoria algebrai-
ca de numeros ([6] Lpag 12). Reciprocamente, sea a € L* tal que Ny x(a) € Ok.
Consideramos

f(x)=x%+ ad_lxd_1 + - +a, € K[x]

el polinomio minimo de a sobre K. Entonces, N g (@) = xa; € Ok ([6] 1.2.6). Por
tanto, |ay| < 1, ie. a, € Ok. El corolario anterior implica que f(x) € Ok[x], i.e.
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a e 0.

Vamos a comprobar que la norma que nos da el teorema, efectivamente es una norma
sobre L y extiende a la de K. En primer lugar, las condiciones

a=0 < |a|=0 y |af|=]al|f]|
son triviales. La desigualdad triangular fuerte
la + Bl < max{|al, |4}
se reduce, dividiendo por a o f, a probar la implicaciéon
la| < 1= |la+1] L1,

Ahora bien, esto equivale a la implicacion « € O, = a + 1 € O,, lo cual es trivial-
mente cierto, por (2). La restricciéon de esta norma a K es la norma | - | y el anillo de
valoracion de la norma extendida es O.

Pasamos a probar la unicidad, sea | - |" otra extension de la valoraciéon con anillo

de valoracion @) . Sean p y p’ los ideales maximales de los anillos de valoracion O, y

O, respectivamente. Vamos a probar que @, C O’,. Por reduccién al absurdo, supon-
. ’

gamos que existe a € O, \ O, y sea

f)=x+ax 4+ +a,

el polinomio minimo de & sobre K. Por definiciéon de O, , se cumple que a,, ...,a, €
Ok. Ademas, como (@’ es un anillo de valoraciéon a™! € p’, de lo que se deduce que

1

l=—aa = —ad(a_l)d € p' y esto es una contradiccion. Por tanto, @ C @'. Dicho

de otra forma hemos probado que:
la| < 1= |a| < 1.

Esto implica que las normas son equivalentes, ya que si no lo fueran el lema de apro-
ximacion (A.1) nos permite encontrar &« € L tal que || < 1y |a|’ > 1. Ademas, | - |
y | - | son iguales porque ambas coinciden en K, que es denso. |

Este teorema también nos dice que dado un cuerpo K completo con respecto a
una valoraciéon vy L|K una extension algebraica, la valoracion se extiende de manera
Unica a una valoraciéon w sobre L. Ademas, la extension viene dada por

(@) = 0 (Nyy(@)

sin=[L : K] < o0.
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A.3 Cuerpos henselianos

Muchos de los resultados sobre cuerpos sobre los que tenemos definida una va-
loracion se pueden deducir del lema de Hensel, sin necesidad de usar la completitud.
Dicho lema es cierto en una clase mucho mas amplia de cuerpos que los cuerpos com-
pletos. Un caso que nos sera de particular interés es el siguiente:

Sean (K, v) un cuerpo con una valoraciéon no arquimediana y (I/<\ , D) su completa-
ciéon. Consideramos K|, la clausura separable de K y O, y p, su anillo de valoracion
e ideal de valoracion, asociados a la restriccion de U a K, respectivamente. Tenemos
asi,

KcKUcI/f, OCOUC@.

En este caso, el lema de Hensel se cumple en O, de la misma manera que sucedia en O
sin que sea completo necesariamente. En efecto, por la proposicién A.6 se tiene que:

O/p=0/p=0,/p,

Luego si f € O, [x] factoriza en factores coprimos g(x), h(x) sobre O, /p,, por el lema
de Hensel (A.2) tenemos una factorizacion en @

J (%) = g(x)h(x)

talque g =g moéd p, h = h mod p y deg(g) = deg(®). Por la proposicion A.6 pode-
mos elegir el coeficiente de grado mas alto de g para que esté en . De esta manera,
como los coeficientes de f son algebraicos sobre K, los de g y A tienen que estar en O,.

Al cuerpo K, también se le suele llamar la henselianizacién de K con respecto a v.
Este cuerpo tiene muchas de las ventajas algebraicas de la completacion, pero ademas
es una extension algebraica de K y no necesitamos usar analisis para construirlo.

| Definicién A.11.  Un cuerpo henseliano es un cuerpo sobre el que hay definida una
valoracion no arquimediana cuyo anillo de valoracion O cumple la propiedad de de Hen-
sel, en el sentido de que se satisface el lema A.2.

| Teorema A.4. Sean K un cuerpo henseliano con respecto a una norma |-| y L| K una
extension algebraica (posiblemente infinita). Entonces, | - | se extiende de manera unica
a L. En caso de que L sea una extension de grado n < oo, la extension de la valoracion

viene dada por
la| = \/ |NL|K(a)|~
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En todo caso, el anillo de valoraciéon de la extension es la clausura entera del anillo de
valoracion de K en L.

Demostracion. La prueba de este teorema es exactamente la misma que la del teore-
ma A.3, ya que la completitud solo se usa para aplicar el lema de Hensel. |

Se puede probar que la propiedad anterior caracteriza a los cuerpos henselianos.

| Teorema A.5. Sea K un cuerpo sobre el que hay definida una norma | - | no ar-
quimediana. Entonces, K es henseliano si, y solo si, la norma | - | se puede extender de
manera tinica a cualquier extension algebraica de K.

Demostracion.  ([6] 11.6.6) |

Sea K un cuerpo henseliano con respecto a una valoraciéon v. Si L|K es una ex-
tension finita de grado n, entonces v se extiende de manera unica a una valoracion w
sobre L. De hecho, sabemos que:

Vxe L w(x) =10 (N k().
n
Sillamamos k al cuerpo residual de K y A al de L, se tienen las siguientes inclusiones:
v(KYCuo(lL™) y kcCA

| Definiciéon A.12. Sea L|K una extension en las condiciones anteriores. Se llama
indice de ramificacion de la extension al indice

e =e(w|v) := (w(L") : v(K"))
y se llama grado de inercia de la extension al grado

f=f(wlv) :=[1: k]

Observacion A.5. Si v es una valoracion discreta sobre K y L|K es una extension,
entonces la valoracién extendida

1

w = ;UONLlK

es discreta. Sillamamos Oy, pg, 7 (resp. O, , p,, 7, ) al anillo de valoracion, al ideal de
valoracién y a un parametro de uniformizacion de K (resp. de L), entonces se tiene
que

e=(w(r,)Z : v(x,)Z),
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lo cual implica que v(zg) = ew(x,), i.e.

Ty = 87[2,
para alguna unidad € € O". Esta es la interpretacién habitual del indice de ramifica-
cion.
Proposicion A.9. En las condiciones anteriores, se tiene que [L : K] > ef y se dala
igualdad si v es discreta y L|K es separable.

Demostracion. Sean w;, ..., , representates de unabase de A|k y sean z, ..., 7, | €
L* representantes de las clases de equivalencia de w(L*)/v(K*). Si v es discreta, po-
demos elegir 7; = z,. Veamos que los elementos

,;7;, j=1..,f, i=1...,e—1,

son linealmente independientes sobre K y que en el caso discreto forman una base.
Consideramos una combinacion lineal

e

L f
a;;w;m; = 0

1

Jj=1

Il
(=]

con g;; € K. Por reduccion al absurdo supongamos que no son todos 0. Como la
reduccion de los @; son base tiene que haber alguna suma de la forma

S
2,4,
=1

distinta de 0. De hecho, si s; # 0 entonces w(s;) € v(K*). En efecto, si dividimos
s; por el coeficiente de minima valoracion a

Sy

.,» obtenemos una combinacién lineal de

), ..., con coeficientes en el anillo de valoracion Oy y uno de los coeficientes igual
a 1. Esta combinacion lineal es no nula médulo p,, ya que w(s;) = w(a;,) € v(K*).

La combinacion lineal Zle:_é s;m; debe tener al menos dos sumandos con la misma
valoracion, i.e. existen i # j tales que w(s;x;) = w(s ;7;), ya que en otro caso la com-
binacién lineal no podria ser 0. Esto es consecuencia de w(x) # w(y) = w(x +y) =
min{w(x), w(y)}. Deducimos, por tanto, que

w(r;) = w(x;) +w(s;) — w(s;) = w(x;) mod v(K*)

y esto es una contradiccion. De esta manera, hemos probado la independencia lineal
de los @; ;. En particular, tenemos que ef < [L : K].
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Supongamos ahora que v es discreta, y por tanto lo es w, y que 7, es un parametro de
uniformizacién del anillo de valoracion O, asociado a w. Consideramos el O, -modulo

e—1

M = ZZ(?Ka)jn,.

i=0 j=1

con z; = ;. Vamos a probar que M = O, i.e. {w,7;} es una base entera de O, sobre
O. Ponemos

de maneraque M = N+, N +--+7z¢"' N. Por otro lado como los {w;, méd 7, O, }
son una base de A sobre k tenemos que

O, =N+r,0,
Esto implica que:
O,=N+r,(N+7,0)==N+xg, N+ +72"'N+70,.

Por tanto, © = M + p* = M + pO,. Como L|K es separable, O, es finitamente
generado como O -moédulo (una prueba de esto se puede encontrar en ([6] 1.2.11)).
Luego, por lema de Nakayama @ = M como queriamos demostrar. |

A.4 Extensiones no ramificadas y moderadamente
ramificadas

En esta seccion vamos a fijar un cuerpo base K que sera henseliano con respecto
a una determinada valoraciéon no arquimediana v. Al igual que en la seccion anterior,
Ok, P, k denotaran el anillo de valoracion, su ideal maximal y el cuerpo residual. Si
L|K es una extension algebraica denotaremos por O,, p,, 4 a los correspondientes
invariantes. En esta seccion vamos a estudiar como el indice de ramificacion y el gra-
do de inercia determinan el comportamiento de las extensiones.



118 REPRESENTACIONES DE GALOIS ASOCIADAS A CURVAS ELIPTICAS

| Definicién A.13. Sea L|K una extension finita. Decimos que es una extension no
ramificada si la extension A|k es separable y se tiene que:

[L:K]=[4: k]

Una extension algebraica L|K, posiblemente infinita, se dice no ramificada si es union
de extensiones finitas no ramificadas.

Proposicion A.10. Sean L|K y K'|K dos extensiones dentro de una clausura alge-
braica K|K y sea L' = LK'. Entonces, tenmos que

L|K es no ramificada = L'|K’ es no ramificada.

Es decir, cada subextension de una extension no ramificada es no ramificada.

Demostracion. Por definicion de extension no ramificada podemos suponer que la
extension L|K es finita. En ese caso, la extension A|k también es finita, como ade-
mas es separable podemos aplicar el teorema del elemento primitivo, i.e. existe un
elemento @ € A tal que A = k[a]. Sea a € L un representante y f(x) € O[x] (aqui
hemos usado la propiedad de Hensel gracias al teorema A.5) un polinomio minimo de
a. Llamamos 7(x) = f(x) mod p € k[x]. Como

[A: k] < deg(f) = deg(f) = [K(a) : KI<[L: Kl=1[4: kI,

Se tiene que L = K(a) y F(x) es el polinomio minimo de a sobre k.

Tenemos que L' = K'[a]. Sea g(x) € Ok, el polinomio minimo de a sobre K’ y
g(x) = g(x) mdd pg, € k'[x]. Como g(x) es un factor de f(x), entonces g es sepa-
rable. Ademas, g tiene que ser irreducible porque en caso contrario el lema de Hensel
contradeciria la irreducibilidad de g. De esta manera, tenemos

[A D K]<[L : K']=degg=degg=[K[a] : k'] <[4: K]

Por tanto, [L’ : K'] =[A" : k'] es no ramificada. En particular, si L|K es una subex-
tension de una extension no ramificada L'| K, se sigue de lo que hemos probado que
L'|L es no ramificada. Por lo que gracias a la féormula del grado L|K es no ramifica-

da. |

Corolario A.2. La extension generada por otras dos extensiones no ramificadas (el
composite) es no ramificada.

Demostracion. Podemos suponer que L|K y L'| K son extensiones finitas y no rami-
ficadas. Por el resultado anterior, tenemos que LL'| L’ es una extensiéon no ramificada.
El resultado se sigue ahora de que la separabilidad es transitiva y el grado de las dis-
tintas extensiones es multiplicativo. |
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| Definicién A.14. Sea L|K una extension algebraica. Entonces, la union T|K de

todas las subextensiones no ramificadas se denomina la subextension maximal no rami-
ficada de L|K.

Proposicion A.11. En las condiciones de la definicion anterior, el cuerpo residual de
la extension T es la clausura separable 4, de k en la extension residual A|k de L|K.
Ademas, la imagen de la valoraciéon en T es igual a la imagen de la valoracion en K.

Demostracion. Sea A, el cuerpo residual de T'|K y supongamos que @ € 4 es sepa-
rable sobre k. Vamos a ver que @ € 4. Sea 7(x) € [x] el polinomio minimo de a y
f(x) € O un polinomio ménico tal que 7(x) = f(x) mdd pg. El polinomio f(x) es
irreducible y por el lema de Hensel existe « € L tal que f(a) =0y a = a mod pg.
En particular, [K(a) : K] =[A : k]. Esto implica que K(a)|K es no ramificada. Lue-
go, K(a) C T y, por tanto, a, € A,,.

Para probar que w(T*) = v(K*) podemos suponer que L|K es finita. En ese caso,
[T : K] > @(T") : (KNI, : k] = (T) : o(K*)DIT : K],

de lo que se sigue que w(T™) = v(K*). |

La union de todas las extensiones no ramificadas dentro de una clausura algebrai-
ca K de K se denomina la extensién maximal no ramificada K,,|K de K. Su cuerpo
residual es la clausura separable ES de k. Ademas, K,, contiene a todas las raices de
la unidad de orden m con m coprimo con la caracteristica de k, ya que el polinomio
x™ — 1 factoriza sobre ES y, por el lema de Hensel, sobre K,,. Ademas, en el caso en
que k sea un cuerpo finito, la extension K,,|K esta generada por estas raices de la
unidad, ya que este es el caso de Is|k.

Pasamos ahora a estudiar un segundo tipo de extensiones donde permitimos cierta
ramificacion.

| Definicién A.15. Una extension algebraica L|K se dice que es moderadamente ra-
mificada si la extension Ak es separable y ([L : T],p) =1, dondeT es la subextension
maximal no ramificada de L|K . En caso de que|[L : T] = oo, la condicién anterior quie-
re decir que el grado de cada subextension finita de L|T sea coprimo con p = char(k).

Observacion A.6. En el caso de que se cumpla la identidad ef = [L : K]y que
Alk sea separable, decir que la extensiéon L|K es no ramificada, resp. moderadamente

ramificada, es equivalente a decir que el indice de ramificacién es e = 1, resp. (e, p) =
1.
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Proposicion A.12.  Sea L|K una extension finita. Dicha extension es moderadamente
ramificada si, y so6lo si, la extension L|T es de la forma

L=T <ai/m’, ,ai/”‘r>
con (m,, p) = 1 para todo i. En dicho caso, siempre se da la igualdad
[L:K]=ef

Demostracion. Podemos suponer que K = T porque L|K es moderadamente rami-
ficada si, y solo si, L|T es moderadamente ramificada. Ademas, en este ultimo caso,
la proposicion A.11 nos dice que [T : K] =[4: k] = f.

De esta manera, supongamos que L|K es una extension moderadamente ramifica-
da con K = T'. En particular, tenemos que A = k y que ([L : K], p) = 1. En primer
lugar, vamos a probar que e = 1 implica que L = K. Sea a € L \ K, llamamos
a=a,...,a, alos conjugados de a, a :=tr(a) = " o,y f :=a— ia € L\K.
Notemos que,

tr(ﬂ):a—%gtr(ai):a—azo.

Como v(K*) = w(L*), podemos encontrar un b € K* tal que v(b) = w(p). De esta
manera, € := ff/b € L\ K es una unidad con traza Z:":l g; = 0. Ahora bien, los
conjugados ¢; tienen todos la misma clase residual, pues estamos suponiendo que
4 = k. Reduciendo la ecuacién ) | €; = 0 obtenemos:

m
0= )& =me.
i=1

Como € es una unidad, esto implica que p|m, pero m|[L : K] lo cual contradice que
la extension sea moderadamente ramificada.

Sean ahora w,,...,w, € w(L*) un sistema de representantes para el grupo cocien-
te w(L*)/v(K*) y m; el orden de @; mdd v(K*). Sillamamos n = [L : K], tenemos
que

w(L*) = ;U(NLH{(L ) C ;U(K ).
Por tanto, m;|n, lo cual implica que (m;, p) = 1. Sea y; € L* tal que w(y;) = w;, por

definicon de los m; tenemos que w(y,") = ¢, con los ¢; € K. Tenemos, por tanto,
que y," = c;¢; para alguna unidad &; € L. Como A = k podemos escribir &, = bu;
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con b, € K y u; una unidad de L que se reduce a 1 en 4. Aplicando ahora el lema de
Hensel a la ecuaciéon x™ —u; = 0 obtenemos f;, € L una solucion para dicha ecuacién.
Poniendo o; = y,47' € L, tenemos que w(e,) = w, y que:

Lm al/mr> C L. Ahorabien, el indice

donde, los a; = ¢;b_ K, i.e. tenemos que K (al R
de ramificacion de esta ultima extension es 1 por construccion. Asi que como vimos
al principio de la prueba tenemos que
1/m
L=K <a1/ h ,al/”‘r> .

r

La igualdad [L : K] = e la probaremos por induccién en r usando que sabemos que

[L:K]>eSealL, =K (ai/ml >, entonces @, € w(L7). Luego,

e(L,|K) = (L) : o(K*) = m, > [L, : K]

Ademaés, e(L|L,) > [L : L], ya que w(L*)/w(L}) esta generado por @,, ..., ®,.
Entonces,
e=e(L|L)e(L,|K)>[L: L,][L, : K]=[L : K].

1/m
1

radamente ramificada. Para ello, basta probarlo para r = 1 y aplicarlo iterativamente.

. .z 1/m
Reciprocamente, vamos a probar que la extension L = K (a ca) ) es mode-
Ademas, nos podemos reducir al caso en que el cuerpo residual es separablemente

cerrado. En efecto, si consideramos K, = K,,, cuyo cuerpo residual es k;, = k; la

nr’

clausura separable de k. Obtenemos, asi el siguiente diagrama:

donde LNnK, =T =KyL, =K, (al/”‘). Si suponemos que L,|K; es moderada-
mente ramificada, entonces 4, |k, es separable, luego 4, =k, yp+tI[L, : K;]=[L :
K] =[L : T]. Por tanto, L|K también es moderadamente ramificada.

Sea ahora a = a'/™. Podemos suponer que [L : K] = [K (al/”’) : K] = m. En efecto,
si d es el mayor divisor de m tal que a = @'? para algin @’ € K*, ysim' = m/d,
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entonces a = a’!/" y [K(a”/m,) : K] =m'.

Pongamos n = ord(w(a) mdd v(K*)). Como mw(a) = v(a) € v(K*), podemos es-
cribir m = nd. Por otro lado, existe b € K* tal que w(a") = v(b). Ademas, v(b?) =
w(a™) = v(a), de lo que se deduce que existe una unidad € de K tal que:

a" =a=eb’.

Como (d, p) = 1, la ecuacién x?

— € = 0 tiene todas sus raices en k, por ser sepra-
blemente cerrado. Por tanto, por el lema de Hensel la ecaucién x? — & = 0 también
tiene todas sus raices sobre K. Por tanto, podemos elegir b € K* de manera que
a™ = b? = a. Como x™ — a es irreducible, tenemos que d = 1, y, por tanto, m = n.
Luego,

e>n=|[L:K]>ef >e.

Esdecir, f = 1,luego A = ky p + n = e. Por tanto, L|K es moderadamente ramificada.

Corolario A.3. Sea L|K y K'|K dos extensiones dentro de la clausura algebraica
K|K,y L' = LK'. Entonces,

L|K es moderadamente ramificada = L’|K’ es moderadamente ramificada.

En particular, toda subextension de una extensiéon moderadamente ramificada es mo-
deradamente ramificada.

Demostracion.  Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la extension L|K
es finita. Consideramos el diagrama

L——UT
T ——T
K —K

donde la inclusion T C T’ se deduce de la proposicion A.10. Si L|K es modera-

1/m
a/l

damente ramificada, entonces L = T ( )

Y een ,al/m’> con (m;, p) = 1. Por tanto,

L' =LK =LT" =T (ai/ml, s ai/m’>. Luego el resultado anterior nos dice que

L'|K’ es moderadamente ramificada.

La afirmacion relacionada con las subextensiones se prueba igual que en el caso no
ramificado. |
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Corolario A.4. La extension generada por otras dos extensiones moderadamente ra-
mificadas (el composite) es moderadamente ramificada.

Demostracion. De nuevo, la prueba es analoga al caso no ramificado. |

| Definiciéon A.16. Sea L|K una extensién algebraica. Entonces, la union V |K de
todas las subextensiones moderadamente ramificadas se denomina la subextension ma-
ximal moderadamente ramificada de L|K.

Denotemos por w(L*)® al subgrupo de los elementos @ € w(L*) tal que mw €
v(K*) para algun m coprimo con p. De esta manera, el cociente w(L*)? /v(K*) son los
elementos de w(L*)/v(K*) de orden coprimo con p. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion A.13. La extension maximal moderadamente ramificada V'|K de L|K
cumple que w(V'*) = w(L*)® y que su cuerpo residual es igual a la clausura separable
Ag de k en A|k.

Demostracion. Nos podemos restringir al caso en que L|K es una extension finita.
Pasando de K ala subextensiéon maximal no ramificada, podemos suponer que 4, = k.
Como p }+ e(V|K) = #w(V*)/v(K*), tenemos que w(V*) C w(L*)?. Reciprocamen-
te, si seguimos la prueba de la proposicion A.12, dado w € w(L*) podemos econtrar
a= (/5 € Ltalquea € K, (m,p) =1 yw(a) = w. Como a € V', hemos acabado. |

Los resultados obtenidos en esta secciéon se pueden resumir como sigue:

K ¢ T c Vv «c L
k c A, = A C A

o(K*) = w(T*) c wl*)?P c w(l*)

-
-

Si L|K es una extension finita y e = €’p? con (¢/,p) = 1, entonces [V : T] = €.
Diremos que la extension L|K es totalmente ramificada si T = K y salvajemente
ramificada si no es moderadamente ramificada, i.e. V # L.

Aunque, hasta ahora hemos desarrollado la teoria en un contexto muy general, el
caso que nos interesa es el de K un cuerpo completo con respecto a una valoracion
con cuerpo residual finito, i.e k = F, con g = p".

Proposicion A.14. Sea { una raiz n-ésima de la unidad. Pongamos L = K({) y sean
O, | Ok, resp. A|k, la extension de anillos de valoracion, resp. de cuerpos residuales,
de L|K. Supongamos que (n, p) = 1. Entonces, se tienen:

a) La extension L|K es no ramificada de grado f, con f el menor numero natural
talque ¢/ =1 maod n.
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b) El grupo de Galois Gal(L|K) es canonicamente isomorfo a Gal(4|k) y esta ge-
nerado por el automorfismo ¢ : { +— (7.

c) O = Okl¢l.

Demostracion.  Sea ¢(x) el polinomio minimo de ¢ sobre K. La reducciéon P(x) es
el polinomio minimo de E = ¢ mdd pg sobre k. En efecto, el a(x) tiene que ser un
divisor del polinomio x" — 1 y, como (n, p) = 1, dicho polinomio tiene que ser se-
parable. Si ¢(x) no es irreducible, ¢p(x) tampoco, por el lema de Hensel, lo cual es
una contradiccion. Por tanto, ¢ y ¢ tienen el mismo grado, de lo que deducimos que
[L: K]=[K():K]=[4:k]=f.Luego, L|K esno ramificada.

El polinomio x" — 1 se descompone en sus factores lineales sobre O, vy, por tanto,
sobre 4, por ser separable. Por tanto, 1 = [ esta contiene a p, el grupo de raices de
la unidad y esta generado por ellas. Por tanto, f es el menor entero tal que pu, C F,.
De esto se deducen los dos primeros puntos.

Como L|K es no ramificado, tenemos que px @ = p, y como 1,¢, ... ,¢/7! es una
base de A|k, tenemos que O; = O[{] + px O. Luego, O; = Ok[{] por el lema de
Nakayama. |

A.5 Extension de Valoraciones

En la seccion anterior hemos visto que si K es un cuerpo henseliano la valoraciéon
se extiende de manera Unica a toda extension algebraica. En esta seccion vamos a es-
tudiar el problema de extender una valoracién v sobre un cuerpo K a una extension
algebraica de este en general.

Para cada valoracion v de K, denotaremos por K, a la completacion de K con respec-
toavypor EU a la clausura algebraica de K. A la extension candnica de v desde K a
K, la seguiremos denotando por v, mientras que a la extension tunica de v desde K|,
hasta fu la denotaremos por v.

Sea L|K una extension algebraica. Si elegimos una K-inmersion

. L—>K,,

v
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podemos restringir la valoraciéon v a 7L, para obtener una extensiéon de v a L. Si
llamamos w a dicha extension, esta viene definida por

w = vor.
Con respecto a estas valoraciones, la inmersion
. L—K,

es continua por construccion. Si la extension L|K es finita, entonces 7 se extiende de
manera unica a un homomorfismo

Dicha extension se hace por continuidad y esta bien definida porque la completacion
de 7L es una extension finita de K, y, por tanto, esta contenida en K. En el caso en
que la extension L|K sea infinita, también podemos extender la inmersion a

Sin embargo, en este caso L, no denota la completaciéon de L con respecto a w, ya
que en ese caso la aplicacion anterior no esta bien definida. El objeto apropiado para
definir la extension anterior es

Lw = U Li,w’

donde L, , recorre las completaciones de las subextensiones finitas de L|K. Esta
union se denomina la localizacion de L en w. De esta manera, tenemos el siguien-
te diagrama compatible con la extension de valoraciones:

Este diagrama es de vital importancia en teoria de niimeros. En cierta forma, repre-
senta el principio local-global, es decir, nos permite pasar problemas en extensiones
globales L|K a extensiones locales L, |K,. En la siguiente seccién veremos como re-
lacionar las extensiones locales con las globales mediante los grupos de Galois.

Acabamos de ver que cada K-inmersion 7 : L — K, nos da una extensiéon w = vor
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de la valoracion v de K. Para cada ¢ € Gal(K), tenemos una nueva K -inmersiéon dada
por la composicion

T T c T
L > K, > K,

es decir, 7/ = ooz. Llamaremos conjugadas a las K-inmersiones que estan relacio-
nadas por un K-automorfismo de K. El siguiente resultado nos da una descripcion
completa de las extensiones de v a L.

| Teorema A.6 (de extension de valoraciones). Sea L|K una extension algebraica
de cuerpos y v una valoracion definida sobre K. Entonces, tenemos que:

i) Cada extension w de la valoracion v es de la forma w = vot para alguna inmer-
siont . L — K,.
ii) Dos extensiones vot y vot’ son iguales si, y sélo si, T y t’' son conjugados.

Demostracion. i) Sea w una extensionde va L y sea L, lalocalizacién de L con
respecto a w. A la extension canénica de w a L, la seguiremos denotando w.
Por el teorema A.3, hay una unica extension de v desde K, a L. Si elegimos
t : L, — K, una K -inmersion cualquiera, la cual existe porque L, | K, es una
extension algebraica, tenemos que vor debe coincidir con w por la unicidad.
Ahora bien, la restriccion 7 : L — EU es una K-inmersion que cumple w =
vor.

ii) Sean 7 y ot dos K-inmersiones de L conjugadas, con ¢ € Gal(EU|KU). Como
U es la Unica extension de v desde K, a Ev, se tiene que v = voo vy, por tanto,
vot = vo(oot). Por tanto, las extensiones de v inducidas por 7 y 6oz son la
misma.

Reciprocamente, sea 7,7’ : L — K, dos K-inmersiones tales que vor = vor’.

Seac : tL — 7'L el K-isomorfismo dado por ¢ = 7’o7r~!. Este isomorfismo
se puede extender a un K -isomorfismo

c:7L-K,—7L-K,

por continuidad, ya que 7L es denso en 7L - EU. Extendiendo ahora ¢ a un
6 € Gal(K | K,), tenemos que 7 = 6o, como queriamos demostrar.
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A.6 Teoria de Galois de valoraciones

En esta seccion vamos a considerar L|K una extension de Galois y vamos a estu-
diar como el grupo de Galois actta sobre las valoraciones w que extienden a v. Para
hacer este estudio vamos a necesitar usar los resultados principales de la teoria de Ga-
lois, no solo finita , sino también la infinita. Por ello, comenzaremos la seccion dando
los principales resultados de esta

A.6.1 Inercia y ramificacion

Sea L|K una extension de Galois arbitraria con grupo de Galois G = Gal(L|K). Si
v es una valoracion sobre v y w es una valoracién sobre L que extiende a v, entonces
woo también extiende a v, para cada ¢ € G. Por tanto, el grupo G actua sobre el
conjunto de extensiones w|v.

Proposicion A.15. El grupo G actua transitivamente sobre el conjunto de las exten-
siones w|v, i.e. dos extensiones cualesquiera son conjugados.

Demostracion. Sean w 'y w' dos extensiones de v sobre L. En primer lugar, supon-
gamos que L|K es finita. Si w y w’ no son conjugados, entonces los conjuntos

{woc : 6€G} y {woo:0€G)
son disjuntos. Por el lema de aproximacion (lema A.1), existe x € L tal que
lox|, <1 y lox|,>1
para todo ¢ € G. Si ponemos ahora

a = Npgx)= Hax,

ceCG

jal, = [T loxl, <1.

ceCG

entonces,

De manera analoga, podemos probar que |a|, > 1, lo cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que L|K es infinita y consideremos los conjuntos

Xy ={c €G : woo, =w,,}
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con M |K variando entre las extensiones finitas de Galois. Ya hemos visto que los X,
son no vacios. Ademas, son cerrados, ya que si ¢ € G \ X,, entonces, el entorno
abierto ¢ Gal(L|M) C G \ X,,. Ademas, ﬂ X, # 0, pues en caso contrario, por la
compacidad de G tendriamos que []_, X m, = ¥ para una cantidad finita de M,. Sin
embargo, esto es una contradiccion, ya que X, = [_, Xy conM =M, - M,.Por
tanto, hemos probado que existe o € G tal que woo = w'. |

| Definicién A.17. El grupo de descomposicién de una extension w de v sobre L se
define como
G,=G,(L|K)={ce€Gal(L|K) : woc =w}.

En caso de que v sea una valoracién no arquimediana, podemos encontrar dos
subgrupos canénicos mas. Recuperamos la notaciéon O, p,., k, O, p,,.» 4.

| Definicion A.18. El grupo de inercia de w|v se define como
I,=1,LIK)={c€G,:Vx€O, ox=x modyp,}

y el grupo de ramificacion se define como

R, =R, (LK) = {0' €G,:vxel’, =1 mad pw}.
X
Observacion A.7. Es importante notar que si ¢ € G, la igualdad woo = w implica

quecO,=0,yVx € L*,0x/x € O,. Ademas, se tiene que

R,ClI, 6 CG,.

Los subgrupos G, I, R,, de G = Gal(L|K) son canoénicos en el sentido de que
son cerrados para la topologia de Krull. La prueba de esto es rutinaria. Vamos a dar
la prueba para el grupo de descomposicion para ilustrar el tipo de argumentos que se
usan.

Sea 0 € Gal(L|K) un elemento en la clausura de G,,. Esto quiere decir que para
cada M |K subextension finita de Galois de L|K el entorno o € Gal(L| M) contiene
algin elemento ¢,, € G,. Como ¢,, € 6 Gal(L|M), se tiene que o,,|,;, = 0|y ¥
woo,, = w implica que

woo |, = woo |y = wly,

Como L es la union de todos los M, hemos probado que woo = w vy, por tanto,
ceql,.
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Los subgrupos G, I, R,, contienen mucha informacién acerca de como se extiende

la valoraciéon v de K a L. Sin embargo, antes de adentrarnos en esto vamos a ver las
propiedades funtoriales de estos grupos.

Consideremos dos extensiones de Galois L|K y L'|K’ y un diagrama conmutativo
de la forma:

L —> I
K 3K
con 7 un homomorfismo. Esta situacién induce un homomorfismo
* 1 Gal(L'|[K") — Gal(L|K)

o — t(6)=1"!

o't
Notemos que como la extensiéon L|K es normal, la extension 7 L|7K también lo es.
Por tanto, 6’7 L C 7L. Luego la definicioén anterior tiene sentido.

Proposicion A.16. Sea w'’ una valoracién sobre L’ y w una valoracion sobre L tales
que V' = w'|g, v = w|g y w = w'or. Entonces, 7* induce homomorfismos:

G, LK) - G, L|K)
I,L'|K"Y — I,L|K)
R, (L'|K"Y — R (L|K),
donde, en los dos ultimos casos, estamos suponiendo que v es no arquimediana.

Demostracion. Sean o’ € G,,(L'|K')y 0 = 7*(¢”). Si x € L, entonces se tiene que:

-1
x| pos = loX|, = |77 6"7x], = |6'7X|,y = |TX|,» = |X],-

Por tanto, o € G, (L|K). Supongamos ahora que ¢’ € I,,(L'|K')y x € O, , entonces
w(ox —x) = w(t™'(¢'tx — 7x)) = W' (6'(rx) — (rx)) > 0,

luego o € I,(L|K).

Por dltimo supongamos que ¢’ € R, (L|K) y x € L*, entonces

/ !
w (Q _ 1) —we ' (= w (T 1y >o.
X TX TX

Por tanto ¢ € R,(L|K). |
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Si los dos morfismos 7 : L — L'y 7z : K — K’ son isomorfismos, entonces
los morfismos inducidos anteriores son isomorfismos. Si ademas K = K’y L = L',
tenemos que para cada 7 € Gal(L|K):

_ 1 _ 1 _ 1
G, =t G,r, I,,=7v 1,r, R, =7 R,T,

w wot w w

i.e. los grupos de descomposicion, inercia y ramificacion de valoraciones conjugadas
son conjugados.

Otro caso interesante aparece cuando tenemos una extension intermedia M de L|K.
En dicho caso el diagrama es
L = L

K~——> M
En este caso, el homomorfismo inducido es la inclusién 7* : Gal(L|M) — Gal(L|K),
y obtenemos el siguiente corolario

Corolario A.5. Consideramos extensiones K C M C L, entonces tenemos
G,(LIK) = G,L|K)nGal(LIM)
I1,(LIK) = I, ,LIK)ynGal(L|M)
R, (LIK) = R, (L|IK)nGal(L|M)

Otro caso muy importante es el del diagrama

L— L,

K — K,

donde w|v es una extensiéon de valoraciones, K, es la completacion de K con res-
pecto a v 'y L, es la localizaciéon de L con respecto a w en el sentido de la sec-
cién anterior. Como la extension de valoraciones de L, |K, es Unica, por el teore-
ma A.3, denotaremos a sus grupos de descomposicion, inercia y ramificacion por
Gal(L,|K,), I(L,|K,), R(L,|K,). En este caso, el homorfismo inducido es la apli-
cacion restriccion

Gal(L,|K,) — Gal(L|K)

o — ol

De hecho, se tiene el siguiente resultado



A. APENDICE 131

Proposicion A.17.  Son isomorfos los siguientes grupos:
G,(LIK) = Gal(L,IK,)

I,(LIK) I(L,|K,)
R, (L|K) R(L,|K,)

1

14

Demostracion.  La proposicion se deduce del hecho de que el grupo de descomposi-
cion G,(L|K) son precisamente los elementos ¢ € Gal(L|K) tales que son continuos
conrespecto a w. En efecto, sio € G, (L|K) la continuidad es trivial. Reciprocamente,
si 0 es un automorfismo arbitrario continuo, se tiene que

6l < 1= [0, = 1] ay < 1,

woo

porque |x|,, < 1 implica que la sucesién {x"} tiende a O con respecto a w y, por tanto,
ox" también, i.e. |cx| < 1. Por la observaciéon A.1 esto implica que las valoraciones w
y woo son equivalentes. Ahora bien, como w|y = woo |, necesariamente son igua-
les,ie.0c € G, (L|K).

Como L es denso en L,, todo K-automorfismo ¢ € G,(L|K) se extiende de ma-
nera uUnica a un K, -automorfismo ¢ de L, con esto hemos probado la biyectividad
de la aplicacion de la que se deducen todos los isomorfismos. |

Gracias al estudio que acabamos de hacer podemos identificar los los grupos de
descomposicion, inercia y ramificacion de una extension con los de sus completacio-
nes, una vez hemos dado la extension de valoraciones. Pasamos ahora a estudiar qué
papel juegan estos grupos.

El grupo de descomposicion lo forman, como hemos visto en la prueba del resultado
anterior, los automorfismos continuos con respecto a w.

| Definicion A.19. EI cuerpo fijo de G,
Z,={xelL:V¥xeiG, ox=x}

se denomina el cuerpo de descomposicion de w sobre K.

El papel que juega este cuerpo viene dado por la siguiente proposicion.

Proposicion A.18. Se tienen los siguientes resultados:
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a) La restriccion w, de w a Z,, se extiende de manera unica a L.
b) Si v es no arquimediana, w, tiene el mismo cuerpo residual e imagen que v.
¢c) Z,=LUK,.

Demostracion. En primer lugar, sea w’ una extensiéon de w, a L. Por la proposicién
A.15, w y w' son conjugadas, i.e. W' = woo para algin ¢ € Gal(L|Z,) = G, i.e.
w' = w. Por otro lado, la igualdad Z,, = L N K, es inmediata del hecho de que
G, ,(L|K) = Gal(L,|K,). Por ultimo, como K, tiene el mismo cuerpo residual que K

y U tiene la misma imagen que v, esto sigue siendo cierto para Z,, = LN K,. |

En lo que sigue, supondremos que v y w son no arquimedianas. En este caso, po-
demos hablar de los grupos de inercia y ramificacién. El grupo I, es el kernel de un
homomorfismo candnico de G, que describiremos a continuacion.

Consideramos O, el anillo de valoracion de w y p,, su ideal maximal. Para cada
c €GCG
un k-automorfismo

w Se tiene que 6 O, = O, y op,, = p,. Por tanto, cada 6 € G,, induce

c:0,/v,—0,/p,, x modp,+— ox mod p,
de A. De manera, que tenemos un homorfismo
G, — Aut(4)

de nucleo I,

Proposicion A.19. Si L|K es una extension de Galois, entonces A|k es normal y se
tiene la siguiente sucesion exacta

1—1I,— G, — Gal(Alk) — 1

Para la prueba vamos a ver primero el siguiente lema

Lema A.3. Si L|K es una extension finita de Galois, entonces la extension A|k es
normal y el homomorfismo G,, — Gal(4|k) es sobreyectivo.

Demostracion. Como Z,, tiene el mismo cuerpo residual que K, podemos suponer
que K = Z, y, por tanto, G, = G. Sea 0 € Oy un representante de 0k y f(X),
resp. g(X), el polinomio minimo de 8 sobre K, resp. de 0 sobre k. Entonces, 0=20
mod p,, es un cero de F(X) = f(X) mod p,.- Por tanto, 2(X)| f(X). Como LI|K es
normal f se descompone en sus factores lineales sobre . Por tanto, 7(X ) también
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factoriza en sus factores lineales sobre k y, por tanto, g(X) también. Luego A|k es una
extension normal.

Sea ahora 6 un elemento primitivo para la subextensién maximal separable de A|k
y fijamos

& € Gal(A|k) = Gal(k(0)|k).
Entonces, 50 es una raiz de g(X) vy, por tanto, de 7(X ). Es decir, existe 8’ una raiz de
f.Luego, 8 y 8’ son conjugados, i.e. existe o € Gal(L|K) tal que 68 = 8’. Como 0 es
un elemento primitivo y 50 = 60 mod P, 0 es la imagen por el homomorfismo de
la hipoétesis de o. |

Pasamos ahora con la prueba del resultado para el caso general.

Demostracion ( de la proposicion A.19). El lema anterior prueba el caso en que L|K
sea una extension finita. Si L|K es una extension finita, el lema anterior nos dice que
Alk es una unién de extensiones normales finitas. Luego, 4|k es normal.

Para probar la sobreyectividad de f : G, — Gal(4|k), basta probar que f(G,) es
denso en la imagen, pues como f es continua (esto es una propiedad general de los
grupos profinitos, ver [6] IV seccion 2) y G, es un compacto, entonces f(G,,) es com-
pacto en un cerrado y, por tanto, cerrado.

Sea 0 € Gal(4|k) y o Gal(A|u) un entorno de o, con p|k una subextension finita
de Galois de A|k. Vamos a probar que este entorno contien algun elemento de de la
forma f(7r) paraalginz € G,. Como el cuerpo residual de Z,, es k, existe una subex-
tension finita de Galois M |Z,, de L|Z,, con cuerpo residual M que contenga a u. Por
el lema anterior Gal(M | Z ) < Gal(ﬁ|k) es sobreyectiva. Por tanto, la composicion

G, = Gal(L|Z,) — Gal(M|Z,) — Gal(M |k) — Gal(u|k)
también es sobreyectiva y si 7 € G, va a 6|, entonces f(7) € o Gal(4k). |
| Definicién A.20. El cuerpo fijo
T,=T LIK)={xeL:Voel, ox=x}

se denomina cuerpo de inercia.

La proposicion A.19 nos da el isomorfismo
Gal(T,| Z,) = Gal(4|k).

Ademas, el siguiente resultado nos relaciona I,, con alguien a quien ya conociamos.
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Proposicion A.20. La extension T, | Z,, es la subextensiéon maximal no ramificada de
LIZ,

Demostracion. Llamamos K = Z,. Por la proposiciéon A.17 podemos asumir que
K es henseliano. Sea T|K la subextension maximal no ramificada de L|K. Es una
extension de Galois porque sus extensiones conjugadas también son no ramificadas.
Por la proposicion A.11, T tiene por cuerpo residual A,. Ademas, la aplicacion

Gal(T|K) — Gal(4, |k)

es un isomorfismo. La sobreyectividad se deduce del resultado anterior y la inyecti-
vidad se deduce de que T'|K es no ramificada: el grado de cada subextension finita
de Galois es el grado de la extension de cuerpos residuales. Por tanto, un elemento
o € Gal(L|K) induce la identidad en A, si, y solo si, pertenece a Gal(L|T'). Luego
Gal(L|T)=1,,conlocual T =T, |

Si, en particular, K es un cuerpo henseliano y K |K es su clausura separable,
entonces el cuerpo de inercia de esta extension es la extensiéon maximal no ramificada
T'|K vy tiene cuerpo residual k |k. El isomorfismo

Gal(T|K) = Gal(k,|k)

nos da una correspondencia 1 — 1 de la extensiones no ramificadas de K y las sepa-
rables de k.

Al igual que el grupo de inercia, el grupo de ramificacion R, es el nucleo de otro
homomorfismo canénico
I, — (LK)

donde
2(LIK) = Hom(A /T, 4%,

donde A = w(L*) yI' = v(K*). Sio € I,, entonces el homomorfismo asociado
Yo - AT — A7

viene dado por § =6 méd I' € A/T, elegimos x € L* tal que w(x) = § y ponemos
2, =2 mod p,
X

Esta definicion no depende del representante § € 6 ni del x € L* elegidos. En efecto,
six’ € L* es un elemtento tal que w(x’) = w(x) mod I, entonces w(x’) = w(xa) con
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a € K*. Por tanto, x’ = xau, conu € (9*w y, como ou = u mod p,(porque ¢ € I,),
tenemos que ox’/x' = ox/x mod p,,,

Es inmediato comprobar que la aplicacion asi definida ¢ + y, es un homomorfis-
mo de nucleo R,

Proposicion A.21. R, es el inico p-subgrupo de Sylow de I,,,.

Observacion A.8. Si L|K es una extension finita, el enunciado de la proposicion tiene
perfecto sentido. En caso de que L|K sea una extension infinita, entenderemos dicho
enunciado en el sentido de los grupos profinitos. Es decir, todos los cocientes finitos
del grupo R, resp. I,,/R,,, por subgrupos normales cerrados tienen por orden una
potencia de p, resp. orden coprimo con p.

Demostracion.  ([6] 9.12) |

| Definicion A.21.  EL cuerpo fijo de R,,,
V,=V,LIKy={x€L:VxeR, ox=x}

se denomina cuerpo de ramificacion.

Proposicion A.22. La extension V| Z,, es la subextension maximal moderadamente
ramificada de L|K.

Demostracion. Como la imagen de la valoracion y el cuerpo residual no cambian
en Z, y gracias la proposiciéon A.17, podemos suponer que el cuerpo K = Z, es
henseliano. Como R, es el p-grupo de Sylow de I,,, su cuerpo fijo V,, es la union de
todas las subextensiones de L|K de grado coprimo con p. Por tanto, V,, contiene a
la extension maximal moderadamente ramificada V' de T (y de Z,). Como el grado
de cada subextension finita M|V de V|V no es divisible por p su cuerpo residual es
separable. Por tanto, V,, |V es moderadamente ramificada, conlo cual V' =V, |

Corolario A.6. Se tiene la sucesion exacta
l1-R,—1,— y(LIK)—1

Demostracion. Al igual que en las demostraciones anteriores la proposicion A.17
nos permite suponer que el cuerpo K es henseliano. Vamos a probar el caso en que
la extension L|K es finita. Para el caso infinito se procede con en la prueba de la
proposicion A.19. Ya hemos visto que R, es el nucleo de la flecha de la derecha. Basta
probar que

U, :Ry=1V,:T,]=#y(L|K).



136 REPRESENTACIONES DE GALOIS ASOCIADAS A CURVAS ELIPTICAS

Como T, |K es la subextension maximal no ramificada de V, |K, V,,|T,, tiene grado
de inercia 1. Por tanto, por el teorema A.12 se cumple la igualdad

[V, @ T,] = #w(V?)/w(T5)).

También sabemos que w(T,)) = v(K*) =: I'. Si ahora llamamos A = w(L*), también
hemos probado que
wVH)/v(K*) = AP /T < AJT.

Luego,
v, : T, =#AP/T).

Como A" no tiene elementos de orden divisible por p, tenemos que
7(L|K) = Hom(A/T', 4*) = Hom(A” /T, 1*).

Ademés, A* contiene una raiz m-ésima siempre que A® /I" contenga un elemento de
orden m, ya que en ese caso hay una subextension de Galois de V,,|T,, de la forma
T,({/a)|T,, por el teorema A.12. Por tanto,

[V, : T, 1 = #AP/T) = x(L|K).
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