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Resumen

El siguiente trabajo tiene como objetivo realizar un estudio de las propiedades de los grupos de Artin
virtuales, los cuales representan una generalizacion de los grupos de Artin-Tits cléasicos.

Para comenzar, proporcionaremos una introduccién histérica que nos permitird comprender la rele-
vancia de los grupos de Artin virtuales. Exploraremos los grupos de Coxeter, los grupos de trenzas y
los grupos de Artin, estableciendo su conexién y resaltando su importancia en el ambito de la teoria de
grupos.

A continuacion, nos enfocaremos en el estudio de los grupos de trenzas virtuales, presentando una cla-
sificacion de ciertos homomorfismos entre estos grupos y los grupos simétricos. Este anélisis nos permitira
entender las propiedades y las relaciones estructurales entre ambos tipos de grupos.

Finalmente, abordaremos la definicion de los grupos de Artin virtuales y nos centraremos en el célculo
de sus centros y en dar una presentacion de dos de sus subgrupos mas relevantes. Este paso es fundamental
para comprender la estructura y el comportamiento de estos grupos, y nos brindaréd una visiéon mas
completa de su naturaleza algebraica.

Abstract

The following work aims to conduct a study of the properties of virtual Artin groups, which represent a
generalization of classical Artin-Tits groups.

To begin, we will provide a historical introduction that will allow us to understand the relevance of
virtual Artin groups. We will explore Coxeter groups, braid groups, and Artin groups, establishing their
connection and highlighting their importance in the field of group theory.

Next, we will focus on the study of virtual braid groups, presenting a classification of certain homo-
morphisms between these groups and symmetric groups. This analysis will enable us to understand the
properties and structural relationships between both types of groups.

Finally, we will address the definition of virtual Artin groups and concentrate on calculating their
centers, as well as presenting two of their most relevant subgroups. This step is essential for understanding
the structure and behavior of these groups, providing us with a more comprehensive understanding of
their algebraic nature.
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1 | Introducciéon

La estrecha relacion entre el dlgebra y la geometria se extiende a diversas areas del conocimiento matema-
tico, pero es en la Teoria Geométrica de Grupos donde esta interaccién tiene un impacto especialmente
relevante. Esta podria describirse como el estudio de la interaccion entre las propiedades algebraicas y
geométricas de los grupos. Buen ejemplo de la esencia de esta disciplina son los grupos de Coxeter. Estos
grupos encapsulan y generalizan el concepto de reflexion como veremos a continuacion, e histéricamente
son el punto de partida para comprender, no solo la definicién, sino la razén de ser de nuestro principal
objeto de estudio: los Grupos de Artin virtuales.

1.1. Grupos de Coxeter

Del estudio abstracto de las reflexiones sobre politopos, el misico y mateméatico Harld Scott McDonald
Coxeter describio los grupos que a dia de hoy llevan su nombre en el articulo 7], publicado en 1934.
Estos grupos tienen muchas aplicaciones en diversos campos de las mateméaticas mas alla de la geometria,
tales como la teoria de niimeros, dlgebras de Lie, y hasta en la fisica tedrica, pues estan relacionados con
los polinomios de Hermite y de Laguerre, los cuales se usan para describir estados de energia en ciertos
sistemas.

Definicion (Matriz de Coxeter). Sea S un conjunto numerable. Definimos una matriz de Coxeter sobre
S como M = (M), ,oq, donde:

= mg, = 1 para todo s € S.
B Mgt =mt86{2,3,...700}.

A partir de esta matriz podemos definir un grafo que nos seré de gran ayuda en el estudio de los
grupos de Coxeter. No hay una forma estandar de definir este grafo, pues dependiendo del objeto que se
vaya a estudiar es conveniente definirlo de un modo u otro. Nosotros daremos la siguiente definicion.

Definicion (Grafo de Coxeter). Sea S un conjunto numerable y sea M = (my), ,.q- Definimos el grafo
de Coxeter I' asociado a M como el grafo etiquetado que cumple:

= [ tiene por vértices los elementos de S.

= Dados s,t € S distintos, los vértices en I' asociados a s y a ¢ se unirdn por una arista si mg > 3,y
se etiquetaran si mg = 4.

Definiciéon (Grupo de Coxeter). Sea S un conjunto numerable, M una matriz de Coxeter sobre S y T’
el grafo de Coxeter asociado a M. Definimos el grupo de Coxeter sobre I' como

WII] := <S ‘ (st)™st para todo s,t € S si mg # oo>.

Un ejemplo bien conocido de grupos de Coxeter son los grupos simétricos. Podemos comprobar que,
en efecto, son grupos de Coxeter gracias a la presentacion dada en el Apéndice [B] En este caso, la matriz
de Coxeter asociada a &,, vendria dada por Mg;s; = 2 8i li—jl =2y ms,s; = 3 en caso contrario, siempre
que i # j para todo 4,5 € {1,...,n — 1}.
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Por lo tanto, el grafo de Coxeter asociado a &,, es:

I
S1 S2 S3 S4 Sn—2 Sn—1
° ® ® o — —0—0o

Estos grafos tienen especial relevancia dentro del estudio de los grupos de Coxeter, pues existe una
clasificacién de estos que puede expresarse con sorprendente simpleza. Puede encontrarse esta clasificacion
en [8] en el caso de los grupos de Coxeter finitos, en [6] en el caso de grupos de Coxeter afines, y en la
seccion 6.9 de [14] en el caso de los grupos de Coxeter hiperbdlicos.

La forma histérica de definir los grupos de Coxeter no fue mediante los grafos de Coxeter, pero
esta definicién nos serd mucho mas tutil en lo que sigue. Un resultado fundamental, cuya prueba puede
encontrarse en la referencia adjunta, es el siguiente.

Teorema 1.1.1 (Corolario 1, [6]). Sea S un conjunto numerable y sea I' un grafo de Coxeter sobre S.
Consideremos X < S y denotemos I'x < I al subgrafo mazimal de I que tiene a X por vértices. Entonces
WT'x] es un grupo de Cozeter y la inclusion de morfismos de grafos ix : I'x —> ' induce una inyeccion
de grupos ix : W[I'x] — WIT].

Pasemos a comprender la motivacién geométrica de estos grupos.

Definicion (Raices simples). Sea .S un conjunto numerable. Llamaremos raices simples de S al conjunto
abstracto II = {a; : s € S}, el cual es biyectivo a S.

En caso de tener un grupo de Coxeter W[T'] generado por S, podemos considerar el conjunto de raices
simples asociado a S y construir un espacio vectorial real V' que tenga a Il por base. Es mas, podemos
dotar a este espacio vectorial de una forma bilineal simétrica. Sean ay, a; € II, entonces definimos

—2cos (mit) Si Mgy # 00;

{as, ) = { )
-2 Sl Mg = 00.

Definicion (Representacion lineal canonica de un grupo de Coxeter). Sea S un conjunto numerable,

I' un grafo de Coxeter sobre S y W/[I'] el grupo de Coxeter asociado a I'. Consideremos I el sistema

de raices simples asociado a S y sea V el espacio vectorial real que tiene a Il por base, dotado de

la forma bilineal simétrica antes definida. Llamaremos representacion lineal canonica al homomorfismo

v: W[ — GL(V)E| definido como

Y($)(v) = v — (v, a5y g
para todo s € S y para todove V.

Se puede apreciar que estas representaciones no son més que reflexiones sobre hiperplanos de vector
normal ag para cada s € 5, de forma que dados s,t € S, los vectores as y ay estén a un angulo de mist

Pongamos un ejemplo para visualizar esta interpretacion geométrica. Consideremos el grupo de Coxe-
ter asociado al grafo de Coxeter I' que aparece en la siguiente imagen. Podemos apreciar que W[I'] = Dy
donde Dy es el grupo diédrico de orden 8. Vemos que W[I'] esta generado por s y t, por lo que tiene
asociadas dos raices simples o y ay. También podemos encontrar en el siguiente dibujo dos rectas, las
cuales son hiperplanos en R?, cuyo vector normal es, respectivamente, s v o, y donde estos estan a un
angulo de 7, puesto que mg; = 4. Por tltimo, los puntos sefialados representan una 6rbita por la accién

de los elementos de W[I'], esto es, las reflexiones de dichos puntos respecto a los dos hiperplanos.

LGL(V) denota el grupo lineal de V, esto es, al grupo de automorfismos de espacios vectoriales de V.
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La representacion anterior es una accion W[I'] & V dada por ~. Para aliviar la notacion, dados
w e W[I'l y v eV, denotaremos
Y(w)(v) == w(v).
Definicion (Sistema de raices). Sea S un conjunto numerable, I' un grafo de Coxeter sobre S'y W[I'] el
grupo de Coxeter asociado a I'. Llamaremos sistema de raices de W[I'] al conjunto

DI :={w(as) :s€ S, we W[I']}.

Definiciéon (Funcion longitud). Sea S un conjunto numerable, I' un grafo de Coxeter sobre S y W/[I']
el grupo de Coxeter asociado a I'. Sea s € S y w € WII']. Llamaremos funcién longitud de W[I'] a
¢: W[I'] - N u {0} definida tal que ¢(w) sera la minima longitud de las palabras escritas en elementos
de S que representen a w en W[I'].

Notemos que la funcién longitud estd bien definida, pues todo generador en un grupo de Coxeter
tiene orden 2, por lo que todo elemento puede escribirse como una sucesién no necesariamente tnica de
elementos de S con potencia 1.

Teorema 1.1.2 (Teorema, Seccion 5.4, [I4]). Sea S un conjunto numerable, T' un grafo de Coxeter sobre
S y WIT'] el grupo de Cozeter asociado a T'. Sea s€ S y we WIT'|. Consideremos (8 € ®[I'] tal que

B =w(as) = Z Ar Q.
resS
con A € R para todo r € S. Entonces
n l(ws) = L(w) + 1 si y solo si Ay = 0 para todo r € S.
s ((ws) = Ll(w) —1 siy solo si A\ <0 para todor € S.

Puede encontrarse la prueba completa de este teorema en el Apéndice [A] dada su relevancia en lo que
sigue y debido a que en la prueba dada en la referencia adjunta faltan varios detalles por cubrir.

Corolario 1.1.1. Sea T un grafo de Cozeter y sea W|I'] el grupo de Cozeter asociado a T'. Entonces la
representacion lineal candnica v : W[I'l — GL(V) es inyectiva.

Demostracion. Sea w € W[I'] tal que v(w) = idy. Si w # 1, existe un s € S'y @ € W[I'] tal que w = Ws,
por lo que ¢(ws) = £(w) — 1. Gracias al Teorema sabemos que y(w)(as) tiene todos sus coeficientes
no positivos, pero esto es absurdo, pues y(w)(as) = idy (as) = as. Deducimos que ker (y) = {1}, y por
ende, es inyectiva.
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Corolario 1.1.2. Sea I" un grafo de Coxeter y sea W[I'| el grupo de Cozeter asociado. Entonces
O[] = @[ u e [I],
donde

O[] = {Z Asas € [T : Ag = 0 para todo s € S}
seS

o[l = {Z Asas € @[T : Ay < 0 para todo s € S} .
SES

Demostracion. Sea w € W[I'| v a; la raiz simple asociada a un cierto s € S. Debido a que s es un
generador de W[I'] y que todos los generadores tienen orden dos se tiene que ws o reduce o aumenta su
longitud. Es més, por ese mismo motivo se tiene que ¢(ws) = ¢(w) + 1. Haciendo uso del Teorema
y de la notacién del enunciado se sigue que w(ca) pertenece o a @[] o a &~ [T']. O

1.2. Grupos de trenzas

Otra familia de grupos que nos serd de gran interés son los grupos de trenzas. Los grupos de trenzas,
cuyo nombre fue asignado por Emil Artin en [I], en el afio 1925, han sido objeto de estudio por muchos
anos debido a las implicaciones geométricas y topologicas que estos grupos tienen. Estos grupos estan
presentes en diversas ramas de las mateméticas, apareciendo a partir del estudio tanto de espacios de
configuraciones, de los mapping class groups del disco punzado, hasta de los automorfismos de los grupos
libres de rango finito. Pueden encontrarse méas informacion sobre estos grupos en [12], donde se introducen
los grupos de trenzas desde distintos puntos de vista, y se prueban varias de sus propiedades. Pasemos a
definirlos.

Definiciéon (Grupo de trenzas). Sea n > 2 natural. Definimos el grupo de trenzas de n cuerdas, notado
por B,,, como
B 005 = 004 sil<i<j<n-—1talqueli—j|>2
=( O1,...,0n_ . . .
" L On—l 00410 = 0,410,041 sil<i<n-—1
Podemos visualizar de forma geométrica cada elemento de estos grupos como cuerdas que se cruzan
cumpliendo ciertas propiedades, entendiéndose por cuerda a la imagen de un punto por una homotopia

de C en si mismo. Por lo tanto, una trenza de n cuerdas se puede visualizar de forma geométrica como
una aplicacion « : [0,1] — C™ de manera que si

a(t) = (ar(t), ..., an(t))

se tenga que para cada instante to € [0, 1], a;(to) # o (to) para todo ,j € {1,...,n} con i # j.

Esta visualizacion nos puede dar una intuicién de por qué este grupo tiene la presentacion dada. Dado
un 7 > 2, un generador o; de B, y su inversa o, ! se pueden representar respectivamente miediante las
trenzas:

1 2 i-1 i i+1 i+2 n-1 n 1 2 i-1 1 i+l i+2 n-1

JE S
(N A

i-1 i i+1 i+2 n-1 n 1 2 i-1 i i+1 i+2 n-1 n
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Esto quiere decir, en concreto, que toda trenza puede realizarse a partir de cruces de cuerdas conse-
cutivas. Por otro lado, las relaciones que obtenemos se representan de la siguiente manera:

y, y, %’\
N7 0 /

Relaciéon 005 = 0;0; en el caso de que j =1 + 2. Relacion o;110:0i41 = 0:04+10;.

Estamos interpretando los cruces de arriba hacia abajo si leemos la palabra de izquierda a derecha.
Estas equivalencias se conoce como movimientos de Reidemeister, los cuales provienen de los estudios
de Kurt Reidemeister sobre equivalencias de nudos. En conclusion, una ejemplo de visualizacién de una

trenza seria el siguiente:

00C

/
o

Trenza que representa a o030, 050305 ‘o, ' en Bs.

1.3. Grupos de Artin-Tits

Para concluir esta introduccion, hablaremos sobre los grupos de Artin-Tits, la familia de grupos que
tendra el mayor interés en este trabajo. Los grupos de Artin-Tits reciben su nombre de Emil Artin por
sus trabajos sobre los grupos de trenzas en [1], y de Jaques Tits por el desarrollo de estos a partir del
estudio de normalizadores del toro en [19], a mediados de los afios sesenta.

Aunque de forma historica se definieron a partir de los grupos de trenzas, considero més natural
definir estos grupos a partir de los grupos de Coxeter. Supongamos que tenemos un grafo de Coxeter I' y
consideramos su correspondiente grupo W[I']. Sean s,t € W[I'] dos generadores estandar de este tal que
mg 7 00. Entonces sabemos que

(st)™st = 1.

Notemos que podemos reescribir esta restriccion como un producto alternado tal que

sts... = tst...
S~ =
Mst Mst
O como
...8ts = ...tst
~—— ~——
Mst Mmst

(o]
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dado que cada generador tiene orden 2. Esto motiva la siguiente notacion:

Prodp(s,t,r) = sts... y Prodg(s,t,r) = ... tst .
~—— ~——
ke T

Esto es, el producto alternado de sy ¢ de longitud r de manera que en el caso de Prody (s, ¢, r), comenzamos
por st a la izquierda, mientras que en el caso de Prodg(s,t,r) terminamos por st a la derecha. Con esta
notaciéon podemos expresar la presentacion de los grupos de Coxeter tal que

WIT] := <S ‘ 52 =1, Prodg(s,t,ms) = Prodg(t,s,ms) para todo s,t € S si mg # oo>.

Definiciéon (Grupo de Artin-Tits). Sea S un conjunto numerable, M = (mg), ;g una matriz de Coxeter
sobre S y sea I' el grafo de Coxeter asociado a M. Definimos el grupo de Artin-Tits sobre I', notado por
A[T'], como

A[l] = <S ‘ Prodg(s,t,ms) = Prodg(t, s,ms) para todo s, t € S si mg # 1,oo>.

En lo que sigue, llamaremos a los grupos de Artin-Tits grupos de Artin. Notemos que, dado un grafo
de Coxeter T', existe una gran similitud entre W[I'] y A[I'], pues el dltimo tiene la misma presentacion
que el primero salvo la relaciéon de orden dos de sus generadores.

Definiciéon (Grupo de Coxeter asociado a un grupo de Artin). Sea I' un grafo de Coxeter. Llamaremos
grupo de Coxeter asociado al grupo de Artin A[T'] al grupo de Coxeter asociado a I, esto es, W[I'].

A pesar de esta notoria similitud, muchas propiedades que se conocen sobre los grupos de Coxeter
no han sido aun probados para los grupos de Artin. Preguntas tales como si existe una solucion para
el problema de la palabra, cudl es su centro, si son libres de torsién o el problema de la interseccién de
los subgrupos parabolicos (el cual se trabajo en mi Trabajo de Fin de Grado), entre otras, son hoy dia
problemas abiertos.

Debido a las grandes dudas que se plantean sobre estos grupos y dada la similaridad nombrada con los
grupos de Coxeter, se han tipificado los grupos de Artin para una mayor facilidad en su estudio. Algunos
de estos tipos son los siguientes:

= Tipo RAAG: Diremos que A[I'] es de tipo RAAG (right-angled), o de angulo recto, si para todo
a,b € A[T'] generadores se tiene que mgp € {2,000}, esto es, A[T'] es isomorfo a el producto directo
de grupos libres.

» Tipo esférico: Diremos que A[I'] es de tipo esférico si W[I'] es finito.
= Tipo afin: Diremos que A[I'] es de tipo afin si W[I'] es de tipo afif’}

= Tipo grande: Diremos que A[I'] es de tipo grande si para todo a,b € A[I'] generadores se tiene
que Mmgp = 3.

= Tipo FC: Diremos que A[I'] es de tipo FC (flag-complex) si cumple que, si S es su conjunto de
generadores, para todo subgrafo maximal I'x de I" que tiene a X < S por vértices que no contenga
ninguna arista etiquetada por infinito cumpla que A[T" x| de tipo esférico.

Cabe resaltar que los grupos de Artin pueden verse como una generalizacion de los grupos de trenzas.
En efecto, basta considerar, dado un n € N, el grafo

I
S1 52 S3 S4 Sn—2 Sn—1
[ L L o—  —0—0

2Los grupos de Coxeter afines son un tipo de grupo de Coxeter. Estos no son finitos, pero contienen un subgrupo normal
abeliano de manera que el cociente del grupo de Coxeter por este subgrupo es finito. Puede encontrarse mas informacion
en [6].
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Es sencillo comprobar que, por definicion, A[l'] ~ B,,. Ademas, los grupos de Coxeter asociados a los
grupos de trenzas son los grupos simétricos, como se comprobaba en el ejemplo de la Secciéon 1.1, al
comiendo de la pagina 5.

Para finalizar esta introduccion, daremos un resultado fundamental para el estudio de los grupos de
Artin, cuya prueba viene dada en la referencia adjunta.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Van der Lek, Proposicion 4.5 [20]). Sea T' un grafo de Coxeter, sea S el
conjunto de sus vértices y I'x,I'y < I' dos subgrafos maximales que tienen por vértices a X,Y < S.
Entonces

A[Fx] N A[Fy] = A[PX N Fy] = A[mey].

10
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2.1. Grupo de trenzas virtuales

Es bien conocida la relacion que existe entre los grupos de trenzas y la teoria de nudos, pues gran parte
de esta se estudia entendiendo los nudos como trenzas. De hecho, es de la teoria de nudos de donde nacen
los grupos de trenzas virtuales.

Consideremos un nudo no planar y proyectémoslo sobre un plano. Es evidente que solo observando la
proyeccién del nudo no podemos conocer la posicién relativa de sus cruces. La idea que subyace en la teoria
de nudos virtuales es, en esencia, lo que ocurre en la situacion anterior. Esta tiene como objeto de estudio
a los nudos virtuales, los cuales son nudos convencionales a los cuales se les permite tener cruces sin
posicién relativa, denominados como cruces virtuales. Para poder mezclar los cruces convencionales con
los cruces virtuales se le exige a los nudos virtuales que cumplan una generalizacién de los movimientos de
Reidemeister. Estos son los movimientos de Reidemeister convencionales mostrados al final del anterior

capitulo junto con los siguientes:

Se han representado los cruces virtuales con un circulo para que sea mas sencillo poder diferenciarlos
de los cruces convencionales. Ademés de las relaciones anteriores, podemos apreciar que si realizamos el
mismo cruce virtual dos veces consecutivas, al no tener una posicion relativa definida, podemos considerar

que una cuerda siempre esté por encima de la otra, pudiéndose deshacer los cruces. Esto puede visualizarse
en el siguiente dibujo.

A X
XX

Al igual que de forma natural emerge el grupo de trenzas a partir del estudio de los nudos, cabria espe-
rar que de los nudos virtuales surgiese algo similar. Asi fue como Luis H. Kauffman y Sofia Lambropoulou
presentan en [I5] en el afio 2004 los grupos de trenzas virtuales.

11
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Definicion (Grupos de trenzas virtuales). Sea n € N mayor o igual que 2. Definimos el grupo de trenzas
virtuales de n cuerdas, notado por V B,, como el grupo generado por oi,...,0,-1,7T1,-..,Tn—1 ¥ que
tiene por relaciones:

» 72 =1paratodo 1 <i<n-—1.
= Paratodo 1 <i<j<n-—1tal que |i—j| > 2 se tiene que
0i0j = 003, TiT) = TjT; y TiOj = 0;T;.
= Para todo 1 < < n — 1 se tiene que
0i0i4+10; = 0i410041, TiTit1Ti = Tit1TiTi+1 y TiTi410; = O441TiTit1-

Los elementos o; corresponden a los cruces usuales, mientras que los elementos 7; representan los
cruces virtuales. La presentacion que acabamos de dar no es la presentacion que se muestra en [I5]. En
esta presentacion, cada relacion refleja las equivalencias dadas por los movimientos de Reidemeister, al
igual que ocurre con la presentacion que se dio en el primer capitulo del grupo de trenzas convencional.

A pesar del gran interés que estos grupos generan en el estudio de la topologia de baja dimension,
desde un punto de vista combinatorio poco se sabe sobre estos. Entre los pocos resultados que se conocen
estén la solucion al problema de la palabra, dado por Paolo Bellingeri, Bruno Aarén Cisneros de la Cruz
y Luis Paris en [3], y el célculo de algunos términos de las series centrales, dado por Valerij G. Bardakov
y Paolo Bellingeri en [2]; mientras que cuestiones frecuentes tales como el problema de la conjugacion
siguen abiertas.

En este capitulo estudiaremos los resultados dados por Paolo Bellingeri y Luis Paris en [4], donde
clasifican los homomorfimos entre grupos de trenzas virtuales, de los grupos de trenzas virtuales a los
grupos simétricos y viceversa.

Podemos apreciar que la presentacion de los grupos de trenzas virtuales y la presentaciéon de los grupos

simétricos dada en el Teorema guardan ciertas similitudes. Esto motiva los siguientes homomorfis-
mos:
Tx: VB, — &, mp: VB, — &,
o — 1 ; s

De las respectivas presentaciones se deduce de forma directa que ambos homomorfimos son sobreyectivos,
pues envian generadores en generadores. Estos homomorfismos seran fundamentales en lo que sigue.

Definiciéon (Grupos de trenzas virtuales kuros y puros). Sea n € N mayor o igual que 2. Sean g y 7p
los homomorfismos antes descritos. Llamaremos grupo de trenza virtual kuro E| de n cuerdas, notado por
KB, al subgrupo KB,, := ker (nx) de VB,. Llamaremos grupo de trenza virtual puro de n cuerdas,
notado por VP, al subgrupo VP, := ker (rp) de VB,.

Estos subgrupos seran de especial relevancia, puesto que nos permiten poder descomponer los grupos
de trenzas virtuales como un producto semidirecto.

Proposicion 2.1.1. Sea n € N mayor o igual a dos. Entonces podemos descomponer V B, como
VB,>~KB, x6, 0 VB, =VP, x&,.

Demostracion. Sea n un nimero natural mayor o igual a 2. Primero, debido a que tanto K B, como
PB,, estan definidos como el kernel de un homomorfismo, son subgrupos normales, por lo que tiene
sentido la descomposicion anterior. Consideremos la secciérﬂ t: &, — VB, definida como ¢(sx) = 7%

1E]l nombre de kuro ha sido una traduccién propia. El nombre original, propuesto por Bruno Aaron Cisneros de la Cruz
y Luis Paris, fue kure, un juego de palabras entre kernel y pure.

2 Aqui abusamos de notacién, pues hablo de seccién en vez de referirme a la seccién de un morfismo en concreto. La
seccién que se define es a la vez seccién de 7 y de mp, esto es, rg o =idg,, y Tp ot =idg,.
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para todo k € {1,...,n — 1}. Podemos apreciar que (g o) (sg) = sk vy (7pot)(skx) = s para todo
ke{l,...,n—1}. Consideremos las siguientes sucesiones
{1l —= KB, —->VB, 5 &, 1y vy {1} PB, —>VB, 5 &, — {1}

donde ¢ en ambos caso es la inclusién. Por construccién, estas dos sucesiones son exactas, y puesto que ¢
es una seccion, se deduce que

VB, KB, x&, y VB, = PB, xG,,.

2.2. Presentaciéon de KB,

En esta seccion nos centraremos en el subgrupo K B,,. En concreto, veremos una presentacion de este,
deduciendo asi que tiene estructura de grupo de Artin. Para ello, usaremos el método de Reidemeister-
Schreier, el cual puede encontrarse con todo detalle en el Apéndice [C]
Dado un n natural mayor o igual a dos, definimos los elementos
0ij = TiTit1 " Tj—20j-1Tj—2 " Tis1Ti,
0ji = TiTit1*** Tj—2Tj—101Tj—1Tj—2 " Ti41Ti

con 1 <i < j <n. Ademas, es sencillo ver que para cualquier d;; o d;; anterior se tiene que
T (0ij) = T (05:) = 1,

por lo que son elementos de K B,,.
Como probamos en la seccién anterior, VB, =~ KB, x &,, por lo que existe una accién natural
6,, ¢ KB, dada por la conjugacion, esto es, dado w e &, y g € KB, la accién se define como

w- g = e(w)g (w) ™"

Denotaremos de forma indiferente la accién como w - g o como w(g), siempre que no haya ambigiiedad.

Lema 2.2.1. Consideremos los elementos 0;; y 0;; antes definidos. Entonces para todo w € &,, se tiene
que

W+ 0ij = Ow(i)w(y) Y W05 = Ouw(j)w()-

Demostracion. Como &,, esta generado por los elementos s para todo k € {1,...,n — 1}, basta probarlo
para estos elementos. Podemos distinguir varios casos:

= Supongamos que k ¢ {i — 1,4,...,5 — 1, j}, entonces s (i) =iy sx(j) = j. Por otro lado
-1
Sk - 51‘]' = L(Sk)(sij (I,(Sk)) = Tk(si]‘Tk = TkTiTi41 " Tj—205-1Tj—2 " Ti+1TiTk =
2
=T TiTi41 " Tj—205-1Tj—2 " Ti41T; = TiTi41 " Tj—205-1Tj—2 " Ti41T; = 5ij~

Esto ultimo se tiene puesto que para todo elemento r € {i — 1,...,j} se tiene que |k — r| = 2, por
lo que 73, conmuta con cada 7, y con o;_1. Por lo tanto sy - ;5 = d;; =

sk(1),5%(5)"
» Sik=1i—1, entonces s;_1(i) =i — 1y s;_1(j) = j. Al hacer actuar s;,_; sobre J;; obtenemos
Si—10ij = T 1TiTit1 ** Tj—205-1Tj—2* Tit1TiTim1 = 0i—1,5 = Os,_1(i),s:1(j)-
» Sik =7, entonces s;(i) =iy s;(j) = j+ 1. Al llevar acabo la accién, observamos que
8j+0ij = TjTiTix1 " Tj—20j 1Tj—2 " Tit1TiTj = TiTit1 ** Tj—2Tj0;1T;Tj—2 " ** Tix1Ti-

De nuevo, esto ultimo es porque 7; conmuta con todos los 7, con r € {i,. .., j—2}. Por las relaciones
de VB, se tiene que 7;0;_1T; = T;—10;T;—1, por lo que

85 0ij = TyTip1 """ Tj—2Tj—10;Tj—1Tj—2 " " Tit1Ti = 0i j+1 = O, (i),s,(j)-

13
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= Supongamos que k = i, entonces distinguimos dos casos. Si j = @ + 1, entonces s;(i) =i+ 1y
si(i + 1) = i. Podemos observar que

Si Oiit1 = TiOiTi = 0ix1,i = Os, (i), (i+1)-

En caso de ser j # i + 1, entonces s;(i) =i+ 1 y s;(j) = j. De la misma forma, observamos que

=1 =1

0:i =" N 4 -
Si0i5 = TiTy Tig1' " Tj—205-1Tj—2" " Ti+1 TiTi =
= Ti41 " Tj—20j-1Tj—2 " Tiy1 = Oit1,j = 657;(1'),31-(]')-

= Si k = 7 — 1, de nuevo distinguimos dos casos. Si j = ¢ + 1 lo hemos contemplado en el punto
anterior. Si j # ¢ + 1, entonces s;_1(i) =iy s;—1(j) = j — 1. Ahora

Sj_1 0 = Tj—1TiTit1 " " Tj=20j—1Tj—2 * = Tit1TiTj—1 = TiTit1 " * Tj—1Tj—20j—1Tj—2Tj—1 - * * Tit1Ti-
Notemos que 7j_20;_1Tj—2 = Tj—10;—2Tj—1, por lo que
Tj—1Tj—205-1Tj—2Tj—1 = Tj_lo']_gTj_l =0j-2.
En consecuencia

§j—1+0ij = TyTip1 """ Tj—30j—2Tj—3** Tix1Ti = Oi,j—1 = s, (i), (j)

= Por dltimo, si k€ {i +1,...,j — 2}, entonces s;(i) = i y sx(j) = j. Siguiendo la dindmica de los
casos anteriores, vemos que

Sk * 0ij = ThTiTit1*** Tj—20j-1Tj—2 " Tis1TiTh =
=TiTi41 " Th—2TkTk—1Tk "+ Tj—205-1Tj—2 " TETp-1TkTk—2T = * Ti+1Tj-
Como TgTk_1Tk = Tk—1TkTk—1, entonces
Sk - 61‘]‘ = TiTi+1 " Tk—2Tk—1TkTk—1" " Tj—20-1Tj—2 " Tp—1TkTk—1Tk—2T * " Ti+1T5-
Podemos apreciar que 7,1 conmuta con todo 7, donde k +1 < r < j—2y con 0;_1, por lo que
Sk * 5ij = TiTi+1 " Tk—2Tk—1Tk " " * Tj—27_[3_10j—17_j—2 U TET—1Tk—2T *** Ti+1T5 =
= TiTit1l Th—2Th—1Tk " Tj—20j1Tj—2 * ThTh—1Tk—2T "+ Tit1Ti = 0ij = O, (3),54 (j)-
En el caso de considerar los elementos d;; el razonamiento es analogo. Se deduce asi el resultado. O

Para dar la presentacién de KB, por el método de Reidemeister-Schreier primero necesitamos un
sistema de Schreier de K B,, sobre V B,,, cuya definiciéon puede encontrarse en [C.2}

Lema 2.2.2. Sea n € N mayor o igual a dos. Entonces el conjunto
A = {(TilTilfl ce Tilfrl) (TiQTirl e 'Tirrz) ce (Tz'pTipfl ce Tz'pfrp)} Y {1}

donde 1 <1 <ig < - <ip<n—1,1<p<n-1y0<r; <ij;, es un sistema de Schreier de KB,,
en VB,.

Demostracion. Consideremos VW como el conjunto de todas las palabras que pueden escribirse a partir
de {7y,...,7n—1}. Es evidente que A,, € W. Primero veamos que las palabras de A, es un conjunto de
palabras que representa a los elementos un sistema de representantes de K B,, sobre V B,,. Debido a que
VB, ~ KB, x &, se tiene que VB,,/KB,, ~ &,, por lo que basta probar que todo elemento de &,,
puede escribirse a partir de los elementos representados por las palabras de A,,.

14
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Seguiremos el procedimiento usado en la demostracion del Teorema [B:1.1} Consideremos el subgrupo
S, de V B,, generado por 7y, ..., T,—1. Abusando de notacién en esta demostracion, denotaremos por &,
al subgrupo de &,, generado por 7q,...,74—1. En la demostracion del Teorema se prob6 que dado
cualquier elemento g € &,, existe un entero r1 € {0,...,n — 2} de manera que

g€ (T(n—l)—rlT(n—l)—r1+1 T 7—(n—l)—lTnfl) Sn-1,

esto es, pertenece a esa clase lateral a la izquierda de &,,/&,,_1. Por lo tanto, existe un elemento ¢; € &,,_1
tal que
ge (T(nfl)frl'r(nfl)fnwtl o 7-(7171)717%—1) g1-

Ahora, como g; € &,,_1, de nuevo, existe un gz € &,,_o y un r5 € {0,...,n — 3} tal que

g1 = (T(n—2)—r27-(n—2)—r2+1 T T(n—2)—17-n72) g2-

Siguiendo este proceso obtenemos una expresion de g tal que

g = (T(n—l)—TlT(n—l)—r1+1 T T(n—l)—lTnfl) T (T(n—q)—qu(n,—q)—rq+1 T T(n—q)—lTnfq) 9qs
y este proceso finaliza cuando g, = 1 para algin ¢ € {1,...,n — 2}. Ahora, solo consideramos

9 = (Tt T —ra 41 T 1)-1Tn-1) *** (Tnmg)—ry Tne)—ra 1" T(ng)-1Tn—q)) = =

= (Tn—gT(n-q) 1" Tn—g)=rg+1T(n—a)=r4) =" (Tn=1T(n-1) 1" ** Tn—1)=ry +1 (1) =1 ) -
Deducimos que podemos expresar elemento de &,, usando los elementos que representan las palabras
de A,,. Como esta escritura se ha realizado mediante elecciones sobre clases de equivalencia, al ser estas
disjuntas, cada elemento queda representado de manera tunica. Deducimos que A, es un sistema de
representantes a de K B;, en V B,,. Es més, es un sistema de representantes de Schreier por construccion,
debido a que cada Tn—T(n—q)—1 """ T(n—q)—ry+1T(n—q)—r, Pertenece a A,, por lo que es cerrado para los
segmentos iniciales. O

Teorema 2.2.1 (Proposicion 17, [2]). Sea n € N mayor o igual que 2. Entonces KB, admite una
presentacion tal que

KBo = ({650} cicjen 1 | OabBea = Ocadabs Gandncdas = Bredanie )

donde a,b,c,d € {1,...,n} son indices distintos dos a dosE|

Demostracion. Obtendremos esta presentacion a partir del método de Reidemeister-Schreier. Sea W el
conjunto de las palabras que se pueden crear a partir de {o1,...,0,-1,71,...,Tn—1} y sea A, el conjunto
definido en el Lema [2:2.2] En dicho lema hemos probado que A,, € W es un sistema de representantes de
KB, en VB,. Usaremos la misma notacion que en la seccion [C} de forma que dada una palabra w € W
denotaremos por wy g, al elemento que representa w en V' B,,. Consideremos la aplicacion ~: W — A,
que a cada palabra de w € W lo envia a la palabra w de A, de forma que wyp, € KB,Wyp, . Gracias
al Teorema sabemos que los elementos

Sk =T (kaﬁ_l)

generan KB,,, donde k€ A,, ya€ {o1,...,0n-1,T1,- -, Tn—1}-

Podemos apreciar que si r, = 1 para todo i € {1,...,n — 1} y todo k € A,, puesto que cada 7; € A,
y este es un sistema de Schreier, por lo que k7; = k7;. Por otro lado, se tiene que o; = 1 para todo
i€{l,...,n—1}, por lo que

Sko; =T (kzaikfriil) =T (kaik 1) =T (k:aikfl) .

3Este resultado fue originalmente dado por Loic Rabenda, en su Trabajo de Fin de Master realizado en la Universidad
de Borgona, en Dijon, en el afio 2003. Desgraciadamente no se encuentra disponible.
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Sea w € &, tal que «(w) = kyp,. Como o; = J; 11, entonces

(koik™), 5 = t(w)di it ((w) ™" = Ow (i) w(i+1)s

n

por lo que, abusando de notacion, se tiene que 7(6“,(2-)7“)(”1)) = Sko,- Aqui hemos usado el Lema
Podemos apreciar que dado o; para cierto i € {1,...,n — 1}, siempre existe un representante k € A,, tal
que Si,o; = T (0q,) para todo a,b e {1,...,n} distintos. Basta tomar un cierto w € &,, tal que w(i) = a
y w(i+ 1) = b, y considerar el representante k € A,, tal que ¢(w) = ky g, . Deducimos que el conjunto

{0ij,0ji:1<i<j<n-—1}

es un conjunto de generadores de K B,,, y que cada d;; es reescrito por algin sj ,, para algtn k € A,

Una vez hemos obtenido los generadores pasemos a deducir las relaciones. Sabemos que las relaciones
de la presentacion de K B,, vendran dadas a partir de las reescrituras de las conjugaciones de las relaciones
de V B,, mediante elementos de A,,. Primero, podemos apreciar que como cada s, = 1, las relaciones
que solo involucren los elementos 7; de V' B,, resultan triviales en esta presentacion de K B,,. Consideremos
ahora las otras relaciones. Dado un i € {1,...,n — 2}, denotemos por

i
Rl’k =T (kaiaiﬂm z+1U (TH_lk )

Veamos la reescritura de R ;. Cabe remarcar que el primer 1 se refiere al tipo de relacién, mientras que
el segundo hace referencia al elemento identidad de A,. Entonces

1 _—1
Rl 1=T (JZUHlJZ z+10 O'H_l) =

—1

——1— 1 1 -1 -1
:T<Ui0i 0i0i+10i0i+1 04i0i{410700i+103 0;0i410i0;,10;0i410i0,;

1
-1 1 -1 T -1\ _
"0i0i+104 1+1J 0i0i+1040 z+1” 0i0i+10% z+10 Uz+1azgz+laz z+10 Uz+1> =

-1 1 1

-1 —1 —1 —1 -1 _—1
O'i<711+10'i0'i+170i+1 aio'i+1‘7i‘7i+1‘7i Hexs Ui”'i+1‘7i‘7i+1‘7i O'i+1,0'i+1

= — ——— S.
81,0,567,041156:6511,0:5

_ —1 -1 _—1
= 51,0091,004151,0:51,6,4151,0: 51,0441

= T(éi,iJrl)T(5i+1,i+2)7(5i,i+1)7(6i+1,i+2)717(5i,i+1)717(5i+1,i+2)7

Consideremos ahora un k € A,, y sea w € &,, tal que «(w) = kyp, . Entonces

(kUzUz+loz 1+110- Uz+1k )VBn = L<w)6l ’L+15l+1 ’L+26Z l+16z+1 z+26z z+161+1 z+2( (w))_l =

= 1(w)6ii41(t(w) " e(w)ip1 a2 (L(w)) T e(w)di g ((w))7h -
(w)8; 7 o (W) T e(w)o;  ((w)) T u(w)d o (w) T =

1 —1 -1
= Ou(i)w(i+1) Ouw(i+1),w(i+2)Ow (i) w(i+1)0,, z+1),w(z+2)5w(¢),w(i+1)5w(i+1),w(i+2)-
Por lo tanto
Rl k=T (k0101+102 Hlla UZ+1]€ )

=7 (Buw(iywii+n) T Cwiit1)wi+2) T Ow@yw(i+n) T (Gwiit1),w(i+2)) T(5w(i),w(i+1))717—(5w(i+1),w(i+2))71~

Pasemos la siguiente relacion de V B,, que involucra los elementos ;. Dados 4,j € {1,...,n — 1} tal que
|i — 7] = 2, sea
1]{:71) .

ij 1 -
R, k—T(leO'J(Ti o;

Veamos primero [R5 ;. Entonces

@, 1 _—-1\ _ =1l 1= —-1_ -1 -1 _-1_ -1 -1 _
R21—T(O'10'JO' O'] )—T(O'ZO',L 0050403 0,040, 0;040; 0040, 0, 0;0;0; O'j >—
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= s~ = S10,510,57 8,510, = T (Bii1) T(85.541) T (Biin) T T (Gj541) 7

-1 —1
o’icrjai Nexs O‘,;D'ja'i O'j 3034

= — S.
81,0,957,0;

Siguiendo el razonamiento anterior, dado cualquier k € A,, tomemos w € &, tal que ((w) = kyp,.

Entonces 1

o -1
i _
Ry = 7 Gu(wen) 7 0wi)wi+n) T Guwen) 7 Ouwg)wi+)

Pasemos a la siguiente relacion. Dado i € {1,...,n — 2} sea

i —1_—1_—1 -1

Ry, =1 (kTiTiproimymi to bk
Siguiendo el mismo razonamiento anterior, veamos primero Rf;,’l. Entonces
i —1_—1_—1
Ry =7 (Timip10T 07, 0i1) =

-1

JE —1 —1 —1 -1
:T(TiTi TiTi+1TiTi+1  TiTi+10TiTi+104  TiTi4104T; 1 TiTi+1045T; 41

-1, _—1 —1_—1 L -1, -1 _—-1 -1, -1 _—-1 L
'TiTi+10iTi+1Ti TiTi+10iTi+1Ti TiTi+10iTi+1Ti 0i+1TiTi+1aiTi+1Ti 0i+1 =

-1 1 1

—1 -1 _—1 —1 —1 :
TiTit10iT, {1,Tit1l TiTit10iT, 1T Ti TiTit10iT, (1 T; 0, 01,0i41

= — ——— &
81,757, mi 1 STiTig 1,04

Vimos al principio que sg,, = 1 para todo k € A,,. Por lo tanto reducimos la expresion anterior a

—1

%

= e S.
R3,1 STiTi+1an 1_—1_—1 :
TiTi+10iT; 1Ty 0440150 i+1

. —1_-1_-1 _ . —1,-1 -1
Podemos apreciar que 7741037, 1 7; 0, = 1, pues (TJchrZTHlTi T

lado, sabemos que

)VBn = 1€ KB, Por otro

STrigt.o0 = T (6(sisi+1)(i),(sisHl)(i-&-l)) =T (§i+1,i+2) .
Por lo tanto
i -1 _ -1
R3,1 = STFir1,05%1,000 T (5i+1,i+2) T (5i+1,i+2) ~ 1.

Siguiendo el razonamiento anterior, dado k € A,, se tiene que ng x ~ 1. Por tltimo, tomemos de nuevo
i,j€{l,...,n—1} tal que |[i — j| = 2. Sea

i I | 1)
Ak —T(k’TZO'JTZ- o; k .
Consideremos primero R}’ . Entonces
:
RbI — ( 1 —1)_ =l =l =1 -1 ! L ! -
1 =T (70T, "0, 7) =T\ TTi Ti0Ti0; Ti0;T; TiO;T; TiOjT, O TiOjT; O =
_ e | ~1 R |
= 81,7 ST,0; 8 ) s —1_—1 = 57,0;9 —1_—1
TiO§T, sTi TiOjT; O, 05 TiOjT; 05,0

=1
=1

De nuevo, notemos que TZ'UjTi_lo'j_l = 1. Ademas, se tiene que

sy = T (0 i)sii+n) = 7 (0541 -
Por lo tanto
. .
Ri’jl = s?i70'.7~81,a.j = T(aj,j+1)7—<5j,j+l) ~ 1.
Por lo tanto, dado k € A,, se tiene que Rfk ~ 1. En resumen, el método de Reidemeister-Schreier nos
asegura que

KB, =~ <{sk,gi,8;€,ﬂ-} kehn | Sk Big, Ry talque ke Ay, 1<i,j <n—1con |i—j|>2
1<i<n—1
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Ahora, debido a que cada si », puede identificarse con un d;; y que si -, = 1 se deduce que

KB, = <{67j7 5ji}1gi<j<n,1 5ab5(:d = 5cd5aba 5ab§bc§ab = 5bc5ab5bc>

donde a,b,c,d € {1,...,n} son indices distintos dos a dos. O
Esta presentacion nos muestra algo bastante relevante.
Corolario 2.2.1. Para todo n € N mayor o igual a dos se tiene que KB, es un grupo de Artin.

Demostracion. Se deduce de forma directa de la presentacion de K B,, dada en el Teorema O

2.3. Clasificacion de homomorfismos

Una vez introducidos los grupos de trenzas virtuales y dos de sus subgrupos normales de mayor relevancia,
procederemos a estudiar los posibles homomorfismos que pueden darse entre grupos de trenzas virtuales,
entre estos grupos y los simétricos y viceversa. La clasificacién de los homomorfismos de estos grupos
tiene importancia, pues nos ayuda a comprender como se pueden relacionar con otros grupos.

Definiciéon (Homomorfismo abeliano). Sean G y H dos grupos y sea ¢ : G —> H un homomorfismo.
Diremos que ¢ es un homomorfismo abeliano si Im(¢) < H es un grupo abeliano.

Definicién (Abelianizacion). Sea G un grupo que admite una presentacion (S | R). Llamaremos abelia-
nizacion de G, notado por G al grupo

G®=(S|RU{ab="ba:abeS}).
Lema 2.3.1. Sea n € N mayor o igual a dos. Entonces se tiene que
G ~7,/27 y VB2 ~ 7 x 7.)27.
Demostracion. Comencemos por &,,. Sabemos que para todo i € {1,...,n — 2} se tiene que
S$iSi415i = Si4+15iSi+1-
Por lo tanto, al anadir las relaciones de abelianizaciéon obtenemos
S?Siﬂ = 812+1si7

y como s? = sfﬂ = 1 se tiene que s; = 5,41 para todo i € {1,...,n — 2}. Deducimos que en &% se tiene
que s; = s; para todo i € {1,...,n — 1}, y como s? = 1 deducimos que

G =~ (51 | 1) = Z/2Z.
Pasemos ahora a V B,,. En este grupo tenemos la relacién
TiTi+104 = Oi+1TiTi+1,
por lo que si abelianizamos obtenemos
TiTi+10; = TiTi+10i+1 < 03 = Oj41-

Deducimos que o1 = o; para todo i € {1,...,n — 1}. Procediendo de manera aniloga al caso de &,
deducimos que 7, = 7; para todo i € {1,...,n — 1}, y ademés 7% = 1. Por lo tanto

Vng > <0177'1 ‘ 7'127 01T = 7'101> ~7 x L)2Z.

18



Clasificacion de homomorfismos Grupo de trenzas virtuales

Pasemos a dar algunos resultados previos a la clasificacion de los homomorfismos, al igual que algunos
conceptos que nos seran necesarios.

Definiciéon (Producto amalgamado). Sea {G,};c;r una familia de grupos y sea A otro grupo tal que para
1 € I existe un homomorfismo inyectivo f; : A — G;. Definimos el producto amalgamado de la familia
{G,}ier sobre A con respecto a los homomorfimos {f;}icr, notado como *4G;, como el grupo que hace

que el diagrama
/
\ /

sea conmutativo, donde los homomorfismos s; : GZ- — # 4G, son los homomorfismos canénicos, esto es,
homomorfismos inyectivos. Ademas, ha de cumplir la propiedad universal, esto es, si existe otro grupo H
y una familia de homomorfismos {h; : G; —> H };c; cumpliendo las mismas propiedades, existe un Gnico
homomorfismo h : *4G; — H que hace que el diagrama

sea conmutativo.

En caso de que la familia de grupos sea finita, denotaremos indiferentemente al producto amalgamado

como
Gi1#aGoxg 54 Gy i=54G;.

Ademaés, si A = {1} diremos que es un producto directo y se denotara omitiendo la escritura del subgrupo,
esto es, Gy * -+ x G,

Siguiendo la notaciéon de la definicién anterior, si cada grupo de la familia tiene una presentacion
G; = {(S; | R;), es sencillo ver que una presentacion del producto amalgamado es

2aGi = (| ]S <|_|Ri> U <|_| {fi(a) =fj(a):aeA}>>.
el i,7€l

iel
La estructura de producto amalgamado nos sera de gran utilidad, pues todo grupo de Artin admite una
descomposicién de este tipo como veremos a continuacion.

Definiciéon (Palabra reducida). Sea A un grupo y {G,;};e; una familia de grupos tales que #4G; es un
producto amalgamado. Para cada ¢ € I, elegimos un conjunto W; de representantes de las clases laterales
a la derecha de G;/A tal que 1 € W;. Consideremos i = (i1, ...,45), con n > 1, una secuencia de elementos
de I satisfaciendo que para todo 1 < m < n — 1 se tiene i,, # i;,41. Llamaremos palabra reducida de
tipo i a cualquier familia

m = (a;$1,82,---,8n)

conacA;, s1eW;,....,sp,€ W; ys; #1 para todo j.

Teorema 2.3.1 (Teorema de estructura de los productos amalgamados, Teorema 1, pg. 3, [I8]). Sea
G = x2G;, h el homomorfismo candnico de A a G, y h; el homomorfismo candnico de G; a G para todo
i € I. Entonces, usando la notacion anterior, para todo g € G existe una secuencia i satisfaciendo las
condiciones anteriores, y una palabra reducida m = (a;s1,...,s,) de tipo i tal que

g = h(a)hi, (s1) - hi, (sn)
de manera que tanto m como i son unicas. De la misma forma, podemos conseguir la expresion

g = hi, (1) hi, (sn)h(a).
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La prueba de este resultado puede encontrarse en la referencia adjunta. Esta prueba fue uno de los
pilares fundamentales del tema tratado en mi Trabajo de Fin de Grado.

Definiciéon (Forma normal). Sea #*4G; un producto amalgamado, y sean W; un conjunto de represen-
tantes de clases laterales a la derecha de G;/A tal que 1 € W;. Dado g € *4G; llamaremos forma normal
de ¢ a la izquierda a la expresién

g = as182---8n

siguiendo la notacién del Teorema, [2.3.1f" la cual es tnica. De la misma manera, diremos que la forma
normal es a la derecha si
g = 8182 Spa.

Lema 2.3.2. Sea " un grafo de Coxeter sobre un conjunto numerable S. Sean X, Y < S dos subconjuntos
y I'x, Ty < T los respectivos subgrafos maximales sobre X y sobre Y. Entonces, si I'x u Ty =T se
tiene que

A[l] = A[Px] #arry ary] ALy ]

Demostracion. Consideremos la presentacion A[I'] = (S | R). También sabemos que A[l'x] = (X | Rx)
y A[ly] = (Y | Ry) para ciertos Rx, Ry < R. Debido a que 'y uTy =T se deduce que X vY = S
v Rx u Ry = R, pues los grafos de Coxeter encapsulan tanto los generadores como las relaciones del
grupo. Haciendo uso del Teorema de Van der Lek (Teorema sabemos que

A[Fxﬂry] ;<X(\Y | RxﬁRy>.

Por lo tanto, si consideramos el diagrama

/ All'x] \

A[FX M Fy] A[F]

donde las flechas representan las inclusiones canénicas, se deduce por construcciéon que
A[l] = A[Px] #a[ryary] ALy ]
O

Como probamos con anterioridad, el subgrupo K B,, de V B,, es un grupo de Artin. En lo que sigue,
denotaremos por S = {d;; : i,5 € {1,...,n},i # j} al conjunto generador de K B,, con el que hemos
presentado al grupo. A su vez, denotemos por I's el grafo de Coxeter sobre S tal que A[l's] ~ KB,.
Dado X < S, consideremos I'x el subgrafo maximal de I's que tenga a X por vértices. Denotaremos por
KB, |[I'x] al subgrupo de K B,, generado por X. Notemos que esta definicién tiene sentido por ser K B,
un grupo de Artin.

2.3.1. Lemas técnicos

Procedemos a dar una serie de resultados técnicos que nos ayudaran en la clasificacion de los homo-
morfismos de los grupos de trenzas virtuales.

Lema 2.3.3 (Lema 3.6 [4]). Sean G1,G2 y H grupos tales que G = Gy G es un producto amalgamado.
Sea v € Aut(G) un automorfismo de orden 2 tal que v(G1) = G2 y v(G2) = G1. Denotemos

G :={geG:v(9) =g}
Entonces GY < H.

4 Aqui abusamos de notacién, puesto que en el teorema se expresa g a partir de las inclusiones canénicas de los grupos
que conforman el producto amalgamado, pero por ser canénicas, no hay ambigiiedad, por lo que para no cargar la notaciéon
las hemos omitido.
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Demostracion. Primero, notemos que, debido a que v(G1) = Go y v(G2) = G1, y que H = G1 n G5 en
G, se tiene que v(H) = H. Consideremos K; un sistema de representantes de H en G, y consideremos
Ko := (K1) un sistema de representantes de H en Go. Consideremos g € G y sea g = ajas---qf la
forma normal a la derecha de g. Notemos que, por eleccion del sistema de los sistemas de representantes
se tiene que la forma normal a la derecha de v(g) es v(aq)y(az) - - v(a)v(8). Supongamos que | = 1,
entonces, sin pérdida de generalidad podemos tomar «; € K1\{1}. Entonces v(aq) € K2\{1}, por lo que
a1 # v(aq), y por lo tanto g # v(g). Deducimos que si g € G7 se tiene que | = 0, esto es, g € H. Por lo
tanto G7 < H. O

Lema 2.3.4 (Lema 3.7 [4]). Sea X < S un subconjunto invariante por la accién de s; € &,,. Consideremos
el conjunto Ss = {d;5,0;; : 3 <i < j < n}. Entonces

KBH[F)(]SI = KBH[FX M FSg])
donde KB,[T'x]** ={g€ KB, : s1(9) = g}.

Demostracion. Sea U = {6;5 € X : (1,7) ¢ {(1,2),(2,1)}}. Notemos que KB,[I'x]** tiene sentido, puesto
que G,, actua sobre K B,, por automorfismos, en particular se tiene que

S1 07 = T1045T1 " = 6sy(1).51(j)-

Por lo tanto, s1-U = U. Veamos primero que K B,[['x]** € KB,[T'y]. Si X € U no hay nada que probar.
En caso contrario, debido a que X © S y por hipdtesis es invariante por la acciéon de s;, se deduce que
X =Uu{d12,021}. Seall’ =U L {d12} yU" =U L {d21}. Debido a que !’ vU" = X yaqueld nU" = U,
usando el Lema [2.3.2] deducimos que

KBn[Fx] = KBn[Ful] *K B, [Tyl KBn[FuN].

Ademas, podemos notar que s; - U =U" y s1 - U" = U’'. Por lo tanto, gracias al Lema se deduce
que KB,[T'x]** € KB,[Tu].

Sea Vi, = {di; : (4,7) ¢ {1,2} x {1,2,...,k}} con 2 < k < n. Probemos por induccion en k que
KB,[I'x]®* € KB,[T'y,]. Si k = 2, entonces Vo = U, por lo que ya estd probado. Supongamos que
k > 3 y tomemos como hipétesis de induccion que KB,[I'x]** € KB,[I'y,_,]- Si Vk—1 = Vi no hay
nada que probar. En caso contrario, como Vi € X, es invariante por la accién de s;. Deducimos que
Vi—1 = Vi U {01k, 021 }. Procediendo de forma analoga a lo anterior, consideremos V;, = Vi, u {01x} ¥y
Vi = Vi b {021 }. Entonces Vi, U V! = Vi1 y V), 0V} = V. Haciendo uso del Lema se deduce que

KBy[ly, ] = KBu[l'v;] #Kkp,[ry, ] KBa[lyvr].

De nuevo, gracias al Lema sabemos que KB,[I'y,_,]** € KB,[I'y,], vy como por hipotesis de
induccion se tiene que KB, [I'x|** € KB,[I'y,_,], entonces

KB,[[x]* € KB,[[y, ,]** < KB,[Ty,].

Por ultimo, consideremos Wy = {d;; € X : (4,7) ¢ ({1,2} x{1,...,n}) u ({1,...,k} x {1,2})}.
Veamos por induccion que KB,[I'x]** < KB,[I'w,].- Si k& = 2, podemos apreciar que Wy = V,,
por lo que ya estd probado. Supongamos que k > 3, y tomemos como hipotesis de induccién que
KB,[I'x]®** € KBu[l'w,_,]- Si Wx—1 = W no hay nada que probar. En caso contrario, debido a
que Wi—1 € X, es invariante por la accion de s;. Por lo tanto Wi_1 = Wy u {0k1,0k2}. De nuevo,
tomemos Wy, = Wy, b {01} y W) = Wi u {dk2}. Entonces W, U W) = Wi_1 y W, n W}/ = Wj,. Usando
el Lema [2.3.2 sabemos que

y gracias al Lema sabemos que K B, [Ty, _,]** € KB,[T',]. Por lo tanto, procediendo como antes
deducimos que KB, [I'x]** € KB,[T'y,]. Ahora, notemos que W,, = X n Ss, por lo que

KB,[Tx]*" € KB,[Tx nTs,].
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Procedamos a probar la otra implicacion. Debido a que s1-S3 = Ss se tiene que s1-(X N S3) = X NSs.
Se deduce entonces que
KB,[I'x nTs,] € KB,[Tx]**.

Por lo tanto, por doble inclusion, concluimos que KB, [I'x nT's,] = KB,[I'x]*. O

Corolario 2.3.1. Dado k€ {1,...,n — 1}, sea s € &,,. Consideremos X < S invariante por la accién
de sy y sea Uy, = {0;; € S :4,j ¢ {k,k+ 1}}. Entonces

KBn[Fx]sk = KBn[FX M Fz,{k].

Demostracion. La demostracion es analoga a la prueba del Lema [2.3.4] cambiando Sz por Uy, y s1 por sg.
O

Lema 2.3.5 (Lema 3.9 []). Sean G1,Gy y H tres grupos tales que G = Gy =g Go es un producto
amalgamado. Sea vy € Aut(G) de orden 2 tal que v(G1) = G2 y(Ga) = Gy. Sea g € G tal que y(g9) = g~ *.
Entonces existe ¢' € G y 8/ € H tal que v (p') = (6’)_1 Yy

-1
g=987v() -
Demostracion. Partimos de que v(G1) = G2 v v(G2) = Gy, por lo que debido a que H = G n Go
en G, se tiene que y(H) = H. Consideremos K1 un sistema de representantes de H en Gy, y tomemos

Ky := (K1) como un sistema de representantes de H en G5. Sea g € G tal que y(g) = g~ !. sea

g =0z --oqf

la forma normal a la derecha de g. Probaremos por induccion en [ que existen ¢’ € Gy 3/ € H tal que
v(B') = (61)_1 yg=498" (9/)_1. Sil =0, entonces g = B € H. Como (g9) = g~!, entonces tomamos
B =gy g =1y se tiene el resultado. Supongamos que | > 1 y supongamos que la hipotesis de induccion
es cierta hasta [ — 1. Como v(g) = ¢!, entonces 1 = gy(g). Usando la forma normal a la derecha se tiene
que

1= g7(g) = anas- - afy(ar) () - (@) (B).

Veamos que a;8y(c1) € H. Sabemos que ajas---qf es la forma normal a la derecha de g, la cual
es Unica, y por lo tanto, irreducible. Por otro lado, por elecciéon de los sistemas de representantes,
y(ag)y(ag) - - - y(a)y(B) es la forma normal de (g), por lo que también es tinica, y por ende, irreducible.
Ademés, sabemos que ;8 ¢ H y Bv(aq) ¢ H por lo anterior. Tomemos § = Sy(ay)y(az) - --v(ay). Sea
&1 un elemento en el mismo sistema de representantes que y(«1) y sea p1 € H tal que aiip1 = Bvy(aq).
Procedemos de forma analoga tomando &, en el mismo sistema de representantes que v(«,.) y tomando
pr € H tal que &,p, = pr—17(c,.). Obtenemos que la forma normal de § es

g = aqdy---agpy.
Por lo tanto
1=ygv(9) = g - - aq@1diy - - - pry(B)-

Notemos que [ no puede ser impar, puesto que «; y &1 pertenecen a sistemas de representantes distintos,
por lo que esa expresion no se puede reducir. En caso de tomar [ par se tiene que &; y o estan en el
mismo sistema de representantes. Por lo tanto, la tnica forma de reducir la expresion es que oyai; € H.
Debido a que &; = By(a1)p; "’ se tiene que a1d; = a3 By(ay)p;t € H, y como p; € H concluimos que
a108v(aq) € H. Deducimos que «o;8v(ay) € H.

Entonces existe 81 € H tal que o;8v(a1) = f1, 0 lo que es lo mismo, ;8 = f; (’y(al))_l. Sustituyendo
en la forma normal a la derecha de g se tiene que

g=oq--o_153 (7(051))71 .

Sea g1 = ag -+ ay_151. Entonces g = a1¢91 (v(al))fl. Notemos que como y(g) = g~ ! se tiene que
-1
-1 - _ -1 -
1g) =7 (a191 (@) 1) = vla)r(gar’ = 97" = (argr () ") = y(an)gr ot
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de donde se deduce que y(g1) = g7 1 Como g, cumple las hipotesis de induccion, sabemos que existe un
-1 -1
g1€Gy P e tal que y(B1) = (B1) " vy 91 = 9151 (v(g1)) - Por lo tanto

-1 _ —
g =915 (’Y (9’1)) (v(a1)) b= o141 B (’7(0419/1))
Tomando ¢’ = ayg] v B’ = B} se obtiene el resultado. O

El siguiente lema nos sera necesario en resultados posteriores, pero debido a las que las herramientas
necesarias para probarlos difieren bastante del proposito de este trabajo no se dard la demostracion,
aunque esta puede encontrarse en la referencia adjuntaﬂ

Lema 2.3.6 (Corolario 6.3 [11]). Sea n € N con n = 2. Entonces KB, es libre de torsion.

Lema 2.3.7 (Lema 3.10 [4]). Tomemos s1 € &,, y X € S invariante por la accion de s1. Sea g € KB,[T'x]
tal que s1(g) = g~. Entonces eziste ¢’ € KBp[Tx] tal que g = ¢’ (s1 (¢')) "

Demostracion. Sea g € KB,[I'x] tal que s1(g) = g~'. Tomemos U = {&;; € X : (i,]) ¢ {(1,2),(2,1)}}.
Probaremos que existe ¢’ € KB,[[x]y 8 € KB,[Ty] tal que s1(8) = (8) " y g = g8 (s1(¢))"". Si
X = U, basta tomar ¢ = 1y 8/ = g. En caso contrario, como U € X y X es invariante por la accién
de s1 se tiene que X = U u {d12,0921}. Tomemos U’ = U 1 {512} y U" = U 1 {J21}. Podemos apreciar
que U vU" = X yU' nU" = U. Haciendo uso del Lema como s1(KBy,[Ty]) = KBy[Tyr]y
$1(K By [Tyr]) = KBp[Ty], se tiene que

KB, [I'x] = KBu[Twy] #kB,[ry] KBul[Tur],

y gracias al Lema sabemos que existe ¢ € KB,[['x] y 8’ € KB,[T'y] tal que 51(8") = (8)" 'y
- ny—1
g=9p (s1(9) -

Dado k € {2,...,n} consideremos el conjunto Vi, = {0;; € X : (¢,) ¢ {1,2} x {1,...,k}}. Veamos por
induccion en k que existe ¢’ € KB,[T'x]y 8 € KBy[Ty,] tal que s1(8') = (8) Ly g = g8 (s1(¢) "
Si k = 2 se tiene que Vo = U, por lo que ta estd probado. Supongamos que k > 3 y que se tiene la
hipotesis de induccion, esto es, que existe ¢} € KB, [I'x]y 8, € KB,[Ty,_,] tal que s1(8) = (8))"' v
9= g181 (sl(gi))_l. SiV,_1 = Vi no hay nada que probar. En caso contrario, como V,_; es invariante por
la accion de s; se tiene que Vy—1 = Vi {01k, d2x}. Sea V;, = Vi u{dix} y Vi = Vi u{da2x}. De nuevo vemos
que Vi, UV = Vi1 y V0V = Vi, y ademas s1(K By [Ty ]) = KBy ]y s1(KBy[Tyr]) = KBu[Ty, ]
Haciendo uso del Lema [2:3.2] se tiene que

KBn[kafl] = KBH[FVI/C] *KBn[FVk] KBTL[FV;C’];

y gracias al Lema sabemos que existe un gh € KB,[['y,_,] v un 8, € KB,[Ty,] de forma que
s1(8y) = (B5) "'y B = g5 (s1(g5))”". Entonces

9=g181 (51(9)) " = gighB (s1()) " (s1(91))

Tomando ¢’ = gig5 y 8 = 3} se tiene el resultado.
Tomemos ahora k € {2,...,n} y consideremos el conjunto

Wi ={d; e X:(,7) ¢ ({1,2} x{1,...,n}) v ({1,...,k} x {1,2})}.

Probaremos por induccion en k que existen ¢’ € KB,[I'x] vy 8 € KB,[T'w,] tal que s1(8) = (8')~
y que g = ¢’ (s1(¢g"))"L. Si k = 2 se tiene que Wy = V,,, por lo que ya estd probado. Supongamos
que k > 3 y supongamos que se cumple la hipdtesis de induccion, esto es, que existen g; € KB,[['x] y
81 € KBu[Tw,_,] tal que s1(8}) = (1)~ v g = 184 (s1(91)) ™" Si W1 = Wi no hay nada que probar.
En caso contrario, debido a que Wy_; es invariante por la accion de s; se tiene que Wy_1 = W ui{dk1, 0k}

1 —1
= 1958 (s1(g195)) -

1

5En el articulo se prueba que los grupos V B, son virtualmente libres de torsion, esto es, que todo subgrupo de indice
finito es libre de torsion, y como V By, /KB, =~ &, y este grupo es finito, se tiene que K Bj, es de indice finito, y por ende,
libre de torsion.
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Sea Wi = Wy b {01} y W = Wi u {dk2}. Entonces W, U WY = Wi_1 y W, n W} = Wy,. Ademas
s1(KBn[I'wi]) = KBy[Twy] vy s1(KBp[Twy]) = KBu[I'w |, por lo que haciendo uso del Lema se
tiene que

KB,[Tw,_,] =~ KB, [FW’;] *K B, [Ty, ] KBn[FW,Z];

y haciendo uso del Lema se deduce que existen gy € KB,[T'w,_,] v 85 € KB,[Tw,] tales que
B1 = g5B5(51(g5)) L. Entonces

9=g181(s1(d)) 7" = g19585(s1(g5)) " (s1(g1)) ™" = g195B5(s1(ghg5)) "

Tomando ¢’ = gjg5 y 8 = % se tiene el resultado.

Notemos que W,, = X n S, usando la notacion del Lema [2.3:4] Ademas, gracias a este lema sabemos
que para todo ' € KB,[I'w, ] = KB,[I's, n T'x] se tiene que s1(8’) = . Por otro lado, como se ha
probado en el parrafo anterior sabemos que existen ¢’ € KB,[I'x] y 8/ € KB,[I'y,] cumpliendo que
51(8") = (B) ' y que g = ¢'B'(s1(¢’)) L. Por lo tanto, B = 51(8') = (8)7!, o de forma equivalente,
(8)? = 1. Gracias al Lemasabemos que K B,, es libre de torsion, y como K B,[Tyy, ] es un subgrupo
de K B, también es libre de torsion, por lo que como ()2 = 1 se deduce que 3 = 1. Concluimos pues

que
g=9(s1(9")7"
para cierto ¢’ € KB, [I'x]. O

Lema 2.3.8 (Lema 3.11 []). Sean G1,---,Gp, H grupos tales que G := Gy #g Ga g -+ % G, es un
producto amalgamado. Sean v1,72 € Aut(QG) tal que satisfacen las siguientes propiedades:

177 =93 =idg ymoreom =207 0.

2. Para todo i € {1,2} yje{l,...,p} existe un k€ {1,...,p} tal que v;(G;) = Gk.

3. Para todo j € {1,...,p} existe un i€ {1,2} tal que v;(G;) # G,.

4. Para todo i € {1,2} se tiene que v;(H) = H.

5. Para todo i€ {1,2} y B € H tal que v;(8) = B! existe un 6 € H tal que B =6 (7:(8)) "

Sea g € G un elemento que satisfaga la siguiente ecuacion:

972(9) " (2 0 11)(9) (2 0 m1 ©792) (9)) ™" (71 0 72)(9) (1(9)) ~F = 1.

Entonces existen ¢',¢" € G y B € H tal que g = ¢'B9", 11(¢') = ¢, v2(9") = ¢" y B satisface la ecuacion
anterior.

Demostracion. Sea g un elemento que satisfaga la ecuacion anterior. Notemos que si existiesen ¢, ¢” € G
y B € H tales que g = ¢'89", m1(g') = ¢’ y 12(9") = ¢", entonces

1=g7%(9) (2 0m)(9) (2071 072) (9)) " (71 0 72)(9) (1 (9)) " =

= ¢'89"72(9'89") " (72 0 11)(¢'B") (12 01 ©12) (¢'89")) " (1 092) (' Bg")(m (' Bg")) " =
= g72(8) " (12 071)(B) (2 0 11 072) (8) ™ (11 0712)(B) (1 (B)) ~(g') L,

por lo que conjugando por ¢’ observamos que 3 también cumple la ecuacion. Por lo tanto, basta probar
que existen dichos elementos ¢',¢g” € G y B € H tales que g = ¢'8¢", m1(¢') = ¢ vy %(¢") = ¢". Si
g € H, como por la condicion (4) se tiene que v1(H) = v2(H) = H. Basta tomar ¢ = ¢" =1y 8 =g,y
obtenemos el resultado. Supongamos ahora que g ¢ H y sea g = ajas - - o tal que:

» Para todo i € {1,...,l} existe un j = j(¢) € {1,...,p} tal que a; € G;\H.

w j(i) #j(t + 1) para todo i € {1,...,1 — 1}.
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Notemos que siempre podemos conseguir una expresion de este tipo, puesto que g ¢ H. Procedamos por
induccion en I. Supongamos que [ = 1 y sin pérdida de generalidad consideremos g = a1 € G1\H. Para
aliviar la notacién, tomemos

pr=g, p2=0n09)"" p3=02com)(9),

1 —
pr=((r20m0o%)(@) , p=mor)9), v ps=(1(9) .
Por lo tanto, por hipotesis tenemos que pip2pspapsps = 1 y que para cada i € {1,...,6} existe un
Jj=J@)e{l,...,p} tal que p; € G;\H, ya que H es fijado por v; y v2. Notemos que si v1(G1) # G1 y
v2(G1) # Gy, entonces j(i) # j(i + 1) para todo i € {1,...,5}, por lo que la expresion p1p2pspapspe seria
irreducible, pero esta expresion es igual a 1, lo cual nos lleva a un absurdo. Por lo tanto, al menos uno de

los dos automorfismos ha de fijar a G;. Ahora, por la condicion 3) sabemos que al menos uno de los dos
automorfismos no puede fijar G1, por lo que los dos posibles casos son 0 v1(G1) = G1 y 72(G1) # G1, o

11(G1) # G1 y 72(G1) = Gy.

Supongamos que v, (G1) = G1 y ¥2(G1) # G;. La prueba en el caso contrario es analoga. Por lo tanto,
es facil comprobar que j(1) # 5(2), 7(2) = 7(3), j(3) # j(4), j(4) = j(5) vy j(5) # j(6), puesto que por
la condicion 2) se tiene que y5(G1) = Gy para algin k € {2,...,p}. Como p1p2p3papspe = 1, la palabra
ha de poder reducirse, y debido a que cualquier elemento de G;\H no tiene relaciones con cualquier otro
elemento de G,\H en G, pues las tnicas relaciones que comparten son a través de los elementos de H, se
tiene que la tnica posibilidad de que esa palabra pueda reducirse es que p2p3 € H 0 pyps € H, pues de
no pertenecer a H estos elementos quedarian en el G;\H en el que estén y la palabra seguiria sin poder
reducirse.

Si paps € H significa que existe un hy € H tal que

hi = paps = (12(9)) " (2 0 11)(9) = 72 (97 () -
Tomemos h = y2(h1) € H, entonces
h=(h) =3 (97 '1(9)) = 97 n(9)-
Supongamos ahora que pyps € H. Como antes, esto significa que existe un hy € H tal que
ha = paps = (2071 072) (9)) " (11 ©72)(9)-

Por la condicion 1) sabemos que 2 01 0v2 = 71 0 ¥2 0 1, por lo que
-1 -1
he = paps = (1 092071) (9)) ' (1 272)(9) = (0 72) (11(9)) " 9) -

Tomemos h = ((y2 0 v1)(h2)) ", entonces

-1

h=((zom)(h2) " = ((zorder) ()" 9)) =g nl9).

De nuevo hemos usado que 72 = idg para todo i € {1,2}, que es la condicién 1). En cualquier caso, existe
un h € H tal que h = g~ 171(g). Notemos que

n(h) = (1(g) g = (g7 "n(g) " =h7,

por lo que por la condicién 5) existe un § € H tal que h = 6 (71(8))”". Tomemos ¢’ = g6, ¢ = 1y
B = 5~'. Entonces se tiene que g = g60~' = ¢’Bg", que

1(g") = 11(98) = 11(9)11(8) = gh71 () = § (1 (8) ™ 711 (6) = 90 = ¢,
que 72(g9") = 12(1) =1=g¢" y que e H, pues d € H.
Probado el caso base, supongamos que [ > 2y que la hipo6tesis de induccion es cierta. Sea g = ay - --aq_1,

entonces g = goy. Como antes, para aliviar la notaciéon sea

pr=0, p2=cu, p3=(e@) ", pa=0e@)", p=020m)@), ps=(ror)(w),
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pr=((rzomom) (@)™, ps=((reor1om) @) ", po=(11°7)@),
pro = (o)), pu=Mm@)™" y p2=mn@)"

Entonces, debido a que g cumple la ecuaciéon del enunciado por hipétesis, se tiene que

P1P2P3P4P5P6PTP8LIP10P11L12 = L.

Siguiendo un razonamiento andlogo a los parrafos anteriores se tiene o que oy (72(q))”' € H o que

-1 -1 o
(v1(w))”" oy € H. Supongamos que «; (y2(c;))” " € H, pues el otro caso se prueba de forma similar.
Entonces existe un h € H tal que a; (12(;)) " = h. Notemos que

12(k) =72 (@1 (2(0) ™) = 2(an)a; = (o wz(al))*)_l =nh

Por lo tanto, gracias a la condicion 5) sabemos que existe d € H tal que h = §~1y2(8). Tomemos o = 1,
of = 8oy y B1 = gé~ . Entonces
g =gy = g6 "ay = o,

y ademés v (o)) =11(l)=1=a)y
Y2 (o)) = 72(6ar) = 72(8)v2(cw) = 0hya(ey) = day (2(ar)) ' () = day = .

Como g = o f1af, y1(a)) = o) y ¥2(a)) = o], como se probo al comienzo de la demostracion, 3; satisface
la ecuacién del enunciado. Por lo tanto, haciendo uso de la hipétesis de induccién, existen ¥/,9” € G y
B € H tal que 81 = ¥/'BY, 1 (¢¥) =, y2(9") = 9" y 5 cumple la ecuacion del enunciado. Por lo tanto,
tomando ¢’ = aj¥’ y ¢"” = 9"} se tiene que

g — a;ﬁla;/ — a;ﬁ/ﬁ'l?”a;/ — glﬁg”-

Ademas v1(¢') = ¢, 12(¢") = ¢” y 8 cumple la ecuacion del enunciado por construccion. Esto concluye
la prueba. O

Lema 2.3.9 (Lema 3.12 [4]). Dado ne N conn = 3, sean s1,s2 € &, y X < S invariante por la accion
de $1 y s3. Sea g€ KB,[T'x] tal que

9 (s52(9)) ™ (s231)(9) ((s25152)(9) ™" (s152)(9) (s1(9)) ™ = 1.
Entonces existen ¢',¢g" € KBp[T'x] tal que s1(¢') = ¢, s2(¢")=9" yg=499".

Demostracion. Para k € {4,...,n} sea Uy, = {6;; € X : (4,7) € {1,2,3} x {4,...,k}}. Tomemos también
Us = X. Veamos por induccion en k que existen ¢',g” € KB,[I'x| vy 8 € KB,[T'y,] tal que g = ¢'8¢”",
s1(g9') = ¢, s2(¢9”) = g" y con 3 satisfaciendo la ecuacion del enunciado.

Si k=3, como Us = X, tomamos § = gy g = ¢g” = 1y se cumple por hipotesis. Tomemos
ke {4,...,n} y supongamos que se cumple la hipotesis de induccion, esto es, existen g}, g7 € KBp[['x]
y b1 € KBy[Tuy, ,] tal que g = g15197, s1(g1) = ¢}, s2(¢{) = g{ y B1 cumple la ecuaciéon del enunciado.
Si U1 = Uy no hay nada que probar. En caso contrario, como Uy_; es invariante por la accion de s1 y
de so, se tiene que Ux_1 = Uy L {d1k, O2k, O3% }- Tomemos

Gj = KBu[luyo65]
para todo j € {1,2,3}, y H = KB, [I'y,]. Haciendo uso reiterado del Lema vemos que
KB, [Ty, ,] =G *g Gy *g Gs,
y podemos apreciar que

51(G1) = G2, $1(G2) = G1, $1(G3) = G3, s2(G1) = G1, s2(G2) =G3 vy 52(G3) = Ga.
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Ademas s1(H) = H = s9(H), puesto que Uy, es invariante por la accion de s; y s2, y por el Lema
sabemos que tanto para s; como para sy existe un h € H tal que s;(h) = h=' y § € H tal que
h = 6(s:(8))"" para todo i € {1,2}. Vemos que se cumplen todas las hipotesis del Lema por lo
que existen g5, 95 € KBy[Tu,_,] v B2 € KBy[T'y,] tal que 1 = g50245, s1(gh) = g5, s2(95) = g5 ¥ B

satisface la ecuacion del enunciado. Tomemos ¢’ = ¢1g5, ¢" = g/ g4 v B = B2, entonces

9= 915191 = 9195529195 = 9'By".

Ademis s1(g") = s1(91)s1(92) = 9195 = g ¥ s2(9") = s2(97)s2(93) = 9195 = 9"

Consideremos ahora los conjuntos Vi, = {0;; € Uy, : (i,7) ¢ {4,...,k} x {1,2,3}} donde k € {4,...,k},
y tomemos V5 = U,,. Veamos por induccion en k que existen ¢’,¢"” € KB,[I'x] y 8 € KBy,[T'y,] tal que
g=989",s1(9") = ¢, s2(9") = g" y B satisface la ecuacion del enunciado. Si k = 3 se tiene que V3 = U,
por lo que es cierto por lo anterior. Supongamos ahora que k > 4 y que se cumple la hipotesis de induccion,
esto es, que existen ¢1,¢gf € KB,[['x] vy B1 € KB,[I'y,_,] tal que g = g1 5197, s1(g1) = 91, s2(9]) =g v
B1 cumple la ecuaciéon del enunciado. Si Vi, = Vi1 no hay nada que probar. En caso contrario, debido a
que Vi_1 es invariante bajo la accion de s1 y so se tiene que Vi—1 = Vi u {0k1, 02, 0k3}. Redefinimos

Gj = K B[y, 6,,)]
con j€{1,2,3}, y H= KB,[T'y,]. Como antes, usando de forma reiterada el Lema se deduce que
KB,[I'y,_,] = G1 #g Ga #g Gs,
y vemos que
51(G1) = Ga, s1(G2) = G1, s51(G3) = Gz, s2(G1) = G1, 52(G2) =G3 y s52(G3) = Ga.

Ademas s1(H) = H = so(H), puesto que Vi es invariante por la accion de s; y s2, y por el Lema
sabemos que tanto para s; como para sp existe un h € H tal que s;(h) = h=' y § € H tal que
h = 6(s;(0))" para todo i € {1,2}. Vemos que se cumplen todas las hipotesis del Lema [2.3.8] por lo
que existen g5, g5 € KB,[Ty,_,] v B2 € KBy,[Ty,] tal que 81 = g5B245, s1(g5) = g5, s2(g5) = g4 v B

satisface la ecuacion del enunciado. Tomemos ¢’ = gig5, ¢" = gi95 vy B = P2, entonces g = g = ¢'B¢”,

s1(9') =gy s2(9") = 9"
Definimos los conjuntos

Wii={0yeX:(.5)e{L,23} x{1,2,3}} y Wy:i={0;€X:(i,j)e{d....,n}x{k ... n}.

Notemos que V,, = Wy L1t Wh, por lo que por las relaciones de K B,,, los elementos de K B,[T'yy, ] con los
de KB, [T'w,] conmutan. Por lo tanto

KB,[T'y, | = KBu[Tw,] x KB,[T'w,],

y ademas para todo w € KB,[T',]| se tiene que s1(w) = s2(w) = w. Por lo anterior, sabemos que
existen g1,95 € KBy[U'x]y 1 € KBy[I'y, ] tal que g = ¢1 5197, s1(91) = g1, s2(g1) = g1 y B1 cumple
la ecuacion del enunciado. Tomemos 3 € KB,[T'w,] y g5 € KB,[T'w,] tal que 31 = Bg4. Notemos que
estos elementos siempre los podemos encontrar, puesto que hemos expresado K B,[I'y, | como producto

directo de estos dos subgrupos. Tomemos ¢’ = g1 y ¢” = g4g7. Entonces

n_n

9= 9g16191 = 9189291 = 9'B9",

"I

y ademés s1(g') = s1(91) = g1 = ¢ ¥ s2(9") = s2(93)s2(91) = 9291 = ¢". Es més, debido a que 5
satisface la ecuacion del enunciado y g4 queda fijado por so, se tiene que:

1= 81 (s2(81)) 7" (s251)(B1) ((525152)(81)) ™" (s182)(B1) (51(Br)) " =
= BgY (52(89%)) " (s251)(Bg5) ((s2512)(Bg5)) " (s152)(Bgs) (s1(Bg)) ™" =
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= B (52(8)) " (s251)(B) ((s25152)(B) ™" (s12)(B) (s1(B)) "
por lo que 8 cumple la ecuacién del enunciado.
Para concluir, consideremos

Vvl1 = {5lj €X: (Za]) € {(172)7 (233)’ (37 1)}} y le = {51J eX: (Za]) € {(2’1)7 (332)7 (173)}}

: o _ - ; —_wl 2 :
y definimos G; := K B,[I'yy:] con i € {1,2}. Debido a que Wi = W} LW?, usando el Lema se tiene
que
KBn[le] = Gl * GQ.

Ademas $1(G1) = $2(G1) = Ga y 81(G2) = $3(G2) = G;. Haciendo uso del Lema sabemos que
existen 8, 8" € KB, [T'w,] tal que 8 = 5152, s1(8') = 8" y s2(B8") = 5", puesto que en este caso H = {1}.
Ahora, haciendo uso del Lema y usando la notacion de este, sabemos que tanto K By, [Ty, |** como
K B,[Tyy, ]%2 estan contenidos en H = {1}, por lo que su tnico punto fijo es el elemento neutro, esto es,
B = p" =1,y por lo tanto, 8 = 1. Deducimos que g = ¢'¢”, que es lo que queriamos probar. O

2.3.2. Del grupo de trenzas virtuales al grupo simétrico

Una vez dados los resultados anteriores estamos preparados para clasificar los homomorfismos entre los
grupos de trenzas virtuales y los grupos simétricos. Antes de dar el resultado de esta secciéon, es necesario
entender el comportamiento de los homomorfismos entre los grupos simétricos.

Proposicion 2.3.1. Sean n,m € N tales que n =2 5, m =22 yn = m, y sea ¢ : &, — &, un
homomorfismo. Entonces, salvo conjugacion, ¢ cumple alguna de las siguientes posibilidades:

1. ¢ es abeliano.
2.n=myep=1ids,.
3. n=m=6yp=uvg, donde vg es el automorfismo exdtico descrito en la prueba del Teorema [B-2.1].

Demostracion. En las condiciones del enunciado, sea ¢ : 6,, — &,,, un homomorfismo. Como n > 5,
es bien conocido que los tnicos subgrupos normales de &,, son {1}, &,, y A,, donde A,, es el grupo
alternado, por lo que ker () € {{1}, 4., &, }.

= Si ker (¢) = {1} se tiene que ¢ es inyectiva, y como n = m, esto solo puede ocurrir cuando n = m.
Haciendo uso del Primer Teorema de Isomorfia, se deduce que

Im(p) = &, /ker (¢) =~ &,

por lo que ¢ es un automorfismo. Gracias a la Proposicion [B.2.2] y al Teorema sabemos que
si n # 6, entonces Aut(S,) = Inn(6,,) = &,,, por lo que ¢ serda un homomorfismo conjugado de
idg, . En caso de ser n = 6 se tiene que ¢ serd conjugado de idg, o de ¢ = vg, gracias de nuevo al

Teorema [B.2.1]

= Supongamos que ker (p) = A,,. De nuevo, haciendo uso del Primer Teorema de Isomorfia sabemos
que
Im(p) = &, /ker (p) = &,,/A, = Z/2Z,

por lo que ¢ es abeliano.

= Por ultimo, supongamos que ker (p) = &,,. Esto solo puede ocurrir si ¢ = 1, por lo que Im(p) = {1},
y por ende, ¢ es abeliano.

O

Teorema 2.3.2 (Teorema 2.1 [4]). Sean n,m € N tales quen =25, m=2yn=m, yseatp: VB, — &,,
un homomorfismo. Entonces, salvo conjugacion, se tiene una de las siguientes posibilidades:
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1. ¢ es abeliano.
2.n=mype{ng,mp}.
3 n=m=6yvef{vsonk,vgomp}.
Donde m, y mp son los homomorfismos sobreyectivos descritos en la Seccion [2.1)

Demostracion. En las condiciones del enunciado, sea ¢ : V B,, — &,,, un homomorfismo. Consideremos
t: 6, — VB, laseccion tal que t(sy) = 7 para todo k € {1,...,n—1}. Consideremos el homomorfismo
Yor: 6, — G,,. Haciendo uso de la Proposicién sabemos que 1 ot 0 es abeliano,on =m y Yo
es conjugado de la identidad o n = m =6 y ¥ ot es conjugado de vg.

= Supongamos que ¥ o es abeliano. Gracias al Lema sabemos que Im (¢ 01) < &% =~ 7,/27. Por

lo tanto, existe un wy € &,, tal que wy = (Y o) (s;) = Y(7;) para todo i € {1,...,n — 1}. Ademas
se tiene que w} = 1 por lo anterior. Sea wy = t(01). Consideremos la relacion 7;7;410; = 04 1TiTit1
para todo i € {1,...,n — 2}, entonces, aplicando 1 se tiene que

Y(TiTiv10:) = wit(os) = Y(03) = Y(oi1TiTiv1) = Y(oip1)wi = P(0i41).

Por lo tanto, para todo i € {1,...,n — 1} se tiene que wy = ¥(0;). Por ultimo, como 103 = o371 Se
tiene que wiws = wowy, por lo que ¥ es abeliano.

= Supongamos que n = m y % ot = idg,. Entonces, para todo i € {1,...,n — 1} se tiene que
(¥ oi)(s;) = ¢¥(r;) = s;. Gracias a la relacion o17; = 7;01 para todo i € {3,...,n— 1} se deduce que
1(01) pertenece al centralizador de H :={s3,...,S,_1)s, , esto es, al conjunto de elementos de &,

que conmutan con todos los posibles elementos del subgrupo H. Llamemos Cg, (H) al centralizador
de H en 6,,. Si g € Cg, (H), entonces para todo elemento de w € H se tiene que gw = wg por

definicion, y como todo elemento de H esta generado por ss,...,S,_1, nos basta comprobar que
g conmuta con los generadores. Sea g = $;,8;, -+ 8;, un elemento de Cg, (H) escrito de forma
reducida. Entonces, para todo r € {3,...,n — 1} se tiene que gs, = s,-g, 0 lo que es lo mismo

841540 " Sip, Sr = SrSiySio t Siy -

Para que esto ocurra, se ha de tener que s;, s, = sps;,, por loque iy ¢ {1,...,7—2,7r+2,...,n—1}.
Como esto ha de ser cierto para todo r € {3,...,n — 1} se deduce que i, = 1. Por lo tanto, se
concluye que Cg, (H) ={s1)s,, -

Debido a que ¥(01) € Cs,, (H) se tiene que t(o1) € {1,51}.
e Si ¢(o1) = 1, debido a que en VB, se tiene la relacion 7;7,110; = 0;417:Ti+1, 0 de forma

equivalente, 7;7,410;7;+17; = 0;41, observamos que todos los ¢; son conjugados. Por lo tanto,
¥(o;) =1 para todo i€ {1,...,n — 1}, por lo que ¢ = 7.

e Supongamos que ¥(0o1) = s;. Veamos por induccién en i que ¥(o;) = s; para todo i €
{1,...,n—1}. Si i = 1 se tiene por hipdtesis. Supongamos que es cierto hasta algin i > 2,
entonces como Ti—1Ti0i—1 = 0;T;—1T;, S€ tiene que 0; = T;,—1T;0,—1T;T;—1 S€ deduce que

1/)(01') = w(Ti—l)w(Ti)¢(Ji—l)w('ri)w('ri—l) = 5;-15i8;—-15iSi—1 = Si-.
Deducimos que ¥(7;) = ¥(0;) = s;, y por lo tanto, ¥ = 7p.

= Por dltimo, supongamos que n = m = 6 y que ¥ ot = vg. Entonces, por ser vg automorfismo se
tiene que 1/6_1 o1 ot = idg,. Gracias al apartado anterior sabemos que V6_1 ot € {mk,mp}. Se
deduce asi que ¢ € {vg oK, V50 Tp}.

O
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2.3.3. Del grupo simétrico al grupo de trenzas virtuales

Procedemos a dar clasificar los homomorfismos entre los grupos simétricos y los grupos de trenzas vir-
tuales. Para ello, nos apoyaremos en el Teorema y en el siguiente lema.

Lema 2.3.10 (Lema 5.1 [4]). Sean e N conn > 3, y sea ¢ : &,, — VB, un homomorfismo tal que
K 0@ = idg, . Entonces ¢ es un homomorfismo conjugado de ¢.

Demostracion. Partimos de que 70 = idg, , por lo que para todo i € {1,...,n—1} ha de existir un «; €
KB, tal que ¢(s;) = a;7;. Probemos por induccién en k que existe un homomorfismo ¢ : §,, — VB,
conjugado con ¢ tal que 7 o @ = idg, v $(s;) = 7; para todo i € {1,...,k}, esto es, se comporta

como ¢ para estos elementos. En lo que sigue, denotemos por xy : VB, — VB, al homomorfismo de

conjugacion por g tal que ky(h) = ghg™'.

Supongamos que k = 1. Entonces

2 2
1= s =TT = 1 T Ty T = apS1(a).
(90( 1)) 17100171 17100171 T 11( 1)

=s1(a1)

Por lo que si(a1) = 011_1. Gracias al Lema sabemos que existe un elemento 8, € KB, tal que
ai = B1(s1(B1)) L. Por lo tanto

o(s1) = anmi = Bi(s1(Br)) ' = BBy 't = BimBr

Definamos ¢ := Kgo1 0. Entonces @ es un homomorfismo conjugado de ¢, §(s1) =71 y 70 @ = idg,,,
puesto que B € KB,.

Sea ahora k = 2. Podemos tomar ¢(s1) = 71 gracias al parrafo anterior. Como en &,, se tiene la
relacion s15981 = $981 52, se deduce que

P(s1)p(s2)p(s1) = TaaTam = p(82)(51)¢p(82) = QaTaTI2Ts.
De las relaciones de G,, se tiene que 17 = 71727172, por lo que
T1Q2T2T] = T1(XT1T2T1 T = 81(0&2)7’27’17’2.

Entonces, como TiasmeT = qoTeTiasTy, multiplicando por 797179 a la derecha a ambos lados de la
igualdad se deduce que

81(042) = a2T2T1042T22’7'1T2 = (X2TT1 02T T2 = O[l(SQSl)(aQ).

Por otro lado se tiene que (@(52))2 =1 = asmaamy = agsa(as), por lo haciendo uso de nuevo del Lema
sabemos que existe un elemento By € KB, tal que ay = B2 (s2(82)) . Sustituyendo en la igualdad
s1(as) = aq(s281)(az) se obtiene la expresion

st (B2 (52(82))7") = B2 (s2(82)) ™ (s251) (B2 (s2(82)) ")
o de forma equivalente

Ba(s2(82)) " (s251)(B2) ((s25152)(8)) " (s152) (B2) (s1(B2)) " = 1.

Podemos observar que B2 cumple todos los requisitos del Lema [2.3.9) por lo que existen 85, 55 € KB,
tales que B = 533, s1(83) = B3 v s2(B3) = B3 Por lo tanto

P(s2) = azmo = B2 (s2(B2)) " 72 = By (s2(BoBY)) ™ 72 = ByBy (s2(B5)) " (s2(B)) 72 =
= 85858 (s2(8y)) " T2 = Bama(Bh) V75 = Bhra(By) .
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Definamos ¢ = kg,)-1 © ¢, entonces ¢ es un homomorfismo conjugado de ¢, m; o $ = ids,,, puesto que
B4 € KBy, @(s2) = 1 por construccion y

F(s1) = (B5)""o(s1)By = (By) "By = (By)~'mBamim = (B5) 's1(By)m = T,

puesto que s1(3) = 5.
Supongamos que k > 3 y que ¢(s;) = 7; paratodo i€ {1,...,k—1}. Seale {1,...,k —2}. Debido a
que |k — 1| = 2 se tiene que sxs; = s;8k, por lo que

arTeTi = P(sk)p(s1) = p(s1)p(s1) = TiagTk.

Debido a que 77, = 757, podemos reescribir la relacion anterior como 7,07 = oy, 0 de forma equivalente
si(a) = ay. Haciendo uso del Corolario sabemos que oy € KB,[T'y,], donde

U, = {(57;j eS:i,j¢ {l,l-f— 1}}
Definimos el conjunto Sy := {d;;,0;, € S : k < i < j < n}. Entonces, podemos apreciar que
(\ =S5
1<i<k—2

Haciendo uso del Teorema de Van der Lek (Teorema [1.3.1)) sabemos que

are [ KBu[Ty]=
1<i<k—2

N Fu,l — KB,[T's,]-

1<I<k—-2

Ahora, gracias a la relacion sp_185Sp_1 = SkSk_1Sk se tiene que

Th—10kTkTh—1 = P(Sk—1)P(sk)P(sk—1) = @(sk)P(Sk—1)P(Sk) = ARTRTh—1 T

Manipulando la expresion de forma andloga a lo anterior se obtiene sj_1(ay) = ag(sksg—1)(ax). Por otro
lado, como antes, de la relacion (p(s;))? = 1 y gracias al Lema sabemos que existe O € KB,[Is,]
tal que o = Bi(sk(Br)) 1. Por lo tanto, sustituyendo esto en la igualdad si_1(ax) = o (sksk_1)(ax) se
obtiene

k=1 (Br(s6(Be) ™) = Br(sk(Br) " (sksk—1) (Br(sk(Be)) ™)),

o de forma equivalente

Bie(sk(Bi)) ™ (sksk—1) (Br) ((skSk—156) (Br)) " (sk—15k) (Be) (sk—1(Bk)) ™" = 1.

Cabe notar que tal cual no podemos usar el Lema [2.3.9] puesto que Sy no es invariante por la accion de
Sk_1. Sin embargo, Sy_1 si lo es, y Sy © Sk_1, por lo que podemos aplicar dicho lema en este contexto.
Por lo tanto, gracias al Lema existen £y, 3 € KBy[l's, ,]| tal que Br = B.07, sk—1(B) = Br v
sk(By) = Bi. En resumen, se tiene que

p(s) = armi = Bi(sk(Br)) "7 = BB (sk(BLBi) " 1 = BiBi (sk(Bi) ™ (s (Br)) ™ 'me =
= ﬂ;cﬁg( g)_l(sk(ﬁ]/g))_lTk = IBkaJ(Bk;) Tk = Bka(ﬁk)

Si definimos ¢ = £ (g;)-10¢, obtenemos un homomorfismo conjugado de ¢ tal que $(sx) = 7, y T 0P = ¢,
pues 8, € KB,

Ahora, como s,_1(5;,) = By, gracias al Corolario se tiene que ) € KB,[I'y, ,], usando la
notacion del parrafo anterior. Debido a que ), también pertenece a KB, [T's,_,] v Sk—1 " Uk—1 = Sk+1,
usando el Teorema de Van der Lek (Teorema @ se deduce que ), € KB,[I's, ,|. Debido a que Si41

es invariante por la accion de s; para todo ¢ € {1,...,k — 1}, se deduce que, dado i € {1,...,k — 1} se
tiene que

$(si) = (Be) " te(s)Br, = (B1) "'y = (B) "' miBrmim = (BR) " sa(Bi)m = (B) ™' Bimi = 7
Por induccion se tiene para todo k € {1,...,n — 1}. El caso k = n — 1 termina la prueba. O
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Teorema 2.3.3 (Teorema 2.2 [4]). Seann,meN tal quen =5 m=2yn=mn, y sea p: 6, — VB,
un homomorfismo. Entonces, salvo conjugacion, se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. ¢ es abeliano.
2.n=myp=."
3. n=m=06yp=10uv.

Demostracion. En las condiciones del enunciado, consideremos ¢ : &,, — V B,;, un homomorfismo. Con-
sideremos 7 o ¢ : &,, — &,,,. Entonces, gracias a la Proposicion sabemos que, salvo conjugacion,
T © @ es abeliano, on =my mpop =idg,,on=m =06y T, 0 ¢ = ;.

= Supongamos que 7 o @ es abeliano. Gracias al Lema sabemos que &% =~ 7Z/27Z por lo
que Im(my o ) ha de ser un subgrupo de Z/2Z. Por lo tanto, existe un w € &,, tal que w? = 1y
(mrop)(si) = wparatodoie {1,...,n—1}. Sea By = t(w) € VB,,. Ahora, como VB,, KB, x&,,

para todo i € {1,...,n — 1} existe a; € KB, tal que ¢(s;) = a;. Notemos que, como w? = 1 se
tiene que 33 = 1. Por lo tanto, para todo i € {1,...,n — 1} se tiene que

1 = ¢(si) = aifoaiPo,
por lo que multiplicando por ﬂoai_l a la derecha se tiene que ;5 = Boai_l. Seaie{2,...,n—1}.

Notemos que

o(s15:) = o1 focify = 1 fioy
y como tanto a; como «; son elementos de K B,,, se tiene que ozloz;l € KB,,. Ademés, debido a
que s18; es de orden finito, se tiene que alajl también lo es. Haciendo uso del Lema sabemos
que K B,, es libre de torsién, por lo que alai_l =1, esto es, a; = «; para todo i€ {2,...,n — 1}.
Se deduce que ¢(s;) = a1y para todo i € {1,...,n — 1}, por lo que Im(p) es un grupo ciclico, y
por ende abeliano.

= Supongamos que n = m y que Tx o ¢ = idg,,. Entonces, gracias al Lema [2.3.10] sabemos que ¢ es
un homomorfismo conjugado de ¢.

= Supongamos que n = m = 6 y que mx o ¢ = vs. Debido a que g es automorfismo, existe vg '
-2.3.10

Componiendo por v; ' a la derecha se tiene que mx o povg b = ide,. Haciendo uso del Lema

6 6 6
sabemos que ¢ o Vgl es un homomorfismo conjugado de . Sea g € V Bg tal que ¢ o Vgl = Kg 0L,
donde x4 denota el homomorfismo conjugacién por g. Entonces ¢ = k4 0t 0 vg, por lo que ¢ es un
homomorfismo conjugado de ¢ o vg.

O

2.3.4. Del grupo de trenzas virtuales en si mismo

Ya estamos preparados para dar una clasificacion de los homomorfismos entre los grupos de trenzas
virtuales. Para ello, necesitaremos varios resultados, comenzando por un teorema de gran relevancia
dentro de la combinatoria de los grupos de Artilﬂ del cual no daremos la prueba, pues esta difiere del
contexto de este trabajo. Pueden encontrarse todos los detalles en la referencia adjunta.

Teorema 2.3.4 (Teorema 1 [9]). Sea I' un grafo de Coxeter sobre el conjunto S. Para cada s € S, sea
ns € N tal que ns = 2 y qs = s", y consideremos Q = {qs : s € S}. Entonces el subgrupo de A[T'] generado
por Q admite una presentacion

Q] gsqe = qugs si mg = 2).

Lema 2.3.11 (Lema 6.1 []). Sea n € N con n > 3 y tomemos i,j,k € {1,...,n} distintos dos a dos.
Consideremos n1,m2 € Z. Entonces 5?]»1 6;’,2 =1 si y solo si ;u = n2 = 0. De forma similar, se tiene que
5;71?5,2; =1 siy solo sin =mne=0.

6Este resultado no solo resuelve, sino que generaliza la conjetura de Tits sobre los subgrupos de un grupo de Artin
generados por potencias de los generadores.
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Demostracion. Supongamos que 77 = 12 = 0, entonces es evidente que 517-71-1 6;’; = 1. Supongamos ahora
que 6;’;5;7; = 1. Consideremos t1,t2 € Z 'y €1,¢2 € {0, 1} tal que 71 = 2t; + &1 y 72 = 2t2 + 9. Recordemos
que 7p(o;) = wp(1;) = s; para todo i € {1,...,n — 1}. Por lo tanto, si i < j se tiene que
mp(dij) = mp(1))mp(Tiv1) - Tp(Tj—2)Tp(0j—1)Tp(Tj—2) - Tp(Tip1)mp(T) =
= 8811 8j_28;—1Sj—2 - Si418; = (4, ]),
y por otro lado

mp(05i) = mp(1)mp(Tiv1) - Tp(Tj—1)TP(0j—1)TP(Tj-1) - TP (Tis1)Tp(T) =

= 8iSi+1 " 5j-15j—-185—-1 """ Si+18; = SiSi+1 " 5j-25;-15j-2 " " Si+18; = (ivj)'
Entonces
L= (B30 ) = (0,429 G, )22 = ()7 (1, ),
puesto que las trasposiciones son de orden 2. Ahora, debido a que i, j y k son distintos dos a dos, se
tiene que €1 = €9 = 0. Por lo tanto (cSZ-Qj)t1 (6J2-k)t2 = 1. Notemos que, gracias a la presentacién dada
en el Teorema @ sabemos que §;; y ;5 tiene relacion 3 en KB, el cual es un grupo de Artin. Sea

Aijk = {0i5,05x} y consideremos el subgrupo K B,[l'4,,, ] de KB,. Haciendo uso del Teorema [2.3.4

sabemos que el subgrupo de K B,[T A”.k] generado por {51-2j,5]2.k} es el grupo libre de rango 2 generado
t
por {51'2j76]2'k}' Por lo tanto, ((51-2]4)t1 ((5]2-k) - 1 si y solo si t; = t3 = 0. Deducimos que 11 = 73 = 0. El

caso 6, 6)% = 1 siy solo sin =y = 0 se deduce de forma analoga. O

Lema 2.3.12 (Lema 6.2 [4]). Consideremos el automorfismo exdtico vg de &g, y para cada s; € S¢ sea
u; = vg(s;) para todo i € {1,...,5}. Sea H un subgrupo de &g y definamos

KBl :={ge KBs : w(g) = g para todo we H}.
Entonces, si tomamos H = (u3, us, us)g, se tiene que KB = {1}.
Demostracion. Recordemos que
ug = vg(s3) = (1,3)(2,4)(5,6), us =we(ss) = (1,2)(3,5)(4,6) y us=rwe(ss)=(2,3)(1,4)(5,6).

Sea U = {us, uq, us, ugugus, ususig, usususugusy. De forma explicita, estos elementos son los tres ante-
riores junto con

uszuqsUugz = (1,6)(2,5)(3,4), UgUsU4 = (1,5)(2,6)(374), U3U4UsU4LU3 = (1,2)(3,6)(4,5).

Sean 4,7 tal que 1 < i < j < 6 y tomemos U;; := S\{d;j,0;:}. Si consideramos U], = U;; U {d;;} v
Uls = Uiz v {6;;} se tiene que Uj; VU, = Sy Uj; n U5 = U;;. Haciendo uso del Lema se tiene que
KBg = KBG[PM;]] *KBG[Fuij] K Bg [FU;IJ]

Por otro lado, es sencillo observar que para cualquier (i,j) existe al menos un elemento w € U que lo
contiene como ciclo en su descomposicion en ciclos disjuntos. Para dicho w se tiene que w(d;;) = d;;
y w(dj;) = dij, por lo que w(lfy;) = U y w(lUd;) = U;;. Haciendo uso del Lema sabemos que

KBY < KBg[I'y,,], y por otro lado es evidente que KB}' < KBy, pues w e H.
Ahora, esto ha de ser cierto para cada par (i,7) tal que 1 <71 < j <6,y

N ;=02

1<i<j<6
Haciendo uso del Teorema de Van der Lek (Teorema|1.3.1) y de lo anterior se deduce que
KB < (] KBsly,]=KBs l N FUU] ~ KBs[g] = {1},
1<i<j<6 1<i<j<6

por lo que KBH = {1}. O
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Lema 2.3.13. Sean §;;,6;; € KB, tal que 1 <1 < j < n. Consideremos Fy = {x,y | ) el grupo libre de
rango 2 generado por x,y y sea @;; : Fo — KBy, el homomorfismo dado por ¢;;(x) = 6;5 y vi;(y) = .
Dado w € Fs, definamos w;j := p;;(w). Entonces, dados i,j,k € {1,...,n} distintos dos a dos y siguiendo
la notacion anterior se tiene lo siguiente:

1. Supongamos que
Wij Wik Wik = WikWikWij,

entonces w = 1.

2. Supongamos que
Wij Wik Wij = WikWij Wik,

entonces w € {z,z~,y,y~ ', 1}.
Demostracion. Sean i,j,k € {1,...,n} dos a dos distintos. Definimos los conjuntos:
W = {0ij,0is Oiks Okis Ok, Ojt, Wi = {0ij, Onis 051}y Wa = {di, 0ik, Onj }-
Entonces Wi u Wy = W y Wy n Wy = . Haciendo uso del Lema[2:3.2] se tiene que
KB,[I'w] = KB,[Tw, ] * KBy[T'w,].

Por lo tanto, los elementos de K B, [I'w, | no comparten relaciones con los elementos de K B, [I'w,]. Sea
w € Fy. Entonces existen 7, t; € Z para todo k € {1,...,m} tal que

w = :L.Tl ytl :L'T2yt2 . x""m—l ytmfl :L-TNL ytnL

de forma reducida. Tomemos g = z"2yt2x 3y . . . g"m—2gytm-2g"m-1ytm-1_de forma que w = ™y gx"myim.
Fijada la notacién, procedemos por induccién en m en ambos casos.

1. Supongamos que Wij Wik Wik = WjkpWikW;5, entonces
-1, -1, -1
Wi Wik Wik Wy 5 W Wy = 1.

Sim =1, entonces w = "'y, por lo tanto

— .oy =1 =1 —1 _ gr1 gt1 ¢r1 gti gr1 st1 s—t1 ¢—r1 5—t1 s—7T1 5—t1 §—T1 __
L = wijwipwjpw;; wy, Wi = ‘52‘]‘ 5jz‘5ik 6ki5jk 51cj5jz‘ 5ij Opi ' O 5kj 5jk =
N — —_——
X1 X2 X3 Xy X5
T —Tr
= 61-]-1X1X2X3X4X55jk 1.

ij
relaciones entre si como vimos al comienzo de la prueba. Por lo tanto, debido a que la expresion
anterior es igual a 1 se deduce que

Podemos apreciar que .}, Xq, X4, 5;,:1 € KB,[Tw,]y X1, X3, X5 € KB,[I'w,], por lo que no tienen

6;.1 :X1:X2:X3:X4:X5:5;,:1 =1,
en concreto, 5;} = 1, por lo que r; = 0. Por otro lado, debido a que X; = 1 se tiene que

1=X; =616 =60

Ji ik Jio
por lo que t; = 0. Concluimos que w = 1.
Supongamos que el resultado es cierto hasta un cierto m — 1. Entonces, reemplazando obtenemos
— s —Yap T Tl —
1= Wi Wik WjkWyj Wi Wiy =

—_ sT1 8t STm Stm §T1 81, STm St §T1 501 o ST St g —Tm |
= 5ij 5ji9115ij 5ji 01 Opi Gik O O jkékngk ik O 5ji

oS8T rm =l e—t1 g1 §—tm §—Tm ,—1g—t1 §—T1 §—tm §—Tm ,—15—t1 §—T1
%‘ 9ij5 5]‘1' 51’]’ Ori ™0k " Gik Ok ' Oie 5kj ik 9k 5kj 5jk :
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Para aliviar la notacién, consideremos

5fzgw5:jma 2 = 5k7glk51k 5 ZB = 5]?3‘9]165;]?7

tm _ Stm 71 _ tm _ S Tr1 5~ tm _ s—rig—t
X1 = 5 zk’ Xg = 5]“» ko X3 5 5 y X4 = 5ij 5]“» y y X5 = 52’]@ k
Asi, podemos reescribir la expresion anterior como

1= 6020 X1 ZaXo Zs X3 Zy ' XuZy ' X5 Z3 105,

De nuevo, notemos que Xo, X4 € KB, [T'w,] v X1, X3, X5 € KB,[T'w,]. Ademéas podemos apreciar
que cada Z; con i € {1, 2,3} lo conforman elementos alternados de K B,[T'w,] y KB,[T'w,], por lo
que son irreducibles. Como la expresién anterior da como resultado la unidad, se tiene que

0 =Zi =Ty =Zs=X1=Xo=Xs=X4=X5=06;;" =1

Debido a que (5;-1 = 1 se tiene que r; = 0. Por otro lado se tiene que 1 = X; = 5t op = (5;;”
de donde se deduce que t,, = 0. Ahora, también sabemos que 1 = Z; = (5]z gmézz , o de forma
equivalente, 5T 5’51 gi; = 1. Esto se consigue multiplicando primero a la derecha por 6Zj"’m y luego
ala 1zqu1erda por 6 . Haciendo uso de la hipo6tesis de induccion se tiene que 7, = t1 = 0 y que

T, =t = 0 para todo ke{2,...,m—1}. Por lo tanto w = 1.
2. Pasemos al caso en el que w;;w;rw;; = W;rwW;;W;i y procedemos con un razonamiento similar.
Primero, expresamos la relacién anterior como

-1
wljwjkwmw]k w;; W, k =1,

y razonamos por induccién en m. Supongamos que m = 1, entonces

— s -1 t1 r1 st1 —r1 s—t1 §—r1 s—t1 g—7r1 _
1 = wijwjrw;;w kw Wy —5”5ﬂ Jkd 6” (5ﬂ§ (Sjk 5jl- 5Z-j 5kj (Sjk = 71 X1 2.
%/_/W_/

VAL X1 Za

Notemos que tanto Z; como Z son palabras formadas por elementos alternados de KB, [T'w,] vy
KB, [I'w,], por lo que son irreducibles. Por otro lado, vemos que X; € KB, [I'w,]. Supongamos
que |t1]| = 2, entonces gracias al Teorema sabemos que el subgrupo de KB, [['w,] generado

Ji o
por lo anterior, X; también, se tiene que Z3X1Z> # 1, lo cual es absurdo. Se deduce que |t1] < 1,
esto es, t1 € {—1,0, 1}, puesto que ¢; es un entero.

por {5“1' 5“1 } es libre, y por ende, no tiene relaciones. Debido a que Z; y Zs son irreducibles y

= Sit; =0, entonces X7 = 1, por lo que Z;1Z5 = 1. Desarrollando obtenemos que

1=21Z5=0§10"16:167, ”5_”5_”.

ij “jk7ig "k

Usando de nuevo el Teorema|2.3.4{se tiene que si |r1| = 2, el subgrupo generado por {5'“ l, 5%1 l}

es libre, por lo que Z; Z> # 1, por lo que este caso no puede darse. Por lo tanto r; € {—1,0, 1}.
Si r; = 0 la relacién se tiene de forma evidente. Si r; = 1, gracias a las relaciones de KB,
se tiene que 0;;0;10;; = 0;10;;0;%, Por lo que la se obtiene que Z;Z5 en efecto es igual a 1. Si
r1 = —1 se sigue el mismo razonamiento. Concluimos que si t; = 0 se tiene que 1 € {—1,0, 1},
por lo que w € {1,z,z71}.
= Sit; = 1 obtenemos la expresiéon
15— 15— 15—
1= 5T16J16;11€5k](sr15116k] 6],:15J 0; Tlékj (5],:1.

Multiplicando a la derecha por el inverso de 5,;%;,;1 5;1@71 5,;»1 j_k” y luego a la izquierda por
esta expresion sin invertir se obtiene que

= G O30 055105 0t OO 8340340ki07) 830 = A1 XA
S N ——

Aq X2 Az
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Siguiendo los mismos razonamientos que antes se deduce que 1 € {—1,0,1}. Si r; = 0, gracias
a las relaciones de K B,, se cumple la igualdad. En caso de ser r; # 0, para que se cumpla
la relaciéon se ha de dar que 5:;142 = 5;12141_17 pero esto es imposible, puesto que 5:; Ay es
un producto alternado de elementos de KB,[T'w,] vy KBn[T'w,], por lo que no comparten
relaciones, y por ende, no puede transformarse en ;,1614171. Concluimos que si t; = 1 se tiene
que r; = 0, y por lo tanto, w = y.

—1 se sigue un razonamiento analogo el del apartado anterior, donde se
1

= Para terminar, si t; =
obtiene que r; = 0, por lo que w =y~

En resumen, w € {1, 2,771, y,571}. Veamos que para que se tenga la relacién que hemos supuesto
es necesario que m = 1. Supongamos que m = 2, entonces

1, -1, —1 _
L = wijwjrwijw;, w;; w, =

_ ST §t1 g2 sto g1 gt r1 gt1 sT2 gto c—1a —T1 —tz T2 tl —ri§—t2 —71 _
= ijéjiéijéji(sjk(;kjé 5 (5”5]1(2] 512 kj 5]k 5 53 (5 5 5 5 oy, 5]k 5
~—— " ~~
Z4 X1 Z

=71 X12.

Como antes, Z; y Zs son irreducibles y Xy € KB, [I'w,].- Ademads, razonando de forma similar
sabemos que to € {—1,0,1}. Si 5 # 0, entonces se ha de tener que Zﬁ;? = 22_15;2], pero esto es
imposible, puesto que Z; es irreducible y d;; no comparte relaciones con Z;, por lo que no podemos

transformarlo en Z; 16,2";-. Se deduce que t; = 0. Sustituyendo to = 0 en la expresion anterior
obtenemos
T1 t1 T2 ST1 T2 ST1 St1 T2 T2 —tl —T185T2 751 —T1$—T2 —t1 T
1—5 05104 ]k§ 000;7053 0,702 04105710, 0,,5 0, 020, 0 = Zs XoZy.
—\,—_/
Zs3 X2 Zy

Razonando de la misma manera se obtiene que ry = 0, por lo que llegamos a una expresién donde
m = 1. Supongamos la hipotesis de induccién hasta un cierto m — 1. Entonces reemplazando
obtenemos

— anyanaps Lo~ Loy =1
1—www]kw”wjk W W =

o1t g

ij “jt

15T tm "mg —ls-ti§-ri5—tm rm
i 0k 050 05 ™Gy 05 045 0y gjkfs

§T7n §t7n

Gij (%]

1 t1 Tm tm T'm
= 0;70519ij0;1"0; 5k]gjk ]k(;

—r1
Jk

T m

5 tm g] . 5

Tomemos

Zy = 87184 gy 6 8y 0T 01 g6 O 5”52 gijorm

1] )
1 t1 1 tm 71 —t1 ¢—71
gt on gL,

Zy = P O Il

_ Stm §—ty
y leéj;" kjn'

Entonces 1 = Z;X17Z;5. Usando esta descomposiciéon y razonando como en el parrafo anterior se
deduce que t,, = 0, y repitiendo este proceso una vez sustituido t,, = 0 se obtiene que r,, = 0. Se
obtiene asi una palabra con indices hasta m — 1. Por hipotesis de induccién, se tiene que m = 1.
En conclusién, w e {1,z, 271 y,y~1}.

O

2yn=m. Seay: VB, — VB,

Teorema 2.3.5 (Teorema 2.3 [4]). Sean n.m € N tal que n =

5, m =

un homomorfismo. Entonces, salvo conjugacion se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. Y es abeliano.

2. n

myye{tong,Lomp}.

3. n

m=6ywef{tovgong,Lovgomp}.
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4' n=my w € {idVBn7C17<23C1 OCQ}'
donde (1 y (2 son los homomorfismos definidos por
Ci(oi) = TioiTi, G(mi) = 7, Caooi) =07 y o Cmn)=m
para todo i€ {1,...,n —1}.

Demostracion. En las condiciones del enunciado sea ¢ : V B,, — V B,,, un homomorfismo. Consideremos
el homomorfismo ¢ o v : &,, —> V B,,,. Gracias al Teorema [2.3.3] sabemos que, salvo conjugacion, o 1 o ¢
es abeliano,on=my Yot =r,on=m=6yYor=10uv.

= Supongamos que ¥ o ¢ es abeliano. Gracias al Lema sabemos que VB =~ 7 x Z/27, por
lo que Im(¢ 0 ¢) < Z x Z/2Z. Sea 51 = (¢ o 1)(s1) = (71). Por la abelianidad de % o ¢ y de

la relacion s;$;418; = Si+18:8;+1 para todo ¢ € {1,...,n — 2} se deduce que 1 = ¥(7;) para
todo i € {1,...,n — 1}. Sea B2 = (01). Usando la relacion 7;7;410; = 0;117:7i+1 para todo
i€{l,...,n — 2} se tiene que

V() (Tise1)p(03) = Bip(03) = (051 (1) h(Tix1) = ¥ (0i41) 55 -
Por ser 3; la imagen de s; se tiene que 3% = 1, por lo que v(0;) = 32 para todo i € {1,...,n — 1}.

Ahora, de la relacién 1103 = 0371 se obtiene que $182 = (8281. Se deduce que ¥ es abeliano.

= Supongamos que n =m y ¢ ot = ¢. Notemos que para todo i € {1,...,n — 1} se tiene que
(Vou)(si) =v(m) = u(s;) = 7.

Debido a que VB, ~ KB, x &, sabemos que para cada i € {1,...,n — 1} existen o; € KB,, y
w; € &, tal que ¥(o;) = a;e(w;). Notemos que para todo i € {3,...,n — 1} se tiene que

siwy = (M oY) (1y01) = (M 0 ) (o1Ts) = wiss,

por lo que w; es un elemento del centralizador de {s3,...,8,—1)s, , €l cual comprobamos que era
{1, 51} en la prueba del Teorema [2.3.2

e Supongamos que w; = Sy, esto es, ¥(o1) = ay7. Notemos que para cada k € {3,...,n — 1} se
tiene que
a1y = Y(o171) = Y(TR01) = TRO T
Debido a que 117, = 771, multiplicando a la derecha por 71 se obtiene que a7, = Trayg, 0
lo que es lo mismo, 7,17 = a1, por lo que si(ay) = ;. Haciendo uso del Corolario m
sabemos que ay € KBy[I'y, | donde Uy, = {0;; € S 1 i,j ¢ {k,k + 1}}. Debido a que esto es
cierto para todo k € {3,...,n — 1} y puesto que

ﬂ Uy = {012,021},

3<k<n—1

haciendo uso del Teorema de Van der Lek (Teorema [1.3.1]) se tiene que oy € K By[I'(5,,.5,.3],
el cual es un grupo libre de rango 2. Sea Fj el grupo libre de rango 2 generado por z,y y
consideremos @1 : Fy —> K By[I'(5,,.5,,3] dado por pi2(z) = d12 ¥ @12(y) = d21. Siguiendo
la. notacién del Lema dado w € F,, denotemos wis := @i2(w). Entonces, debido a
que KB, [F{612,521}] es un grupo libre de rango 2 existe un tnico elemento w € F5 tal que
a1 = wio. Notemos que tenemos la relacion 77109 = 7901 en K B,,, o de forma equivalente,
09 = T1Te01T2T1, POr lo que

P(o2) = (1) (1) (1) (T2)Y(T1) = TiT2(01)T2T1 = TIT2Q1 TIT2TI.

Debido a que a; = w12 y a que 717971 = ToT1 T2 Se tiene que

¢(02) = T1T2W127T2T1T2 = (8182)(11)12)7'2.
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Debido a que w1y esta definido por los elementos 012 y Jo1 se tiene que (s182)(wi2) = was.
Obtenemos que ¥ (o2) = wo3Te. Haciendo uso de la relacion o10901 = 020109 se tiene que

¢(01)¢(02)¢(01) = W12T1W23T2W127T1 = ¢(02)¢(01)¢(02) = W23T2W12T1W23T2-
Trabajemos la parte izquierda la igualdad. Notemos que
W12T1W23T2W127T1 = W12T1W23T1T1T2W12T2T27T1 -
Como 7971 = 717971 T2 obtenemos
W12 T W3 TI TI T2W12T2TI T2T1 T2 = Wi251(W23)(5152) (W12)T2T1 T2 = W12W13W23TaT1Ta-
Realicemos un tratamiento similar en la parte derecha de la igualdad:
W23T2W12T1IW23T2 = W23T2W12T2T2T1W23T1T1T2-
Debido a que 779 = 79T 7971 Se tiene que
W23 ToaW12T2T2T1W23T1T2T1T2T1 = W2352 (wlz)(8281)(w23)7'17'27'1 = W23W13W127T17271-

Multiplicando ambas expresiones por 7727 a la derecha y debido a que Ty 7o = 72779,
obtenemos la igualdad
W12W13W23 = W23W13W12.

Gracias al Lema [2.3.13| sabemos que el tnico elemento de F5 que satisface las propiedades
anteriores es w = 1, por lo que oy = 1, y por ende, (1) = 7. Veamos que 9(o;) = 7; por

induccion en 4. Para todo ¢ € {1,...,n — 2} se tiene que 041 = T;T;110;Ti+17;- El caso i = 1
esté probado. Supongamoslo cierto hasta un cierto ¢, entonces, por la relaciéon anterior sabemos
que

Y(oir1) = V(1) (Tig1)(0)V(Tip1)V(Ts) = TiTig 1 TiTig1Ts = Tig1-
Por lo tanto ¥ = tomp.

e Supongamos que wy = 1, esto es, ¥(01) = «;. Notemos que para cada k € {3,...,n — 1} se
tiene que
a7k = YP(017k) = P(Tko1) = TRC01,
por lo que si(a1) = «1. Siguiendo paso a paso el razonamiento del apartado anterior obtenemos

que a; € KBy[ls,,.6,3] Sea w € Fy el tnico elemento tal que a; = wiz. De la relacion
02 = T1T201T2T1 obtenemos

1/)(02) = 7/1(71)1/)(7'2)1/1(01)1/1(72)7#(71) = 71721/1(01)7'27'1 = T1T2W12T2T1 = (5152)(w12) = Wa3.

Ahora, como 010201 = 030105 se tiene que

P(o1)Y(o2)Y(01) = wiawaswiz = P (02)Y(01)Y(02) = wazwi2was.

Gracias al Lema [2.3.13] sabemos que los tnicos elementos de Fy que cumplen la igualdad
anterior son 1, 2, 71, y o y~!. Ademas, como vimos antes se tiene que 1(0;) = W; j+1 para
todoie{l,...,n—1}.

o Siw =1, entonces ¥(o;) =1y ¥(1;) = 74, por lo que ¥ = 1o 7.
o Si w = x, entonces ¢(o;) = 0; y ¥(7) = 74, por lo que ¢ =idyp, .
o Siw =z, entonces (o) = o; 'y ¢(r;) = 7, por lo que ¢ = (.

)
o Siw =y se tiene que ¥(0;) = 1,07 y ¥(7;) = 74, por lo que ¥ = (3.

o Siw =y~! se tiene que ¥(0;) = 707 ' y () = 7, por lo que ¥ = (; 0 Ca.
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= Para concluir, supongamos que n =m =6y o1 = 1o vg. Paracada i€ {1,...,5} sea u; = v5(s;)
y Bi = t(u;). Notemos que

(Y ou)(si) = () = (Loves)(si) = Bi

para todo i € {1,...,5}. Sabemos que para cada i € {1,...,5} existen o; € KBg y w; € G4 tal que
Y(0;) = ajt(w;). Tomemos i € {3,4,5}, entonces

wwy = (mx o) (1io1) = (mx 0 V) (0173) = Wi,

por lo que wy es un elemento del centralizador de (ug, u4, us ). Debido a que vg es un automorfismo
y que ug, ug y us son las imagenes por vg de s3, 84y S5, se tiene que el centralizador de (us, uy, us)e,
sera isomorfo al centralizador de (s3, s4, $5)s,, del cual sabemos que sus elementos son {1, s},
como vimos con anterioridad. Por lo tanto, el centralizador de (us, u4, us)s, estara formado por los
elementos {1,v5(s1)} = {1, u1}.

Por otro lado, sabemos que para todo i € {3,4,5} se tiene que
art(wy)fi = P(o17) = P(rio1) = Biare(wr)

¥ que
t(wr)Bi = v(wiug) = t(ujwr) = Bie(wr).

Por lo tanto, multiplicando por (:(w1))~! a la derecha de la igualdad, obtenemos a18; = B;aq, o
lo que es lo mismo, ﬁial,é’;l = ay. Como B; = t(u;) se tiene que u;(c1) = ;. Haciendo uso del
Lema se tiene que a; = 1. En resumen, ¢(oy) sera igual a 51 si wy = u3 oa lsiw; = 1.
Ademas, gracias a la relacion o;11 = 7;7;410;Ti+17; se sigue que ¥(o;) = 5; si wy = uy 0 Y(o;) =1
si wy = 1, para todo i € {1,2,3,4}. En caso de que w; = 1, entonces ¥(o;) = 1y ¥(r;) = B;, por
lo que ¥ = towvgomk. Si wy = ug se tiene que ¥(o;) = f; = (tovg)(si) v ¥(r) = Bi, por lo que
P =t10ovgoTp.

O

2.3.5. El caso de VB,

En las secciones anteriores hemos estudiado la clasificacion de los homomorfismos entre VB,, y &,, donde
el grupo de partida siempre cumple que n > 5, pues asi son los resultados que se dan en el articulo [4]. En
esta seccion completaremos los resultados de este articulo dando los resultados anteriores para V Bs, esto
es, clasificaremos los homomorfismos de G5 a V By, de V By a S5 y de V By en si mismo. Los casos de V Bs
y V By resultan bastante mas complejos, y a fecha de publicacion de este trabajo, seguimos trabajando
en ello.

Comencemos con el estudio de los homomorfismos entre V By y &5. Podemos apreciar que

VBy ={oy,7 | i) = Z*Z/2Z.

por lo que es evidente que hay exactamente cuatro homomorfismos de V By a Gs, a saber:

1: VB, — &, T: VBy — 6y
o — 1 ) o1 > S1
T1 [— 1 T1 > 1
TK : VBQ I 62 Tp VBQ I 62

oo — 1 oy, s

pues estas son las tnicas posibles imagenes para los generadores de V Bs.

Teorema 2.3.6. Sea ¢ : Gy —> V By, entonces, salvo conjugacion, ¢ = 1 o ¢ = 1, donde 1 denota la
aplicacion trivial.
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Demostracion. Sea ¢ : Go —> V Bsy. Entonces mg oy : G3 —> G4, y como solo existen dos endomorfismos
de G4 se tiene que g o =1 0 Tk 0 p = idg,. Por otro lado, como V By = K By x G2, podemos tomar
©(s1) = ar(w) con a € KBy y w € Ga.

Si g o = 1, entonces

L= (mx 0 p)(s1) = T (av(w)) = (1x © 1) (w) = w,

por lo que ¢(s;) = a. Ahora, s2 = 1, por lo que o? = 1. Gracias al Lema sabemos que K BJ'| es
libre de torsién, de donde se obtiene que o = 1. Concluimos que ¢ = 1.

Supongamos que Tx © ¢ = idg,. Entonces, usando la notaciéon anterior se tiene que w = s1, y por lo
tanto ¢(s1) = au(s1) = ar;. De nuevo, puesto que s3 = 1 se tiene que arjar = 1, esto es, s1(a) = a1

Por el Lema sabemos que existe un & € K By tal que a = a(s1(a))~! = ana~17. Por lo tanto
p(s1) =an = ana ! = (kg ot)(s1).
Concluimos que ¢ es un homomorfismo conjugado de ¢. O

Corolario 2.3.2. Todo subgrupo de V By de orden 2 es conjugado de So por elementos de KBy, donde
identificamos &g con su imagen por v en V Bs.

Demostracion. Se deduce de forma directa a partir del Teorema [2:3.6] O
Teorema 2.3.7. Sea iy : V By —> V By, entonces, salvo conjugacion, se tienen los siguientes casos:
= 1) es abeliano.

= (1) =711 yP(o1) € VB\{1, 71}

= Si v es automorfismo, entonces i € {idyp,, (1, (2,1 © (2}, donde
Ci(o1) = o171, Gi(m) =71, (a(o1) = o7 y  G(n)=rm.

Demostracion. Sea v : V By —> V By. Gracias al Corolariosabemos que (1) = gr1g~! para algiin
g € KBy, puesto que su imagen serd un subgrupo de orden 2 de V By. Debido a que trabajamos salvo
conjugacion, podemos asumir sin pérdida de generalidad que ¥(71) = 71 en lo que sigue. Podemos apreciar
que, puesto que o1 y 71 no tienen relaciones entre si, la imagen de o puede ser cualquier elemento de
V Bs.

Veamos que ¢ es abeliano si y solo si ¢(01) € {1,71}. Sea ¥(01) = ¢ para algtn g € V By tal que
g1 = T19g. Sea g = aw(w) con o € KBy y w € G5. Supongamos que w = 1, entonces g = o € K Ba. Como
gT1 = T1g se tiene que s1(g) = g. Del Teorema [2.2.1] observamos que

KB, = <6127621 | >% Z*Za

y como s1(012) = d91, S1(d21) = 012 y s1 tiene orden dos, haciendo uso del Lema deducimos que
g = 1. Supongamos ahora que w = s1, entonces g = a7y, por lo tanto, como gr; = Tg, se obtiene de
nuevo que o = 1y, = s1(a). Repitiendo el razonamiento anterior se deduce que o = 1, y por ende, se
obtiene que g = 71. Concluimos que 1 seré abeliano si y solo si ¥(o1) € {1,71}.

Pasemos a comprobar que (; y (2 son automorfismos. Notemos que ¢ = (3 = idyp,, por lo que
ambos homomorfismos son inyectivos. Por otro lado, notemos que (;(o171) = 01 y o1(m1) = 71, por lo
que los generadores de V By estan la imagen de (;, y por ende, (7 es sobreyectiva. De la misma forma,
(o (afl) = 01y (2(11) = 71, de donde se obtiene que (5 también es sobreyectiva. Al ser inyectivas y
sobreyectivas, concluimos que (; y {2 son automorfismos. Ahora, puede comprobarse que si ¢ es un
automorfismo que resulte de alguna composicion de (i y (o, se tiene que ¥(11) = 71 y ¥(01) = 71 072
donde e1,e2 € {0,1} y n € {£1}.

"De hecho, como conocemos la presentacién de K Ba, se observa que KBy >~ Z % Z.
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Veamos que si 1; es un automorfismo, entonces ha de ser de la forma anterior. Por la discusiéon al
comienzo de la prueba sabemos que 15(71) = 71, pues trabajamos salvo conjugacion. Supongamos que
la imagen de o1 por 1Z no es de la forma ;0] 72, entonces podemos asumir que 1;(01) = ojwoy 0
J(ol) = ojwoy ! donde w es un elemento de V Bs no trivial que contiene algin 71. En efecto, en caso de
no ser asi, podemos ir componiendo por (; o (3 hasta conseguir una expresiéon de esta forma. Entonces
o1 ¢ Im (1;) en cualquiera de los dos casos, puesto que o1 y 71 no tienen relaciones entre ellos. Concluimos
que si 1 es automorfismo, salvo conjugacion, resulta de la composicion de ¢; y (3. Por tltimo, veamos
que ¢; 0y = (2 0(;. Podemos apreciar que (¢; 0¢2)(01) = 1107 v que ((0¢1)(01) = o7 b1, por lo tanto
(10C2 =K, 0C20(1,y puesto que son conjugados pertenecen a la misma clase. O

2.3.6. Consecuencias

En uso de la clasificacion de los homomorfismos ente los grupos de trenzas virtuales, probaremos algunas
de las propiedades de estos.

Definiciéon (Grupo hopfiano y co-hopfiano). Sea G un grupo.

= Diremos que G es hopfiano si todo homomorfismo ¥ : G — G que sea sobreyectivo es también
inyectivo.

= Diremos que G es co-hopfiano si todo homomorfismo 1 : G — G que sea inyectivo es también
sobreyectivo.

Proposicion 2.3.2 (Corolario 2.4 [4]). Sea n € N con n = 5. Entonces V By, es hopfiano y co-hopfiano.

Demostracion. Gracias al Teorema [2.3.5] sabemos que, salvo conjugacion, los tinicos homomorfismos so-
breyectivos de V B,, en si mismo son {idy g, , (1, (2, (1 © (2}. Ademaés, es sencillo comprobar que

¢ =0 =idyp, y (1oG = (20,

por lo que el conjunto {idy g, (1,(2,1 0 (2} es en realidad un subgrupo de Aut(V B,,) generado por (; y
(5. Debido a que estos elementos son automorfismo, son también inyectivos, por lo que V B,, es hopfiano.
Un razonamiento similar pero en sentido inverso prueba que V' B,, también es co-hopfiano. O

Gracias a la clasificacion de los homomorfismos de V' By podemos comprobar que, a diferencia de los
casos anteriores, este grupo no es co-hopfiano.

Proposicion 2.3.3. El grupo V By es hopfiano y no es co-hopfiano.

Demostracion. Veamos que V By es hopfiano. Gracias al Teorema [2.3.7] sabemos que los tinicos homomor-
fismos ¢ : V By —> V By que pueden ser sobreyectivos cumplen que ¢ (1) = 71 y ¥(01) € VBo\{1,71}.
Es maés, en la demostraciéon del Teorema [2.3.7 y en uso de la notacién de este teorema, se prueba que
si ¢ ¢ {idyp,, 1,2, (1 0 (o}, entonces o1 ¢ Im(¢)). Deducimos que v sera sobreyectivo si y solo si es
automorfismo, por lo que V By es hopfiano.

Veamos ahora que V' By no es co-hopfiano. Consideremos ¢ : V. By —> V By definido como ¢ (71) = 71
y ¥(o1) = o?. Comprobemos que 1 es inyectivo. Por reduccién al absurdo supongamos que no lo es,
entonces existe g € V Ba no trivial tal que ¥(g) = 1. Puesto que V By =~ Z % Z/27, podemos expresar g de
forma tnica como

_ €1 .M MNr €2
g=T 0] T 00T,

donde ny,...,n. € Z\{0} y €1,&2 € {£1}. Entonces
L=4(g) = ¢ (r{' 0" mi -0 7(%) = it 0" - oy

Puesto que o1 y 71 no tienen relaciones entre si, esto es absurdo. Concluimos que 1 es inyectivo. Ahora,
podemos apreciar que o1 ¢ Im(¢), por lo que ¥ no es sobreyectivo. Concluimos que V Bs no es co-
hopfiano. O
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También podemos deducir cual es el subgrupo de automorfismos externos para los grupos de trenzas
con n = 9.

Lema 2.3.14 (Lema 2.6 [4]). Sea n € N conn = 5. Entonces (1 ¢ Inn(V B,,).

Demostracion. Supongamos que (1 es un automorfismo interno, esto es, que existe un g € VB, tal que
(1 = kg, siendo Ky el homomorfismo de conjugacién por g. Notemos que g # 1, puesto que ¢; # idy g, .
Debido a que g € VB, existen a € KB, y w € &, tal que g = aw(w). Podemos apreciar que para todo
i€{l,...,n — 1} se tiene que (;(r;) = 7; por definicion, y por otro lado

si = 7i(1i) = (T 0 Q1) (i) = (7K © Kg)(Ti) = Tk (979~ ") = ws;w™,

puesto que 7i(g) = 7 (at(w)) = w, ya que « € KB,,. Por lo tanto, ws; = s;w, de donde se deduce que
w € Z(6,,). Haciendo uso de la Proposicion como n # 2 se tiene que Z(6,) = {1}, por lo que
w = 1. Deducimos que g = a € KB,,.

Podemos apreciar que dados i,j € {1,...,n} con ¢ < j, por definicion de (; se tiene que

C(0s5) = Q(TiTit1 Tj—20j-1Tj—2  +* Tip1Ti) = TiTip1++ Tj—2C1(05-1)Tj—2 *+ Tiy1Ts =

= TiTit1 Tj—2Tj—10-1Tj—1Tj—2 " Tix1Ti = Oji.

De forma analoga se tiene que (1(d;;) = d;5. Sea U;; := S\{d;5,0;:}, donde S es el conjunto de generadores
de KBy,. Tomemos U;; = Uij v {d;;} y U5 = Usj U {;:}. Entonces U, U]; = Sy Uj; n U, = Uiy
Haciendo uso del Lema se tiene que

KBn = KBn [I‘ul/]] *KB, [Fuq‘,j] KBn [Fuzlj]

Ademés, por lo anterior vemos que (1 (KB, [Ful{j]) = KB, [Fu£; |y (KB, [Fug’j ) = KB, [Fu;j]. Por lo
tanto, del Lema [2.3.3| se sigue que KBS < K B,[Ty,,]. Notemos que esto ha de ser cierto para todo
i,j€{l,...,n— 1} tal que ¢ < j. Debido a que

N ;=0

1<i<j<n—1
y en uso del Teorema de Van der Lek (Teorema [1.3.1)), se tiene que
1<i<j<n—1 1<i<j<n—1

Ahora, (1(g9) = kg4(g) = g, por lo que g € KBS = {1}, y por ende g = 1, lo cual es absurdo, puesto que
¢1 # idy g, . Concluimos que ¢; ¢ Inn(V B,,). O

Lema 2.3.15. Sea G un grupo y sea wqp, : G —> G el homomorfismo que envia cada generador a su
clase en el grupo abelianizado. Entonces, si p € Inn(G) se tiene que Tap © © = Tap-

Demostracion. Supongamos que ¢ € Inn(G), entonces existe un g € G tal que ¢ = k,, donde k4 es el
homomorfismo de conjugacién por g. Sea h € G, entonces

(Tab 0 ©)(h) = Tap (ghg_l) = Wab(g)ﬁab(hxﬂ'ab(g))_l = Wab(g)(ﬂab(g))_lﬂab(h) = map(h),

por lo que 7y 0 @ = Wap. O]

Proposicion 2.3.4 (Corolario 2.5 [4]). Sea n € N con n = 5. Entonces

Out(VBn) = <C1, <2>Aut(VBn) = Z/QZ X Z/QZ
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Demostracion. Primero notemos que en la demostracion de la Proposicion [2:3.2] se ha probado que
(C1,C2)Au(VB,) = Z/27 x Z/27. Por otro lado, gracias al Teorema sabemos que, salvo conjuga-
cion, los tnicos automorfismos de VB, son {idyp,,(1,¢1,¢1 © (2}, vy como consideramos los elementos
salvo conjugacion se tiene que

{C1,C2)Aaut(vB,) = Aut(V B,)/Inn(V B,) = Out(V B,).

Para comprobar que Out(V B,,) es, en efecto, (C1,(2)aut(vB,), N0s basta comprobar que sus elementos
no son automorfismos internos, salvo la identidad.

Gracias al Lema sabemos que ¢; ¢ Inn(V B,,). Supongamos que (3 es un automorfismo interno.
Entonces, haciendo uso del Lema sabemos que 7y 0 (o = Tap. Por el Lema sabemos que
VB2 ~ 7 x 7/2Z, donde Z esta generado por algtn o; y Z/2Z estd generado por algin 7; donde

i,7 € {l,...,n— 1} tales que |i — j| = 2. Sin pérdida de generalidad, consideremos i = 1 y j = 3, esto es,
VB® = (01,73 | 72,0173 = T301). Entonces m,;, estara definido como m.4(0;) = 01 ¥ 7ap(7i) = 73 donde
i€{l,...,n—1}. Por lo tanto, dado i € {1,....,n — 1} se ha de tener que

(Tap © C2)(07) = o7 ' = map(0;) = 01,

por lo que 02 = 1, lo cual es absurdo, puesto que o; no tiene orden positivo. Concluimos que ¢, no es un
automorfismo interno. Razonando de forma analoga, supongamos que (; o (2 es un automorfismo interno.
Notemos que

(G1oG)(oy) =07 7y y (C1oG)(n) =7
Por lo tanto, dado i € {1,....,n — 1} se ha de tener que
(Tap 0 C10C)(03) = 307 '3 = 07 ' = 7ap(0) = 01.

Llegamos al mismo absurdo anterior, por lo que (7 o(> no puede ser un automorfismo interior. Concluimos

que Out(V By,) = (1, C2)aut(VB,)- O
Proposicion 2.3.5. Se tiene que Out(V By) = Z/27 x Z./27..
Demostracion. Consecuencia directa del Teorema O

Notemos que en el caso de V By no podemos afirmar que los automorfismo externos estén generados
por los automorfismos (; y (o definidos en el Teorema A pesar de que estos automorfismos son
externos, lo cual puede verificarse gracias al Lema [2.3.15] se tiene que (3 o (s # (2 o (3, aunque ambos
pertenecen a la misma clase en Out(V Ba).

Para concluir este capitulo, veremos la relevancia de los subgrupos VP, v KB,,.

Definicién (Subgrupo caracteristico). Sea G un grupo y sea H < G un subgrupo. Diremos que H es un
subgrupo caracteristico de G si para todo ¢ € Aut(G) se tiene que p(H) = H.

Proposicién 2.3.6. Sean € N tal que n = 5. Entonces VP, y KB, son ambos subgrupos caracteristicos
de VB,.

Demostracion. Sea ¢ € Aut(V B,,). Si ¢ € Inn(V B,,), debido a que tanto K B,, como V P,, son normales
se tiene que V(K B,) = KB, y ¥(VP,) = VP,. Si ¢ ¢ Inn(VB,,) se tiene que ¢ € Out(V B,,), puesto
que Aut(VB,) = Inn(VB,) x Out(V B,,). Gracias la Proposicion sabemos que

Out(VB,) = {idyp,,, (1,2, (1 0 (2}

Entonces solo hemos de comprobar que estos automorfismos fijan V P,, y K B,,. El caso idy g, es evidente.
Ademas, si es cierto para (7 y para (2, entonces también lo es para (; o (2, por lo que basta probarlo para

Gy G-
Comencemos comprobandolo para K B,,. En la demostraciéon del Lema ya comprobamos que

¢1(6;5) = 6j; para todo 7,5 € {1,...,n — 1} tal que i # j. Por lo tanto, (1(KB,,) = KB, pues llevamos
generadores en generadores. Supongamos que i,j € {1,...,n — 1} tal que ¢ < j. Entonces

C2(0i5) = C(TiTig1 - Tj—20j1Tj—g -+ Tig1T) = TiTig1 - Tj—2C2(05-1)Tj—2 -+ Tip1 Ty =
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-1 -1
= TiTit1 " T5-205_1Tj—2" " Tit1Ti = (TiTig1 - "Tj—205-1Tj—2"* CTip1Ti) = 5,»3» .

De forma similar, (2(d;;) = (5;1. Por el mismo motivo, (o(KB,,) = KB,.
Pasemos a comprobarlo para V P,. En la Seccion 5 del [2] Valerij G. Bardakov y Paolo Bellingeri dan
una presentacion de V P,. Es este articulo se prueba que V P, esté generado por

Aijitl = Ti0)  Nigls = 04T, Nij = Tj—1Tj—2 " Tit1 Niit1Tit1 - Tj—2Tj—1,
)\ji =Tj—1Tj—2" " Tit1Ait1,iTit1 " Tj—2Tj—1,
donde i,je€{l,...n—1} yi<j. Seaie{l,...,n—1}. Entonces
Cl()\i,H—l) = Cl (Tiai) = TEUiTi = 0;T; = >\i+1,ia Cl()\i+1,i) = Cl (UiTi) = TiUz'Tiz =Ti0; = /\i,i+17

Co(Niiv1) = G (Ti0y) = oy b = (o) ™F = /\f+11,i7 GNiv1) = G (oim) = 07 '3 = (Tioy) ™ = )‘;z‘l+1~

Por lo que dados 7,5 € {1,...,n — 1} tal que 7 # j se tiene que (1(Nij) = Aji ¥y G2(Nij) = )\j_il. Debido a
que envia generadores en generadores se tiene que ¢ (VP,) = VP, y (2(VP,) = VP,. Concluimos que
V P, y KB, son subgrupos caracteristicos. O

Proposicion 2.3.7. Los subgrupos V Py y KBy no son subgrupos caracteristicos de V Bs.

Demostracion. Veamos que V P, no es un subgrupo caracteristico. Notemos que o171 € V P,, pues
np(o171) = s2 = 1. Sin embargo (;(0171) = 01 ¢ VP». Razonando de forma analoga, podemos com-
probar que o1 € KBy, pero (1(o1) = o171 ¢ KBs. O
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3 | Grupos de Artin virtuales

3.1. Grupos de Artin virtuales

Al igual que los grupos de Artin han sido histéricamente la generalizacion natural de los grupos de
trenzas, los grupos de Artin virtuales serdn una generalizacion de los grupos de trenzas virtuales. Esta
generalizacion, definida en 2021 por Paollo Bellingeri, Luis Paris y Anne-Laure Thiel en [5], pretende
imitar la accién que tienen los cruces virtuales sobre los cruces convencionales en los grupos de trenzas
virtuales, permitiendo extender varios de los resultados que se han obtenido para estos grupos a si
generalizacion. En la fecha en la que se esta escribiendo este trabajo, este es el anico articulo escrito sobre
estos grupos, por lo que se tiene poca aunque muy relevante informacién sobre estos.

En este capitulo definiremos y estudiaremos la estructura de estos grupos, observando la fuerte relacién
que tienen con los grupos de Coxeter y su relevancia en el estudio de los grupos de Artin.

Definiciéon (Grupos de Artin virtuales). Sea I" un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Consideremos
los conjuntos § = {05 : s€ S} y T = {75 : s € S}, los cuales seran biyectivos a S. Llamaremos grupo de
Artin virtual asociado a T, notado por V A[T'], al grupo generado por S L1 T y que tiene por relaciones:

= Prodg(oy, 04, mst) = Prodg(os, 01, ms;) para todo s, t € S tal que s # t y mg # 0.
= Prodg(7t,7s, mst) = Prodg(7s, 74, mst) para todo s,t € S tal que s # t y mgs # 0.
» 72 =1 para todo s€ S.

= Prodg(7s, ¢, mst — 1)os = 0,Prodg(7s, 7, mst — 1) para todo s,t € S tal que s #ty mg # ©, y
donde

e T = 5 simy es par.

e r =1 si mg es impar.

Hemos usado la notacion introducida en el Capitulo 1. Al igual que ocurre con los grupos de trenzas
virtuales, la primera relaciéon representa al grupo de Artin asociado a I', mientras que la segunda y la
tercera representa al grupo de Coxeter asociado a I'. También podemos definir dos proyecciones que seran
relevantes para el estudio de estos grupos.

Definiciéon (Grupo de Artin virtual kuro y puro). Sea I' un grafo de Coxeter sobre un conjunto S, y
sean VA[T'] y WIT'] el grupo de Artin virtual y el grupo de Coxeter asociado a I'. Consideremos los
homomorfismos

7k VAl — W[ mp: VAl — WII]
o — 1 , O —
TS > S 7—5 >

Llamaremos grupo de Artin virtual kuro asociado a I', notado por KV A[T'], a KVA[T'] := ker (7g).
Llamaremos grupo de Artin virtual puro asociado a I', notado por PV A[T'], a PVA[I'] := ker (7p).

Anaélogo al caso de los grupos de trenzas virtuales, estos subgrupos nos permiten descomponer los
grupos de Artin virtuales como un producto semidirecto.
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Proposicion 3.1.1. Proposicion 2.1, [3] Sea T un grafo de Cozeter sobre un conjunto S. Entonces
podemos descomponer VA[L'] como un producto semidirecto tal que

VAT = KVAT] x W[T] o  VA[l] = PVA[T] x W[T].

Demostracion. Consideremos vy : W[I'l — VA[I'] dada por tw(s) = 7, para todo s € S. Por la
definicién tanto de wx como de 7p se tiene que T oLy = TpoLy = idy [y, por lo que ty es una seccién
de ambos homomorfismos. Consideremos las siguientes sucesiones

{1} — = KVA[l] —= VA[I'] =~ W[I] {1},

{1} — = PVA[l'] — VA[I'] 2> W[I] {1},

donde i denota la inclusién en ambos casos. Por como se han definido los subgrupos KV A[T'] y PV A[T],
esta sucesion es exacta, y debido a que existe una seccion en cada caso, de la primera sucesiéon deducimos
que VA[T'] = KV A[T] x W[I'], mientras que de la segunda se obteiene que VA[I'] @ PVA[I'|xWI[l]. O

En uso de esta descomposicion, debido a que los grupos de Coxeter son bien conocidos, nos centra-
remos en estudiar los subgrupos KV A[T'] y PV A[T'] para poder estudiar el grupo V A[T']. Por poder
descomponerse en un producto semidirecto, en ambos casos tenemos una acciéon natural de W[I'] sobre
ambos subgrupos dada por la conjugacion. Esta acciéon serda de gran importancia, pues sera la clave para
comprender tanto los generadores como las relaciones de KVA[I'] y de PV A[T].

Recordemos de la Seccion [I.1] del Capitulo 1 que dado un grafo de Coxeter I' sobre un conjunto S
existe un espacio vectorial real V' generado por un conjunto abstracto IIg = {a; : s € S}, al que llamamos
raices simples, y sobre el cual se puede definir un producto escalar que hace que W[I'] se inyecte sobre
GL(V) mediante el homomorfismo ~ definido por

V(s)(v) = v = (v, as)as

para todo v € V' y s € S. Ademas, podiamos definir el sistema de raices ®[I'], que no es méas que el
conjunto formado por todas las posibles acciones de los elementos de WI'] sobre las raices simples.

Notemos que hemos definido dos acciones de W[I'], a saber, sobre los subgrupos kuro y puro del grupo
de Artin virtual asociado a I', actuando por conjugacion; y sobre el sistema de raices simples asociada a I"
mediante el homomorfismo ~. Para evitar confusion, denotaremos la accion de W[T'] sobre los elementos
de KV A[I'l y PV A[T'] por -, mientras que si este actia sobre el sistema de raices simples, denotaremos
la accién con paréntesis.

Lema 3.1.1. Sea T" un conjunto de Cozxeter sobre S. Consideremos £ : W[I'] — N u {0} la funcion
longitud sobre S. Entonces se tienen los siguientes resultados:

» Sea w e W[I'| ys,t €S cons # t tal que l(ws) = l(wt) = L(w) — 1. Entonces mg # 0 y
l (wProdR(t, s,mst)_l) = l(w) — mg.

= Sean s,t € S con s # t y tal que mg # 00. Entonces Prodg(s,t,ms — 1)(as) = ap, donde x = s si
Mgt €S par o x =1 St Mg €S impar.

Demostracion. Supongamos que dado w € W[I'] y s,t € S con s # t se tiene que £(ws) = £(wt) = £(w)—1.
Debido a que tanto s como ¢ reducen la longitud de w, existen @ € W[I'] y un cierto ¢ € N con ¢ < my;
tal que w = wProdgr(s,t,q) de forma que @ no termine ni en s ni en ¢t. Entonces

(w) = (W) + £(Prodg(s,t,q)).

Notemos que del hecho de que tanto con s como con t reduzca la longitud de la palabra se deduce de
forma directa que mg; # 00, pues en caso contrario o ws o wt aumentaria de longitud. Por otro lado
tenemos que f(ws) = ¢(wt) = £(w) — 1, por lo que

(W) 4+ ¢(Prodg(s,t,q)s) = (W) + £(Prodg(s,t,q)t) = £(W) + {(Prodg(s,t,q)) — 1.
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De forma equivalente
£(Prodg(s,t,q)s) = {(Prodg(s,t,q)t) = £(Prodg(s,t,q)) — 1,
por lo que ¢ = mg. Deducimos que
¢ (wProdg(s,t,ms)"")) = £(@) = (D) + £(Prodg(s,t,ms)) — (Prodg(s, t,my)) = L(w) — m.

Supongamos ahora s,t € S tal que s # t y mg # 0. Haciendo uso de las representaciones matriciales
dadas en la prueba del Teorema sabemos que si mg; es par, entonces Prodg(s,t, mg)(as) = —as,
mientras que si my; es impar se tiene que Prodg(s,t, ms)(as) = —au. Supongamos que mg; €s par,
entonces

Prodg(s,t,mst — 1)(as) = (sProdgr(s,t,mst)) (as) = —s(as) = as.

Por tltimo, si suponemos que mg; es impar obtenemos que
Prodg(s,t,mst — 1)(as) = (tProdg(s,t,mst)) (as) = —t(ar) = .
O

Lema 3.1.2 (Lema 2.2, [5]). Sea T’ un grafo de Coxeter sobre S. Consideremos u,v € W[I'| y s,t € S.
Si u(as) = v(ay) entonces u-os =v -0y en KVA[L] yu- (1505) = v - (1e0¢) en PV A[T].

Demostracion. Probaremos la igualdad u - 05 = v - 04, puesto que la otra relacién se deduce de forma
analoga. En las condiciones del enunciado podemos tomar v = 1, pues siempre podemos actuar por v—!
en ambos lados de la igualdad. Entonces, supongamos que u(as) = «4. Vamos a probar que u - o5 = oy
por induccion en la longitud de w. Si ¢(u) = 0, entonces u = 1, por lo que a; = a4, de donde se obtiene
que s = ¢, y por ende, o5 = 0;. Supongamos que es cierto para £(u) = 1 y que se cumple la hipotesis de
induccion. Como u(as) = ay, se tiene que usu™! = t, por lo que us = tu. Es més, debido a que ay tiene
coeficientes positivos, gracias al Teorema se tiene que £(us) = ¢(u) + 1.

Consideremos w = us = tu y tomemos x € S tal que ¢(uz) = ¢(u) — 1. Podemos apreciar que z # s,
puesto que £(ux) = ¢(u) — 1 por eleccion, mientras que £(us) = £(u) + 1. Ahora, notemos que

lws) =L(u) =Ll(w)—1 v Llwz)=~L0tur) =L(tu) —1=L(w)— 1.

Haciendo uso del primer apartado del Lema sabemos que mg,; # 0y que (W) = £(w) — ms, donde
@ = wProdg(s,z, M) !. Tomemos q = s si My, es par y ¢ = x si m,, es impar. Notemos que,

w = us = WProdg(s, z,ms; — 1)s,
por lo que u = WProdg(s,x, ms, — 1). Entonces
ay = ul(as) = (WProdg(s, x, msy — 1)))(as) = W(ay),

lo cual es cierto gracias al segundo apartado del Lema [3.1.1] Ahora

W) = l(w) —mygs < lw) —2 < l(w) — 1 = L(u),
por lo que gracias a la hipotesis de induccion se tiene que @ - o, = 0,. Por otro lado se tiene que

Prodgr(s,z,ms; — 1) - 05 = Prodg(7s, 7o, msx — 1)osProdr(7s, Tu, Mse — 1)71 =gy,

lo cual es cierto gracias a las relaciones en VA[I']. Por lo tanto

u-0s = WProdg(s,z,mys — 1) - 05 = W- 04 = 0y.

O

Este lema nos permite definir uno de los objetos que mayor relevancia tendra en este capitulo, pues
el resto de los resultados se basan en él. En concreto, el lema asegura la buena definicion de este.

47



Grupos de Artin virtuales Grupos de Artin virtuales

Definicion (Grafo gorrito asociado a un grafo de Coxeter). Sea I' un grafo de Coxeter sobre un conjunto

S, v sea ®[I'] el sistema de raices asociado a I'. Consideremos la matriz de Coxeter M = (M8,7) g yea(r]
definida como sigue:

» Mgz =1 para todo 8 € ®[T].

= Dados 3, € ®[I'] distintos, si existe w € W[I'] y s,t € S tal que 8 = w(as), v = w(ay) y mgs # 00,
tomamos Mg = ms;. En caso contrario, tomamos Mg, = 0.

Definimos el grafo gorrit asociado a I', notado por f‘, como el grafo de Coxeter asociado a M.
Proposicion 3.1.2. Sea I' un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Entonces T estd bien definido.

Demostracion. Para comprobar que la definicion es correcta basta ver que dados 8, € ®[I'] distintos,
mg,y no depende de la eleccion de w, s o de t. Sean w,w’ € W[I'] y s,¢,8',t' € S tal que mgy # 0,
Mmeyp # 0, B =w(as) =w(ay)y v=w(a:) = w(ay). Entonces

B,y = —2cos( T ) = —2cos< T )7
Mgt Mgy

por lo que mg = myy, puesto que estos coeficientes son positivos. Se tiene asi que la definiciéon es
correcta. O

Debido a que T es un grafo de Coxeter podemos definir tanto el grupo de Coxeter como el grupo de

Artin asociado a este grafo. Denotaremos por {gg 1B e @[F]} el conjunto generador estandar de A[f‘]

Teorema 3.1.1 (Teorema 2.3, [5]). Sea I' un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Para cada B € ®[T']
tomemos w e W[I'l y s€ S tal que B = w(as). Definimos dg = w - 5. Entonces la aplicacion

{05 :8c [T} — {55: Be DT}

definida como SB — 85 induce un isomorfismo ¢ : A[I'] — KV A[T].

Demostracion. La prueba consistird en varios pasos. Primero veremos que {dg : 8 € ®[I']} es un siste-
ma generador de KV A[T']. Acto seguido veremos que la aplicacion definida en el enunciado induce un
homomorfismo entre A[f] y KV A[I'], para concluir con que dicho homomorfismo es un isomorfismo.

Procedamos a comprobar que {dg : 5 € ®[I']} es un sistema generador de KV A[I']. Sea g € KV A[I'],
entonces existen wy, ..., w, € W[I'], s1,...,8, € Sy €1,...,6, € {1} tal que

g = ww(wo)oliw(wi) - oFiw (wp),

donde 1y es la seccién definida en la Proposicion [3.1.1] De hecho, esto es cierto para cualquier elemento
de VA[I']. Para cada i € {1,...,p} tomemos f; := (wown - - - wi—1)(s,) ¥ S€a W = wows - - - wp. Entonces

g = ww(wo)osttw (wr) - - 57 iw (wp) = tw (wo)os! (bw (wo)) ™ ew (wown ) - - - o 52w (wy) =
= 0z, tw (wowt) - ol ew (wp) = -+ = 05152 -+ 5;’;Lw(w).
Ahora, debido a que g € KV A[T'], por definicion se tiene que
1= mic(g) = muc (95105 -+ 030w (w) ) = (e o ew) (w) = w.

Podemos apreciar que 7 (d5,) = 1, puesto que es una conjugacion de oy,, €l cual estd en KV A[T].
Concluimos que w = 1 y por lo tanto g = 521 522 e 5;,2 Esto prueba que KV A[I'] es generado por el

conjunto {6 : B8 € O[I']}.

1El nombre de “grafo gorrito” ha sido puesto por mi, puesto que en el articulo este grafo no tiene nombre.
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Pasemos a probar que existe un homomorfismo ¢ : A[f‘] —> KV A[T'] tal que QO(SB) = {3 para todo
B € ®[T']. Tomemos 3,y € ®[I'] distintos tal que Mg, # 0. Entonces, por definicion, existe w e W[I'] y
s,t € S tal que w(as) = B, w(ow) = vy Mg,y = mg. Por lo tanto

Prodg(6,,d8,Mmg,) = Prodg (Lw(w)O's(Lw(’w))il, v (w) oy (e (w)) 7, mst) =

=y (w)Prodpg (05, ¢, mst) Ly (w) L.

Por las relaciones de V A[T'] sabemos que Prodg (o5, 0¢,mst) = Prodg (o, 05, mst), por lo que
tw (w)Prodg (05, 0, mst) tw (W) ™1 = 1y (w)Prodg (o4, 05, M) Ly (w) ™ = Prodg (83, 0y, Mg ~).

Concluimos que ¢ es un homomorfismo. Notemos que este es sobreyectivo, puesto que sabemos que los
elementos dg generan KV A[L'].
Pasemos a probar que es inyectivo, concluyendo que  es un isomorfismo. Consideremos la accion de

WT'] sobre {65 B ed[T ]} definida como w - 5@ = 6w(ﬁ) Esta accion se extiende a A[T], puesto que los
elementos sobre los que W [I'] actiia son un sistema generador de A[L']. Debido a que tenemos una accion
de WT] sobre A[T], podemos tomar el grupo G = A[I'] x W[I'] dado por la accién que acabamos de
definir. De la misma manera, podemos definir un homomorfismo @ : G — V A[I'] inducido por ¢ y por
tw . En efecto, sea w e W[I'| y 35 € A[f] Definimos @(w) = tw(w) y @(3@) = @(673). Para comprobar la
buena definicion nos basta ver que p(w - Sﬂ) = Lw(w)¢(gﬂ)(LW(w))_1. Notemos que w - 35 = gw(ﬁ), por
lo que

p(w - 85) = (P(gw(ﬁ)) = 0u(p) = tw (W) 8y (s (tw (W) ™" = bu(p) = Lw(w)%’(gw(ﬁ))(bw(w))_l-

Se tiene asi la buena definicion de @.

Definimos ahora la aplicacion ¢ : SuT — G, como ¢(os) = 5a5 y ¥(7s) = s para todo s € S, donde
S u T es el conjunto de generadores de VA[T']. Veamos que esta aplicacion induce un homomorfismo
¢ : VA[I'l — G. Para ello, basta comprobar que se cumplen las relaciones. Sean s,t € S distintos tal
que mg # 0. Entonces

PrOdR<w(0‘t)a ¢(Us), mst) PrOdR (6at ) gocé ) mab,at) =

- PrOdR (5 gvaatama a,) = PrOdR(w(o—s)aw(Jt)amst)~
También se tiene que
Prodg(¢(7), ¥ (7s), ms:) = Prodg (t,s,mst) = Prodg (s,t,mst) = Prodg (¢ (7s), ¥ (7¢), Mst).

Es evidente que (1(75))? = 52 = 1 para todo s € S. Nos queda por comprobar la relacién que mezcla los
o, con los 7¢. Sean s, t € S distintos tal que mg; # 0. Fijemos x = s si mg; es par y © = t si my es impar.
Tomemos w = Prodg(s,t,ms — 1) € W[T']. Sabemos gracias al Lema que w(as) = a,. Entonces

Prodgr(¢(7s), ¥ (7¢), mst — 1)(0s) = Prodg(s,t, mg — 1)3% = wg% = gw(as)w =

= ba, Prodg(s, t,ms — 1) = ¥(0,)Prod g (1 (7s), ¥ (7;), mer — 1).

Concluimos que ¢ induce un homomorfismo entre VA[I'] y G.
Veamos que 1) o @ = idg. Sea s € S. Entonces (¢ o $)(s) = 1(75) = s. Ahora, sea 8 € ®[T']. Tomemos
we W'y se S tal que § = w(as). Entonces

(0 3)(0p) = ¥(08) = Y(u(ar) = ¥(ew (W)os (1w (w))™H) = wdo,w™" =

Debido a que S u {gg :Be @[F]} genera a GG por construccion, se tiene que 1 o @ = idg. Notemos que
esto implica que @ es inyectiva, y por ser este homomorfismo una extension de ¢, se deduce que ¢ es
inyectiva. En resumen, ¢ es inyectiva y sobreyectiva, por lo que es isomorfismo. O
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Este resultado prueba que KV A[I'] es un grupo de Artin. En lo que sigue identificaremos KV A[T']
con A[f‘] Sin embargo KV A[T'] # A[I'] salvo en el caso trivial, pues para cada vértice s de I" se tiene
que a; € O[I'] y puesto que s(as) = —a, se tiene que —a, € ®[T'], por lo que T contendra mas del doble
de vértices de los que tiene T'.

Aunque KV A[T'] no sea isomorfo a A[f], siguiendo el razonamiento anterior podemos observar que
I' puede inyectarse como grafo en f7 puesto que la orbita de la identidad de W[I'] es isomorfo a I'. Esto
motiva el siguiente resultado.

Corolario 3.1.1 (Corolario 2.4, [5]). Sea ' un grafo de Cozeter sobre S. Entonces el homomorfismo
ta : A[T'] — VA[T'] definido como 14(s) = o5 es inyectivo.

Demostracion. Sea I un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Dado X < S denotaremos por I'x al
subgrafo maximal de I' que tenga a X por vértices. Gracias al Teorema de Van der Lek se tiene que el
homomorfismo vy : A[T'x] — A[I'] inducido por la inclusion es inyectivo.

Sea II = {as : s € S} el conjunto de las raices simples de I'. Notemos que la aplicacién S — II
definida como s — a; induce un isomorfismo entre I' y fn, y por el Teorema de Van der Lek, induce
también un isomorfismo entre A[I'] y A[I'rr]. Considerando la siguiente composicion de homomorfismos

A[l] —= A[lp] —2> A[['] —> KV A[l'] —— VA[T]

donde i es la inclusion canonica, se obtiene que A[I'] se inyecta en VA[I'] mediante ¢4, homomorfismo
que resulta de las composiciones anteriores. O

Pasemos a dar una presentacion de PV A[T']. Para ello definiremos la siguiente notacion. Consideremos
el conjunto abstracto {65 1B e @[F]}, que serd biyectivo a ®[I']. Tomemos 3,~ € ®[I'] distintos tal que

mg, # 0, y sea m = Mg # o para aliviar la notacion. Definimos las raices f1, ..., € @[I'] de la
siguiente tal que 1 = 3, y para todo k € {2,...,m} tomamos

By = Prodg (ry,75,k — 1) () sik es par,
F Prodg (rg, 74,k — 1) (8) sik es impar,

donde r4(v) := v—{v, ¢) q para todo ¢q,v € {8, v}, y donde abusamos de notacién denotando por producto
a la composicion de estos automorfismos. Una vez definidos los elementos i, sea

Z(’Ya B, mﬁ,v) = Cﬂm T Cﬁzcﬁu

elemento que entenderemos como una palabra sobre el conjunto {EB ;B e @[F]}.

Denotaremos por m[l"] al grupo generado por {Eﬁ 1B e @[F]} y que tiene por relaciones

Z(’%ﬁaﬁl,@,’y) = Z(ﬁar}/?ﬁl,@,"/)

para todo 3,v € ®[I'] distintos tal que Mg, # 0. Este grupo nos ayudara a dar una presentacion de
PV A[T].

Teorema 3.1.2 (Teorema 2.6, [5]). Sea T’ un grafo de Cozeter sobre un conjunto S. Para cada raiz
B € @[] seawe WIT] yseS tal que § = w(as). Definimos (g = w - (1505). Entonces la aplicacion
{6,3 : B e @[F]} — {(g : B € @[I']} definida como Eﬁ — (g induce un isomorfismo entre m[F] y el
grupo de Artin virtual puro PV A[T'].

Demostracion. Esta prueba sera similar a la prueba del Teorema La haremos también en tres pasos.
Primero, probaremos que el conjunto {(s : 8 € ®[I']} es un conjunto de generadores de PV A[T']. Acto se-

guido probaremos que la aplicacién del enunciado induce un homomorfismo, y por tltimo comprobaremos
que dicho homomorfismo es un isomorfismo.
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Procedemos a comprobar que {(g: 5 € ®[I']} es un conjunto de generadores de PV A[I']. Tomemos
g € PV A[T'], entonces existen wy, ..., w, € W[I'], s1,...,sp€ S yer,...,ep € {1} tal que

g= Lw(’LU()) (Tslasl)sl LW(wl) e (Tspo—sp)ap LW(wP)ﬂ

donde ¢ty es la seccion definida en la Proposicion De nuevo, cualquier elemento de VA[I'] puede
escribirse de esta forma. Para cada ¢ € {1,...,p} tomemos §; := (wo-- - wi—1)(as;) y w = wo- - Wp.
Entonces

g= LW(U’O) (7'51‘751)81 LW(w1> T (Tspasp)ep LW(wp) =

(o (wo)) Lo (wowy) - - - (TspUsp)ap ww (wp) =

= LW(U)O) (781081)
= (5low (wow) -+ (76, 04,) " 1w (wp) = -+ = (5! c G (w).

Como g € PV A[T'] se tiene que
1 =p(g) = mp (¢G5 (i (w)) = (mp o o) (w) = w,

por lo que w = 1. Obtenemos que g = Cei e C;i, y por la arbitrariedad de g deducimos que {(s : 8 € ®[I']}
es un conjunto de generadores de PV A[T'].

Veamos que la aplicacién definida en el enunciado induce un homomorfismo ¢ : m[F] «— PV A[T].
Sean f3,v € ®[I'] distintos tal que Mg, # c0. Entonces existe w € W[y] y s,t € S tal que § = w(as),
v =w(oy) y Mg~ = Mmg. Para aliviar la notacion sea m = mg = mg . Tomemos las raices fi,...,fm €
O[] tal que f; = B y para todo k € {2,...,m} sea

B, = Prodg (ry, 78,k — 1) (v) si k es par,
b Prodg (rg,my,k — 1) (B) si k es impar.

Entonces Z(v, 5,mga,) = &m e @31, pues es la definicién que dimos antes del comiendo de esta prueba.
Podemos apreciar que r5(ag) = (wsw™1)(ag) vy r4(ay) = (wtw™1)(ay) para todo g € S, pues B = w(a,)

y v =w(a).
Sea k € {1,...,m}. Si k es impar, entonces

B = Prodg (rg,r, k — 1) (8) = Prodg (wsw™ " wtw ™", k — 1) (w(a)) =

= (wProdg(s,t,k — 1)w™'w) (as) = (wProdg(s, t, k — 1)) (as).
Por lo tanto
s = ((wProdg(s,t,k —1)) - Ca, =
= 1ty (w)Prodg(7s, 74, k — 1) (1505 )Prod g (1s, 7, k — 1) " (e (w)) F =
=ty (w)Prod (7, 7s, k)osProd g (s, 7, k — 1) ™ (L (w)) L.

De forma anéloga, se prueba que si k es par se tiene que
s, = tw (w)Prodp(7s, ¢, k) Prod g (¢, 7o, k — 1)~ (e (w)) ™.

Por lo tanto

Z(v, B, ma~) =Ca, - Cpalpy = Lw(w)PTOdL(TS,Tt7m)PI‘OdR(Ut,O'S,m)(bw(’w))_l.

Siguiendo el mismo procedimiento con Z(3,v, Mg, ) se obtiene que

Z(ﬂayaﬁiﬁ,’y) = C'ym e g’yzC’n = LW(w)PrOdL(TS7Tt7m)PrOdR(Utaasam)(LW(w))il'

Concluimos que Z(f8,7,Mmga.) = Z(v, 5,Mga,~), por lo que ¢ es un homomorfismo.
Procedamos a comprobar que es un isomorfismo. Por la forma de ¢ sabemos que es sobreyectiva,
puesto que el conjunto {(s : 8 € ®[I']} genera a PV A[I']. Definimos la accién de W[I'] sobre el conjunto
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{Eﬁ :Pe @[F]} como w - Eﬁ = aﬂ(ﬁ). Esta accion se extiende a una accion de W[I'] sobre P/V\A[F]
Gracias a esta accién, podemos construir el grupo G = m[r] x WT']. Veamos que los homomorfismos
¢ : PVA[I'l — PVA[I'l c VA[I'] e vy : W[T'] — V A[I'] inducen un homomorfismo ¢ : G — VA[T'].
Notemos que basta verificar que ¢ (w . Elg) = 1w (w)go(gﬁ)(bw(w))_l para cualquier 8 € ®[I'] y w € W[T].
En efecto

o (w0-8) =0 (Cue) = Gutor = ow (@)alow (@)™ = (w)p (&) (e ()™

Consideremos la aplicacion ¢ : S U T — G definida como (o) = s(?as y ¥(1s) = s para todo
s € S. Veamos que 9 induce un homomorfismo ¢ : VA[['| — G. Sea s,t € S distintos tal que mg; # 0.
Entonces

PrOdR (w(Ts)v {lp(Tt)v mst) = PrOdR (87 t; mst) = PrOdR (tv S, mst) = PrOdR (w(Tt), 1/1(75)7 mst) .

De la misma forma 1/1(7'5)2 = 52 = 1 para todo s € S. Para las tltimas dos relaciones tomemos m = m;
¥ B1,- -, Bm € ®[I'] definidos como 1 = «a; y para todo k € {2,...,m} consideramos

By = Prodg(t,s,k —1)(at) sik es par,
¥ Prodg(s,t,k — 1)(as) sik es impar.

Entonces A R R
Prodr (w(os)a w(Ut% mst) = Sgast(:atSCas = PrOdR(t7 S, mst)(ﬂm T Cﬂ1 =
= Prodg(t,s,mst) Z (o, as, Ma, a,)-

De forma analoga se comprueba que
PrOdR W(Ut), w(o—s)a mst) = PrOdR(Sa t» mst)Z(asa g, mas,at )

Por la definicion de m[F] sabemos que Z(qy, s, Mo, 0,) = Z(0ts, @ty Moy a,), ¥ POr las relaciones de
WI'] se tiene que Prodg(s,t,ms;) = Prodg(t, s, mg), por lo que

Prodgr (w(at)v '(/)(O-s)a mst) = Prodgr (w(a-s)’ w(o't)v mst) .

Por ultimo, sea w = Prodg(t,s,ms ). Ademéas, tomemos x = s si my es par 0 x = t si mg es impar.
Entonces

PrOdR@/’(E)a Q;Z}(’rt)a Mgt — 1)¢(Us) = PrOdR(57t7mst - ]-)Sgas = wé\as =
= au(as)w = Ew(as)PrOdR(t; S, mst) = Ew(as)xPI'OdR(svtvmst - ]-) =
= xé_\(zw)(ozs)PrOdR(svtamst - 1) = ’(/)(O-a:)PrOdR(w(Ts)v w(Tt)7 Mgt — 1)

Aqui hemos usado el Lema[3.1.1] pues
(zw)(as) = Prodg(s,t,ms — 1)(as) = .

Concluimos que 1 induce un homomorfismo entre VA[T'] y G. Por tltimo, un calculo andlogo al de
la prueba del Teorema [3.1.1] muestra que ¥ o ¢ = idg. Por lo tanto, @ es inyectiva, y por ser este
homomorfismo una extension de ¢, se deduce que ¢ es inyectivo, y por ende, un isomorfismo. [

3.2. Trivialidad del centro

En esta seccion probaremos, como el titulo sugiere, que el centro de los grupos de Artin virtuales es trivial.
Este resultado tiene bastante relevancia, pues el calculo del centro para los grupos de Artin en general es
un problema abierto y, sin embargo, para su generalizacion virtual se ha podido calcular. Comencemos
dando algunos resultados sobre los grupos de Coxeter.
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Proposicion 3.2.1 (Lema 4.6.1, [10]). Sea T' un grafo de Coxeter sobre un congunto S. Entonces existe
un elemento wg € W[I'] tal que las siguientes condiciones con equivalentes:

» Para todo u e W[T] se tiene que £(wq) = £(u) + £(u~ wy).
» Para todo s € S se tiene que £(wg) > {(swy).

Es mds, este elemento wy existe si y solo si W[I'] es un grupo finito, y en caso de existir cumple las
stquientes propiedades:

= Wy es unico.

= wi=1.

L] U}()Swo =GS.

= Para todo s € S se tiene que wo(as) = —as.

Puede encontrarse la prueba de esta proposicion en la referencia adjunta.

Definicion. Palabra de mayor longitud en un grupo de Coxeter Sea I' un grafo de Coxeter sobre un
conjunto S. Si W[I'] es finito, llamaremos palabra de mayor longitud al tnico elemento que cumple las
propiedades de la Proposiciéon

Proposicion 3.2.2 (Teorema 2.3, [13]). SeaT' un grafo de Cozeter conexo sobre un conjunto S. Entonces:
» Si WIT'] es infinito se tiene que Z(WI']) = {1}.

w Si WIT'] es finito, sea wo € W[I'] la palabra de mayor longitud. Entonces Z(WI']) = {1,wo} si wy
es central o Z(WT']) = {1} en caso contrario.

De nuevo, puede encontrarse la prueba de este resultado en la referencia adjunta. Procedemos a probar
la trivialidad del centro. Para ello, el siguiente resultado sera esencial.

Teorema 3.2.1 (Teorema 3.3, [5]). Sea I' un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Consideremos el
W(I'] como subgrupo de VA[I'] mediante la inmersion vy : W[I'] — VA[T]. Entonces

Cvar (W) = Z(W[I),
donde Cy arr) (WI']) denota al centralizador de W[I'] en V A[T'].

Demostracion. En esta prueba, dado X < ®[I'] denotaremos por T x al subgrafo maximal de r que tiene
a X por vértices. Por el Teorema de Van der Lek sabemos que A[f x| es un subgrupo de A[f], y gracias
al Teorema sabemos que A[f] ~ KV A[T'], por lo que podemos identificar A[f x| como un subgrupo
de KV A[T'] generado por {ds : 8 € X} usando la notacion definida en el Teorema Es mas, de nuevo,
gracias al Teorema de Van der Lek, dada cualquier familia {X;}.cr tal que X; < ®[I'] se tiene que

N

iel

(Alx,] =~ A

iel

~ A [f\mid Xq:] .

Procedamos con la prueba. Lo probaremos por doble inclusion. Notemos que Z(W(I']) < Cy ary (W[T]),
pues si un elemento es central en W[I'] conmutara con los elementos en su imagen por cualquier ho-
momorfismo. Veamos la inclusion contraria. Sea g € Cy 4 (W[I']). Como VA[I'] = KV A[T'] x W]
existiran h € KVA[I'l y we W[I'] tal que g = hw. Como g es un elemento del centralizador de W[I'] en
VA[I'l y 7k (g) = w, w estard en el centro de WI'], por lo que h € Cy arry (W[T']).

Dado § € ®*[T'], consideremos X := ®[[\{-3}, X5 := ®[C|\{B} e Y5 = ®[T']|\{5, —3}. Podemos
apreciar que X; U X5 = @[]y XJ n X5 = Y, por lo que gracias al Lema sabemos que

KVA[T] ~ A[l'] = A[fX;] APy, AT, ].

8
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Recordemos que dado 8 € ®[I'] denotamos por rg al homomorfismo de espacios vectoriales dado por
rg(v) = v — (v, By . En particular, r3(8) = —f y rg(—8) = B. Por lo tanto, podemos apreciar que
T3 (Xg) =Xg,18 (Xg) = Xg y r8(Ys) = Y3. Debido a que podemos identificar r3 con un elemento w’
de W[TI'] y que h es un elemento del centralizador de W[I'] en V A[T'], se tiene que w’ y h conmutan, por
lo que w’ - h = h, pues W|I'] actia sobre V A[T'] por conjugacion. Haciendo uso del Lema sabemos
que h € A[T'y,]. Notemos que
N v:=a.
Be®@+(r]

por lo que haciendo uso del Teorema de Van der Lek se deduce que

he () Afl=A| [ Ys|=Al@]={1}.

Bed@*(T] Bed+(T]
Por lo tanto g = w € Z(W/[I']). Se concluye que Cy orr) (W[I']) = Z(W]I']). O
Corolario 3.2.1 (Corolario 3.4, [B]). Sea T' un grafo de Coxeter sobre un conjunto S. Entonces
Z(VA[T]) = {1}.

Demostracion. En las condiciones del enunciado sean I'y, ..., I"; las componentes conexas de I'. Por como
hemos definido las relaciones a partir de I se tiene que

VA[L] = VA ] x - x VA[TY],

por lo que
Z (VA[I']) = Z(VA[I'1]) x --- x Z(VA[T]).

Por lo tanto podemos estudiar el caso en el que I' es conexo sin pérdida de generalidad. Notemos que
Z(VA[T']) esta contenido en el centralizador de cualquier subconjunto de VA[I'], en concreto, esta
contenido en Cy arr) (W[I']). Haciendo uso del Teorema y de la Proposicién se tiene que
Z(VA[T]) = {1} si W[I'] es infinito o si es finito pero su palabra de maxima longitud no es central.
Supongamos que W[T'] es finito y que el elemento de méaxima longitud del grupo, que denotaremos
por wy, es central. Entonces Z(VA[T']) € {1, wp}. De nuevo, gracias a la Proposicion sabemos que
para todo s € S se tiene que wg(a) = —as. Por lo tanto wp - 04, = 0—q, # Oa,, donde observamos que
wo ¥ 0a, = 05 no conmutan. Concluimos que Z(VA[T']) = {1}. O

Lema 3.2.1 (Corolario 4.5, [16]). Sean G1, G2 y H tres grupos tal que G = Gy =g G2 es un producto
amalgamado. Entonces
Z(G) = Z(G1) n Z(G2) n H,

donde entendemos Gy y Go como subgrupos de G.

Demostracion. Procederemos por doble inclusion. Sea g € Z(G1) n Z(G2) n H y consideremos g € G.
Haciendo uso del Teorema sabemos que § = ¢1g2 - - - gnh donde si g; € G1\H entonces g;+1 € Go\H
y viceversa, y h € H. Debido a que g conmuta con los elementos de Gy y de Ga, y que G; n G2 = H por
ser un producto amalgamado, se tiene que gg = gg. Por lo tanto, g € Z(G).

Sea g € Z(G). Como consecuencia directa del Teorema se deduce que g € H, pues g ha de
conmutar con todo elemento de G;\H con i € {1,2}, lo cual ocurre si y solo si g € H. Ahora, debido a
que H es subgrupo de Gy y de G2, y que g € H conmuta con los elementos de ambos grupos, se tiene

que g € Z(G1) n Z(G2) n H. Concluimos que Z(G) = Z(G1) n Z(G2) n H. O
Corolario 3.2.2 (Proposicion 3.5, [5]). Sea I' un grafo de Cozeter sobre un conjunto S. Entonces

Z(KVA[L]) = {1}.
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Demostracion. Consideremos 3 € ®T[I']. Tomemos los conjuntos Xg = O[I'\{-8}, X5 = Q[['\{B} e
Y3 = ®[T'\{8, —8}. Podemos apreciar que Xg vXg =2y X5 n X =Yg, por lo que gracias al

Lema sabemos que R R R

KVA[T] = A[T'] = A[FX;] *Alfy,] A[Fxg]'
Haciendo uso del Lema se tiene que Z(KVA[l']) < A[fyﬁ]. Por lo tanto, por el Teorema de Van
der Lek se concluye que

Z(EVAr)c () Aryﬁ =4 ) rYB = Alg] = {1}.

[‘3€<1>+ Bed+[I
O

Notemos que este corolario es, quizas, el resultado de mayor peso de este capitulo. Recordemos que
el problema del calculo del centro para los grupos de Artin en general sigue abierto, pero acabamos
de mostrar que, dado un grafo de Coxeter cualquiera el grupo de Artin que resulta de su grafo gorrito
asociado tiene centro trivial.

En el articulo que hemos trabajado en este capitulo ([5]), se dan mas resultados sobre los grupos de
Artin virtuales los cuales tienen un gran peso en el estudio de los grupos de Artin. Entre estos, se ha
probado que dado un grafo de Coxeter I' de tipo esférico, entonces A[T ] satisface la conjetura K (m, 1
(Teorema 6.3, [5]), problema que sigue abierto para el caso de los grupos de Artin de tipo esférico. Tamblen
se ha probado si I es de tipo afin, entonces V A[I'] es virtualmente libre de torsién (Teorema 6.6, [5]), por
lo tanto, debido a que VA[T']/KVA[T'] =~ W[I] y que KVA[T'] =~ A[I'] se deduce que A[L] es libre de
torsion si I' es de tipo afin. Por altimo, si I' es de tipo esférico o afin, se resuelve el problema de la palabra
para VA[I'] (Teorema 5.1, [5]) a partir de la caracterizacion de los elementos de KV A[I']. Es cierto que
este tltimo no resuelve el problema de la palabra para A[f], al menos de forma directa, aunque quizas
sea un punto de partida para obtener dicho resultado.

2Puede encontrarse mas informacién sobre esta conjetura en [17].
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En esta seccion daremos la prueba completa del Teorema [I.1.2] Sera relevante mostrar la prueba de este,
dada la importancia que tiene a lo largo de este trabajo.

Teorema A.0.1 (Teorema, Seccion 5.4, [I4]). Sea S un conjunto numerable, I' un grafo de Coxeter sobre
S y W[ el grupo de Coxeter asociado a T'. Sea s € S y w e W[T']. Consideremos 3 € ®[I'] tal que

B =w(as) = Z Ar Oy

con A € R para todo r € S. Entonces
w {(ws) =L(w)+ 1 siy solo si A\ =0 para todor € S.
w l(ws) = Ll(w) —1 si y solo si Ay <0 para todo r € S.

Demostracion. Supongamos que £(ws) = £(w) + 1 para algin s € S y veamos que los anteriores A, = 0
para todo r € S. Procederemos por induccion sobre la longitud de w. Supongamos que ¢(w) = 0, entonces
w = 1, por lo que dado s € S, se tiene que {(ws) = £(s) =1 = l(w) + 1, y a su vez w(ws) = ag, por lo
que el resultado es cierto.

Supongamos que £(w) > 0. Consideremos s € S tal que £(ws) = ¢(w) — 1. Notemos que siempre
podemos encontrar dicho 3, pues basta considerar una expresion reducida de w escrita en elementos de
S y tomar § como el ultimo de estos elementos, lo cual cumple las hipdtesis, pues tiene orden 2. Por otro
lado, ¢(ws) = ¢(w) + 1 por hipotesis, por lo que s # 5. Sea X = {s,3} = S y consideremos el subgrupo
WT'x] de WI']. Tomemos

A={veW[ v 'we W['x]y £(v) + £ (v 'w) = L(w)}.
Notemos que w € A, puesto que wlw =1 W[l'x]y
O(w) + £ (w™lw) = f(w) + £ (1) = L(w).

Tomemos v € A tal que £(v) < £(a) para todo a € A, y definimos vy := v~1w € W[I'x]. Entonces se tiene
que w = vvx, y por construccion, £(w) = £(v) + {(vx). Por otro lado, podemos observar que ws € A,
w=3wlw=5eW[lx]y

puesto que (w3)
0 (w3) + ¢ ((wg)—l w) = f(w) — 1+ 6(3) = l(w) — 1+ 1 = f(w),

donde hemos usado que § tiene orden 2 por ser un elemento de S y que ¢ (ws) = ¢(w) — 1 por eleccion.
Ahora, por como hemos tomado v, se tiene que £(v) < £(ws) = f(w) — 1. La eleccion de v junto con los
elementos s y S seran la base para llevar a cabo a induccion.
Procedamos a comparar £(v) con £(vs). Supongamos que f(vs) < £(v), esto es, £(vs) = £(v) — 1.
Entonces
O(w) = £ (vs(vs)"'w) < €(vs) + £ ((vs) " 'w) = £(v) — 1+ £ (s w) .

Notemos que £(sv~tw) < (v~ w) + 1, pues £(s) = 1. Por lo tanto

f(w) < L(v) =1+ L w) + 1 =£(v) + v w) = £(w).
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Esto implica que las desigualdades anteriores han de ser igualdades, y por lo tanto se obtiene que ¢(w) =
14 (vs) + ﬁ((vs)*lw), por lo que vs € A, lo cual es absurdo, pues v lo hemos tomado de longitud minima,
y £(vs) < £(v). Entonces, se tiene que £(vs) > £(v), esto es, £(vs) = £(v) + 1. Haciendo uso de la hipotesis
de induccién, pues ¢(v) < £(w), si
U(as> = Z Moy Ol
reS

entonces p, = 0 para todo r € S. Repitiendo el mismo argumento anterior con el elemento $ se demuestra
que £(v3) = £(v) + 1, y, de nuevo, gracias a la hipotesis de induccion, si

'U(Ckg) = 2 57“047“7

res

entonces ¢, = 0 para todo r € S.
Recordemos que w = vvyx, por lo que resta probar que vx envia a as a una combinacién con coeficientes
no negativos. Notemos que f(vxs) = ¢(vx), pues en caso contrario tendriamos que

Uws) = € (vv " ws) < L(v) + € (v ws) = L(v) + £ (vxs) < L) + £ (vx) = L(w),

y esto es falso por hipotesis. Por lo tanto, cualquier forma reducida de vx en W[I'x] ha de terminar en
3, pues £(vxs) = {(vx) y los elementos de W[I'x] no son mas que productos alternados de s y .
Podemos discutir ahora qué ocurre con vx (as), lo cual solo dependeréa de my;.

= Simgz = 00, veamos por induccion en la longitud de g € W[I'x] que ¢(as) = acs+bazcona,b=0y
|a —b| = 1, si la expresion reducida de ¢ termina en 5. Recordemos que, en este caso, {as, az) = —2.
Consideremos ¢ en su forma reducida y supongamos que ¢(q) = 1. Por eleccion, se tiene que ¢
por lo que

-2
=53

)

q(as) = 3(as) = as + 2ag,

por lo que se verifica el resultado. Supongamoslo cierto para todo elemento terminado en 3 de
longitud menor o igual a n—1 y sea ¢ tal que ¢(g) = n. Sin es par, entonces ¢ = sh con £(h) = n—1.
Usando la hipotesis de induccion, obtenemos que h(as) = aas + baz con a,b = 0y |a —b| = 1. Por
lo tanto

q(as) = (sh) (as) = as (as) + bs(az) = a(as + 2az) + b (az + 2as) = (a + 2b)as + (2a + b)as.

Como a,b = 0, se tiene que a + 2b,2a+ b = 0, y ademas, |2a +b— (a+ 2b)| = |a —b| = 1, por lo que
se deduce el resultado. Ahora, como vx es un elemento de W[I'x]| cuya expresion reducida termina
en 3, se deduce que vx(ay) tiene todos sus coeficientes no negativos.

= Supongamos que mgz < 0. Como W[I'] acttia sobre V mediante aplicaciones lineales, la accion de
cada elemento del grupo queda representada mediante una matriz. Como nos interesan los elementos
de WT'x] y estos solo actiian sobre el subespacio vectorial de V' generado por {as, az}, podemos
representar las acciones de los elementos de W[I" x| como matrices 2 x 2 con coeficientes reales. Por
aliviar la notacion, sea m := m,z. Entonces, como

s(as) = —as,  s(az) = 2cos (%)as +az,  S(as) = as +2cos (%)a;, S(az) = —ag,

tomando coordenadas, vemos «s y ay como los vectores de la base canénica respectivamente, obte-
niendo asi las matrices

. <01 2cos1(£;)> ;3o (%OSl(m _01).

En lo que sigue de la prueba, abusaremos de notacion identificando los elementos de W[I'x] con
~\ T

su matriz asociada. Notemos que todo elemento de W[I' x| puede expresarse como (3)° (s5)", con
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n =0y e e {0,1}, por lo que nos interesaria saber cual es la expresion de las potencias de la matriz
s5. Por comodidad, sea
™ T
Cm 1= cos (—) + isin (—)
m m

3

= 3 =2 2
Cn=Cm Cn=Cm

(4 cos? (£) =1 —2cos (ﬂ)> C—Cm  Cm—Cm

2cos (Z) -1 B Cn=Ch -1

m7Cm

Notemos que

85 =

Es sencillo comprobar que esta matriz es diagonalizable, por lo que podemos expresar s5 = PDP™!,
donde D es una matriz diagonal y P es una matriz de paso. En este caso, obtendriamos las matrices

1 Cm
_ . _ L
_(Cm Gm _ (¢, 0 1| Snm Cro—Com
P_(l 1) P=% e yPe = T

Cm_gm Em_Cm

Por lo tanto, como
(s3)" = (PDP™)" = PD"P!,

y del hecho de que
—=2n
Dn — <<m (2) )
0 ¢

obtenemos que

Gotteart _ar-ar
Cm—Cm [
(s3)" =
[ Y S s
Cn—Com Con—Cm

Simplifiquemos estas expresiones. Para ello, podemos apreciar que todas las expresiones son cocien-
tes de una expresion ciclotémica. En el caso de tener un exponente impar, se tiene que

—2n+1 2n n—1 2n

¢ — 2+l 2k, o — —2n—k

m_om Nk =Y G D G ek
Cm = Gm k=0 k=0 k=n+1

Podemos simplificar esta expresion teniendo en cuenta que (,,(,, = |¢m|? = 1, siendo |Cm| €l modulo
de (n, v reindexando la segunda suma desde k = 0 hasta n — 1. Entonces

Z 2”k<k+Z<C2nk

Por ultimo, como sumamos desde k = 0 hasta k = n — 1, se tiene que 2n — k > k, por lo que

2n—k . p

conhek PR ok gk

Por lo tanto, podemos seguir reduciendo las expresiones de las sumas, puesto que la segunda suma
es la conjugada de la primera. Obtenemos asi que

2(n—k)

22"4'17 om+1  n—l k)
e = 3 (G v D)1= 3 (@) 41
m m k=0 k=1
= Qkﬂ')
=2 — | +1
1;1 COS ( m
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Simplifiquemos ahora las expresiones con exponentes pares. Siguiendo el razonamiento anterior,
obtenemos

=2n 2n— n—1 2n—1

G — (21 ik . —2n—1—k —2n—1—k
e 2< :Zcm Gt D Cn =
m m k=0 = k=n

:nz_llzf:_l Fek Z T cmm1k 2 ( 2(n—k)— Ly b 1) _
k=0 =0
S S ) e Y e (BT,

k=1
Ambas expresiones son sumas de cosenos, y podemos encontrar una expresion cerrada para estas,
puesto que podemos expresarlas como sumas geométricas. En efecto:

3 inx inz (’I’L+1)z . (TL&C
n inw . ing —inz cos sin (&t
ikz | _ we" =1\ intnz €2 —e 2\ ( 3 ) 5
Zcos (kx) (Ze ) —§R(e em—l> —§R<e 2 — — ) _ Sin(x) .

=1 e2 —e 2

Aqui hemos denotado por R(z) a la parte real de z. Ahora, usando la expresion trigonométrica

sin (a) — sin (8) = 2cos (“;5) sin <O‘;6>

podemos expresar

_sin (2%H2) —sin ()
o 2
Por lo tanto " . ontl — (2041
Z cos (kx) = sin (%5~2) —sin (3) - = (T:C) -
2sin (2) 2sin (£) 2

Pasemos a ver que tiene coeficientes positivos.

e Supongamos que m es par. Entonces la longitud maxima de una palabra en W[l x] sera de

m, puesto que (s3)" = 1, por lo que
(s3)% = (s5) % = (3s)7

Por lo tanto, cualquier w € W[I'x]| cumpliendo que ¢(ws) = £(w) + 1 ha de tener longitud
menor que m, y como en nuestro caso estamos considerando las potencias de s3, la mayor
potencia que cumple nuestras hipotesis sera %5 — 1. Consideremos n tal que 0 < n < 5 — 1.
Haciendo uso de la expresion matricial anterior, comprobar que (s3)" (a) tiene coeficientes
positivos es equivalente a comprobar si los elementos de la primera columna de la matriz son

positivos para 0 < n < %+ — 1. Entonces, por lo anterior sabemos que

=2n+1 2n+1 n s (o2n+l 27 sin (M)
Cm B wr;th -9 Z cos (Qkﬂ') 1= Sin (7”2 . 7::) . m .
k=1 m

Cn = Gm sin (7)  sin ()

2n+1
Como 0 <n < —1, entonces 1 <2n+1<m — 1, por lo que 0 < % < 7, y por ende,
ambos senos son positivos. Un razonamiento analogo se tiene en el caso restante.

Resta comprobar el caso 5 (s3)" con n < % — 2. Notemos que

(5(s3)") (as) = §(Asas + Azaz) = Asas + (2/\S cos (%) - )\g) a

Ya conocemos As y Az, v sabemos que son positivos. Ademés, como m > 2 sabemos que
cos (%) > 0. Una simple comparacion muestra que, si n < %5 — 2 se tiene el resultado.
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e En caso de ser m impar, todo lo anterior sigue siendo cierto, solo que la cota de n sera

hasta mT_l

En cualquier caso, vx () tendra todos sus coeficientes no negativos, y por lo tanto, w(a,) también.
Probemos la otra implicaciéon por reduccion al absurdo. Recordemos que dado s € Sy w € W(I],

consideramos
w(as) = Z Ar Oty

res

con A, € R para todo r € S. Supongamos que A, = 0 para todo r € S'y que £(ws) # £(w) + 1. Puesto que
£(s) = 1, necesariamente se tiene que £(ws) < £(w). Como al multiplicar por s a la derecha se reduce la
longitud de la palabra, existe una expresion reducida de w que tiene a s por letra final. Sea w € W]
una palabra reducida tal que w = ws y tomemos

w(as) = Z Xrozr

res

con Xr € R para todo r € S. Entonces

D Aray = w(as) = (@s)(as) = —@(as) = = Y, Ay,

res resS
Aqui hemos usado que s(as) = —a;. Por lo tanto A\, = —XT para todo r € S, y puesto que cada A\, = 0
por hipotesis, se tiene que X < 0. Por otro lado, podemos apreciar que ¢(Ws) = ¢(w) = £(W), puesto que
W es una subpalabra de w. Por lo tanto, {(@s) = ¢(w) + 1. Hemos encontrado un elemento @ € W[I'] tal
que {(ws) = £(w) + 1 de forma que los coeficientes de W(a;) son no positivos, y esto es absurdo por las
deducciones anteriores.

Sea ahora w € W[I'x] tal que £(ws) = £(w) — 1, entonces £((ws)s) = £(ws) + 1. Por lo anterior,
sabemos que (ws)(ay) tiene todos sus coeficientes no negativos, y como s(as) = —ay, se tiene que w(ay)
ha de tener todos sus coeficientes no positivos. Razonando de forma analoga en el sentido contrario y
puesto que todo elemento w € W[I'x] cumple que ¢(ws) = £(w) £ 1, hemos probado el resultado. O
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B | Grupos simétricos

En esta seccién probaremos algunos resultados sobre los grupos simétricos que se han usado en este
trabajo y que son bien conocidos, aunque no del todo obvios de probar. Daremos una presentacién de
estos grupos y veremos la estructura de sus grupos de automorfismos.

B.1. Presentaciéon de los grupos simétricos

Definiciéon (Grupo simétrico). Sea X un conjunto. Definimos el grupo simétrico sobre X, notado Sx,
como el grupo formado por todas las biyecciones de X en si mismo junto con la operacion de composiciéon
usual.

Proposicion B.1.1. Dado un conjunto X, Sx estd bien definido y tiene estructura de grupo.

Demostracion. Sean f,g € ©x dos biyecciones, entonces, tanto fog como go f son biyecciones, por lo que
fog,g0 f e &x. Es evidente que la aplicacion identidad idx € Sx y ademéas conmuta con cualquier otra
biyeccion. Por otro lado, por ser biyecciones, para todo f € Gx existe f~! tal que fof~! = f~lof =idy,
por lo que f~! € &x. Por tltimo, como la operacién es la composicién de aplicaciones, esta es asociativa.
Se deduce de lo anterior que & x estd bien definido y tiene estructura de grupo. O

Proposicion B.1.2. Sean X e Y dos conjuntos y sea f: X — Y una biyeccion. Entonces Gx =~ Gy .

Demostracion. Sea ¢ : & x —> Sy definido como p(g) = fogof~!. Notemos que por ser f una biyeccion,
 esta bien definido, y ademés es un homomorfismo de grupos, pues es una conjugaciéon. Veamos que es
© es un isomorfismo. Primero, veamos que es inyectiva. Sea g € ker (), entonces

plg) = fogo ' =idy.

Componiendo a la izquierda con f~! y a la derecha con f deducimos que g = idy. Por lo tanto ker (¢) =
{idy }, de donde se deduce que ¢ es inyectiva. Consideremos ahora h € Gy . Podemos apreciar que tomando
g=f"tohofe&x setiene que ¢(g) = h, por lo que ¢ es sobreyectiva, y por ende, isomorfismo. ]

En lo que sigue nos centraremos en los casos en los que X sea finito. Si | X| = n > 1, donde | X| denota
el cardinal de X; notaremos el grupo por &,,. Ademas, en el caso de que | X| = n, podemos considerar
X ={1,...,n}, lo cual no afecta al grupo gracias a la Proposiciéon

En lo que sigue, todo elemento de &,, sera escrito en forma de ciclos y usaremos la notacién multipli-
cativa por aliviar la notacion.

Lema B.1.1. Sea n €N y sea &,,. Consideremos s; = (i,i+ 1) € &,, para todo 1 <i < n — 1. Entonces
los elementos s; generan a &,,.

Demostracion. Partimos de que todo elemento g € G,, puede expresarse como g = cics - - - ¢, donde cada
¢k es un ciclo y de manera que ¢;¢; = ¢;jc; para todo dos a dos. Sea g un ciclo, entonces g = (a1, az, ..., a,).
Es sencillo comprobar que

g = (ala a2)(a23 a3) te (ar—Za ar—l)(ar—h ar)7
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pues solo hay que multiplicar. Vemos asi que todo elemento puede ser expresado como producto de
trasposiciones. Consideremos una trasposicion (i, j), entonces

(4,J) = 8iSiq1- " Sj—25j-15j—2 " Si+15-

Esto, de nuevo, es una simple comprobacién. Por lo tanto, todo elemento g € &,, puede expresarse a
partir de los elementos s;, y por ende, {si}?;f genera a G,,. O

Lema B.1.2. Sea n € N, entonces |&,| = nl.

Demostracion. Consideremos f € &,,, entonces f(1) tiene n posibles imagenes que puede tomar, esto es,
f() e {1,...,n}. Ahora, como f(2) # f(1) por ser una biyeccion, tiene n — 1 posibles imagenes que
tomar. Siguiendo el mismo razonamiento, dadas las imégenes hasta k — 1 < n, el elemento k va a tener
n — k + 1 posibles imagenes por f. Por lo tanto, la cantidad de biyecciones que se pueden crear seran:

|6,] = H(n—kJrl) = nl
k=1

Teorema B.1.1. Sea n € N, entonces
S, ~ <51, oy Sno1 | 82, (8isiv1)?, (8i84)% si|i —j| = 2 para todo 1 < i,j <n— 1>.

Demostracion. Procederemos por induccion en n. Si n = 1, solo hay una posible biyeccién, por lo que
G, = {id{l}} =~ {1}. Tomemos nuestro caso base con n = 2. Notemos que si n = 2, entonces solo podemos
obtener dos biyecciones, id(; 2 ¥ (1,2) = s1. Ademas 52 = idg; 93. En consecuencia, &, = Z/2Z, y por lo
tanto &9 = (s; | s7). Tomemos por hipétesis de induccion que el resultado es cierto hasta n, esto es, que

S, = <81, oSt | 82, (sisip1)?, (sisj)2 si|i—j|>2paratodol <i,j<n-— 1>,

y consideremos &,, 1. Sabemos que &, esta generado por {s1,...,s,} v, ademas, podemos apreciar
que s2 = idg1,. nt1}s SnSk = SkSn i |k —n| =2y 5,8, 150 = Sn_15n5,—1, 0 de forma analoga,

(Sn—15n)" = (sksn)® = s2 = id{1,_ni1}

si |k —n|=2.
Llamemos R, a las relaciones de la presentaciéon de &, que tenemos a partir de la hipotesis de
induccién, y consideremos

R:=R,u {si, (spn—150)3, (sksn)?si|k—n|= 2} )

Sea G := (s1,...8, | Ry y sea el homomorfismo de grupos ¢ : G — &,,41 definido como ¢(s;) = s; para
todo 1 < i < n. Debido a que las trasposiciones s; generan a &,,,1 el homomorfismo es sobreyectivo.
Veamos que es inyectivo. Notemos que por el Lema sabemos que |&,,41| = (n+ 1)! y por el Primer
Teorema de Isomorfia es Im(p) = G/ ker (¢) = S,,11. Asumamos que G es finito, entonces, haciendo uso
del Teorema de Lagrange se tiene que

Gl

()] = [Gnaf = (n+ 1) = o

por lo que para ver que ¢ es inyectiva nos basta comprobar que |G| = (n + 1)!.
. . n—1 .
Primero, sabemos que G tiene un subgrupo H =~ &, que es el generado por {s;};_;" por construccion.
Consideremos las clases laterales a la izquierda de G sobre H. Veamos que

G/H = {H,s,H, (sp_15,)H,...,(s1---s,)H}.
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Primero comprobemos que estas clases son distintas. Supongamos que existen dos elementos (sgSk+1 - - Sn)
y (818441 -+ s,) distintos que representan a la misma clase, entonces existe un h € H tal que

SkSk+1"""Sn = SpSp41 - Sph.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que k < r, pues en caso contrario solo multiplicamos por
h~! a la derecha. Ahora, podemos reescribir la igualdad como

(SnSn—1-"Sr4157) (SkSk41- " Sp—18n) = h.

Como h € H se tiene que ¢(h)(n + 1) = n + 1. Entonces, si vemos la imagen de esa igualdad por ¢ y
evaluamos como permutacion ¢(h) en (n + 1), podemos apreciar que

e(h)(n+1) = [(sn8n—1"""8r+15:) (SkSkt1* Sn—15,)] (n + 1) =

= [SnSn—1"""Sr+15-] (k) = k.

Esto ultimo se tiene porque k < r. Por lo tanto ¢(h) ¢ ¢(H), y por ser ¢ sobreyectiva, h ¢ H, lo cual
es absurdo. Por lo tanto, las cases son distintas. Veamos que, en efecto, no hay més clases. Para ello
veamos que todo elemento g € G,, o estd en H o puede escribirse como g = s,.5,41 - - - Sp,h para cierto
re{l,...,n} y un h € H. Vedmoslo de manera algoritmica. Supongamos que tenemos g € G tal que
g = Si, Siy -+ * Si,., entonces:

1. Si g € H hemos terminado.

2. En caso contrario, sea k = méx {q: ¢, = n}. Entonces, podemos escribir g = s;,8;, - -+ S5, Snha,
donde h; = s;,,, -8, € H por como se ha tomado k. Llamaremos bloque a s, y cadena a
8iySiy *** Sip_, - Por lo tanto

g 11 812 S’Lk_l S’I’L hl
Cadena Bloque

La idea sera ir comprobando el dltimo elemento de la cadena y e ir anadiendo lo que sea posible al
bloque de manera que quede en la forma deseada.

3. Consideremos el ultimo elemento de la cadena, esto es, s;, _,. Tenemos tres posibilidades:

a) Siig_1 = n, entonces s;,_,Sn, = 1, por lo que g se reduce. En este caso, volvemos al paso 1).
b) Siir—1 =n — 1, introducimos el elemento en el bloque y pasamos al paso 4).
¢) En caso contrario, por las relaciones de G, s;,_, conmuta con s,, por lo que tomamos el

elemento hy = s;,_,h1 y reescribimos g = s;, S, - - - 8i,_,5nh2. Una vez reescrito, volvemos al
paso 3).

4. Llegados a este punto, procedemos de forma iterativa hasta que no nos queden méas elementos en
la cadena. En el paso m, supongamos que tenemos por bloque s,.s,4+1 -+ 5s,. Entonces tenemos g
reescrito como

g = 8§, 8i5 """ 84, SrSr41° " Sn M.

~- ~-
Cadena Bloque

Consideremos el tltimo elemento de la cadena s, , entonces tenemos las siguientes posibilidades:

a) Si 4, = r, entonces reducimos tanto la cadena como el bloque y seguimos.
b) Siipy,

q con r+ 1 < q < n, entonces

=8qg—18¢Sq—1

8qSrSr41° ' Sn = SpSp41° " Sq—2 S¢Sq—1Sq Sq+1° "' Sn =

= SpSp+41 " 5¢—25¢—15¢Sq—1Sq+1 """ Sn = SrSr+1 " SnSq-1-

Definimos Ay, 41 = Sg—1hm y seguimos.
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¢) Siimy =r—1, anadimos s;,, al bloque y seguimos.

d) En caso contrario, s;, conmuta con el bloque, por lo que definimos h,,+1 = $;, hm ¥ Seguimos.

Notemos que el algoritmo es finito, pues g esta expresado con una cantidad finita de generadores, y se

obtiene como resultado una expresion de g tal que, 0o g€ H 0 g = S, - - - S, h para un cierto r € {1,...,n}
y he H.
Por lo tanto, todo elemento de H esta en una tunica clase de {H, s, H, (sp—15,)H,...,(s1---s,)H},

de donde se deduce que, en efecto, G/H = {H, s, H, (sn—18n)H, ..., (51 s,)H}. Ahora, debido a que
H es finito, al igual que las clases laterales a la izquierda, se deduce que G es finito. Usando el Teorema
de Lagrange, tenemos que |G| = [G : H]||H|, donde [G : H] indica el indice de H en G, y sabemos que
|[H| =n!y [G: H] = n+ 1, pues hemos calculado las clases laterales. Por lo tanto |G| = (n + 1)n! =
(n+1)!. Concluimos que ¢ es inyectiva, y por ende, isomorfismo. Se deduce asi que G es una presentacion
de &,,41- O

Cabe notar que en la anterior prueba se ha hecho un abuso de notacion, pues estamos representando
por s; de igual manera tanto a los generadores de G,, como a los generadores de la presentacion.

En caso que se desee, puede implementarse el algoritmo anterior en SageMath mediante el siguiente
codigo:

def Clase(L,N):
n = N-1
if (L.count(n) == 0):
return []
else:
s = len(L)-1
while (-1 < s):
if (L[s] == n):
break
else:
s = s-1
if (s == 0):
return [n]
else:
C (]
B [n]
for k in [0..s-1]:
C=C+ [Lk]]
while (0 < len(C)):
a = C[-1]
if (len(B) == 1):
if (a == n):
C.pop(-1)
Clase(C,n)
continue
if (a == n-1):
C.pop(-1)
B =[a] +B
continue
else:
C.pop(-1)

else:
if (a == B[0]):
C.pop(-1)
B.pop(0)
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36 continue

37 if (a+1 == B[0]):
5 C.pop(-1)

39 B = [a] +B
40 continue

4 else:

4 C.pop(-1)

43 return B

Este algoritmo toma como entrada una lista L, donde se introduciran los subindices i; en los que se ha
escrito g, y la segunda entrada indica en qué grupo simétrico estamos trabajando. Para mayor comodidad,
si tuviésemos una permutacion f, dejo el codigo para poder calcular la lista que requiere la el codigo
Clase. Este algoritmo tiene como entradas a una permutacion f y n indica en qué grupo simétrico estamos
trabajando; y devuelve una lista con los indices de los s; en los que se descompone f en orden.

w«| def Indices(f,n):

. L = [1..n]

46 P = []

47 X = L[O]

48 Q = []

49 S = X

o while (len(L) > 0):

51 if (f(s8) == x):

- if (len(Q) > 0):

53 L.pop(L.index(s))
54 Q = Q + [S]

55 P=P+ [Q]

56 Q= [1

5 if (len(L) > 0):
58 X = L[O]

59 S = X

60 else:

61 break

62 else:

63 L.pop(L.index(s))
64 Q = []

65 if (len(L) > 0):
66 X = L[O]

67 S = X

68 else:

69 break

70 else:

7 L.pop(L.index(s))

72 Q=Q+ [s]

73 S = f(S)

- def EnPermu(L):

. def DivideTras(L):

76 Q = []

- q = len(L)-1

7 for k in [0..9-1]:

79 Q=Q+ [[L[k],L[k+1]]]
8o return Q

8 def Acomoda(L):

Q=10

83 for R in L:
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i = min(R[0],R[1])
j = max(R[0],R[1])
if (i+1 == j):
Q =Q + [i]
else:
c = [i..j-2]
C.reverse()
Q=Q+ [1..5-1] + C
return Q
=[]
for R in L:
P = P + Acomoda(DivideTras(R))
return P
return EnPermu(P)

B.2. Automorfismos de los grupos simétricos

En esta seccion discutiremos la estructura de los automorfismos de &,,, resultado bien conocido.

Lema B.2.1. Sea n € N y consideremos &,,. Definimos
T7 = {g € 6, : g puede escribirse como k trasposiciones disjuntas} ,

FEntonces
n!

I7el = 25 (n — 2k) k!

Demostracion. Notemos que la primera trasposicion podemos tomarla de (g

cuenta el orden, la segunda, de (";2) formas, y en general, la r—ésima, de ( 5 ) formas, puesto que
en cada trasposicion anterior hemos fijado dos elementos. Ahora, al no haber tenido en cuenta el orden,
estamos considerando como distintas cualquier permutacion de las trasposiciones de cada palabra, por lo
que hemos de dividir entre k!, esto es, el total de las posibles posiciones de méas que hemos tomado. Por

) formas si no tenemos en
n—2r

lo tanto i i
7% :kllj ( 2T) 71%[[ nTL—_2f7;2 ! zkk' H n_r2i2
1 & n!
= Wg(n—%)(n—%— 1) = S — 2R
O
Lema B.2.2. Sea n e N. Entonces, sin # 6, |I7"| = |T}}| si y solo si k = 1. Sin = 6, entonces se tiene

también para k = 3.
Demostracion. Haciendo uso del Lema basta ver cuando

n! n!
2(n —2)!  2k(n — 2k)k!

Supongamos que k # 1. Si reescribiendo la expresion, obtenemos

(n—2)! (n—2)!

1 n—2
2k = (n—2k)!  (n—2)—(2k—2))! (%2)!(21@_2)'

De nuevo, podemos seguir reescribiendo tal que

I R s [
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Hemos obtenido un producto de tres niimeros enteros que operados igualan 2*~!, por lo que existen
q1,92,93 € N U {0} tales que g1 + ¢2 + g3 = k — 1 y de manera que (k — 2)! = 2%, (Qkk__;) = 2%
n—2
Y (oh_2) = 2%.
Primero, notemos que (k — 2)! = 29, entonces k = 2,3, 4.

225

o () () - e

lo cual es imposible, pues n es natural.

= Supongamos que k = 2, entonces g1 = 0. Por otro lado, tenemos ( (g) =1, por lo que g3 = 0.

Obtenemos que

= Supongamos que k = 3, entonces q; = 0. Por otro lado, (g:g) = (i) = 4, por lo tanto g2 = 2. Esto

nos deja con la tnica posibilidad de que

1 n—2\ (n—2
S\6-2) 4 )’
y esto ocurre si y solo si n —2 =4, o lo que es lo mismo, si n = 6.

= Supongamos que k = 4, entonces (Z:g) = (g) = 15, pero esto es absurdo, pues 15 no es una potencia
de 2. Por lo tanto este caso no puede darse.

Deducimos que, si n # 6, la igualdad se da solo si k = 1, mientras que en el caso de que n = 6, la igualdad
se da cuando k =1y k = 3. O

Lema B.2.3. Sea n € N y consideremos g,7 € &,,. Sea h = rgr~', entonces h y g tienen la misma
estructura de ciclos disjuntos, esto es, las representaciones de estos elementos como ciclos tienen la
misma cantidad de ciclos de la misma longitud.

Demostracion. Primero, si h = rgr=!, entonces hr = rg, por lo que dado i € {1,...,n}, si g(i) = j,
entonces (hr)(i) = r(j). Se deduce que g y h tienen la misma estructura de ciclos. O

Proposicion B.2.1. Sea n € N, entonces Z(6,,) = {1} sin # 2 y Z(S3) = &a, donde Z(S,,) denota el
centro de &,,.

Demostracion. Sin =1 el resultado es obvio. Si n = 2, entonces &y =~ Z/27Z, que es abeliano, por lo que
Z(63) = G;3. Supongamos que n = 3y sea X = {1,...,n}. Tomemos h € Z(&,,), entonces gh = hg para
todo g € &,,. Dado un z € X, tomemos g € (&,,),, donde (&,), denota el estabilizador de z respecto a
la accion natural de &,, sobre X. Notemos que, al tenerse h € Z(&,,), se tiene que

g9 (h(x)) = (gh)(x) = (hg)(x) = h(g(x)) = h(z).

Deducimos que g € (&,)p(x), ¥y por lo tanto (&,), < (&,)n(x) para todo z € X. Sea g € (&,,)p(5) con
n = 3, entonces g(h(z)) = ( ), pero como h es un elemento del centro se tiene que

hz) = (gh)(x) = (hg)(x)

por lo que g(x) = x. Deducimos que (&,), = (&,)n() para todo x € X, esto es, h(z) = 2 para todo
z € X. Puesto que la tinica permutacién que fija todos los elementos de X es la identidad, se concluye
que h = 1. O

Proposicion B.2.2. Sea n € N. Entonces Inn(S,,) = &,, sin # 2 y Inn(&3) = {1}, donde Inn(&,,)
denota el grupo de los automorfismos internos de G,,.

Demostracion. Primero, si n = 1 el resultado es evidente. Si n = 2, entonces Aut(Ss3) = {ide,}, pues
Sy =~ Z/27Z. Como Inn(G3) < Aut(Ss), se tiene que Inn(Sy) = {1}. Supongamos ahora que n > 3.
Dado r € &,,, denotemos ¢, al automorfismo definido como ¢,.(g) = rgr=! para todo g € &,,. Entonces,
Inn(&,,) = {¢, : r€ &,}. Sea ¢ : G, — Inn(&,,) el homomorfismo definido como ¥ (r) = ¢,. Notemos
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que este, en efecto, ¢ es un homomorfismo, pues dados ri,72 € &, se tiene que Y (rira) = Qrir, ¥
tomando g € &,, podemos observar que

Crira(9) = (r1r2)g(rira) ™ =71 (ragry ) it = rion, (9)r1 ' = (@r, © 0ry) (9),

por lo que ¥(rire) = ¥(r1) o ¥(re), de donde se concluye que esté bien definido.

Por la definicion de Inn(&,,) es evidente que 9 es sobreyectivo. Veamos que es inyectivo. Sea r € &,
tal que ¥(r) = ¢, = idg,. Entonces, para todo g € &, ha de ser o,.(g) = rgr=! = g, por lo que rg = gr,
y por lo tanto r € Z(&,,). Gracias a la Proposicién sabemos que, si n > 3, entonces Z(S,,) = {1}
de donde se concluye que » = 1, y por ende, ¥ es inyectlva. Deducimos que Inn(Gn) ~G,sin=3.

Teorema B.2.1. Sea n € N, entonces
{1} sin =2
Aut(6,,) = G, sin # 2,6
G XZ/2Z sin=56

donde Aut(&,,) denota el grupo de automorfismos de &,,.

Demostracion. Es evidente que Aut(&;) = {1}, y puesto que Sy = Z/2Z, se tiene que Aut(Sq) = {1}.
Supongamos en lo que sigue que n > 3. Para obtener los automorfismos de &,, haremos uso de los
conjuntos T} definidos en el Lema Veamos por induccion que si ¢ € Aut(S,,) entonces ¢(17") = T
para algtn k. Recordemos que T7* es el conjunto de todas las trasposiciones. Supongamos que t(s1) € T}
para un cierto k. Entonces, puesto que en G, se tiene la relacion s1s3s1 = 2512, se ha de dar la igualdad

P(s1)Y(s2)1(s1) = Y(s2)1(51)Y(s2)-

Gracias al Lema sabemos que 1¥(s1) v ¥ (s2)¥(s1)1(s2) tienen la estructura en ciclos disjuntos, pues
son conjugados. De la igualdad anterior y puesto que ¥(s2) es conjugado de 1(s1)1(s2)¥(s1), se deduce
que 9 (s1) y ¥(s2) tienen la misma estructura de ciclos disjuntos, y por lo tanto, ¥(s2) € T}'. Repitiendo

este proceso iterativamente deducimos que (s;) € T} para todo i € {1,...,n — 1}. Por ultimo, como
se muestra en la demostracion del Lema toda trasposicién es conjugada de algin s; para cierto

i€ {l,...,n—1}, por lo que, de nuevo, gracias al Lema sabemos que la imagen por ¢ de cualquier
trasposicién estara en T}'. Concluimos que ¢ (T7") = T}'. Ahora, puesto que ¢ es un automorfismo se ha
de tener que |TI7'| = |T}}|. Gracias a esto podemos distinguir dos casos.

= Supongamos que n € N\{1,2,6}. Entonces gracias al Lema [B.2.2 sabemos que |[T]'| = |T}| si y solo
si k = 1, esto es, cualquier automorfismo v envia trasposiciones en trasposiciones. Puesto que se
preserva la estructura de ciclos disjuntos, estos automorfismos son conjugados de la identidad, y
por lo tanto ¥ € Inn(&,,). Deducimos que Aut(&,,) = Inn(&,,), y por la Proposicic’)n sabemos
que Inn(6,,) = 6,.

= Supongamos que n = 6. De nuevo, por el Lema sabemos que |T7'| = |T}}| si y solo si k = 1
o k = 3. Sea ¢ un automorfismo tal que ¥(TF) = T?, entonces razonando de forma analoga a
la anterior se deduce que ¥ € Inn(Sg). Supongamos ahora que ¥ es un automorfismo tal que
»(TP) = T9. Notemos que existe al menos un automorfismo que cumple esta condicion. Basta
considerar el automorfismo vg definido por

ve(s1) = (1,2)(3,4)(5,6), we(s2) = (2,3)(1,5)(4,6),
ve(s3) = (1,3)(2,4)(5,6), we(sa) = (1,2)(3,5)(4,6),
ve(ss5) = (2,3)(1,4)(5,6).
Se puede verificar que es, en efecto, un automorfismo. Es més, se puede comprobar que es el

Gnico automorfismo, salvo conjugacion, con estas caracteristicas. También podemos apreciar que
v ¢ Inn(Sg), puesto que no puede ser conjugado de la identidad por el Lema Deducimos
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que vg € Out(Gﬁ)El Veamos que Aut(Sg) = Inn(Sg) x Out(Sg). Recordemos que, por definicion,
Out(Gg) = Aut(Sg)/Inn(Se). Consideremos la sucesion

{1} — Inn(6g) —— Aut(Sg) —== Out(Sg) — {1}

donde ¢ denota la inclusiéon canoénica y 7 la proyeccion natural. Por construcciéon, es inmediato
comprobar que esta sucesion es exacta. Por otro lado, tomemos p : Out(Sg) — Aut(Sg) definido
como p(1)) = 1 para todo 1 € Out(Sg). Notemos que estamos abusando de notacion, puesto que
1 € Out(Sg) denota el representante de la clase de equivalencia al que pertenece. Entonces se tiene
que 7o p = idoy(s)s €Sto es, p es una seccién de . Como hemos obtenido una sucesién exacta
corta y una seccion, se deduce que

Aut(Gg) = Inn(Sg) x Out(Sg).

Por dltimo, gracias a la Proposicion sabemos que Inn(Sg) =~ G¢. Haciendo uso de los resul-
tados previos sabemos que Out(Sg) estd generado por vg, y puesto que v¢ = idg, deducimos que
Out(Gg) = Z/2Z. Se concluye que

Aut(66) = 66 X Z/2Z

LAl automorfismo externo vg se le conoce como el automorfismo exotico de Gg.
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En esta seccién estudiaremos varios métodos que nos permiten dar presentaciones de grupos. En concreto,
si tenemos un grupo G del cual conocemos una presentacion, y un subgrupo H de G, deduciremos formas
de obtener una presentacion del subgrupo H a partir de la presentaciéon de G.

C.1. Procesos de reescritura

Definiciéon (Elementos libremente iguales). Sea G un grupo generado por S y sea W el conjunto de
todas las palabras que se puedan crear a partir de elementos de S. Sean g1, g2 € W. Diremos que g1 y g2
son libremente iguales, notado por g; &~ g2, si podemos obtener la palabra g» a partir de la palabra ¢;
afiadiendo o eliminando expresiones de la forma ss~™' 0 s~!s donde s € S.

Notemos que si g1 y g2 son dos palabras escritas a partir de elementos de S tal que g; ~ g, entonces
g1y g2 representan el mismo elemento en G. La siguiente definicion serda fundamental para comprender
la seccién.

Definiciéon (Proceso de reescritura). Sea G un grupo generado por {a,} = {a1,a2,...}, y sea H < G.
Supongamos que {j;} es un conjunto tal que {{j;}>¢ = H, donde cada j; es un elemento representado
por una palabra escrita en términos de {a,}. Llamaremos proceso de reescritura de H sobre G a una
aplicacion 7 : {j;} — {s;} tal que 7(j;) = s;, donde s; son simbolos, no necesariamente en H, de manera
que s; y j; representen al mismo elemento en H para todo i.

Lema C.1.1. Sea G un grupo con una presentacion (S | R). Sea aj} ---a;7 =1 en G, donde cada a; € S

[T

y €; = =1 para todo i. Entonces existen elementos wy,...,ws € G yn1,...,n: € Z tales que

ayt ---ay = (wlmefl)m (thutwfl)m ,

donde Ry, € R es una relacion de G.

Demostracion. Sea F' el grupo libre generado por S. Entonces sabemos que G ~ F /<R>I§, donde <R>g
indica el subgrupo normal de F' generado por R. Sea g = a;! ---a;" € F. Como g = 1 en G se tiene que

g€ <R>1<71, y como este es un subgrupo normal de F', podemos expresar g como

g=ay-a) = (’wlRlefl)m (thmw;l)m .

Se deduce asi el resultado. O

Para aliviar la notacion, dado un grupo G que admite una presentacion (S | R), denotaremos por
Ws al conjunto de todas las palabras que se pueden escribir a partir de elementos de S. Para diferenciar
las palabras de Wg de los elementos en G, dada una palabra w € Wg denotaremos por wg al elemento
que representa w en G. Ademaés, entenderemos las relaciones R, € R como una palabra R, € Ws tal que
(R,)c = 1. Por ultimo, dados h, k' € Wy entenderemos por hh' a la palabra que resulta de concatenar h
con b/, y por h~! a una palabra tal que hh~* ~ A" h ~ 1.
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Teorema C.1.1 (Teorema 2.6 [16]). Sea G un grupo con una presentacion (S | Ry y sea H < G generado
por T = {j;}ier para cierto conjunto de indices I, donde cada j; es un elemento representado por una
palabra escrita en términos de S. Sea T un proceso de reescritura de H sobre G de manera que 7(j;) = s;.
Entonces podemos encontrar una presentacion de H que tenga por generadores a los simbolos {S;}icr v
por relaciones las siguientes ecuaciones:

1. s; = 7(j;) para todo i € I.

2. 7(h) = (k') para todo h,h' € Wz tal que h ~ }'.

3. Dados h;, hj € W cualesquiera se tiene que T(hihj)g = 7(hi)u7(h;)m.
4. (T(wR,w™))g =1 para todo w € Ws y para todo R,, € R.

Demostracion. La prueba se realizara en dos pasos. Primero, veremos que, en efecto, las ecuaciones
anteriores son relaciones de H, y para concluir deduciremos que toda relaciéon de H deriva de las ecuaciones
anteriores.

Comencemos viendo que estas ecuaciones son relaciones de H:

1. s; = 7(s;) es una relacion para todo i € I por ser 7 una reescritura.

2. Notemos que dados h, h’ € Wz tal que h ~ I/, se tiene que hy = h/y en H. Dado que tanto h como
7(h) representan el mismo elemento en H, se tiene que 7(h)g = 7(h/) 5.

3. Sean h;, h; € Wy;,y. Por los mismos razonamientos que en (2) se obtiene que 7(h;h;) g = 7(hi)a7(h;) 5.

4. Notemos que, dado R, € R se tiene que (R,)c = 1 en G, por lo que para todo w € Wy se tiene
que (wRMw_l)G = 1en G, y por lo tanto, también en H. Como T(wRuw_l) representa el mismo
elemento que wR,w™!, se tiene que (T(wR,w™!))y = 1.

Deducimos asi que todas las ecuaciones anteriores son relaciones de H. Antes de ver que toda relaciéon de
H deriva de las ecuaciones anteriores notemos lo siguiente. Podemos apreciar que 7(1)g = 7(1- 1)y =
7(1)g7(1) g gracias a la ecuacion (3). Entonces

1=y rWn =7V T(War(W)r = 7(Va,
por lo que 7(1)y = 1. Procediendo de forma similar, dado h € Wr se tiene que
l=7(hh g =7h)gr(h Y )g.

De nuevo, multiplicando a la izquierda por T(h)ﬁ1 se obtiene que 7(h™1) g = T(h)f{l. A consecuencia de
esto, se deduce que dada una palabra hf' ---hé" donde ¢; = +1 para todo ¢ se tiene que

TR B ) gy = )i ()i

Tomemos una palabra en los simbolos {s;}ics tal que (s;! ---s57 )g = 1 con &; = +1 para todo i. Usando
las deducciones anteriores, se tiene que

(szll T SZZ)H = T(jm)éﬁ o T(]nr)z =T (]75111 o jff;)H .

Haciendo uso del Lema [C.1.1] podemos expresar

) ) _1\7 N
(.]fbll o ']i:)H = (wlmel 1)[{1 (thMtwt 1)}; )

por lo que

(s5h sy )m =7(Rh g ) g =7 ((wlmefl)m (thMw;1)’7t>H N

=T (wlmefl)g ST (thutwt_l)Z; .

Gracias a la ecuacion (4) sabemos que para todo i se tiene que 7 (wiRM wi_l) = 1, por lo que podemos

H
reducir s7t - - - s; usando las ecuaciones anteriores. Deducimos que H admite una presentacion que tiene
por generadores a {s;};c; y por relaciones las ecuaciones anteriores. O
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Hemos comprobado que con una reescritura somos capaces de dar una presentacion de cualquier
subgrupo del cual conocemos los generadores. El problema esta en que la presentaciéon obtenida no es
muy manejable. En lo que sigue, se pretenderé reducir la presentacion del subgrupo intentando reducir
la cantidad de relaciones. Para ello, como veremos a continuacién, usaremos las clases de equivalencia.

Definiciéon (Funcion de representantes a la derecha). Sea G un grupo generado por S, H un subgrupo
de G y K un conjunto de palabras escritas a partir de S que representan a los elementos de un sistema de
representantes a la derecha de G/H que contenga a 1. Llamaremos funcion de representantes a la derecha
a la aplicacion ~ : Wg — K, de manera que dada una palabra w € Wg, lo envia a w € K tal que el
elemento que representa w en GG pertenece a la clase lateral representada por el elemento w.

Lema C.1.2. Sea G un grupo, H < G y K un conjunto de palabras escritas a partir de S que representan
a los elementos de un sistema de representantes a la derecha de G/H que contenga al 1. Entonces, dados
w,v € Wg, se tiene que:

1. w=1 siy solo siwge H.

2. Siw ~ v, entonces w = 7.

o
&l

=w.

4. WO = Wo.

Demostracion. 1. Supongamos que w = 1, entonces, wg € Hwg = H, por lo que w representa a un
elemento en G que pertenece a H. Supongamos ahora que wg € H. Debido a que wg € Hwg se
tiene que wg € H n Hwg, pero estas son clases de equivalencia, por lo que esa interseccién o es
vacia o ambas clases laterales son la misma. Debido a que en esa interseccion esta we, esta no es
vacia, por lo que H = Hwg, y como la palabra que representa a la clase lateral H en K es 1 se
deduce que w = 1.

2. Supongamos que w ~ v, entonces wg = vg, por lo que Hwg = Hvg. En consecuencia, se tiene que
Hwg = Hwg = Hvg = Hvg, de donde se deduce que w = .

3. Por definicién, wg € Hwg, y por otro lado wg € Hwg. Por lo tanto wg € Hwg n Hwg, y por
ser clases de equivalencia, siguiendo le mismo razonamiento que en apartado anterior se deduce que
Hwg = Hwe. Por lo tanto w = w.

4. Por definicién, wg € Hwg. Si multiplicando a la derecha por vg se tiene que wgvg € Hwgvg, y
a la misma vez wgvg € H(wW0)g. Ahora, como wgvg € HWwgvg, entonces Wavg € Hwgvg, y a la
misma vez Wgvg € H(wv)g, por lo que Hwgvg = H(wv)g siguiendo los mismos razonamientos
anteriores. Igualando todo lo anterior, se deduce que H (wv)g = H(wv)g, y por lo tanto, wo = ww.

O

Teorema C.1.2 (Teorema 2.7 [16]). Sea G un grupo generado por S, H < G y K un conjunto de palabras
escritas a partir de S que representan a los elementos de un sistema de representantes a la derecha de
G/H que contenga al 1. Entonces H estd generado por

— 1
S:{kaikai Zk‘EIC,(liES}.
Demostracion. Primero, notemos que Sg < H, pues dados k € K y a; € S, por definicién se tiene que

H(ka;)g = H(ka;)g,y por lo tanto, H(kaim_l)g = H.Esto es, (kaim_l)g € H. Antes de proceder con
—1

7_1 [
la prueba, es conveniente comprobar que kai_lkai_l representa al elemento inverso de kai_laikai_ La;

en H. Veamos esto. Haremos uso del apartado (4) del Lema

[ 1
—1 -1 -1 -1 -1 7.1
ka; “a;ka; "a; = ka; “a;ka; "a; = ka; a;k
S —

Lema
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Notemos que k € KC, por lo que k = k. Entonces

~1
. —1
ka; 'a;k to ka; ta;k™! ~ (kzailkzail ) .

=1 1 -1
(ka;laikai_lai > = <ka;1ka;1 >
H

Esto prueba toda palabra de la forma ka;lka;f
de S.
Procedamos a probar que S genera a H. Sea h € Ws tal que hg € Hy h=ag! ---a;", con a,, € Sy

e; = t1 para todo i. Nuestro objetivo sera encontrar W1, ..., W, € Wg de manera que

Por lo tanto

H

1
es libremente equivalente al inverso de algtin elemento

— I . T — — 1
B B ” €
he = (Wlaf;l WhaG,  Woal2 Waals, - WS Waas, )G
= - ;1 . . .
Notemos que W;a5 Wiar, € S para todo i, pues haciendo uso del Lema se tiene que

e
W, af;i W af{i = Wlai: Wiaf{i .

. E4—
Tomemos Wy =1y para todo i € {2,...,r} sea W; = aj!a;2 ---an, ;. Entonces

— I — . ——
W1 CLle1 W1 af}l VVQCL?2 Wg affz B WTCLfLTT W2 (lff;. =

_ [ — — —
€1 €1 €1 €2 €1 €2 €1 €2 Er—1 &, €1 E2 Er—1 Ep
=1 anl 1 Qn, anlanzanl Ay Qny Ay anT_lanramanz An,_,Qn,

Podemos apreciar que 1 = 1, por lo que

—_— 11— —_ 1
€1 €1 €1 ,E2 E1 E2 €1 ,E2 Er—1 €, €1 _E2 Er—1 _&p ~
anl QAn;y QAn;y an2 Qn;y Any Qn;y Aniy anr—lan7-anl QAny An,_y On,y ~

1
€1 €2 Er—1 4E€r HE€1 4E2 Er—1 4Er —
~atlat?---q atr attat? ---q a
~ YnqiYng Ny_1n, Yni%ns Nyp_1 N hh

h h
Como hg € H, entonces h = 1 = 1, y por lo tanto o Se deduce asi que S genera a H. O

Corolario C.1.1. Sea G un grupo finitamente generado y sea H < G un subgrupo de indice finito.
Entonces H es finitamente generado.

Demostracion. Notemos que un sistema de representantes de G/H tiene tantos elementos como clases
de equivalencias distintas haya en G/H. Si H es de indice finito en G, entonces cualquier sistema de
representantes seré finito también. Haciendo uso de la notacion del Teorema anterior, como S se define
a partir de los generadores de G y de los elementos del sistema de representantes elegido, y ambos son
finitos, se tiene que S es un conjunto finito, y como este genera a H, se tiene que H es finitamente
generado. O

Definicién (Segmentos iniciales). Sea G un grupo generado por S y sea H < G. Tomemos h € Wg de
manera que hg € H y h = aj! ---a5" con a,, € Sy &; = £1 para todo i. Tomemos {W;} = W tal que

Wy =1y paratodoie€{2,...,r} sea

W: = aft ...qfi—1
g Gy Gy -

Llamaremos segmentos iniciales de hg sobre S a cada W;.

Podemos apreciar que los segmentos iniciales no son tinicos, pues la forma de representar hg a partir
de los generadores de G no es nica.
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C.2. Método de Reidemeister-Schreier

En lo que sigue vamos a desarrollar dos formas de presentar un subgrupo de un grupo cuya presentaciéon
es conocida usando procesos de reescritura especificos para reducir la cantidad de relaciones.

Definicion (Proceso de reescritura de Reidemeister). Sea G un grupo generado por S, H < Gy K un
conjunto de palabras escritas a partir de S que representan a los elementos de un sistema de representantes
a la derecha de G/H que contenga al 1. Consideremos h € Ws de manera que hg € H y h = aj} --- a7,
donde a,, € S 'y €; = £1 para todo i. Definimos el proceso de reescritura de Reidemeister 7 como

T(h) = Ski,an—1 """ Skr,an,

—1
donde Skian, =T (k:ianikiani ) con k; € KC para todo i, tal que

1 sit=1ye =1
. ii=1 =-1
an; sii=1ye =—
ki =
apl --oan "t sii>1lye=1
g1 — ..
afl -canlant sii>1lye=—1

Lema C.2.1. El proceso de reescritura de Reidemeister es, en efecto, un proceso de reescritura.

Demostracion. Para comprobar que la definicién es correcta hemos de ver que, dado h € Wg tal que
ha € H, tanto h como 7(h) representan al mismo elemento en H. En la prueba del Teorema se
prob6 que podemos expresar
B T as Wit Woat2 Wodl2 - TWoalr Woae
= I/Vlan1 Wlanl VVQCLn2 Wgan2 A WranTWQCLnT y

donde Wi = 1y para todo i € {2,...,7}, W; = a5} ---ay~}. Notemos que, si &1 = 1, entonces se tiene

— EE— .
=T (Wlaleanl ) Sie; = —1, entonces

1 1 T - 1 it
— _ — — _ — R
Strsan, =T <an1 Uy Ay G, ) =T <an1 Ay Gy ) .

Haciendo uso del Lema [C.1.2] obtenemos

que Sk, ,

"‘"1

1 1 1 N —_—1

—1 11 1 -1 —1 —1
= Qn,y Qn, Ay, Gny =a, an, =Wia, Wian,

1
1

-1 -1 -1
a’nl a’nla’n anl

_ —_1
por lo que s,?l{anl =T <W1an11W1a,_111 ) Consideremos ahora i > 1. Si ¢; = 1, entonces

— 1 S —
— (kan ot ) — 7 (Wl-aniWiani ) .

Si e; = —1, entonces

— N -1
1 ko ot -1 WoaTla Woal !
Skian, — T 10n,; Kiln; =T iGn; An; VWiln; Qn, .

Haciendo uso de la igualdad probada en la prueba del Teorema se tiene que

—1

S — I\ | -
Wian! an, Wian} ~ Wia, ' Wian!
iQn; Ap, VViQn,; Qn; ~ iy, VWiln;
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Deducimos que para todo ¢ se tiene que

S —
Ei _ or) =
Skyan, =T (Wian’iWiam ) .
Por lo tanto ) )
_ Ti7. A€ g1 X7 € €r _ €1 e
r(h) = 7 (Whag, Waady - Weayy Waak, ) = 83k 0, S5, -

Concluimos que h y 7(h) representan al mismo elemento en H, y por ende, se tiene la buena definicion
de 7. O

Teorema C.2.1 (Método de Reidemeister, Teorema 2.8 [16]). Sea G un grupo que admite una presen-
tacion (S | Ry y sea H < G un subgrupo. Consideremos un conjunto de palabras escritas a partir de S
que representan a los elementos de un sistema de representantes a la derecha K de G/H que contenga al
1, y sea T un proceso de reescritura de Reidemeister. Entonces H admite una presentacion

H = <{Sk,ai}

Star =7 (kakar )7 (kRuk™") para todo k€ K, ai € S, Ry € R>.

Demostracion. Considerando los datos del enunciado, como 7 es un proceso de reescritura de Reide-
meister, sabemos gracias al Lema que es un proceso de reescritura y por el Teorema que el
conjunto

S = {kaik‘TLi_l kel ae s}

genera a H. Haciendo uso del Teorema [C:1.1] sabemos que

H =~ <{sk,ai} Shia, =T (kailfai’l) 7(h) = 7(), 7(hih;) = 7(hi)7(hy), T(wRﬂw—1)>

donde h, k', hi,hj e W, h~ h', a; € S, R, € Ry k € K. Nuestro objetivo sera comprobar que la segunda
v la tercera relacion derivan de la primera, y que la ultima puede reducirse.

Veamos la segunda condicién. Notemos que basta probar que 7(wiws) = 7(w1a5a; “we) donde a; € S,
wy,wa € Ws tal que (w1)g, (w2)g € H y € = £1, pues si dos palabras son libremente iguales, podemos
transformar una en la otra a partir de una cantidad finita de estos pasos. Supongamos que € = 1, entonces

1
T (wlaiaflwg) = T(wlﬁfl) T(@laiwlai_l> T(wlaia;1 wmm;l )7’(11}1(11'(1;1 w2> =
—_——— —

1 W1

SWY,a;

=7 (01, ") sw, 0,7 (Wraia; w1 ) T (Wrwa) -
Notemos que
7 (Wigza; wr ) = 7 ((wfmm‘l)*l) = 571 4
por lo que

T (w@;l) Sy a;T (wlaiajlﬁl_l) T(Wws) =7 (w@;l) Sﬁl,aﬁ%ll,aﬁ (Wws) =

=T (wlwl_l) T (W1w2) = T(wiws).

Concluimos que 7 (wlaiai_lwg) = 7(wyws) se deduce a partir de la primera relacion. En caso de ser
e = —1, podemos modificar lo anterior tal que

2

771 —
=T (wlwgl ) T (w;lwg) = 7 (wrws),

o - -1
o o) = o oo ) = (o (o) ot (o))
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deduciéndose lo mismo.
. ” _ i
Consideremos hy, ha € Ws de manera que (hi)g, (he)ec € H y hy = a5} ---a57 vy ho = a)l -+ am,,
donde ay,;, am, € Syei, v = £1 para todo i. Entonces hihy = agl --oagral - a%ﬁq. Siguiendo el proceso
de reescritura de Reidemeister sabemos que

-
T(hihg) = sL 22 cegin gL 522 ceeslL

( ! 2) Wi,an, Wa,an, Woran, Writ,0m; Wri2,0Gmy Worig,am,’

donde cada W; son los segmentos iniciales de hqhs. Podemos apreciar que para todo i € {1,...,q} se tiene

que

= aqfl ... gfr gt gt = ML )il
Wi =a;) Ay Amy am;—, = hiam, Am;_q,
————

hy

y como (hy)g € H, para cualquier g € Wg se tiene que h1g = g, pues hemos tomado las clases a la
derecha. Deducimos que

Ti7 _ €1 Er V1 Yi-1 _ M1 Yi-1 _. )
Wigi =an, - aniam, -+ Qm;_y = Gmy - Gmyy = Qz’a

por lo que podemos reescribir la expresiéon anterior como

€1 €2 Er 71 Y2 Ya
T(h1hg) = s2& S22 R s s s 8 .
(hiha) Wian, “Wa,dn, Woran, “Qyyam; ~ Qaym, Qqramg

Debido a que W; son los segmentos iniciales de h; y @; son los segmentos iniciales de hs, se tiene que
7(h1hg) = 7(h1)7(hs), lo cual deriva de forma directa de la primera relacion.

Por tultimo, consideremos R, € Ry w € Ws. Por las relacién de la presentacion de H que obtenemos
a partir del Teorema sabemos que T (wRMw_l) =1 en H. Entonces

l=71 (wRwal) =T (w@flﬁRu (w@flﬁ)_l) =T ((w@fl) wRuw* (w@fl)_l) .
Haciendo uso de que 7(h1h2) = 7(h1)7(ha) se deduce que
1=1 ((ww‘l) wR,w " (ww‘l)_l) =7 (wo ) 7 (@R ) 7 (ww ),

lo cual ocurre si y solo si 7 (ERHEA) = 1, por lo que podemos reducir la cuarta relacién a partir de la
primera. Concluimos que

H =~ <{sk,ai} Ska; =T (k;aik‘iai_l) T (kRMk_l) para todo ke K, a; € S, R, € R>.

O

Corolario C.2.1. Sea G un grupo finitamente presentado y H < G un subgrupo de indice finito en G.
Entonces H es finitamente presentado.

Demostracion. Como G es finitamente presentado tiene una cantidad finita de generadores y de relaciones,
y como el indice de H en G es finito, cualquier sistema de representantes de G/H tiene una cantidad
finita de elementos. Haciendo uso del Teorema [C.2.] se deduce que H admite una presentacion finita,
puesto que tanto los generadores como las relaciones dependen de los generadores y las relaciones de G
y de los elementos de un sistema de representantes de G/H, los cuales son finitos. O

Podemos notar que la presentaciéon obtenida mediante el método de Reidemeister es mas amena que
la dada en el Teorema pero aun podemos seguir reduciendo la cantidad de relaciones. Notemos que
la idea para reducir la presentacion ha sido hacer una elecciéon de los generadores. La idea para reducirlo
aun mas serd hacer una eleccion del sistema de representantes.
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Definicién (Sistema de representantes de Schreier). Sea G un grupo generado por S, H < G un subgrupo
y K un conjunto de palabras escritas a partir de S que representan a los elementos de un sistema de
representantes de G/H que contiene al 1. Diremos que K es un sistema de representantes de Schreier de
G/H si es cerrado para los segmentos iniciales. Esto es, cualquier segmento inicial de un representante es
de nuevo un representante.

Definicién (Longitud de una clase). Sea G un grupo generado por S'y H < G un subgrupo. Consideremos
la aplicacion £ : Wg —> N U {0} longitud en G. Dado g € G, llamaremos longitud de la clase Hg a

((Hg) := min {{(w) : w e Wg tal que wg € Hg}.

Lema C.2.2 (Lema 2.2 [16]). Sea G un grupo y H < G un subgrupo. Entonces existe un sistema de
representantes de Schreier de G/H .

Demostracion. Supongamos que G estd generado por un conjunto de elementos S. Procederemos por
induccion en la longitud de las clases. Primero, como 1¢ € H visto como clase, entonces ¢(H) = £(1) = 0,
pues es el que tiene longitud minima. Tomamos como representante de H a 1. Supongamos que H; es una
clase de G/H tal que ¢(H;) = 1, entonces tomamos como representante a cualquier elemento de longitud
1.

Sea Hy una clase de G/H tal que ¢(H;) = 2. Tomemos z1, 23 € Ws tal que (x129)¢ € Hy de manera
que x1 y x2 sean generadores de G o el inverso de alguno de estos. Como (z122)c € Ha, entonces
(z173)g € Ho. Haciendo uso del Lema se tiene que (T172)g € Ho, y por lo tanto (Tix2)g € Ho.
Debido a que ¢(Hs) = 2 se tiene que £(T1x2) = 2. Ahora, por la aditividad de £ se tiene que

2 < U(Tr1w2) = U(T1) + L(22) = £(T1) + 1,

por lo que 4(Z;) = 1. Por otro lado, como #(x1) = 1, se tiene que £(T1) < ¢(z1) = 1. Deducimos que
£(T1) = 1, y por lo tanto, {(T1x2) = 2. Como £(T1) = 1, ya es representante de alguna clase de longitud 1,
pues las hemos tomado con anterioridad, y vemos que (T122)¢ € Hs tiene longitud 2, por lo que tomamos
este elemento como representante de Hs, pues cumple las condiciones de un sistema de representantes de
Schreier.

Como hipétesis de induccién, supongamos que podemos escoger un representante de cada clase de
la misma longitud de la clase de manera que formen un sistema de representantes de Schreier hasta
clases de longitud n— 1, y sea H,, una clase tal que ¢(H,,) = n. Tomemos 1, ..., x, € Ws de manera que
(x129 - xn)g € Hy, y tal que x; es un generador de G o la inversa de uno de estos para todo i € {1,...,n}.
Como (z1xs - Tp)g € Hy, también estard (T1x2 - T, )¢ € Hy. Haciendo de nuevo uso del Lema
se deduce que (T1@2 - Tp_12n)g € Hy, y por ende, (T1Z3 - Tpn_1@n)c € Hy,. Como £(H,) = n, se tiene
que

n < UT1Tz Tp12n) = U@z Tpo1) + l(zy) = (@172 Tp1) + 1.

Por lo tanto ¢(T1Z3 - @n,—1) = n — 1, pero por otro lado (T1T3 Tpn_1) < (X122 XTp_1) = n —1
por aditividad. Deducimos que ¢(ZT1Z3 -+ Z,—1) = n — 1. Por hipotesis de induccion ya hemos elegido
Ti1Ts - ZTp_1 y €s un representante en el sistema de representantes de Schreier. Por otro lado, como
U(ZT1T3Tp_1) = n — 1 se tiene que I(T1Z3 - Tp_1%n) = N, por lo que podemos tomar T1Z3 - Tpn_1Tn
como representante de H,,. Deducimos que existe un sistema de representantes de Schreier de G/H. O

Definicion (Proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier). Sea G un grupo y H < G un subgrupo.
Llamaremos proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier de H sobre G al proceso de reescritura de
Reidemeister de H sobre G obtenido a partir de un sistema de representantes de Schreier de G/H.

Teorema C.2.2 (Método de Reidemeister-Schreier, Teorema 2.9 [16]). Sea G un grupo con una presen-
tacion (S| Ry, y sea H < G un subgrupo. Sea K un sistema de representantes de Schreier de G/H. Si T
es un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier de H sobre G, entonces H admite una presentacion
tal que

H = <{Sk,ai} Smuaxs T (kR#k1)>7

donde ke KC, a; € S, R, e R yme K yaye S tales que may ~ may.
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Demostracion. Primero, como 7 es un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier, en concreto es
un proceso de reescritura de Reidemeister. Haciendo uso del Teorema [C.2.1] sabemos que H admite una
presentaciéon tal que

H =~ <{ska} Ska; =T (kaikiafl) T (kR#k_l) para todo ke K, a; € S, R, € R>.

Consideremos m € K y ay € S tal que may ~ ma,. Entonces maxmax * ~ 1, por lo que
Smiay =T (maAmCL)fl) =7(1)=1.

Supongamos que tenemos ahora k € K y a; € S cualesquiera. Entonces, procediendo de forma analoga

— 1
que en la prueba del Teorema |C.2.1| sabemos que podemos expresar T (kaikai ) como producto de

elementos de la forma s, 4, 0 s !
ma

_, ,donde m es un segmento inicial de k. En el primer caso, como m
[I¢ON

es un segmento inicial de k, también lo serd may, y como K es un sistema de representantes de Schreier
se tiene que may = may. Para el segundo caso, siguiendo el mismo razonamiento se tiene que

ma;laA =M=m~= ma;la)\.

. ., —1 .
Deducimos que la relacién siq, = 7 (kaikai ) se deduce de sy 4, = Skq,, la cual, por razones obvias,

no se incluye. O

Para ver el método en préctica, veamos un ejemplo sencillo. Consideremos D, el grupo diédrico
de orden 8, esto es, el grupo de simetrias del cuadrado. Es bien conocido que este grupo admite una

presentacion
Dy =~ <a,b | a, b?, (ab)2>.

Es facil ver que D4 es un grupo finito, de hecho
Dy = {1,a,a?, a>,b,ba,ba*, ba’}.
Consideremos V' < Dy el grupo de Klein, que tiene por elementos
V ={1,a® b,ba*}.

Haciendo uso del método de Reidemeister-Schreier vamos a obtener una presentacion de V. Primero
necesitamos conocer las clases de equivalencia de D,/V. Gracias al Teorema de Lagrange sabemos que
[D4: V] =2, y un simple calculo muestra que

D)V = {{1,@27 b,ba?}, {a,a®, ba, ba3}} .

Para no sobrecargar la notacién, abusaremos de esta denotando de la misma forma en este caso a los
elementos de G como a las palabras que podemos escribir a partir de {a, b}, puesto que no hay ambigiiedad.
Notemos que /¢ ({17 a?,b, ba2}) = 0, pues contiene a 1. Tomamos 1 como representante de dicha clase. Por
otro lado ¢ ({a,a®, ba,ba}) = 1, donde el elemento de longitud minima es a, por lo que tomaremos a
como representante de esta clase. Deducimos que un sistema de representantes de Schreier es IC = {1, a}.

Consideremos los simbolos s1,4, 51,6, Sa,a ¥ Sa,b, 10s cuales se obtienen del proceso de reescritura de
Reidemeister-Schreier. Buscamos ahora elementos de m € K tales que ma ~ ma o mb ~ mb. Podemos
apreciar que

lra=a=a=1-a, 1-b=b#b=1, vy aa=a®>+#a?=1.

En el caso de ab, haciendo uso de las relaciones de D4 sabemos que
ab= (ab)"t =b"ta"! = ba®,

por lo que ba® # ba3 = a. Las igualdades que hemos usado se refieren a igualdad como elemento del
grupo. Notemos que si dos elementos no son iguales como elemento del grupo, no pueden ser libremente

78



Meétodo de Reidemeister-Schreier Método de Reidemeister-Schreier

iguales. Por dltimo, nos falta calcular las relaciones que se obtienen de conjugar las restricciones de la
presentaciéon de Dy:

1:7(1'(14-1*1) :T(a4) :T(a2)2 :7'(1'a-ﬁ71~m-a-1-(1-(171>2 = (81,a8a,a)2
L= r (LB = e () =m0 =7 (10T ) =,

L=7(1-(ab)® 17") =7 ((ab)?) = 7 (abab) =

:T<1-a-m_l-ﬂ-b-1-a-b '"TabaTaba Tabablabadb 1)2

= S51,a5a,bSa,aS1,b-
1=r71 (a cat- a_l) =T (a4) = (sl’asa,a)2

1l=r71 (a b2 ail) =T (abbail) =

—1 — -1
=7'(1-a-1-a "TabTab T abblabd -Tabballabbal )
= 51,05a,650,b5T.0 = S1,a50.57 0-

1=7(a-(ab)® a') = 7(aababa™") =

:T(1~a~1-cfl-l-a-oz-1~a2 1-1-0L2~b-1-a2~b 1~1-az-b~a~1-aQ-b~a !

...1.0/2.b.a.b.1.@2.b.a.b71.1.a2.b.a.b.a_1.1.a2.b.a.b.a_171>

—1
= Sl,asa,asl,bsl,asa,bsl,a~

Por lo tanto, una presentaciéon de V vendria dada por

~ 2 2 2 -1 -1
V= <51,a7 S1,bs Sa,as Sa,b | S1,a5 (Sl,asa,a) ) 517b7 S1,a5a,bSa,aS1,b, 51,a5a7b51’a7 Sl,asa,asl,bsl,asa,bsl’a> .

Ahora solo basta con eliminar expresiones redundantes. Primero, como s; , = 1 podemos eliminar dicho
generador, pues es trivial. Eso nos deja con la expresiéon

~ 2 2 2
V = (815, Sa,as Sab | Sa.ar 514> SabSa,aS1,bs S > Sa,aS1,bSab) -

Pare terminar, basta notar que, como S, 454,451,6 = 1, entonces s1; = s;}ls;}), por lo que el generador
51,5 es redundante. En conclusion, obtenemos la presentacion

2
V= <5a,a7 Sa,b | Sg,av (Sa,asa,b) 5337b> = <JZ, Yy | x2’ y2a (.I‘y)2>
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