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Introduccion

Una matriz de Hadamard de orden n es una matriz cuadrada H de entradas “+1”
que verifica H-HT = n-1, es decir, a la luz de la Geometria sus filas (respectivamente
columnas) son ortogonales dos a dos, mientras que desde la Combinatoria, para cada
par de filas, el nimero de coincidencias en las entradas debe ser el mismo que el de

no coincidencias e, igual a la mitad del orden de la matriz.

El interés por las matrices de Hadamard (aunque fueron consideradas por vez
primera en 1867 en un problema sobre teselaciones [21]), surge a finales del siglo XIX,
cuando Hadamard mismo demuestra que este tipo de matrices facilitan soluciones para
el problema de hallar la matriz A cuadrada de orden n de entradas reales |a;;| < k,
para un cierto k& > 0, de determinante méaximo [13]. En verdad, para una matriz A
de este tipo, se tiene que |A| < k™n2, cota que se alcanza para cualquier matriz k- H,
siendo H una matriz de Hadamard de orden n. Ademas Hadamard demostré que

este tipo de matrices son las Unicas que alcanzan dicha cota.

Hay dos transformaciones elementales que se pueden llevar a cabo en una matriz
sin cambiar su caracter Hadamard, es decir, que mantienen la ortogonalidad en los
transformados:

e Negaciones de filas y/o columnas.

e Permutaciones de filas y/o columnas.

Teniendo en cuenta estas dos propiedades, y combinandolas adecuadamente, las
tres primeras filas de toda matriz de Hadamard de orden n se pueden llevar a la forma

que indicamos a continuacion, lo que exige que n sea multiplo de cuatro:

r ...1r 1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1
r ...t 1 ... 1 -1 ... -1 -1 ... -1
1 -« 1 =1 -+ =1 1 --+ 1 =1 --+ -1




La Conjetura de Hadamard plantea que el reciproco también es cierto: “existen
matrices de Hadamard para cualquier orden multiplo de 4”. Esta fue enunciada
alrededor de 1890. Actualmente la conjetura sigue abierta, pues aunque se conocen
diversos métodos para construir matrices de Hadamard en una cantidad infinita de
ordenes, existen infinitos érdenes en los que no se ha encontrado ain ninguna, como
tampoco se conoce ningtin orden divisible por 4 para el que se haya demostrado que

no existen matrices de Hadamard.

La dificultad de trabajar con matrices de Hadamard no se limita a la todavia
abierta Conjetura de Hadamard. En la practica, ain sabiendo que existen matrices
de Hadamard de un tamano concreto, la construccién explicita de una de dichas

matrices no es un problema sencillo en general.

En consecuencia, cualquier aportacion en cuanto a la caracterizacion tedrica de las
matrices de Hadamard o a métodos para su construcciéon explicita resulta sumamente

valiosa.

Han sido varios los enfoques desde los que se ha abordado esta problemaética,
tanto para intentar resolver la conjetura como para construir matrices de Hadamard.
Actualmente, una de las aproximaciones que se estima con mayores probabilidades de
éxito en la labor de construir matrices de Hadamard de todos los érdenes multiplos

de 4 es el que se basa en la construccion de matrices desarrolladas cociclicamente.

En los ultimos anos se tiene una nueva perspectiva de la existencia y construccion
de matrices de Hadamard desde el punto de vista de la Cohomologia. Las herra-
mientas y técnicas propias de ésta se extienden del Algebra a la Teorfa de Disenos

Combinatorios.

Horadam y de Launey, en los anos 90, fueron los primeros en buscar matrices
cociclicas de Hadamard ([17]). Ambos, gracias a este procedimiento, han generado
matrices de Hadamard hasta completar todos los érdenes por debajo de 100 y conje-
turan que este método permite generar matrices de Hadamard para cualquier orden
4t. Grupos como Z; X Z% o los grupos diedrales Dy, parecen proporcionar suficientes
matrices de Hadamard [1, 6, 12] para que aparezca, a su vez, una conjetura cociclica
de Hadamard [15].

Una matriz cociclica [17] sobre un grupo finito G = {¢g1 = 1, go, ..., g, } consiste

en una matriz My, cuya entrada (4, j) viene dada por f(g;, g;), donde f es un 2-cociclo
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sobre (G, -), es decir, una funcién f : G x G — {1, —1} verificando:

f(gi595) - £(9i95, ax) = f(g5,9x) - f(gis9598) V1 <0, 5,k < 4t

Para que una matriz de este tipo sea Hadamard, es necesario y suficiente que la
suma de cada fila, excepto la primera, sea cero. Esta condiciéon se conoce como test

cociclico de Hadamard [17].

Llegado este punto, es conveniente destacar que las principales ventajas de traba-

jar con matrices cociclicas de Hadamard se resumen en los siguientes hechos:

e El test cociclico de Hadamard acttia en O(t?), mejor que el algoritmo usual para

las matrices de Hadamard, no necesariamente cociclicas, que actia en O(t3).

e El espacio de busqueda se reduce al conjunto de matrices cociclicas sobre un
grupo dado (es decir, 2° matrices, siempre que una base para 2-cociclos sobre G
4t
posea s generadores), en lugar del conjunto completo, 2t , de matrices
4t — 1
binarias 4t x 4t con la primera fila toda de unos y el resto formado por 2¢ unos

y 2t menos unos.

A la hora de buscar matrices cociclicas de Hadamard sobre un grupo se presentan

los siguientes problemas:

e Determinar una base para los 2-cociclos sobre G.

e Buscar matrices cociclicas de Hadamard entre el conjunto de todas las matrices

cociclicas.

Para resolver el primer problema se han propuesto varios métodos para construir
bases de cociclos con las que se pueda llevar a cabo una busqueda exhaustiva de

matrices de Hadamard cociclicas:

e Propuesto por Horadam y de Launey [16, 17], que sélo se aplica a grupos

abelianos.
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e Propuesto por Flannery [11], que sélo se aplica a grupos para los cuales el

problema de las palabras es resoluble.

e Método de la reduccién homoldgica, desarrollado por V. Alvarez et al 3], apli-

cable solo a grupos con modelos homoldgicos conocidos.

e Método de la reduccién cohomolodgica, desarrollado también por V. Alvarez et
al [4], aplicable sélo a grupos con modelos cohomoldgicos conocidos (extiende
en la practica a los anteriores). Este método es el tinico que permite calcular

n-cociclos, para n > 2.

Nosotros partiremos de la base de que una matriz cociclica sobre Z; X Z% sera de

la forma My, ... My, R, siguiendo [2].

El segundo de los problemas no puede ser resuelto mediante una buisqueda exhaus-
tiva, ya que el espacio total de matrices cociclicas consta de un ntimero exponencial
de elementos en funcion del tamano del grupo. Por tanto, es necesario recurrir a
técnicas heuristicas, como las desarrolladas en [5] o [1] (en funcién de restauracion de

imégenes o algoritmos genéticos, respectivamente).

Resultados experimentales han puesto de manifiesto que determinados grupos,
como Z; X Zg 0 Dy, generan mas cantidad de matrices cociclicas de Hadamard que
otros [14, 12, 2, 3].

V. Alvarez y otros han abordado el problema de biisqueda de matrices cociclicas de
Hadamard sobre un grupo arbitrario, describiéndolas como producto punto a punto

de los correspondientes elementos de una base de cociclos.

En su trabajo [2] se presenta un primer acercamiento al caso del grupo Z, x Z5 . El
objeto de la presente memoria es profundizar dicha descripcién. La estructura de este
grupo abeliano induce otra en el conjunto de cobordes y en las matrices de Hadamard
que merece ser estudiada con detalle por si misma y sus propiedades intrinsecas y,
porque, por otro lado, dicho conocimiento permite el diseno y mejora de algoritmos

para la busqueda y computacién de matrices Hadamard cociclicas sobre Z; x Zg.

Las ideas originales del trabajo se resumen en los siguientes puntos:

e Las distribuciones, que son condiciones necesarias sobre el niimero y la eleccion
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de cobordes que intervenienen en la determinacion una matriz Hadamard.

e Las cuatro operaciones sobre el conjunto de matrices Hadamard de orden 4t

que preservan dicho caracter. Estas proporcionan una clasificacion en érbitas.

e Los diagramas como herramienta para representar caminos y condiciones de
adyacencia. Simplifican la notacion, la visiéon y comprensién de las operaciones

asi como la realizacién de pruebas.

En el primer capitulo se presenta una introduccion a conceptos y resultados ya
conocidos sobre matrices de Hadamard y matrices cociclicas. Se presenta una des-
cripcion de los cobordes de la base y dos conceptos que estan presentes a lo largo de
todas la memoria, las ideas de caminos e intersecciones. Hay que senalar un resultado
original basado en el test cociclico de [17] y [6] que reduce la comprobacién del test

cociclico a la mitad de las filas.

Los s-caminos proporcionan una forma ordenada de describir cudles son las posi-
ciones de —1 en la fila s-ésima del producto punto a punto de un conjunto dado de

matrices coborde generalizadas.

Una vez localizadas dichas posiciones de los —1, interesa conocer como se “encuen-
tran” con las posiciones de —1 presentes en la matriz representativa R. Se tiene una
interseccion si dos —1 coinciden en la misma posicién. Resulta de particular interés

para el desarrollo de este trabajo la formula:

2c+7r=2t+2] (0.1)

que, fijado t y para cada fila s, relaciona el nimero r de —1 de la matriz R, el nimero

¢ de s-caminos y el nimero I de intersecciones.

El segundo capitulo esta dedicado a la descripcion en particular de cobordes,
caminos e intersecciones en el caso abeliano. Se tomarda como matriz representativa

(ver [2] para més detalles) al producto de Kronecker:
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1 1 1 1

1 -1 1 -1
R - 1t ®

1 -1 -1 1

1 1 -1 -1

En esta situacion hay dos hechos que marcan las pautas de comportamiento de

caminos e intersecciones:

e La particién en el conjunto de cobordes determinada por los caminos (ciclos) de
cada fila, en particular, los ciclos de la fila cinco que determinan una particién en
cuatro subconjuntos o componentes, uno por cada clase de congruencia modulo

cuatro.

e Por otro lado, el comportamiento de los caminos, gobernado segtin congruencias
moédulo cuatro, se encuentra con la particular forma de la matriz R tomada,

copia t? veces de un bloque 4 x 4.

Merece mencién especial la traduccion de (0.1) al caso abeliano:

c=1t para filas s = 1mod4

c=1 para filas s=0,2,3mod4

cuya primera condicion sirve de base a los razonamientos relativos a distribuciones.

La idea de distribucién tratada en el capitulo 3 tiene su origen en el intento de
encontrar cotas para el nimero de cobordes de la base utilizados para determinar una
matriz de Hadamard. Maés alla de las cotas, que han resultado muy ajustadas, (de
hecho, coinciden exactamente con los niimeros de cobordes utilizados hasta t = 71), se
ha obtenido una condicién necesaria para los niimeros exactos de cobordes necesarios,
junto con la particién o reparto de este niimero en las cuatro clases de congruencia

mod 4, que vienen dictadas por los ciclos de la fila 5.

La idea de clasificar el conjunto de cobordes en componentes segin la congruencia
modulo cuatro, presente a lo largo de todo el trabajo, hizo su primera aparicién en
este momento. Los caminos en las filas congruentes con 1 mod4, (salvo la primera),
deben sumar exactamente ¢t. La nueva idea fue contar caminos no a lo largo de las

filas, sino por componentes, estableciendo que el nimero total de caminos debe ser
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t(t —1)/2, esto es, el numero de caminos por fila por el nimero de filas a evaluar.
Por otra parte también se probé que el niimero de caminos en una componente a lo
largo de las (t — 1)/2 filas a evaluar determina el niimero de cobordes utilizados. De

aqui surgié la nocién de reparto.

Este estudio de tipo mas teorico se vi6 acompanado en todo momento de calculos
efectivos para aumentar los valores de ¢ para los que se conocia el niimero de matrices
Hadamard. De hecho, la programacion y cédlculos por un lado, y el estudio de tipo
analitico por otro, se han retroalimentado, formando dos caras de la misma moneda.
La programacion ha proporcionado ejemplos a cuya luz se han podido estudiar nuevas

propiedades, propiedades que permitian refinar a su vez la programacion.

En un principio, se disponia de la lista de matrices expresadas respecto de la base
parat = 3 y t = 5y de una tabla en [15] que indicaba los niimeros de matrices

Hadamard, en este caso hasta t = 9.

La idea de reparto permitiéo aumentar las listas anteriores hasta t = 7, ordenadas
ademas seguin repartos. En este momento se comenzaron a observar los patrones que

dieron lugar a las operaciones, estudiadas en el capitulo 4.

Las cuatro operaciones presentadas acttian sobre el conjunto de matrices cociclicas
preservando el cardacter Hadamard. Cada una de ellas puede ser interpretada como la
accion de un determinado grupo sobre este conjunto, lo que proporciona una particién
en 6rbitas. Dichas orbitas determinan, por un lado, una clasificacién. Por otro, dada

una matriz de Hadamard, se pueden obtener el resto de las matrices de su érbita.

Este hecho resulta de gran interés. Por ejemplo, las 840 matrices Hadamard de
t = 7 pueden obtenerse sélo a partir de dos matrices, (precisamente, una matriz

cualquiera de cada una de las dos drbitas existentes en este caso).

El dltimo capitulo estd dedicado a la descripcién de los resultados obtenidos a

nivel de calculo, siguiendo la trayectoria historica del trabajo.

A medida que se dispuso de més ejemplos se hizo necesaria una herramienta para
representar los conjuntos de cobordes que determinan una matriz. Se construyeron

los diagramas.

Los diagramas resultan de gran utilidad. En lineas generales, esta presentacion
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convenientemente ordenada de cobordes permite leer con mas comodidad las condi-
ciones de adyacencia de cobordes, el niimero, el tamano de caminos y las posibles

intersecciones en su caso.

Los diagramas arrojaban luz sobre todas las operaciones que se habian definido con
anterioridad y que adquirian una interpretacion visual muy clara, aunque su definicién
inicial pudiera ser un poco enrevesada. Se reescribieron algunas demostraciones que
resultaban mas farragosas sin esta herramienta. La utilizaciéon de los cobordes que se

despreciaban al quedarnos con la base aparecia, también, de forma natural.

Los resultados obtenidos han permitido completar la tabla presente en [6] que
enumera las matrices de tipo Williamson y Z; X Zg-Hadamard. Es mas, dado t,
se ha observado que existe una relacién entre los cardinales de ambos conjuntos de

matrices, que estdn en proporcién 1/t.

En todos los resultados obtenidos de forma exhaustiva (hasta t = 15), se ha obser-
vado que los diagramas presentan una configuracion simétrica, lo que hace conjeturar
la condicién de simetria, no probada a la fecha y una de las lineas abiertas. Se ha
supuesto simetria para continuar con la busqueda cuando el coste computacional ha

hecho imposible la bisqueda exhaustiva, obteniendo resultados hasta ¢ = 25.

Las nuevos ejemplos obtenidos representados en diagramas proporcionan objeto

de estudio para avanzar en la escalada de valores de t.
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Capitulo 1.

Preliminares

1.1 Matrices de Hadamard

Una matriz de Hadamard de orden n es una matriz H, cuadrada, de dimension

n X n, con todas sus entradas {1, —1}, que verifica
H-H" =n-1I, (1.1)

es decir, sus filas (respectivamente, columnas) son ortogonales dos a dos. Ejemplos

para n = 1,2,4 son, respectivamente:

1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1

H, = (1), H, = , H, =
=) ? (1—1) : 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Las matrices de Hadamard han despertado interés desde hace tiempo, tanto por su
estudio puramente tedrico como por sus miiltiples aplicaciones. Los primeros ejemplos
fueron publicados por Sylvester [21] en 1867. Sylvester también observé que si H era

una matriz de Hadamard también lo era la matriz
H H
) (1.2)
H —H

En concreto, la matriz indicada anteriormente como H, es un ejemplo de dicha

afirmacién, pues H, se puede construir a partir de Hs, al igual que Hy a partir de H;.

En 1893 Hadamard publicé ejemplos en érdenes 12 y 20 y mostréo que pueden

existir matrices Hadamard en 6rdenes 2!, resultado previamente demostrado por

3
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Sylvester. Hadamard estaba interesado en encontrar el determinante méaximo de
las matrices cuadradas (A = (a;;)) de orden n de entradas reales |a;;| < 1, y mostrd
en [13] que este determinante méximo n™/? era alcanzado por matrices con entradas

{1, —1} si y solo si satisfacian la condicién (1.1).

Ademas, Hadamard demostré que tales matrices podrian existir sélo si n = 1,2
o multiplo de 4. Esta observacion ha constituido la base de uno de los grandes
problemas no resueltos en Matemaéticas, la denominada Conjetura de Hadamard, que

asevera que existen matrices de Hadamard de orden cualquier multiplo de 4.

Al contrario que otras conjeturas, en las que si cabe han sido mads relevantes
las teorfas desarrolladas sucesivamente para su resolucién que los propios postulados
enunciados en las conjeturas mismas (como el Teorema de Fermat o la conjetura
de Goldbach, que propiciaron el nacimiento de la teorfa algebraica de numeros),
la existencia de matrices de Hadamard en cualquier orden 4¢ es fundamental por
sus aplicaciones en muy diversos campos, tales como los disenos combinatorios, los
cddigos correctores de errores, los disenos de pesadas miiltiples, el cdlculo de matrices

con determinante maximo, etc.

Un problema secundario relacionado con la conjetura de Hadamard, también de
gran complejidad, es el de la determinacion del niimero de matrices de Hadamard
“esencialmente distintas” que existen para un orden determinado. La equivalencia
Hadamard de matrices es la nocién que se corresponde con esta idea de “diferencia
sustancial” entre dos matrices H y H', en el sentido de que han de diferir una de otra

en el producto, salvo signo, de sendas matrices de permutaciéon Py P,
PH = H'P

es decir, que se pueden obtener una de otra mediante la permutacién y/o negacién

de filas y/o columnas.

Dada una matriz de Hadamard, se puede negar cada fila cuyo primer elemento
sea -1, y asi obtener una matriz equivalente cuya primera columna esta formada sélo
por unos. De forma andloga, la primera fila se puede convertir en una fila toda de
unos, negando las columnas que comiencen por -1. Toda matriz de esta forma se dice

matriz de Hadamard normalizada.

Aunque considerar que las matrices de Hadamard existen en cualquier orden

multiplo de cuatro es una mera conjetura, lo que si se puede probar de forma sen-
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cilla es que, en caso de existir, estas matrices han de tener orden 1, 2 o 4¢, para
t € IN. De hecho, como hemos indicado anteriormente, salvo equivalencia Hadamard,

las matrices de Hadamard de orden 1 y 2 son respectivamente:

1 1
le(l), H2:<1 _1>

Para probar que las matrices de Hadamard de orden n > 3 son de orden un
multiplo de 4 basta considerar, sin pérdida de generalidad gracias a la equivalencia

Hadamard, una matriz de Hadamard cuyas primeras filas sean de la forma:

11 1 1 1 - 1 11 - 1 11 - 1

11 1 1 1 - 1 =1 =1 - =1 =1 =1 - -1

11 1 -1 -1 - -1 1 1 - 1 =1 =1 - -1
i Ji k [

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de las filas resulta que:

itj—k—1 =0
i—jtk—1 =
i—j—k+l =

De lo que se deduce que ¢ = j = k = [. Por otra parte, como i+ j + k + [ = n,

resulta que, efectivamente, es n = 4¢ (multiplo de 4).

En definitiva, dada una matriz H de Hadamard de dimensién n > 2, entonces, n
es par y cualesquiera dos filas distintas de H coinciden en exactamente n/2 de sus
columnas. Mas aun, si n > 2, entonces n es multiplo de 4 y cualesquiera tres filas

distintas de H coinciden en exactamente n/4 columnas.

Desde que se planted la Conjetura de Hadamard, se ha intentado dar respuestas

a las dos preguntas siguientes:

1. ;Existen matrices de Hadamard de orden cualquier multiplo de 47

2. ;Coémo construirlas?
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Respecto a la primera pregunta, aun no se ha podido dar una respuesta defini-
tiva, pero si se han ensayado buenas aproximaciones, unas facilitando formas de con-
struccién generales como la de Sylvester [21], Paley [19] y Williamson [24], otras de
cardcter asintético, principalmente obtenidas por Seberry [23], Craigen [8], de Launey

9] y de Launey y Kharaghani [10].

Seberry demostré que dado un niimero impar m, existe una matriz de Hadamard
de orden 2'm V ¢ > [2logy(m —3)] + 1.

Craigen, casi veinte anos después, demostré que para todo niimero positivo impar
m, existe una matriz de Hadamard de orden 2%m siendo b el nimero de digitos no

nulos de la representacién binaria de m y de orden 2'm para t = 6| log, 5 | + 2.

Recientemente, de Launey ha demostrado que V € > 0 el conjunto de ntimeros
impares k para los cuales hay una matriz de Hadamard de orden k2%FE+1982#] tiene

densidad positiva en el conjunto de los nimeros naturales.

De igual modo, de Launey y Kharaghani han probado que hay una matriz cociclica

de Hadamard de orden 2!9*'q para t > SLWL siendo ¢ un nimero impar.

Respecto a la segunda pregunta, se conocen numerosos métodos para construir
matrices de Hadamard. Con ellos se consigue obtener familias infinitas de matrices
de Hadamard, dando lugar a infinitos érdenes (miltiplos de 4) en los que existen estas
matrices. Sin embargo, atin hay infinitos 6rdenes en los que todavia no se conocen
matrices de Hadamard. Por otra parte, no se conoce ningtin orden divisible por 4 para
el que se haya demostrado la no existencia de matrices de Hadamard. En definitiva,

la Conjetura de Hadamard sigue abierta.

En general, como ya se ha comentado anteriormente, si H es una matriz de
Hadamard de orden n, también lo son las matrices —H (opuesta de H) y HT

(traspuesta de H).

Algunos de los métodos de construccién estan basados en el producto de Kronecker
de dos matrices, definido de la siguiente forma: si A = (a;;) es una matriz m x m y
By, By, . .., By, son matrices n X n, el producto de Kronecker A® (By, By, ..., B,,) es

la matriz cuadrada de orden mn x mn siguiente:
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a1 By aBy - am By
as1 By aBy -+ ag,DBs
a'mle amZBm e ammBm
Cuando By = By = ... = B,, = B podemos expresar A ® (B, B,.™., B) simple-

mente por A ® B = (a;; - B).

Como podemos observar, la matriz de Hadamard (1.2) construida por Sylvester

1 1
responde al producto ( 1 1 ) ® H

Dado que el producto de Kronecker verifica que (A® B)(C ® D) = AC ® BD, si

H y H’ son matrices de Hadamard de 6rdenes n; y no respectivamente, entonces
(HoHYH®H) = Heo H)YH"® H")=HH" @ H'H" =
=nilp, @ nolyp, = ninaly p,,

por lo que, efectivamente, H ® H' es también una matriz de Hadamard, de orden

ny X noy.

Una de las primeras familias de matrices de Hadamard fue construida por Sylvester
1 1

en [21], por iteraciones del producto de Kronecker de la matriz S; = _

k
consigo misma: {Sy = @ S1 : £ > 1}. Dichas matrices son simétricas y de orden 2
i=1

para t > 1. Se verifica que si H es una matriz de Hadamard de orden n, para k > 1,
k

entonces () S1) ® H es también una matriz de Hadamard, de orden 2* - n.
i=1

Ademas de los trabajos de Sylvester y Hadamard ya mencionados, entre los
mas importantes orientados a la construcciéon de matrices de Hadamard de orden
cualquiera prefijado, cabe destacar el de Scarpis [20], quien probé que cuando p es un
nimero primo congruente con 3 mod4, entonces existe una matriz de Hadamard de
orden p + 1, mientras que si p es primo congruente con 1 mod 4, existe una matriz de
Hadamard de orden 2(p + 1).

Mas tarde, Paley [19] generaliz6 el trabajo de Scarpis, proponiendo una manera de

construir infinitas matrices de Hadamard asociadas a cada niimero primo, una para
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cada potencia de dicho nimero. La construccién de las matrices de Paley a partir
de un nimero primo impar p requiere encontrar los llamados residuos cuadrdticos
(o simplemente residuos) médulo p*, esto es, los cuadrados no nulos médulo p*. En

k

realidad, como (pF — a)? = (—a)? = a® mod p*), basta considerar los cuadrados de

los L;l primeros niimeros. Los restantes nimeros médulo p* son los llamados no-
residuos (a excepcién del cero, que no se considera residuo ni no-residuo). Las matrices
se construyen a partir de la matriz de Jacobsthal Q = (g;;), que es una matriz p* x p*
cuyas entradas son ¢;; = x(¢ — j), donde x es la funcion de Legendre definida de la

siguiente forma:

e x(i) =0, si i es un mltiplo de p*.
e x(i) =1, si i es un residuo médulo p*.

e x(i) = —1, si i es un no-residuo médulo p*.

01

De este modo, si S = (
1T

) es una matriz cuadrada de dimensién p* + 1,

entonces:

1 —1
1T Q + ka
(Paley Tipo I) de dimensién p* + 1.

e si p¥ = 3mod4 la matriz H; = < ) es una matriz de Hadamard

S - [pk+1 _S - ]pk+1
matriz de Hadamard (Paley Tipo II) de dimensién 2(p* + 1). Esta tltima

también puede expresarse utilizando el producto de Kronecker:

1 1 1 -1
H[[:S®<1 _1>+[pk+1®<_1 _1)

Williamson [24] fue més alla del trabajo de Paley y consideré métodos innovadores

e si pf = 1mod4), la matriz Hy; = < ) es también una

que le permitieron encontrar matrices de Hadamard para algunos érdenes hasta en-
tonces no estudiados. El método de Williamson consiste en la busqueda de matrices

de Hadamard a partir de matrices por bloques, restringidas a ciertas condiciones.
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Asi, si existen matrices A, B,C, D de orden w, con entradas {1, —1}, que satisfacen
XY'=YX'paraX #Y € {A,B,C,D}y AA'+ BB'+CC'+ DD' = 4wlI,, entonces

A B C D
B -A D -C
¢ -D -A B
D C -B -A

es una matriz de Hadamard (Williamson) de dimensién 4w.
Mas tarde, Cooper y Wallis [7] y Turyn [22] generalizaron el trabajo de Williamson.

Actualmente, una de las aproximaciones que se estima con mayores probabilidades
de éxito en la labor de construir matrices de Hadamard de todos los érdenes multiplos
de 4, se basa en la construccion de matrices desarrolladas “cociclicamente”. Horadam
y de Launey en los afios 90 fueron pioneros en la bisqueda de “matrices de Hadamard
cociclicas” [17]. Estas matrices se obtienen a partir de 2-cociclos, como veremos a
continuacién. Ambos autores han generado gracias a este procedimiento matrices de
Hadamard hasta completar todos los 6rdenes por debajo de 100 y conjeturan que este

método permite generar matrices de Hadamard para cualquier orden 4t.

1.2 Matrices cociclicas

La busqueda de todo el conjunto de matrices Hadamard de tamano 4t de forma
exhaustiva requiere la resolucién de un sistema no lineal de < 5 ) ecuaciones, una
por cada par de filas, y 16t incégnitas.

Comprobar si una matriz dada M es de Hadamard es una tarea algo mas

econdémica en cuanto a operaciones se refiere. Se trata de estudiar si las filas de

M son ortogonales dos a dos.

Si la matriz M es cociclica se tiene una comprobacién con un coste computacional
aun menor, el test cociclico, que afirma que una matriz cociclica es Hadamard si y

sOlo si la suma de los elementos de cada fila, salvo la primera, es nula.

Se ha probado que existen matrices cociclicas de Hadamard de érdenes ¢ hasta

t < 46 ([18, 15]). Grupos como Z; x Z3 o los grupos diedrales Dy parecen propor-
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cionar suficientes matrices de Hadamard [1, 6, 12] para que aparezca, a su vez, una

conjetura cociclica de Hadamard [15].

Se presentan a continuacion nociones relativas al caso cociclico que son necesarias

en el desarrollo del presente trabajo, extraidas de [17, 2].

Definicién 1.2.1 Sea (G, ) un grupo de 4t elementos, G = {g1 = 1,92,...,9u}. se

define como matriz cociclica sobre G a una matriz

floi.q1)  flg1.92) -+ f(g1,9u)
v | e fa2g) oo flg290)
F= : : :

f(9ats91) f(9ats92) -+ [(Gat, 9ar)

cuya entrada (i,7) viene dada por f(g;,g;), donde f es un 2-cociclo sobre (G,-), es
decir, una funcion f: G x G — {1,—1} que verifica:

f (i, 95) - £(9i95, 98) = f(95,9) - [(9i, 959x) V1 <i,5,k < 4t (1.3)

Por conveniencia, a veces nos referiremos al elemento del grupo g¢; simplemente

por 1.

Para nuestro propdsito, dado un grupo G, una vez obtenidas todas las matrices
cociclicas sobre él, nos interesa considerar solo aquéllas que son de Hadamard. Para
ello, nos vamos a basar en un resultado demostrado por Horadam y de Launey en
[17]. Ellos establecieron una condicién necesaria y suficiente, que denominamos Test

de Hadamard, para determinar si una matriz cociclica es de Hadamard:

Proposicién 1.2.2 Una matriz cociclica es de Hadamard si y solo si la suma de los

elementos de cualquier fila, salvo la primera (cuyas entradas son iquales entre si), es
4t

nula, es decir, My = (f(g:,9;)) es de Hadamard < Z f(9i,9;) =0, con 2 < i <4t

i=1

Demostraciéon. Reproducimos aqui la demostracion del test de Hadamard dada por

Horadam y de Launey en [17].
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M; es de Hadamard < (fila b, filad) =0 V gp,94 € G, con 1 < b,d <4ty

4t
b # d. Es decir, para cada pareja g, # gq € G debe ser Z f (9, 95) - f(ga,95) = 0.

=1
Sea g, = gdgb_1 (con g, # 1 por ser g, # gq), entonces gg = gagp-
Segtin (1.3), f(9a, gb) - f(9agv; 95) = f(9b,95) - [(9ar gpg;) V1 <a,b,j < 4t

Si llamamos A = f(ga, ), B = f(9agp,95); C = [(96:9;), D = f(ga> 99;);
tenemos que se verifica A- B = C - D. Como A% = B? = C? = D? = 1, entonces

podemos expresar que C'- B = A - D, es decir:

f (g, 95) - F(9agvs 95) = [(Gar 9b) * f(Gas 9b95)-

Por tanto:

4t

> F(9695) - Fl9a,9) =0 & Z f(95.95) - f(gagp, 95) = 0 =

j=1
4t 4t A 40
S [ (Gar90) - (Gar 9697) =0 F(Gar90) = (gar gogs) = 0 EE
j=1 Jj=1

at at
&> f(9ar39) =0 > f(garg;) =0
j=1 j=1
pues g, - G = G, salvo orden.

Es decir, dos filas gy, g4 son ortogonales si y sélo si la fila g, = gag, !'suma 0. En
particular, fijado gy, la fila g, serd ortogonal a las restantes filas g4 si y sélo si la fila

9ag, ! suma 0 para todo gy # g3, como se querfa demostrar.

De esta demostracion se obtiene de forma sencilla un resultado que reducird, en

general, a la mitad de las filas la comprobacion del test cociclico de Hadamard.

Corolario 1.2.3 Sea M una matriz cociclica. Si la fila gq verifica el test cociclico
de Hadamard, la fila g;—', correspondiente al inverso de g4, también verifica el test

cociclico.
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Demostracién. Acabamos de probar que las filas g, y g4 son ortogonales, (gy, g4) =

1

0, si y sélo si la fila g, = gqg,~ verifica el test cociclico de Hadamard.

Basta observar que (gy, ga) = 0 = (ga, 9), Por lo que la fila gyga™" = (gage™") ™"

verifica el test cociclico.

Llegado este punto, es conveniente destacar que las principales ventajas de traba-

jar con matrices cociclicas de Hadamard se resumen en los siguientes hechos:

e El test cociclico de Hadamard [17] acttia en O(#?), mejor que el algoritmo usual

para las matrices de Hadamard (no necesariamente cociclicas), que actia en

O(t3).

e El espacio de busqueda se reduce al conjunto de matrices cociclicas sobre un

grupo dado (es decir, 2° matrices, siempre que una base para 2-cociclos sobre G

4t
posea s elementos), en lugar del conjunto completo, ( 2t ) , de matrices
4t — 1
binarias 4t x 4t con la primera fila toda de 1s y el resto formada por 2t 1s y 2t

-1s.

1.2.1 Cobordes, caminos e intersecciones

Cada coborde elemental J, esta construido a partir de la aplicacién 64 : G — {£1}

asociada a un elemento g4 € G, tal que:

0ulgi: 9;) = 0a(9:)0u(9,)04(019;)  para 5d<g,->:{‘1 SR )

Sea d # 1. Entonces cada fila s # 1,d en Mj, contiene precisamente dos —1s, los
cuales estdn localizados en las posiciones (s,d) y (s, e), para g. = g; 'gq. Ademads, la
primera fila esta siempre formada por 1s, mientras que la d-ésima fila esta formada

por —1s, excepto las posiciones (d, 1) y (d, d).
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El conjunto de todos los cobordes elementales genera todo el conjunto de cobordes,

sin embargo no son, en general, linealmente independientes (ver [3]).

Definicién 1.2.4 La d-ésima matriz coborde generalizada se obtiene negando

la fila d-ésima de My,. Serd denotada también por My,.

Nota 1.2.5 Dada la relacion inequivoca, a lo largo de la memoria se hablard
indistintamente de coborde, matriz coborde y matriz coborde generalizada, usando

la notacion 04 6 My, segin convenga.

Se utilizaran matrices coborde generalizadas. Dado que una fila es Hadamard si y
s0lo si la suma de sus entradas es nula, la negacién de dicha fila no altera su caracter
Hadamard. De esta manera, cada fila de My,, salvo la primera, contiene exactamente
dos entradas —1, precisamente en las posiciones (s,d) y (s,e) con g. = g;'gqs. La
entrada (s, d) sera denominada fija, mientras que la entrada (s, e) serd denominada

flotante.

Nota 1.2.6 Por comodidad en la notacion, la posicion (s,e) con g. = g;'gq serd

denotada por (s, s~'d) en adelante.

Puesto que una matriz cocilicica se puede expresar como un producto de cociclos,
donde parte de los factores son cobordes, interesa describir la relacion existente entre

las posiciones de los —1 en los distintos cobordes.

Lema 1.2.7 Dos matrices coborde generalizas distintas My, y My, comparten un —1
en la fila s-ésima o bien, en la posicion (s,d) = (s,s71f), o bien en la posicion
(s,571d) = (s, f). Se tiene entonces, que no hay mds de dos matrices coborde gene-

ralizadas que compartan un —1 en la misma posicion.

Demostracién. Dado un coborde generalizado Mp,, cada fila, salvo la primera,

contiene exactamente dos entradas —1 en las posiciones (s,d) y (s, s™d).

Supongamos que un coborde Mp,, distinto del anterior comparte una entrada —1
con My, en la fila s. Si la entrada compartida estd en la posicién (s, d) se tiene que

necesariamente d = s~ f, ya que d # f.
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De la misma forma, si la posicién compartida estd en (s, s~'d), entonces s™'d = f,

ya que si s7'd = s~1f se tiene que d = f.

Definiciéon 1.2.8 Un conjunto {Maij 1 < j <r} de matrices coborde generalizadas
define un s-camino si pueden ser ordenadas en una sucesion (M, ... M, ) de forma
que matrices consecutivas compartan al menos una entrada negativa en la fila s. Dicho
camino se denomina ciclo si la primera matriz y la ultima de la sucesion tienen una

entrada negativa en la misma posicion en la fila s.

Los ciclos serdn denotados por [M,, ... M,].

Nota 1.2.9 Teniendo en cuenta el lema anterior, dos matrices coborde My, y My,
serdn adyacentes en un s-camino (... My, Mg, . ..) si la posicion flotante de Mp, coin-
cide con la posicion fija de My, (o al revés). Por otro lado, un s-camino proporciona
dos —1, en la posicion fija de la primera matriz coborde del camino y en la posicion

flotante de la ultima.

Nota 1.2.10 Se tiene que un s-camino se extiende de forma iunica, tanto a su
1zquierda como a su derecha. Por lo tanto, dentro del conjunto de cobordes gene-
ralizados, se puede prolongar de forma unica a un s-camino mazximal, que ademds
resultard un ciclo. Los ciclos de una fila s son disjuntos dos a dos y cada coborde
pertenece a un unico ciclo, (el que se obtiene al extender el camino formado por él
mismo), con lo que el conjunto de los ciclos en una fila s determina una particion en

el conjunto de cobordes. Este hecho resultard de interés en el desarrollo del trabajo.

Se hace ver que toda matriz cociclica se puede escribir como producto punto a

punto de matrices:

M = Mal.l ..My, R,
donde las matrices Mal.j 1 < j < r son matrices coborde generalizadas y la matriz R

estd asociada a cociclos representativos. (Ver [3] para més detalles).

Se hace necesario estudiar la relacion entre las posiciones de los —1 dados por los

caminos y las posiciones de los —1 en la correspondiente matriz R.
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Definicién 1.2.11 Un s-camino define tantas intersecciones como entradas nega-
tivas comparte con la correspondiente fila s-ésima de la matriz R. En particular, un

s-camino puede producir 0, 1 ¢ 2 intersecciones en una fila dada.

Nota 1.2.12 Los ciclos no proporcionan intersecciones.

Proposicién 1.2.13 Dada una fila s de una matriz cociclica de orden 4t, M =
My,

‘1

... My, R, sea c el nimero de s-caminos en los que se particiona M, I el nimero
de intersecciones a que éstos dan lugar y r el numero de —1 en la fila s de la matriz
R. La fila s de la matriz cociclica verifica el test de Hadamard, (i. e., suma cero), si

y solo si:
2c +r — 21 = 2t.
Demostraciéon. Segun el test cociclico se debe comprobar que en la fila s de la

matriz M hay exactamente 2t posiciones con —1.

Puesto que M = My, ... My, R, hay que contar el numero de —1 que aparecen

en la fila s de la expresién como producto punto a punto.

Cada s-camino proporciona dos —1, se tienen, también r posiciones de —1 por
parte de la matriz R. Sin embargo, cada vez que se da una interseccion, se pierden
dos —1. De ahi el resultado. [

Esta formula tiene una interesante traduccién en el caso del grupo Z; x Z%, que

sera presentada en el proximo capitulo.
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Capitulo 2.

Matrices cociclicas sobre Z; x Z;

2.1 Z; X Z%. Descripcion del grupo. Orden

El grupo abeliano de orden 4t con el que vamos a trabajar es Z; x Z3 para ¢ impar,
lo que no supone ninguna limitacién atendiendo a la construccion de Kronecker. Si

llamamos a, b, ¢ a los generadores del mismo, tenemos que
G = {(a,b,c:a" =b*=c*=1,ab = ba,ac = ca, bc = cb).

Si representamos cada elemento g del grupo como una terna (4, j, k), donde g = a’t’cF,
es decir, cada componente representa el exponente (respecto de los generadores del

grupo) de dicho elemento, tenemos un orden determinado en el grupo, el inducido

por el orden lexicografico en las ternas; asi g; = 1,..., gy = a''be.
g1 < 92 < 93 < 94 < ... < 9at-
(07070) (07071) (07170) (07171) (t_ 17171)
1 c b be a~1be.

Asi, el elemento d-ésimo del grupo, corresponde a la terna

(L%J, L%j mod 2, (d — 1) mod 2).

Por otro lado, la terna (i, 7, k) corresponde al elemento 4i+2j+ k+ 1-ésimo del grupo.

(L%j,L%Jmon,(d—l)mon)<—>4z’+2j+k+1. (2.1)

La operacién producto en el grupo se traduce en

(i,7,k)(7", 7", K') = ((i + ') mod t, (j + 7)) mod 2, (k + k") mod 2),

19
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con lo que el inverso de (i, j, k) es (t — i, 7, k).

Nota 2.1.1 Para una mayor ligereza en la lectura, puesto que el presente trabajo
estudiard unicamente el caso del grupo Z, x Z3 y no se dard lugar a confusion, nos

referiremos a dicho grupo como Z, x Z5 o grupo abeliano indistintamente.

2.2 Descripcion de los cobordes. Matriz R

Como indicamos en el capitulo anterior, el d-ésimo coborde, (asociado al d-ésimo

elemento del grupo Z; x Z%), sera, denotado por 0.

Se consideraran, también, las matrices coborde generalizadas que resultan de

negar la fila d-ésima de la matriz My, .

La matriz Mp,, salvo en la primera fila, cuyas entradas son siempre positivas, tiene
sus entradas negativas en las posiciones situadas sobre la columna d-ésima, y en las
posiciones (s, s71d) en cada fila s. Se recuerda que para cada fila s, estas posiciones
seran denominas fija y flotante respectivamente. Con la notacion utilizada, la posicion

fija de una matriz coborde viene dada por el nimero que la indexa.

Como ejemplo se presenta la matriz coborde My, en t = 3

i1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1
111 1 1 -1 1-1 1 1 1 1 1
i1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1
1 11-1r 1 1 1-1 1 1 1 1 1
My, — 111 1-1 1 1-1 1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1 1-1 1 1 1 1 1
1 -1r 1 1 1 1-1 1 1 1 1 1
111 1 1 1 1-1 1 1 1 -1 1
11 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1
111 1 1 1 1-1 1 -1 1 1 1
111 1 1 1 1-1 1 1 -1 1 1
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En cuanto a la matriz R, correspondiente a los cociclos representativos (ver [2]

para una explicaciéon mds detallada), se tomara:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 .1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 .1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
R=| : : : :
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

Cada matriz cociclica M es obtenida como producto:

M = My, My, R.

iy e i

El conjunto de matrices de cobordes {Mjy,,..., My, } es sistema generador pero
no base. En este trabajo se considerard la base B = {My,, ,, Ma,, 4, ... Ms,, My, },
donde las matrices de los cobordes que no pertenecen a la base {My,, My,, ., My, }

quedan expresados respecto de ella como sigue:
t—1 t—1
o My, = —[[Mon,, [ Mo,
i=1 i=0
t—2 t—1
o Mp,_, = H M34i+3 H M34i+2
=0 =0

t—1 t—1
L M84t = H M34i H M<94i+2
i=1 =0

2.3 Las filas 2, 3 y 4 son siempre Hadamard

En esta seccion se vera que las filas 2, 3 y 4 de una matriz M = My, ... My, R

(3

siempre verifican el test cociclico.
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En cada fila s de la matriz My, los —1 se encuentran en los lugares (s, d) y (s, e),
donde g, = g;'gq. Utilizando (2.1), tenemos que en cada fila s mayor que 1, los —1

estan localizados en la columna d-ésima y en la

(T - 2 moad +2(( 00 - |25y mod 2] 4+ (d—s) mod 2 +1. (22)

Nota 2.3.1 Con esta informacion es sencillo calcular los ciclos en cada fila,
por ejemplo, para t = 3, en la fila 5, tenemos que los ciclos son
[Ma,, Ma,,, Ma], [Ma,,, Ma,, Ma,], [Ma,,, Mas, Ms,|, [Ma,, Ms,, My,|, mientras que en
la fila 6, son [My,,, My, , Ma,, Ma,, Moy, My, |, [Ma,, Moy, My,,, My, My,, Mp,,].

Centrémonos ahora en las filas 2, 3 y 4, donde los ciclos son muy féciles de calcular.

Lema 2.3.2 Para cualquier t impar, los ciclos en la fila 2 son de la forma

[May,, Ma,,,] con i par.

Demostracion. Para demostrar este resultado, nos basta calcular el lugar en que se
encuentra el —1 flotante de cada coborde en la fila 2, lo que se hace sustituyendo en

la férmula (2.2) el valor de la fila s = 2. En este caso [*] = [£52] = 0, lo que nos

1 2
da 4[] mod t] + 2[5 mod 2] + dmod 2 + 1, que, al compararlo con la posicién
fija, que es 4[| 71| mod ¢] + 2[| 452 | mod 2] + (d — 1) mod 2 + 1, implica que el flotante
de un coborde par estd justo a la derecha del fijo (puesto que d — 1 vale 1 médulo 2),
mientras que el flotante de un coborde impar esta inmediatamente a la izquierda del

fijo. De aqui el resultado. [
Corolario 2.3.3 La fila 2 es Hadamard.

Demostracién. Como los —1 de la fila 2 de R estan en las columnas impares y los
2-caminos deben estar formados por un tnico coborde con sendos —1 en un lugar par

e impar, el nimero de —1 en la fila 2 se mantiene constante igual a 2¢.

Lema 2.3.4 Para cualquier t impar, los ciclos en la fila 3 son de la forma
[My,, My,,,] coni=1,2 mddulo 4.
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Demostracion. De nuevo basta calcular el lugar en que se encuentra el —1 flotante

de cada coborde en la fila 3, lo que, como en el caso de la fila 2, se hace sustituyendo

en la férmula (2.2) el valor de la fila s = 3. Aqui [*31] =0, [*51] =1, con lo que el

—1 flotante est4 en la posicién 4[| 1 | mod ¢] +2[(| 42 | — 1) mod 2] + (d— 1) mod 2+ 1.

La posicién fija en este caso es 4[| 271 | mod ¢] + 2[[ 5} | mod 2] + (d — 1) mod2 + 1, y

el —1 flotante de un coborde congruente con 1 o 2 médulo 4 estd situado dos lugares
d—1

a la derecha del fijo, puesto que en ambos casos, | 5] es par y vale 0 médulo 2. Por

otra parte, si el coborde es congruente con 3 o 4, Ld;QlJ es impar y el —1 flotante estéd

colocado dos lugares a la izquierda del fijo. De aqui el resultado. [
Corolario 2.3.5 La fila 3 es Hadamard.

Demostracion. Como los —1 de la fila 3 de R estan en las columnas congruentes
con 2 y 3 médulo 4 y los 3-caminos deben estar formados por un tinico coborde con
sendos —1 en columnas congruentes con 1 y 3, o bien con 2 y 4, el nimero de —1 en

la fila 3 sigue siendo igual a 2t.

Lema 2.3.6 Para cualquier t impar, las componentes mazimales en la fila 4 son
de la forma [My,, My,,,] si d es congruente con 1 médulo 4 y [My,, My, ] si d es

congruente con 2 modulo 4.

Demostracion. Se vuelve de nuevo a calcular el lugar en que se encuentra el —1

flotante de cada coborde en la fila 4. Sustituyendo en la férmula (2.2) el valor de
la fila s = 4, se tiene que [*3] = 0, [*5*
4[| | mod ] + 2[| 4 | mod 2] + dmod 2 + 1. Si se compara con la posicién fija, que
es 4[[ %1 mod t] + 2[| 1 | mod 2] + d mod 2+ 1, se obtiene el resultado, puesto que el

sumar dos, como en el caso anterior, se modifica con la suma de 1 si d impar, o con

| = 1, lo que proporciona la posicién

la resta de 1 para d par. [

Corolario 2.3.7 La fila 4 es de Hadamard.

Demostracién. Los —1 de la fila 4 de R estan en las columnas congruentes con 3 y

4 médulo 4. Los 3-caminos deben estan formados por un tnico coborde con sendos
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—1 en lugares congruentes con 1 y 4, o bien con 2 y 3. Por tanto, el nimero de —1
en la fila 4 es exactamente 2t.

A la vista de lo anterior y recordando que si una fila de una matriz verifica la
condicién Hadamard, su fila correspondiente por inversos lo hace, a partir de ahora,
solo sera necesario comprobar la condiciéon Hadamard de una matriz de orden 4t en
las 2t — 2 filas 5,6, ...,2t + 2.

2.4 Descripcion de ciclos y caminos

Como hemos visto, un coborde My, tiene dos —1 en la fila s, situados en la columna

d y en la columna dada por la férmula (2.2).

Estas posiciones han sido denominadas fija y flotante respectivamente. Debido a
esta distribucién de los —1 dos cobordes My, y My, forman un s-camino (Mpy,, Mpy,)
si la posicién flotante del primero coincide con la posicion fija del segundo, por lo que

la expresion (2.2) determina el criterio de formacién de caminos y ciclos.

En la seccion anterior se han caracterizado caminos y ciclos de las filas 2, 3 y 4.
Merece la pena estudiar con mas detenimiento las pautas de formacion de caminos

en las filas s con s > 5.

Lema 2.4.1 Dado un coborde My, se tiene la siguiente caracterizacion para la for-

macion de s-caminos, b < s < 4t:

o Sis=1mod4, My, ., forma un camino con My,.

e Sis=2modd, My,

ey forma un camino con My, .
oo (-

e Sis=3mod4, My

d—s+3-2(—1

rangity forma un camino con My,.

o Sis=0modd, My, . ., dmod 4

forma un camino con My, .
(1-4(1— | dmgdd }))

Demostracién. Basta sustituir en la férmula (2.2). |
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Por otra parte, se recuerda que en cada fila s los correspondientes ciclos determinan

una particion en el conjunto de cobordes. Para las filas s con 5 < s < 4t y, salvo que

med (t, L(SZDJ) > 1, dicha particién es la siguiente:
e Filas s con s = 1 mod4.

Aparecen cuatro ciclos, uno por cada una de las clases residuales modulo cuatro,
que contienen precisamente todos los cobordes cuyo indice es congruente con

cada una de las clases.

e Filas s con s = 2mod 4.
Aparecen 2 ciclos. Uno contiene todos los cobordes cuyo indice es congruente
con 2 o con 1. El otro ciclo contiene las congruencias con 0 y con 3.

e Filas s con s = 3mod 4.
De nuevo se tienen dos ciclos que contienen las congruencias 0 y 2 en un ciclo
y 1y 3 en el otro.

e Filas s con s = 0mod 4.

Hay dos ciclos. El primero contiene las congruencias 2 y 3. El segundo las

congruencias 0 y 1.

Nota 2.4.2 Por comodidad en la notacion, en lo sucesivo, un camino
(Mo, , Ma,,, - .-, M&-k) serd denotado por la sucesion ordenada de los indices que eti-
quetan sus cobordes (iy,ia,...,i%). En el caso de ciclos se escribird la sucesion de

indices entre corchetes.
Por ejemplo, ent =5 el 5-camino (Mp,,, My,,, My,) serd denotado por (14,10,6).

El 2-ciclo [My,, Ma,] serd escrito como [5, 6].

Como ilustracion de las descripciones anteriores se presentan en la Tabla 2.1 los

ciclos de t = 5.
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Filas Ciclos

2 [1,2],[3,4],[5,6],[7,8],[9,10],[11,12], [13,14],[15,16],[17,18],[19,20]
3 2,4],[1,3],[5,7],6,8],[9,11],[10,12], [13,15],[14,16],[17,19],[18,20]
1 2,3],[1,4],[5.8],6,7],19,12],[10,11], [13,16],[14,15],[17,20],[18,19)]
5 [18,14,10,6,2],[19,15,11,7,3],[20,16,12,8,4],[17,13,9,5,1]

6 [18,13,10,5,2,17,14,9,6,1],[16,11,8,3,20,15,12,7,4,19])

7 [14,12,6,4,18,16,10,8,2,20],[13,11,5,3,17,15,9,7,1,19)]

8 [14,11,6,3,18,15,10,7,2,19],[13,12,5,4,17,16,9,8,1,20]

9 [2,14,6,18,10],[11,3,15,7,19],[12,4,16,8,20],[13,5,17,9,1]

10 [14,5,18,9,2,13,6,17,10,1},[12,3,16,7,20,11,4,15,19]

11 [10,4,14,8,18,12,2,16,6,20],(9,3,13,7,17,11,1,15,5,19]

12 [10,3,14,7,18,11,2,15,6,19],[9,4,13,8,17,12,1,16,5,20]

13 [2,10,18,6,14],[11,19,7,15,3],[12,20,8,16,4],[13,1,9,17,5]

14 [14,1,10,17,6,13,2,9,18,5],[12,19,15.4,11,20,7,16,3]

15 [10,20,6,16,2,12,18,8,14,4],(9,19,5,15,1,11,17,7,13,3]

16 [10,19,6,15,2,11,18,7,14,3],[9,20,5,16,1,12,17,8,13,4]

17 [18,2,6,10,14],[19,3,7,11,15],[20,4,8,12,16],[17,1,5,9,13]

18 [18,1,6,9,14,17,2,5,10,13],[16,19,4,7,12,15,20,3,8,11]

19 [14,20,2,8,10,16,18,4,6,12],[13,19,1,7,9,15,17,3,5,11])

20 [14,19,2,7,10,15,18,3,6,11],[13,20,1,8,9,16,17,4,5,12]

Tabla 2.1: Ciclos para t = 5.

En las filas s donde mecd (¢, L(Szl)J) = k > 1 cada uno de los ciclos descritos

anteriormente escinde exactamente en k& nuevos ciclos.

Como ejemplo, se presenta el caso de t = 9. Las filas que presentan escisiéon son
las filas 13, 14, 15y 16 (y sus filas correspondientes por inversos). La Tabla 2.2 recoge
los ciclos de estas filas.
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Fila Ciclos

fila 13 | [26,14,2],[30,18,6],[34,22,10],[27,15,3],[31,19,7],[23,11,35],
24,12,36],[28,16,4],[32,20,8],[29,17,5],[33,21,9],[25,13,1]
fila 14 [26,13,2,25,14,1],[16,3,28,15,4,27],[18,5,30,17,6,29],
20,7,32,19.8,31],[22,9,34,21,10,33],[24,11,36,23,12,35]
fila 15 [16,2,28,14,4,26],[27,13,3,25,15,1],[19,5,31,17,7,29],
[20,6,32,18,8,30],[21,11,33,23,9,35], [22,12,34,24,10,36]
fila 16 [15,2,27,14,3,26],[28,13,4,25,16,1],[20,5,32,17,8,29)]
[19,6,31,18,7,30],[21,12,33,24,9,36],[22,11,34,23,10,35]

Tabla 2.2: Ciclos de las filas 13, 14, 15y 16. t = 9.

2.4.1 Caminos en una fila y su fila correspondiente por in-
versos

Segtn el orden elegido para el grupo, a la fila s-ésima de una matriz coborde genera-
lizada se le asocia el elemento s-ésimo del grupo. Dada la fila la fila s, su fila inversa

es aquella asociada al elemento inverso del s-ésimo elemento del grupo.

En la Tabla 2.1 se observa un hecho curioso, las filas correspondientes por inversos
presentan los mismos ciclos, pero leidos de forma inversa. Este resultado es cierto en

general.

Proposicién 2.4.3 Los caminos y ciclos de la fila inversa a una dada son los mismos

caminos o ciclos de la dada leidos de forma inversa.

_ donde cada coborde My,

tiene sus entradas negativas en las posiciones (s,d;) y (s,s7'd;). La condicién de

Demostracion. Se considera el s-camino Mﬁdl ... Mp,

camino dicta que d; = s~ 'd;_; para 2 <i <.

La matriz My, tiene en la fila s~! entradas negativas de la fila s en las posiciones
(s7%,d;) y (s7%, 5717 'd;). Es decir, la posicién flotante de la matriz My, es (s™%, sd;) =
(s71 887 d;1) = (s71,d;_1) para 2 <i < 7, es decir, la posicién fila de My, con lo

1

que los cobordes My, y My, , forman un s~ -camino. ]
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2.5 Caminos e intersecciones en el caso abeliano

En el capitulo anterior se present6 la condicién que deben cumplir todas las filas de

una matriz de Hadamard:

2e+1r=2t+21 (2.3)

donde ¢ es el nimero de caminos de la fila, r el nimero de —1 en la matriz R e I el

numero de intersecciones.
En esta seccion se estudia la traduccion de esta férmula al caso abeliano.

Dado que la matriz R tomada es:

11 1 1 11 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
R=1 : : : :
11 1 1 ...1 1 1 1
1 -1 1 -1 ...1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

si se consideran filas s con s = 1 mod4 se tiene que r = 0 y no hay intersecciones I.
En el resto de las filas se da que r = 2t. Con estas consideraciones la relacién (2.3)

se lee como:

e c =t parafilas s =1mod4.

e ¢c =1 parafilas s=0,2, 3mod4.

La condicién para filas congruentes con 1 mod 4 proporciona un interesante criterio
sobre el niimero de cobordes que intervienen en la determinacion de una matriz de

Hadamard y merece un capitulo aparte.
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En el resto de las filas, la condicion de Hadamard se traduce en que el nimero
de caminos es precisamente el niimero de intersecciones. Por ello es interesante saber

qué intersecciones proporciona cada uno de los caminos.

Se observa que las posiciones de los —1 a las que da lugar un s-camino
(Ma, ..., Mp, ) vienen dados por la posicién fija del primer coborde del s-camino
(s,41), y por la posicién flotante del tltimo coborde (s,s7'i,). Estas posiciones de-

terminan las posibles intersecciones del camino.

Definicién 2.5.1 Lalongitud de un camino es el nimero de cobordes que lo forman.
Asi se hablard de caminos de longitud par o caminos pares y caminos de longitud impar

0 CaAMINOSs 1Mpares.

A la vista de las pautas que guardan los —1 en las filas 6, 7 y 8 (y congruentes
médulo 4) en la matriz R, y las posiciones de los —1 que determinan los posibles

caminos a estudiar, se tienen los siguientes casos:

e Si el camino esta formado por un nimero par de cobordes se determinan dos

intersecciones o ninguna, de la siguiente formas:

— En la fila 6 y congruentes hay dos intersecciones si el camino empieza por
un coborde cuyo indice es par (congruente con 2 o 0 médulo 4), ninguna

si empieza por un coborde de indice impar.

— En la fila 7 y congruentes hay dos intersecciones si el camino empieza por
un coborde congruente con 2 o 3 médulo 4 y ninguna en el resto de los

Casos.

— En la fila 8 y congruentes hay dos intersecciones si el camino comienza por
un coborde congruente con 3 o 0 médulo 4 y ninguna para el resto de las

congruencias.

El hecho que sustenta esta afirmacion es que la distancia entre los dos —1 que
proporciona un camino par, (la posicién fija del primer coborde del camino y
la posicién flotante del 1ltimo), es siempre 8 o multiplo de 8. Basta con mirar
el indice del primer coborde (posicién fija) del s-camino para saber con qué

entrada de la fila s se va a encontrar en la matriz R. Si esta entrada es —1 en
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R, la posicion flotante se encontrara también con un —1, (la matriz R repite
configuracion cada 4 posiciones) y se tienen dos intersecciones. En otro caso no

se tendra ninguna interseccion.

Por ejemplo en ¢ = 5 se tiene el 6-camino par (10,5,2,17) con —1 en las posi-
ciones 10 y 14, que proporciona dos intersecciones. El 6-camino (13,10,5,2)
presenta dos —1 en las posiciones 13 y 17, lo que no da lugar a ninguna inter-

seccion.

e Si el s-camino esta formado por un ntmero impar de cobordes, éste determina

siempre una unica interseccion.

— En la fila 6 y congruentes las posiciones fija y flotante de un s-camino
cuya posicion fija es congruente con 1 o con 3mod4 distan un ntimero de
posiciones 3+ 8i+4(s—6). En los caminos cuya posicién fija es congruente
con 2 0 0 mod 4 dichas posiciones fija y flotante distan 5+4i+4(s—6). En
cualquier caso, si la posicion fija encuentra un —1, la flotante encuentra

un 1 y viceversa. Se tiene asi una unica interseccion.

— En la fila 7 y congruentes las posiciones fija y flotante de un s-camino
con posicién fija congruente con 1 o con 2mod4 distan 2 + 8i + 4(s — 7)
posiciones. En los caminos cuya posicién fija es congruente con 0 o 3 mod 4
distan 6 + 47 + (s — 7). De nuevo se tiene una unica intersecciéon para un

camino impar.

— En la fila 8 y congruentes la distancia de las posiciones fija y flotante es
7+ 8i + 4(s — 8) si la posicion fija del camino es congruente con 0 mod 4,
1+48i+4(s—8) si la posicién fija es congruente con 1 mod 4, 3+8i+4(s—38)
si es congruente con 2mod 4, y, por ultimo, 5+8i+4(s—8) si es congruente

con 3mod4. En todos los casos se tiene una interseccion.

Como ejemplo, de nuevo en t = 5 se tiene el 6-camino (13,10,5), que da una
interseccion en la posicion 2, en este ejemplo, la flotante del camino, y ninguna

interseccion en la posicion 13.

Nota 2.5.2 En resumen, los s-caminos de longitud impar proporcionan una unica
interseccion. Para los s-caminos de longitud par, hay dos intersecciones si el indice
del primer coborde del camino es congruente con las posiciones que ocupan los —1 en

la correspondiente fila s-ésima de la matriz R y ninguna en otro caso.
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Se hablarda entonces de la condicion de productividad de un camino par y de
caminos productivos si proporcionan dos intersecciones o caminos improduc-

tivos en otro caso.

Proposicién 2.5.3 Sea M una matriz cociclica sobre el grupo Z, x Z5. Si una fila
s > 5, con s # 1 mod4, verifica el test de Hadamard, hay un nimero par de s-caminos
pares, i. e., un numero par de caminos de longitud par. Ademds, exactamente la mitad

deben proporcionar dos intersecciones y la otra mitad ninguna.

Demostracion. Para que se verifique el test de Hadamard en una de estas filas, debe
haber el mismo ntimero de caminos que de intersecciones. Puesto que los caminos
impares proporcionan una tUnica intersecciéon, debe haber tantos caminos pares pro-
ductivos como improductivos, con lo que el nimero total de caminos de longitud par

es un numero par. [
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Distribuciones. Diagramas

A la luz de la condicién sobre el numero de caminos en las filas congruentes con
1 mod 4 para una matriz cociclica Hadamard sobre Z; x Zg, se obtienen interesantes

resultados sobre el nimero de cobordes que intervienen en su generacion.

En particular, no solo se determinan cotas superior e inferior para el nimero de
cobordes, sino el nimero exacto, junto con la particion o reparto de este ntimero en

las cuatro clases de congruencia mod 4, que vienen dictadas por los ciclos de la fila 5.

El final del capitulo esta dedicado a los diagramas, que son una representacion
grafica para un conjunto dado de cobordes. Los diagramas resultan una herramienta
de gran utilidad para la descripcion y el estudio de los caminos a lo largo de las

distintas filas.

Nota 3.0.4 Por mayor comodidad en la notacion, de aqui en adelante, denotaremos
a cada conjunto de cobordes que determina una matriz cociclica sobre Zy x Za por
la sucesion de sus indices de ordenados de mayor a menor y sequn su CONGruencia
con las distintas clases residuales modulo 4. Por ejemplo, para t = 11 la matriz de

Hadamard obtenida como el producto de cobordes:

M = M338M322M310M331M327M37M33M328M320M316M38M341M337M333M325M35R
serd denotada por:

{{38,22,10}, {31,27,7,3},{28, 20, 16,8}, {41, 37,33,25,5} } (3.1)

35
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3.1 Distribuciones

Se consideraran cuatro componentes o clases, una por cada clase de congruencia
moédulo cuatro. Se recuerda que esta es la particion del conjunto total de cobordes

determinada por los ciclos de la fila 5.

La condicién que impone que el nimero de caminos en cada fila congruente con
1mod4 debe ser ¢ proporciona un criterio necesario, aunque no suficiente, para el
numero exacto de cobordes que dan lugar a una matriz de Hadamard. Es mas, se
puede determinar el niimero exacto de cobordes que han de tomarse en cada compo-

nente.

Como ilustracion de la idea elegimos, por ejemplo, para ¢ = 11, la matriz de
Hadamard del ejemplo (3.1):

{{38,22,10}, {31,27,7,3}, {28, 20, 16,8}, {41, 37,33, 25,5} }.

La Tabla 3.1 muestra el niimero de caminos que aparecen en cada componente y en

cada fila a evaluar.

Se recuerda que para comprobar la condicion t = ¢, sélo es necesario evaluar las
filas {5,9,...,2t — 1}, un total de (¢ — 1)/2 filas.

=2|=3|=0]|=1]| caminos por fila
fila 5 3 2 3 3 11
fila 3 4 2 2 11
fila 13 2 4 2 3 11
fila 17 1 3 4 3 11
fila 21 3 1 3 4 11
caminos por componente | 12 | 14 | 14 | 15 5D

Tabla 3.1: Un ejemplo en t = 11. Nuimeros de caminos por filas y componentes.

Puesto que el ntimero de filas a evaluar es (¢ — 1)/2, el ntimero total de caminos es

t
el producto t(t —1)/2 = ( 5 >, (55 =11 -5, en este ejemplo). Este total se obtiene
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también como la suma por columnas en la tabla, es decir, la suma del niimero de
caminos que aparecen en cada una de las cuatro componentes, lo que lleva a plantear

la pregunta:

¢ Cudntos caminos determinan k cobordes en la misma componente desde la fila
quinta hasta la fila 2t — 17

Lema 3.1.1 Dos matrices coborde My, y My, con indices r y s en la misma clase de
congruencia mod4 son adyacentes exactamente una vez a lo largo de las filas 5 < s <

2t — 1, s = 1 mod4, mds concretamente, en la fila min{|r — s| + 1,4t — |r — s| + 1}.

Demostracién. La prueba viene dada por la propia estructura de los ciclos.

Si los indices r y s pertenecen a la misma clase de congruencia |r — s| es multiplo
de 4, y las matrices coborde son adyacentes en las filas |r—s|+1y 4t —|r—s|+1, (que
son correspondientes por inversos, como ya se coment6 con anterioridad). Puesto que
se van a considerar filas desde la 5 hasta la 2t — 1, se tomard la fila min{|r — s| +
1,4t — |r —s| + 1}. |

Corolario 3.1.2 Fijado t, un conjunto de k cobordes en una componente, determina

k
k(t—1)/2— ( 5 ) = k(t — k)/2 caminos en dicha componente.

Cada una de las filas de la Tabla 3.2 indica, para el correspondiente ¢, el niimero

de caminos determinados por k cobordes, 1 < k <t —1.

Nota 3.1.3 Para cada t el numero de caminos determinados por k cobordes

(pertenecientes a la misma clase de congruencia) a lo largo de las (t —1)/2 filas
es k(t —k)/2.

Nota 3.1.4 La tabla no contempla la posibilidad de eleccion de t cobordes en una
componente, dado que en ese caso se tiene un ciclo, que, a diferencia de los caminos,

no computa a efectos de la condicion de Hadamard t = c.
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t=3

2 3 3 2 t=>5

3 5 6 6 5 3 t=7

4 7 9 10 10 9 7 4 t=9

5 9 12 14 15 15 14 12 9 5 t=11

6 11 15 18 20 21 21 20 18 15 11 6 t=13

7 13 18 22 25 27 28 28 27 25 22 18 13 7  t=I5
t-1 (t4+1)/2 | (t-1)/2 1k

Tabla 3.2: Ntumeros de caminos.
Nota 3.1.5 La tabla es simétrica puesto que

Kt—1) (K (t—kt-1) [t—k\ kt—k)
2 \o) 2 9 2

Se tiene entonces que k cobordes en una componente determinan el mismo niumero

de caminos que t — k cobordes.

Nota 3.1.6 Las columnas centrales de la tabla son nimeros triangulares. Para un

t > 3 fijo (una fila fija), la entrada de la derecha de la linea vertical corresponde a la

t+1)/2
eleccion de (t — 1)/2 cobordes que determinan (t* —1)/8 = < ( +2 )/ > caminos.
Definicién 3.1.7 Fijado unt, una distribucién es una cuaterna de nimeros (kq(t—
k1)/2, ko(t—ko) /2, ks(t —k3)/2, ka(t —ky)/2) ordenados de mayor a menor, de manera

que

kit —k)  t(t—1)
Z 2 2

i=1

Dado t, una distribucién no es mas que la elecciéon de cuatro entradas en la co-

t
rrespondiente fila de la Tabla 3.2 de manera que su suma sea ( 5 >, es decir, una
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eleccién apropiada de cuatro nimeros de caminos determinados en cada una de las

correspondientes componentes.

Nota 3.1.8 Las entradas de la cuaterna no deben ser necesariamente distintas.

Para cada t pueden aparecer varias distribuciones distintas. Veremos ahora que

siempre es posible encontrar, al menos, una de estas distribuciones.

Proposicién 3.1.9 Para cada t impar siempre existe al menos una distribucion
(k1(t — k1) /2, ko(t — ko) /2, k3(t — k3) /2, ka(t — kyq)/2).

Demostracién. Fijemos t. Se observa que

NEERL: tt—1)  (t—1)
2 2 2

Es decir, la suma cuatro veces del nimero méaximo de caminos excede exacta-
mente (¢t — 1)/2 unidades la cantidad que deben sumar los términos de una posible
distribucion. Por lo tanto, algunos términos en esta suma donde los cuatro sumandos
iguales son nimeros méaximos de caminos, deben ser sustituidos por otras entradas
de la misma fila en la tabla de manera que la suma se rebaje en (¢ — 1)/2 unidades.
Puesto que la diferencia entre este niimero méaximo de caminos, en la columna cen-
tral derecha de la tabla, y las distintas entradas de una fila son, a su vez, ntimeros
triangulares, el problema es equivalente a obtener el nimero entero (¢ — 1)/2 como

suma, como maximo, de cuatro nimeros triangulares.

En 1796 Gauss demostré que cualquier entero positivo puede ser escrito como
suma de tres niimeros triangulares como maximo, no necesariamente distintos, con lo
que para cualquier ¢ se puede encontrar como minimo, una distribucién. Ademas, en

al menos una de ellas, debe aparecer el niimero maximo de caminos como sumando.

Las distribuciones dictan exactamente el niimero de caminos y, equivalentemente,

el nimero de cobordes que han de intervenir en cada componente. La condicion es
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t | caminos | distribuciones | suma de ntimeros triangulares
3 3 (1,1,1,0) 04+0+0+1=1
5 10 (3,3,2,2) 0+0+1+4+1=2
7 21 (6,6,6,3) 04+-0+0+3=3
(6,5,5,5) 0+1+1+1=3
9 36 (10,10,9,7) 0+0+4+14-3=4
(9,9,9,9) 1+1+1+1=4
11| 55 (15,14,14,12) 0+1+143=5
3] 78 (21,21,21,15) 0+0+0+6=6
(21,21,18,18) 04+0+34-3=6
(20,20,20,18) 1+1+1+3=6
15 105 (28,28,27,22) 04+0+1+6=T7
(28,27,25,25) 0+1+3+3=7
17 136 (36,35,35,30) 04+1+1+6=8
(35,35,33,33) 1+14343=8
19 171 (45,45,42,39) 04+-0+3+6=9
(44,44,44,39) 1+1+1+6=9
(45,42,42,42) 04+3+3+3=9
21 210 (55,55,55,45) 0+0+0+10=10
(55,54,52,49) 0+1+3+6=10
(54,52,52,52) 1+3+343=10
23 253 (66,66,65,56) 0+0+1+10=11
(65,65,63,60) 1+1+346=11
25 300 (78,78,72,72) 04+0+6+6=12
(78,77,77,68) 0+1+1+10=12
(78,75,75,72) 0+3+3+6=12
(75,75,75,75) 3+3+3+3=12

Tabla 3.3: Tabla de distribuciones para los primeros t.
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necesaria, pero no suficiente. En algunas casos no hay ninguna matriz de Hadamard
correspondiente a dicha distribucion. El menor valor de ¢t donde se da esta situacion
es t = 19 para la distribucién (45, 42,42, 42).

En la Tabla 3.3 se presentan las distribuciones para los primeros valores de t,
indicando cual es el nimero total de caminos en todas las componentes y filas a
evaluar, las posibles distribuciones, y como obtenerlas escribiendo el correspondiente

entero como suma de nimeros triangulares.

Ahora vamos a pensar en las cantidades de cobordes que hay que tomar en cada
componente para obtener una distribucion. Puesto que la Tabla 3.2 es simétrica, para

cada distribucién se pueden tomar 2% posibles elecciones.

Definicién 3.1.10 Se llamard reparto de cobordes a una cuadrupla ordenada de
cantidades de cobordes en cada una de las cuatro componentes de manera que se da
lugar a una distribucion. Se denotard por [ky, ko, ks, k4]. Un reparto minimo es el que
dicta la parte derecha de la Tabla 3.2. Se hace ver que k; < (t—1)/2 1<i<4y

que es el inico reparto de la distribucion con el nimero minimo de cobordes.

3.1.1 Cotas maxima y minima sobre el nimero de cobordes

Las ideas de la seccién anterior permiten calcular exactamente en cada distribuciéon
el nimero minimo de cobordes necesarios para obtener una matriz de Hadamard en
los casos que sea posible. Este ntimero es la suma de las entradas del reparto minimo
de la distribuciéon. Sin embargo, se hace necesario calcular a priori la distribucién y

su reparto.

Es posible dar cotas superiores e inferiores bastante ajustadas cuyo calculo sélo
depende de t.
Proposicién 3.1.11 El numero minimo de cobordes necesario para determinar una

matriz de Hadamard es [2(t — \/t)].

El nimero mdximo de cobordes necesario para determinar una matriz de
Hadamard es |2(t +\/1)].
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Demostracién. Supongamos que se tiene un reparto [ky, ko, k3, k4]. El ntimero total
de cobordes es n = ki + ko + k3 + k4.

En principio, los k; cobordes de una componente determinan k;(t — 1)/2 caminos
ki .
a lo largo de las (t — 1)/2 filas a evaluar, a los que hay que restar 5 ), es decir,

los caminos que se borran, dado que dos cobordes son adyacentes una y solo una vez.

7

El ntimero total de caminos serd, pues, k;(t —1)/2 — < 5 ) y, analogamente, en

el resto de las componentes.

Como la suma de los caminos en cada fila es t, se tiene que:

g (1)) (1)

Dadoquen:k1+k2+k3+k4

2 _§:<zz>_ 2

=1

(n—t)(t—1) ki \ ki — ks
2 _§:<2:>_§: 2

=1 =1

t(n—t+1):k12+k22+k32+k42 con n:/{:1+k2+/€3+k4.

Ahora estudiaremos cuatro casos segun la clase de congruencia de nmod4. La
idea es dividir n en cuatro partes lo mas homogéneas posible. La razon es la siguiente:
Supongamos que se tienen los nimeros naturales n,n; y ny con n = ny + ny. Los
valores de n; y np que minimizan la suma de cuadrados n? + n2 son aquellos cuyo

valor es lo mas parecido posible como ilustra el grafico:
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Figura 3.1: Relacién ni +nj > 2(min2)2,

Se trata de encontrar el minimo n tal que:

e n = 0mod4.

n

7 es entero y escribimos:

En este caso

2
t("+1—t):k12+k22+k32+k4224(E> =T

Se debe considerar el intervalo donde la funcién

2

%—tn+(t2—t)§0

alcanza valores negativos. La parabola tiene dos ceros en los puntos:

P —t) tEVE

172 7y = 2E VD)

n

por lo que:

n € [[2(t = V)1, [2(t + V1)]].

e n = 1mod4.

—1\? ? 4n? 412
t(n+1—t)=k12+k22+k32+k:42z3("4 ) +(n13> z%
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tE\/t2—3/4—12+1 3
" 1/2 ( 4)

Puesto que t—3/4 < t se tiene que 1/t — 3/4 < v/t. Se tiene entondes que para la

cota superior t++/t — 3/4 < t-++/t y para la cota inferior t —/t — 3/4 > t—+/t.

e n = 2mod4.

—-2\? 2\* n?
t(n+1—t):k12+k22+k32+k4222(n4 ) —|—2(n+ ) :n——l—l

2

%—tn+(t2—t+1)§o

n=2{+Vvt—1)
que, por un razonamiento andlogo al caso anterior, satisface las desigualdades

para la cotas.

e n = 3mod4.

2 2
— 1 2
t(”+1—t)=k12+k22+k32+k42Z(n43) +3("+ ) :nZJFZ

2

n 9 3
R — — —) < 0.
1 tn + (t t—|—4)_0

Que es la misma relacion obtenida en el caso n = 1 mod 4.

La siguiente tabla compara los valores de las cotas inferiores y superiores con los
nimeros minimos y maximos de cobordes utilizados dados por los correspondientes
repartos. En las filas de los niimeros minimos y maximos de cobordes pueden aparecer

varias cantidades para un mismo ¢ seguin se tengan distintas distribuciones.

Como se observa, la cota es ajustada. De hecho, los valores de cotas y ntimero de

cobordes utilizados coinciden hasta t = 71.
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t 3 9 11 13 15 17 19 21 23
fmin. cob. | 3 12,13 |16 | 19,20,21 | 23,24 | 26,27 | 30,31 | 33,34,36 | 37,39
cota min. |3 12 |16 19 23 26 30 33 37
cotamax. |9|14]19| 24 |28 33 37 42 46 51 55
fmax. cob. | 9| 14 | 19 | 24,23 | 28 | 33,32, 31, | 37,36 | 42,41 | 46,45 | 51,50,48 | 55,53

3.1.2 Sobre bases, sistemas de generadores y repartos

Se recuerda que, elegida la base de cobordes {Mp,, ,, My,, 5, ... Mps,, My, } los cobor-
des {Mp,, My,, ,, My, } se escriben como:

t—1 t—1
o My, = —[[ Moo, [ [ Mon.co-
i=1 =0
t—2 t—1
o My, , = H M84z‘+3 H M84z'+2'
=0 =0
t—1 t—1
o My, =[] Mo, [[ Mo...-
=1 1=0

La expresion para una matriz de Hadamard es tnica si se utiliza la base de cobor-
des. Sin embargo, se tienen 8 expresiones distintas para la misma matriz si se emplea
la totalidad del conjunto de cobordes. Veamos cudles son los repartos correspondien-

tes a las distintas expresiones.

Fijado t, partamos del caso de una matriz expresada respecto de la base, expresion
con reparto [ky, ke, k3, k4], que no tiene por qué coincidir con el minimo en general.
Supongamos, por ejemplo, que k; es el nimero de cobordes en la componente con-
gruente con 2mod4. Se recuerda que los cobordes que no aparecen en la base son
1, 4t y 4t — 1. Si se hace intervenir sélo uno de ellos, se tienen tres expresiones dis-
tintas, una por cada uno de los tres cobordes no presentes en la base. Los repartos
correspondientes serfan: [t—ky,t—ko, k3, k|, [t—Fk1, ko, t—ks, ka| v [t—Fk1, ko, ks, t —ky4].

Si se hacen intervenir dos de ellos simultdneamente se tienen tres expresiones

mas, combinaciones de tres elementos tomados de dos en dos, cuyos correspondientes
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{{18,1462 1}, {11}, {168}, {1395} }
{{10},{19,1573}, {168}, {1395} }
({10}, {11}, {20,124}, {1395} }
{{10}, {11} ,{168}, {171} }
{{18,146,2 1}, {19,573}, {20,124 }, { 1395 } }
{{18,14621},{191573}, {168}, {171} }
{{181462 %}, {11}, {20124}, {171} }
{{10},{19,1573}, {20,124}, { 17,1} }

Tabla 3.4: t = 5. Ejemplo. Ocho expresiones para una misma matriz Hadamard.

repartos son: [k‘l,t — k‘g,t — k‘g, k‘4],[k’1,t — k’g, k’g,t — k‘4] y [k‘l, k‘g,t — k’g,t — k’4] La
ultima escritura es la que hace aparecer los tres cobordes no pertenecientes a la base,

con reparto [t — ki, t — ko, t — k3, t — ky.

Se observa que cada una de las distintas expresiones que da lugar a la misma
matriz de Hadamard tiene un reparto distinto, es decir, no hay dos representantes de

la misma matriz con el mismo reparto.

Por ejemplo, para t = 5 la Tabla 3.4 presenta las ocho expresiones distintas que
determinan una misma matriz de Hadamard. La primera de ellas es la expresion

respecto de la base, la cuarta la que proporciona el reparto minimo.

3.2 Representacion grafica. Diagramas

Las matrices cociclicas sobre Z, x Z3 se pueden visualizar o representar mediante
diagramas en los que se pueden leer los cobordes que intervienen en la determinaciéon

de la matriz.

Dichos diagramas resultan una herramienta de gran utilidad. En lineas generales,
esta presentacion convenientemente ordenada de cobordes permite leer con mas co-
modidad las condiciones de adyacencia de cobordes, el niimero, el tamano de caminos

y, en su caso, las condiciones de productividad en lo que se refiere a intersecciones.
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R

Definicién 3.2.1 Dado un producto punto a punto de cobordes M = M, ... Ms,,
que define una matriz cociclica sobre Z, x Z3, su diagrama es una matriz de 4

filas y t columnas cuya entrada a;; 1 < i <4 1< j <tesx, (aj =X)si
At —4(j — 1) =34+ imod4 € {dy,...,dy} y vacia en otro caso.

Se ha definido diagrama para un conjunto de cobordes. Una matriz cociclica sobre
Z, x Z; tiene asociados tantos diagramas como expresiones distintas la definen.

Como ejemplo se presenta un diagrama correspondiente a un conjunto de cobordes
en t = 11, que generan una matriz de Hadamard, con una indicacién de los lugares

ocupados por estos:

{{38,22, 10}, {31, 27, 7,3}, {28, 20, 16, 8}, {41, 37, 33, 25,5} }

42 38 34 30 26 22 18 14 10 6 2
43 39 35 31 27 23 19 15 11 7 3
44 40 36 32 28 24 20 16 12 8 4
41 37 33 29 25 21 17 13 9 5 1
- X - - = X = — X = =
- — - X - - - - X
- % % — _
X X X = - - - - —

Aunque, por conveniencia de escritura, el diagrama se presente de forma plana,
se debe entender, mas que como un rectangulo, como un cilindro con cuatro pisos,

dado que las componentes son ciclos.

Se hace notar que, para la presentacion ordenada de cobordes en un diagrama,
se han elegido los criterios de adyacencia que dictan los ciclos de la fila cinco. Por
lo tanto, se puede obtener facilmente no sélo el nimero de caminos determinados en
dicha fila, sino el niimero de caminos en cada una de sus cuatro componentes, sin mas
que contar grupos de cruces en cada fila con la precaucion de ver la representacion

como un cilindro.
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Los ciclos en las filas 6, 7 y 8 se recuperan leyendo en zig-zag pares de filas
convenientes del diagrama. Para obtener uno de los ciclos de la fila 6 se deben leer
en zig-zag la primera y cuarta filas, segunda y tercera para el otro. Los de la fila 7
se tienen con la lectura de la primera y tercera por un lado y segunda y cuarta por
otro. Por ultimo, los ciclos de la fila 8 se obtienen con primera y segunda filas, y la

tercera y cuarta.

Por ejemplo, en el caso de la fila 8, donde una de las dos componentes maximales
contiene los cobordes congruentes con 2 y con 3 y la otra contiene las congruencias

con 4 y 1, los ciclos maximales se pueden leer como indica la Figura 3.2.

Figura 3.2: Ciclos en la fila 8. ¢t = 11.

El caracter de productividad de los caminos de longitud par viene indicado por
la clase de congruencia médulo 4 a la que pertenece el coborde inicial (o final) del
camino, lo que en los diagramas se puede inspeccionar con facilidad segtn en la fila

en la que arranque el camino, leido de izquierda a derecha.
Los caminos de nuestro ejemplo en la fila 8 estan presentados en la Figura 3.3.

En la primera componente se tienen 3 caminos de longitud 1, (38), (31), (3), y dos

de longitud 2, uno de ellos productivo (27,32) y otro improductivo (10, 7).

En la segunda componente se tienen 9 caminos de longitud 1,
(28),(20), (16), (8), (41), (37), (33), (25), ().
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Figura 3.3: Caminos en fila 8. El ejemplo de t = 11.

Aun en los casos en los que hay escisién, los caminos del resto de las filas con-
gruentes con 6, 7'y 8 pueden ser estudiados siguiendo la misma idea, pero separando
los saltos en zig-zag por el criterio dado por el correspondiente ciclo. Por ejemplo, los
ciclos de la fila 12 se presentan en la Figura 3.4.

SOOI
S S T . B

=<
St S

VARV,
"X/
%
(X

Figura 3.4: Ciclos en fila 12. t = 11.

Nota 3.2.2 La relacion entre diagramas y lectura de caminos en cualquier fila con-
gruente con 1 mod4, se verd en la seccion correspondiente a operaciones verticales del

capitulo siguiente.
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En todas las matrices obtenidas de forma exhaustiva hasta ¢ = 15 se observan
ciertos patrones de simetria. Por ejemplo, en la matriz presentada en este capitulo se

tiene simetria en las posiciones de las x respecto de la columna marcada.

Definiciéon 3.2.3 Un diagrama asociado a un producto punto a punto de cobordes
M = My, ... My R es simétrico si hay alguna columna respecto de la cual las posi-
ctones marcadas del diagrama, X, guardan simetria. Puesto que, si uno de los diagra-
mas que representa una matriz cociclica abeliana es simétrico, todos los demadas lo son,
(se obtienen tomando conjuntos de cobordes complementarios en las correspondientes

componentes), se dird, por extension, que la matriz cociclica guarda simetria.

Tras llevar a cabo la busqueda exhaustiva hasta ¢ = 15, se ha comprobado que
todas las matrices cociclicas Hadamard sobre Z, x Z3 hasta t = 15 estan representadas
por diagramas que guardan simetria. Este hecho, junto con las pautas observadas en
la construccién de matrices cociclicas Hadamard sobre Z, x Z3 lleva a conjeturar si

estas matrices estdn caracterizadas por condiciones de simetria en los diagramas.

Teorema 3.2.4 Si matriz cociclica sobre Z; X Z% esta representada por diagramas
simétricos y verifica que el numero de caminos es iqual a t en las filas congruentes

con 1 mod4 y mayores o iguales a 5, es Hadamard.

Demostracion. Se debe probar que para las filas 6, 7, 8 y congruentes el nimero
de caminos es igual al nimero de intersecciones. Dado que los caminos de longitud
impar determinan una unica interseccion, basta comprobar que hay tantos caminos
de longitud par productivos como improductivos. Puesto que el diagrama guarda
simetria, todos lo caminos, salvo los situados sobre la columna que sirve de eje de
simetria, que deben ser de longitud impar necesariamente, aparecen a pares. Por
simetria también, si uno de ellos es productivo, su camino simétrico es improductivo

y viceversa. [ |



Capitulo 4.

Operaciones. Clasificaciéon por
Orbitas






Capitulo 4.

Operaciones. Clasificacién por orbitas

En este capitulo estudiaremos como actiian cuatro operaciones sobre el conjunto de
matrices cociclicas Hadamard sobre Z; x z;. Cada una de ellas puede ser interpretada
como la accién de un determinado grupo sobre este conjunto, lo que proporciona una
particion en orbitas. Dichas orbitas determinan, por una lado, una clasificaciéon. Por
otro, dada una matriz de Hadamard, se pueden obtener el resto de las matrices de su

orbita.

Nota 4.0.5 Las matrices obtenidas por las distintas operaciones no aparecen, en
general, expresadas respecto de los cobordes de la base. Esto no supone ninguna im-
precision. Cualquier producto de cobordes que genere una misma matriz de Hadamard
debe cumplir las condiciones de Hadamard relativas a nimero de caminos e intersec-

ciones.

Por otro lado, puesto que las operaciones se definiran actuando sobre un conjunto
de cobordes y, dado que al no utilizar sélo los cobordes de la base, una misma matriz
puede ser descrita por varias expresiones,(ya vimos que de ocho formas diferentes),
se debe hacer la siguiente pregunta: ;Las imagenes de dos conjuntos distintos de
cobordes que generan la misma matriz dan lugar a una misma matriz imagen? La
respuesta es afirmativa. En esta situacion es coherente hablar de una operacion
actuando sobre una matriz, independientemente del conjunto de cobordes que la

determina.

A nivel de calculos efectivos interesa tomar el reparto minimo, puesto que, salvo
la complementaria, todas las operaciones conservan el niimero de cobordes que inter-

vienen en la expresién y para una matriz o su complementaria éste es inico. Haciendo

23
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actuar las distintas operaciones sobre dicho reparto, se obtendran imagenes, expre-
sadas también en sus repartos minimos, que, en principio, corresponden a distintas

matrices de Hadamard.

Sin embargo hay situaciones (por ejemplo, algunas operaciones de intercambio en
t = 3), donde se obtiene el mismo conjunto de cobordes como imagen, u otras donde
un intercambio genera la misma expresiéon que una operacion vertical, (como es el caso
en t = 5). Estos casos dependen de la configuracién de cada diagrama considerado,
por lo que el tamano de las distintas orbitas se debe estudiar para cada uno de ellos
particularmente. Mas adelante en este capitulo se presentaran ejemplos que ilustran

con detalle este comentario.

Todas las matrices de Hadamard obtenidas mediante busqueda exhaustiva hasta
t = 15 son simétricas. A partir de ahora dirigiremos nuestro estudio a una busqueda

en el caso simétrico.

4.1 Complementarios. El grupo Z,

Dado un conjunto de cobordes para un cierto ¢ y fijada una de las cuatro clases de
congruencia mod 4, por ejemplo la i-ésima, 1 < i < 4, se puede construir una matriz
cociclica generada por los cobordes presentes en el subconjunto complementario al de
partida en la componente i-ésima y los mismos cobordes presentes originalmente en

el resto de las componentes.

Definicion 4.1.1 Sea el conjunto de cobordes:

{{0217 .. -7027‘2}7 {0317 D 7037“3}7 {0417 D 7047“4}7 {Cll7 .. '7017‘1}}

el conjunto complementario en la componente i-ésima , 1 <i <4, denotado
por C;({{ca1, - com H{, (c31,- - -y Cars }y{Ca1s - - s Cary }y {C115 - - s 1y }}), estd formado
por el subconjunto complementario de los cobordes {cq1, ..., ¢y, } en el subconjunto de
cobordes de la componente i-ésima y por los cobordes dados en el resto de componentes

maximales.

Por ejemplo, el complementario de la expresiéon anterior en la componente 2 es:
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Co({{38,22,10}, {31,27, 7,3}, {28,20, 16, 8}, {41, 37, 33,25,5}}) =
({42, 34,30, 26,18, 14,6, 2}, {31, 27, 7,3}, {28, 20, 16, 8}, {41, 37, 33,25, 5}}

En términos de diagramas:

Cs

I
I
I
I
X X X
I
X
X
I
X X X
I

I
I
I
I
X X X X
I
X
X
I
X X X X
I

Lema 4.1.2 Si las matrices son expresadas respecto de la base de cobordes, el cdlculo
del complementario en cualquier componente se reduce al cdlculo del complementario

en la componente congruente con 2.

Demostracion. Los cobordes 1, 4t — 1 y ¢t no forman parte de la base de cobordes.
Cada uno de ellos se expresa respecto de ella como producto de todos los que aparecen
en su misma componente y los que aparecen en la componente congruente con 2. Por

otro lado, se recuerda que si un mismo coborde aparece dos veces en un producto

punto a punto, se cancela.

En el calculo del complementario en una componente distinta de la congruente con
2 aparecen necesariamente los cobordes 1, 4t—1 o t segiin el complementario efectuado.
Al expresar el resultado obtenido respecto de la base, se tiene el complementario en

la componente congruente con 2 del conjunto de cobordes de partida.

Como ejemplo ilustrativo de este hecho:
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C.({{38,22,10}, {31,27,7,3},{28,20, 16,8}, {41,37,33,25,5}}) =

{{38,22,10}, {31,27,7,3},{28,20, 16,8}, {29, 21,17,13,9,1}} =

{{42,34,30,26, 18, 14,6, 2}, {31, 27,7, 3}, {28, 20, 16, 8}, {41, 37, 33,25, 5}}

A vpartir de ahora, consideraremos sélo el complementario del conjunto
de cobordes {{ca1,...,com},{C31,-- -, Cars}, {Ca1s - Car }o {C11,. .. 1, }} respecto

de la componente congruente con 2, complementario que se denotara por

C{{0217 .. 'aCQTQ}a {C3la .. '7637”3}7 {C4la .. '7647”4}7 {Clla cee 7017“1}}-

Se puede probar que si dos productos de cobordes dan lugar a la misma matriz de
Hadamard sus dos expresiones complementarias dan lugar también a la misma ma-
triz. La prueba consiste en precisar las 8 expresiones para una matriz de Hadamard,
calcular sus imégenes por esta operacién y comprobar que se tienen las 8 expresiones
distintas para una misma matriz imagen. Por lo tanto, se puede hablar sin imprecision

de la matriz complementaria de una matriz cociclica sobre Z, x Z5.

Proposicién 4.1.3 Si un conjunto de cobordes determina una matriz Hadamard, su

conjunto complementario determina una matriz de Hadamard.

Demostracién. El complementario de un conjunto de caminos en un ciclo propor-

ciona el mismo numero de caminos.

Para las condiciones en el resto de filas basta observar que si se tiene un conjunto
de cobordes con una configuracién simétrica su conjunto complementario también

guarda simetria. n

Nota 4.1.4 Se hace notar que la operacion complementaria cambia el nimero de
cobordes de la expresion sobre la que actia, reemplazando los ky cobordes que inter-

vienen en la componente congruente con 2 mod4 por t — kg cobordes.
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Ahora precisaremos y estudiaremos la relacién existente entre los repartos que
determinan las ocho expresiones que representan una matriz, y los determinados por
las expresiones de su matriz complementaria. Como vimos en el capitulo anterior, de
los 2% repartos posibles para una distribucién, hay 8 correspondientes a las distintas
expresiones que generan la matriz. Los otros 8 repartos restantes son, precisamente,

los correspondientes a las expresiones que generan la matriz complementaria.

Fijado ¢ y una expresiéon para una matriz M con reparto [ks, ks, k4, k1], (reparto
que, en principio, no tiene por qué ser el reparto minimo de la distribucién), la
primera columna de la tabla siguiente muestra los repartos de sus ocho expresiones,
la segunda, los repartos de las expresiones complementarias. En total se tienen los 24

repartos posibles.

M C(M)
kv, ko, ks, bed] [t — k1, ko, ks, kd]
t— Kyt — ko, ks, ky [k, t — ko, ks, k]
t— Ky, kot — ks, ky [y, ko t — ks, ko]
(K1, ko, ks, t— ky

k17 k27 - k37k4
k17 k27k37t_k4

[t - k17 - k27 k37 k4]
[t_k17t_k27k37t_ 4]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
[t — kv Ko, kg, t — ko]
[ ]
[ ]
[ ]

t_k1>k2> _k3?t_ 4
klat_k2> k3at_k4

[t_ kla - k27 - k3at_ k4]

A la vista de la tabla se observa que, puesto que el reparto minimo viene dado
sélo por una de las 2* cuddruplas anteriores, no todas las matrices de Hadamard
admiten una expresion con reparto minimo. Lo que si es cierto, es que si una ma-
triz de Hadamard no tiene una expresion con reparto minimo, lo tiene su matriz

complementaria, hecho que resultara de interés para calculos efectivos posteriores.

Por otra parte, dado el reparto de una expresiéon para una matriz, es posible
saber si la propia matriz admite una expresion con reparto minimo o lo hace su
complementaria. Si la cuddrupla tiene un ntimero par de elementos k; mayores que
(t — 1)/2, se tiene la matriz que proporciona el reparto minimo. En otro caso, se tiene

la complementaria.
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Se tienen asi, salvo complementarios en el caso del reparto minimo, dos expre-
siones senaladas por su unicidad para describir una matriz de Hadamard respecto de
generadores, la dada por los cobordes de la base y la expresion cuyo reparto es el

minimo. Dichas expresiones no coinciden en general.

Un ejemplo para este hecho se ha presentado ya en la tabla (3.4) del capitulo
anterior. Se tiene una matriz de Hadamard cuya expresion respecto de los cobordes
de la base es:

{{18,14,6,2},{11},{16,8},{13,9,5}}

mientras que la expresion que proporciona su reparto minimo es:

{{10}, {11}, {16,8}, {17, 1}}.
Por otro lado el producto de cobordes en t = 11
{{38,22,10}, {31,27,7,3}, {28, 20, 16,8}, {41,37,33,25,5} }

muestra un ejemplo donde la escritura respecto de la base proporciona el reparto

minimo.

En todos los casos estudiados hasta ahora, esta operacion complementaria agrupa
las matrices de Hadamard para cada t en dos orbitas, de manera que la estructura
determinada en cada una de ellas por el resto de las operaciones es idéntica, como
si se tratara de la reflexion en un espejo. Mas adelante se presentard un ejemplo, el

caso t = 3, que ilustra este hecho.

4.2 'Trasladados. El grupo Z,

Puesto que el caracter Hadamard para una matriz cociclica sobre Z; x Zg viene dado
por condiciones de posicion y adyacencia de los cobordes que la generan, una idea

natural es desplazar simultdneamente las posiciones de dichos cobordes.

Definicién 4.2.1 El conjunto i-trasladado 0 < ¢ < t — 1 del conjunto de
cobordes {{co1,...,cory }s{C31, - 303}, {Ca1, -, Car }, {11, .-, C10 }}, denotado por

TZ'({{Cgl, cey CQTQ}, {031, cey CgrS}{C41, e ,C47«4}, {011, e ,017«1}}), es el COTLjU’ﬂtO.’
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{{021+4i, e ,CQT2+4’é}, {031—|—4’é, Ceey 03r3+4’é}, {C41—|—4’é, ceey C4r4—|—4’é}, {Cll+4’é, ceey Clr1+4'é}}
donde las sumas se efectian mod4t.

Como ejemplo, el tercer trasladado del conjunto presentado en t = 11

T5({{38,22,10}, {31,27,7,3}, {28, 20, 16,8}, {41,37,33,25,5}}) =

{{34,22,6},{43,39,19, 15}, {40, 32, 28,20}, {37,17,9,5,1}}

Los diagramas correspondientes:

- X = — = X = - X = =
- — — X X — - — — X X
T3 —
- - — — X = X X = X =
X X X — X - — — — X -
- — X - = X = - = X =
X X — — — — X X — = =
- X — X X = X = = = =
- X - — — — X — X X X

Como se observa en los diagramas, la operacién i-trasladada desplaza las posi-

ciones marcadas ¢ espacios a la izquierda.

Como en el caso de los complementarios, el i-trasladado actuando sobre las ocho
expresiones que representan a la misma matriz cociclica abeliana da lugar a ocho
conjuntos de cobordes que generan la misma matriz cociclica abeliana, por lo que se

puede hablar, sin perder rigor, del i-trasladado de una matriz.

Esta operacion se puede ver como una accion del grupo Z; sobre un conjunto de
matrices cociclicas abelianas. El elemento del grupo i, 0 < i <t —1 actia sobre cada

matriz cociclica sumando 4¢ mod4 a todos y cada uno de los cobordes que aparecen

en una de sus expresiones.
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Proposicién 4.2.2 El conjunto de cobordes i-trasladado de un conjunto de cobordes

que genera una matriz cociclica Hadamard sobre Z, x Z5 genera también una matriz
Hadamard.

Demostracion. Los trasladados mantienen las posiciones relativas por lo que, en
todas las filas, se conserva el ntimero, la longitud y, donde corresponda, el caracter

de productividad relativo a intersecciones de caminos de longitud par. [ |
Nota 4.2.3 Para esta demostracion no se ha usado hipotesis de simetria.

Para cada matriz cociclica Hadamard sobre Z, x Z3 se puede construir su érbita
por trasladados. El cardinal de esta érbita es exactamente ¢, (basta ver que el eje de

simetria ocupa cada vez una posicién diferente).
Proposicién 4.2.4 Las operaciones complementaria y traslacion conmutan.

Demostracion. A la vista del correspondiente diagrama se observa que desplazar
posiciones y calcular el complementario da lugar al mismo resultado que efectuar la

misma tarea en distinto orden. [ ]

Nota 4.2.5 Esta prueba, al igual que otras en la presente memoria, fue pensada en
un primer momento usando la expresion respecto de la base de cobordes. La prueba,
sin ser complicada, resulta mds pesada en cuanto a la notacion. En general, la es-
critura por diagramas proporciona una herramienta que simplifica un buen niumero

de demostraciones.

4.3 Intercambios. El grupo simétrico S,

La propia palabra intercambio ilustra de forma clara el efecto de estas operaciones
sobre un conjunto de cobordes. Se permutan o intercambian las condiciones de adya-

cencia presentes entre las cuatro componentes.
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Por comodidad en la notacion el conjunto de cobordes:

{{0217 .- ‘7027‘2}7 {0317 s 7037“3}7 {0417 s 7047“4}7 {Cll7 .. '7017‘1}}

serda denotado por {ca,c3,Cyq,Cq1}.

Por otra parte la expresion c; + k denota {c;1 + k..., cj,, + k}, es decir, a cada

elemento del subconjunto en la componente congruente con j se le suma kmod 4¢.

Definicién 4.3.1 Dado el conjunto de cobordes {ca,c3,cq,C1} se definen las opera-

ciones de intercambio:

e s93({c2,c3,cq4,c1}) ={c3 —1,ca+1,c4,cq}.
e s94({ca2,c3,cq4,¢1}) = {Ccqa — 2,c3,C2 + 2,¢1}.
e s91({ca,c3,cq4,c1}) = {c1 +1,c3,Cq,C0 — 1}.
e s34({ca,c3,c4,c1}) = {ca,cs —1,c35+1,c1}.
e s31({ca,c3,c4,C1}) = {ca,c1 + 2,c4,c3 — 2}.

o s41({ca,c3,cq4,c1}) = {c2,c3,¢c1 + 3,¢c4 — 3}.

Aunque se han descrito seis operaciones, se considerara, también, cualquier com-

posicién de las mismas.

El siguiente ejemplo muestra la accién de la operacién s3s, que intercambia las

condiciones de las componentes congruentes con 3 y 4:

s3({{38,22,10}, {31,27, 7,3}, {28,20, 16,8}, {41, 37,33,25,5}}) =
{{38,22,10},{27,19, 15,7}, {32, 28, 8,4}, {41, 37,33,25,5} }.

La misma operacion de intercambio actuando sobre cualquiera de las ocho expre-
siones que representan a una matriz cociclica abeliana da lugar a la misma matriz,
por lo que se pueda hablar, como en las operaciones anteriores, de operaciones de

intercambio sobre una matriz cociclica sobre Z, x Z3.
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Es muy ilustrativo presentar como actua una operacion de intercambio sobre el

diagrama asociado a un conjunto de cobordes. El ejemplo anterior se ve asi:

- X - - - X - — X — -
- — — X X - = — — X X
534 =
- - - — X — X X - X -
X X X — X — — — — X -
- X = - = X = - X = =
- - - — X - X X - X —=
- - — X X - - — — X X
X X X — X — — — — X =

Se observa que se ha efectuado una permutacion en las filas segunda y tercera del
diagrama, filas correspondientes a las componentes congruentes con 3 y 4 mod 4. De
hecho el conjunto de operaciones de intercambio es isomorfo al grupo simétrico ;.
Las seis operaciones descritas anteriormente se corresponden, precisamente, con las

seis transposiciones.

En principio, el cardinal de una orbita por intercambios es 24, el ntimero de per-
mutaciones de cuatro elementos. Si hay filas repetidas en el correspondiente diagrama,
es decir, condiciones de adyacencia idénticas en algunas de las componentes, se tienen
permutaciones de cuatro elementos con repeticién, dictada por las filas iguales en el
diagrama, pudiendo aparecer érbitas de tamanos 1, 4, 6, 12 y 24 en funcién de las

repeticiones. Asi, por ejemplo, para el diagrama en t = 3:

se tienen como imégenes cuatro posibles diagramas, puesto que hay tres filas repetidas
y se tienen permutaciones de cuatro elementos con repeticion de tres. Hay ejemplos
de diagramas en t = 5, asi como algunos en los casos t = 7 y t = 9, donde se obtienen

como iméagenes 12 diagramas distintos. Los diagramas mostrados en la Tabla 4.1
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X X X X

Tabla 4.1: ¢ = 7. Diagramas con ¢rbitas por intercambios de tamano 12 y 24.

correspondientes a ¢t = 7 presentan casos donde el tamano de la imagen es 12 y 24

respectivamente.

Proposicién 4.3.2 Si {cs,c3,cq,c1} €s un conjunto de cobordes que determina una
matriz cociclica Hadamard sobre Z; x Zg, entonces s;;({ce,c3,¢cq,¢1}), 1 <i < j<A4

determina también una matriz Hadamard sobre Z, x Zs-cociclica.

Demostracién. Cualquier intercambio conserva el nimero de caminos en la fila 5
y congruentes. Por otro lado, a la vista del diagrama que determina el conjunto de
cobordes, efectuar un intercambio es hacer una permutacién en las filas del diagrama,

lo que conserva la simetria. [

Nota 4.3.3 FEste resultado se puede probar sin utilizar las condiciones de simetria,
basta con asumir que los caminos productivos e improductivos estdn equilibrados en
numero no solo en el conjunto de las componentes definidas en cada fila, sino en
cada uno de los subconjuntos en que se dividen éstas atendiendo al valor mod4 de los

cobordes que las componen.

Por ejemplo, en t = 9 el conjunto de cobordes
{{26, 10}, {23,19,15},{36,24,16,4},{33,25,9,1}}

genera una matriz de Hadamard. En la fila 8 se tienen los siguientes caminos pares
{(26,23), (15, 10), (25,24), (16,9), (4,33),(1,36)}. La siguiente tabla recoge el equi-
librio en cuanto productividad no sélo por fila, sino también segiin congruencias.



64 4. Operaciones. Clasificacion por ¢rbitas

Ciclos fila 8 (34,31, 26,23, 18, 15, 10, 7,2, 35, | [36,29, 28, 21, 20, 13, 12, 5, 4, 33,
30,27, 22,19, 14, 11,6, 3] 32,25,24,17,16,9,8, 1]

Cam. Productivos (15,10) (16,9), (4, 33)

Cam. Improductivos (26, 23) (25,24), (1, 36)

De hecho, se puede probar que ambos resultados son equivalentes, es decir, las
operaciones de intercambio preservan la condicién Hadamard si y sélo si hay equilibrio

segun clases residuales entre caminos productivos e improductivos.

Proposicién 4.3.4 Dado un conjunto de cobordes que determina una matriz, las

operaciones complementaria y de intercambio conmutan.
Demostracion. Puesto que los intercambios ss3, So4 v S91 generan todas las opera-
ciones de intercambio basta probarlo para estos casos.

Se toma, por ejemplo, el intercambio sy3. La comprobacién es similar para los

demas casos. Dado el conjunto de cobordes {cz, c3,c4,C1}

Csos({ca,c3,c4,¢1}) = C({cg —1,ca + 1,cq,¢1}) = {C(cg —1),ca+1,cq4,c1}

s23C({c2, €3, ¢cq,¢1}) = 523({C(c2),c3,¢c4,¢1}) = {c5 — 1,C(c2)+1,cq,¢1}

Por otro lado, segtin la relacion que existe entre distintas expresiones para una misma

matriz de Hadamard, se tiene que:
{C(Cg — 1), Co + 1, Cy, Cl} = {C(C(C3 — 1)), C(Cz + 1), Cy4, Cl} =

{c3 —1,C(ca+1),cq,c1}.

Puesto que C(c2 + 1) = C(ca)+1, se obtienen como imagenes dos conjuntos de

cobordes distintos que representan la misma matriz. [ |
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Proposicion 4.3.5 Dado un conjunto de cobordes las operaciones de intercambio y

traslacion conmutan.

Demostraciéon. Las operaciones de intercambio y traslacién se corresponden con

permutar filas y con desplazarlas en el diagrama correspondiente.

Aqui se obtiene el mismo conjunto de cobordes como imagen en las dos posibles

composiciones de las operaciones. [

4.4 Operaciones verticales. El grupo Z;

Como hemos visto, el caracter Hadamard de una matriz cociclica sobre Z; x Zg
queda determinado por la posicion y las condiciones de adyacencia de los cobordes
que la determinan. Hasta ahora, dichas condiciones se han estudiado mediante la
presentacion dada por los diagramas, que son dictados por posiciones de cobordes
en los ciclos de la fila 5. Cabe preguntarse qué sucede si la configuracion de cruces
dada por un diagrama es superpuesta o “calcada” sobre otra presentacién similar
que esté dictada por las condiciones de adyacencia sobre ciclos de cualquier otra fila
congruente con 1 médulo 4 y, dado que sélo son objeto de estudio la primera mitad

de las filas, menor que 2t — 1.

En esta seccién veremos que las operaciones anteriores dan lugar a otra matriz
de Hadamard. Este tipo de operaciones seran denominadas verticales y se pueden

interpretar como acciones de homotecias sobre conjuntos de cobordes.

En el presente trabajo consideramos las posibles homotecias de razén desde 2
hasta (t — 1)/2 y evaluamos sélo la primera mitad de filas de la matriz, salvo las

cuatro primeras. Veremos que se tienen exactamente ¢(t)/2 operaciones de este tipo.

Se presenta la accion de una de las posibles operaciones verticales sobre el ejemplo
que sirve de hilo conductor en el capitulo, la matriz de Hadamard en t = 11 generada

por los cobordes:

{{38,22,10}, {31,27,7,3}, {28, 20, 16,8}, {41, 37,33,25,5} }.
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El diagrama para esta eleccién de cobordes es:

Recordamos que las cruces y los huecos vienen determinados por la presencia o

no de los cobordes en las posiciones indicadas a continuacion:

42 38 34 30 26 22 18 14 10
43 39 35 31 27 23 19 15 11
44 40 36 32 28 24 20 16 12
41 37 33 29 25 21 17 13 9

U0 N O
i - V)

Fijadas las posiciones de las cruces, supongamos ahora que la elecciéon de cobordes
no viene dada por los ciclos de la fila cinco, sino, por ejemplo, por los de la fila nueve.
Si fijamos el centro de la homotecia en la ultima columna, (2,3, 4, 1)t, Se debieran

elegir cobordes de acuerdo al siguiente criterio:

38 30 22 14 6 42 34 26 18 10 2
39 31 23 15 7 43 35 27 19 11 3
40 32 24 16 8 44 36 28 20 12 4
37 29 21 13 5 41 33 256 17 9 1

Se tiene {{30,42,18},{15,7,11,3}, {8,36,28,12},{37,29,21,5,9}}, que da lugar
a una matriz de Hadamard.

Merece la pena estudiar el ejemplo con mas detalle. Vamos a comparar las condi-
ciones de adyacencia presentes en las filas congruentes con uno médulo cuatro en la

matriz de partida y su transformada.

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 5. MATRIZ ORIGINAL Y TRASFORMADA
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42
43
44
41

42
43
44
41

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 9.

38
39
40
37

38
39
40
37

38
39
40
37

38
39
40
37

30
31
32
29

30
31
32
29

34
35
36
33

34
35
36
33

22
23
24
21

22
23
24
21

30
31
32
29

30
31
32
29

14
15
16
13

14
15
16
13

26
27
28
25

26
27
28
25

ot 0 N &

ot 0 N S

22
23
24
21

22
23
24
21

42
43
44
41

42
43
44
41

18
19
20
17

18
19
20
17

14
15
16
13

14
15
16
13

10
11
12

10
11
12

U 0 N O

U 0 N O

o W N

o W N

MATRIZ ORIGINAL Y TRASFORMADA

34
35
36
33

34
35
36
33

26
27
28
25

26
27
28
25

18
19
20
17

18
19
20
17

10
11
12

10
11
12

ok W N

o W N

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 13. MATRIZ ORIGINAL Y TRASFORMADA

34
35
36
33

34
35
36
33

22
23
24
21

22
23
24
21

10
11
12

10
11
12

42
43
44
41

42
43
44
41

30
31
32
29

30
31
32
29

18
19
20
17

18
19
20
17

ot 0 N &

ot 0 N S

38
39
40
37

38
39
40
37

26
27
28
25

26
27
28
25

14
15
16
13

14
15
16
13

s W N

s W N
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CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 17. MATRIZ ORIGINAL Y TRASFORMADA

30 14 42 26 10 38 22 6 34 18 2
31 15 43 27 11 39 23 7 35 19 3
32 16 44 28 12 40 24 8 36 20 4
29 13 41 25 9 37 21 5 33 17 1
30 14 42 26 10 38 22 6 34 18 2
31 15 43 27 11 39 23 7 35 19 3
32 16 44 28 12 40 24 8 36 20 4
29 13 41 25 9 37 21 5 33 17 1

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 21. MATRIZ ORIGINAL Y TRASFORMADA

26 6 30 10 34 14 38 18 42 22 2
27 7 31 11 35 15 39 19 43 23 3
28 8 32 12 36 16 40 20 44 24 4
25 5 29 9 33 13 37 17 41 21 1
26 6 30 10 34 14 38 18 42 22 2
27 7 31 11 35 15 39 19 43 23 3
28 8 32 12 36 16 40 20 44 24 4
255 29 9 33 13 37 17 41 21 1

Se observa que, salvo trasladados, hay coincidencia en posiciones y condiciones de
bl )
adyacencia entre las filas de la matriz original y las de la matriz transformada segin

los emparejamientos indicados en la siguiente tabla:

Por lo tanto, se conservan los ntimeros de caminos y la condicion Hadamard para

las filas congruentes con 1 mod4, esto es ¢ = t, se verifica en la matriz obtenida.

Esta coincidencia de posiciones y adyacencia, hace que el ntimero, la longitud
y caracter productivo o improductivo de caminos en filas congruentes con 6, 7y 8
mod 4 sea también idéntico en filas de la matriz original y las correspondientes segin

el criterio dictado por la Tabla 4.2 de la transformada.
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{ {38, 22, 10}, {31, 27,7, 3 }, { {30,42,18}, {15, 7, 11, 3},
{28, 20, 16, 8 }, {41, 37, 33, 25, 5} } | {8, 36, 28, 12}, { 37, 29, 21, 9, 5} }
fila 5 A E
fila B A
fila 13 C D
fila 17 D B
fila 21 E C

Tabla 4.2: ¢ = 11. Matriz original, transformada y condiciones de adyacencia.

Veamos esta idea con mas detalle comparando dos grupos de filas adecuados.
Como hemos visto, los caminos de la fila 17 de la matriz dada y la fila 13 de la

transformada siguen, salvo trasladados, el mismo patrén:

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 17. MATRIZ ORIGINAL

30 14 42 26 10 38 22 6 34 18 2
31 15 43 27 11 39 23 7 35 19 3
32 16 44 28 12 40 24 8 36 20 4
29 13 41 25 9 37 21 5 33 17 1

CAMINOS DETERMINADOS EN LA FILA 13. MATRIZ TRASFORMADA

34 22 10 42 30 18 6 38 26 14 2
35 23 11 43 31 19 7 39 27 15 3
36 24 12 44 32 20 8 40 28 16 4
33 21 9 41 29 17 5 37 25 13 1

Nota 4.4.1 De la primera expresion se puede obtener fdacilmente, sin mds que leer
en zig-zag los correspondientes pares de filas, los ciclos de la fila 18 (lectura en zig-zag
de la primera y cuarta filas para uno de ellos, y, sequnda y tercera para el otro), fila
19 (primera y tercera por un lado y sequnda y cuarta por otro) y fila 20 (primera y
sequnda, tercera y cuarta). En la sequnda expresion se puede leer de la misma forma
los ciclos de las filas 14, 15 y 16.
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Las siguientes tablas muestran céomo los caminos de las filas 18 en la original y

14 en la transformada por un lado, 19 en la original y 15 en la transformada, y 20

en la original y 16 en la transformada son los mismos en niimero, tamano y caracter

productivo o improductivo.

e CAMINOS DE LA FILA 18 EN LA MATRIZ ORIGINAL Y FILA 14 EN LA TRANS-

FORMADA.

Matriz original
{{38,22,10}, {31,27,7,3},
{28,20, 16, 8}, {41,37,33,25,5}}

Matriz transformada
{{30,42,18},{15,7,11, 3},
{8,36,28,12},{37,29,21,5, }}

Cam. impares

(7),(8),(27),(28),
(25,20,37,22,5), (41), (38), (33)

(7),(8), (11), (12),
(9,42,29,18,5), (21), (30), (37)

Cam. prod.

(20, 3)

(28,15)

Cam. improd.

(31, 16)

(3,36)

e CAMINOS DE LA FILA 19 EN LA MATRIZ ORIGINAL Y FILA 15 EN LA TRANS-

FORMADA.

Matriz original
{{38,22,10}, {31,27,7,3},
{28, 20,16, 8},{41,37,33,25,5} }

Matriz transformada
{{30,42,18},{15,7,11, 3},
{8,36,28,12},{37,29,21,5, }}

Cam. impares

(31),(25), (37), (5), (3),
(16), (38), (20)

(3),(9), (29), (5), (15),
(36), (30), (28)

Cam. prod.

(7,33), (22,20)

(7,37),(18,8)

Cam. improd.

(41, 27), (28, 10)

(21,11), (12, 42)

e CAMINOS DE LA FILA 20 EN LA MATRIZ ORIGINAL Y FILA 16 EN LA TRANS-

FORMADA.
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Matriz original
{{38,22,10}, {31,27,7,3},
{28, 20,16, 8}, {41,37,33,25,5}}

Matriz transformada
{{30,42,18},{15,7,11, 3},
{8,36,28,12},{37,29,21,5, } }

Cam. impares

(31),(38),(3)
(16,41, 28), (8, 33, 20), (25), (37), (5)

(15),(30), (3)
(36,21,12), (8,37, 28), (9), (29), (5)

Cam. prod.

(27,10)

(11,42)

Cam. improd.

(22,2)

(18,7)

De forma similar, se puede comprobar que el resto de grupos de filas de la matriz

obtenida verifican las condiciones de Hadamard.

La operacion anterior se puede interpretar como la acciéon sobre las columnas de

la matriz de una homotecia de centro la dltima columna de la derecha en el diagrama

y razén 2. Si denotamos las columnas de la matriz como sigue:

42
43
44
41

La imagen de la columna C; es precisamente la columna CZ(i— )

38
39
40
37

34
35
36
33

30
31
32
29

26
27
28
25

22
23
24
21

18
19
20
17

14
15 11
16 12
13 9

10

Cct 0 9 O

—oRs WD

((”117 ClOa (”97 C87 C77 Cﬁv C57 (”47 C37 CQ» Cl)

Heimodii- O tiene

una homotecia cuyo centro es la columna C; y su razén es 2.

En concreto, el coborde 3 de la primera columna queda invariante, los cobor-

des 7,8,5 de la segunda se transforman en 11,12,9, el coborde 10 de la tercera se

transforma en el coborde 18...

Es facil comprobar que la imagen de un coborde [ que pertenezca a la clase residual

1 < i < 4 es precisamente 2(] — i) 4+ ¢ mod 44.

La eleccién de otra columna como centro, manteniendo la misma razon, da lugar

a imagenes que difieren en una operacion de traslacion.
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fila 5 |fila 9| fila 13 |fila 17| fila 21
configuracion original A B C D E
razén 2 E A D B C
razon 3 D C A E B
razén 4 C E B A D
razéon 5 B D E C A

Tabla 4.3: Configuraciones para t = 11.

Hemos presentado como ejemplo el caso de homotecia de razén 2, (el caso en el

que las posiciones de las cruces de los diagramas se superponen sobre los ciclos de la
fila 9).

Igualmente se podria haber construido homotecias de razén 3, 4 o 5, que se cor-
responden con superponer la configuracién de cruces del diagrama sobre los ciclos de
la filas 13, 17 o 21. Todas estas homotecias, al igual que la de razon 2, conservan la

condicién Hadamard.

La Tabla 4.3 expresa la relacion que hay entre las configuraciones, salvo traslada-
dos, de las filas congruentes con 1 mod4 de la matriz original y las de las matrices

obtenidas por las homotecias de razones desde 2 hasta 5.

La tabla 4.3 resulta de utilidad para describir el comportamiento de un conjunto
de cobordes que determine un camino en una fila congruente con 1 mod4 en el resto

de ellas.
En concreto se puede resolver la siguiente pregunta:

Dado un camino de longitud 5 situado en una de las filas congruentes con
1mod4, jcuantos caminos determinan sus cobordes en el resto de filas congruentes

con 1 mod47?.

Puesto que los ciclos son disjuntos, la tabla se puede restringir a la configuracion

determinada por un conjunto de cobordes en un tunico ciclo.

Supongamos ahora que se tiene un camino de longitud 5 en la fila 5. Los cobordes

de este camino determinan 2 caminos en la fila 9, 3 en la 13, 4 en la 17 y, por tltimo
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fila 5 |fila 9|fila 13| fila 17| fila 21

configuracion original 1 2 3 4 5t
razéon = 2 D 1 4 2 3
razon 3 4 3 1 ) 2
razén 4 3 5 2 1 4
razéon 5 2 4 D 3 1

Tabla 4.4: t = 11. Namero de caminos en filas s = 1 mod4 y homotecias.

5en la 21.
La idea es reescribir la Tabla 4.3 con el nimero de caminos de cada configuracion:

Esta tabla se puede comparar con la del grupo de unidades Z/Z7;.

1 2 3 4 5|6 7 8 9 10
171 2 3 4 516 7 8 9 10
212 4 6 8 101 3 5 7 9
313 6 9 1 4|7 10 2 5 8
414 8 1 5 912 6 10 3 7
515 10 4 9 38 2 7 1 6
6|6 1 7 2 83 9 4 10 5
7|17 3 10 6 219 5 1 8 4
8|8 5 2 10 7(4 1 9 6 3
919 7 3 1710 8 6 4 2
10110 9 7 615 4 3 2 1

Para ello, observamos dos cuestiones:

e Fijado un centro y suponiendo los diagramas simétricos, las homotecias de ra-

zones r y |t — r| determinan la misma imagen.

e Esta relacion entre r, con 2 < r < (t — 1)/2 y su opuesto t —r es, precisamente,
la determinada por las filas de la matriz 4r+1 y 4(¢t—r)+1, filas correspondientes

por inversos.
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fila 5 fila 9 fila 13 fila 17 fila 21 razon

1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 razén 1
2 2 4 5 3 1 razén 5
3 3 5 2 1 4 razén 4
4 4 3 1 5 2 razén 3
5 5 1 4 2 3 razén 2

Tabla 4.5: ¢t = 11. Homotecias y nimeros de caminos por fila.

En nuestro ejemplo, y siguiendo esta idea, podemos identificar los elementos 2 y
9,3y 8,4y 7yby 6 para reescribir de nuevo la tabla del grupo multiplicativo Z/Z7,

como sigue:

1234554321
1/1 2 345|5 4321
212 4 5 3 11 35 4 2
313 521 4(4 125 3
414 315 2251 3 4
55142 3[3241°5
55 14 23[32415
414 3152|251 3 4
313521 4(41 25 3
212 4 5 3 11 3 5 4 2
1/1 23 45|5432°1

Nota 4.4.2 Como curiosidad, las identificaciones anteriores son precisamente las
dadas por el subgrupo normal H =< 1,10 > de Z/Z}, en la construccion del corres-

pondiente grupo cociente.

En cualquiera de los cuadrantes marcados se observan los patrones dados por la

Tabla 4.4. Por ejemplo, en el primero de ellos podemos observar:

., Cuadl es el motivo de que la tabla anterior relacione una homotecia de razén 3,

por ejemplo, con multiplicar por 4 en Z/Z7, bajo la identificacién descrita?
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Tal como ha sido presentada, la homotecia de razén 3 “coloca” el nimero 1 (el
camino) en la columna tercera de la Tabla 4.5. ;Por qué elemento hay que multiplicar

3 para obtener 17 Por su inverso, 4.

Por lo tanto, para poder dar una descripcion de cémo actia una homotecia de
razén r sobre una configuracion, basta con multiplicar los ntimeros que etiquetan
la fila de la configuracion original por el inverso de 7, sujeto a las identificaciones

pertinentes.

Definiciéon 4.4.3 Fijado un t y dado un conjunto de cobordes que determina un
diagrama (Cy,--+,Cy), la operacién vertical r-ésima , denotada por V,, 1 < r <

(t—1)/2 conr € Z]Z; es la homotecia de razén r y centro la columna Cisr.

Las siguientes consideraciones son validas, mas alld del ejemplo anterior, para

todo valor de ¢:

e Si suponemos configuraciones simétricas (diagramas simétricos), para cualquier
t impar, una homotecia de razén r y la homotecia de razén opuesta |t — r|,
ambas con centro en la columna centro de simetria, actiian de forma idéntica

sobre un conjunto de cobordes.

e Por otra parte, esta relaciéon entre r, 2 < r < (¢t —1)/2 y su opuesto t — r es,
precisamente, la determinada por las filas de la matriz 4r+1y 4(t —r) + 1, filas

correspondientes por inversos.

Se consideran homotecias de razén r < (¢t — 1)/2, ya que las de razén r > (t +1)/2
estan asociadas a filas correspondientes por inversas a las primeras, que determinan

los mismos caminos, salvo su lectura en orden inverso.

Nota 4.4.4 La idea que subyace en las operaciones verticales es superponer las condi-
ciones de adyacencia determinadas por un conjunto de cobordes en los ciclos de la
fila 5, sobre los ciclos de otra fila congruente con 1 mod4. Si la fila considerada es la

4r + 1 se tiene una homotecia de razon r.

Sin embargo, en la definicion de operaciones verticales, aun tomando r <

(t—1)/2, no se han considerado como razdn todos los elementos del anillo Z]Z,.
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Se ha impuesto que las posibles razones sean unidades del anillo, es decir, los r tales

que med (r,t) = 1.

Esto se debe a que si se toma un divisor de cero, al aplicar la operacion, hay
distintas columnas que tienen asignada la misma columna imagen, mientras que hay

otras columnas que no son imagen de ninguna.

Para que la operacion funcione se precisa que la razon sea una unidad, para tener

una biyeccion entre las columnas del diagrama de partida y el diagrama imagen.

Se recuerda que las filas cuyos ciclos escinden son precisamente las de la forma
41 + 1 donde med(i,t) > 1, es decir, los valores de i que son divisores de cero del
anillo Z | Z,.

Como ejemplo de la observacién anterior presentamos el caso de t = 9.

Supongamos que se tiene un diagrama escrito por columnas como:

(697 CS) C7a CGa C57 C47 C37 CQa Cl)
Si se efectiia una homotecia de centro la columna Cs y razon 2 la imagen de la columna

Cies Va(C;) = C2(i—5)+5 modo-
de origen reordenadas como sigue:

Se obtendria como imagen el diagrama con las columnas

(C7,Cs,Cs,C1,Cs5,Cy,Cy,Cs,Cs).

Supongamos que se intenta hacer una homotecia con el mismo centro anterior y razén

3. La imagen de la columna C; debe ser ahora V5(C;) = C Se tiene que

3(i—5)+5mod 9
V3(Cs) = V3(Cy) = V3(C3), en la octava columna del diagrama imagen. Las columnas
Cs, Cs v Cy debieran ocupar la quinta columna del diagrama imagen, mientras que Cr,
C4 y Cy debieran situarse sobre la segunda columna en la imagen. Por otra parte, las
posiciones primera, tercera, cuarta, sexta, séptima y novena en el diagrama imagen

quedarian vacias.

Nota 4.4.5 Como en los casos anteriores, una operacion vertical actuando sobre dos
representantes distintos de la misma matriz de Hadamard da lugar a imdgenes que

determinan la misma matriz.
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Proposicién 4.4.6 Las operaciones verticales conservan la condicion de Hadamard.

Demostracién. Las operaciones verticales mantienen el niimero de caminos en las

filas congruentes con 1 mod 4.

En cuanto a condiciones de simetria, el resultado es cierto si el centro de la ho-
motecia coincide con el centro de simetria del diagrama a considerar. En caso de no
coincidencia del centro de la homotecia y el centro de simetria se obtiene una ima-
gen trasladada de la obtenida en caso de coincidencia, que también guarda simetria

respecto de la columna que correponda.

El tamano de la érbita de una matriz por operaciones verticales es, como maximo

la mitad del cardinal de Z/Z}, es decir, ¢(t)/2.

Dependiendo de la configuracién particular que presente cada diagrama, puede
suceder que una operacion de intercambio de lugar a la misma imagen que una
operacién vertical. Un ejemplo sencillo se tiene en t = 5 para la expresion
{{10},{11},{16,8},{17,1}}, que determina una matriz Hadamard, donde la opera-
cion vertical V5 coincide con la operacion de intercambio que permuta las dos tltimas

filas del diagrama, como se puede observar en la tabla 4.6.

X
Vs = = S41

Tabla 4.6: t = 7. Coincidencia de la operacion vertical V5 y el intercambio sy;.

Los dos resultados siguientes son sencillos a la vista de los diagramas.

Proposicién 4.4.7 Las operaciones verticales y complementarias conmutan.

Proposicién 4.4.8 Las operaciones verticales y de intercambio conmutan.
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4.5 Las Orbitas

Como hemos visto, existen dos repartos senalados, el dado por la expresion de una
matriz de Hadamard respecto de los cobordes de la base y el reparto minimo, que

corresponde o bien a una matriz, o bien a su complementaria.

A nivel de célculos efectivos resulta interesante considerar el reparto minimo con

el objeto de efectuar la bisqueda en un sélo reparto, en lugar de hacerlo en todos.

Las operaciones de traslacién, intercambio y verticales mantienen siempre el
nimero de cobordes del conjunto sobre el que actuan. Por otra parte, la imagen
de una matriz es la misma, independientemente de su representacion utilizada. Por
lo tanto, para estas operaciones, dada una matriz (o su complementaria) se puede
obtener todas las matrices de sus érbitas calculando las imégenes de la expresién que

da el reparto minimo.

Una vez hecho esto, se pueden calcular las complementarias de las matrices

obtenidas, con lo se tienen todas las distintas orbitas.

Hasta ahora hemos hablado de las orbitas correspondientes a complementarios,

traslaciones, intercambios u operaciones verticales.

Definicién 4.5.1 La érbita total de una matriz cociclica Hadamard sobre Z, x Z3
es el conjunto formado por la union de las orbitas de la matriz por complementarios,

traslaciones, intercambios y operaciones verticales.

El tamano de la érbita total no es siempre el producto de los tamanos de las distin-
tas orbitas por complemetarios, trasladados, operaciones de intercambio y verticales.
Como vimos en la seccion anterior, dependiendo de las configuraciones que aparezcan
en los diagramas se puede obtener una misma matriz como imagen por intercambios y
por operaciones verticales. El tamano oscilard entre 2t|P|y 2t|P|¢(t)/2, en cualquier
caso, y serd siempre multiplo de 2¢| P|, donde |P| es el cardinal de permutaciones con

repeticion del representante correspondiente al reparto minimo de la 6rbita.

Resulta interesante aclarar con ejemplos la relacion entre distribuciones y érbitas

totales.
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Las distribuciones dictan el ntimero de cobordes que han de tomarse en cada
clase de congruencia mod4, sin aportar condiciones para la eleccion en concreto de

cobordes en cada clase. Se tiene una condicién necesaria pero no suficiente.

En algunas ocasiones, una distribucién determinada (o equivalentemente, su
reparto minimo) no da lugar a ninguna matriz de Hadamard, y, por lo tanto, a
ninguna 6rbita. Por ejemplo, para t = 19 con el reparto [7,7,7,9] no se ha encon-

trado ninguna matriz Hadamard (asumiendo simetria).

También puede suceder que una misma distribucién dé lugar a varias dérbitas
totales. Por ejemplo, la distribucién (10,10,9,7) en t = 9, con reparto minimo
2,3, 4, 4] proporciona dos 6rbitas totales distintas, representadas en los diagramas de
la Tabla 4.7.

X X X X
X X X X

Tabla 4.7: t = 9. Dos érbitas totales distintas para la distribucién (10, 10,9, 7).

Definicién 4.5.2 Un representante de una orbita total es un diagrama simétrico
respecto de la columna central, con el menor numero de cobordes, con nimero cre-

ciente de cobordes en cada fila.

Resulta ilustrativo ver cémo dada una matriz de Hadamard (o su complementaria),
se pueden obtener todas las matrices de su orbita total calculando las imagenes de

la expresion que proporciona el reparto minimo.

Ent = 3 se tienen 24 matrices de Hadamard. Hay una tunica distribucion (1,1, 1,0)
con reparto minimo asociado [0, 1,1, 1] que da lugar a una tunica 6rbita total. Su-

pongamos que partimos de la matriz de Hadamard determinada por el conjunto de

cobordes {{},{7},{8},{5}}.

Sobre este conjunto se tienen cuatro imagenes distintas por intercambio. La si-

guiente tabla presenta la 6rbita por intercambios, complementarios y trasladados:
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t = 3. OrBITA TOTAL DE {{},{7},{8},{5}}

S21 524 523

X X X X — X X — X X — X
- X - - X - - X - - - =
Compl.

1-TRASLADADOS

521 524 523

X X X
I
I
I
I
I
I
I
|
|

Compl.

X X X X

2-TRASLADADOS

521 5924 523

|
I
I
|
X X X
|
I
I
|
|

Compl.

X X X X
X X
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Las imégenes anteriores expresadas respecto de la base de cobordes dan lugar a
los diagramas siguientes, que son exactamente correspondientes a las expresiones de

las 24 matrices de Hadamard respecto de la base:

J— J— J— >< J— J— J— J— J— J—
J— J— J— >< J— J— J— J— J— J—
— — — — — — X — — —
X X X X — X X — X X — X
- X = - X = - X = - - =
Compl.
1-TRASLADADOS
S21 524 523
- - = X — — — — X X
— — X X - - - — X X
X - — - - = X - — X — —
X X X — X X X - = X — —
— X X — X X — X X - - =
Compl.
— X X — X X - - = — X X
X - = - - = X - = X — —
2-TRASLADADOS
521 524 523
X X - — X X X = X X =
- = - — X - - = - — X
X X = - - = X X = X X =
- - = X X — - = - — X
Compl.
- — X - — X - - = - — X
X X - - - = X X - X X —
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La siguiente tabla muestra el nimero de matrices de Hadamard para cada t.

La tercera columna indica, para cada reparto minimo, el tamano de las posibles
orbitas por complementarios, intercambios y operaciones verticales, la cuarta, la suma
de los parciales de la tercera. La quinta columna recoge el nimero total de matrices

de Hadamard, incluidos trasladados, obtenidos para cada t.

Las reducciones en el tamano de las érbitas con coincidencia en intercambios y
operaciones verticales quedan expresadas en la reduccién del tamano en la érbita

vertical.

t | Reparto minimo | Compl. Inter. Vert.f Orbitas | Subtotal ﬁ()rbita total
3 [0,1,1,1] 2x4x1=38 8 24
) 1,1,2,2] 2x12x1=24 24 120
7 2,2,2, 3] 2x12x3="T2

11,3,3,3] 2 x 24 x x1 =48 120 840
9 3,3,3,3] 2x24x1=48

2,3,4,4] 2x12x3="1T2

2,3,4, 4] 2x24x3=144 264 2376
11 [3,4,4,5] 2 x 24 x 5 = 240 240 2640
13 3,6,6, 6] 2x 24 x6=288

[4,4,6, 6] 2x24x3=144

[4,5,5,5] 2x24x3=144

[4,5,5,5] 2x12x3="72 648 8424
15 [4,6,7,7] 2x 24 x4=192

[4,6,7,7] 2x24x4=192

[4,6,7,7] 2x24x2=096

[5,5,6,7] 2x12x4=096 576 8640

Se hace ver que los nimeros de matrices indicados en la cuarta columna son

precisamente los nimeros de matrices de tipo Williamson como se puede ver en [6].

Definicién 4.5.3 Una matriz de Williamson es una matriz de Hadamard por bloques
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de la forma

(4.1)

donde cada uno de los bloques A, B,C, D es una matrizt X t simétrica circulante.

Nota 4.5.4 La definicion usual de matriz de Williamson es equivalente Hadamard a
la que nosotros hemos dado, puesto que difiere de la matriz (4.1) en la negacion de
las filas que van desde la t+ 1 hasta la 4t, ambas inclusive. Para nuestros propositos,

la matriz (4.1) es mds apropiada.

En el Lema 3.4 del articulo [6] se demuestra que las matrices de Williamson son
Hadamard equivalente a matrices cociclicas de Hadamard sobre Z; x Zg. Reproduci-

mos dicho resultado a continuacién.

Lema 4.5.5 [6] Una matriz de Williamson del tipo (4.1) es Hadamard equivalente
a una matriz cociclica sobre Zy, x Za que es t X t circulante hacia atrds por bloques
4 x4,

Wy .. .. W,
Wy - W, W (4.2)
Wy Wy oo Wiy

en la que Wiy = Wi_iw1 para 1l <1<t —1, y cada W; es de la forma

US i Yi Zi
Ty =Ny i —Yi
Yi —zi —Ni X

Zi Yi —Ti —Ny

Si tenemos en cuenta la base de 2-cociclos sobre Z, x Zj con la que venimos
trabajando, es facil reconocer que la matriz (4.2) corresponde, en verdad, al pro-
ducto punto a punto de la matriz R por un cierto conjunto de matrices cobordes

generalizadas {Moy, ,..., My, }.
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Este subconjunto de cobordes debe verificar una condicién adicional, dada al final
del Lema 4.5.5, de modo que W, ; = W;_;11 para 1 < i <t — 1, quedando Wj sin
pareja. Esto se traduce en que la columna de simetria en el diagrama que repre-
senta la matriz (4.2) es precisamente la tltima a la derecha, asociada a los cobordes

0o, 03,04, 01. Este hecho lleva directamente a concluir el siguiente resultado.

Proposicién 4.5.6 Sea H el conjunto de matrices cociclicas de Hadamard sobre Z; X
Z; con un diagrama simétrico, en el sentido de (3.2.3). Entonces, el conjunto de
matrices de Williamson del tipo (4.1) es un subconjunto de H de tamano @ Mas
aun, para cada matriz de Hadamard H € H, precisamente una y solo una de las

matrices trasladadas T;H, 1 <1 < t, es una matriz de Williamson del tipo (4.1).

Demostracion. Tal como se ha explicado antes, una condicién necesaria y suficiente
para que una matriz cociclica de Hadamard sobre Z; x Z3 del tipo (4.2) sea una
matriz de Williamson es que W;,; = W,_,,1 para 1 < i <t — 1. Es decir, que la
columna que da la simetria en el diagrama que representa la matriz sea la tultima
columna, asociada a los cobordes 0y, 03,04, 01. Esto es posible para uno y sélo uno

de los trasladados de cualquier matriz H € H. [

A nivel de calculos efectivos, se han obtenido de forma exhaustiva todas las ma-
trices hasta t = 15. En todos los casos de esta busqueda se tiene el caso de simetria

en diagramas. A partir de t = 17, la busqueda ha seguido el criterio de simetria.

La suposiciéon de la simetria ha proporcionado otra condicién mas de busqueda,
relativa a la paridad de las columnas de los diagramas. La expresion paridad de una

columna en un diagrama se refiere a la del conjunto de cruces que aparecen sobre ella.

Proposicion 4.5.7 Dado un diagrama simétrico, la paridad de la columna eje de

simetria es distinta de la del resto de las columnas.

Demostracion. Se debe tener en cuenta que el nimero de caminos en cada fila
congruente con 1 médulo 4 y mayor o igual que 5 es exactamente ¢, niimero impar.
Los caminos que se leen en el diagrama son precisamente los de la fila 5. Podemos

suponer, sin pérdida de generalidad, que la columna eje de simetria coincide con la
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columna central del diagrama. (En otro caso se llevaria a cabo la correspondiente
traslacion).

Clasificaremos estos caminos en tres tipos o conjuntos, los que estan situados sobre
la columna central-eje de simetria, los que estan situados sobre la primera y t-ésima
columna y los caminos que no tocan a ninguna de estas tres columnas. Por simetria,
este ultimo conjunto debe tener un cardinal par. Entonces, si hay un ntimero impar
de caminos sobre la columna central debe haber un nimero par de caminos sobre las
columnas primera y t-ésima para que la suma total de caminos sea un niimero impar.
De la misma forma, si la columna central contiene un ntimero par de caminos, las

columnas extremas lo tienen impar.

Colocando columnas, salvo la central, en los extremos del diagrama mediante una
operacién vertical, se tiene el resultado para las columnas para las que esta operacion
es valida. Las restantes conforman ciclos interiores por homotecias sobre los que se

puede razonar de manera analoga.

A modo ilustrativo se presentan los siguientes diagramas correspondientes a t =
13:

t=13 reparto [3, 6,6, 6]

- - - — — X X X = = = — -
X — — X — X — X — X — — X
_ _ x _ _ _
X - - - - - - - X
t=13 reparto [4,4,6, 6]
- — — — X X = X X = = = —=
- - X - - — — — X = X -
— X X — — X — X — — X X -
X X — — — X — X — — — X X

En el primero, la columna central, que es eje de simetria, tiene un ntimero impar de
cruces. El resto de las columnas lo tienen par. En el segundo diagrama la columna

central es par, mientras que el resto de las columnas son impares.
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Trayectoria del trabajo. Calculos efectivos

El orden en el que se presentan los resultados de la memoria persigue facilitar la com-
prension al lector. Sin embargo, no se corresponde completamente con la trayectoria

seguida para el estudio del problema.

Este capitulo se anade a titulo de resumen de los avances que se han ido pro-
duciendo a lo largo del trabajo, y cémo estos avances han servido para ir encontrando
matrices de Hadamard de tamano cada vez mayor, hecho que ha retroalimentado el
avance del mismo. También sirve para reinterpretar, desde el punto de vista de los
resultados finales, los resultados intermedios, que se iran exhibiendo cronolégicamente

y en términos de los conceptos que han originado.

5.1 Los inicios

Al principio del trabajo los datos de partida consistian en la relacién exhaustiva de las
matrices cociclicas de Hadamard sobre el grupo Z; x Zg de orden 4t para los valores
méas pequenos de ¢, es decir, t =3 y t =5, de los que eran conocidos su nimero (24 y

120 respectivamente) y su expresién respecto de los elementos de la base de cobordes.

Con las notaciones introducidas en el trabajo, todas las matrices para t = 3

quedarian representadas por:

89
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t=3 rep. [0,1,1,1]

distr. (1,1,1,0)
2Xx4x1x3=24

X X X

cuya Orbita total se expresa como producto de las orbitas por complementarios, por

intercambios, operaciones verticales y trasladados.

Las 120 matrices de t = 5 quedan descritas por el diagrama:

t=5 rep. [1,1,2,2]

— — X — —
distr. (3,3,2,2)

2x12x1x5=120

__X__

X — — — X

Tabla 5.1: Diagrama representante para t = 5.

puesto que a partir de él se pueden generar todas las matrices de Hadamard por medio
de complementarios, intercambios, traslaciones y operaciones verticales. Desde luego,

en aquel momento, no se conocia nada de esto.

Nota 5.1.1 En el caso t = 5 se tienen exactamente 2 operaciones verticales si se
cuenta la identidad, ésta y la de razon 2. La Tabla 5.1 expresa solo una para hacer
el computo total de matrices. Esto se debe a que en este caso, como hemos visto, la
operacion vertical de razon 2 coincide con la operacion de intercambio s41. El nimero
total se presentard de la misma manera siempre que se dé la misma circunstancia,
por ejemplo en una de las distribuciones del caso t = 7, en una de las det =9, en

alguna en t = 13...

Estas matrices se habian obtenido por medio de una busqueda exhaustiva entre los
4t — 3 elementos de la base de cobordes, considerando todos los posibles subconjuntos
de cobordes y comprobando si cada uno de estos subconjuntos definia o no una matriz
de Hadamard. Una tal bisqueda no podia llegar muy lejos, puesto que el espacio para

t = 7 se componia de 2% posibles conjuntos de cobordes.
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5.2 Los primeros pasos

En buena parte del trabajo, hasta que el estudio de la actuacién de las operaciones
y la representacion en diagramas hizo evidente lo ventajoso de trabajar con todo el

conjunto de cobordes en lugar de la base, sélo se utilizé ésta.

Un primer paso interesante se produjo cuando se consiguié acotar el niimero de
cobordes necesarios para determinar una matriz de Hadamard, del que se encontraron

una cota inferior y superior, a la postre bastante ajustadas.

Parat = 7 se calcul6 el nimero minimo de cobordes necesarios, 9 (correspondientes
al reparto [2,2,2,3]), v se obtuvieron 76 matrices. Dado que se trabajaba sélo con
los elementos de la base, después se vié que se trataba de matrices cuya expresion

respecto de la base coincide con la expresion que da el reparto minimo. Para este caso
particular se comprobaron 9 subconjuntos. Sin embargo, el coste operativo no

hacia facil el cdlculo en el resto de nimeros de cobordes 10,11, ....., 19 hasta llegar a

la cota superior.

Los razonamientos utilizados para calcular cotas minimas y maéaximas consti-
tuyeron el germen de las ideas de distribuciones y repartos. Estos permitieron parcelar
la busqueda considerando, no sélo el ntimero de cobordes utilizados, sino también el
reparto de cobordes entre las cuatro componentes que formaban los cobordes aten-

diendo a su congruencia médulo 4.

Atun no estaba desarrollada la idea de operaciones de intercambio. Ademas se
seguia trabajando respecto de la base y era necesario distintingir entre cuatro paquetes
de cobordes, el paquete que contenia a los t cobordes congruentes con 2mod4 y los
otros tres paquetes para el resto de clases de congruencia, que contenian cada uno ¢t —1
cobordes. Por lo tanto, para realizar una busqueda exhaustiva se trabajé buscando
en las posibles permutaciones de cada una de las 2* cuadruplas que proporcionaban

los distintos repartos.

En t = 7 se calcularon para cada una de las dos distribuciones (6,6,6,3) y
(6,5,5,5) las 64 posibles permutaciones de los 2* repartos, 4 por cada uno de e-

llos. Para cada una de estas permutaciones de cuddruplas [k;,, ki,, kis, ki,] €l espacio
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de bisqueda tenia tamano

() ()0 ()

Tras un trabajo laborioso se obtuvieron 336 matrices para la distribucién (6,6, 6, 3)

y 504 para la distribucién (6, 5,5, 5), todas ellas expresadas respecto de la base.

Con la herramienta de los diagramas, las 840 matrices Hadamard en t = 7 quedan

representadas por:

distr (6,6,6,3)
2x24xT7Tx1=2336

|
|
X
X X X X
X
|
|

t=17 rep. [2,2,2, 3]

distr (6,5,5,5)
2x12x7x3=504

También se calcularon asi las matrices para t = 5 descritas respecto de la base y

ordenadas ahora por repartos.

La observacion de un nimero mayor de casos y su ordenacion por repartos, per-
mitié definir la operacion complementario respecto de la componente congruente con 2
modulo 4, que preservaba el cardcter Hadamard de la matriz. También se comenzaron
a observar los primeros patrones que apuntaban a las operaciones de intercambio de
componentes. En aquellos momentos se trabajaba inicamente con los elementos de la
base de cobordes, lo que hacia que el complementario respecto de otra componente no
tuviera sentido. Por otro lado, algunos intercambios no eran facilmente identificables,

puesto que involucraban cobordes no pertenecientes a la base.

Sin embargo, el programa construido para esta busqueda no era de utilidad en

t = 9. Se obtuvieron, de forma muy laboriosa y casi artesanal, las 196 matrices
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con reparto [3,3,3, 3] que estan expresadas respecto de la base. Faltaba calcular las
matrices respecto de la base en el resto de repartos. Se hizo necesario refinar el criterio

de busqueda y aparecieron los ingredientes y las recetas.

5.3 Ingredientes y recetas

Definicién 5.3.1 Dado t, un ingrediente es una (t —1)/2-tupla (c1,...,cu-1)/2)
donde cada uno de los ¢; es el numero de caminos que determina un subconjunto de
cobordes de una componente en la fila 4i+1, 1<i<(t—1)/2.

Una receta es una matriz de cuatro columnas y (t — 1)/2 filas donde cada columna

es un ingrediente y la suma de los elementos de cada fila es t.

Una receta establece precisamente la condiciéon de que el nimero de caminos en

cada fila debe ser exactamente t.

La idea de recetas e ingredientes ya ha aparecido en el capitulo dedicado a las
distribuciones, con un ejemplo en la Tabla 3.1. En ella se indica en numero de
caminos determinados en cada componente de las filas 5, 9, 13, 17 y 21 por la matriz
de Hadamard {{38, 22,10}, {31,27,7,3}, {28, 20,16, 8}, {41,37,33,25,5}}. La receta

en este caso es:

W = D W W
— W R R D
W o D N W
B W W N W

Nota 5.3.2 La descripcion de las distintas operaciones actuando sobre los recetas es

sencilla:

e La accion de la operacion complementaria mantiene una receta invariante,
puesto que el complementario de un conjunto de cobordes en una componente

determina el mismo numero de caminos en cada fila.
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e Las operaciones de traslacion también dejan las recetas invariantes.
e Las operaciones de intercambio permutan columnas de la matriz receta.

e Las operaciones verticales reordenan las filas de la matriz receta segun el criterio

dado por la homotecia.

La idea de que, en algunas ocasiones, la accién sobre una matriz de una operacion
vertical y una operacién de intercambio puedan coincidir, se intuyod, antes de los
diagramas, a partir de las recetas. El ejemplo de la Tabla 4.6 en t = 5 del capitulo

anterior proporciona las siguientes recetas:

1 11 2 1121 111 2
1121 1 11 2 1121

Va(M) M = {{10}, {11}, {16,8}, {17, 1}} sa1(M)

El hecho de que haya distribuciones que presentan més de una 6rbita total también

puede reflejarse en las recetas.

Como vimos en el capitulo anterior, la distribucién (10,10,9,7) en ¢t = 9, con
reparto minimo [2, 3,4, 4], proporciona dos érbitas totales distintas, representadas en

los diagramas de la figura 4.7. Estos diagramas proporcionan como recetas:

3
1
3

N NN
W N W N
W N W N
[l NI NI )
W N =
NN W W
W NN W

2 3

que no pueden corresponder a la misma érbita total ya que no se puede obtener uno
a partir de otro mediante permutaciones de columnas o una reordenacién de filas

adecuada.

Sin embargo, este hecho fue localizado a la luz de los diagramas.
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5.4 Primeras operaciones y distribuciones

El calculo basado en repartos no terminaba de calcular las matrices de Hadamard para
t = 9, hasta que se introdujeron las nociones de ingredientes y recetas, que per-
mitieron clasificar los conjuntos de cobordes atendiendo al ingrediente que describia
el nimero de caminos que determinaban en cada una las filas del intervalo [5, 2t + 2]
que eran congruentes con 1 modulo 4. Asi, las recetas exitosas, aquellas cuya suma
de 4 ingredientes valia ¢, tomando cada ingrediente de entre los asociados al niimero
de cobordes prescrito en cada componente, permitian restringir la busqueda a una
cantidad mucho menor de configuraciones de cobordes. Con ello, se obtuvieron las

matrices que representan a las 2376 matrices de Hadamard para ¢t = 9, a saber:

t=9 rep. [2,3,4,4]

J— J— — >< J— — — J—
- — — X X X = - = distr. (10,10,9,7)
- - X = X = - 2x12x9x3=0648

X — — — X — — — X distr. (10,10,9,7)
— — X X - X X = - 2x24%x9x3=1296

t=9 rep. [3,3,3,3]

- X - - distr. (9,9,9,9)
2x24x9x1=432

I
X
I
I
X X X X
I
I
X
I

No solo se podia parcelar el espacio de busqueda, sino que el test de Hadamard
era mas rapido, puesto que del hecho de estar buscando sobre la base de una receta
exitosa, se inferia que las filas congruentes con 1 moédulo 4 ya eran Hadamard, con lo
que habia que pasar el test inicamente para las filas del intervalo [5, 2t + 2] que no

eran congruentes con 1 médulo 4.
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También se llevé a cabo la busqueda para ¢t = 11

t=11 rep. [3,4,5,5]

- — — — X X X = = — = )
distr. (15,14,14,12)
— X - X - - — X - X =
2x24 x5 x11=2640
X — — X - — — X - — X
— — X X — X — X X = =
Para t =13
t=13 rep. [3,6,6, 6]
distr. (21,21,21,15)
X - — — - X - X - — X
2x24x6x13=23744
X - — - - — - — X
t=13 rep. [4,4,6, 6]
- — — — X X = X X = = = =
distr. (21,21,18,18)
- X = X - - - — — X - X =
2x24x3x13=1872
— X X = = — - — X X =
X X - - — — - — — X X
t=13 rep. [4,5,5,5]
- — — X X = - — X - - — ]
distr. (20,20,20,18)
- — — X — X X - - - =
2x 24 x3x13=1872
— - — X - X - X = —= —
t=13 rep. [4,5,5,5]
distr. (20,20,20,18)

2x12x3x13 =936
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Se tiene un total de 8424 matrices de Hadamard para t = 13.

Finalmente, también se llevo a cabo la busqueda para t = 15:

t=15 rep. [4,6,7,7]
- — — — X X - — — X X - = — =
- X - = X = - X = X - = X = distr. (28,28,27,22)
- — — X X = X X — X X - — — 2 x24 x4 x15=2880
X — X — — — X X — — — X — X

t=15 rep. [4,6,7,7]
- — X — — — X — X — — — X — -
- X — X X - - — — — X X - X - distr. (28,28,27,22)
- X X - — X — X = X = = X X - 2 x 24 x4 x15=2880
X - - - — X = = — — X

t=15 rep. [4,6,7,7]
- - — X - = - X — — X - - —
- — X X - - - X - — X X - - distr. (28,28,27,22)
- — — X X - X — X X — — — 2 x 24 x2x15=1440
X X — — — X — X — X — — — X X

t=15 rep. [5,5,6,7]

distr. (28,27,25,25)
2 x 12 x 4 x 15 = 1440

X X X X
X X X X

Se tiene un total de 8640 matrices de Hadamard para ¢t = 15.

De forma simultanea a la buisqueda mediante recetas e ingredientes se profundizo
en las ideas de complementarios e intercambios. A la vista de la forma de la matriz R
era natural pensar que trasladar caminos y condiciones de adyacencia horizontalmente

debia conservar también el caracter Hadamard.
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Se estudié la clasificaciéon en érbitas por complementarios e intercambios en t = 3,
dibujando cada una de éstas como un cubo donde los vértices representaban a matrices
Hadamard. Se observé que el complementario de una érbita por intercambios era
imagen especular de la 6rbita de partida. Las 24 matrices de Hadamard dieron lugar
a tres cubos, que eran precisamente los tres trasladados posibles. La figura 5.1
muestra uno de ellos. Las aristas y las diagonales marcadas en un par de caras del

cubo representan las operaciones complementaria y de intercambios segin se indica.

HLULGBLGH 5 {{6L{1L{8L {51}

5.

5y 31 <

Heh 78 (1) 51 IRE R =Y
c o
C o
{410,624 {7}, {81, (5H} s L000,2) {1 (8L (51

5 531

Sa4 T34

(10,25, (73,4831} & (10,2, (71134500

Figura 5.1: Orbita. ¢ = 3.

Se estudié también con detalle el comportamiento de intercambios, complemen-
tarios y trasladados en ¢t = 5, localizando érbitas de tamano 12 para intercambios que

se repetian de forma homogénea en complementarios y trasladados.

La necesidad de procesar esta enorme cantidad de nuevas observaciones di6 lugar
a la nocion de diagrama para representar los conjuntos de cobordes elegidos, hecho
que motivo la definicion de una nueva operacién, la traslacién vertical, y el uso de
la totalidad del conjunto de cobordes generadores, en lugar de los de la base. Esta
representacion en forma de diagrama arrojaba luz sobre todas las operaciones que
se habian definido con anterioridad y que adquirian una interpretacion visual muy
clara, aunque su definicion inicial pudiera ser un poco enrevesada. La utilizacién de
los cobordes que se despreciaban al quedarnos con la base aparecia, también, de forma

natural.

El uso ahora de todo el conjunto de cobordes hizo revisar las posibles formas de

expresar una matriz de Hadamard respecto de éste. Se estudié entonces la relacién
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entre las ocho expresiones de una matriz, las de la complementaria y los repartos, lo
que condujo a la idea de utilizar la tinica expresién de una matriz (o su complemen-
taria) que daba el reparto minimo, en lugar de la expresién respecto de la base, para

efectuar la busqueda.

5.5 Diagramas

Otra ventaja que supuso la expresion de los cobordes en forma de diagrama fue el he-
cho de observar que la configuracion simétrica de una elecciéon cualquiera de cobordes
definia el mismo ingrediente que ella, lo que, junto con el hecho de que los ingre-
dientes “raros” , es decir, aquellos que tenfan un menor ntimero de configuraciones
asociadas, eran los que producian matrices de Hadamard, llevé a fijar la atencién en
las configuraciones simétricas respecto de algtn eje (gracias a la traslacién horizontal,

respecto de eje central del diagrama).

Estas configuraciones simétricas verifican una relacién de paridad, en la que la
paridad de la columna central del diagrama es distinta de la paridad de cada una
de las otra columnas del mismo, lo que nos ha permitido adelantar la busqueda,
lamentablemente sin garantia de exhaustividad, hasta ¢ = 23. Enumeramos a conti-

nuacion los resultados obtenidos:

t=17 rep. [5,7,7,8]
2x24 x4 x17=3264 distr. (36,35,35,30)
- — — — X — — X X X = = X = = - =
X — — — — X — X X X — X — — — — X
X

- — — X X - X - - X — X X = = =

X — — X — X X — — — X X — X — — X

t=17 rep. [5,7,7,8]
2 X 24 x4 x17=232064 distr. (36,35,35,30)

- — — — X = = X X X - = X = = = =
- — — — X X = X = X X = = = —=
- — X — = X = X = X - = X = =
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t=17  rep. [5,7,7,8]
2% 24 x 4x17=23264  distr. (36,35,35,30)

- - — — X = = X X X = = X = = = =
— X — X — — = X X X - - — X — X =
- — X — X X = = X - - X X = X = =
— X X X = X = — — — — X = X X X =

t=17  rep. [6,6,7,7]
2% 24 x 4x17=23264  distr. (35,35,33,33)

- — — — X = X X = X X = X = = = =
X — — — X — — X — X — — X — — — X
- X — — — X — X X X = X = - — X =
— — X X X = - = X - - - X X X = =

Se han obtenido un total de 13056 matrices Hadamard para ¢t = 17.

t=19 rep. [6,7,9,9]
2 %24 x9x19 = 8208 distr. (45,45,42,39)
- — — — X — — X X = X X = = X = — - -

X X — — = - — — X X

X X

X
X — X — — X

|

|

|

X
X X X

- X X X - - = X -

t=19 rep. [6,7,9,9]
2% 12x9x19=4104  distr. (45,45,42,39)

- — X - — — — X X = X X = = - - X = =

- — X - — — — X x X X — — — — X — =
— X - — — X = X = X = = = X —
- X - — — X = X = X = = = X =
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t=19 rep. [6,7,9,9]
2 x 24 x9 x 19 = 8208 distr. (45,45,42,39)
- — X - - - — X - X X = = — =
— — — X — — X — X X X — x — — X
— — X — — — X X X X X — — — X
— X — — — X — X X X — X — — =
t=19 rep. [6,8,8, 8]
2x24%x3x19=2736 distr. (44,44,44,39)
— X X - = — — — X — X - — — — =
- - - — X X = X — X — X X — -
— X — X X — — — X — X — — — X X
X X — — — — X — — — X - — — =
t=19 rep. [6,8,8, 8]
2x24x3x19=2736 distr. (44,44,44,39)
— X — — — — — X — X - — — — =
— - X — — — X X — X X — — — X
- - - X X - = X — X — — X X -
X X - - = X = - - - — X - — =
t=19 rep. [6,8,8, 8]
2 x 24 x9 x 19 = 8208 distr. (44,44,44,39)
- — — — — X — X X — X X — X — -
— X — X X — — — X — X — — — X X
X — — X X — — — X — X — — — X X
— — X X X — X - — — — — X — X X

Para el reparto [7,7,7,9], correspondiente a la distribucién (45, 42,42, 42), no se

ha encontrado ninguna matriz de Hadamard. Se han encontrado 34200 matrices

Hadamard para t = 19.
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t=21 rep. [6, 10,10, 10]
2 X 24 x2x21=2016 distr. (55,55,55,45)

- - — — — X X — — X — X — — X X = — — — -
X — — X X — X — — X — X — — X — X X — — X
— X X X - - — — X = X = — = — X X X -
— — — X — X X X X — — — X X X X - X — — —
t=21 rep. [7,8,9,10]
2% 24 x 6 x 21 = 6048 distr. (55,54,52,49)
— - X — — — — — X X X X X = — — — — x — -
X — — — X X — X — — — — — X — X X — — — X
- - — — X X — X — X — X — X X - — X — -
— X X X - X — - - - = — — X — X X X -
t =21 rep. [7,8,9,10]
2 x 24 x6 x 21 =6048 distr. (55,54,52,49)
— — — = X — X — — X X X — — X — X — — — =
- — — — X X — X X — — — X X — X X —- — = =
— — X X — — — X — X X X — X — — — X x - -
X X — — X — — X — X — X — X — — X — — X X
t =21 rep. [7,8,9,10]
2 x 24 x6 x 21 =6048 distr. (55,54,52,49)
- - — = X — X — — X X X — — X — X - — — -
- — X — — X X — X — — — X — X X — — X - -
— — X X — — — X — X X X — X — — — X X — =
X X X — — — X — — X — X — — X — — — X X X
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t=21 rep. [8,8,8,9]
2% 12 % 6x 21 =3024  distr. (54,52,52,52)

- X — — — — — X X X — X X X - - - — - X -

- X - — — — — X X X - X X - — — — — X -=

- X - - — — X - — — X — — — X X — X -

- X - - — — X - X = X - — - - X -

t=21 rep. [8,8,8,9]
2 %24 x6 x 21 =06048 distr. (54,52,52,52)

- — — — X — = X X X — X X X = = X - = - —

X X — — — — — X — X — X — X — — — — — X X

— X — — — X — X X — — — X X - - - — X -

X — — — X - X — — X - — X — X X - = — X

t=21 rep. [8,8,8,9]
2x24x2x21=2016 distr. (54,52,52,52)

- — — X X — = X — X — X = X — — X X = = —=

— - X — — X X — — — — — X X - — X — X -

— — X X X - - — — — — — — — X X X — X -

- — — X — X X — — X X X — — X X — X - — —
Se han encontrado un total de 31248 matrices Hadamard para t = 21.

t =23 rep. [8,9,10, 10]
2x24x11x23=12144 distr. (65,65,63,60)

- — — — — X — X — X X — X X — X — X = — — —
— — — X X X — — X — — X — — X — — X X X — -
- = — X — X — — X X — X X — — X — X - —
- — X X — — X X X — - — — — X X X - — X X -

Para el otro posible reparto [7,10,11,11] correspondiente a la distribucién
(66,66, 65,56) no se ha encontrado ninguna matriz de Hadamard. Para t = 23 se

han encontrado 12144 matrices Hadamard.
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Por 1ltimo, presentamos los resultados obtenidos para ¢t = 25. En este caso, debido
al coste operativo, los resultados se limitan al reparto [9, 10,10, 12] con distribucién
(78,75,75,72) para el que se han obtenido un total de 6000 matrices Hadamard

representadas por el diagrama siguiente.

t=25  rep. [9,10,10,12]
2 x 24 x 5 x 25 = 6000 distr. (78,75,75,72)
- — — — X — X — X X = = X — — X X — X = X —=
— — — X X - - — X = X X — X X - X - = — X X

- — = X X = = X = - - - - X - — X X = -

- X — X = = = — X X = X X = - - = x — X

No se ha conseguido datos para los casos con reparto [8,11,11,12] (dis-
tribucién (78, 77,77,68)), reparto [9, 9, 12,12, ] (distribucion (78, 78,72, 72)) y reparto
10,10, 10, 10] (distribucion (75, 75,75, 75)).

La Tabla 5.2 con los resultados obtenidos suponiendo simetria en los diagramas
desde t = 17 hasta t = 25. Para t = 25 se indica unicamente el reparto para el que se
tiene algiin resultado, sin enumerar el resto de los repartos en los que no se podido

efectuar la busqueda.
En la actualidad se presentan varios problemas abiertos.

Se ha probado que una matriz cociclica abeliana representada por diagramas
simétricos que ademds verifica que el nimero de caminos en filas congruentes con
1mod4 y mayores o iguales a 5 es igual a ¢, es siempre Hadamard. Uno de los pro-
blemas abiertos es la prueba del reciproco de este resultado, mas en concreto, que los
diagramas para una matriz cociclica sobre Z, x Z3 y Hadamard son necesariamente

simétricos.

Hemos supuesto condicion de simetria en los diagramas para la bisqueda cuando,
desafortunadamente, el coste computacional no la ha hecho posible de forma exhaus-
tiva. Sin embargo, el hecho de que en los casos buscados exhaustivamente los diagra-
mas sean siempre simétricos y lo conocido sobre condiciones de adyacencia, caminos
e intersecciones, apuntan a que los diagramas deben verificar siempre simetria, resul-

tado en estudio y atin no probado.

Los diagramas se crearon como herramienta para la interpretacion de los resultados
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t | Reparto minimo | Distribucion ¢ Orbitas # Total matrices
17 [5,7,7,8] (36,35,35,30) | 2 x 24 x4 x 17 = 3264

[5,7,7,8] (36,35,35,30) | 2 x 24 x4 x 17 = 3264

[5,7,7,8] (36,35,35,30) | 2x24 x4 x 17 = 3264

[6,6,7,7] (35,35,33,33) | 2x24 x4 x17= 3264 13056
19 6,7,9.,9] (45,45,42,39) | 2 x 24 x 9 x 19 = 8208

6,7,9.,9] (45,45,42,39) | 2 x 12 x 9 x 19 = 4104

6,7,9.,9] (45,45,42,30) | 2 x 24 x 9 x 19 = 8208

6,8,8.8] (44,44,44,39) | 2 x 24 x 3 x 19 = 2736

6,8,8.8] (44,44,44,30) | 2 x 24 x 3 x 19 = 2736

6,8,8.8] (44,44,44,39) | 2 x 24 x 9 x 19 = 8208

7,7,7.9] (45,42,42,42) no hay 34200
21|  [6,10,10,10] | (55,55,55,45) | 2 x 24 x 2 x 21 = 2016

[7,8,9,10] (55,54,52,49) | 2 x24 x 6 x 21 = 6048

7,8,9,10] (55,54,52,49) | 2 x24 x 6 x 21 = 6048

[7,8,9,10] (55,54,52,49) | 2 x24 x 6 x 21 = 6048

8,8,8,9] (54,52,52,52) | 2 x12 x 6 x 21 = 3024

8,8,8,9] (54,52,52,52) | 2 x24 x 6 x 21 = 6048

8,8,8,] (54,52,52,52) | 2x24 x 2 x 21 = 2016 31248
23| [8,9,10,10] | (65,65,63,60) | 2 x 24 x 11 x 23 = 12144

[7,10,11,11] (66,66,65,56) no hay 12144

25 9,10,10,12] (78,75,75,72) | 2 x 24 x 5 x 25 = 6000

Tabla 5.2: Tamano de las drbitas. Caso simétrico.

obtenidos. Siguiendo la linea de trabajo en la que los cédlculos ilustran nuevas ideas

y a la luz de las condiciones de paridad en las columnas de los diagramas, se esperan

obtener mas resultados sobre la construccién de diagramas simétricos que den lugar

a matrices cociclicas Hadamard sobre Z, x Z3.

Por otra parte también esta pendiente un diseno de busqueda heuristica.
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