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1. EL ARCO: GENERALIDADES   

1.1. INTRODUCCIÓN  

A lo largo de la historia de la humanidad, el arco ha sido quizás el elemen-

to estructural singular más utilizado por el hombre en todo tipo de construccio-

nes, desde las puramente arquitectónicas de gran importancia social (circos, 

catedrales, palacios), hasta las necesarias para salvar los problemas de adapta-

ción a la naturaleza resueltos por la ingeniería (puentes, acueductos, etc.). El 

arco desapareció de las tipologías estructurales a partir del siglo XIX con la apa-

rición de nuevos materiales que provocaron su sustitución progresiva por ele-

mentos rectos como vigas y estructuras porticadas. 

El arco siempre aparece para salvar una distancia entre dos puntos, bien 

como cubierta, bien para sostener un forjado o formando parte de un puente. 

Funciona fundamentalmente sometido a cargas en su plano que, frecuentemen-

te, se distribuyen sobre él de manera uniforme. Los esfuerzos predominantes 

que van a marcar las reglas del juego en el dimensionamiento de su sección 

son, por lo tanto, el esfuerzo axil y el esfuerzo flector, en adelante axil y flector 

toda vez que su directriz suele eludir hábilmente los esfuerzos cortantes, en 

adelante cortantes. 

Si el proyectista pudiera elegir cuál de estos dos esfuerzos debería domi-

nar en su estructura, sin ningún género de dudas optaría por el esfuerzo axil. Es 

evidentemente más económico, ya que da lugar a una distribución de tensiones 

constante sobre la sección, en la que todas las fibras trabajan por igual. El flec-

tor, por el contrario, sobrecarga las fibras extremas de la sección, dejando prác-

ticamente inactivas las centrales. Además resulta menos confortable para los 

elementos secundarios porque sus deformaciones son mucho mayores que las 

provocadas por el axil. 

Las tensiones provocadas por el axil son inversamente proporcionales al 

área de la sección mientras que las provocadas por el momento flector lo son al 

momento resistente, es decir, a una potencia del canto. 
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Si el primitivo constructor pretendía minimizar las tensiones provocadas 

por el esfuerzo axil, debía maximizar el área de la sección fuera cual fuera su 

forma geométrica. Sin embargo, las tensiones derivadas de la flexión debían 

acotarse mediante la inercia, es decir, a través del canto. Por ello, las piezas 

sometidas a flexión exigen siempre mayores dimensiones que las sometidas sólo 

a axil. 

Es lógico que los primeros constructores optasen por diseñar estructuras 

que soportasen predominantemente axiles y que, en la actualidad, la optimiza-

ción del material para salvar grandes luces conduzca a igual criterio. Así que, 

una vez adoptado como predilecto el esfuerzo axil, hay que elegir entre tracción 

y compresión. Aunque la compresión presenta el aspecto negativo de la inesta-

bilidad, la tracción es una tensión difícilmente soportable por los materiales pé-

treos, los más abundantes en la construcción, y que sólo se comportan bien 

cuando están comprimidos. No es de extrañar, por tanto, que la construcción 

tradicional buscara formas que introdujeran básicamente esfuerzos axiles de 

compresión supliendo con la robustez su debilidad a las tracciones. 

Sin embargo, una circunstancia viene a romper este esquema tan  sim-

plista: la posibilidad de pandeo de la pieza comprimida está íntimamente rela-

cionada con su esbeltez, y por lo tanto, con su inercia. Lo que lleva a que, ante 

un esfuerzo axil de compresión, haya que volver a dimensionar la pieza bajo la 

óptica de limitar la esbeltez y construirla con rigidez a flexión. No es posible 

diseñar estructuras sólo comprimidas ya que resulta inevitable admitir en ellas la 

aparición de las flexiones. 

Si se optara por la tracción, esfuerzo ideal desde el punto de vista de di-

mensionamiento si se cuenta con el material adecuado, la única tipología estruc-

tural que trabaja a tracción pura por excelencia es el cable sometido a cargas 

cualesquiera. Inteligentemente, gracias a su nula rigidez a flexión, cambia de 

geometría y adopta la forma de funicular de dichas cargas. 

Se puede decir que la naturaleza es sabia y modifica automáticamente la 

forma estructural buscando el paradigma de la tracción. 

Pero esta ventaja se torna en inconveniente cuando las cargas varían con 

el tiempo, lo que provoca que el cable sea una estructura voluble que cambia de 
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forma cuando lo hace su solicitación, lo cual no deja de ser incómodo para el 

usuario que busca la solidez en las estructuras que utiliza. Para salvar este esco-

llo, el arco aparece como la alternativa simétrica al cable, trabajando a compre-

sión. La forma que intuitivamente se le da al arco es aquella que consiga la 

compresión pura en toda su directriz, el antifunicular, y, por tanto, dependerá de 

la tipología de la carga. Arcos parabólicos lo serán de cargas uniformes en plan-

ta, los catenarios de su propio peso y los circulares serán antifuniculares de car-

gas radiales.  

Por otra parte, una vez definida la geometría, la compresión en el arco 

depende del peralte: los arcos más peraltados sufren menores axiles que los 

muy rebajados, y también menores empujes sobre el estribo. Por el contrario, 

disminuir el rebajamiento sin reducir la luz del arco, aumenta la flexión trans-

versal por empujes laterales de viento. Normalmente se eligen relaciones flecha-

luz comprendidas entre 1/5 y 1/7. Al llegarse al décimo los efectos tensionales 

de retracción (en los de hormigón) y térmicos aumentan mucho sobre todo en 

los arcos empotrados y rígidos.  

El rebajamiento no puede forzarse mucho, no sólo por los empujes hori-

zontales, sino porque el acortamiento debido al axil provoca cambios de geome-

tría no despreciables. No sólo pueden inducir un fenómeno de flexión excesiva 

sino que aproxima al arco a un evidente riesgo de pandeo.  

Por el contrario, al aumentar el peralte más allá del cuarto, el empuje va 

disminuyendo más lentamente que la relación luz/flecha, y pierde interés el pe-

raltado frente a los inconvenientes que lleva consigo de pandeo lateral. Por eso 

no se adoptan normalmente proporciones muy apuntadas. 

La necesaria rigidez del arco para obviar la inestabilidad le proporciona 

ventajas e inconvenientes: entre las primeras hay que destacar que lo hace in-

variante de forma ante las cargas variables, al contrario que el cable, lo que 

posibilita su uso en edificación; entre las segundas, la variación de posición de 

las cargas induce la aparición de flexiones porque su directriz se separa del anti-

funicular de las mismas; otra desventaja viene del hecho de que no puede acor-

tarse sin la aparición de flexiones, aún con cargas que en teoría sólo darían axil. 

Puede afirmarse que el inconveniente mayor que proporciona esa rigidez es que 

el modelo de antifunicularidad queda convertido en una entelequia, aunque en 
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muchos casos valga desde un punto de vista práctico para simular la realidad: a 

pesar de que la directriz inicial siga la forma del antifunicular de las cargas, si la 

luz es grande y las tensiones elevadas, el acortamiento de la directriz por efecto 

de la compresión obliga al arco a cambiar de forma; entonces aparecen giros de 

las secciones y, por lo tanto, flexiones. Es decir, el arco es una estructura que 

trabaja siempre a flexo–compresión, incluso con cargas para las que su directriz 

sea el antifunicular perfecto. Por consiguiente, no cabe hablar estrictamente de 

antifunicularidad y hay que disponer siempre una importante resistencia a 

flexión. 

Los arcos dan empujes horizontales sobre los apoyos. Si la directriz si-

guiese exactamente el antifunicular de las cargas y el arco fuera prácticamente 

inelongable, la resultante sobre el arranque del arco seguiría la tangente al eje. 

Por lo tanto, en el arranque resulta más tendida y mayor cuanto más rebajado 

es el arco. El empuje horizontal en los arcos biapoyados es del orden de 
F

qL
8

2
 

siendo q la carga repartida, L la cuerda del arco y f la flecha. En los arcos empo-

trados es menor porque la flexión ayuda al trabajo resistente. Pero ni la diferen-

cia es muy grande ni interesa disminuirla aumentando la rigidez, ya que en ge-

neral el trabajo de flexión resulta más caro que el de compresión. 

El acortamiento por deformación de los arcos lleva implícito un cambio en 

la directriz que rebaja el peralte y provoca un aumento de los axiles: el arco 

favorece la inestabilidad. Sin embargo, dicha inestabilidad es menos grave que 

la que se presenta en columnas, ya que al estar fijos los apoyos, el arco tiende a 

tomar una forma de pandeo más resistente que en el caso de un soporte, cuyos 

extremos pueden aproximarse al pandear. En consecuencia, la esbeltez admisi-

ble del arco puede ser superior a la de la columna. 

El hecho de que los axiles dependan de la deformada hace del arco una 

estructura no lineal por excelencia. Esta no linealidad se ve aumentada por la 

temperatura, la cual no sólo tensiona el arco por su propio efecto, sino que, 

además, los cambios térmicos inducen variaciones en la directriz que aumentan 

o disminuyen dichos esfuerzos. 

Como resumen de esta reflexión cabe decir que, a la hora de diseñar un 

arco, hay que tener en cuenta que el intento de disminuir las flexiones realizan-
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do arcos poco rígidos se ve limitado por el aumento de esbeltez que conduce a 

la inestabilidad. 

La inestabilidad en arcos se manifiesta de tres maneras: 

a) Pandeo en el plano del arco  

En las Figuras 1.1.1, 1.1.2 y 1.1.3 se muestran tres posibles modos de 

pandeo en arcos en su plano ante cargas que hacen al arco trabajar a compre-

sión pura. Como se ve, el modo de pandeo puede ser simétrico o antisimétrico 

según su geometría. 

Tanto los arcos biempotrados como los biarticulados, si son peraltados, 

pandean de modo antisimétrico ante un estado de compresión pura, y los triarti-

culados tienen un modo de pandeo simétrico para relaciones flecha–luz bajas y 

antisimétrico cuando dichas relaciones son altas. 

 

Figura 1.1.1. “Pandeo asimétrico en el plano (arco biempotrado).” 
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Figura 1.1.2. “Pandeo antisimétrico en el plano (arco biapoyado).” 

 

 

Figura 1.1.3.  “Pandeo simétrico en el plano (arco triarticulado).” 
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b) Snap-through 

Cuando los arcos son muy rebajados, los corrimientos verticales de la di-

rectriz son del mismo orden de magnitud que sus ordenadas. El cambio de geo-

metría induce tal aumento de los axiles que puede provocar la inversión del ar-

co, alcanzando éste una nueva configuración en equilibrio adoptando una geo-

metría radicalmente distinta a la original para, con esa nueva posición de equili-

brio, continuar con su labor resistente (Figura 1.1.4). Evidentemente, al alcanzar 

esa nueva configuración se da por agotado el arco porque no cumple las condi-

ciones de servicio. Es una forma de pandeo simétrica de los arcos aunque se 

encuentren biarticulados o biempotrados. 

 
Figura 1.1.4.  “Snap-through de un arco rebajado.” 

 
c)  Pandeo lateral 
 

Si el arco es estrecho aparece el riesgo de pandeo saliéndose del plano, 

con flexión lateral de las secciones y la aparición de torsión. Desde un punto de 

vista teórico, caben tres causas de pandeo lateral: por torsión, por flexión en el 

plano y por flexión lateral. 
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Figura 1.1.5. “Pandeo lateral del arco.” 

1.2. MATERIALES 

Tal y como se ha descrito en el apartado anterior, el arco es una estructu-

ra básicamente comprimida, que resulta ideal para los materiales pétreos que 

soportan muy bien la compresión y tienen mínima resistencia a tracción. Esta ha 

sido la razón fundamental por la que su uso se ha extendido tanto a lo largo de 

la historia. Hasta el siglo XVIII no se utilizó la fundición para construir puentes y 

en el siglo XIX se conocieron el acero y el hormigón armado. Antes sólo se con-

taba con piedra, madera y ladrillo para la construcción. Su resistencia a compre-

sión sólo podía ser aprovechada por tipologías de arcos en las que la flexión 

asociada era menos importante que el axil y por tanto no introducía tracciones, 

sólo compresiones. Cuando lo hacía, era palpable porque siempre se veía refle-

jada en la fisuración de las piedras o la apertura de las juntas. 

Además, la economía del esfuerzo axil siempre ha hecho del arco de pie-

dra la solución más indicada para salvar grandes luces; por eso ha sido la opción 

tradicional de puentes. Cabe citar bellísimos puentes de mampostería históricos: 

Alcántara, Martorell, Avignon, Valentré, Trinité (Florencia), Rialto (Venecia), 

Adolphe (Luxemburgo) y Austerlitz. 
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En 1879 se construyó el primer puente arco de fundición. Se trataba de 

una estructura sobre el Severn River en Inglaterra que permanece actualmente 

en servicio para peatones. A partir de entonces se construyeron notables puen-

tes de acero entre los que destaca el Eads'Bridge sobre el Mississipi, con tres 

vanos del orden de 140 m, erigido en 1874 y soportando hoy un importante 

tráfico pesado. En esa época aparece el hormigón armado como elemento es-

tructural. Su facilidad de puesta en obra y su capacidad para resistir flexiones 

importantes, permitiendo el aumento de las luces, induce a su empleo. Y aunque 

presentaba inconvenientes tales como la retracción que altera la geometría, la 

fluencia, que implica acortamientos importantes con el tiempo, elevado peso 

propio, que se traduce en un importante incremento de los empujes en los ci-

mientos y dificultades constructivas, se recurrió a su empleo por economía. Du-

rante décadas los arcos de hormigón eclipsaron a los metálicos.  

Posteriormente, en el siglo XX, y a partir de los años 60, las cualidades de 

los arcos de acero permitieron a los proyectistas su reutilización, al encontrar en 

ellos muchas ventajas: 

- No sufren el fenómeno de fluencia. 

- Se reducen mucho los pesos propios. Por ello, su utilización resulta muy 

ventajosa cuando la luz alcanza límites para los que el hormigón armado 

requiere secciones y pesos demasiado fuertes. Este punto es muy intere-

sante porque las grandes luces producen siempre grandes esfuerzos. El 

material más resistente los soporta con menos peso, y como éste puede 

llegar a ser más importante que la sobrecarga, resulta que la economía 

del material más resistente está duplicada en cierto modo. 

- Se colocan en obra fácilmente. Bien en avance desde los estribos, bien 

con desplazamiento global de la estructura construída en seco: Puente de 

la Barqueta, Puente de la Cartuja (Sevilla). 

- Soportan las flexiones más eficazmente que el hormigón. 

Presentan, en cambio, como inconveniente fundamental, además de su 

mayor sensibilidad a las acciones, que el incremento de esbeltez de la solución 

metálica respecto a la de hormigón implica mayores riesgos de inestabilidad.  
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1.3. TIPOLOGÍAS 

Los arcos se pueden clasificar: 

a) Según la directriz 

Las tipologías más frecuentemente estudiadas han sido las que buscaban 

un arco sometido a compresión pura, lo cual ha implicado una geometría antifu-

nicular de la carga a la que estaba sometido. En este sentido, los diseñadores 

han trabajado siempre sobre los siguientes esquemas: 

• Arcos circulares sometidos a presión radial. 
 
• Arcos parabólicos sometidos a cargas uniformes en proyección horizontal 
 
• Arcos catenaria sometidos a una carga uniforme a lo largo del eje del arco. 
 

No hay que olvidar que cuando la sobrecarga móvil es fuerte respecto al 

peso propio, la forma de la directriz pierde importancia. Se tantean las funicula-

res y se consideran leyes de tensiones máximas para elegir una directriz apro-

piada. En la práctica, la escasa diferencia geométrica de los tipos parabólicos y 

catenarios con los primeros ha inducido a elegir la forma circular como la más 

frecuente. 

También se han estudiado, aunque mucho más puntualmente debido a su 

escaso interés desde el punto de vista de la ingeniería, tipologías que hacen que 

el arco esté sometido a flexión fundamentalmente: 

• Arcos circulares sometidos a carga puntual en corona. 

• Arcos circulares sometidos a carga uniforme constante en proyección hori-

zontal. 

Todas estas tipologías se han analizado para arcos con distintos tipos de 

vínculos a lo largo de la historia del cálculo estructural. 

b) Según las coacciones 

Los tipos de arcos más usuales según sus condiciones de contorno son: 
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- Biempotrados 

- Biarticulados 

- Triarticulados 

- Monoarticulados 

- Atirantados 

El más sencillo es el triarticulado, porque es isostático y no produce es-

fuerzos térmicos. Pero la realización de las rótulas es complicada. Además, aun-

que los esfuerzos de flexión desaparecen de las articulaciones, se concentran 

entre ellas. La ventaja de este tipo de arcos en el caso de los asientos es eviden-

te, pero el inconveniente de su gran deformabilidad también. 

Tanto el biarticulado como el monoarticulado son tipos intermedios que 

presentan parte de las ventajas del anterior. Son más deformables que el empo-

trado, y, a igualdad de tensiones admisibles, pueden servir para rebajar las tér-

micas y de movimiento de apoyos dentro de límites aceptables. El arco con sus 

dos extremos articulados es el más frecuentemente utilizado y, en el caso de los 

de piedra, la apertura de las juntas extremas los genera de forma automática. 

c) Por la sección transversal  

Aquí puede distinguirse entre los arcos de sección constante y los de sec-

ción variable. La tipificación de la ley de variación de la sección ha dado lugar a 

arcos específicos: (v.g. STRASSNER). Por la tipología de la sección se distingue 

entre arcos de alma llena y arcos triangulados. 

Como resumen, cabe hablar de: 
  
• Sección constante o variable 
• Sección maciza o conformada con chapas 
• Sección en cajón o abierta 
• Alma llena o triangulada 
• Arco aislado o arcos gemelos 
• Arcos arriostrados o no 
 

d) Por la posición del tablero 

De igual manera, y para terminar con la breve descripción tipológica, cabe 

hablar de arcos: 
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• Con tablero superior  
• Con tablero inferior  
• Con tablero intermedio  
 

Los elementos más importantes a considerar a la hora de diseñar un arco 
son: 
 

- Cimentación. Si un puente debe atravesar un valle profundo con estribos 

abruptos, el arco es probablemente la mejor solución. La posición del nivel 

del agua en el valle condiciona que el tablero pueda ser superior, interme-

dio o inferior. También las características del terreno de cimentación indu-

cen a considerar una posición u otra del arco respecto al tablero. Estribos 

incapaces de soportar empujes horizontales conducen a arcos atirantados 

con el tablero inferior. 

- Luz. Los puentes en arco cubren un amplio abanico de luces entre 60 m y 

550 m. Con los actuales aceros de alta resistencia cabe pensar en llegar a 

los 600 metros con soluciones viables y económicas. 

- Tipología. Se ha de considerar el papel del coste a la hora de elegir entre 

secciones de alma llena y el empleo de cerchas. Estas últimas son las pre-

feridas para luces por encima de los 300 m, aunque se utilizan para puen-

tes más cortos si las dificultades de acceso exigen transportar piezas cor-

tas. También en luces menores cabe elegir la cercha para puentes de fe-

rrocarril y otros con cargas vivas muy elevadas. 

- Coacciones. Aunque parece que los arcos biempotrados pueden ser más 

económicos, en la realidad la inmensa mayoría de puentes que se han 

construido últimamente han optado por la solución biarticulada. Con cierta 

frecuencia se ha optado por construir el arco triarticulado y, una vez erigi-

do y sustentada la carga muerta, se ha cerrado la articulación central para 

soportar la sobrecarga como biarticulado. 

- Relación flecha-luz. Los valores normales oscilan entre 1/5 y 1/7. Sin 

embargo, los arcos más planos, llegando a 1/10, resultan mucho más es-

téticos y, con buenas condiciones de cimentación, no más costosos. 
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- Relación canto-luz. Los arcos de tablero superior y sección armada sue-

len tener cantos comprendidos entre 1/50 a 1/80 de la luz. Si el tablero 

está suspendido y atiranta el arco, las relaciones descienden a valores 

comprendidos entre 1/140 y 1/190. Si la tipología adoptada es la de cer-

cha los cantos aumentan a valores entre 1/25 y 1/40. 

- Tipo de sección transversal. Prácticamente todos los arcos de sección 

de alma llena están formados por vigas cajón. Sólo los de muy corta luz 

(por debajo de 50 m) utilizan perfiles abiertos. De ahí que la presente Te-

sis se centre en las secciones en cajón. Incluso los arcos de celosía han 

adoptado para sus barras las secciones cerradas, bien cajones armados, 

bien tubos. 

1.4. UN POCO DE HISTORIA. LOS GRANDES PUENTES 

METÁLICOS EN ARCO 

Ya se ha comentado anteriormente que en 1.879 un puente de fundición 

en el suroeste de Inglaterra había abierto la vía de las construcciones metálicas 

para puentes, campo donde la ligereza de la estructura repercute de modo di-

recto en la luz que es posible salvar en cada caso. Los materiales férreos han 

dado lugar a lo largo del siglo XIX a un gran desarrollo de tipos estructurales: 

tramos rectos, puentes colgantes (Menai y Clifton) y arcos  (Telford y Garabit).  

En la primera mitad del siglo XX los arcos de acero alcanzan un desarrollo 

considerable ante la necesidad de cubrir luces importantes, superando la pro-

blemática generada por los puentes colgantes en lo que se refiere a la deforma-

bilidad del tablero bajo grandes cargas concentradas y a sus oscilaciones bajo 

viento lateral. La luz límite está en torno a los 800 m, limitación generada por el 

posible pandeo del arco en el sentido transversal al plano del puente (pandeo 

lateral), a lo que se hace frente con suficiente rigidez transversal (canto trans-

versal). Asimismo, el proceso constructivo del arco encarece su coste con res-

pecto al de otros tipos estructurales, tales como los colgantes, rectos, etc. 

En 1.900, los diez puentes metálicos en arco de mayor luz hasta entonces 

construidos eran: 
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Año Puente 
Luz 

(m) 

Flecha 

(m) 
Función 

1.898 Niágara (EE.UU) 256 45,7 Carretera 

1.898 Rin (cerca de Bonn) 188 29,6 Carretera 

1.898 Rin (Dusseldorf) 181 27,7 Carretera 

1.885 Luis I (Oporto) 172 44,5 Carretera 

1.897 Wuper (Müngsten) 170 66,8 FC 

1.897 Niágara (EE.UU) 168 34,7 Carretera+FC 

1.884 Garabit (Francia) 165 56,9 FC 

1.894 Levensan 163 21,1 Carretera+FC 

1.877 María Pía (Oporto) 160 42,5 FC 

1.874 Mississippi (San Luis) 159 14,3 Carretera+FC 

 

Cabe destacar la técnica alemana con dos puentes sobre el Rin, la geniali-

dad de Eiffel con sus puentes de Garabit y María Pía y el liderazgo de los ameri-

canos con sus 256 m en el puente sobre el río Niágara. 

 

Puente de Garabit 

 

A continuación se incluyen unas pinceladas sobre algunos puentes dignos 

de mención especial.  

El Puente de San Luis. Construido por el Capitán James Eads sobre el 

Mississippi en el año 1.874 con objeto de potenciar el desarrollo económico de la 

ciudad de San Luis. Es un puente compuesto por tres arcos, con una luz central 
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de 520 pies (unos 159 m), dos estribos finales y sendas pilas en el cauce del río. 

Plantea arcos, basándose en que se trata de estructuras rígidas, capaces de 

soportar las cargas de tráfico con muy pequeños movimientos. Los arcos son 

rebajados (con flechas del orden del décimo de la luz -14,30 frente a 159 m-) y 

están situados bajo los dos tableros de que consta el viaducto: uno superior 

para el tráfico de vehículos (carros y galeras) y otro inferior para alojar las vías 

férreas. El tablero es de 16 m de ancho. 

 

 

Puente de San Luis 

 

El material empleado en la construcción era acero, sin antecedente previo 

en la construcción de puentes en América. Por primera vez se habla del “límite 

elástico” del acero como frontera tensional dentro de la que se garantiza la re-

cuperación de las deformaciones del metal cuando desaparece la carga que las 

provoca. 

El Puente Arco de Hell Gate en New York. Es un arco de acero con ta-

blero intermedio situado a media altura destinado al tráfico ferroviario. Diseñado 

por el ingeniero Linderthal en 1.916, consta de una imponente estructura en 

celosía con doble cordón curvo de 304 m de luz. Denominando canto del arco a 

la distancia existente entre los ejes de los cordones curvos, la celosía ofrece una 

ley de variación de los mismos curiosa, siendo éste mínimo en la clave y máxi-

mo en apoyos, acorde con la tipología de arco biempotrado. No obstante, de los 

dos cordones tan sólo el inferior actúa, fijo a zapatas de apoyo, como verdadero 
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arco, mientras que el cordón superior, que en ningún caso dispone de apoyos 

fijos en sus extremos, ve su papel de arco comprimido muy devaluado. El arco 

inferior trabaja a compresión en todo su desarrollo y el superior, enlazado al 

otro mediante montantes verticales y diagonales oblicuas, colabora con él en el 

trabajo de compresión en la zona central y le ayuda a resistir las flexiones en-

gendradas por las cargas concentradas del tráfico. 

Los arcos compuestos por barras en celosía buscan a través de un ancho y 

canto global importantes alcanzar seguridad suficiente frente al pandeo general 

del arco comprimido. 

Las torres de hormigón y sillería ubicadas en los apoyos son innecesarias 

desde el punto de vista resistente. Presentan únicamente un valor visual, apor-

tando sensación de estabilidad y firmeza estructural con la “ilusión” del empo-

tramiento en ellas del cordón superior. 

 

Puente de Hell Gate en New York 

 

El Puente Arco de Bayonne sobre el Río Hill van Kull en New York. Es un 

arco de acero con tablero intermedio a media altura destinado al tráfico carrete-

ro. Diseñado por el ingeniero Amman en 1.931, une New Jersey con la península 

de Bayonne salvando una luz de 503 m con una flecha de 81 m (relación flecha-

luz f/L ≤ 1/6, valor realmente razonable). Análogamente al puente de Hell Gate, 

los dos cordones curvos que componen los pares del arco en celosía aumentan 

su separación desde la clave hacia los arranques. El cordón inferior funciona 

como arco biarticulado en sus arranques, mientras que el superior, al terminar 

unido a un montante vertical de acero que lo enlaza al arranque del cordón infe-
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rior, devalúa su colaboración como arco en el esquema global del puente. Se 

trata pues de una obra ligera, pura y elegante. 

 

Puente de Bayonne sobre el Río Hill van Kull en New York 

 

El Puente Arco del Puerto de Sydney. Se trata de un puente arco en 

celosía con tablero intermedio situado a media altura con una luz entre ejes de 

rótulas de arranque de 495 m. Los cables curvos se abren, separándose progre-

sivamente desde la clave hacia los arranques, de tal forma que el cordón inferior 

es el verdadero arco comprimido mientras que el superior no cae bajo el tablero 

en los extremos, apoyando en un poderoso montante vertical que nace de la 

articulación de arranque del par inferior. 

Dos torres egipcias flanquean el tablero con una misión eminentemente 

estética y de aumentar la “sensación” de estabilidad global. 

 

Puente arco del Puerto de Sydney 
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El ancho del tablero es de casi 50 m, albergando cuatro vías férreas, seis 

carriles para tráfico de automóviles, vías de tranvías y amplias aceras de peato-

nes a ambos lados. 

Los grandes monstruos de Bayonne o de Sydney no han tenido continui-

dad dada la dificultad constructiva de una tipología que precisa tirantes provisio-

nales para avanzar en voladizo frente a los puentes atirantados que utilizan sus 

propios cables para avanzar. Asimismo, se utilizan secciones celulares compues-

tas por chapas planas sustituyendo las piezas afiligranadas compuestas por nu-

merosos perfiles delgados. 

En España en la primera década del siglo XX, dada la tardía introducción 

del hormigón armado, se recurre a las soluciones metálicas para el cruce de los 

ríos. Ejemplo de ello se encuentra en el Puente de Enrique Esteban en Salaman-

ca, obra que en 1.903 proyecta sobre el río Tormes el ingeniero Saturnino Zu-

fiaurre, consistente en una sucesión de seis elegantes arcos de 33 m de luz en-

tre ejes de pilas con un tablero de 10 m de ancho. 

 

Puente de Enrique Esteban en Salamanca 

Los puentes de acero debido a la carencia de perfiles y chapas laminadas 

a partir de la Guerra Civil sufren un abandono casi total en España a lo largo de 

décadas. A partir de los acontecimientos del año 1.992 dicha tipología vive una 

verdadera floración, tal y como se pone de manifiesto en los abundantes puen-

tes de arcos metálicos existentes hoy en día, entre los que se destacan: 

• Barqueta y Chapina sobre el río Guadalquivir (Sevilla capital) 

• Plencia (Vizcaya) 
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• Mérida sobre el río Guadiana (Badajoz) 

• Ricobayo sobre el embalse del río Esla (Zamora) 

• Tablate (Granada)  
 
 

 

Puente de la Barqueta en Sevilla 
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Puente de Chapina en Sevilla 

 

Puente Ricobayo en Zamora 
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Puente Tablate en Granada 

 

Puente Tablate en Granada 
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1.5. INESTABILIDAD EN ARCOS METÁLICOS 

1.5.1. Tipos de inestabilidad 

Como se ha venido comentando, el principal inconveniente que tienen los 

arcos de acero es la inestabilidad derivada de su esbeltez. El fenómeno de la 

inestabilidad tiene tres posibles dimensiones: 

- Inestabilidad global de la estructura 

Dada una geometría estructural y unas cargas, existen ciertos valores de 

las mismas que llevan al colapso de la estructura en su conjunto. 

- Inestabilidad global de la pieza 

Dentro del conjunto estructural definido anteriormente, aparecen otros 

valores de las cargas que hacen inestable la pieza aisladamente dentro de la 

estructura. 

- Inestabilidad local de la chapa (abolladura) 

Puede ocurrir que los esfuerzos absorbidos por la pieza produzcan una in-

estabilidad local de alguno de sus elementos. En estos casos se habla de abolla-

dura de chapas. Ello implica que algún elemento de la pieza puede abollar antes 

de que se produzca el fenómeno global de pandeo. El comportamiento postcríti-

co de las chapas suele ser bueno, es decir, que siguen resistiendo aunque se 

hayan salido de su directriz. Sin embargo, el ingeniero prefiere rigidizarlas para 

que su carga crítica sea igual o superior a la de las piezas y evitar de esta forma 

desperdiciar las características mecánicas de la chapa (en el cálculo hay que 

cambiar el área y la inercia reales por otras eficaces, lo que implica un desapro-

vechamiento de los materiales).  

1.5.2. Factores que influyen en la inestabilidad 

En el estudio de la inestabilidad, tanto global como de abolladura, es ne-

cesario tener en cuenta la influencia de una serie de fenómenos a la hora de 

considerar el comportamiento real de la pieza metálica. 
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- Imperfecciones mecánicas 

Las imperfecciones mecánicas pueden venir dadas por la presencia de 

tensiones residuales y por la variación del límite elástico. 

Las piezas metálicas tienen un estado de autotensiones provocado por los 

fenómenos térmicos implícitos en su fabricación que influyen en su diagrama 

esfuerzo–curvatura y por tanto en la carga última de agotamiento.  

Las tensiones residuales dependen de la forma y dimensión del perfil así 

como del proceso de fabricación. Alcanzan valores tan elevados que superan el 

valor del límite elástico en diversos puntos de la sección. 

Por otra parte, el límite elástico depende del grosor de las paredes de las 

piezas en la parte comprimida. Utilizar un límite elástico general para toda la 

sección en lugar del real por cada punto, tiene su influencia sobre la carga últi-

ma de pandeo. 

- Imperfecciones geométricas 

Las tolerancias constructivas introducen imperfecciones geométricas que 

influyen en el estado tensional. Las imperfecciones geométricas pueden ser de-

bidas a: la variación de las dimensiones de la pieza respecto a las nominales, la 

variación de la directriz de la pieza respecto a la nominal y el descentramiento 

de las cargas.  

- No linealidad del material 

El acero es un material elastoplástico y, por tanto, tiene un comporta-

miento no lineal. La presencia de las autotensiones provoca que ese comporta-

miento se presente incluso con estados de carga moderados. 

Todas estas circunstancias han sido muy bien estudiadas en piezas rectas 

a partir de los trabajos de DUTHEIL, la Comisión Norteamericana (SSRC) y la 

Comisión Europea (ECCS), y han cristalizado sucesivamente en el coeficiente ω 

de la antigua Normativa española MV-103, en las curvas norteamericanas y en 

el actual coeficiente χ del Eurocódigo. 
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En cambio, poco se ha hecho a nivel de códigos para piezas curvas (a pe-

sar de los trabajos de la escuela de KURANISHI, YABUKI, VINNAKOTA, 

KOMATSU, SHINKE y SAKIMOTO en Japón y la de PI y TRAHAIR en Sidney). Las 

normativas internacionales apenas tratan la inestabilidad de arcos y aún menos 

teniendo en cuenta todos los parámetros anteriormente descritos. 

1.6. DIFICULTAD PARA EL PROYECTISTA DE PUENTES DE 

ARCOS METÁLICOS 

Después de todo lo expuesto cabe concluir que, a la hora de realizar un 

planteamiento riguroso del funcionamiento del arco metálico como estructura, 

con el fin de calcular su carga última, el diseñador se encuentra ante: 

• Una estructura no lineal desde el punto de vista geométrico. 

• Un material con comportamiento elasto–plástico y, por lo tanto, no lineal. 

• Unas secciones autotensionadas por su proceso de fabricación. 

• Una geometría real que difiere de la nominal.  

• Un límite elástico estimado cuando en realidad varía a lo largo de la sec-

ción. 

• Riesgos de inestabilidad local en las chapas que componen el arco. 

• Un comportamiento postplástico de secciones poco conocido desde el pun-

to de vista cinemático. 

• Una ausencia de normativa en la mayoría de los casos, escasa justificación 

de la existente y una carencia de herramientas simplificativas de cálculo 

del tipo de las propuestas para columnas en los trabajos que cristalizan en 

el Eurocódigo. 

• Una ausencia de textos orientativos concretos. 

Todo esto supone que calcular este tipo de estructuras no sólo no es obvio 

sino que requiere un profundo conocimiento estructural, mucho tiempo y un 

enorme esfuerzo computacional. 
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2. OBJETO DE LA PRESENTE TESIS 

La presente Tesis tiene por objeto establecer un método que evalúe el 

riesgo que presenta una estructura metálica en arco de pandear lateralmente 

considerando todos los factores que realmente influyen en el problema. Se trata 

de determinar de una manera sencilla y rápida si el pandeo lateral va a ser un 

fenómeno crítico en un arco metálico concreto.  

2.1. ANTECEDENTES DEL ESTUDIO DEL PANDEO DE PIEZAS 

EN SU PLANO 

Prácticamente la mayoría del esfuerzo investigador de los especialistas en 

estructuras metálicas ha estado enfocado hacia el comportamiento de las piezas 

rectas. La resistencia de las columnas ha sido estudiada profunda y extensa-

mente a lo largo de varios siglos y ha llenado la mayor parte de la literatura 

científica. 

Los primeros trabajos se centraron en la determinación de las cargas que 

provocaban la inestabilidad de las piezas ideales con materiales de comporta-

miento elástico y geometría perfecta. Según se contrastaban los resultados teó-

ricos con los experimentales se concluía la divergencia de los mismos. Esto ori-

ginó la aparición de la teoría de “columnas imperfectas”, que no considera el 

fenómeno de la bifurcación definiendo una carga de colapso inferior a la que se 

denomina crítica. 

Determinar la resistencia de las columnas metálicas es un problema com-

plejo que depende de imperfecciones iniciales desconocidas (aunque acotadas), 

de un estado de tensiones residuales, de la no linealidad del material y de un 

comportamiento inestable. Por ello la normativa internacional ha intentado pro-

porcionar fórmulas sencillas que aproximen el problema al proyectista. 

Principalmente se han utilizado cuatro criterios para obtener fórmulas de 

diseño para columnas de acero: 

1.- Fórmulas empíricas basadas en ensayos de columnas reales. Entre los 

numerosos trabajos de investigación cabe destacar el recientemente realizado 
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por HALL (1.981) y FUKUMOTO et al (1.983), los cuales han recopilado, en una 

inmensa base de datos, los resultados históricos de roturas de piezas reales. Sus 

resultados son difícilmente adaptables a nuevos casos de secciones o coaccio-

nes. La experimentación sirve para confirmar los modelos teóricos, con los que 

se pueden obtener nuevos resultados y conclusiones. 

 2.- Fórmulas basadas en el límite elástico. Reproducen la carga última de 

colapso si se utilizan parámetros de imperfección adecuados. La más popular de 

ellas es la fórmula de Perry Robertson. 

3.- Fórmulas basadas en la teoría del módulo tangente. Se basan en el 

concepto de carga crítica de bifurcación introduciendo correcciones por la pre-

sencia de imperfecciones. 

4. Fórmulas basadas en la máxima resistencia. Tras la modelización nu-

mérica de columnas imperfectas se obtienen diferentes conjuntos de curvas 

aplicables a determinadas secciones de piezas que relacionan la esbeltez con la 

carga última. Este es el tipo de formulación adoptado recientemente por la nor-

mativa internacional, considerando cada normativa diferentes tipos de curvas: 

4.1.- Las deducidas de la Teoría de Dutheil y la Norma DIN 4114, que ins-

piraron la española MV-103. 

4.2.- Las curvas americanas del Structural Stability Research Council 

SSRC de 1.985, adoptadas en parte por la AISC y las canadienses CSA. 

4.3.- Las recomendaciones de la European Convention for Constructional 

Steelwork, en adelante ECCS (1.978) que han servido de base al Eurocódigo 3, 

consistente en tres curvas de pandeo para diferentes tipos de secciones que 

relacionan la carga última de la pieza con la esbeltez. 

Se define la esbeltez reducida λ  como 

Eλ
λλ =                (2.1.1.) 

donde 
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λ   es la esbeltez mecánica de la pieza (λ = L/i ) 

λE     es la esbeltez mecánica correspondiente a una tensión crítica igual al lími-

te elástico. También se denomina esbeltez crítica de Euler. 

y
E

E
σ

πλ
2

=             (2.1.2.) 

Si N*  es el axil de compresión en una columna, la condición de seguridad será: 

KA
N σ≤

*
    (2.1.3.) 

donde σk es la tensión de agotamiento. 

Se define el coeficiente de pandeo   
y

K

σ
σχ =    (2.1.4.) 

Combinando (2.1.3.) y (2.1.4.) la condición de seguridad resulta: 

1*
≤

PLN
N

χ
    (2.1.5.) 

siendo NPL el axil plástico de la sección. 

El valor de χ se ha determinado considerando las imperfecciones geomé-

tricas y mecánicas de las columnas. La carga de agotamiento de un soporte se 

calcula eligiendo la curva correspondiente a su sección transversal (a,b,c ó d), 

se entra con la esbeltez reducida y se obtiene χ, el cual se ha calculado basán-

dose en los numerosos experimentos que llevan a rotura piezas reales. 

En la Figura 2.1.6. se muestran las curvas de pandeo del Eurocódigo, así 

como la de Dutheil y la de Euler (correspondientes al pandeo elástico de la pieza 

ideal). 
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Curvas de pandeo
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λ
 

Figura 2.1.6. “Curvas de pandeo del Eurocódigo, Dutheil y Euler.” 

4.4.- Las resultantes de utilizar una fórmula con sentido aparentemente 

físico, la de flexocompresión, habitualmente modificada para ajustarse a las 

curvas reales. Esta fórmula es la de “Perry Robertson”, que amplifica los esfuer-

zos de primer orden por efectos de no linealidad geométrica. 

y
K

w
eN

A
N σ

µ
µ

≤
⋅

−
+

**

1*
**

 (2.1.7.) 

donde 

K

CR

σ
σ

µ =*  

2

2

λ
πσ E

CR =                        (Tensión crítica de Euler) 

A
NK

K

*

=σ  

y e* es un parámetro de imperfección que recoge, por excentricidad del 

axil, la flexión de 2º orden. 
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Si en la expresión (2.1.7.) se iguala σk a σu, despejando e* se obtiene: 

u
uy A

we
σµ

µσσ
*

1)(*
* −

−=   (2.1.8.) 

que permite comprobar con la fórmula (2.1.7.) anteriormente definida el estado 

tensional de la pieza recta solicitada. 

2.2. ANTECEDENTES DEL PANDEO DE PIEZAS FUERA DE SU 

PLANO (PANDEO LATERAL) 

2.2.1. Fundamento Teórico 

Toda la normativa existente al respecto se basa en la teoría general relati-

va al vuelco lateral de vigas. Si se considera una viga de sección rectangular 

estrecha, biapoyada con apoyos de horquilla (los cuales impiden el desplaza-

miento y el giro en el plano de la sección), sometida a una flexión constante a lo 

largo de toda la longitud de valor M, se dice que sufre un fenómeno de inestabi-

lidad llamado “vuelco lateral” (lo que se manifiesta con deformaciones y giros 

transversales) si M supera un valor crítico CRM  definido por: 

Ty
ve

CR GIEI
L

M ⋅⋅=
,

π

 (2.2.1.1.) 

donde 

Le,v  es la longitud eficaz a vuelco lateral de la viga, que depende de las condi-

ciones de contorno 

Iy  es el momento de inercia de la sección respecto al eje principal débil de la 

sección 

IT  es el módulo de torsión, que en el caso de una sección rectangular vale 

3

3hb
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E  es el módulo de elasticidad longitudinal 

G  es el módulo de elasticidad transversal, que para el acero toma el valor 

G= E/2.6 

Los apoyos de horquilla y la sección rectangular estrecha aseguran una 

inercia al alabeo AI  prácticamente despreciable. En el caso de que ésta no lo 

sea el valor del momento crítico resulta incrementado debido a la restricción que 

a la variación del momento torsor impone la rigidez al alabeo: 

T

A
Ty

ve
CR GI

EIGIEI
L

M 2

,
1 ππ

+⋅⋅⋅=
 (2.2.1.2.) 

donde 

IA  es la inercia al alabeo. 

Si la ley de distribución de momentos flectores no es uniforme, el valor de 

MCR se calcula multiplicando (2.2.1.2.) por un coeficiente c 1  definido en la Tabla 

2.2.1.3., el cual depende del tipo de carga aplicada. 
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DIAGRAMA DE MOMENTOS FLECTORES 1C

 

Tabla 2.2.1.3. “Coeficiente c1.” 
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En conclusión, si suponemos un material lineal y una sección doble T si-

métrica respecto al eje horizontal sin imperfecciones geométricas, el valor 

de la carga crítica viene dado por: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅±

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅+⋅⋅⋅⋅=

K
cc

k
GIEI

L
cM Ty

ve
CR

πππ
2

2
22

2

,
1 )1(1  (2.2.1.4.) 

donde 

Le,v   es la distancia entre secciones inmovilizadas frente a la torsión. En el 

caso de vigas biapoyadas sin arriostramientos intermedios, Le,v = βv*L 

con  

βv =1  para apoyos horquillados que impiden el giro torsor y liberan el alabeo 

de las secciones extremas 

βv=0,50 para apoyos horquillados que impiden el giro torsor y el alabeo de las 

secciones extremas 

k   es un coeficiente definido por la expresión 

A

T
ve

A

T
ve I

IL
EI
GILk

⋅
⋅=⋅=

6.2,,

 (2.2.1.5.) 

en la que 

IA  es el módulo de alabeo e IT el módulo de torsión 

c1  es un coeficiente basado en los resultados de Clark y Hill, y depende del 

tipo de carga y de las condiciones de sustentación de los extremos de la 

viga. En la Tabla 2.2.1.3. se incluye el valor del mismo. Si los momentos 

extremos MA y MB de la viga son desiguales, el valor de c1 se calcula así: 

c1 = 1,88 – 1,40 (MB/MA) + 0,52 (MB/MA)
2 

  

y 
  
c1 ≥ 2,70 si MA > MB 
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c2  es un coeficiente relacionado con la posición de la carga en el eje y-y de la 

sección. En la Tabla 2.2.1.3. se incluye el valor del mismo. El signo + se 

utiliza si la carga se sitúa en el ala inferior de la viga y el signo – en la su-

perior. 

 

Tabla 2.2.1.6. “Valores de los coeficientes βV, c1 y c2.” 
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2.2.2. Eurocódigo 

El Eurocódigo aborda el problema del pandeo lateral adoptando las hipóte-

sis siguientes: 

- En las piezas flectadas existe una deformación transversal latente en la 

que están presentes desplazamientos transversales y giros. 

- Las fibras pueden plastificar debido bien a la propia flexión, bien al 

efecto de las tensiones residuales de laminación o soldadura. 

Por tanto, las ecuaciones de equilibrio se plantean en la geometría defor-

mada de la pieza flectada con preflecha lateral, obteniéndose una ecuación dife-

rencial no homogénea. 

 Los resultados se representan en función de la esbeltez reducida de la 

pieza, que se define por: 

cr

u
LT M

M
=λ    (2.2.2.1.) 

donde 

Mu  es el momento de agotamiento de la sección 

Mcr  es el momento crítico de pandeo lateral 

 La comprobación a pandeo lateral consiste en verificar que el momento 

ponderado M* es menor que el momento último minorado: 

M* ≤ χLT * Mu    (2.2.2.2.) 

donde χLT es el coeficiente reductor del pandeo lateral, que se obtiene 

mediante la expresión: 

[ ]22

1

LTLTLT

LT
λφφ

χ
−+

=  (2.2.2.3.) 
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en la que 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

−

LTLTLT
22,0*1*50,0 λλαφ   (2.2.2.4.) 

αLT  es el coeficiente de imperfección para el pandeo lateral, y vale 0,21 para 

el caso de perfiles laminados y 0,49 para secciones armadas. 

cr

u
LT M

M
=λ  

γM  es el coeficiente de seguridad parcial de una pieza solicitada a vuelco late-

ral de valor 1,10 

Si LTλ ≤ 0,40  no es necesario efectuar la comprobación a vuelco lateral. 

O según la Figura 2.2.2.5. 

 

Figura 2.2.2.5.  “Valor de LTX
 en función de la esbeltez reducida LTλ .” 
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2.2.3. R.P.M.-95 

Las recomendaciones sobre puentes metálicos determinan que existe la 

posibilidad de que una viga pandee lateralmente si el momento último de cálculo 

de pandeo lateral tiene el valor: 

MLT,Rd = χLT * MRd (2.2.3.1.) 
 
donde 
 
 χLT  tiene el mismo valor que en el Eurocódigo (Fórmula 2.2.2.3.)  y MRd es el 

momento flector último de cálculo de la sección. 
 
  El valor de MCR ( momento crítico elástico de pandeo lateral ) necesario 

para el cálculo de la esbeltez relativa al pandeo lateral 

2/1
*

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

CR

RdM
LT M

Mγ
λ   

en el caso de una viga con sección compacta, constante y simétrica es la suma 
vectorial de los momentos correspondientes a la torsión uniforme y no uniforme. 

 

 2
,

2
, wCRtCRCR MMM +=  (2.2.3.2.) 

 
a

GIEI
cuniformeTorsiónM tz

tCR

π
1, )( =  (2.2.3.3.) 

 

Figura 2.2.3.4. “Ejes de simetría y-y y z-z de la sección doble T.” 
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donde: 
 

)1(2 υ+
=

EG  es el módulo de elasticidad transversal del acero 

 
Iz     es la inercia de la sección con relación al eje z-z según Figura 

2.2.3.4. 
 
It     es el módulo de torsión 
 
c1     es un factor que depende de las condiciones de apoyo y del dia-

grama de momentos flectores; si el giro torsional está totalmen-
te coaccionado en los extremos del tramo considerado de la viga 
y el diagrama de momentos flectores es lineal, se aplican los va-
lores de la Tabla 2.2.3.5. 
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Tabla 2.2.3.5.”Valores del factor c1 para Mcriel para pandeo lateral.” 
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2
1

22

, ,
)(

p

c
wCR l

cEi
wuniformenoTorsiónM

cy

π
=  (2.2.3.6.) 

donde: 

wy,c  es el módulo resistente elástico de la sección correspondiente a la fibra 

más comprimida 

ic  es el radio de giro, con relación al plano del alma, del soporte formado por 

el ala y la tercera parte de la zona comprimida del alma  

c1  es un factor cuyo valor se indica en la Tabla 2.2.3.5.  

lp  es la longitud equivalente de pandeo del soporte anteriormente definido, 

que toma el valor: 

lp   es la distancia entre apoyos si estos son rígidos 

4 25,0 δπ aEIl cp = < a  si los apoyos laterales no tienen el carácter de rígidos,  

donde 

Ic  es la inercia del soporte comprimido anteriormente definido con relación al 

plano del alma 

a  es la distancia entre apoyos laterales 

δ  es el desplazamiento del apoyo lateral debido a una carga unitaria ac-

tuando en la dirección de dicho apoyo 

2.2.4. Pandeo por flexión y torsión en piezas comprimidas y 

flectadas 

El Eurocódigo analiza en su Artículo 5.5.4. el pandeo por flexión y torsión 

en piezas comprimidas y flectadas respecto al eje fuerte y que están libres de 

pandear en la dirección del eje débil. 
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a) Piezas con secciones de clases 1, 2 y 3: 

1
/

**

1

*

≤
⋅
⋅

+
⋅

+
⋅⋅ uxLT

xLT

uy

yy

mylat MX
Mk

M

Mk

fAX
N

γ
  (2.2.4.1) 

 
siendo: 
 

latX   factor de reducción que generalmente es igual a .yX . Sin embargo, si el 

pandeo es por flexión o por flexo-torsión es previsible que latX  sea el 

menor valor entre yX  y zX . 

 

uxM y uyM  momentos de agotamiento con relación a los ejes x-x e y-y, respec-

tivamente. 
 

LTk =
yy

LT

fAX
N
⋅⋅

⋅
−

*

1 µ
 (2.2.4.2)

   

ltµ = 90,015,015,0 , <−⋅⋅ LTMy βλ  (2.2.4.3) 

 

MLTβ   coeficiente relativo al momento equivalente correspondiente al pandeo 

lateral. 
 

LTX   coeficiente reductor del pandeo lateral según la ecuación   (2.2.2.3.) 

Obsérvese que el coeficiente LTX  sólo afecta a las flexiones respecto al eje 

fuerte y no a las flexiones respecto al eje débil. Se admite, pues, que una pieza 
flectada respecto al eje débil no pandea transversalmente flectando respecto al 
eje fuerte. 
 
b) Piezas con secciones de clase 4: 
 

( ) ( )
1

/// 1,

,
**

1,

,
**

1

*
≤

⋅⋅

⋅+⋅
+

⋅

⋅+⋅
+

⋅⋅ MyxeffLT

yNxLT

Myyeff

xNYy

myefflat yfWX
eNMk

yfW
eNMk

yfAX
N

     (2.2.4.4) 
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Ne   desplazamiento de la fibra neutra cuando la sección eficaz está sometida 

a compresión pura ( ,,xNe desplazamiento en la dirección x;e ,, yN
despla-

zamiento en la dirección y). 

kLT  obtenido de la ecuación (2.2.4.2.)  reemplazando A por  ⋅effA  

LTµ   obtenido de la ecuación (2.2.4.3.) pero añadiendo a los momentos flec-

tores 

⋅⋅⋅

yNX eNM
,

*,  

2.3. EL CASO DE LOS ARCOS 

Todo el procedimiento descrito en el apartado anterior para columnas y 

vigas no es aplicable a los arcos, ya que los métodos descritos se basan en nu-

merosos resultados experimentales donde se rompían físicamente las columnas, 

obteniendo curvas complementadas con expresiones analíticas de cálculo. Sin 

embargo, no resulta sencillo ensayar piezas curvas, y aún menos si son de 

grandes dimensiones. Asimismo, las leyes de esfuerzos en un gran arco, some-

tido a cargas de muy diversos tipos, son complejas y no propician la aplicación 

de otro coeficiente χ. 

De entre todos los códigos de los diferentes países, sólo una norma (DIN 

18 800), incluye un método de análisis específico para arcos, tratando el fenó-

meno de la inestabilidad de forma análoga a las piezas rectas. Dependiendo de 

las condiciones de contorno y del tipo de carga que actúa, se determina un valor 

de esbeltez relativa (
−

λ k), y se calcula con la metodología correspondiente a 

piezas rectas. Asimismo, el análisis del estado límite último se realiza en régi-

men elástico considerando unas imperfecciones geométricas equivalentes en la 

dirección horizontal de tipo senoidal o parabólico con una amplitud que es fun-

ción de la luz del arco y de la curva de pandeo correspondiente a la sección 

transversal considerada. 



OBJETO DE LA PRESENTE TESIS   
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

2.18 

2.4. OBJETIVO PROPUESTO 

A la vista de lo anteriormente expuesto, se inicia un trabajo de investiga-

ción en el que se establecen las siguientes fases: 

a) Determinar la carga última real lateral de una serie de arcos, variando 

la relación luz-flecha, las coacciones y la forma de la sección.  

b) Comparar los resultados obtenidos con los aportados por la bibliografía 

existente, analizando las posibles desviaciones y justificando el origen de las 

mismas. 

c) Proponer unas curvas o diagramas de interacción que relacionen el co-

ciente flecha-luz o la esbeltez fuera del plano con la carga o tensión crítica real 

de rotura, introduciendo factores variables tales como las condiciones de susten-

tación, sección, etc. 

2.5. METODOLOGÍA PROPUESTA 

En el presente trabajo de investigación no se dispone de los medios nece-

sarios para calcular la carga última de arcos de manera experimental, es decir, 

ensayándolos en el laboratorio hasta rotura. Para obviar esta circunstancia se 

recurre a modelos aproximados con validez contrastada, entre los que destaca el 

“Método de los Elementos Finitos”, considerando un material NO LINEAL y la 

variación de la geometría con la carga (no linealidad geométrica). Asimismo, 

será necesario incluir las imperfecciones constructivas y mecánicas de la pieza 

(autotensiones). 

Para profundizar en el conocimiento de los arcos metálicos se opta por uti-

lizar un programa de cálculo de estructuras de ámbito mundial y reconocido 

prestigio: ANSYS. Con el fin de obtener resultados lo más fiables posible se cal-

culará con un elemento lámina que posea capacidades no lineales: el elemento 

SHELL 43, se aplicará a casos conocidos y se verificarán los resultados obteni-

dos.  

En la línea marcada con anterioridad se ha calculado la carga última crítica 

de pandeo en el plano de varios arcos metálicos con imperfecciones, autotensio-
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nes y material no lineal y se ha comparado con la proporcionada por la bibliogra-

fía existente relativa a la materia que más adelante se expondrá con todo deta-

lle. Los resultados obtenidos son excelentes, lo cual valida el método, el elemen-

to y el programa elegidos. 

Una vez validado el procedimiento, se ha realizado el cálculo del pandeo 

de arcos fuera del plano y se ha cotejado con la poca bibliografía existente en la 

materia, obteniéndose las cargas últimas para diferentes tipos de arcos y la 

bondad de los resultados obtenidos. Los análisis se han realizado sólo con so-

brecargas, sin cambios de temperatura. 

Finalmente estos resultados se recogen de forma ordenada en un gráfico 

que permite en una primera aproximación determinar la posibilidad que tienen 

de pandear lateralmente arcos exentos con diferentes características de apoyo, 

flecha, longitud y sección. La existencia de tablero superior, medio o inferior 

reduce el riesgo de pandeo, presentando cargas críticas superiores a las del caso 

de arco exento. 

2.6. TRABAJOS SIMILARES 

Otros autores han emprendido caminos similares con el fin de caracterizar 

el fenómeno del pandeo lateral de arcos.  

STUSSI resolvió el problema de determinar la carga crítica de pandeo la-

teral en cálculo lineal de arcos parabólicos elásticos biempotrados con sección 

transversal en cajón bajo carga vertical constante uniforme en planta, recogien-

do los resultados en una gráfica que relaciona el cociente flecha-luz con la carga 

crítica de pandeo lateral para diferentes valores de GIt/ EIx. 

TOKARZ y SANDHÚ estudiaron el fenómeno del pandeo lateral-torsional 

de arcos parabólicos con carga uniforme en planta. Las hipótesis adoptadas son 

las de material homogéneo y elástico lineal con pequeñas deformaciones. Los 

resultados se presentan en tablas que determinan el parámetro crítico de pan-

deo (que es función de la carga crítica de pandeo, de la longitud y de la rigidez a 

flexión según el eje y) en función de los parámetros f/L y la relación entre la 

rigidez torsional y la rigidez a flexión según el eje y, para los casos de arco bi-

apoyado y arco biempotrado. 
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SAKIMOTO y KOMATSU  estudiaron la carga última de arcos exentos 

cuando el colapso se debe a la inestabilidad lateral inelástica producida por de-

formaciones laterales torsionales para el caso particular de un arco de sección 

cajón cuadrada de un metro de canto y dos centímetros de espesor con imper-

fecciones geométricas laterales y tensiones residuales iniciales producidas como 

consecuencia del proceso de fabricación y soldadura. 

GALAMBÓS realizó un análisis elastoplástico de desplazamientos finitos 

para diferentes casos de arcos con tablero inferior, intermedio y superior, obte-

niendo la tensión normal última de agotamiento de cada uno de los casos. 

2.7. ÁMBITO DE LA TESIS 

Sería imposible concentrar en una tesis toda la casuística de los arcos me-

tálicos. La gran cantidad de casos que se presentan en la tipología estructural y 

el tiempo de computación de los modelos no lineales desbordan un trabajo per-

sonal. 

Es preferible reducir su ámbito, poner de manifiesto la validez del método 

y dejar abierto el camino para otros doctorandos que ayuden a completar el 

espectro de arcos. 

Esta tesis se centra en las siguientes tipologías: 

- Arcos parabólicos 

- Arcos de acero de límite elástico 235 MPa 

- Arcos de sección cajón, que es la más frecuentemente utilizada en puen-

tes 

- Arcos biapoyados y biempotrados 

- Arcos con relaciones flecha-luz 0,1 y 0,2 

- Arcos de tablero superior, con el fin de determinar la influencia del mismo 

en la carga última calculada. 



ARCOS METÁLICOS. ESTADO DEL ARTE   
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. ARCOS METÁLICOS. ESTADO DEL 
ARTE 

  

 





ARCOS METÁLICOS. ESTADO DEL ARTE   
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

3.1 

3. ARCOS METÁLICOS. ESTADO DEL ARTE 

3.1. INTRODUCCIÓN 

 El arco metálico no constituye un elemento estructural que haya desper-

tado el interés masivo de los investigadores. Por ello, y con objeto de ordenar la 

información recopilada, se van a agrupar los artículos y libros estudiados en tres 

grandes grupos conceptuales que, como cabe esperar, constituyen también tres 

etapas cronológicas del avance del conocimiento. 

 La primera época de los estudios de arcos metálicos se ha caracterizado 

por el exclusivo interés hacia el análisis de la estabilidad elástica lineal. Una 

vez asentado el conocimiento de la misma, el afán investigador dio un paso más 

para centrarse en la estabilidad elástica no lineal. El tercer grupo de trabajos 

aparece cuando los estructuralistas se preocupan por incluir los efectos en la 

inestabilidad del comportamiento no lineal del acero, que junto con la po-

tencia de cálculo del ordenador, permite tener en cuenta hipótesis antes obvia-

das, abordando el problema de la determinación de la carga última de colapso 

de los arcos. 

 Desde el punto de vista de la presente Tesis, es el último grupo de trabajo 

el que debe centrar la atención, toda vez que su objetivo se integra en el ámbito 

de los mismos. La estabilidad elástica, lineal o no lineal, tiene un exclusivo inte-

rés académico toda vez que las cargas críticas que proporciona constituyen 

siempre una cota superior de la capacidad resistente de los arcos. Durante mu-

chos años ha centrado el interés de muchos investigadores, porque sus hipótesis 

simplificadoras permitían el estudio analítico y no requerían el empleo de una 

herramienta de la que entonces se carecía: el ordenador. Por esta razón, el tra-

tamiento que se va a dar en este capítulo a la documentación recopilada va a 

ser heterogéneo: para los primeros dos grupos se realizará una mera relación de 

citas y temas tratados, mientras que en el último se entrará en la descripción 

usual en un estado del arte, ya que constituyen la herramienta fundamental 

para los proyectistas de arcos metálicos. 
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3.2. ESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL LATERAL 

Aunque el objeto de la presente Tesis se centra en arcos con directriz pa-

rabólica sometidos a carga uniforme en planta, se comenta a continuación la 

relación de trabajos publicados sobre la materia incluyendo referencias a otras 

directrices y tipos de carga aplicadas. La evolución investigadora de la estabili-

dad lateral (o espacial) de los arcos es análoga a la experimentada para la esta-

bilidad en el plano. Al alcanzar las cargas que actúan en el plano del arco un 

cierto valor “crítico”, una combinación entre el giro del arco con respecto a su 

eje y el pandeo lateral causa una deformación fuera del plano. Las referencias 

recogidas a continuación corresponden tanto a arcos exentos como a arcos con 

tablero. 

3.2.1. Arcos exentos 

En 1943 STUSSI determina la carga crítica a pandeo lateral de un arco 

parabólico biempotrado sometido a una carga uniforme en planta. Los resulta-

dos se presentan para dos relaciones diferentes entre la rigidez torsional y la 

rigidez a flexión y para los casos de sección constante y sección variable. 
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Figura 3.2.1.1. “Carga crítica horizontal a pandeo lateral de un arco 
parabólico biempotrado sometido a una carga uniforme 
en planta y sección transversal constante.” 
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De la Figura se deduce que el valor de la carga horizontal crítica a pandeo 

lateral relativa al parámetro EIx/L
2 (en donde EIx representa la rigidez a la 

flexión fuera del plano del arco y L la longitud de la cuerda) disminuye con el 

aumento de la relación flecha-luz. Asimismo, para el caso de rigidez torsional 

infinita, los valores de 2/ LEI
Hcr

x
 son mayores que para la relación entre la rigidez 

torsional y la rigidez a flexión lateral de 1,40, lo cual es lógico ya que al hacer la 

sección transversal completamente rígida a torsión se mejora el comportamiento 

a pandeo lateral del arco. 

En 1.961 TIMOSHENKO Y GERE, en su libro “THEORY OF ELASTIC 

STABILITY”, determinan el valor de la carga crítica de pandeo lateral para el 

caso de un arco biapoyado con directriz circular sometido a una carga uniforme 

radial y a dos momentos puntuales aplicados en los extremos del mismo. 

Para ello formulan las ecuaciones diferenciales de equilibrio correspondientes a 

los tres ejes coordenados x, y, z, y las resuelven teniendo en cuenta las condi-

ciones de contorno que caracterizan el problema. 

En 1.966 KOLLÁR e IVÁNYI resolvieron los casos anteriores para un arco 

biempotrado aplicando métodos energéticos que aportan una ecuación cuadráti-

ca para la fuerza crítica. 

En 1.969 DEMUTS determina el valor de la carga crítica para arcos circu-

lares con el giro con respecto al eje del arco impedido en sus extremos para el 

caso de carga vertical uniforme en planta. 

En 1.972 TOKARZ y SANDHU calculan la carga última de PANDEO 

LATERAL TORSIONAL para arcos parabólicos biapoyados y biempotrados. Para 

ello plantean las ecuaciones diferenciales lineales que gobiernan el fenómeno. 

Los resultados se recogen en tablas y de forma gráfica determinando el paráme-

tro crítico de pandeo  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

A
qL3

λ en función de varios factores entre los que se 

destacan la relación flecha-luz, la relación entre la rigidez torsional y la rigidez a 

flexión, las condiciones de contorno y las posibles restricciones al movimiento en 

puntos del arco excluyendo los dos extremos. En la expresión de λ “L” es la lon-

gitud de la cuerda del arco y “A” la rigidez a flexión lateral de la sección trans-

versal del arco (A= EIx). 
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Figura 3.2.1.2.a.  “Parámetro crítico de pandeo frente a “f/L” para diferentes 
condiciones de contorno de la corona con relaciones rigidez a 
torsión-rigidez a flexión transversal de 0,60 y 1,60.” 
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Figura 3.2.1.2.b. “Parámetro crítico de pandeo frente a “f/L” para diferentes 
restricciones del arco en coronación (determinado por el 

parámetro 
C

Lk z ⋅ ) con una relación rigidez a torsión-rigidez a 

flexión transversal de 1,60 (C es la rigidez torsional del 
arco).” 
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Figura 3.2.1.2.c. “Carga crítica horizontal a pandeo lateral de un arco 

parabólico sometido a una carga uniforme en planta.” 

 

De la Figuras se deduce que el valor de la carga crítica de pandeo lateral 

crece con el aumento de la relación flecha-luz hasta un máximo que oscila entre 

0,10 y 0,20 para arco biapoyados y entre 0,20 y 0,30 para arcos biempotrados y 

luego decrece hasta alcanzar su valor asintótico. Asimismo, cuanto mayor es la 

relación entre la rigidez torsional y la rigidez a flexión transversal, mayor es la 

carga crítica tal y como había deducido Stussi. 

En lo que respecta a la carga crítica horizontal frente al pandeo lateral, su 

valor decrece con el aumento de la relación flecha-luz desde un “máximo teóri-

co” correspondiente al caso de viga recta hasta 0 para f/L = 0,60 en el caso de 

arcos biapoyados y f/L = 1,10 en el caso de arcos biempotrados. 
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3.2.2. Arcos con tablero  

En el caso de los arcos con tablero, las cargas actúan sobre este último, el 

cual se soporta con la ayuda de elementos verticales (tirantes o montantes se-

gún que el tablero sea superior, inferior o intermedio) por medio del arco. 

En 1954 GODDEN calculó la fuerza crítica horizontal Hcr para arcos para-

bólicos de tablero inferior con carga uniforme en planta, sección transversal 

constante y despreciando la rigidez de alabeo, en el intervalo f/L= (0-0,24), 

para una relación entre la rigidez torsional y la rigidez a flexión comprendida 

entre 0,1 e infinito. 
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Figura 3.2.2.1.: “Valor de la fuerza crítica horizontal de pandeo 
lateral en arcos parabólicos de tablero inferior.” 

 

La carga crítica horizontal de pandeo lateral de arcos con tablero inferior 

relativa a EIx/L
2decrece con el aumento de f/L, al igual que determinó Stussi 

para arcos exentos. No obstante, observando los valores deducidos por Godden 

se observa que el arriostramiento del tablero incrementa las cargas críticas del 
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arco exento del orden de dos veces y media. Asimismo, a mayor relación rigidez 

torsional-rigidez a flexión transversal, mayor valor de 

2L
EI
H

X

cr  

Ese mismo año ÖSTLUND en su libro “LATERAL STABILITY OF 

BRIDGE ARCHES WITH TRANSVERSE BARS” investiga los efectos de varios 

factores, entre los que se destacan la rigidez a flexión de las barras transversa-

les y el tablero, en la estabilidad lateral y en el comportamiento del doble arco 

sometido a cargas laterales. 

En 1.959 GODDEN y THOMPSON fabricaron un modelo de puente arco 

con tablero inferior, barras transversales en el tablero y tirantes con el fin de 

validar los resultados teóricos obtenidos sobre el comportamiento lateral en la 

tesis de pandeo lineal elástico. 

No existen diagonales transversales que conectan los dos arcos. La estabi-

lidad transversal del arco depende de los siguientes factores: 

a) Rigidez a flexión transversal del arco B2 = EIY 

b) Relación entre la rigidez a flexión transversal y la rigidez torsional 

c) Rigidez transversal del sistema formado por el tablero y los tirantes 

d) Condiciones de contorno del arco, impidiendo los desplazamientos y/o 

giros y torsiones de los puntos extremos de la estructura 

En la Figura 3.2.2.2. se muestra el valor de la carga horizontal crítica del 

arco (Hcr) en función de la relación flecha-luz para diferentes relaciones entre la 

rigidez a flexión transversal y la rigidez torsional empleados en el análisis del 

modelo fabricado. Hcr es directamente proporcional a la rigidez a flexión trans-

versal del arco e inversamente proporcional al cuadrado de la longitud del arco y 

a la relación entre la rigidez transversal y la rigidez torsional. 
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Figura 3.2.2.2. “Valor de la carga crítica horizontal en función de f/L. 
Criterio de verificación del modelo.” 

 

En lo que respecta a la deformada bajo la carga máxima, se obtiene: 

 

Los dos primeros modos de pandeo son: 

Modo de pandeo I: 
2

1,76
L

EI
H Y

cr =  

Modo de pandeo II: 
2

79
L
EI

H Y
cr =  

 

Con lo que uno de los arcos pandea de forma cercana al modo II y el otro 

de una forma intermedia entre el modo I y el modo II. 
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En 1.961 STEIN resolvió el problema planteado por Godden en 1954 por 

otro método obteniendo resultados coherentes. 

En 1.971 ALMEIDA, TOKARZ, SAKIMOTO, NAMITA, SHUKLA Y 

OJALVO estudiaron el pandeo lateral elástico de dos arcos nervados arriostra-

dos con barras transversales de arriostramiento normales al plano de los arcos. 

El pandeo lateral se suprime: 

a. con la localización y el espaciamiento de las barras transversales 

de arriostramiento 

b. regulando la distancia entre los arcos principales 

c. con la rigidez a flexión de las barras con respecto al eje perpen-

dicular al arco y contenido en el plano del mismo 

d. con la rigidez a flexión de las barras con respecto al eje de la di-

rectriz del arco 

Asimismo, también determinaron la carga crítica horizontal de un arco bi-

empotrado para un determinado intervalo de f/L, asumiendo las hipótesis y los 

resultados obtenidos por Godden. En la línea de los resultados obtenidos por 
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Godden y Thompson, el valor de la carga crítica horizontal decrece con el incre-

mento de f/L y aumenta con la relación entre la rigidez torsional y la rigidez 

transversal. 

En 1.974 KOVÁCS determinó el valor de la fuerza crítica para el caso de 

un arco parabólico biempotrado con tablero inferior, considerando la rigidez al 

alabeo y modo de pandeo con media onda. En las secciones extremas el alabeo 

es libre. Igualmente se asumen las hipótesis y los resultados de Godden. 

El valor de Hcr viene dado por: 

( ) ( )

2

22

4
2/2/1

L
kEI

KGI

L
kEI

L
H ww

tt
bxcr +

+=  (3.2.2.3.) 

donde 

L  es la longitud de la cuerda del arco 

EIx  es la rigidez a flexión transversal del arco 

GIt  es la rigidez torsional del arco 

EIw  es la rigidez al alabeo 

Kb, Kz y Kw  son parámetros que dependen de f/L, cuyo valor 

se obtiene de la Figura 3.2.2.4. 

0
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Figura 3.2.2.4.  “Valor de los parámetros Kb, Kt y Kw utilizados en la 
expresión (3.2.2.3.).” 
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Se verifica, tal y como se ha puesto de manifiesto con los autores anterio-

res en lo que respecta a arcos de tablero inferior, que el valor de Hcr se incre-

menta con el aumento de las rigideces a flexión transversal, torsión y ala-

beo. 

En 1.977 SAKIMOTO y KOMATSU estudiaron la rigidez de las diagonales 

de arriostramiento necesaria para la estabilidad lateral de los arcos. Un análisis 

del mismo parámetro fue realizado posteriormente por KURANISHI y YABUKI 

en 1981, obteniendo resultados similares. 

En 1.986 KETTER y JIA examinaron el pandeo lateral-torsional de dos ar-

cos interconectados con barras transversales utilizando un método tridimensio-

nal de elementos finitos sin considerar imperfecciones geométricas y con cargas 

contenidas dentro del rango elástico del material. Los resultados obtenidos coin-

ciden con los primeros ensayos de Ostlund. 

En 1.990 SAKIMOTO y SAKATA compararon los resultados numéricos 

obtenidos relativos al pandeo lateral de puentes arco con tablero inferior con lo 

indicado en varias normas (DIN 4114, JSHB, DIN 18800). 

3.3. ESTABILIDAD ELÁSTICA LATERAL NO LINEAL 

La “no linealidad geométrica” se debe evaluar para las deformaciones en y 

fuera del plano y la torsión del arco. 

En 1981 WEN y LANGE desarrollaron un modelo de elementos finitos pa-

ra calcular las cargas elásticas de bifurcación de pandeo en y fuera del plano 

para arcos de diferente geometría. En el problema numérico, las deformaciones 

previas al pandeo se consideran directamente proporcionales a la carga. De los 

resultados numéricos obtenidos en los cuatro casos estudiados (uno de ellos 

fuera del plano) para arcos simétricos cargados simétricamente, se concluye que 

las cargas “críticas” obtenidas para el caso “no lineal” difieren mínimamente de 

las del caso lineal. 
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3.4. LA NO LINEALIDAD DEL MATERIAL 

Complementando el trabajo realizado previamente por Godden en 1954, 

KEE desarrolló en 1961 estudios relativos al pandeo inelástico lateral de arcos 

de aluminio parabólicos con sección tubular cargados uniformemente. 

La carga de pandeo se calcula por el método de aproximaciones sucesivas 

con la teoría del módulo tangente y la del módulo reducido. La reducción de la 

rigidez torsional se supone igual a la de la rigidez a flexión. La carga de pandeo 

inelástico obtenida por la teoría del módulo tangente es menor que la obtenida 

por la teoría del doble módulo y cercana al valor experimental. 

3.5. CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO 

La determinación de la carga real de colapso “fuera del plano” de un arco 

metálico debe considerar, entre otros, el comportamiento no lineal geométrico 

de la estructura, el carácter elastoplástico del acero, la presencia de autotensio-

nes, las imperfecciones geométricas constructivas y la propagación de zonas 

plastificadas a lo largo de la directriz, que no pueden ser asimiladas a rótulas 

plásticas. La única herramienta válida para su cálculo es el método de los ele-

mentos finitos. Al tratarse de una técnica analítica que ha sufrido un fuerte de-

sarrollo en los últimos treinta años, el grado de definición de los resultados ob-

tenidos a lo largo de los mismos ha venido dado por la exactitud de la formula-

ción empleada: la resolución del problema NO LINEAL se realiza de forma incre-

mental, linealizando cada pequeño escalón de carga y ajustándolo iterativamen-

te. 

Casi todos los trabajos de análisis han comenzado por la elaboración de su 

propia herramienta numérica, hecho que ha restado eficacia a los resultados 

obtenidos, ya que el desarrollo del programa se convertía en el objetivo principal 

del trabajo de investigación en lugar de serlo sus resultados. Hoy en día la “ta-

rea programadora” ha remitido debido a la aparición de “software” especializado 

en el cálculo de estructuras, lo que permite a los investigadores centrar sus es-

fuerzos en el estudio “estructural”. 
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3.5.1. Arcos exentos 

En 1.977 SAKIMOTO y KOMATSU investigaron la carga última de colap-

so de arcos parabólicos exentos debido a una inestabilidad inelástica lateral pro-

ducida por deformación flexo-torsional fuera del plano. Adoptaron las siguientes 

hipótesis de cálculo: 

- Sección transversal cajón 

- Material elastoplástico bilineal 

- Torsión uniforme 

- Criterio de plastificación de Von Mises 

- Hipótesis de Bernoulli-Navier 

- Pequeñas deformaciones 

- Inexistencia de pandeo local 

- Sección transversal sin distorsión 

- La solución de las ecuaciones no lineales que gobiernan el problema se 

obtiene por el Método de Newton-Raphson. 

La geometría del problema venía definida por los siguientes parámetros: 

- Arco biapoyado parabólico 

- Imperfección geométrica lateral inicial de valor 
L
xsenLw π

000.10 =  

- Tensiones residuales iniciales 

 

0.40 y

y
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- Sección transversal cajón cuadrado de 1 m de lado y 2 cm de espesor 

t=2 cm1m

y

Z

 

- Carga uniformemente distribuida en planta 

- Material acero de límite elástico 235
2mm

N  

Se define la esbeltez relativa al movimiento fuera del plano, 
−

yλ  

yr
L

E
yy 2/1

⋅=
− σ

π
λ  

donde 

σy es el límite elástico del acero, en el caso que nos ocupa 235 MPa 

E es el módulo de elasticidad del acero, 210.000 MPa 

L es la longitud de la cuerda del arco 

ry es el radio de giro de la sección transversal con respecto al eje “y” 

La tensión crítica σcr se define como la relación entre el axil crítico Ncr y el 

área A de la sección transversal. 

A
Ncr

cr =σ     (3.5.1.2.) 
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El axil crítico Ncr se define como 

Lq
f
LNcr cr ⋅⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 1

16
1

2
1

2

 (3.5.1.3.) 

donde “f” es la flecha del arco y “qcr” la carga crítica uniformemente distribuida. 

Se obtuvieron las siguientes conclusiones: 

a) La reducción de la carga última debida a la existencia de tensiones resi-
duales tiene un valor máximo de un 25 %. 
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Figura 3.5.1.4.: “Efecto de las tensiones residuales en la carga última de arcos 
parabólicos.” 
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b)  La relación flecha-luz tiene poca influencia en el valor de σCR/ σy (en el 

caso de arcos circulares la influencia es considerable). 
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Figura 3.5.1.5.: “Comparativa entre la carga última de arcos 
parabólicos con relaciones flecha-luz 0,10 y 0,20.” 

c)  Los efectos de la configuración del arco en la carga última son considera-

bles para el caso f/L = 0,2. 
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Figura 3.5.1.6.: “Efectos de la configuración de un arco parabólico 
con relación f/L = 0,20.” 
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d)  Un incremento del módulo resistente Wz con respecto al eje “z” genera un 

incremento de la carga última fuera del plano del orden de un 10% para 

esbelteces λy = 150, 200. 
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Figura 3.5.1.7.: “Influencia del módulo resistente con respecto al eje 
z en la carga última fuera del plano.” 

 

e) La existencia de imperfecciones geométricas laterales iniciales de valor 

000.10
Lw =  puede reducir entre un 10 y un 15% la carga última fuera 

del plano para esbelteces relativas y

−

λ superiores a 1,20. 
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f)  Los resultados obtenidos se comparan con las curvas europeas, obtenién-

dose resultados similares y cercanos a las curvas europeas b y c. 

En 1.979 SAKIMOTO y KOMATSU estudiaron las características espacia-

les elastoplásticas y la carga última de dos arcos conectados sujetos a la combi-

nación de cargas verticales y horizontales laterales. 

Los parámetros que rigen el problema analizado son: 

- Arco parabólico 

- Longitud de la cuerda L = 100 m  

- Relación f/L=0,10 

- Condiciones de contorno en el plano del arco: biapoyado 

- Sección cajón 
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2=
y

z

w
w

 

2b

y

Z

b

 
- Distancia entre los arcos = 10 m 

- Sistema de arriostramiento entre arcos = Viga doble Warren 

- Esbeltez con respecto al eje y (lateral) = λy = 200, 300, 400 

- E/σy = 875 

- Tensiones residuales iniciales 

0.40 y

y
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- Sin imperfecciones geométricas iniciales 

100 m

y

x

Z

2q

f=10m

10 m
2p

 
Se consideran arcos con esbelteces comprendidas entre 180 y 300. 

300180 ≤≤ yλ  

Sakimoto y Komatsu determinaron la relación existente entre la carga úl-

tima lateral 
−

q y la tensión adimensional σs en el arranque de los arcos. 

La carga última lateral 
−

q  se expresa como la relación entre la carga últi-

ma lateral qu y una carga específica de viento correspondiente a una velocidad 

de 50 m/s. 

0q
q

q u=
−

   (3.5.1.8.) 

hpCdVq w
2

2
1

=
−

 (3.5.1.9.) 

En la expresión (3.5.1.9.) los coeficientes ρ, Cd y h corresponden al peso 

específico, coeficiente eólico y altura a considerar en la presión ejercida por el 

viento; Vw = 50 m/s. 

El valor 
−

sσ es la relación entre la tensión adimensional σs correspondiente 

a un estado de carga horizontal q = q0 y la tensión de plastificación σy. 

 



ARCOS METÁLICOS. ESTADO DEL ARTE   
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

3.21 

La relación resultante viene dada por: 

46,0
15,0

4,1
−

−
= −

−

s
q

σ  (3.5.1.10.) 

donde 

bins σσσσ ++= , siendo 

σn la tensión normal media calculada para el arco sujeto a una carga ver-

tical uniforme “p” en la hipótesis de cálculo lineal. 

σi la tensión de pandeo lateral del arco calculada en la hipótesis de cálculo 

lineal como una viga curva cargada lateralmente con la sección transversal co-

rrespondiente a los dos arcos. 

σb la tensión lateral debida al pandeo individual de cada arco. 

q =
1.4

s - 0.15 - 0.46

0 1.0 2.0

1.0

2.0

3.0

q

s

 
Figura 3.5.1.11.: “Relación existente entre la carga última lateral 

−
q  y 

la tensión adimensional relativa 
−

sσ .” 
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El resultado obtenido es totalmente lógico: el valor de la carga última la-

teral será mayor cuanto menor sea la solicitación tensional del arco “en” y “fue-

ra” del plano. Para valores pequeños de 
−

sσ  el valor de 
−
q  viene limitado por la 

resistencia lateral del arco frente a cargas horizontales. 

Asimismo, Sakimoto y Komatsu determinaron la relación existente entre 

la carga última lateral 
−
q  y la esbeltez del arco con respecto al eje “y”. En la 

Figura 3.5.1.12. se muestra esta relación para una esbeltez de los elementos de 

arriostramiento de λt = 70 y diferentes valores de 
−

p , en donde 
0p

pp =
−

, siendo p 

la carga uniformemente repartida en el plano correspondiente a uno de los dos 

arcos conectados y p0 la carga de plastificación del arco 
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
16
1

2
2
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Figura 3.5.1.12.: “Relación entre la esbeltez del arco y 

la carga última lateral.” 
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La carga última lateral crece con la reducción de la esbeltez λy y de la car-

ga en el plano del arco (
−

p ), tal y como indica la lógica y los resultados ante-

riormente expuestos. 

Para un rango de λy comprendido entre 200 y 350 puede ocurrir que la 

carga última del arco esté controlada por el pandeo del arriostramiento lateral. 

3.5.2. Arcos con tablero y/o arriostrados lateralmente 

Entre los años 1.977 y 1.979 SAKIMOTO Y KOMATSU estudiaron el efec-

to de las diagonales en los puentes arco de tablero inferior. 

Para ello emplean un arco parabólico de tablero inferior biapoyado, con la 

sección transversal indicada en la Figura 3.5.2.1., es decir, dos secciones cajón 

soldadas unidas con diagonales (que no presentan fenómeno de abolladura). Las 

características geométricas y mecánicas son las que se muestran en la Figura 

3.5.2.1. 

Z
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Figura 3.5.2.1.:  “Características geométricas y mecánicas del arco modelo 
empleado por Sakimoto y Komatsu en su estudio del efecto de 
las diagonales en puentes arco de tablero inferior.” 
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Las diagonales están constituidas por dos vigas cruzadas tipo Warren sol-

dadas a los dos arcos extremos. 

En lo que se refiere a las cargas actuantes, se considera una carga vertical 

uniformemente distribuida en planta con la posible alternancia de una carga 

horizontal uniforme. 

Se tienen en cuenta las tensiones residuales e imperfecciones geométricas 

iniciales. 

Se ha calculado la carga última del arco “modelo” en las hipótesis de cál-

culo elastoplástico no lineal espacial. 

El uso de las diagonales de arriostramiento entre arcos genera un incre-

mento de la carga última del orden del 120%. Asimismo, será necesario dimen-

sionar las diagonales con suficiente rigidez para evitar la aparición del pandeo 

local en alguna de las vigas-barras de arriostramiento. 

En 1.981 KURANISHI y YABUKI analizaron el efecto de las diagonales 

en los arcos de tablero superior en la carga última espacial de colapso, obte-

niendo conclusiones similares a las deducidas por Sakimoto y Komatsu. 

En 1.982 SAKIMOTO y KOMATSU trataron de establecer parámetros que 

determinasen la carga última de fallo por inestabilidad lateral de arcos de acero 

arriostrados lateralmente (arcos apoyados paralelos conectados por vigas y/o 

diagonales) con cargas uniformemente distribuidas en planta. La función princi-

pal de las vigas es la de resistir la distorsión de la sección transversal y dar al 

arco suficiente rigidez torsional; la de las diagonales resistir las deformaciones 

de cortante fuera del plano. 

Continuando con ese mismo trabajo, determinaron la carga última lateral 

de arcos de tablero inferior con sección cajón utilizando una analogía entre un 

arco y una columna a través de una función de esbeltez equivalente λa. El mo-

delo de arco utilizado corresponde a dos arcos simples de sección cajón arrios-

trados lateralmente a través de diagonales que los unen, de geometría parabóli-

ca con un intervalo de relación flecha-luz comprendido entre 0,1 y 0,2. Asimis-

mo, se consideran imperfecciones geométricas y tensiones residuales iniciales. 
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El punto de partida son las fórmulas que permiten calcular la tensión últi-

ma de las columnas cargadas axialmente incluidas en las “Especificaciones japo-

nesas para los puentes en autopistas”. 

103,0136,01 2 ≤≤−−= λλλ
σ
σ

para
y

u  

52,21176,0888,0276,1 2 ≤≤+−= λλλ
σ
σ

para
y

u   (3.5.2.2.) 

52,.21
2 >= λ

λσ
σ

para
y

u  

siendo 

σu la tensión última de una columna 

σy la tensión de plastificación 

E
KL y

r

σ
π

λ =  la esbeltez adimensional de una columna, con K parámetro de 

longitud efectiva de la columna, L longitud de la columna entre extremos, r radio 

de giro de la columna y E módulo de elasticidad. 

Se busca emplear la fórmula (3.5.2.2.) para predecir la carga última de 

pandeo lateral de arcos arriostrados redefiniendo los valores de σu y λ. 

Para arcos 

A
N u

u =σ  (3.5.2.3.) 

Er
Lkkk y

y

te σ
π

λ β

⋅
=  (3.5.2.4.) 

Nu  es el axil último calculado bajo la hipótesis de cálculo lineal 
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A es el área media total 

ry  es el radio de giro del arco con respecto al eje “y”, en su movimiento en el 

plano fuera del arco. 

Ke  es un coeficiente relativo a la fijación rotacional de los arcos en sus ex-

tremos con respecto al eje “y”. Para arcos biempotrados Ke = 0,50 y para 

biapoyados Ke = 1,00 

Kt  es un coeficiente relativo a los tirantes y a la rigidez lateral del tablero. Si 

existe rigidez transversal, Kt = 0,65; en caso contrario, Kt = 1. 

Kβ  es un coeficiente relativo a la longitud arriostrada del arco. En la Figura 

3.5.2.5. se muestran los parámetros necesarios para definir el coeficiente 

Kβ. 

N

L

f
L

N

L

p
p

N

N

N

N

L

1-ß
2

L ßL 1-ß
2

L

1-ß
2

L 1-ß
2

L

N

NN

N

0.5(1-  + C  )Lß ß

CßL

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

 

Figura 3.5.2.5.: “Longitud efectiva del arco arriostrado: (a) y (b) Arco original; 
(c) Columna empotrada con restricción al movimiento lateral; (d) 
Columna empotrada; (e) Columna apoyada.” 
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βL es la longitud del arco con doble arriostramiento lateral. Estudios han 

demostrado que los desplazamientos laterales son “dominantes” en los movi-

mientos que caracterizan el pandeo lateral de arcos; por el contrario, los giros 

son “insignificantes”. Asimismo, la parte del arco con doble arriostramiento ape-

nas tiene distorsión. Por todo ello, se asimila el pandeo del arco al de una co-

lumna biapoyada de longitud Ke (1-β+Cβ) L y con un radio de giro “ry”. 

La esbeltez relativa KeCβL/ry refleja la contribución a la esbeltez total de la 

columna equivalente de la longitud con doble arriostramiento βL. Esta longitud 

corresponde a una columna consistente en dos áreas separadas una distancia 

“a”. 

Si se procede del lado de la seguridad, la esbeltez relativa de la columna 

biempotrada es 
2/a

Lβ ; el radio de giro aproximado es “a/2”. Si 
2/a

L
r

LCK

y

e ββ
= , 

ak
r

C
e

y

⋅
=

2 . Así pues, resulta que Kβ = 1-β+(2 ry β/Ke a); Si no existe arriostra-

miento lateral, β=0 y Kβ=1. 

Además de las especificaciones japonesas indicadas en (3.5.2.2.) se pue-

de utilizar lo dispuesto por la SSRC y la ECCS. 

La aplicación de la fórmula (3.5.2.4.) propuesta por Sakimoto y Komatsu 

se evalúa comparando los análisis obtenidos tras varios cálculos computaciona-

les. En ellos se modeliza un arco con las siguientes características: 

1.-  Comportamiento del acero elastoplástico (E/σy.= 875). 

2.-  Criterio de Von Mises. 

3.-  La rigidez torsional no incluye la resistencia al alabeo, casi despreciable en 

secciones cerradas. 

4.-  Sección cajón uniforme y arco parabólico con extremos con giro coacciona-

do con respecto a “y” y libre con respecto a “z”. 

5.-  Imperfecciones geométricas iniciales de valor máximo L/1.000. 
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6.-  Se aplican “cargas puntuales” equivalentes a la carga distribuida en los 

puntos de intersección de los arcos con las diagonales. 

7.-  La sección transversal de cada arco arriostrado es rectangular con una rela-

ción alto-ancho de 2. 

8.-  Tensiones residuales iniciales. 

9.-  Varias configuraciones geométricas del tipo. 

L

f

 

10.- Arco de tablero inferior 

Se obtienen las siguientes conclusiones de los análisis computacionales 

realizados: 
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a)  Para el caso de los arcos exentos, en la Figura 3.5.2.6. se muestra el buen 

ajuste obtenido con la fórmula propuesta para los arcos de f/L = 0,1 y 

0,2. 

0
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0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
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0.1
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y
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Parabolico     f/l=0.1

Parabolico     f/l=0.2

L
yr

 

Figura 3.5.2.6.: “Relación entre la esbeltez y el cociente σu/σy para arcos 
parabólicos exentos con relación flecha-luz 0,1 y 0,2 y ajuste de 
la fórmula propuesta.” 
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b) Para el caso de los arcos arriostrados lateralmente, también se obtiene un 

ajuste óptimo con respecto a la fórmula propuesta. 

1.0

0.5

1.0

u

y

Fórmula propuesta

Parabólico f/L=0.1

100 200 300 400 500 600 700 800
L
yr

 

Figura 3.5.2.7.:  “Relación entre la esbeltez y el cociente σu/σy para arcos 
arriostrados lateralmente.” 

 

c)  Para el caso de los arcos arriostrados lateralmente con TIRANTES, la fór-

mula también proporciona muy buenos resultados. 

1.0
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Figura 3.5.2.8.: “Relación entre la esbeltez y el cociente σu/σy para arcos 
arriostrados lateralmente con tirantes y tablero inferior con 
relación flecha-luz 0,10. Ajuste de la fórmula propuesta.” 
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En los tres casos de arcos antes mencionados se concluye la total fiabili-

dad de la fórmula planteada. 

Todo lo indicado anteriormente se refiere a cargas verticales uniforme-

mente repartidas en planta. 

También se ha investigado recientemente de forma pormenorizada el 

efecto de las cargas laterales en la carga última de colapso de arcos con o sin 

tablero. Se citan a continuación los tres trabajos de investigación más relevan-

tes, a pesar de no ser las cargas laterales objeto de la presente Tesis Doctoral. 

STUSSI en 1943 y OSTLUND y WÄSTLUND en 1960 propusieron un fac-

tor de amplificación que permitía determinar las deformaciones y tensiones 

“mayoradas” en el caso de acciones perpendiculares (normales) al plano del arco 

debido a la contribución de la carga axial que interactúa con los desplazamientos 

laterales. 

En 1977 KURANISHI y YABUKI estudiaron el efecto de la fuerza hori-

zontal lateral en la carga última de puentes arco. 

En 1984 KURANUSHI y YABUKI definieron la rigidez necesaria en los 

arriostramientos laterales para asegurar que arcos biapoyados sometidos a car-

gas laterales se comportan básicamente como estructuras en su plano. 

3.6. CRITERIOS DE DISEÑO 

Las tabulaciones de la carga última de colapso sirven para orientar al pro-

yectista, pero no son herramientas útiles para el dimensionamiento de los arcos. 

Hay que tener en cuenta que las circunstancias que rodean un proyecto concre-

to, con un material determinado, unos tipos de secciones, áreas e inercias nor-

malmente variables, y la presencia de un tablero, hacen muy difícil la extrapola-

ción de unas tablas obtenidas para casos más simples. Por ello, el proyectista de 

arcos metálicos posee poca herramienta de apoyo en su actividad cotidiana y los 

investigadores tienen por delante la tarea de ofrecer criterios de diseño que, 

aplicados de forma sencilla, ofrezcan los niveles de seguridad razonables que se 

debe exigir a estas estructuras. 
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La mayoría de las recomendaciones y especificaciones existentes relativas 

al diseño de puentes arco están basadas en el concepto de pandeo lineal y la 

filosofía de dimensionamiento por tensión admisible. Sin embargo, en los últi-

mos años, el criterio de diseño ha cambiado, siendo determinante el de “estados 

límites”. 

Existen muy pocas especificaciones de diseño relativas a la carga última 

frente a la inestabilidad espacial de estructuras en arco. Aunque un arco es una 

estructura bastante estable en su plano, no es tan resistente frente a cargas 

laterales debido a sus propiedades espaciales. 

Si no se asegura una suficiente resistencia fuera del plano, la capacidad 

resistente frente a cargas verticales se verá significativamente afectada por las 

cargas laterales y se deberá considerar la compleja interacción del comporta-

miento en y fuera del plano. 

El arriostramiento lateral del arco aumenta la rigidez y la resistencia de la 

estructura fuera del plano. En este caso, la resistencia espacial del arco someti-

do a una combinación de cargas verticales y laterales se puede evaluar utilizan-

do un modelo plano en vez de uno espacial. 

En 1981 KURANISHI y YABUKI propusieron una fórmula práctica que 

permitía determinar la rigidez lateral requerida en un arco compuesto por dos 

arcos principales conectados con intervalos regulares mediante piezas de arrios-

tramiento para el caso de comportamiento inelástico: 

15
1

24

2
, 〉⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

b
Ls

EA
GA

a

eqb
Sµ       (3.6.1.) 

donde  

G  es el módulo de elasticidad transversal 

Ab,eq  es el área de las chapas horizontales, las almas del pandeo lateral 

Aa  es la sección transversal del arco 

Ls  es la longitud del eje del arco 

b  es la distancia entre los ejes de los dos arcos 
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En lo que se refiere a la rigidez frente a la distorsión o alabeo 

10
.

.
2

〉=
cb

L
GI
EI

T

bx
Tµ       (3.6.2.) 

donde 

GIT  es la rigidez a torsión del arco 

EIbx  es la rigidez a flexión transversal con respecto a un eje paralelo a la direc-

ción longitudinal del arco  

c  es el intervalo entre los arriostramientos laterales 

La distancia requerida entre los arcos principales que permite calcular la 

resistencia del arco analizándola como una estructura plana viene dada por: 

( ) ( )ININ L
h

x
b
L

λλ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

〈

− 30005,984,72,44

105,3

100

4

   (3.6.3.) 

En resumen, si el arco tiene las rigideces requeridas en las ecuaciones 

(3.6.1) y (3.6.2.) y la separación entre arcos principales requerida en la ecua-

ción (3.6.3.), la influencia de las cargas de viento en la carga última del arco se 

podría determinar calculando la tensión plana del arco principal bajo cargas ver-

ticales adicionales equivalentes. 

3.7. CONCLUSIONES 

El análisis de los arcos no ha producido el trabajo de investigación ni las 

publicaciones generadas por otros tipos estructurales. Bien conocido el pandeo 

como fenómeno lineal y no lineal, sus valores críticos y las formas de inestabili-

dad, el interés de la clase científica se ha centrado en la determinación de la 

carga última de colapso, debida tanto a factores de inestabilidad como de ago-

tamiento plástico, y sus repercusiones en los criterios de diseño de estructuras 

reales. 
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En el presente capítulo se ha realizado una revisión del estado del arte de 

los arcos metálicos. Si presentan dimensiones y proporciones lógicas, la teoría 

clásica del pandeo lineal elástico arroja mayores valores de la fuerza crítica que 

en el caso de cargas últimas. Por ello, el criterio de diseño de arcos atendiendo a 

la estabilidad se debe regir por la “CARGA ÚLTIMA”. 

Por otro lado, la investigación en el campo de la “CARGA ÚLTIMA 

ESPACIAL” acaba de comenzar y existen numerosos problemas todavía pendien-

tes de resolver. La presente Tesis trata de arrojar algo de luz sobre este campo 

y facilitar la labor de los técnicos que trabajan en el diseño y proyecto de arcos. 
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4. ANÁLISIS DE ARCOS METÁLICOS 

4.1. OBJETO DEL CAPÍTULO 

En este capítulo se realiza un recorrido por el arco metálico, tanto desde 

el punto de vista de la estructura como desde la óptica del comportamiento del 

acero. 

De esta forma, en primer lugar se efectúa un análisis del arco elástico en 

servicio, tanto desde el punto de vista lineal como no lineal, con objeto de cono-

cer la incidencia de sus dimensiones geométricas, coacciones y patrón de carga 

en su comportamiento. 

En segundo lugar se hace un recorrido por las características del acero en 

tanto en cuanto influyen en la modelización de la carga última que será la que 

se calculará en el Capítulo 9. Dichas características son las bases plásticas del 

acero, su comportamiento como material no lineal y las imperfecciones estructu-

rales que pueden acompañarle (autotensiones).  

Por último se analizan las imperfecciones geométricas del conjunto. 

4.2. REFLEXIONES SOBRE LA NATURALEZA DEL PANDEO 

LATERAL DE ARCOS 

Si se realiza un análisis de la inestabilidad lateral de un arco sometido a 

cargas dentro de su plano se deduce lo siguiente: 

a) En lo que respecta a su comportamiento como viga, la parte de 

ésta que queda comprimida puede (si se supera un cierto valor 

umbral) provocar el “vuelco a pandeo lateral”, que consiste en 

que las diferentes secciones de la viga sufren, además de los 

desplazamientos verticales debidos a la flexión, deformaciones 

transversales acompañadas de giros torsores. 
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b) En lo que respecta a su comportamiento como arco, si éste es 

muy estrecho, se puede salir del plano, con flexión lateral de las 

secciones y aparición de torsión. 

4.3. LA ESTRUCTURA LINEAL 

4.3.1. Planteamiento de la Resistencia de Materiales 

El análisis lineal supone un material perfectamente elástico, no tiene en 

cuenta la existencia de autotensiones, no incluye los esfuerzos de segundo or-

den, no detecta los fenómenos de inestabilidad ni determina la carga última de 

colapso. Pero, para la mayor parte de los arcos, da una idea sencilla y suficien-

temente correcta del comportamiento de la estructura en servicio. 

El  análisis del comportamiento lineal de un arco en su plano obedece a 

las leyes de la Resistencia de Materiales para piezas de directriz curva y puede 

encontrarse, entre otros lugares, en la monografía de TORROJA (1957) o en el 

libro de  FERNANDEZ CASADO (1964). 

No se incluye su desarrollo en el presente apartado por considerar que es-

tá fuera del alcance de la presente Tesis. 

En lo que se refiere al comportamiento lineal fuera del plano, 

TIMOSHENKO y GERE (1961) plantean las ecuaciones de resolución del proble-

ma para el caso de un arco de directriz circular. Se exponen a continuación las 

mismas, a pesar de no coincidir con la directriz objeto del presente estudio, con 

el fin de aclarar algunos conceptos básicos para el desarrollo de la investigación. 

Sea una barra circular AB de sección rectangular estrecha contenida en el 

plano DAB y solicitada por una carga distribuida a lo largo del eje AB, tal y como 

se muestra en la Figura 4.3.1.1. 
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Figura 4.3.1.1. “Arco Circular AB.” 

Para pequeñas deformaciones, la deformada de la barra queda determina-

da por el desplazamiento del centroide de cada sección transversal y el giro de 

cada sección con respecto a la tangente de la directriz. Para cualquier sección 

transversal del arco definida por el ángulo Ψ, se considera un sistema rectangu-

lar de coordenadas con origen en el centroide O y unos ejes tales que “x” e “y” 

coinciden con los ejes principales de la sección transversal, mientras que “z” 

coincide con la tangente a la directriz. El plano xz coincide con el plano del arco, 

con la dirección positiva del eje “x” hacia el centro de curvatura y la del eje “z” 

correspondiente a un incremento del ángulo Ψ. 

El desplazamiento del centroide O tiene tres componente: u, v y w según 

las direcciones de los ejes x,y,z respectivamente. El ángulo de rotación de la 
sección con respecto al eje z es φ . 

La deformación de un elemento del arco comprendido entre dos secciones 

transversales consiste en las flexiones dentro de los planos principales “xz” e 

“yz” y el giro con respecto al eje z. 

Sean 
1

1
ρ

  y 
2

1
ρ

 las curvaturas de la directriz en O tras la deformación en 

los planos principales yz y xz respectivamente y θ el ángulo de giro por unidad 

en el mismo punto. Si 
R
1

 es la curvatura inicial de la directriz del arco, las ecua-

ciones de cálculo de las curvaturas y el giro son: 
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x
X MEI

=
1ρ

           yy M
R

EI =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

11

2ρ
        zMC =θ    (4.3.1.2.) 

Donde Mx, MY y Mz  son los momentos en O con respecto a los ejes x,y,z 

respectivamente; EIX y EIy son las rigideces principales a flexión, y C es la rigi-

dez a torsión del arco. 

Las ecuaciones diferenciales para calcular los desplazamientos u, v y w se 

obtienen estableciendo las expresiones de la curvatura y el giro unitario θ en 
función de  u, v, w y φ . Asumiendo la hipótesis de pequeños desplazamientos, 

se puede considerar separadamente cada componente del movimiento y obtener 

la curvatura y el giro final como suma de los efectos producidos por cada com-

ponente. 

Las componentes “u” y “w” representan los desplazamientos en el plano 

del arco, y sólo producen cambio de curvatura en el plano xz, con lo que: 

2

2

2
2

11
ds

ud
R
u

R
++=

ρ
      (4.3.1.3.) 

Por otra parte, 

ds
dφ

θ =          (4.3.1.4.) 

Esto también produce flexión en el plano principal yz. Debido al giro φ , la 

superficie del arco se transforma en una superficie cónica, con una curvatura 

RR
sen φφ

≈ . 

El desplazamiento v produce una curvatura en el plano yz de valor 2

2

ds
vd−

, 

análogo al de una barra recta; asimismo, también se produce un giro por unidad 

de longitud con respecto al eje z de 
ds
dv

R
1

. 

Resumiendo, las curvaturas y el giro de un arco tras la deformación vie-

nen dados, en un caso general, por las siguientes ecuaciones: 
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2

2

1

1
ds

vd
R

−=
φ

ρ
 

2

2

2
2

11
ds

ud
R
u

R
++=

ρ
      (4.3.1.5.) 

ds
dv

Rds
d .1

+=
φ

θ  

Si se sustituyen estas ecuaciones en (4.3.1.2.), se obtienen tres ecuacio-
nes que determinan los desplazamientos u, v, w y φ  y resuelven el problema 

planteado. 

TIMOSCHENKO y GERE calcularon dichos desplazamientos para los ca-

sos de dos momentos iguales contenidos en el plano del arco aplicado en los 

extremos y una carga uniformemente distribuida radial aplicada a lo largo de la 

directriz del arco. 

La resolución del sistema de ecuaciones diferenciales para el caso de un 

arco circular y cargas aplicadas tal y como se describe en el párrafo anterior es 

exacta y permite obtener fórmulas explícitas, tablas o diagramas. Sin embargo, 

para otras curvas con expresiones analíticas más complejas, la tarea se compli-

ca, y la solución pasa por utilizar unos métodos númericos de cálculo muy tedio-

so y de difícil manejo. 

4.3.2. Análisis matricial 

Afortunadamente, en la década de los 60 aparece el ordenador. El cálculo 

matricial y el método del equilibrio o el de los elementos finitos  permiten el 

estudio del arco en ordenador. Es necesario realizar una discretización del mis-

mo: puede ser efectuada mediante su asimilación a un polígono de barras rectas 

o mediante el empleo de barras curvas con una matriz de rigidez de barra espe-

cialmente desarrollada a tal efecto. La primera opción introduce errores en los 

flectores de las barras, lo cual es admisible si la imperfección geométrica que 

provoca es inferior a las tolerancias constructivas (falsa flecha <
000.1
L

; ello obli-

ga a tupir la discretización). 
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Durante las décadas de los años 70 y 80 se trató de obtener matrices de 

rigidez de elementos curvos que permitieran discretizaciones groseras. Este 

esfuerzo fue en vano ya que el progreso exponencial de la capacidad de los or-

denadores permite hoy en día ir a mallas tan tupidas que el error cometido con 

la asimilación de piezas curvas a rectas es ínfimo. ARANCHA MANZANARES 

(2.001) en su Tesis Doctoral “Cálculo de parámetros de imperfección en arcos 

metálicos de sección cajón” determina que el error se puede despreciar si la 

división es superior a ocho barras en arcos muy rebajados o a quince barras en 

los arcos peraltados. La facilidad hoy en día de dividir el arco en cientos de ba-

rras justifica la asimilación a pórticos de barras rectas. 

El análisis por elementos finitos puede ser realizado con elementos viga o 

descomponiendo la sección en elementos laminares. En un cálculo elástico no 

tiene mucho sentido esta desagregación, salvo que se busque determinar las 

concentraciones de tensiones en apoyos y puntos singulares de la estructura. 

4.3.3. La antifunicularidad 

El análisis matricial pone de manifiesto las limitaciones de la hipótesis de 

antifunicular que acompaña al arco. El acortamiento del arco por compresión 

induce el giro de las secciones y la consecuente aparición de momentos flecto-

res, pequeños para rigideces normales y no tan despreciables en arcos poco 

esbeltos. 

ARANCHA MANZANARES (2001) analizó este fenómeno para el caso de ar-

cos parabólicos biapoyados de directriz ( ) fx
L
fxy +−= 2
2

4
 con una sección de 

las características indicadas en la Figura 4.3.3.1. 
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 Cajón con chapa soldada de espesor constante 1 cm de acero 
S235JR (σy=23.500 t/m2). 

Figura 4.3.3.1: “Características de la sección transversal del arco parabólico para 
comprobar la hipótesis de antifunicularidad del mismo. Arancha 
Manzanares (2001).” 

Los arcos se presentaron mediante 40 puntos unidos por una curva tipo 

Spline, que posteriormente se introdujeron en un programa de elementos finitos 

(ANSYS) mallando mediante elementos BEAM3 (barra) con un número igual a 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
t

Lenteron
.12

, donde L es la longitud de la cuerda del arco y t el espesor de la 

chapa. 

Las leyes de flectores correspondientes a arcos de 20 m de luz con carga 

uniforme en planta de 1 t/ml y relaciones flecha-luz 0,05, 0,1, 0,15 y 0,20 arro-

jan valores diferentes de cero, lo que pone de manifiesto la invalidez de la hipó-

tesis de antifunicularidad del arco. 
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a) Relación flecha luz = 0,05 

 

 
 

b) Relación flecha luz = 0,1 
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c) Relación flecha luz = 0,15 

 

d) Relación flecha luz = 0,2 

Figura 4.3.3.2. “Diagramas de momentos flectores de un arco parabólico 
sometido a carga uniforme en proyección horizontal de valor 1 
t/ml para diferentes relaciones flecha-luz. ARANCHA 
MANZANARES (2001).” 
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La antifunicularidad se alcanza de forma óptima para arcos muy esbeltos y 

mejora al aumentar el peralte (mayor relación flecha-luz). 

4.3.4. Comportamiento estructural lineal y validez del modelo 

de barras 

ARANCHA MANZANARES (2.001) realizó en su Tesis Doctoral una serie de 

cálculos con el fin de validar el modelo de barras como reflejo del comporta-

miento estructural lineal del arco. Tal y como se ha comentado en el apartado 

anterior, la modelización se realizó con elementos finitos tipo BEAM3 en el pro-

grama ANSYS y con las características geométricas de la sección y directriz an-

tes señaladas. 

Se realizaron los siguientes cálculos: 

• Relaciones flecha-luz: 0.05, 0,1, 0,15, 0,20 
 
• Arcos biapoyados y biempotrados 
 
• Carga uniforme en planta en todo el vano o sólo la mitad del mismo. 
 
 De los resultados obtenidos cabe destacar: 
 
• En el caso de arcos biapoyados sometidos a carga uniforme, se demuestra la 

limitación de la hipótesis de antifunicularidad: arcos muy rebajados 
( )1,0/ ≤Lf  se apartan mucho del antifunicular y dan momentos mientras 
que los menos rebajados se aproximan al antifunicular. 

 
• En el caso de arcos biempotrados sometidos a carga uniforme, estos presen-

tan fuertes momentos negativos (invalidez del concepto de antifunicular) y 
mayores momentos positivos que el biarticulado. El axil disminuye ligera-
mente por la colaboración resistente del mecanismo de flexión. 

 
No se deben construir arcos biempotrados de sección constante, sino que se 
deben reforzar los arranques para que la plastificación sea simultánea con el 
centro y riñones. 

En conclusión, se admite la validez del modelo de barras para analizar el com-
portamiento lineal del arco bajo las hipótesis de linealidad geométrica y mecáni-
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ca. No obstante, éste método es poco adecuado para determinar las cargas de 
colapso, al no tener en cuenta muchos fenómenos que influyen en dicha carga. 

4.4. LA ESTRUCTURA ELÁSTICA NO LINEAL 

4.4.1. Planteamiento de la Resistencia de Materiales 

El comportamiento del arco presenta una componente no lineal geométri-

ca, ya que los acortamientos por el axil aumentan el rebajamiento, modifican la 

directriz y acentúan los axiles y flectores. 

La no linealidad geométrica implica un planteamiento espacial de las 

ecuaciones de equilibrio y de las de compatibilidad para considerar las grandes 

deformaciones. WASHIZU (1.975) lleva a cabo una formulación de la elasticidad 

no lineal. 

Las ecuaciones de compatibilidad, que relacionan deformaciones con des-

plazamientos, ya no se consideran dependiendo de términos de primer orden, 

sino que también incluyen los de segundo orden, que habitualmente se despre-

cian en Resistencia de Materiales: 
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Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 
 

( )[ ] 0=++
− λ

λλ σδ Puu x
xu

u   ( )3,2,1=λ     (4.4.1.7.) 

 
donde 
 

λ−

P  representa las fuerzas exteriores en las direcciones respectivas  

λ
uu,  representa las derivadas de los desplazamientos u, v, w respecto a x, y, z 

de forma compacta. 

λ
uS  es la delta de Kronecker 

xuσ  representa las tensiones del paralelepípedo tridimensional 

 
El análisis del comportamiento no lineal se puede realizar utilizando mode-

los elásticos de elementos finitos no lineales geométricos, bien con elementos 
barra, bien con elementos lámina. Son preferibles los primeros, ya que los se-
gundos sólo interesan para conocer los estados tensionales en las hipótesis de 
plastificación y autotensiones, supuestos eludidos en el caso de comportamiento 
elástico. 
 

Los modelos elásticos son muy utilizados porque ahorran un gran esfuerzo 
computacional y determinan el incremento de esfuerzos provocado por el acor-
tamiento de la directriz, aunque no consideran temas tan importantes como la 
elastoplasticidad del acero y las autotensiones. 
 

4.4.2. Comportamiento estructural no lineal y validez del mo-

delo de barras 

Tal y como se comentó para el caso de comportamiento estructural lineal, 

ARANCHA MANZANARES (2.001) realizó en su Tesis Doctoral una serie de cálcu-

los para validar el modelo de barras como reflejo del comportamiento estructural 

no lineal del arco. El análisis utilizaba los elementos finitos con grandes defor-

maciones empleando como algoritmo de convergencia el método de Newton-

Raphson y una imperfección estructural inicial de valor máximo L/1.000 (admiti-
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da por el Eurocódigo), manteniendo las características geométricas de la sección 

y directriz empleadas en el supuesto de comportamiento lineal, realizando los 

cálculos con elementos finitos tipo BEAM3 en el programa ANSYS. 

Se consideraron los siguientes cálculos: 

• Relaciones flecha-luz: 0,05 y 0,2 

• Arcos biapoyados y biempotrados 

• Carga uniforme en planta en todo el vano o sólo la mitad del mismo 
 

De los resultados obtenidos cabe destacar: 
 
• En el caso de arcos biapoyados sometidos a carga uniforme, la no linealidad 
genera una alternancia en las flexiones, concentrando el máximo en los riñones 
y aumentando la flexión, más en los arcos peraltados que en los rebajados. La 
ley de axiles permanece prácticamente inalterada. 
 
• En el caso de arcos biempotrados sometidos a carga uniforme, los flectores 
se incrementan, más en los arcos peraltados que en los rebajados. Al igual que 
ocurre para arcos biapoyados, los axiles apenas sufren variación (despreciable 
para arcos peraltados e inferior al 2 % para arcos rebajados). 
 
• Si se consideran despreciables los efectos no lineales cuando no superan un 
10% de los lineales, es posible proporcionar una sencilla fórmula (sólo válida 
para arcos biapoyados de sección cajón) que permite calcular la esbeltez máxi-
ma reducida para admitir el análisis lineal en función del peralte del arco: 
 

2,08 +=
−

L
fλ         (4.4.2.1.) 

• En los arcos biempotrados de sección constante el fenómeno no lineal sólo 
se aprecia para esbelteces reducidas tan próximas a 2 que por inusuales no tie-
nen valor práctico. Luego los esfuerzos de segundo orden no necesitan ser anali-
zados en arcos biempotrados con esbelteces reducidas inferiores a 1,75 con 
independencia de su peralte. 
 

En conclusión, se admite la validez del modelo de barras para analizar el 
comportamiento no lineal del arco. No obstante, se continúa sin obtener la carga 
última, al no considerarse las autotensiones y la no linealidad del material. 
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4.5. EL MATERIAL NO LINEAL 

4.5.1. Introducción 

La laminación en caliente y la soldadura introducen estados tensionales 

con valores puntuales que superan el límite elástico. Es normal encontrar zonas 

plastificadas en estructuras descargadas o en la fase de servicio. Determinadas 

normativas prescriben en estado de servicio tensiones de cálculo inferiores al 

límite elástico. En esas circunstancias el acero puede ser tratado como un mate-

rial lineal. Sin embargo, la presencia de zonas plastificadas iniciales que evolu-

cionan a lo largo del proceso de carga influye en la carga de pandeo así como en 

la carga de agotamiento. Si se quieren determinar los fenómenos de inestabili-

dad o la carga última no hay otra alternativa que modelizar la estructura tenien-

do en cuenta esta no linealidad del material. 

4.5.2. Descripción del acero como material no lineal 

El acero es un material elastoplástico con comportamiento dúctil, salvo en 

situaciones excepcionales (las situaciones frágiles se deben salvar con diseños 

adecuados). Contando con el comportamiento dúctil, el diagrama tensión-

deformación del acero puede asimilarse a la ley de la Figura 4.5.2.1. 

 

Figura 4.5.2.1. “Diagrama tensión-deformación del acero.” 
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En dicha figura se muestra el diagrama simplificado tensión-deformación 

de una probeta de acero S235. En él, el punto B corresponde al límite elástico 

característico o límite de fluencia con un alargamiento unitario de εy=0.00114. Al 

final del período plástico, el alargamiento unitario εf  alcanza valores comprendi-

dos entre 0.01 y 0.025, es decir, de 10 a 25 veces εy. Como valor medio de εf se 

elige 0.015. 

En el período plástico, la deformación aumenta a tensión casi constante. A 

partir del punto F es preciso incrementar la carga axial P para provocar nuevos 

alargamientos en la probeta; estos alargamientos corresponden a las zonas de 

grandes deformaciones (denominada también zona de endurecimiento por de-

formación). 

Durante el período plástico, no existe una deformación uniforme en la sec-

ción de acero, sino que parte de la probeta se encuentra todavía en el final de la 

fase elástica (punto B), mientras que el resto ha adquirido una deformación εf  

que corresponde al final de la etapa plástica. Si se denomina k a la porción de 

superficie cuyo alargamiento unitario es εf y εm al alargamiento unitario medio de 

la probeta ha de verificarse: 

myf LLkkL εεε =−+ )1(  

yf

ymk
εε
εε

−

−
=         (4.5.2.2) 

donde  L es la longitud de la probeta. 

El módulo de elasticidad tangente no es nulo durante el período elasto-

plástico, sino que disminuye según una determinada ley que se deduce sustitu-

yendo en (4.5.2.2.) los alargamientos ε por σ/E. 

afm E
k

E
k

E
−

+=
11

       (4.5.2.3.) 

siendo Ea y Ef los módulos de elasticidad al iniciar y terminar el período 

plástico, de valores aproximados: 

Ea ≈ 2.100.000 Kp/cm2 



ANÁLISIS DE ARCOS METÁLICOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

4.16 

Ef ≈ 56.000 Kp/cm2 

En una barra de área A solicitada por un esfuerzo axil N aplicado en su eje 

se presenta su agotamiento por plastificación cuando N es de tal intensidad que 

todas las fibras alcanzan su capacidad límite de resistencia σy, es decir, cumple 

que:  

yPL AN σ=         (4.5.2.4.) 

Cuando la ecuación (4.5.2.4.) se aplica al cálculo de piezas, adopta la 

forma: 

uPL AN σ=         (4.5.2.5.) 

donde σu es la resistencia de cálculo del acero, que para el Eurocódigo vale: 

M

y
u γ

σ
=σ          (4.5.2.6.) 

donde γM es el coeficiente de seguridad del acero que vale 1,1. 

A efectos de cálculo, el diagrama representado en la Figura 4.5.2.1. se puede 
simplificar mediante uno bilineal (Figura 4.5.2.7.). 
 

σ

ε

σy

yε

 

Figura 4.5.2.7. “Comportamiento del material bilineal.” 

A efectos de simulación elastoplástica resulta interesante analizar el pro-

ceso de carga y descarga de la probeta. Si se considera el comportamiento del 

acero en una sola dirección tal y como se muestra en la Figura 4.5.2.8. se ob-
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serva que, fijándose en el proceso de carga, es imposible conocer si el material 

se comporta de una manera elástica no lineal o plástica. Al descargarlo, se apre-

ciará inmediatamente la diferencia entre el material elástico, que seguirá la 

misma curva, y el plástico, que seguirá una curva distinta dependiente de la 

historia del material. 

σ

carga

elástico
no lineal

descarga
plástico

ε
(a)

σ

carga

descarga

ε
(b)

σ

ε
(c)

εp
σ  = σ  (ε  )y           y       p

 

Figura 4.5.2.8:  “Comportamiento uniaxial (a) Elástico no lineal y plástico (b) 
Plasticidad pura (c) Plasticidad con endurecimiento por 
deformación.” 

Existen otros modelos en los cuales el comportamiento plástico del mate-

rial implica la variación de su límite elástico, es decir, modelos en los que la 

tensión de fluencia es función de un cierto parámetro k (Figura 4.5.2.8.c).  

El tipo de acero que se va a considerar en la presente Tesis se ha supues-

to del tipo b tal y como se mostró en el diagrama bilineal: a partir del límite 

elástico σy las deformaciones están indeterminadas. 

Los procesos de carga y descarga se supondrán con comportamiento elás-

tico con igual módulo de Young que la rama noval (Figura 4.5.2.8.b) 

Se demuestra experimentalmente que la tensión límite sólo se alcanza si 

las tensiones satisfacen la condición límite: 

F(σ,k)=0              (4.5.2.9.) 
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En la que k representa el parámetro de endurecimiento (efecto de la va-

riación de la tensión de fluencia por plastificación). Esta condición se puede re-

presentar como una superficie en un estado de tensiones n-dimensional depen-

diendo la posición de los puntos de la superficie de los valores instantáneos del 

parámetro k. 

4.5.3. Formulación de la plasticidad 

Dada la necesidad de tener en cuenta el comportamiento no lineal del 

acero, es necesario plantear un modelo matemático que simule el comporta-

miento plástico del mismo integrado en el método de elementos finitos que se 

va a utilizar. 

El desarrollo del modelo así como su implementación en ANSYS se lleva a 

cabo en el Capítulo 9. 

4.5.4. Consideraciones plásticas respecto al modelo del arco 

Desde el punto de vista del análisis hay que utilizar elementos finitos tipo 

lámina, que desagreguen las secciones,  con comportamiento no lineal del mate-

rial y de la geometría. Existen modelos de barra con diagramas momento-

curvatura elastoplásticos que no funcionan bien para los arcos por la dificultad 

de modelizar el comportamiento postplástico de rótulas plásticas ante la presen-

cia de un axil creciente. Las láminas, por el contrario, tienen la capacidad de 

representar fielmente la realidad, al poder introducírseles estados pretensiona-

dos en determinados puntos (autotensiones) y tener implementadas un algorit-

mo de cálculo que tenga en cuenta la plastificación sucesiva de la pieza. De esta 

forma se ve como van evolucionando las zonas plásticas (spread of yielding). 

4.6. IMPERFECCIONES ESTRUCTURALES 

Las imperfecciones estructurales que se deben modelizar para realizar un 

análisis elastoplástico completo son, según la ECCS, las tensiones residuales y 

las variaciones en el límite elástico. 
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4.6.1. Las autotensiones 

Las autotensiones son una serie de tensiones residuales que se originan 

en el perfil de acero durante su proceso de fabricación. Su función de distribu-

ción y valor dependen de la forma y dimensiones del perfil y de dicho proceso. 

Desde un punto de vista riguroso, es imposible conocer el estado tensional real 

de una pieza metálica, sobre todo tras ser sometida a un proceso de ensambla-

je, rigidización, etc. Existen en la actualidad técnicas experimentales para medir 

las autotensiones (ultrasonidos y punto ciego) pero obviamente no pueden ser 

usadas en fase de proyecto y sólo se emplean para controlar el envejecimiento 

de piezas mecánicas o para prescribir un tratamiento térmico en zonas estructu-

rales especialmente comprometidas (apoyos, nudos complejos, etc.). 

4.6.1.1. Tipos de autotensiones 

Las autotensiones dependen del proceso de fabricación, por lo que se cla-

sificarán en función de éste. 

a)  Proceso de laminado 

Durante la fabricación de los perfiles y chapas, el enfriamiento no es uni-

forme. Por ejemplo, en secciones doble T se enfrían primero los extremos de las 

alas y el centro del alma, y de esta forma coartan la libre contracción del resto 

de la pieza al enfriarse. Por ello, al final, los extremos de las alas y el centro del 

alma quedan comprimidos y el resto traccionado (Figura 4.6.1.1.1) 

Compresión (-)

Tracción (+) (-)

(+)

 

Figura 4.6.1.1.1: “Leyes de distribución de tensiones residuales de 
perfiles laminados en doble T.” 
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b)  Enderezado en frío 

La aplicación de fuerzas para el enderezado, curvado, introducción de con-

traflechas, etc. generan también  tensiones residuales. 

c) Soldadura 

En las zonas próximas a los cordones de soldadura se originan tensiones 

residuales de tracción al enfriarse y no poder contraerse libremente. Por el con-

trario, las zonas más alejadas de los cordones quedan comprimidas al oponerse 

a dicho acortamiento. La Figura 4.6.1.1.2. muestra las leyes de distribución de 

tensiones residuales en secciones armadas en doble T y cajón soldado. 
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(-) Compresión
máxima
Compresión

(+) (-) (+) (-)
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Compresión
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+
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+
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+

+

-

++

--

 

Figura 4.6.1.1.2:  “Leyes de distribución de tensiones residuales en 
secciones armadas.” 

En los tres casos descritos, el estado de tensiones está autoequilibrado, lo 

cual implica que en cualquier sección las resultantes de tracción y compresión 

son iguales y opuestas. Estas tensiones, en algunos casos, pueden alcanzar va-

lores muy altos, incluso el límite elástico del acero. Pero este fenómeno no tiene 

significado alguno en la capacidad resistente de la sección ante solicitaciones de 

tracción y flexión isostáticas y en aquellas que no suelen depender de la rigidez 

de la pieza. En piezas comprimidas, en las que pueden aparecer fenómenos de 

pandeo, y los fenómenos de segundo orden sí dependen de la rigidez, llegan a 

tener importancia. En todas las solicitaciones, las tensiones residuales aumentan 

las deformaciones provocando una flexibilización de los elementos estructurales 

respecto a sus valores nominales. 
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Una combinación de cargas aplicadas y tensiones residuales inducirá al 

comportamiento anelástico en una pieza, incluso en niveles en los que la tensión 

aplicada es menor que la de plastificación. Como el material plástico, que no se 

deforma elásticamente, no puede contribuir a resistir flexión, es muy importante 

tener un buen conocimiento de la rigidez efectiva de la sección transversal ante 

la flexión en los cálculos de pandeo. Cuando no se estudia el pandeo, la capaci-

dad de soportar la carga última de plastificación en piezas isostáticas no se ve 

afectada, pero las deformaciones serán mayores que si el elemento no hubiera 

estado autotensionado.  

Este fenómeno se debe reflejar de manera clara en el cálculo a pandeo de 

una pieza. Por eso el Eurocódigo lo recoge en sus curvas de inestabilidad a partir 

de los estudios realizados por la ECCS. 

4.6.1.2. Las tensiones residuales según la ECCS 

La ECCS realiza un análisis de autotensiones individualizado por compo-

nentes basado sobre todo en los trabajos de ALPSTEN y YOUNG: 

1) Chapas laminadas  

La distribución de autotensiones tiende a ser parabólica, con compresión 

en los bordes y tracción en el centro, y se muestra en la Figura 4.6.1.2.1. 

σ

t

b

- -

+
t

σc

 

Figura 4.6.1.2.1. “Tensiones residuales en chapas laminadas.” 

ALPSTEN (1972) obtuvo una relación para el valor de σc dependiente de la 

relación b/t y la relación entre el perímetro y el área de la sección. 
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          (4.6.1.2.2.) 

donde b y t están en mm. Si el valor de σc excede del límite elástico, σc  se 

limitará a σy. 

2) Chapas cortadas con soplete 

La acción del soplete es introducir un intenso calor en las proximidades del 

filo de corte. Como resultado, el material en esta región adquiere propiedades 

que son muy diferentes a las del metal base, y las tensiones residuales que apa-

recen suelen ser muy superiores al límite elástico del material de base (MCFALLS 

y TALL (1970), ALPSTEN y TALL (1970), BJORHOVDE et al. (1972)). 

La ECCS propone  tensiones iguales al límite elástico en una franja cerca 

del borde. En la Figura 4.6.1.2.3. se muestra la distribución de tensiones en una 

chapa con un borde cortado o con dos. 
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+
+

-
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+
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Figura 4.6.1.2.3. “Distribución de tensiones residuales en chapas cortadas 
con soplete.” 

 

En la ECCS se muestran los valores de σt y σc para: 
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• Chapas cortadas por un solo lado 
 

 2)(
)2(

cb
cbc

yt
−

+
⋅= σσ       (4.6.1.2.4.) 

 

 2)(
)4(

cb
cbc

yc
−

−
⋅= σσ       (4.6.1.2.5.) 

 
• Chapas cortadas por los dos lados 
 

 )2(
2

cb
c

yc −
⋅= σσ

 (4.6.1.2.6.) 
 

 mmtc
yσ

1100
=  (4.6.1.2.7.) 

 

donde c se determinó por YOUNG y DWIGHT (1971), t es el espesor de la chapa 

y σy  es el límite elástico en MN m-2. 

3)  Chapas soldadas  

Para estudiar la influencia de la soldadura basta con estudiar una chapa e 

imaginarse que está formada por una serie de bandas ensambladas longitudi-

nalmente. Durante la soldadura, se produce un aumento local de temperatura 

de la misma forma que en el cortado por soplete. La distribución de tensiones de 

una chapa soldada en el centro se muestra en la Figura 4.6.1.2.8.  

Las secciones en cajón soldadas muestran tensiones residuales en las 

proximidades de la soldadura debido al enfriamiento del metal soldado. Estas 

son iguales al punto de plastificación del metal de soldadura, que será normal-

mente un poco superior al del metal base (TALL (1966), ALPSTEN y TALL 

(1970), BJORHOVDE et al. (1972)). 
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Figura 4.6.1.2.8. “Autotensiones en chapas soldadas.” 

En la ECCS se incluyen los valores de c y σc para distintos casos: un borde 

soldado, dos bordes soldados o el centro soldado. Aunque estos valores suponen 

que la placa es muy fina y que las tensiones residuales no varían con el espesor, 

ALPSTEN y TALL (1970) demostraron que las tensiones tienden a decrecer al 

incrementarse el tamaño de la pieza.  

4)  Perfiles laminados en caliente  

La magnitud y la distribución de las tensiones residuales de formas lami-

nadas en caliente dependen de su geometría. Su forma se muestra en la Figura 

4.6.1.2.9. 

 
Figura 4.6.1.2.9. “Autotensiones en perfiles laminados.” 
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YOUNG (1972) propuso las siguientes expresiones: 
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 (4.6.1.2.10.) 

 

5)  Piezas laminadas en frío  

Introducen tensiones residuales, especialmente en las zonas donde las 

flexiones son más severas (esquinas). (FREY (1969), ALPSTEN (1972), 

SHERMAN (1976), YU (1992)). 

4.6.1.3. Bases de las curvas de la ECCS 

Para obtener la distribución representativa de las tensiones residuales de 

los perfiles más usados habitualmente, se recopilaron todos los trabajos de ten-

siones residuales y se analizaron. Los resultados experimentales se suplieron 

con teorías matemáticas. Finalmente, la ECCS propuso recoger estos resultados 

para columnas en una serie de curvas (bases de las curvas de pandeo del Euro-

código). 

Se comprobó que las tensiones residuales podían dividirse en tres tipos 

que posteriormente se aplicaron a las curvas de pandeo diferentes designadas 

con las letras a, b y c a las que más tarde se asimilaron otro tipo de perfiles 

cuyas tensiones residuales dieron efectos similares sobre su propia curva de 

pandeo. 

a) Tubos 

En la Figura 4.6.1.3.1 se muestra la distribución experimental de tensio-

nes residuales para tubos redondos y cuadrados. 
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Figura 4.6.1.3.1. “Autotensiones en tubos.” 

Esta distribución puede considerarse válida paras secciones laminadas o 

soldadas terminadas en caliente. Esta configuración de tensiones residuales de-

finen la curva de pandeo a. 

b)  Secciones en cajón soldadas. 

Para asegurar los límites superiores e inferiores de las tensiones en este 

tipo de secciones, la ECCS utilizó tanto distribuciones de tensiones residuales 

técnicas como experimentales (Figura 4.6.1.3.2). 

 

Figura 4.6.1.3.2. “Autotensiones en cajones diversos.” 
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c) Perfiles en I laminados. 

La sección representativa se muestra en la Figura 4.6.1.3.3. De esta con-

figuración se obtiene la curva de pandeo c. 

 

Figura 4.6.1.3.3. “Autotensiones en perfiles I laminados.” 

Las tensiones residuales dependen fundamentalmente de la relación h/b, 

siendo especialmente fuertes para 2,1≤
b
h

, donde alcanzan como valor máxi-

mo de tracción la mitad del límite elástico. Como en la presente Tesis no se va a 

trabajar con perfiles en I, no se va a profundizar en su tratamiento. 

4.6.1.4. Las actuales normativas y las tensiones residuales 

La Norma alemana  DIN 18 800 al referirse a la estabilidad de las estruc-

turas de acero no especifica nada respecto a tensiones residuales porque las 

incluye en los parámetros de imperfección general que propone para distintas 

metodologías de cálculo. 

La Norma española RPM-95 hace lo mismo que la DIN 18 800, pero de-

termina que si se realiza un análisis no lineal de cálculo en material y geometría, 

es preciso modelizar las tensiones residuales existentes en las secciones (aun-

que no concreta su valor). 



ANÁLISIS DE ARCOS METÁLICOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

4.28 

El Eurocódigo 3 incluye el valor de las tensiones residuales en sus curvas 

de pandeo para columnas, pero no propone ningún modelo de tensiones para 

arcos si se quieren modelizar elastoplásticamente. 

Tanto las: 

a)  Normativas del Este de Europa 

CSN 73 1401 84 

MSZ 15024/1 85 

TGL 13503/01 82 

b) Normativa Japón 

JRA 89 

c) Normativa EE.UU. 

AASHTO 98 

no mencionan nada respecto a las tensiones residuales 

Por tanto, para modelizar arcos metálicos en esta Tesis en busca de su 

carga última, se introducirán en las secciones unas tensiones iniciales que res-

pondan a la distribución propuesta por la ECCS para la sección elegida. 

4.6.1.5. Las tensiones residuales adoptadas en la presente 
Tesis 

En la presente Tesis se parametrizan arcos metálicos en cajón con una re-

lación de espesores de chapa en alas no superior a 40. Para modelizar los arcos 

a nivel elastoplástico se adopta la distribución de autotensiones que recomienda 

la ECCS para secciones en cajón soldadas de relación h/t = 40 que se muestra 

en la Figura 4.6.1.5.1.  
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Figura 4.6.1.5.1.  “Distribución de autotensiones adoptada en el modelo 
de la Tesis.” 

La distribución de autotensiones se ha simulado, para ser tratada por 

elementos finitos, mediante un estado térmico que simule la soldadura. Hay que 

tener en cuenta que la hipótesis de que las secciones permanecen planas arroja 

un estado tensional proporcional a las temperaturas de cada uno de sus puntos 

en régimen elástico, o limitada a σy si la deformación térmica supera a єy. 

De la Figura 4.6.1.5.1. se obtiene, llamando σA a la tensión que tendría el 

punto A si no hubiese plastificado. 

5.0
29.1

1
29.0 yyA σ

=
σ+σ

 ⇒σA=2.29 σy        (4.6.1.5.2.) 

Por otra parte: 

E
A

A
σ

=ε               (4.6.1.5.3.) 

También se observa en la Figura 4.6.1.5.1. que la tensión del punto B es: 

σB = 0.29 σy              (4.6.1.5.4.) 
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cumpliéndose además que: 

E
B

B
σ

=ε                (4.6.1.5.5.) 

Si expresamos las deformaciones en función de la temperatura, se cumple 

que: 

T∆α=ε                (4.6.1.5.6.) 

Combinando (4.6.1.5.6.) con (4.6.1.5.2.) y (4.6.1.5.4.) se obtiene que: 

α

σ
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α
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α
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A           (4.6.1.5.7.) 
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29.0

E
T yBB

B           (4.6.1.5.8.) 

Por lo tanto, el modelo de autotensiones queda definido dándole a cada 

nodo de la directriz del arco que pasa por el punto A la temperatura ∆TA; a los 

de los puntos B, C e intermedios ∆TB y a los nodos que quedan entre los puntos 

(2) y (3) y (4) y (5) una temperatura lineal entre ambos que responde a: 

B
BA Tx

t6
TT

)x(T ∆−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∆+∆
=∆           (4.6.1.5.9.) 

donde x=0 en el punto B. 

Para demostrar la validez del modelo se han calculado con esta distribu-

ción térmica una serie de arcos: 

• Biapoyados y biempotrados 

• Longitud: 20, 30 y 40 m 

• Relación flecha-luz: 0.1 y  0.2 

• Con sección de 40x40 cm y espesor 1 cm 

• Acero de límite elástico 235 MPa 

• α=1.2E-5 1/ºC 

• Sometidos a la distribución de temperaturas descrita 
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Y se ha obtenido que, para todos los casos, la distribución de tensiones es 

la que se muestra en la Figura 4.6.1.5.10. 

 

Figura 4.6.1.5.10.  “Diagrama de autotensiones utilizado en la presente 
Tesis.” 

Esta distribución es equivalente a la que se pretende simular. Luego se da 

por validado el modelo de autotensiones en ANSYS. 

4.6.2. Variaciones en el límite elástico 

En el ámbito de las columnas se han realizado experiencias para investi-

gar los efectos que influencian el límite elástico. Estas experiencias se han reali-

zado sobre probetas comprimidas de muy poca esbeltez. 

Los resultados experimentales demuestran claramente la dependencia del 

límite elástico del grosor de las paredes de las piezas en la parte comprimida. 

Como el límite elástico tiende a disminuir a medida que aumenta el espe-

sor de la chapa y en los perfiles las alas son de espesor mayor que las almas, se 
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adoptó como límite elástico de la sección el del ala. Además, la contribución de 

las alas a la carga última es superior a la contribución del alma. 

La ECCS propone unos valores del límite elástico para distintos aceros en 

función del espesor.  

4.7. IMPERFECCIONES CONSTRUCTIVAS 

4.7.1. Introducción 

Se denominan imperfecciones geométricas a las desviaciones que sufre la 

estructura respecto a su forma ideal, tanto de la pieza completa como de sus 

componentes. 

Las estructuras metálicas se construyen con tolerancias, ya que es impo-

sible conseguir directrices reales idénticas a las teóricas. Estas pequeñas imper-

fecciones, que apenas suelen tener incidencia tensional en estructuras de hor-

migón (con grandes secciones y bajas tensiones), alteran notablemente la forma 

de trabajo de las estructuras metálicas (elementos delgados muy tensionados). 

De hecho una imperfección geométrica puede transformar la tipología de un 

problema de estabilidad, de uno de bifurcación en otro de flexiones de segundo 

orden.  

¿Por qué? Dos chapas comprimidas, unidas a tope, se transmitirían gran-

des tensiones de compresión si fueran perfectamente coplanarias. Al no serlo, 

aparecen unas componentes normales a la unión, de valor medio dado por el 

producto de fuertes tensiones y un seno muy pequeño. Las chapas comprimidas 

comienzan a trabajar a flexión, a la que ofrecen una resistencia muy baja por-

que son piezas de débil espesor e inercia. Muchas veces esta falta inevitable de 

coplanariedad obliga a disponer rigidizadores transversales que aparecen en el 

diseño sólo por la existencia de una construcción imperfecta. 

De igual manera, una pieza metálica esbelta y comprimida, de directriz 

desplazada de la teórica por una imperfección constructiva, sufre unos esfuerzos 

de flexión, no recogidos en el modelo teórico, que pueden influir tanto en su 

estabilidad como en su carga última. 
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Un proyectista de estructuras metálicas debe tener presente las toleran-

cias de fabricación a la hora de diseñar. De igual manera, debe incluir en sus 

cálculos la geometría modificada por las tolerancias siempre que se trate de una 

estructura con riesgos de inestabilidad, con claro comportamiento no lineal o en 

la que pretenda determinar la carga ultima de colapso. 

Por eso se van a estudiar las imperfecciones constructivas en tanto en 

cuanto afectan a la carga última de las estructuras y sus componentes. 

4.7.2. Tipos de imperfecciones constructivas según la ECCS 

• Variaciones de los datos de las secciones 
 

El proceso de laminación modifica los valores nominales del área, la iner-

cia, el módulo resistente elástico Wel y el módulo plástico Wpl. Sin embargo, di-

cha variación es muy pequeña comparada con la eventual variación del límite 

elástico. 

Dentro de que la variación de las propiedades de las secciones sobre la 

carga última es pequeña, su influencia oscila con la esbeltez considerada. Por 

ejemplo, el efecto de la variación de áreas para pequeñas esbelteces es insignifi-

cante comparado con la influencia de otros parámetros, particularmente el límite 

elástico. El efecto de la variación del área es comparativamente mayor para 

esbelteces medias y altas.  

En cualquier caso se puede concluir que este tipo de imperfecciones tiene 

poca influencia en la determinación de la tensión crítica de una pieza, resultando 

insignificante respecto a otros parámetros. 

• Imperfección geométrica en las barras. 
 

La fabricación de columnas introduce variaciones en la dirección longitudi-

nal del eje ideal, además de las alteraciones en la sección transversal. De igual 

manera ocurre en los arcos. 

El efecto de estas imperfecciones en la resistencia de la columna se puede 

representar por dos parámetros: la excentricidad de las cargas en los extremos 
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de la pieza “e” y una flecha de valor e0 que sea la amplitud de  una curva senoi-

dal que se adapte a la forma real. (Figura 4.7.2.1) 

 
Figura 4.7.2.1: “Imperfección de barras.” 

a) Excentricidad de la carga  

La carga excéntrica transferida puede ser causada por las variaciones de 

la sección real respecto a la de la pieza ideal. Debido a estas variaciones, las 

cargas no se aplican necesariamente en el centroide de la sección.  

Con objeto de conocer si la flecha senoidal: 

)(
1000

)(
L
xsenLxy π

=        (4.7.2.2.) 

podría absorber las excentricidades normales de las cargas se realizaron una 

serie de investigaciones utilizando la flecha central y haciendo variar la excentri-

cidad de las cargas dentro de los límites que la experimentación daba como 

normales. Se demostró que la curva de pandeo e=0 y una forma senoidal de la 

directriz cubre la mayor parte de excentricidades normales que suelen estar 

entre: 

40
ie

20
i

≤≤          (4.7.2.3.) 

siendo: 

i = radio de giro de la sección. 

especialmente para el campo de las esbelteces más utilizadas. 
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b) Falta de rectitud inicial 

La ECCS midió varios tipos de curvatura inicial en columnas laminadas y 

soldadas. Algunas columnas tenían su máxima falta de rectitud a un cuarto de la 

longitud en lugar de en el centro. Parece ser que esa falta de curvatura se po-

dría aproximar muy bien por series de Fourier. Para una curvatura con una des-

viación de L/650 cerca del cuarto, se puede simular una curva de amplitud 

L/1000 en el centro. Las curvas calculadas para ambas curvaturas dan igual 

buen resultado. Comparando las curvas flecha-carga con la imperfección real y 

la senoidal propuesta, se obtienen resultados muy similares. 

Basándose en esta aproximación, la ECCS realizó un programa experimen-

tal donde obtuvo el valor de e0 para una serie de columnas en función de su 

longitud. Los valores más desfavorables para cada columna variaron de L/530 a 

L/3.360 (las columnas probadas no fueron laminadas en frío).  

• Imperfecciones en pórticos 

 

Aunque no forman parte del ámbito de la presente Tesis, cabe mencionar-

los. Existen dos tipos de imperfecciones: desplazamientos de las uniones y giros 

entre ellas. Las segundas son prácticamente iguales en la realidad y en los expe-

rimentos (aunque se han hecho pocos). Las primeras se demuestran experimen-

talmente que se absorben con un desplazamiento horizontal de ± 5 mm. 
 

4.7.3. Bases de las curvas ECCS 

La imperfección geométrica representativa elegida por la ECCS para el 

análisis de carga última en su plano de una pieza recta cargada, sometida a 

compresión, es una curvatura inicial con forma de una semionda senoidal y fle-

cha central de valor L/1000. Este valor es una recopilación de límites de excen-

tricidades que se recoge en las Recomendaciones de la ECCS R9 “Tolerancias” y 

está de acuerdo con los valores reales medidos. 

Cubre conservadoramente todas las excentricidades en el rango de esbel-

teces de interés práctico. 
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4.7.4. Las normativas 

La Norma alemana  DIN 18800, cuando se refiere a la estabilidad, no es-

pecifica nada respecto a tolerancias, ya que habla de imperfecciones geométri-

cas globales en las que están incluidos las tensiones residuales y los efectos de 

segundo orden. 

 La Norma española RPM-95 especifica que si se realiza un análisis no li-

neal de cálculo en material y geometría, es preciso dar unos valores de imper-

fección geométrica constructiva que denomina tolerancias, y que, en el caso de 

arcos en su plano, es una curva de amplitud máxima L/1000, siendo L la cuerda 

del arco. 

El Eurocódigo 3 incluye el valor de las imperfecciones geométricas en sus 

curvas de pandeo para columnas, pero no propone ningún modelo de imperfec-

ción geométrica para arcos si estos se quieren representar por un modelo com-

pleto. 

No se ha encontrado nada respecto a una imperfección geométrica inicial 

en arcos en las: 

a) Normativas del Este de Europa 

CSN 73 1401 84 

MSZ 15024/1 85 

TGL 13503/01 82 

b) Normativa Japón 

JRA 89 

c) Normativa EE.UU. 

AASHTO 98 

Y sin embargo, es evidente que para modelizar arcos metálicos con objeto 

de determinar de su carga última hay que introducir en las secciones una imper-

fección geométrica inicial. 
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4.7.5. Imperfección geométrica adoptada en la presente Tesis 

Como el modelo de arco que se presenta en el Capítulo 9 incluye todas las 

variables que afectan a la carga última, se ha tomado un modelo de deformada 

inicial para cotejar los cálculos del arco en su plano, tal y como indica la RPM 95, 

de valor senoidal con los máximos en los cuartos del arco, como se propone en 

la Figura 4.7.5.1. 

 

Figura 4.7.5.1.  “Imperfección geométrica adoptada para el estudio de 
arcos en su plano en la presente Tesis.” 

En lo que respecta al estudio del arco fuera de su plano (objeto primero 

de la presente Tesis) se adopta una deformada inicial de valor cosenoidal con el 

máximo en el punto medio del arco, tal y como se muestra en la Figura 4.7.5.2. 
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Figura 4.7.5.2. “Imperfección geométrica adoptada para el estudio de 
arcos fuera de su plano en la presente Tesis.” 
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5. MODELOS DE CÁLCULO APLICADOS EN EL 
ESTUDIO. DEFINICIÓN DE LOS VALORES DE 
REFERENCIA 

5.1. SOFTWARE EMPLEADO PARA LA MODELIZACIÓN 

Tal y como se ha comentado con anterioridad, se ha utilizado el programa 

ANSYS versión 10.0 para realizar los cálculos objeto de la presente Tesis. El 

Ansys es un programa de aplicación general para el cálculo con elementos finitos 

que permite resolver problemas estructurales, térmicos, eléctricos, magnéticos y 

de fluídos. 

El Método de los Elementos Finitos comprende dos aproximaciones: 

a) Aproximación física del dominio a través de los nodos (puntos donde se 

ubican las variables de cálculo) y elementos  (representan el dominio y 

conectan los nodos) imponiendo una serie de condiciones de contorno. 

b) Aproximación de la solución (desplazamientos en este caso) a través de 

los desplazamientos nodales y las funciones de forma. 

En la Figura 5.1.1. se esquematiza la organización del programa Ansys en la 

que se destacan tres módulos: 

a. Preprocesador: permite la construcción del modelo definiendo la 

geometría, materiales, tipos y características de los elementos. 

b. Solución: aplica las cargas y permite obtener la solución. 

c. Postprocesador: interpreta los resultados permitiendo obtener tablas, 

gráficos, etc. 
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Figura 5.1.1. “Esquema organizativo del programa Ansys.” 

 

5.2. MODELIZACIÓN DEL ARCO CON ELEMENTOS “BEAM” 

Para realizar los cálculos “lineales” y los “no lineales” correspondientes a 

la hipótesis de material elástico se utiliza un modelo de arco constituído por 

elementos BEAM 4. 

El elemento BEAM 4 es una viga elástica de tres dimensiones; es un ele-

mento uniaxial sometido a compresión, tensión, torsión y flexión, con seis gra-

dos de libertad en cada nodo: traslaciones según las direcciones nodales “x”, “y” 

y “z”, y rotaciones con respecto a los ejes nodales “x”, “y” y “z”. Admite grandes 

deformaciones (es decir, la no linealidad geométrica). 

En la Figura 5.2.1. se muestra la geometría, la posición de los nodos y los 

sistemas de coordenadas del elemento BEAM 4. 
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Figura 5.2.1. “Geometría del elemento BEAM 4.” 

 

El BEAM 4 se define por dos o tres nodos, el área de la sección transver-

sal, los momentos de inercia con respecto a los ejes “y” y “z”, las dimensiones 

de la sección, un ángulo de orientación con respecto al eje “x”, el momento tor-

sional y las propiedades del material. 

Todos los cálculos realizados con el elemento BEAM 4 tratan de verificar 

los resultados y conclusiones contenidos en la bibliografía obtenidos por otros 

autores en los supuestos de cálculo “lineal” y con “no linealidad geométrica” 

tanto en como fuera del plano. 

La directriz del arco es parabólica y se rige por la ecuación 

f
L
Xfy +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
2

.4 . En la Figura 5.2.2. se indica el significado de los parámetros 

incluidos en la definición de la parábola. 
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Figura 5.2.2. “Definición de los parámetros incluidos en la ecuación de la 
parábola “directriz” del arco.” 

La sección transversal empleada coincide con la referida en el Capítulo 4, 

Figura 4.3.3.1., un cajón cuadrado de 40 cm de lado y 1 cm de espesor. 

Las características mecánicas de la sección adoptadas son las indicadas en 

la Figura 5.2.3. 
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Figura 5.2.3. “Características mecánicas de la sección adoptada.” 

 

En lo que respecta a las características del acero, se considera un límite 

elástico σy de 235 MPa. 
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Para los cálculos correspondientes al supuesto de material elástico con  no 

linealidad geométrica se introducen las imperfecciones geométricas iniciales 

tanto dentro como fuera del plano tal y como se indica en el apartado 4.7.5. 

“Imperfección geométrica adoptada en la presente Tesis” del capítulo anterior. 

5.3. MODELIZACIÓN DEL ARCO CON ELEMENTOS “SHELL” 

Para determinar la carga última de un arco parabólico sometido a una 

carga uniformemente distribuida en planta bajo la hipótesis de cálculo plástico 

no lineal con imperfecciones geométricas y tensiones residuales iniciales se utili-

za un modelo de arco constituido por elementos SHELL 43. 

El elemento SHELL 43 es una placa de cuatro nodos con comportamiento 

plástico que admite un cálculo con grandes deformaciones (no linealidad geomé-

trica); tiene seis grados de libertad en cada nodo, al igual que ocurre con el 

BEAM 4: traslaciones según las  direcciones nodales “x”, “y” y “z”, y rotaciones 

con respecto a los ejes nodales “x”, “y” y “z”. 

En la Figura 5.3.1. se muestra la geometría, la posición de los nodos y los 

sistemas de coordenadas del elemento SHELL 43. 
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Figura 5.3.1. “Geometría de SHELL.” 
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El elemento se define por cuatro nodos, cuatro espesores y las propieda-

des ortótropas del material. En el caso particular del presente estudio se ha utili-

zado un espesor constante en los cuatros lados de la placa. 

Las secciones transversales empleadas y los espesores dispuestos en los 

diferentes casos utilizados para validar los cálculos relativos a la carga última de 

un arco en su plano se resumen en la siguiente tabla: 

DIMENSIONES
PERÍMETRO
INTERMEDIO (m) (cm)

ESPESORESQUEMA

0,40 X 0,40

1,00 X 1,00

0,20 X 1,00

1

2

1

0,40 X 1,00 1

 

En lo que respecta a las características del material “acero”, se mantiene 

lo dispuesto en el apartado anterior, añadiendo lo relativo al comportamiento 



MODELOS DE CÁLCULO APLICADOS EN EL ESTUDIO. DEFINICIÓN DE LOS VALORES 
DE REFERENCIA  
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

5.7 

plástico. Se utiliza la opción de “Bilinear Kinematic Hardening”, un material ki-

nemático bilineal. 

El material bilineal kinemático presenta un diagrama tensión-deformación 

con dos tramos lineales y el escalón de descarga se realiza con una amplitud de 

tensión yσ2 . 

En la Figura 5.3.2. se muestra el diagrama ∈−σ  de este tipo de material. 

2

2s y

s y

e

 

Figura 5.3.2.  “Diagrama tensión-deformación ∈−σ  de un material 
bilineal kinemático.” 

 

En lo que respecta al endurecimiento kinemático se supone que la superfi-

cie plastificada permanece constante en tamaño y se desplaza en el diagrama 

tensional con la plastificación progresiva, tal y como se muestra en la Figura 

5.3.3.  
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Figura 5.3.3. “Comportamiento de un material kinemático con 
endurecimiento.” 

 

El criterio de plastificación que se emplea es el de Von Mises. 

5.4. CONDICIONES DE CONTORNO DE LOS MODELOS DE  

ESTUDIO 

Todos los modelos de estudio utilizados en los cálculos analizan dos condi-

ciones de contorno diferentes: arcos biapoyados y arcos biempotrados. 

Dependiendo del tipo de elemento empleado las condiciones de apoyo se 

simulan de diferente manera: 

5.4.1. Elemento BEAM 4 

5.4.1.1. Arco biapoyado  

En los dos nodos situados en los dos extremos del arco se impone que los 

desplazamientos según los ejes globales “x”, “y” y “z” y el giro según el eje x 

sean nulos. Asimismo, es necesario realizar previamente en cada nodo un cam-

bio de coordenadas globales a locales con el fin de definir con exactitud las con-
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diciones de contorno “reales”. En la Figura 5.4.1.1.1. se indican de forma gráfica 

los vínculos impuestos en los extremos del arco. 

 

Z=Z

y
x

Z

Z=Z

Y

(u )  =1 X X2(u )  =0

x (u )  =02 yy1(u  )  =

(rot )  =1 X X2(rot )  =0

(u )  =02 zz1(u  )  =
y

 

Figura 5.4.1.1.1.  “Condiciones de contorno impuestas para el caso de arco 
biapoyado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 

5.4.1.2. Arco biempotrado 

En los nodos situados en los dos extremos del arco se impone que los 

desplazamientos y los giros según los ejes globales “x”, “y” y “z” sean nulos. 

En la Figura 5.4.1.2.1. se indican de forma gráfica los vínculos impuestos 

en los extremos del arco. 
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Figura 5.4.1.2.1. “Condiciones de contorno impuestas para el caso de arco 
biempotrado modelizado con elementos BEAM 4.” 

5.4.2. Elemento SHELL 43 

5.4.2.1. Arco biapoyado 

La modelización de las condiciones de contorno para el caso de utilizar 

elementos SHELL 43 es más compleja que para el caso de elementos   BEAM 4. 

Además, es necesario realizar una serie de puntualizaciones en lo que se refiere 

al estudio en el plano o fuera del plano. 

Si atendemos al comportamiento del arco en su plano, la vinculación de 

cada apoyo al terreno se realiza colocando un apoyo simple en todos los nodos 

situados en la arista intermedia de cada extremo del arco paralela a la sección 

transversal. De esta forma se asegura que en los apoyos no existe desplaza-

miento alguno y que es posible el giro con respecto al eje “z”. 
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Figura 5.4.2.1.1. “Condiciones de contorno impuestas para el caso de arco 
biarticulado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 

En lo que respecta al comportamiento fuera del plano, la teoría define un 

vínculo en cada apoyo con el nodo central de cada extremo sin desplazamientos 

según los 3 ejes coordenados y con todos los nodos de la arista intermedia para-

lela a la sección transversal sin desplazamiento según el eje “y”. De esta forma 

se permitiría el giro en los apoyos con respecto al eje “y”. No obstante, la reali-

dad no coincide con lo que define la teoría. En la práctica los apoyos de las es-

tructuras metálicas se ejecutan tal y como se indica en la Figura 5.4.2.1.1., por 

lo que los cálculos fuera del plano en el caso de arco biapoyado se realizarán 

conforme a lo reseñado anteriormente. 
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5.4.2.2. Arco biempotrado 

La modelización del apoyo para el caso de arco biempotrado se realiza im-

poniendo en todos los nodos que componen el contorno unos desplazamientos 

con respecto a los ejes coordenados globales “x”, “y” y “z” nulos. 

y

z

x

(u )  = (u ) = 0y iix(u )  = z i

 

Figura 5.4.2.2.1. “Condiciones de contorno impuestas para el caso de arco 
biempotrado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 

De esta forma se asegura la no existencia de movimientos y giros en los apoyos. 

En la Figura 5.4.2.2.1. se esquematizan gráficamente las condiciones de contor-

no impuestas para el arco biempotrado. 

5.4.3. Rigidización de los apoyos en el caso del elemento SHELL 

43 

La modelización del arco con elementos SHELL 43 hace necesario la rigidi-

zación de los apoyos con chapas de grosor elevado que simulen la realidad: los 

arcos de sección cajón jamás se apoyan sin rigidizar para evitar la rotura por 
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plastificación local de las chapas en los arranques. Es necesario diseñar un re-

fuerzo con los espesores adecuados para que la tensión sea inferior al límite 

elástico. 

En la Figura 5.4.3.1. se muestra el esquema de rigidización propuesto. 

 

Figura 5.4.3.1. “Detalle de rigidización del apoyo.” 

Los arcos reales tienen una sustentación similar. Este refuerzo no altera la 

carga de colapso real, ya que las secciones pésimas están en riñones o en clave 

y la zona reforzada es tan corta que apenas afecta a la rigidez global de la es-

tructura. 

5.5. VALORES DE REFERENCIA 

Toda la bibliografía existente relativa a la materia objeto de la presente 

Tesis utiliza en sus exposiciones algunos valores y parámetros de referencia, 

cada uno de los cuales tiene su utilidad.  

Suelen utilizarse para definir y comparar los resultados obtenidos. Los 

más utilizados son los siguientes: 
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• Carga de referencia qp: es la carga uniformemente distribuida en planta 

que produce la plastificación por axil en los arranques cuando se realiza un es-

tudio de primer orden elástico. Su valor viene definido por:  

1
16
1

2
2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

f
LL

yAq p
σ

        (5.5.1.) 

Este valor no es realmente exacto, ya que no tiene en cuenta que el acor-

tamiento del arco provoca el giro en las secciones, generando momentos a lo 

largo de la directriz. Estos momentos dan lugar a que el valor de la carga que 

hace plastificar los apoyos varía por el efecto del momento. A pesar de esto, la 

facilidad de cálculo en régimen elástico convierte a qp en uno de los más utiliza-

dos valores de referencia. 

• Esbeltez del arco: se define como 
 

i
S

=λ             (5.5.2.) 

 
donde: 
 
S es la longitud de desarrollo del arco  

i es el radio de giro de la sección             
A
Ii =  

 
 
• Esbeltez reducida del arco: se define como 
 

E
y

i
l

y
EE

22 2
1

π
σ

σ
π

λ
λ
λλ ===       (5.5.3.) 

 
con el fin de independizarla del valor de las características mecánicas del mate-
rial. 
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6. ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD EN LOS ARCOS 

6.1. CONCEPTO GENERAL DE INESTABILIDAD 

Cuando se estudia el comportamiento de cualquier estructura es necesario 

analizar su capacidad de volverse inestable. Antes de hacerlo con el arco se ana-

lizan los conceptos básicos que fundamentan la teoría de la estabilidad en el 

cálculo general de estructuras. 

La “estabilidad” es la capacidad de una estructura de mantener sensible-

mente inalterada su deformada y su estado tensional ante la presencia de pe-

queñas perturbaciones. La “inestabilidad” es lo contrario y su incapacidad se 

manifiesta de dos maneras: 

- La bifurcación, en la que una estructura, tras un pequeño incremento 

de carga, cambia bruscamente su geometría y comienza a trabajar como un 

mecanismo resistente sustancialmente diferente al que tenía en el instante ante-

rior. 

- El agotamiento por pandeo, en el que la estructura, tras un pequeño 

incremento de carga, se deforma incontroladamente hasta arruinarse. La carga 

que marca el punto de bifurcación se denomina carga crítica (Pc); la que provoca 

el agotamiento es la carga última de colapso (Pu). 

Si mediante una coacción se impide la bifurcación, la estructura admitirá 

incrementos adicionales de carga hasta un nuevo valor crítico que provocará una 

nueva bifurcación con una forma geométrica diferente de la primera. Si se vuel-

ve a impedir con otra coacción aparecerán posteriormente otra carga crítica y 

una bifurcación diferente a las anteriores. Cada forma geométrica distinta se 

denomina modo de pandeo y se ordenan de menos a más (primer modo, segun-

do, tercero, etc) según el valor de sus correspondientes cargas críticas. 

El primer modo es el de menor carga crítica y coincide con la forma natu-

ral de pandear la pieza si no existe coacción alguna al movimiento. Si se coarta 

el primero, la pieza pandeará por el segundo y así sucesivamente. 
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El comportamiento postcrítico de una estructura se refiere a las situacio-

nes en las que tras la bifurcación es capaz de soportar nuevos incrementos de 

carga. Si el comportamiento postcrítico es bueno se admiten fuertes incremen-

tos de carga previos a alcanzar la carga última (Pu>>Pc); en otras el agotamien-

to se produce sin bifurcación (Pu < Pc). 

6.2. TIPOS DE INESTABILIDAD 

La inestabilidad de una estructura puede afectarla en su conjunto (inesta-

bilidad global) o a elementos parciales de la misma, ya sea por medio de pandeo 

local de elementos estructurales aislados, ya sea a través de la abolladura en el 

caso de inestabilidad de chapas. 

6.3. TIPOS DE CÁLCULO DE INESTABILIDAD 

La estabilidad de la estructura depende de la ley de comportamiento del 

material con el que está construida y del tipo estructural en el que se encuadra. 

Aunque el fenómeno de la inestabilidad es único, su cálculo puede realizarse de 

forma más o menos simplista, según las hipótesis consideradas, arrojando resul-

tados diferentes. Cabe así hablar de diferentes análisis de estabilidad, más o 

menos precisos en cuanto a la simulación de la realidad. 

El arco, cuando se diseña como antifunicular de las acciones a las que va 

a estar sometido, trabaja fundamentalmente a compresión, con lo que se puede 

asemejar a una columna cargada a compresión pura. Y, como tal, el estudio de 

su estabilidad se puede abordar, de forma simplista, desde el punto de vista de 

la estabilidad lineal, donde se obvia la no linealidad del material y se supone que 

la geometría no cambia antes de la bifurcación. Este modelo ideal de comporta-

miento proporciona un valor teórico para la carga crítica, y su determinación se 

denomina cálculo de estabilidad elástica lineal. Corresponde a estructuras 

teóricas, no existentes en el mundo real y tiene  tan sólo un valor académico. Su 

metodología de análisis ha sido desarrollada a lo largo del tiempo por diversos 

autores y se puede decir que está prácticamente cerrada y formulada, siendo 

sencilla su implementación tanto en programas de cálculos de estructuras de 

uso cotidiano como en tablas, fórmulas, ábacos, etc. 
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Las hipótesis anteriores suponen que los arcos se consideran inextensibles 

ante los efectos del axil. Sin embargo, en la realidad, se acortan y flectan. No 

existen arcos sometidos a compresión pura por muy adecuada que intente ser la 

geometría del arco a su antifunicular porque son elongables. La razón es eviden-

te: la hipótesis de inextensibilidad no es más que una simplificación, válida sólo 

desde el punto de vista práctico para arcos muy esbeltos. Al acortarse los arcos 

más rígidos, las secciones giran y aparecen momentos. A este efecto hay que 

sumarle el hecho de que normalmente los arcos están sometidos a cargas para 

las que no son antifuniculares, por lo que aparecen esfuerzos de flexión que 

hacen que el arco cambie de forma respecto a la original antes de que aparezca 

el fenómeno de pandeo. Estas consideraciones hacen que el problema se con-

vierta en no lineal desde el punto de vista geométrico. Si se consideran estas 

deformaciones previas, pero se continúa obviando la no linealidad del material 

para obtener la carga crítica, se trata de un cálculo de estabilidad elástica no 

lineal. Los arcos que se calculan por este método son los que se deforman sus-

tancialmente antes de alcanzar la carga de agotamiento por pandeo. Este cálcu-

lo sólo es útil para piezas muy esbeltas trabajando a flexocompresión, y tiene un 

valor indicativo, porque la carga última real siempre implica un comportamiento 

no elástico. Tiene interés académico porque constituye una mejor aproximación 

a la realidad que la anterior. También es más fácil de modelizar que si se pre-

tende simular la pieza física y por ello se utiliza para determinar un umbral su-

perior de la carga real de pandeo. 

Este problema también está descrito y abordado en múltiples publicacio-

nes, aunque su solución no está cerrada por formulación alguna. Sí existen, sin 

embargo, tablas que resuelven diferentes casos, así como algoritmos de solución 

implementados en programas de cálculo de uso más especializado. 

En los métodos de cálculo descritos se supone que las relaciones entre 

tensión y deformación del acero son lineales, es decir, no se contempla la plasti-

ficación de las secciones del arco y su propagación a lo largo de amplias zonas 

del mismo. Además, si no se tiene en cuenta la curva de comportamiento real 

del acero, es imposible introducir el fenómeno de las autotensiones de la pieza, 

ya que frecuentemente éstas superan el límite elástico del material. Para consi-

derar estas circunstancias en el modelo de cálculo es necesario contar con la 

ecuación constitutiva del material, así como las tensiones residuales e imperfec-

ciones geométricas de la pieza. Cuando el cálculo incluye todos estos paráme-



ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD EN LOS ARCOS  
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

6.4 

tros se habla de un cálculo de estabilidad inelástica no lineal, y aparece el 

concepto de carga de agotamiento de la estructura. En este caso el análisis se 

centra en la determinación de la carga última de colapso. 

Este problema se encuentra muy poco estudiado, y apenas existe biblio-

grafía al respecto. La única manera de afrontarlo es mediante programas que 

tengan en cuenta la no linealidad geométrica de la estructura y la no linealidad 

del material. Diversos autores han desarrollado formulaciones a medida para 

casos muy concretos, pero la realidad es que el ingeniero de hoy sólo dispone 

como herramientas de cálculo a su alcance de los programas comerciales de 

elementos finitos. Y, aún así, el uso de éstos es frecuentemente engorroso para 

un profano. 

6.4. LA INESTABILIDAD LATERAL EN ARCOS 

La inestabilidad lateral para un arco se define, al igual que para el resto 

de la estructuras, como la capacidad de permanecer en su posición y soportar 

cargas, aunque se perturbe ligeramente por un incremento de las acciones, late-

ralmente. En el caso de arcos elásticos sometidos a cargas conservativas, la 

carga crítica siempre se corresponde con un punto de bifurcación o con un punto 

límite. En la Figura 6.4.1. se muestran dos curvas carga-deformación posibles en 

el pandeo lateral de arcos. Cada punto representa una configuración de la es-

tructura en equilibrio. 

 

Figura 6.4.1.  “Caminos de deformación-carga posibles para la 
inestabilidad lateral de arco.” 

e

CARGA DE BIFURCACIÓN

q

e

CARGA LÍMITE DE ESTABILIDAD

q

CARGA DE BIFURCACIÓN

MODO SIMÉTRICO
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La Figura 6.4.1.a. muestra la relación entre la carga y la deformación para 

el caso de cálculo LINEAL. Hasta que no se alcanza un valor de la carga denomi-

nado “carga de bifurcación”, la deformación es nula. A partir de esta carga la 

deformación aumenta irremediablemente hasta rotura. 

La Figura 6.4.1.b. muestra la relación entre la carga y la deformación para 

el caso de cálculo NO LINEAL. Al alcanzar la carga el valor de la carga de bifur-

cación, puede incrementarse suavemente a partir de la misma hasta alcanzar el 

punto límite tras grandes movimientos fuera del plano del arco. 
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7. INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL GLOBAL 
LATERAL DE ARCOS 

7.1. HIPÓTESIS SIMPLIFICATIVAS DE UN CÁLCULO DE 

INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL GLOBAL TANTO EN 

COMO FUERA DEL PLANO 

Para realizar un cálculo de inestabilidad (también denominado “pandeo”) 

elástica lineal es necesario adoptar las siguientes hipótesis simplificativas de 

partida: 

- El material es elástico 

- El arco es inelongable, con lo que no aparecen momentos debidos al 

acortamiento por axil 

- Se tienen en cuenta los momentos de primer orden y no la influen-

cia de la flexión provocada por el axil en la deformada 

-  Se desprecian las deformaciones producidas por el cortante 

Este cálculo es muy simplificado y aporta una información poco relevante: 

el material dista mucho de ser lineal en su comportamiento y no tiene en cuenta 

el cambio de geometría por la flexión y la correspondiente aportación del axil a 

la misma. No obstante, ha sido el único modelo utilizado antes de la aparición de 

los ordenadores por su simplicidad de cálculo. 

No tiene mucho interés en la práctica, aunque aporta muchas conclusiones 

interesantes sobre el comportamiento de los arcos. 

7.2. UN REPASO A LA INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL     

GLOBAL DE ARCOS EN SU PLANO. VALIDACIÓN DEL 

MODELO DE CÁLCULO 

Tal y como se describe en la Tesis de Arancha Manzanares (2001) en el 

cálculo clásico la inestabilidad de un arco se basa en la fórmula de la Resistencia 

de Materiales 
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"EIyM =          (7.2.1.) 

que relaciona el momento flector en un punto con su curvatura correspondiente 

a través de la rigidez a flexión. Si el arco está sometido a compresión pura, no 

debe existir curvatura debida al momento. No obstante, la inestabilidad se defi-

ne como la amplificación de la flecha provocada por una perturbación por la 

influencia del axil. Así pues, la estructura se define independientemente de las 

cargas a las que a priori se encontraba sometida. La ecuación de una barra so-

metida a compresión pura con un carga Ρ  viene definida por 

ΕΙ
Ρ−

=
y

dx
yd
2

2

        (7.2.2.) 

Existe un valor de la carga de compresión Ρ  para el cual la amplitud de la 

deformada tiende a infinito: la “carga crítica de pandeo elástico lineal”. 

La determinación de dicha carga crítica para arcos no es sencilla debido a 

la posible dificultad que presenta la ecuación diferencial. Algunos autores han 

resuelto una serie de casos sencillos que nos sirven de referencia para validar el 

modelo empleado en la presente Tesis. De todos ellos nos centramos en los va-

lores recogidos por THEODORE V. GALAMBÓS en 1.998 en su “Guía de criterios 

de diseño de estabilidad de estructuras metálicas”, los cuales se muestran en la 

Tabla 7.2.3. 

Arco triarticulado Arco biapoyado Arco biempotrado
f/L qL3/EI HL2/EI qL3/EI HL2/EI qL3/EI HL2/EI

a)  Arcos parabólicos sometidos a carga vertical uniformemente distribuido en proyección horizontal.
0,10 22,5 28,1 29,1 36,3 60,9 76,2
0,15 39,5 32,9 85,1 70,9
0,20 39,6 24,8 46,1 28,8 103,1 64,5
0,25 49,2 24,6 114,6 57,3
0,30 49,5 20,6 49,5 20,6 120,1 50,0
0,35 47,8 17,1 120,6 43,1
0,40 45,0 14,1 45,0 14,1 117,5 36,7
0,50 38,2 9,6 38,2 9,6 105,3 26,3

b)  Arcos catenaria sujetos a carga vertical uniformemente distribuida a lo largo del eje del arco.
0,10 28,7 36,3 60,1 76,2
0,15 38,3 32,8 82,7 70,9
0,20 43,5 28,5 98,0 64,3
0,25 44,8 24,1 105,9 56,9
0,30 43,2 19,8 107,4 49,4
0,35 39,7 16,1 104,0 42,1
0,40 35,3 12,9 97,2 35,4
0,50 26,5 8,2 79,3 24,5

c) Arcos circulares sometidos a carga hidrostática uniformemente distribuido a la larga del eje del arco.
0,10 22,2 26,7 28,4 34,1 58,9 70,7
0,20 33,5 17,6 39,3 20,6 90,4 47,5
0,30 34,9 9,3 40,9 10,9 93,4 24,9
0,40 30,2 3,4 32,8 3,7 80,7 9,1
0,50 24,0 0 24,0 0 64,0 0

 

 Tabla 7.2.3.: “Parámetros de carga crítica y de reacción 
horizontal crítica para arcos en compresión pura.” 
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Los cálculos relativos a los arcos parabólicos sometidos a carga vertical 

uniformemente distribuida en proyección horizontal para los arcos triarticulados, 

biapoyados y biempotrados fueron realizados por AUSTIN y ROSS en 1.976. De 

los parámetros que figuran en la tabla, “f” es la flecha del arco, “L” la longitud 

de la cuerda del arco, “q” la carga uniformemente distribuida en planta y EI la 

rigidez a flexión en el plano del arco. 

Los modos fundamentales de pandeo para los arcos biapoyados y biempo-

trados son asimétricos, en los que el arco se mueve hacia la derecha, despla-

zándose la corona y convirtiéndose en un punto de inflexión. 

La Figura 7.2.4. muestra el modo principal de pandeo de los arcos biapo-

yados y biempotrados 

Arco Biempotrado

Arco biapoyado

Modo simétrico, Arco triarticulado
 

Figura 7.2.4:  “Modo principal de pandeo de los arcos biapoyado y 
biempotrado.” 

Hoy en día, el desarrollo de los ordenadores permite resolver los proble-

mas estructurales de manera muy rápida utilizando el método matricial. Partien-

do del método de los elementos finitos se ha desarrollado un procedimiento para 
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calcular la estabilidad elástica lineal basado en el clásico problema matemático 

de los autovalores. 

Sea una estructura sometida a unas cargas P0. Considerando un compor-

tamiento lineal, se producirán unos desplazamientos u0 que dependerán de la 

matriz de rigidez Ke con una relación lineal del tipo  

{ } [ ]{ }00 uKP e=         (7.2.5.) 

Si se incrementa la carga cumple 

{ } [ ] ( )[ ]{ }uKKe ∆+=∆Ρ σσ       (7.2.6.) 

donde σK  es una matriz que considera el efecto de los axiles del estado 

inicial sobre la rigidez de la estructura (se tienen en cuenta los efectos de se-

gundo orden). 

Si en el momento antes de pandear el comportamiento de la estructura es 

lineal, se cumple: 

oΡ=Ρ λ  

ouu λ=          (7.2.7.) 

oλσσ =  

y la ecuación (7.2.6.) queda de la forma: 

{ } [ ] ( )[ ][ ]{ }uKKe ∆+=∆Ρ 0σλ σ       (7.2.8.) 

En el momento de la inestabilidad, la estructura tiene desplazamiento 

aunque el incremento de P sea nulo, por lo que se hace singular la matriz de 

rigidez tangente. Se cumple que 

[ ] ( )[ ][ ]{ }uKKO e ∆+= 0σλ σ       (7.2.9.) 

lo que implica que 

[ ] ( )[ ][ ]0det σλ σKKO e +=       (7.2.10.) 

Los autovectores de este problema proporcionan los modos de pandeo; 

los autovalores las carga críticas. 
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Con el fin de validar los modelos que se van a utilizar en la presente Tesis 

para el estudio del pandeo lateral de arcos se ha calculado para diferentes casos 

de luz y flecha el valor de la carga crítica de pandeo elástico lineal en el plano 

del arco utilizando los modelos de BEAM y SHELL. 

Estos resultados se comparan con los obtenidos por Austin y Ross para 

comprobar su validez. 

Las luces empleadas son 20, 25, 30, 35 y 40 m para relaciones flecha-luz 

de 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. La sección transversal es un cajón cuadrado de 40 x 

40 cm con un espesor uniforme de 1 cm. 

En primer lugar se va a hacer referencia a la modelización realizada con 

elementos BEAM. Tal y como se define en el apartado 5.2. “Modelización del 

arco con elementos BEAM”, la directriz parabólica del arco se rige por la ecua-

ción f
L
xfy +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
2

4 , adoptando la sección transversal las siguientes característi-

cas mecánicas: 

e= 1cm

Y

Z

0,40 cm

0,40 cm

A= 0,016 m²
I  = 0,00064 m 4

T

I   = I   = 0,00042693 m4
yy zz

 

donde Iyy e Izz son los momentos de inercia de la sección transversal con respec-
to a los ejes “y” y “z” respectivamente e IT es la inercia a torsión de la sección 
transversal definida por la expresión 
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∫
Ω

=

e
ds

I
L

T

0

24
       (7.2.11.) 

donde 
 
“ Ω ” es la sección media encerrada por el perímetro medio de la sección cajón y 
“e” es el espesor de la sección cajón. 
 

S es la longitud según el perímetro medio de la sección cajón. 
 
Las características del material acero en lo que a cálculo lineal se refiere 

se abordan en el apartado 4.5.2. “Descripción del acero como material no lineal” 
de la presente Tesis. 

 
En la Figura 7.2.12. se muestran los valores del módulo de deformación 

longitudinal (E) y el límite elástico ( )yσ , necesarios para las tareas de comproba-

ción. 

e
E= 210.000 MPa

= 235 MPas

s

y

 

Figura 7.2.12. “Diagrama tensión-deformación del arco en la 
hipótesis de cálculo elástico lineal.” 

 
No se considera imperfección geométrica alguna, con el fin de poder com-

parar con la bibliografía existente. Asimismo, los cálculos se realizan para los 
casos de arco biapoyado y arco biempotrado, tal y como se describe en el sub-
apartado 5.4.1. “Condiciones de contorno de los modelos de estudio. Elemento 
BEAM 4”. 
 

En las Figuras 7.2.13. y 7.2.14. se muestra el valor que la carga crítica en 
función del parámetro f/L para arcos biapoyados y biempotrados de diferentes 
longitudes. De aquí hasta el final de la Tesis, salvo que se disponga lo contrario, 
las cargas lineales se dan en t/ml y los axiles en toneladas. 
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ARCOS BIAPOYADOS 
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Figura 7.2.13.: “Valor de la carga crítica elástica lineal en el plano del arco 
biapoyado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 32,9720 16,81 9,70556 6,1 4,0850 

0,2 51,802 26,498 15,3266 9,649 6,463 

0,3 55,477 28,395 16,4292 10,345 6,93 

0,4 50,457 25,8309 14,9476 9,4127 6,306 

0,5 42,81 21,9186 12,6843 7,9877 5,351 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.2.14:  “Valor de la carga crítica elástico lineal en el plano del arco 
biempotrado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 La investigación realizada por AUSTIN Y ROSS en 1.976 recogida en la 
Tabla 7.2.3. arroja los siguientes valores de carga crítica para arcos tanto biapo-
yados como biempotrados (Figuras 7.2.15. y 7.2.16.): 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 73,172 36,562 20,875 13,038 8,6880 

0,2 117,356 59,753 34,475 21,67 14,5 

0,3 135,295 69,13 39,961 25,148 16,84 

0,4 132,028 67,537 39,065 24,593 16,472 

0,5 118,151 60,466 34,984 22,027 14,755 
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ARCOS BIAPOYADOS 
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Figura 7.2.15.:  “Valor de la carga crítica elástico lineal en el plano del arco 
biapoyado según Austin y Ross (1.976).” 

 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 32,6121 16,6974 9,6628 6,0851 4,0765 

0,2 51,6639 26,4519 15,3078 9,6399 6,4580 

0,3 55,4742 28,4028 16,4368 10,3509 6,9343 

0,4 50,4311 25,8207 14,9426 9,4099 6,3039 

0,5 42,8104 21,9189 12,6846 7,9879 5,3513 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.2.16. “Valor de la carga crítica elástico lineal en el plano del arco 
biempotrado según Austin y Ross (1.976).” 

Si se analizan las diferencias existentes entre los valores calculados en la 
presente Tesis y aquellos obtenidos por Austin y Ross en 1.976 se observa que 
son mínimas y se encuentran dentro de los límites admisibles. Se lleva a cabo a 
continuación una valoración más exhaustiva de la no coincidencia de los resulta-
dos cotejados. Para el caso de arcos biapoyados, se calcula la diferencia existen-
te entre los valores calculados en la presente Tesis con una modelización con 
elementos tipo BEAM y los obtenidos por Austin y Ross en 1.976 relativa a los 
valores obtenidos según los cálculos de investigación.  
 

valorANSYS
NYROSSvalorAUSTIvalorANSYS −

=%  

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 68,2501 34,9440 20,2223 12,7347 8,5313 

0,2 115,5433 59,1582 34,2350 21,5591 14,4429 

0,3 134,5950 68,9126 39,88 25,1139 16,8244 

0,4 131,6812 67,4208 39,0167 24,5703 16,4602 

0,5 118,0088 60,4205 34,9656 22,0191 14,7511 
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ARCOS BIAPOYADOS 

 

En la Figura 7.2.17. se representa la comparativa entre la carga crítica 
elástica lineal en el plano del arco biapoyado obtenido por Austin y Ross en 
1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de elementos BEAM en 
Ansys. 
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Figura 7.2.17.:  “Comparativa entre la carga crítica elástica lineal en el 
plano del arco biapoyado obtenida por Austin y Ross en 
1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de 
elementos BEAM en Ansys.” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 1,09% 0,67% 0,44% 0,24% 0,21% 

0,2 0,27% 0,17% 0,12% 0,09% 0,08% 

0,3 0,01% -0,03% -0,05% -0,06% -0,06% 

0,4 0,05% 0,04% 0,03% 0,03% 0,03% 

0,5 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% -0,01% 
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 Se obtienen las siguientes conclusiones para los arcos biapoyados: 
 

-  El porcentaje diferencial entre los resultados de ANSYS y los de 
AUSTIN y ROSS es muy reducido para todas las longitudes y relaciones 
flecha-luz, siendo el mayor valor 1,09 para una longitud de 20 m y una 
relación flecha-luz 0,10. 

 
-  Las diferencias existentes entre los valores de carga crítica calculados 

por Austin y Ross con el cálculo clásico y los determinados en la pre-
sente Tesis con el Método de los Elementos Finitos se deben a que en 
el primer caso se desprecia el acortamiento por axil del arco y los mo-
mentos derivados del mismo y en el segundo no. Por ello, los resulta-
dos obtenidos en Ansys son más exactos, y coinciden con los propues-
tos por Austin y Ross en arcos muy esbeltos (donde las flexiones pro-
vocadas por los acortamientos por axil son muy pequeñas) y no coinci-
den en arcos poco esbeltos. Todo esto se pone de manifiesto en la 
comparativa realizada: el porcentaje diferencial decrece con el aumen-
to de la luz del arco y de la relación flecha-luz. 

 
 Para el caso de los arcos biempotrados, el porcentaje diferencial existente 
entre los valores calculados en la presente Tesis con una modelización con ele-
mentos BEAM y los obtenidos por Austin y Ross en 1.976 relativa a los valores 
obtenidos según los cálculos de investigación se determina en la tabla que se 
incluye a continuación. 
 
ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 
En la Figura 7.2.18. se representa la comparativa entre la carga crítica elás-

tica lineal en el plano del arco biempotrado obtenido por Austin y Ross en 1.976 
y la calculada en la presente Tesis con un modelo de elementos BEAM en Ansys. 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 6,73% 4,43% 3,13% 2,33% 1,80% 

0,2 1,54% 1,00% 0,70% 0,51% 0,39% 

0,3 0,52% 0,31% 0,20% 0,14% 0,09% 

0,4 0,26% 0,17% 0,12% 0,09% 0,07% 

0,5 0,12% 0,08% 0,05% 0,04% 0,03% 
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Figura 7.2.18.  “Comparativa entre la carga crítica elástica lineal en el 
plano del arco biempotrado obtenida por Austin y Ross en 
1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de 
elementos BEAM en Ansys.” 

Se obtienen las siguientes conclusiones para los arcos biempotrados, análo-
gas a las reflejadas con anterioridad para los arcos biapoyados: 
 

- El porcentaje diferencial es reducido y se encuentra dentro de los lími-

tes admisibles. Sólo para el arco de 20 m de longitud y relación flecha-

luz 0,10 la diferencia es ligeramente superior al 5% (6,73%). 

- Al igual que en el caso de los arcos biapoyados, las diferencias existen-

tes entre los valores de carga crítica calculados por Austin y Ross con 

el cálculo clásico y los determinados en la presente Tesis con el Método 

de los Elementos Finitos se deben a que en el primer caso se desprecia 

el acortamiento por axil del arco y los momentos derivados del mismo 

y en el segundo no: cuanto más esbelto es el arco, las flexiones provo-

cadas por los acortamientos por axil son menores y las diferencias se 

hacen casi nulas. Por ello, el porcentaje diferencial decrece con el au-

mento de la luz del arco y de la relación flecha-luz. 
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- Los porcentajes diferenciales correspondientes al arco biempotrado son 

superiores que en el caso del arco biapoyado, debido al mayor valor de 

los axiles en el primer caso. 

Se hace ahora referencia a la modelización realizada con elementos SHELL. 
Es de aplicación todo lo indicado anteriormente en la modelización con elemen-
tos BEAM relativo a la directriz del arco, sección transversal, características me-
cánicas de la sección transversal, propiedades del material acero e inexistencia 
de imperfecciones geométricas. Los cálculos se realizan para los casos de arco 
biapoyado y biempotrado, tal y como se describe en el subapartado 5.4.2. “Con-
diciones de contorno de los modelos de estudio. Elemento SHELL 43”.       

 
Los resultados obtenidos se presentan a continuación agrupados por longi-

tud del arco y condición de contorno y se resumen en las Figuras 7.2.19. y 
7.2.20. 
 
ARCOS BIAPOYADOS            
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Figura 7.2.19.:  “Valor de la carga crítica elástico lineal en el plano del arco 
biapoyado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L qcri qcri qcri qcri qcri 
0,1 30,794 16,425 9,274 6,022 4,0410 
0,2 48,688 25,481 14,893 9,436 6,347 
0,3 55,339 29,051 15,876 10,072 6,781 
0,4 51,111 26,073 14,763 9,161 6,168 
0,5 42,479 21 12,282 7,786 5,240 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.2.20.: “Valor de la carga crítica elástico lineal en el plano del arco 
biempotrado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 
Para el caso de arcos biapoyados, la diferencia existente entre los valores 

calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos tipo SHELL 
y los obtenidos por Austin y Ross en 1.976 (Figuras 7.2.15. y 7.2.16.) relativa a 
los valores obtenidos según los cálculos de investigación se indica en la siguiente 
tabla: 
 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 68,4420 33,819 19,451 12,785 8,555 

0,2 116,645 58,489 33,075 21,884 14,72 

0,3 123,282 64,472 38,295 24,332 16,399 

0,4 120,441 63,397 38,513 23,768 16,022 

0,5 108,746 57,092 33,567 21,933 14,367 
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ARCOS BIAPOYADOS 
 

 
Si se trata de arcos biempotrados, el porcentaje diferencial es: 

 
ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 
De todo ello se concluye: 
 

- Los porcentajes diferenciales son reducidos y admisibles, sin superar 
en ningún caso el 10%. Los valores máximos corresponden al caso de 
arco biempotrado para L=20 m y relaciones flecha-luz comprendidas 
entre 0,30 y 0,50 (9,33% para L=20 m y f/L=0,40). 

 
-  Los porcentajes diferenciales son superiores en el caso de modelización 

con SHELL 43 que en el de BEAM 4, tanto para el caso de arco biapo-
yado como para el de biempotrado. Estos resultados son completa-
mente lógicos, ya que la modelización con SHELL 43 se acerca más a la 
realidad que aquella realizada con BEAM 4, por tratarse de un elemen-
to tipo lámina (espacial) frente a un tipo viga (lineal). A rasgos genera-

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 -5,90% -1,66% -4,19% -1,05% -0,88% 

0,2 -6,11% -3,81% -2,79% -2,16% -1,75% 

0,3 -0,24% 2,23% -3,53% -2,77% -2,26% 

0,4 1,33% 0,97% -1,22% -2,72% -2,20% 

0,5 -0,78% -4,38% -3,28% -2,59% -2,12% 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 0,28% -3,33% -3,97% 0,39% 0,28% 

0,2 0,94% -1,14% -3,51% 1,48% 1,88% 

0,3 -9,18% -6,89% -4,14% -3,21% -2,59% 

0,4 -9,33% -6,35% -1,31% -3,38% -2,73% 

0,5 -8,52% -5,83% -4,17% -0,39% -2,67% 



INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL GLOBAL LATERAL DE ARCOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

7.17 

les, se puede determinar que los mayores porcentajes diferenciales se 
obtienen para longitudes más pequeñas (L=20 m) y que este valor de-
crece con el aumento de la luz. 

 
Con el fin de manejar datos más intuitivos que verifiquen la validez de los 

modelos empleados, para el caso de arcos biapoyados se calcula el valor del axil 
en apoyos en función de la carga uniforme en planta aplicada. Para ello se con-
sidera un arco con las características geométricas que se indican en la siguiente 
figura. 
 

L

V

f

x= - L
2

q

2V1

 
α  es el ángulo que forma la tangente en los apoyos con la horizontal; V1 y V2 

las reacciones verticales en los apoyos y N el axil en los arranques. 
 

Por equilibrio de fuerzas verticales: 
 

221
qLVV ==           (7.2.21.) 

 
Por relaciones geométricas 

 

R
Lsen 2/

=α           (7.2.22.) 

1VsenN =⋅ α           (7.2.23.) 

 
Sustituyendo (7.2.21.) y (7.2.22.) en (7.2.23.) se obtiene 

 

2/2/ qL
R

LNsenN =⋅=⋅ α  

RqN ⋅=  

 
Por lo tanto, el valor del axil crítico se calcula multiplicando la carga crítica 

uniformemente distribuida en planta por un parámetro R de valor: 
 

αsen
LR 2/

=            (7.2.24.) 
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donde L es la longitud del arco yα un ángulo de valor: 

 
 La ecuación de la directriz de la parábola viene dada por: 
 

fx
L

fxy +−= 2
2

4)(  

 El valor de la tangente en un punto se obtiene sustituyendo la coordenada 
x del mismo en la función derivada, con lo que: 
 

x
L

fxy ⋅
⋅

−=′
2

8)(  

 

( ) α⋅=⋅=−⋅
⋅

−=−=′ tgLfL
L

fLxy /42/8)2/( 2  

con lo que α  es el arco cuya tangente vale 
L
f4

 

 
L
ftgarc 4.=α         (7.2.25.) 

 
Con todo ello se calculan los valores de los axiles para las diferentes hipó-

tesis de cálculo y relaciones geométricas, cuyos resultados se indican a conti-
nuación. 

 
Los valores calculados de los axiles determinan que su valor decrece con 

el aumento de la longitud y de la relación f/L, lo que pone de manifiesto la fiabi-
lidad de los cálculos realizados. 
 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos BEAM 4 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 887,79827 565,778878 391,995301 287,433172 219,983982 

0,2 829,236604 530,218706 368,017965 270,303888 206,91696 

0,3 722,148702 462,025082 320,790385 235,658013 180,416768 

0,4 595,012982 380,762849 264,403831 194,248325 148,726713 

0,5 478,630351 306,321747 212,722178 156,284102 119,651997 
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Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos SHELL 43 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 829,153825 552,820825 374,565138 283,757797 217,61451 
0,2 779,388282 509,868777 357,606485 264,336976 203,203148 
0,3 720,352345 472,69909 309,98881 229,439101 176,537677 
0,4 602,725262 384,331547 261,138494 189,054034 145,471989 

0,5 474,929658 293,483922 205,975402 152,337721 117,169962 

 
 Para el caso de los arcos biempotrados, el valor del axil en el apoyo se 
determina de la siguiente forma: 
 

L

f

q

CA

YA

MA

HA

 
 Por simetría tanto de geometría como de cargas y aplicando equilibrio de 
fuerzas y momentos: 
 

L/2

f

q

A

B
MB

N B

MA

HA

 

 
AYLq =⋅ 2/              (7.2.26.) 

HA=NB                   (7.2.27.) 

8
4/2/

2qLLqLMM BA =⋅=+    (7.2.28.) 
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El desplazamiento horizontal y el giro del punto B son nulos. Aplicando la teoría 
de resistencia de materiales relativa a los teoremas de Mohr se obtienen las 
siguientes expresiones. 
 

( ) 0cos =+−= ∫∫ α
B

A

B

A
BB EA

Ndsyy
EI

MdsM                  (7.2.29.) 

θ ∫ −=
B

A
B EI

Mds
                     (7.2.30.) 

 
El valor de M Y N en cualquier sección comprendida entre A y B cuya posición 
viene definida por un ángulo θ con respecto al centro de coordenadas viene da-
do por: 
 

L/2
f

A

YA

HA

MA

R

a

?

B

 
 

2
cos

22
cos

2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −⋅+⋅⋅+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅−−= θθθ RLqsenRHRLYMM AAA        (7.2.31.) 

αθαα senRLqHsenYN AA ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅−−⋅+⋅= cos
2

cos         (7.2.32.) 

 
donde α  es el ángulo que forma la tangente en ese punto con respecto a la 

horizontal. 
 

Considerando la ecuación de la parábola en ejes coordenados f
L
xfy +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
2

4 , 

derivando αtg
L

fx
dx
dyy =

−
== 2

8´  y teniendo en cuenta las igualdades trigométricas 

1cos22 =+ ααsen  y 
α

αα 2
22

cos
1sec1 ==+ tg  se obtiene: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−⋅⋅−

+

⋅+

+

−⋅=

4

222

4

222

4

222 cos641

11cos
cos641

1
cos641

11

L
Rf

Rq

L
Rf

H

L
Rf

YN AA
θ

θ
θθ

             (7.2.33.) 

 
Así pues, dada una configuración de un arco de parámetros L y f conocidos con 
una carga q aplicada se puede determinar el valor del axil en el arranque resol-
viendo un sistema de 5 ecuaciones con 5 incógnitas: 
 

YA, HA, MA, MB y NC 

(1) AYLq =⋅
2

 

(2) BA NH =   

(3) 
8

2LqMM BA ⋅=+  

(4) ( ) 0cos =
⋅

+−
⋅ ∫∫ α

B

A

B
B

A EA
dsNyy

EI
dsM

 

(5) 0=
⋅

−∫
B

A EI
dsM

 

 
La resolución del sistema de ecuaciones arriba indicado se lleva a cabo con la 
ayuda de una hoja de cálculo que permite discretizar el arco en “n” partes igua-
les desde la sección extrema (para 0=θ ) hasta la sección central B del arco 

(para 
2
π

θ += ).Z 

B p /2

A
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DATOS 

 

y= -4*f*(x/L)`2 + f 

   

L 40 m        

F 20 m        

Q 3,262 t/ml        

A 0,016         

E 21000000         

I 0,0004269         

X -20 -19,5 -19 -18,5 -18 -17,5 -17 -16,5 -16 

R = f(x) 20 19,524988 19,09980366 18,72398612 18,39673884 18,1169163 17,88302268 17,69322346 17,5453698 

Teta 0 0,050597802 0,102273492 0,154831844 0,208056137 0,2617135 0,31556142 0,369354911 0,42285393 

costeta 1 0,998720204 0,994774624 0,988037477 0,978434284 0,96594805 0,950622292 0,932560426 0,91192151 

(L/2 - R*costeta)* 

(f - Rsenoteta) 0 9,50625 18,05 25,66875 32,4 38,28125 43,35 47,64375 51,2 

Rsenteta 0 0,9875 1,95 2,8875 3,8 4,6875 5,55 6,3875 7,2 

Rsenteta*(f - Rsenoteta) 0 18,77484375 35,1975 49,41234375 61,56 71,7773438 80,1975 86,94984375 92,16 

(L/2 - R*costeta) 

[2 * (f - Rsenoteta) 0 4,753125 18,05 38,503125 64,8 95,703125 130,05 166,753125 204,8 

f - Rsenoteta 20 19,0125 18,05 17,1125 16,2 15,3125 14,45 13,6125 12,8 

(L/2 - R*costeta) 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 

(L/2 - R*costeta)[2 0 0,25 1 2,25 4 6,25 9 12,25 16 

N1 0,8944272 0,889450247 0,8842645 0,878731969 0,872827802 0,86652546 0,85979644 0,852609877 0,84493217 

N2 0,4472136 0,456316648 0,465746433 0,475517034 0,485642931 0,49613894 0,507020127 0,518301716 0,52999894 

N3 17,888544 17,34427982 16,8010255 16,25654142 15,71090044 15,1641956 14,61653947 14,06806298 13,5189148 

coseno alfa 0,4472136 0,456316648 0,465746433 0,475517034 0,485642931 0,49613894 0,507020127 0,518301716 0,52999894 

N1coseno alfa 0,4 0,405870955 0,411843037 0,41785202 0,423882652 0,42991702 0,4359341 0,441909163 0,44781316 

N2cosenoalfa 0,2 0,208224883 0,21691974 0,22611645 0,235849057 0,24615385 0,257069409 0,268636669 0,28089888 

N3cosenoalfa 8 7,914483625 7,825017694 7,730262366 7,629887743 7,52354792 7,410879694 7,291501184 7,1650105 

 
Ecuaciones 

       
1 YA 32,62     
4       

  648232,73 MA 648232,7314 MA   

  -2,04E+08 YA 4994434,008 HA   

  4993012,6 HA -162844159    

  40749834      
  64703,391 YA     
  1421,3942 HA     

  -36790,84      
5       

  1 MA 1 MA -648232,73  
  -26748,4 YA 543,25 HA -352152431  
  543,25 HA -17720,815  1,1487E+10  
  9027,585      
        

     HA -347157997  

      1,1324E+10  
seno alfa 0,8944272   HA 32,620214  

     YA 32,62  

        N 43,7644181 toneladas

 
La correspondencia entre las coordenadas cartesianas x e y y las polares R y θ  

viene dada por las expresiones: 
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2
2

2 4 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

L
xffxR  

arc=θ  
R
xcos  

 
Así pues, los valores de los axiles en los apoyos para los diferentes casos son los 
siguientes: 
 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos BEAM 4 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 1970,2164 1230,57747 843,114865 614,353064 467,863118 
0,2 1878,61262 1195,64338 827,803905 607,056197 464,226507 
0,3 1761,14622 1124,83867 780,263468 572,868797 438,415348 
0,4 1556,93708 995,5356 691,009637 507,521652 388,491343 

0,5 1320,96834 845,03804 586,699516 430,971357 329,93183 

 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos SHELL 43 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 1842,85725 1138,25555 785,601305 602,431656 460,700849 
0,2 1867,23107 1170,35104 794,187503 613,051122 471,269944 
0,3 1604,772 1049,0467 747,733778 554,280402 426,934281 
0,4 1420,29765 934,509534 681,245466 490,496264 377,878114 

0,5 1215,81724 797,884956 562,935704 429,132191 321,255886 
 

Al igual que se indica para el caso de arcos biapoyados, los axiles decrecen con 
el aumento de la longitud y de la relación f/L, confirmándose la validez de los 
cálculos realizados. 
 
Así pues, tanto para la modelización con elementos BEAM como para la modeli-
zación con elementos SHELL se pone de manifiesto la validez de los modelos de 
cálculo empleados y la veracidad de los resultados que arroja. 
 

7.3. INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL GLOBAL LATERAL DE 

ARCOS 

En 1.972 Frank J. TOKARZ y Raghlir S. SANDHÚ estudiaron de forma de-

tallada el pandeo “lateral-torsional” de los arcos parabólicos sometidos a una 
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carga uniformemente distribuida en planta. El criterio de pandeo que utilizan se 

basa en la posibilidad de que para un cierto valor de carga crítica la bifurcación 

de equilibrio ocurre de tal forma que el “pandeo fuera del plano” se inicia con 

una flecha lateral y un giro del arco. 

Las hipótesis adoptadas son: 

 - El material del arco es homogéneo y elástico lineal 

 - Pequeños desplazamientos 

- El eje del arco es inextensible 

- El radio de curvatura es grande en comparación con las dimensiones la 

sección transversal 

- Coinciden el centroide y el centro de cortante de la sección transversal 

- Todas las cargas externas se encuentran en el plano del arco 

 Previo al planteamiento de las ecuaciones diferenciales, TOKARZ Y 

SANDHU consideran un segmento de un arco parabólico que pandea tal y como 

se representa en la Figura 7.3.1. 

Z1

y 1

G1

N1

O1

T1

A

K1

X1

G + dG1

Z1

Y1
N1

G1

Z1

K1

N + dN1

N1

H  + dH1

T   + dT1

B

´

´

´

1

1

1

1ds

N + dN
1

1´
´

G + dG
1

1´
´

 

Figura 7.3.1.: “Fuerzas y momentos de un segmento de arco tras la 
deformación por pandeo.” 
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O1X1 y O1Y1 son los ejes principales de inercia de la sección transversal y 

O1Z1 es tangente al eje del arco en O1. El arco se mantiene en su plano formado 

por los ejes O1X1 y O1Z1; El eje O1y1 se considera como la dirección lateral o 

fuera del plano. N, ∇N  y T son las fuerzas internas proyectadas según O1X1, 

O1Y1 y O1Z1; G, ∇G  y H son los momentos internos según los ejes O1x1, O1y1 y 

O1z1. 

 Las fuerzas y momentos aplicados por unidad de longitud de barra son X, 

Y y Z y K, ∇
TK  y θ; K y ∇K  son los componentes de la curvatura y T el giro del 

eje del arco. 

 Las tres (3) ecuaciones no lineales que gobiernan el fenómeno de la de-

formación lateral son: 

OYNT
ds

dN
TK =++−

∇

 

 

OKNHG
ds
dG

KT =+−+− ∇
∇

∇                     (7.3.2.) 

 

OHG
ds
dH

KK =++− ∇∇ θ  

 
El estado de pandeo y el de prepandeo son contiguos y si el desplaza-

miento es de orden infinitesimal, se puede asumir que las fuerzas internas y los 
momentos externos y las curvaturas y giros que aparecen en las ecuaciones 
(7.3.2.) se pueden expresar: 
 

NNN O ∆+=      OO KKK ∆+=  

∇∇ ∆+= TNNN 01     ∇∆+= ∇∇ KKK O                 

TTT O ∆+=      TTT O ∆+=                                              (7.3.3.)          
GGG O ∆+=      KKK O ∆+=  

∇∆+= ∇∇ GGG O     θθθ ∆+= O  

HHH O ∆+=      YYY O ∆+=  

 
donde el subíndice O indica el equilibrio “ prepandeo” y ∆ representa el incre-
mento desde el pandeo. 
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Para el caso particular de un arco parabólico contenido en el plano X1-Z1 

sometido a una carga uniformemente distribuida en planta, las cantidades KO, 

TO, NO, ∇
ON , GO, 

∇
OG , HO, KO y θO son cero. 

 
Si se sustituyen las igualdades de la expresión (7.3.3.) en las de la expre-

sión (7.3.2.) considerando que KO=TO=NO= ∇
ON = GO=

∇
OG =HO=KO=θO=0 y des-

preciando los términos de orden superior a ∆, se obtiene el siguiente sistema de 
ecuaciones “lineales”: 
 

( ) ( ) 0=∆+∆−
∆ ∇

YkT
ds
Nd

o  

 
( ) ( ) 0=∆+−∆+
∆ ∇∇ KANKH
ds

Gd
O       (7.3.4.) 

 
( ) ( ) 0=∆+∆−
∆ ∇ θOKG
ds

Hd
 

 
Los cambios en las curvaturas y en los giros se relacionan con los momen-

tos a través de las expresiones: 
 

( )KAG ∆⋅=∆  

       (7.3.5.) 
( )TCH ∆⋅=∆  

 
en las que A es la rigidez a flexión de la sección transversal con respecto al eje 
O1X1 y C es la rigidez a torsión. 
 
 Sean “u”, “v” y “w” los componentes del desplazamiento de un punto ge-
nérico Ρ  perteneciente al arco según los ejes “x0”, “yo” y “zo” tal y como se 
muestra en la Figura 7.3.6. 
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Figura 7.3.6.: “Definición de los parámetros que intervienen en el 
planteamiento de las ecuaciones diferenciales del 
pandeo fuera del plano.” 

 
El ángulo β  es el giro de la sección transversal en el punto Ρ  con respec-

to al eje tangencial; u, v y w son los desplazamientos que definen los estados 
previos al pandeo y el propio pandeo. Si se suponen desplazamientos infinitesi-
males, los cambios de curvatura y giro se pueden expresar: 
 

2

2

ds
vdKK O −⋅=∆ ∇∇ β             (7.3.7.) 

dS
dvK

dS
d

T ⋅+=∆ ∇
0

β
 

 
Si se sustituyen las ecuaciones (7.3.5.) y (7.3.7.) en (7.3.4.) se obtienen 

las siguientes ecuaciones diferenciales: 
 

( )
OY

ds
vdKT

dS
Nd

OO =∆+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

∆ ∇
∇

2

2
β          (7.3.8.) 

02

2
=∆+∆−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅ ∇∇∇∇ KN

ds
dvK

ds
dCK

ds
vdK

dS
dA ooo

β
β                  (7.3.9.) 
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02

2
=∆+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅⋅−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅ ∇∇∇ θββ
ds

vdKKA
ds
dvK

ds
d

ds
dC ooo                 (7.3.10.) 

 

Si se elimina ∇∆N  de las ecuaciones (7.3.8.) y (7.3.9.), se obtiene la si-

guiente pareja de ecuaciones lineales: 
 

( ) 011
2

2

2

2

2
=∆⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + ∇
∇

∇ θβ
β

A
K

ds
d

A
C

ds
dv

ds
dK

A
C

ds
vdK

A
C

o
o

O                (7.3.11.) 

 

( ) ( ) ( )

02

111
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2
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                                                                                                    (7.3.12.) 
 

Las ecuaciones 7.3.11. y 7.3.12. junto a las correspondientes condiciones 
de contorno definen el pandeo lateral-torsional de un arco parabólico con carga 
uniforme en planta. 
 

El valor de To se obtiene de un análisis ordinario lineal de tensiones que 
no considera la posibilidad de pandeo. Para el caso de arco parabólicos con car-
ga uniforme en planta en el que la carga permanece vertical durante el pandeo y 
se aplica a lo largo del eje del arco se verifica: 
 

φsec
8

2

h
qLTo =  

( ) ( )
ds
dvsenqq ⋅−=∆Υ φφβφ coscos  (7.3.13.) 

0=∆=∆Κ θ  

 
en donde φ  queda definido, tal y como se muestra en la Figura 7.3.6.: “Defini-

ción de los parámetros que intervienen en el planteamiento de las ecuaciones 
diferenciales del pandeo fuera del plano”, por: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 124

2 L
z

L
htgφ       (7.3.14.) 
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 En lo que respecta a las condiciones de contorno, se aplican en el extremo 
y en la corona del arco. 
 
 En los apoyos de un arco biempotrado, 
 

0===
ds
dvvβ

   (7.3.15.) 
  
 En los apoyos de un arco biapoyado, 
 

02

2
===

ds
vdvβ

   (7.3.16.) 
 

En lo que respecta a la corona del arco, las condiciones de contorno de-
penden de que la forma de pandeo considerada sea simétrica o antimétrica con 
respecto a la corona. En la Figura 7.3.17. se representan las formas de pandeo 
lateral simétrico y antisimétrico del arco con respecto a la corona. 
 

x

Z

x

y
S
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ANTIMÉTRICO

SIMÉTRICO

 
 

Figura 7.3.17.  “Formas de pandeo lateral simétrico y antimétrico 
del arco con respecto a la corona.” 

 
 En el modo de pandeo simétrico con respecto a la corona, se verifica que: 
 

0=
ds
dv

 

02

2
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=∆Ν= ∇∇

∇
∇∇∇

ds
dvK

ds
dCK

ds
vd

ds
dK

ds
dKAN o

o
Ooo

β
β

β
 

 

Como 0=
∇

ds
dKo          (7.3.18.) 

 

01 3

3
=⋅−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + ∇

ds
vd

A
C

ds
dK

A
C

o
β

 

 

0
2
1

=+
ds
dCKZ

β
β  

 
En el modo antimétrico se cumple que: 
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0
2
1

0
0

2

2
=+

=
=

ds
vdA

ds
dvK

v

x

β         (7.3.19) 

 
El estudio del fenómeno de pandeo lateral de arcos parabólicos cargados con 
carga uniforme en planta se reduce a resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (7.3.11.) y (7.3.12.) sometido a unas condiciones de contorno. No existe 
solución única.La resolución se lleva a cabo aplicando una técnica de “diferencias 

finitas”, de tal forma que la longitud 
−

s del eje del arco a un punto Ρ  que dista 
−

z de la corona tal y como se muestra en la Figura 7.3.6. viene dada por: 
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L
hs     (7.3.20.) 

 
El eje del arco se divide en “n” segmentos de igual longitud. 
 

Los valores de 
−

z correspondientes a los de 
−

s  para varios segmentos se obtienen 

de la ecuación (7.3.20.) utilizando el Método de Newton de aproximaciones su-
cesivas. 
 
Con el “Método de Diferencias Finitas” los coeficientes diferenciales de la ecua-
ción (7.3.20.) se reemplazan por diferencias finitas centrales en puntos discre-
tos. Estos reducen las dos ecuaciones a la forma 
 

[ ] [ ]( ){ } 0=−Ρ xQλ        (7.3.21) 

ó 
 
[ ]{ } [ ]{ }xQx λ=Ρ          (7.3.22) 

 
en las que [ ]Ρ  y [ ]Q  son matrices cuadradas cuyos elementos son función de la 
geometría del arco, { }x  es el vector desplazamiento y “ λ ” el autovalor corres-

pondiente a la carga q. 
 

[ ] [ ]( ){ } 0=−Ρ xQλ
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Si se premultiplica la ecuación (7.3.22.) en ambos términos por [ ] 1−Ρ , se 

obtiene 
 

{ }{ } { }xxJ
λ
1

=           (7.3.23.) 

 

donde [ ] [ ][ ]QJ 1−Ρ=  

 
La solución no trivial de la ecuación (7.3.23.) que interesa es el autovalor 

de menor cuantía y su correspondiente autovector. Con el fin de obtener los 
resultados más exactos se determinan los autovalores correspondientes a tres 
valores diferentes de “n”, (donde “n” es el número de divisiones): 17, 34 y 51. 

Si 1nλ , 2nλ  y 3nλ son los autovalores correspondientes a las divisiones n1, n2 y 

n3, el autovalor extrapolado λ es: 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )2
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2
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2
1

2
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4
3

22
2

2
3

2
1

2
2

4
2

12
2

2
3

2
2

2
1

4
1

nnnn
n

n
nnnn

nn
nnnn

n
−−

+
−−

−
−−

= λλλ             (7.3.24.) 

 
Existe una alternativa de cálculo al presente método que expresa las 

ecuaciones (7.3.11.) y (7.3.12.) como un sistema de seis ecuaciones diferencia-
les de primer orden, el cual se integra numéricamente entre los extremos apo-
yados y la corona del arco utilizando un método de integración de cuarto orden 
de Runge-Kutta. 
 

Todas las formas de pandeo simétricas se han calculado usando los dos 
métodos; las antimétricas se han obtenido utilizando el método de integración. 
 

Los resultados se presentan de forma adimensional, en función de los si-
guientes parámetros: 

 

- Parámetro crítico de pandeo (menor) 
A

qL3
=λ  

- Relación flecha-luz
L
h

=  

- Relación entre la rigidez a torsión y a flexión
A
C

=  

- Parámetro de restricción de la corona 
A

LK
y

C
LK xz ⋅⋅
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Los valores de λ se han obtenido para diferentes valores de C/A/, h/L, 

KZL/C y kxL/C. 
 
En las Figuras 7.3.25. y 7.3.26. se representan los valores del parámetro 

de pandeo λ para diferentes relaciones flecha-luz h/L en función de KZL/C y C/A 

tanto para arcos biapoyados como biempotrados. 
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Figura 7.3.25. “Parámetro crítico de pandeo λ frente a la relación 
flecha-luz para diferentes valores de KZL/C y con 
C/A=1,6.” 
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Figura 7.3.26. “Parámetro crítico de pandeo λ frente a la relación 
flecha-luz para arcos de corona libre o restringida 
con C/A=0,6 Y 1,6.” 

 
En la Figura 7.3.25. se observa el efecto de la rigidez a torsión en el com-

portamiento a pandeo de los arcos, mientras que en la Figura 7.3.26. se pone de 
manifiesto el efecto de la restricción de la corona. Asimismo, se concluye que la 
carga crítica alcanza un valor máximo para relaciones flecha-luz comprendidas 
entre 0.15 y 0.30 aproximadamente según los ratios C/A, KZL/C y las condicio-
nes de contorno. 

 
El descenso en la carga crítica de pandeo con los mayores valores de h/L 

(entre 0.30 y 1.00) parece razonable; el mismo fenómeno con los menores valo-
res de h/L (entre 0 y 0.30) tiene una justificación clara: el valor de T0 en el arco 
aumenta muy rápidamente con el decremento de h/L, tal y como se muestra en 



INESTABILIDAD ELÁSTICA LINEAL GLOBAL LATERAL DE ARCOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

7.35 

la expresión (7.3.13.) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
⋅
⋅

= φsen
lh

LqT
/80 , y con ello se precipita el fallo del arco 

como una columna independiente de los ratios C/A o kzL/C. 
 

En las tablas 7.3.27. y 7.3.28. se tabulan parte de los resultados mostra-
dos anteriormente en las Figuras 7.3.25. y 7.3.26. reflejando el caso de los ar-
cos con corona libre sin restricciones para arcos tanto biapoyados como biempo-
trados. Se incluyen los parámetros de pandeo tanto simétrico como antimétrico, 
resultando en todos los casos el modo simétrico el de menor valor. 
 

  

Tabla 7.3.27.  “Parámetro crítico de pandeo λ para valores de h/L comprendidos 
entre 0,10 y 1,00 con diferentes valores de C/A para arcos libres 
biarticulados. (El valor entre paréntesis se refiere al modo de 
pandeo antimétrico).” 

C/A 
h/L 

(1) 0,6 

(2) 

0,8 

(3) 

1,0 

(4) 

1,2 

(5) 

1,4 

(6) 

1,6 

(7) 

0.1 
5.760 

(27.58) 

5.903 

(27.75) 

5.992 

(27.85) 

6.052 

(27.92) 

6.097 

(27.97) 

6.130 

(28.00) 

0.2 
5.334 

(39.64) 

5.754 

(40.39) 

6.051 

(40.86) 

6.245 

(41.19) 

6.401 

(41.43) 

6.523 

(41.62) 

0.3 
3.183 

(39.99) 

3.603 

(41.23) 

3.913 

(42.06) 

4.151 

(42.66) 

4.339 

(43.14) 

4.492 

(43.53) 

0.4 
1.726 

(36.17) 

2.027 

(37.65) 

2.263 

(38.72) 

2.454 

(39.55) 

2.611 

(40.25) 

2.743 

(40.87) 

0.5 
0.9494 

(31.69) 

1.145 

(33.28) 

1.306 

(34.49) 

1.441 

(35.50) 

1.556 

(36.40) 

1.655 

(37.22) 

0.6 
0.5463 

(27.66) 

0.6713 

(29.26) 

0.7781 

(30.56) 

0.8705 

(31.72) 

0.9511 

(32.76) 

1.022 

(33.74) 

0.7 
0.3308 

(24.26) 

0.4123 

(25.87) 

0.4838 

(27.23) 

0.5471 

(28.45) 

0.6036 

(2959) 

0.6539 

(30.68) 

0.8 
0.2114 

(21.46) 

0.2665 

(23.05) 

0.3156 

(24.43) 

0.3589 

(25.82) 

0.3999 

(26.88) 

0.4363 

(28.00) 

0.9 
0.1458 

(19.15) 

0.1851 

(20.71) 

0.2205 

(22.08) 

0.2528 

(23.34) 

0.2823 

(24.52) 

0.3096 

(25.71) 

1.0 
0.1176 

(17.23) 

0.1486 

(18.74) 

0.1765 

(20.08) 

0.2070 

(21.30) 

0.2256 

(22.44) 

0.2476 

(23.51) 
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Tabla 7.3.28. “Parámetro crítico de pandeo λ para valores de h/L comprendidos 
entre 0.10 y 1.00 con diferentes valores de C/A para arcos 
biempotrados (el valor entre paréntesis se refiere al modo de 
pandeo antimétrico).” 

 
En las dos tablas anteriormente citadas se recogen parte de los resultados 

obtenidos por TOKARZ y SANDHÚ en lo que respecta al pandeo elástico lineal 
lateral de arcos parabólicos. Estos se utilizan para validar los modelos emplea-
dos en el desarrollo de la presente Tesis. 
 

Tal y como se describe con detalle en el apartado 7.2.: “Un repaso a la in-
estabilidad elástica lineal global de arcos en su plano. Validación del modelo de 

C/A 
h/L 

(1) 0,6 

(2) 

0,8 

(3) 

1,0 

(4) 

1,2 

(5) 

1,4 

(6) 

1,6 

(7) 

0.1 
27.70 

(58.68) 

27.87 

(58.86) 

27.97 

(58.97) 

28.044 

(59.05) 

28.09 

(59.10) 

28.13 

(59.14) 

0.2 
39.16 

(90.67) 

39.84 

(91.67) 

40.29 

(92.29) 

40.60 

(92.72) 

40.84 

(93.03) 

41.03 

(93.27) 

0.3 
37.17 

(96.13) 

38.07 

(98.06) 

38.72 

(99.31) 

39.20 

(100.2) 

39.58 

(100.9) 

39.88 

(101.4) 

0.4 
30.70 

(88.57) 

31.49. 

(91.06) 

32.08 

(92.77) 

32.55 

(94.06) 

32.93 

(95.11) 

33.24 

(95.99) 

0.5 
24.32 

(77.58) 

24.90 

(80.29) 

23.36 

(82.27) 

25.74 

(83.85) 

26.05 

(85.19) 

26.32 

(86.38) 

0.6 
19.20 

(67.00) 

19.61 

(69.80) 

19.94 

(71.93) 

20.21 

(73.72) 

20.45 

(75.30) 

20.66 

(76.75) 

0.7 
15.31 

(58.00) 

15.59 

(60.75) 

15.82 

(62.98) 

16.02 

(64.92) 

16.20 

(66.62) 

16.36 

(68.34) 

0.8 
12.38 

51.56 

12.58 

(53.28) 

12.75 

(55.56) 

12.90 

(57.60) 

13.03 

(59.49) 

13.14 

(61.28) 

0.9 
10.18 

(44.49) 

10.32 

(47.16) 

10.45 

(49.45) 

10.55 

(51.55) 

10.65 

(53.51) 

10.74 

(55.38) 

1.0 
8.508 

(39.52) 

8.616 

(42.13) 

8.710 

(44.42) 

8.793 

(46.53) 

8.869 

(48.51) 

8.939 

(50.40) 
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cálculo”, la determinación en la presente Tesis de la carga crítica elástica lineal 
global lateral de los arcos se lleva a cabo utilizando el método de los autovalores 
con ayuda de los ordenadores. Se ha calculado para diferentes casos de luz y 
flecha el valor de la carga crítica de pandeo elástica lineal global lateral del arco 
utilizando los modelos de BEAM y SHELL. Estos resultados se comparan con los 
obtenidos por Tokarz y Sandhú para comprobar su validez. 
 

Las luces empleadas son 20, 25, 30, 35 y 40 m para relaciones flecha-luz 
de 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. La sección transversal, al igual que en los cálculos 
realizados en el plano, es un cajón cuadrado de 40 x 40 cm con un espesor uni-
forme de 1 cm. 
 

En primer lugar se va hacer referencia a la modelización realizada con 
elementos BEAM. Es de aplicación lo indicado en el Apartado 7.2. referente a la 
directriz parabólica del arco, las características mecánicas de la sección y las 
características del material de acero. Se incluye en la Figura 7.3.29. un esquema 
con los datos más relevantes necesarios para el cálculo. 

x

Y

L
xy= -4f(     ) + f   

A= 0,016 m²
I  = 0,00064 m 4

T

I   = I   = 0,00042693 m4
yy zz

e= 1cm

Y

Z

0,40 cm

0,40 cm

e
E= 210.000 MPa

= 235 MPas

s

y

 

Figura 7.3.29.  “Directriz parabólica de arco, características mecánicas de la 
sección y características del material acero.” 

 
A continuación se presentan dos tablas que recogen los resultados obteni-

dos en la presente Tesis utilizando un modelo con elementos BEAM 4 en función 
de la longitud del arco y de la relación flecha-luz, las cuales se resumen en las 
Figuras 7.3.30. y 7.3.31. 
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ARCO BIAPOYADOS 
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Figura 7.3.30.  “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 
arco biapoyado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 6,4880 3,322 1,922 1,211 0,8110 

0,2 6,0690 3,107 1,798 1,132 0,7586 

0,3 3,652 1,87 1,082 0,6813 0,4564 

0,4 1,991 1,019 0,58 0,3715 0,2489 

0,5 1,099 0,5627 0,3256 0,2051 0,1373 
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ARCO BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.3.31. “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 
arco biempotrado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 
La investigación realizada por TOKARZ y SANDHÚ en 1.972 recogida en 

las tablas 7.3.27. y 7.3.28. arroja los siguientes valores de carga crítica de pan-
deo elástico lineal global lateral para arcos tanto biapoyados como biempotrados 
(Figuras 7.3.32. y 7.3.33.) 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 33,2710 16,629 9,496 5,932 3,953 

0,2 44,6640 22,745 13,124 8,25 5,521 

0,3 42,032 21,479 12,417 7,814 5,233 

0,4 34,619 17,709 10,244 6,449 4,319 

0,5 27,386 14,015 8,109 5,106 3,42 
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ARCOS BIAPOYADOS 
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Figura 7.3.32. “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 
arco biapoyado según Tokarz y Sandhú (1.972).” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 6,4552 3,3051 1,9126 1,2045 0,8069 

0,2 5,9778 3,0606 1,7712 1,1154 0,7472 

0,3 3,5672 1,8264 1,0569 0,6656 0,4459 

0,4 1,9343 0,9904 0,5731 0,3609 0,2418 

0,5 1,0640 0,5448 0,3153 0,1985 0,1330 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.3.33. “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 
arco biempotrado según Tokarz y Sandhú (1.972).” 

 
Si se analizan las diferencias existentes entre los valores calculados en la 

presente Tesis y los obtenidos  por Tokarz y Sandhú en 1.972 se observa, al 
igual que ocurría con la carga crítica elástica lineal en el plano, que son mínimas 
y se encuentran dentro de los límites admisibles. 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 31,0431 15,8941 9,1980 5,7923 3,8804 

0,2 43,8863 22,4698 13,0033 8,1887 5,4858 

0,3 41,6561 21,3279 12,3425 7,7726 5,2070 

0,4 34,4052 17,6155 10,1941 6,4196 4,3007 

0,5 27,2552 13,9547 8,0756 5,0855 3,4069 
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Para el caso de los arcos biapoyados, la diferencia existente entre los va-
lores calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos BEAM 
y los obtenidos por Tokarz y Sandhú en 1.972 relativa a los valores obtenidos 
según los cálculos de investigación, se recoge en la siguiente tabla: 
 
ARCO BIAPOYADOS 
 

 
En la Figura 7.3.34. se representa la comparativa entre la carga crítica de 

pandeo elástico lineal global lateral del arco biapoyado obtenida por Tokarz y 
Sandhú en 1.972 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de elemen-
tos BEAM 4 en Ansys. 
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Figura 7.3.34. “Comparativa entre la carga crítica de pandeo elástico 
lineal global lateral del arco biapoyado obtenida por 
Tokarz y Sandhú en 1.972 y la calculada en la presente 
Tesis con un modelo de elementos BEAM en Ansys.” 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 0,51% 0,51% 0,49% 0,54% 0,51% 

0,2 1,50% 1,49% 1,49% 1,47% 1,51% 

0,3 2,32% 2,33% 2,32% 2,31% 2,31% 

0,4 2,85% 2,81% 2,86% 2,86% 2,86% 

0,5 3,19% 3,19% 3,19% 3,19% 3,19% 
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Se puede concluir lo siguiente: 
 

- Las diferencias porcentuales son muy reducidas para todas las lon-
gitudes y relaciones flecha-luz, siendo el mayor valor 3,19%, co-
rrespondiente a la relación f/L=0,5 para todas las longitudes. 

 
- Las pequeñas diferencias existentes entre los valores de carga críti-

ca calculados por Tokarz y Sandhú en 1.972 y los calculados en la 
presente Tesis, al igual que ocurría para la carga crítica en el plano, 
se deben a que en el primer caso se desprecia el acortamiento por 
axil del arco y los momentos derivados del mismo, y en el segundo 
no. Por ello los resultados obtenidos en Ansys son más exactos, y 
coinciden con los propuestos por Tokarz y Sandhú en arcos con pe-
queñas relaciones f/L (0,1-0,2) y difieren ligeramente en los de ma-
yor relación f/L (0,3-0,5). Esto se confirma con la comparativa reali-
zada, de la que se deduce que la diferencia entre los valores de la 
carga decrece con el aumento de la luz y de la relación flecha-luz 
del arco. 

 
Si se analizan los arcos biempotrados, la diferencia existente entre los va-

lores calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos tipo 
BEAM y los obtenidos por Tokarz y Sandhú en 1.972 relativa a los valores obte-
nidos según los cálculos de investigación se indica en la siguiente tabla: 
 
ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 
En la Figura 7.3.35. se representa la comparativa entre la carga crítica de 

pandeo elástico lineal global lateral del arco biempotrado obtenida por Tokarz y 
Sandhú en 1.972 y calculada en la presente Tesis con un modelo de elementos 
BEAM en Ansys. 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % 

0,1 6,70% 4,42% 3,14% 2,35% 1,84% 

0,2 1,74% 1,21% 0,92% 0,74% 0,64% 

0,3 0,89% 0,70% 0,60% 0,53% 0,50% 

0,4 0,62% 0,53% 0,49% 0,46% 0,42% 

0,5 0,48% 0,43% 0,41% 0,40% 0,38% 
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Figura 7.3.35. “Comparativa entre la carga crítica de pandeo elástico 
lineal global del arco biempotrado obtenida por Tokarz y 
Sandhú en 1.972 y la calculada en la presente Tesis con 
un modelo de elementos BEAM en Ansys.” 

 
Se destacan las siguientes conclusiones: 

 
- Las diferencias porcentuales son reducidas y se encuentran dentro 

de los límites admisibles. Sólo para el arco de 20 m de longitud y 
relación flecha-luz 0,10 la diferencia es superior al 5% (6.70%). 

- Al igual que en el caso de arcos biapoyados, las diferencias existen-
tes se deben a que en los cálculos de Tokarz y Sandhú se desprecia 
el acortamiento por axil del arco y los momentos derivados del 
mismo y en los de la presente Tesis no: cuanto más esbelto es el 
arco, las flexiones provocadas por los acortamientos por axil son 
menores y las diferencias se hacen casi nulas. Por ello, el valor ab-
soluto de la diferencia decrece con el aumento de la luz del arco y 
de la relación flecha-luz. 

 
Una vez comentados los resultados obtenidos con elementos BEAM, se 

hace a continuación referencia a la modelización realizada con elementos SHELL. 
Es de aplicación todo lo indicado anteriormente en la modelización con elemen-
tos BEAM relativo a la directriz del arco, sección transversal, características me-
cánicas de la sección transversal, propiedades del material acero e inexistencia 
de imperfecciones geométricas. Los cálculos se realizan para los casos de arco 
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biapoyado y biempotrado, tal y como se describe en el subapartado 5.4.2. “Con-
diciones de contorno de los modelos de estudio. Elemento SHELL 43”. 
 

Los resultados obtenidos se presentan a continuación agrupados por la 
longitud del arco y la condición de contorno y se resumen en la Figuras 7.3.36. y 
7.3.37. 
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Figura 7.3.36.:  “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 

arco biapoyado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 
 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 6,254 3,236 1,857 1,197 0,8050 

0,2 5,296 2,848 1,696 1,087 0,7374 

0,3 3,344 1,802 0,9967 0,6438 0,4388 

0,4 1,80 0,9745 0,5545 0,3491 0,2386 

0,5 0,9346 0,4877 0,2963 0,1925 0,1317 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 7.3.37. “Valor de la carga crítica elástica lineal global lateral del 
arco biempotrado modelizado con elementos SHELL 43.” 

 
Si se analizan las diferencias existentes entre los valores calculados con el 

modelo SHELL y aquellos obtenidos por Tokarz y Sandhú en 1.972 (Figuras 
7.3.32. y 7.3.33.) se observa que son pequeñas y que se encuentran dentro de 
los límites admisibles. 

 
Para el caso de arcos biapoyados, la diferencia existente entre los valores 

calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos tipo SHELL 
y los obtenidos por Tokarz y Sandhú en 1.972 relativa a los valores obtenidos 
según los cálculos de investigación se indica en la siguiente tabla: 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 31,1250 15,901 8,843 5,789 3,878 

0,2 39,3010 20,818 12,295 8,175 5,524 

0,3 36,096 19,299 11,462 7,34 4,975 

0,4 29,921 15,959 9,926 6,06 4,106 

0,5 24,061 12,761 7,547 5,023 3,262 
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ARCOS BIAPOYADOS 
 

 
Si se trata de arcos biempotrados, la diferencia en porcentaje viene dada 

por: 
 
ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 
De todo ello se concluye: 
 
- Tanto para los arcos biapoyados como para los biempotrados, en general, 
los valores de las diferencias porcentuales son superiores para la modelización 
con elementos SHELL que para aquella con elementos BEAM, ya que el modelo 
con elementos SHELL 43 tipo lámina permite un mayor acercamiento a la reali-
dad que aquel con elementos tipo BEAM 4 (modelo “espacial” frente a modelo 
“lineal”). 
 
 - Los mayores valores porcentuales corresponden a los arcos de menor 
longitud (con L=20 m, 13,84% para el arco biapoyado y 14,99% para el arco 
biempotrado), lo que se justifica por el hecho anteriormente comentado de que 
en los cálculos de Tokarz y Sandhú se desprecia el acortamiento por axil del arco 
y los momento derivados del mismo y en los de la presente Tesis no. Las dife-
rencias porcentuales decrecen con el aumento de la luz. 
 
- Los valores porcentuales son superiores para el caso de arco biempotrado 
que para el caso de arco biapoyado. 
 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L % % % % % 
0,1 -3,22% -2,13% -3,00% -0,62% -0,24% 
0,2 -12,87% -7,47% -4,43% -2,61% -1,33% 
0,3 -6,67% -1,35% -6,05% -3,39% -1,62% 
0,4 -7,46% -1,63% -3,36% -3,39% -1,35% 
0,5 -13,84% -11,69% -6,41% -3,15% -0,98% 

 L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L % % % % % 
0,1 0,26% 0,04% -4,01% -0,06% -0,06% 
0,2 -11,67% -7,93% -5,76% -0,17% 0,69% 
0,3 -15,40% -10,51% -7,68% -5,89% -4,66% 
0,4 -14,99% -10,38% -2,70% -5,93% -4,74% 
0,5 -13,28% -9,35% -7,00% -1,24% -4,44% 
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Al igual que se determinó para los cálculos en el plano del arco, se han 
obtenido para las diferentes longitudes de arco y relaciones flecha-luz los valo-
res de los axiles en los arranques, con el fin de certificar y validar los modelos 
empleados. 
 

Se incluyen a continuación otras tablas con los axiles obtenidos para los 
diferentes cálculos del arco fuera del plano. 

 
 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos BEAM 4 
 
ARCO BIAPOYADO 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 174,694746 111,809484 77,6271507 57,0625526 43,6762715 
0,2 97,1514025 62,1703344 43,1730652 31,7114728 24,2882988 
0,3 47,5383864 30,427431 21,1267254 15,5208308 11,8831387 
0,4 23,4788205 15,0206668 10,4359525 7,66722347 5,870224 

0,5 12,2871935 7,86397157 5,46098112 4,01214044 3,07179838 

 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos SHELL 43 
 
ARCO BIAPOYADO 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 168,394104 108,914958 75,0018829 56,4028699 43,3491766 
0,2 84,7773649 56,9878057 40,7238702 30,4508577 23,6090874 
0,3 43,5291249 29,320979 19,4605648 14,6652407 11,4234794 
0,4 21,2264575 14,3650494 9,80851608 7,20431865 5,62642635 

0,5 10,4491457 6,81647155 4,96856541 3,76565307 2,94503569 

 
Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos BEAM 4 
 
ARCO BIEMPOTRADO 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 895,849091 559,68691 383,531438 279,516979 212,875565 
0,2 714,972852 455,122065 315,129759 231,112765 176,758245 
0,3 547,134024 349,492402 242,449676 178,002099 136,236789 
0,4 408,243741 261,041206 181,203193 133,086941 101,863411 

0,5 306,184788 195,865579 135,992064 99,9019271 76,4735248 
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Valor de Ncri. Cálculo elástico lineal con elementos SHELL 43 
 
ARCO BIEMPOTRADO 
 

f/L L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0,1 838,066273 535,18441 357,157593 272,778792 208,836691 
0,2 629,122964 416,563251 295,224047 229,01174 176,854291 
0,3 469,864621 314,020851 223,802704 167,204428 129,519974 
0,4 352,842687 235,245164 175,578181 125,059212 96,8398163 

0,5 269,010158 178,340397 126,567038 98,2779827 72,9405374 

 
En todos los casos el valor del axil decrece con el aumento de la longitud y 

de la relación flecha-luz, lo que confirma la fiabilidad de los cálculos realizados. 
 
Así pues, tanto para la modelización con elementos BEAM como para la 

modelización con elementos SHELL se pone de manifiesto la validez de los mo-
delos de cálculo empleados y la veracidad de los resultados que arroja. 
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8. INESTABILIDAD ELÁSTICA NO LINEAL GLOBAL 
LATERAL DE ARCOS 

8.1. HIPÓTESIS SIMPLIFICATIVAS DE UN CÁLCULO DE 

INESTABILIDAD ELÁSTICA NO LINEAL GLOBAL 

El comportamiento NO LINEAL de una estructura permite la aplicación del 

sistema de cargas exteriores sobre la deformada real existente en cada estadio 

de cargas considerado, obteniendo unos resultados más reales que los propor-

cionados por el cálculo lineal geométrico. 

Para realizar un cálculo de inestabilidad elástica no lineal es necesario 

adoptar las siguientes hipótesis simplificativas de partida: 

- El material es elástico 

- El arco es extensible: aparecen momentos debidos a los giros generados 

por el acortamiento por axil 

- Se considera el cambio de forma de la geometría por los momentos de 

primer y segundo orden 

- Se desprecian las deformaciones producidas por el cortante 

Este análisis supone un paso más hacia la simulación de la realidad, aun-

que no se considera el comportamiento no lineal del material y las tensiones 

residuales. Por tanto, sigue siendo un método teórico simplificado. 

8.2. ESTADO DEL ARTE 

Se incluye a continuación una relación de estudios realizados por diferen-

tes autores en la segunda mitad del siglo XX que tratan algunos aspectos y 

ejemplos de cálculos elásticos no lineales de arcos. 

En 1.969 WALKER llevó a cabo el estudio del comportamiento de un arco 

circular de sección cajón sometido a una carga vertical puntual bajo la hipótesis 
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de cálculo elástico no lineal con grandes deformaciones utilizando el método de 

elementos finitos de Rayleigh-Retz. Las ecuaciones algebraicas no lineales se 

resolvieron por medio de los métodos de Taylor y Newton-Raphson. En 1.972 

EBNER y ULCIFERRO realizaron una comparación teórica y numérica de cinco 

formulaciones de elementos finitos enfocadas al análisis elástico no lineal de 

estructuras planas, concluyendo la viabilidad de cada método empleado y sus 

condiciones de aplicación. 

En 1.973 MAK y DER-WANG KAO desarrollaron un “refinado” método de 

elementos finitos que permitiese analizar el comportamiento precrítico y postcrí-

tico de pandeo de arcos con imperfecciones geométricas iniciales. 

En 1.981 WEN y LANGE estudiaron un método de elementos finitos que 

calculase el comportamiento de una viga curva plana deformable en el espacio 

bajo la hipótesis de no linealidad geométrica. 

En 1.982 CALHOUN y DADEPPO prepararon un método de elementos fi-

nitos para analizar el comportamiento elástico no lineal de los arcos biempotra-

dos bajo el supuesto de grandes deformaciones y cargas aplicadas tanto puntua-

les como uniformemente distribuidas. 

En 1.983 WEN, ASCE y RAHIMZADEH desarrollaron un método de ele-

mentos finitos para estructuras espaciales bajo la hipótesis de cálculo elástico no 

lineal con cargas aplicadas únicamente en los nodos. 

En 1.985 PAPANGELIS y TRAHAIR presentaron una teoría del pandeo 

flexotorsional de arcos circulares de sección transversal con doble eje de sime-

tría sometidos a dos momentos de igual valor y de sentido contrario en los ex-

tremos o a una carga radial uniformemente distribuida. Se desarrolla en el su-

puesto de no linealidad geométrica. 

Por último, en 1.994 PI y TRAHAIR estudiaron un modelo de elementos 

finitos “tridimensional” para aplicar a arcos con comportamiento elástico no li-

neal en las hipótesis de carga puntual centrada en toda la longitud del arco, 

sección transversal con doble eje de simetría y sin distorsión ni pandeo local y 

grandes deformaciones y giros. 



INESTABILIDAD ELÁSTICA NO LINEAL GLOBAL LATERAL DE ARCOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

8.3 

Así pues, se observa que aunque varios autores han tratado el cálculo de 

arcos bajo la hipótesis de material elástico y no linealidad geométrica, ninguno 

de ellos lo hace en las condiciones de arco parabólico con imperfecciones geo-

métricas iniciales, carga uniformemente distribuida y desde el punto de vista del 

pandeo lateral, lo que no permite cotejar los resultados obtenidos con la modeli-

zación realizada en la presente Tesis. 

8.3. CÁLCULOS DEL COMPORTAMIENTO NO LINEAL POR EL 

MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

El análisis de pandeo lateral no lineal a través del método de los elemen-

tos finitos realiza un análisis no lineal geométrico de la estructura, incrementan-

do gradualmente la carga hasta encontrar el valor que hace la estructura inesta-

ble. 

La no linealidad geométrica rompe con el planteamiento clásico de la re-

sistencia de materiales de admitir que las deformaciones y los desplazamientos 

producidos en una estructura son pequeños. Considera que la geometría de los 

elementos varía durante la actuación de las fuerzas exteriores y que las relacio-

nes entre deformaciones y desplazamientos y tensiones y deformaciones no son 

lineales. 

En la práctica en gran número de ocasiones se cumple la no linealidad 

geométrica. En lo que respecta a la carga de colapso de los arcos, puede ocurrir 

que aparezca una carga a partir de la cual los desplazamientos aumenten mucho 

más rápidamente al incrementar la carga de lo que predice la situación lineal 

(problema de grandes deformaciones); o puede alcanzarse un estado para el 

que la carga que pueda resistir la estructura disminuya al aumentar la deforma-

ción (problema de estabilidad o pandeo). Ambas consideraciones hay que tener-

las en cuenta en el estudio de carga última para determinar su incidencia en el 

cálculo de la misma. 

En la Figura 8.3.1. se muestra el diagrama típico carga-desplazamiento 

para la solución lineal, con el punto de bifurcación, así como el resultado de 

hacer el cálculo de manera no lineal. En este último caso es necesario darle al 

arco una deformada inicial que excite el camino hacia la inestabilidad. 
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Deformación

Pandeo no lineal

Carga

Punto de bifurcación
Pandeo por autovalores

 

Figura 8.3.1. “Diagrama carga-deformación del pandeo lateral lineal 
y no lineal.” 

En un análisis no lineal del pandeo lateral, el objetivo es encontrar el pri-

mer punto límite, que es aquel con mayor valor de la carga para el que la solu-

ción se vuelve inestable. Así pues, el resultado que se obtiene con este cálculo 

es más aproximado a la realidad que el proporcionado por el método de los au-

tovalores, aunque se continúa obviando el comportamiento elastoplástico del 

material acero. 

El método de cálculo empleado en la presente Tesis para los análisis no li-

neales es el de Newton-Raphson, que es un procedimiento iterativo que permite 

la resolución de un sistema de ecuaciones. 

Sea 

[ ]{ } { }aFak =         (8.3.2.) 

el sistema de ecuaciones que regula el comportamiento de una estructura 
aplicando el método de los elementos finitos, donde [ ]k  es la matriz de coeficien-

tes, { }a  el vector de desplazamientos desconocido y { }aF  el vector de cargas 

aplicadas. 

Si la matriz [ ]k  es función de los desplazamientos desconocidos, la ecua-

ción (8.3.2.) se convierte en “no lineal” y es necesario un proceso iterativo como 

el método de Newton-Raphson para su resolución. 

La ecuación (8.3.2.) se puede escribir: 
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[ ]{ } { } { }nr
i

a
i

T
i FFak −=∆       (8.3.3.) 

donde 

[ ]T
ik  es la matriz de rigidez tangente, “i” representa el número de itera-

ción, { }nr
iF  es el vector de cargas residual correspondiente a las cargas internas 

del elemento y { } { } { }iii aaa −=∆ +1 . 

Fijado el valor de { }ia se calculan [ ]T
ik  y [ ]nr

iF . 

Si se realiza una sola iteración para resolver el problema, la solución única 

se muestra en la Figura 8.3.4. 

Fi
nr

ai
a

a +1i

F
aF

a

K i

 
Figura 8.3.4.: “Una iteración del método de Newton-Raphson.” 

Es obvio que es necesaria más de una iteración de Newton-Raphson para 

obtener una solución que converja. El algoritmo general consiste en: 

a) Suponer un { }0a , que es la solución convergente del paso previo; en el 

primer paso se toma { } { }00 =a . 

b) Calcular la matriz tangente [ ]T
ik  actualizada y la carga actualizada { }nr

iF  

para la configuración { }ia . 

c) Calcular { }ia∆  de la ecuación (8.3.3.) 
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d) Calcular { } { } { }iii aaa ∆−=+1       (8.3.5.) 

e) Repetir los pasos del b) al d) hasta que se produzca la convergencia. 

En la Figura 8.3.6. se muestra la solución de la siguiente iteración (i+1) 

Fi
nr

ai
a

a +1i

F

a

K i

a +2i
 

Figura 8.3.6.: “Solución de Newton-Raphson. Siguiente iteración.” 

 

La solución obtenida al final del proceso es el nivel de carga { }aF  y debe 

estar en equilibrio, tal que el vector restaurado de cargas { }nr
iF  sea igual que el 

vector de cargas { }aF  con cierta tolerancia. Ninguna solución intermedia estará 

en equilibrio. 

Este proceso se realiza hasta que se alcanza la convergencia, lo que impli-

ca que: 

{ } refRRER 〈        (8.3.7.) 

y/o 

{ } refn aEai ⋅〈∆       (8.3.8.) 

donde { }R es el vector residual de valor 

{ } { } { }nra FFR −=       (8.3.9.) 
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y { }ai∆ el vector de incremento de los grados de libertad, R∈  y n∈
son toleran-

cias y Rref y aref son valores de referencia. ||.||es un vector de norma. La con-

vergencia se obtiene si el tamaño del residuo es menor que un valor de toleran-

cia y/o cuando el tamaño de los incrementos de desplazamientos es menor que 

un valor de referencia. 

El ANSYS permite utilizar 3 tipos de normas: 

a. Norma infinita 

 RiR max=
∞

       (8.3.10.) 

b. Norma L1  

 { } RiR ∑=
1

       (8.3.11.) 

c. Norma L2 

 { } ( ) 2/12
12

RR ∑=        (8.3.12.) 

Para la convergencia de los incrementos de desplazamiento se sustituye 

a∆ por R en las ecuaciones anteriores. La norma infinita es el máximo valor en el 

vector; la norma L1 es la suma del valor absoluto de los términos; la norma L2 

es la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los términos. 

En la presente Tesis se utiliza la NORMA L2, y para Rref. se toma como va-

lor { }aF . 

La curva carga-deformación permite determinar si lo que se ha producido 

es una inestabilidad física o un problema numérico. La falta de convergencia del 

programa de cálculo no tiene por qué implicar que se haya alcanzado la máxima 

carga. La matriz de rigidez tangente KT debe tender a cero cuando la estructura 

se aproxime a la carga de pandeo; así se puede determinar si la inestabilidad es 

numérica o física. 

En lo que respecta al modelo de cálculo empleado para estudiar el com-

portamiento no lineal en la hipótesis de material elástico se recurre a la modeli-
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zación con elementos lineales tipos “BEAM” definida en el apartado 5.2.: “Mode-

lización del arco con elementos BEAM”. 

8.4. CARGAS CRÍTICAS DE PANDEO ELÁSTICO NO LINEAL 

OBTENIDAS EN LA PRESENTE TESIS. COMPARACIÓN 

CON LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON EL CÁLCULO 

CLÁSICO 

Tal y como se ha comentado con anterioridad a lo largo del presente capí-

tulo, pocos autores han estudiado en profundidad el pandeo elástico no lineal 

fuera del plano de arcos sometidos a una carga uniforme en planta; y menos se 

han prodigado en la elaboración de tablas con datos que permitan cotejar los 

resultados obtenidos. 

Así pues, en primer lugar se estudian las cargas críticas de pandeo en el 

plano y se validan con datos obtenidos por autores estudiosos del tema, y a 

continuación se obtienen los valores correspondientes fuera del plano, realizan-

do un análisis crítico de los mismos. 

8.4.1. Cargas críticas de pandeo elástico no lineal en el plano 

Se ha calculado para diferentes casos de luz y flecha el valor de la carga 

crítica de pandeo elástico no lineal en el plano del arco utilizando un modelo 

lineal con elementos “BEAM”. Estos resultados se comparan con los obtenidos 

por Austin y Ross en 1.976. 

Las luces empleadas son 10, 20, 25, 30, 35 y 40 m para relaciones flecha-

luz de 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 y 0,5. La sección transversal es la que se ha utilizado 

para todos los cálculos elástico-lineales: un cajón cuadrado de 40x40 cm con un 

espesor uniforme de 1 cm. 

La modelización realizada con elementos BEAM se realiza conforme a lo 

indicado en el apartado 7.2. “Un repaso a la inestabilidad elástica lineal global de 

arcos en su plano. Validación del modelo de cálculo de la presente Tesis” en todo 

lo relativo a la geometría y características del material. 
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A todo ello se debe añadir la necesidad de considerar una imperfección 

geométrica inicial que excite la deformación en el plano y permita que el arco 

alcance su carga última de pandeo no lineal. 

La imperfección geométrica inicial, coincidente con la que se indica en la 

RPM-95, es la definida en el apartado 4.7.5. “Imperfección geométrica adoptada 

en la presente Tesis” de la presente Tesis: 

( )
L
xsenLxy π2

000.1
⋅=

      (8.4.1.1.) 

Por último, se considera la “no linealidad geométrica”, permitiendo un cál-

culo con grandes deformaciones. Tal y como se describe con detalle en el apar-

tado anterior, el método empleado para resolver el problema matemático es el 

de Newton-Raphson. 

En la Figura 8.4.1.2. se incluye un resumen de las características del arco 

utilizado en los cálculos de la presente Tesis. 

x

Y

L
2   xy (x)= e   sen

e= 1cm

Y

Z

0,40 cm

0,40 cm

e
E= 210.000 MPa

= 235 MPas

s

y
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I  = 0,00064 m 4
T

I   = I   = 0,00042693 m4
yy zz

eo

y eo

L
.o

e  =o 1000
L

 

Figura 8.4.1.2.  “Características del arco empleado en los cálculo elásticos 
no lineales relativos a la inestabilidad en el plano.” 
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Los cálculos se realizan para los casos de arco biapoyado y arco biempo-

trado, tal y como se describe en el subapartado 5.4.1.: “Condiciones de contor-

no de los modelos de estudio. Elemento BEAM 4”. 

Los resultados obtenidos se presentan a continuación agrupados por longi-

tud del arco y condición de contorno y se resumen en las Figuras 8.4.1.3. y 

8.4.1.4. 

ARCOS BIAPOYADOS 
 

 

CARGA CRÍTICA ELÁSTICA NO LINEAL EN EL PLANO ARCO 
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Figura 8.4.1.3.: “Valor de la carga crítica elástica no lineal en el plano del 
arco biapoyado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 196,6 28,1 14,6 8,5 5,2 3,6 

0,2 367 47,4 24,4 14,2 8,9 6 

0,3 409,5 52,1 26,8 15,5 9,8 6,5 

0,4 381,3 48 24,6 14,3 9 6 

0,5 327,3 41,2 21,1 12,2 7,7 5,1 



INESTABILIDAD ELÁSTICA NO LINEAL GLOBAL LATERAL DE ARCOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

8.11 

ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 

CARGA CRÍTICA ELÁSTICA NO LINEAL EN EL PLANO ARCO 
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Figura 8.4.1.4.: “Valor de la carga crítica elástica no lineal en el plano del 
arco biempotrado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 

En 1.976 Austin y Ross determinaron la carga crítica elástica no lineal de 

pandeo para arcos parabólicos y circulares biapoyados y biempotrados someti-

dos a una carga vertical uniformemente distribuida en planta a lo largo del eje 

del arco. 

En la Tabla 8.4.1.5. se incluyen los valores obtenidos por Austin y Ross 

para el cálculo de la carga crítica elástica no lineal en el plano de arcos circulares 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 294,5 54,7 29.2 17,3 11 7,4 

0,2 762,5 102,7 53,3 31,1 19,6 13,2 

0,3 952,2 123,4 63,7 37 23,3 15,7 

0,4 958 122,8 63,3 36,7 23,2 15,5 

0,5 876,4 111 57,4 33,2 21 14,1 
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y parabólicos sometidos a una carga uniformemente distribuida en planta a lo 

largo del eje. 

Arco Biapoyado

0 qL3/EI hc qL3/EI HL2/EI

0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,50

50 0,994 64,8 75,2
70 0,989 83,4 70,0
90 0,981 95,5 63,3
106,26 0,974 99,9 57,0
120 0,968 99,8 51,2
140 0,959 93,8 42,1
160 0,953 81,9 32,6
180 0,950 66,0 23,4

60,4
83,4
99,3

107,7
109,6
106,4
100,0
83,0

1002
1004
1006
1008
1009
1009
1009
1008

36,3
32,9

28,8
24,5
20,5
16,96
13,98
9,51

28,6
38,2
43,4
44,9
43,5
40,4
36,5
28,5

76,1
70,8
64,3
57,0
49,5
42,5
36,2
25,9

1003
1006
1010
1013
1015
1017
1017
1017

31,2
39,5

44,0
44,5
42,8
37,1
28,9
20,0

0,1109
0,1577
0,2071
0,2500
0,2887
0,3501
0,4196
0,5000

35,6
39,5
44,0
44,5
42,8
37,1
28,9
20,0

0,992
0,983
0,969
0,966
0,938
0,910
0,880
0,854

50 90,9 110,6
70 110,0 98,5
90 119,4 85,7
106,26 120,3 75,2
120 117,2 66,7
140 117,5 54,2
160 93,5 43,1
180 77,2 32,5

63,0
77,6
85,6
87,7
86,7
81,7
73,8
64,4

0,1109
0,1577
0,2071
0,2500
0,2887
0,3501
0,4196
0,5000

74,6
66,8
57,9
50,5
44,3
35,1
27,1
19,07

0,88
0,81
0,75
0,69
0,64
0,57
0,45
0,34

0,94
0,91
0,88
0,85
0,82
0,78
0,73
0,67

hi/L / hiHL2/EI hc / ht

Arco Biempotrado

Arcos parabólicos. Modo antisimétrico

Arcos circulares. Modo antisimétrico

Arcos circulares. Modo simétrico

 

Tabla 8.4.1.5.:  “Carga crítica elástica no lineal en el plano de arcos 
circulares y parabólicos sometidos a una carga 
uniformemente distribuida en planta a lo largo del eje 
según Austin y Ross.” 

Con estos parámetros se obtienen los siguientes valores de carga crítica 

para arcos tanto biapoyados como biempotrados. (Figuras 8.4.1.6. y 8.4.1.7.): 
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ARCOS BIAPOYADOS 
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Figura 8.4.1.6.: “Valores de la carga crítica elástica no lineal en el plano del 
arco biapoyado según Austin y Ross (1.976).” 

 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 256,4 32,1 16,4 9,5 6 4 

0,2 389,1 48,6 24,9 14,4 9,1 6,1 

0,3 390 48,7 25 14,5 9,1 6,1 

0,4 327,2 40,9 20,9 12,1 7,6 5,1 

0,5 255,5 31,9 16,3 9,5 6 4 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 8.4.1.7.: “Valor de la carga crítica elástica no lineal en el plano del 
arco biempotrado según Austin y Ross (1.976).” 

Si se analizan las diferencias existentes entre los valores calculados en la 
presente Tesis y aquellos obtenidos por Austin y Ross en 1.976 se observa que 
son mínimas y se encuentran dentro de los límites admisibles. 

 
Para el caso de arcos biapoyados, las diferencias porcentuales entre los 

calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos  tipo BEAM 
y los valores obtenidos por Austin y Ross en 1.976 se indican en la siguiente 
tabla. 

 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 

0,1 541,5 67,7 34,7 20,1 12,6 8,5 

0,2 890,3 111,3 57 33 20,7 13,9 

0,3 982,6 122,8 62,9 36,4 22,9 15,4 

0,4 896,5 112,1 57,4 33,2 20,9 14 

0,5 744,1 93,0 47,6 27,6 17,3 11,6 
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Al igual que se ha hecho para el caso de cálculos elástico-lineales, se de-
termina un valor “representativo” porcentual para cada caso particular de longi-
tud de arco y flecha consistente en: 
 
Porcentaje (%)=(Valor de carga crítica elástica no lineal en el plano calculado en 
Ansys-Valor equivalente según Austin y Ross) / Valor de la carga crítica elástica 
no lineal en el plano calculada en Ansys 

 
ARCOS BIAPOYADOS 
 

 

En la Figura 8.4.1.8. se representa la comparativa entre la carga crítica 

elástica no lineal en el plano del arco biapoyado obtenida por Austin y Ross en 

1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de elementos BEAM en 

Ansys. 

COMPARATIVA CARGA CRÍTICA ELÁSTICA NO LINEAL EN EL 
PLANO ARCO BIAPOYADO AUSTIN Y ROSS FRENTE A 

MODELIZACIÓN BEAM 4
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Figura 8.4.1.8. “Comparativa entre la carga crítica elástica no lineal en el 
plano del arco biapoyado obtenida por Austin y Ross en 
1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de 
elementos BEAM en Ansys.” 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L % % % % % % 
0,1 -30.42 -14.06 -12.40 -11.73 -15.01 -11.29 
0,2 -6.02 -2.61 -2.06% -1.49 -1.97 -1.33 
0,3 4.76 6.43 6.87 6.81 7.18 6.25 
0,4 14.18 14.78 14.86 15.24 15.19 14.78 
0,5 21.93 22.48 22.50 22.43 22.60 21.72 
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Se obtienen las siguientes conclusiones para los arcos biapoyados: 

- Las diferencias porcentuales son superiores a las obtenidos para el ca-

so de cálculos elástico-lineales, siendo su valor máximo -30,42% para el arco de 

10 m de longitud y relación flecha- luz 0,10. 

- El mayor valor de las diferencias porcentuales está justificado ya que la 

no linealidad geométrica “amplifica” la no consideración del acortamiento por 

axil del arco y los momentos derivados del mismo presente en los cálculos reali-

zados por Austin y Ross en 1.976. El mayor valor se da tal y como se ha comen-

tado para el arco de L=10m y f/L=0,10 (el de mayor rigidez a axil) y para arcos 

con relación flecha-luz 0,50. 

Para el caso de arcos biempotrados, las diferencias porcentuales entre los 

valores calculados en la presente Tesis con una modelización con elementos tipo 

BEAM y los obtenidos por Austin y Ross en 1.976 se indican en la siguiente ta-

bla: 

ARCOS BIEMPOTRADOS 
 

 

En la Figura 8.4.1.9. se representa la comparativa entre la carga crítica 

elástica no lineal en el plano del arco biempotrado obtenida por Austin y Ross en 

1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de elementos BEAM en 

Ansys. 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

f/L % % % % % % 

0,1 -83.88 -23.75% -18.69 -15.93 -14.82 -14.34 

0,2 -16.76 -8.36 -6.90 -6.02 -5.94 -5.38 

0,3 -3.19 0.46 1.28 1.64 1.64 2.21 

0,4 6.41 8.74 9.35 9.52 9.87 9.62 

0,5 15.09 16.20 17.03 16.99 17.35 17.54 



INESTABILIDAD ELÁSTICA NO LINEAL GLOBAL LATERAL DE ARCOS 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

8.17 

COMPARATIVA CARGA CRÍTICA ELÁSTICA NO LINEAL EN EL 
PLANO ARCO BIEMPOTRADO AUSTIN Y ROSS FRENTE A 

MODELIZACIÓN BEAM 4
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Figura 8.4.1.9. “Comparativa entre la carga crítica elástica no lineal en el 
plano del arco biempotrado obtenida por Austin y Ross en 
1.976 y la calculada en la presente Tesis con un modelo de 
elementos BEAM en Ansys.” 

 

Se obtienen para los arcos biempotrados las siguientes conclusiones: 

- Las diferencias porcentuales son superiores a las obtenidas para el ca-

so de cálculos elástico-lineales, siendo su valor máximo -83,88% para el arco de 

10 m de longitud y relación flecha-luz 0,10. 

- El mayor valor de las diferencias porcentuales está justificado ya que la 

no linealidad geométrica “amplifica” la no consideración del acortamiento por 

axil del arco y los momentos derivados del mismo presente en los cálculos reali-

zados por Austin y Ross en 1.976. El mayor valor se da tal y como se ha comen-

tado con anterioridad para el arco de L=10m y f/L=0,10 (el de mayor rigidez a 

axil) y para arcos con relación flecha-luz 0,10 y 0,50. 

De todo lo comentado anteriormente se deduce la validez de los modelos 

de cálculo empleados y la veracidad de los resultados que arroja. 
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8.4.2. Cargas críticas de pandeo elástico no lineal fuera del 

plano 

Una vez confirmada la validez del modelo de cálculo para el comporta-

miento del arco en su plano, se van a realizar los cálculos correspondientes a la 

repuesta “no lineal” de la estructura “fuera del plano”. Para ello se utilizará una 

modelización con elementos “BEAM”. Las luces, flechas, sección transversal, 

geometría del arco y características del material coinciden con lo expuesto en el 

apartado anterior 8.4.1. para los cálculos relativos al plano. Se adopta una im-

perfección inicial geométrica coincidente con la definida en el capítulo 4.7.5. 

“Imperfección geométrica adoptada en la presente Tesis” para comportamientos 

fuera del plano: 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅=
L
xLxz πcos

000.1
)(        (8.4.2.1.) 

En la Figura 8.4.2.2. se incluye un resumen de las características del arco 

utilizado en los cálculos de la carga crítica elástica no lineal fuera del plano. 

x

Y

L
xy= -4f(     ) + f   

A= 0,016 m²
I  = 0,00064 m 4

T

I   = I   = 0,00042693 m4
yy zz

e= 1cm

Y

Z

0,40 cm

0,40 cm

e
E= 210.000 MPa

= 235 MPas

s

y

 

Figura 8.4.2.2.  “Características del arco empleado en los cálculos elásticos 
no lineales relativos a la inestabilidad fuera del plano.” 
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Se considera la “no linealidad geométrica”, con lo que se permite un cál-

culo con grandes deformaciones. El método empleado para resolver el problema 

matemático es el de Newton-Raphson. 

Los cálculos se realizan para los casos de arco biapoyado y arco biempo-

trado de acuerdo a lo descrito en el subapartado 5.4.1.: “Condiciones de contor-

no de los modelos de estudio. Elemento BEAM 4”. 

Los resultados obtenidos se presentan a continuación agrupados por longi-

tud del arco y condición de contorno y se resumen en las Figuras 8.4.2.3 y 

8.4.2.4.  

ARCOS BIAPOYADOS 
 

 

CARGA CRÍTICA ELÁSTICA NO  LINEAL FUERA DEL PLANO 
ARCO BIAPOYADO MODELIZADO BEAM 4 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

f/L

qu

L= 10 m
L=20 m
L=25 m
L= 30 m
L = 35 m
L= 40 m

 

Figura 8.4.2.3. “Valor de la carga crítica elástica no lineal fuera del plano 
del arco biapoyado modelizado con elementos BEAM 4.” 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 
0,1 46,2 5,9 3 1,7 1,1 0,75 
0,2 45,3 5,8 3 1,75 1 0,75 
0,3 28,1 3,65 1,9 1,1 0,6 0,45 
0,4 15,6 2,1 1,05 0,6 0,35 0,25 
0,5 8,8 1,1 0,59 0,34 0,19 0,10 
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ARCOS BIEMPOTRADOS 
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Figura 8.4.2.4. “Valor de la carga crítica elástica no lineal fuera del plano 
del arco biempotrado modelizado con elementos BEAM 4.” 

Al no tener datos relativos a estos cálculos proporcionados por autores es-

tudiosos del tema, se comparan los resultados obtenidos con los calculados para 

las mismas condiciones en la presente Tesis en la hipótesis de comportamiento 

LINEAL con el fin de cotejar los valores deducidos. 

Se utiliza el parámetro “porcentual” relativo al cálculo lineal, que se define 

como: 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L qcri qcri qcri qcri qcri qcri 
0,1 244,4 29,3 15 8,7 5,5 3,7 
0,2 334,9 41,7 21,4 12,4 7,8 5,25 
0,3 317,8 40,1 20,5 11,9 7,5 5,0 
0,4 264,6 33,4 17,1 9,9 6,2 4,20 
0,5 211,7 26,6 13,7 7,9 4,9 3,30 
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Valor de la carga crítica elástica no lineal fuera del plano calculado 
en   Ansys – Valor de carga crítica elástica lineal fuera del plano 
calculado en Ansys 

 
 
Porcentaje 
(%)= Valor de carga crítica elástica no lineal fuera del plano calculado en 

Ansys 
 

Para el caso de los arcos biapoyados, el valor del parámetro porcentual se 

define en la Tabla 8.4.2.5. 

Tabla 8.4.2.5.  “Valor del parámetro “porcentual” en los arcos biapoyados 
relativo al cálculo elástico lineal.” 

 

Análogamente, en la Tabla 8.4.2.6. se indica el valor del parámetro por-

centual para el caso de los arcos biempotrados. 

Tabla 8.4.2.6.  “Valor del parámetro “porcentual” en los arcos 
biempotrados relativo al cálculo elástico lineal.” 

 

De los parámetros porcentuales obtenidos tanto para los arcos biapoyados 

como para los biempotrados se deduce que los resultados obtenidos son correc-

tos. Las mayores diferencias se obtienen a grandes rasgos para el/los arcos de 

menor longitud, siendo superiores las diferencias en el caso de biempotrados 

(23,39%) que en el de biapoyados (10.98%). 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L % % % % % % 
0,1 10.98 9.06 9.69 11.12 9.09 8,13 
0,2 7.05 4.43 3.44 1.20 12.05 1,15 
0,3 3.81 0.05 -1.60 -4.07 11.94 1,42 
0,4 1.87 -5.47 -3.04 -4.69 5.83 0,44 
0,5 -0.09 -0.09 -4.85 -7.85 7.34 0,0373 

 L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 
f/L % % % % % % 
0,1 23.39 11.94 9.80 5.41 7.28 6.40 
0,2 10.28 6.64 5.91 4.64 5.45 4.91 
0,3 7.00 4.60 4.56 3.59 4.02 4,66 
0,4 5.16 3.52 3.44 2.89 3.86 2,83 
0,5 3.75 2.87 2.25 2.17 4.03 3,63 
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Si se analizan los resultados obtenidos para los arcos biempotrados repre-

sentando la gráfica que relaciona el cociente f/L con el parámetro 
yEI

qL3
=λ  (Figu-

ra 8.4.2.4.), se observa que el valor de λ es constante independientemente de la 

luz y ligeramente inferior al caso de cálculo elástico lineal, hipótesis más conser-

vadora y separada de la realidad. 

En la Figura 8.4.2.7. se representa la comparativa entre los cálculos elás-

tico lineal y elástico no lineal para el caso de arcos biempotrados. El valor de EIy 

(rigidez a flexión transversal) es de 8.965,33 t · m2. 

Valor de λ para arcos biempotrados 
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Figura 8.4.2.7.: “Valor del parámetro λ para diferentes relaciones flecha-
luz comprendidas entre 0,1 y 0,5 en las hipótesis de cálculo 
elástico lineal y cálculo elástico no lineal.” 

f/L L= 10 m L= 20 m L= 25 m L= 30 m L= 35 m L= 40 m 

0 0 0 0 0 0 0 

0,1 27.2599612 26.1445782 26.1417897 26.2003473 26.302126 26.4122701 

0,2 37.3541776 37.2091778 37.29562 37.3430238 37.3011969 37.4768697 

0,3 35.4468726 35.7814875 35.7271126 35.8372567 35.8665355 35.6922569 

0,4 29.5130349 29.8030345 29.8016403 29.8141883 29.6496693 29.9814958 

0,5 23.6126587 23.7353508 23.8761679 23.79112 23.4328032 23.5568896 
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9. CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS FUERA 
DEL PLANO 

9.1. MODELOS DE DETERMINACIÓN DE LA CARGA ÚLTIMA DE 

COLAPSO 

El comportamiento último de una estructura y la determinación de la car-

ga de agotamiento de la misma se puede simular con diferentes modelos. Cada 

uno de ellos tiene distinta complejidad y ha de suplir la ausencia de precisión en 

sus estimaciones con determinadas simplificaciones conservadoras. 

Simular la realidad con todo detalle es muy costoso en tiempo de cálculo y 

en la preparación del modelo. Por eso, rara vez se intenta. Sólo en trabajos de 

investigación o de extrema responsabilidad está justificada una reproducción 

casi fiel del mecanismo de agotamiento. 

Hay muchas ocasiones en las que el comportamiento real de una estructu-

ra presenta simplificaciones, por lo que resulta inútil escoger una modelización 

que incluya fenómenos o efectos que no se van a producir en el caso particular 

que se analiza. Para estos casos es más razonable utilizar modelos más simples 

pero que alcanzan plena validez porque sus hipótesis simplificativas coinciden 

plenamente con las del caso real.  

En otras ocasiones, el modelo sencillo elude efectos que sí están presentes 

en la estructura real. Pero, con determinados coeficientes correctores, se puede 

obtener un resultado bastante próximo al que se obtendría con un modelo más 

complejo pero infinitamente más costoso. 

Por esta razón conviene conocer la gama de posibles modelos existentes, 

las limitaciones de aplicación de cada caso y los coeficientes de corrección que 

conviene incluir para superar esas limitaciones. 

Los métodos de análisis en el caso de arcos que permiten obtener la carga 

última de colapso se agrupan en dos grupos: 

1. Métodos elastoplásticos que reproducen el comportamiento elasto-

plástico de los materiales. 
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2 Métodos elásticos que simplifican el problema suponiendo que los 

materiales son siempre elásticos. 

Dentro del primer conjunto de métodos cabe destacar los modelos de 

resistencia última (teoría de la zona plástica), que intentan reproducir la reali-

dad de la forma más aproximada posible. Las hipótesis de partida son: 

a) La ley constitutiva del material mediante la relación no lineal σij - εij 

b) La dispersión de las zonas plásticas a lo largo de la estructura y sobre la 

sección transversal 

c) La influencia de las deformaciones (incluyendo el efecto de los axiles) en 

la rigidez de la estructura 

d) La existencia de autotensiones 

e) La presencia de imperfecciones geométricas 

 

Mediante elementos finitos, introduciendo la geometría imperfecta, un es-

tado de autotensiones, la ley tensión-deformación real y un análisis no lineal de 

movimientos, se calcula, paso a paso, incrementando las cargas, la carga última 

de colapso de la estructura. Ésta se alcanza cuando se hace singular la matriz de 

rigidez tangente de la misma. Un cálculo así realizado equivale a un ensayo real 

de agotamiento, como se pone de manifiesto en los diversos trabajos de com-

probación que recoge la literatura científica. 

Por lo que respecta al segundo conjunto de métodos cabe hablar de: 

a) Modelos de teoría elástica de primer orden: 

Corresponden a modelos de barras de cálculo matricial lineal. También 

emplean una fórmula de interacción para evaluar la carga de colapso. Para co-

rregir la triple simplificación que elude el comportamiento no lineal del material, 

la no linealidad geométrica de la estructura y la pérdida de rigidez por las auto-

tensiones cabe utilizar los siguientes métodos correctores: 

- Utilización de una imperfección ficticia para alterar la geometría. 

- La aplicación de criterios de agotamiento corregidos  

- Introducción de factores empíricos de mayoración de cargas o de mino-

ración de tensiones admisibles. 
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b)  Modelos de teoría elástica de segundo orden: 

Constituyen también modelos de barras de comportamiento elástico que 

evalúan la carga de colapso mediante el empleo de una fórmula de interacción 

acotada.  

Cuando una determinada relación entre los esfuerzos alcanza el valor uni-

dad se supone que se ha alcanzado la carga que agota la estructura. Como no 

tienen en cuenta la pérdida de rigidez por la presencia de autotensiones ni la 

plastificación del material, se recurre a diversos tipos de mecanismos correcto-

res, entre los que se encuentran la imperfección geométrica equivalente, un 

análisis elástico de segundo orden simplificado usando el efecto P-∆ y un análisis 

elástico de segundo orden simplificado para pórticos de traslacionalidad limitada. 

Los modelos de resistencia última son los únicos que representan fiel-

mente la realidad y, por tanto, los que se han empleado en la presente Tesis 

para evaluar las cargas de colapso de los arcos.  

Los métodos elásticos son cómodos de manejar y, por consiguiente, son 

imprescindibles a la hora de realizar el proyecto de estructuras sencillas o a la 

de predimensionar y tantear las más complejas. Sólo son útiles si se dispone de 

un parámetro de imperfección contrastado. 

9.2. MODELOS ELASTOPLÁSTICOS DE CARGA ÚLTIMA 

9.2.1. Introducción 

A la hora de realizar un planteamiento exacto del funcionamiento del arco 

como estructura con el fin de calcular su carga última, es necesario que dicho 

planteamiento recoja la no linealidad de comportamiento tanto en lo que respec-

ta al material como a la geometría. Tal y como se analizó en el Capítulo 3, el 

cálculo de arcos a lo largo de la historia moderna ha sido objeto de numerosos 

estudios que iban en consonancia con el desarrollo de las tecnologías en siste-

mas de información. De hecho, hasta la década de los 60, los arcos se estudia-

ron como modelos de barras elásticos lineales por no disponerse de herramien-

tas rápidas que solucionaran la complejidad asociada a los problemas matemáti-

cos no lineales. A partir de la década de los 70, el desarrollo de los ordenadores 
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llevó parejo el diseño de algoritmos de cálculo personalizados por cada investi-

gador (existen numerosas referencias al respecto), donde cada uno realizó un 

modelo acorde con los medios informáticos del momento. Se solucionó en cierto 

modo la no linealidad, pero se seguía trabajando con modelos de barras. 

Con la aparición de los programas de elementos finitos, surgió la posibili-

dad de simular el arco metálico como un elemento tridimensional con elementos 

lámina dada la relación espesor/ancho de la sección. Ello junto con la perfección 

de la biblioteca de elementos con comportamientos no lineales y el incremento 

de rapidez de los ordenadores, abrió la posibilidad de utilizar un modelo más 

aproximado a la realidad que el que se había venido utilizando hasta la fecha. La 

comercialización de dichos programas y su accesibilidad al personal universitario 

posibilitó el acercamiento al conocimiento en profundidad de respuestas que 

hasta ahora se habían calculado con numerosas hipótesis simplificativas para 

permitir la resolución computacional. 

9.2.2. Fundamentos de cálculo del Método de los Elementos Fi-

nitos 

9.2.2.1. Introducción 

Antes de desarrollar los algoritmos de cálculo no lineales que utiliza el 

programa ANSYS, merece la pena hacer un breve repaso de los fundamentos de 

estructuras en los que se basa el método de los elementos finitos de manera 

genérica. Para ello se dará una visión general que resuma las relaciones funda-

mentales, la formulación de los principios energéticos y la obtención de defor-

maciones y tensiones. 

El material objeto de estudio es el acero que es isótropo, lo cual se tendrá 

en cuenta en la formulación (iguales propiedades mecánicas en x, y, z). 

9.2.2.2. Relaciones tensión–deformación 

La relación básica que liga tensiones con deformaciones en el rango lineal 

del material de forma matricial es la siguiente: 

{ } [ ]{ }elεD σ =          (9.2.2.2.1.) 
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donde: 

 { }σ  = vector de tensiones [σx σy σz  σxy σyz σxz]
T  (Figura 9.2.2.2.2.) 

 [D] = matriz de rigidez elástica que se definirá a continuación 

 
{ } [ ]Txzyzxyzyx  ε εεεεεε=

 = vector de deformaciones elásticas 

 { }thε  = vector de deformaciones por temperatura 

y

Y
X

Z

σ
σxy

σzy

σzxσx

σxy

σz

σzy

σzx

σzyσxy

σy

σzx

σz

σzy

σzx

σxy

σx

 

Figura 9.2.2.2.2. “Definición del vector de tensiones.” 

 

 La deformación que causa tensión es: { } { } { }thel εεε −=  

 La ecuación (9.2.2.2.1.) se puede escribir de la forma: 

 { } { } [ ] { }σDε  ε 1th −+=         (9.2.2.2.3.) 

Para el caso tridimensional el vector de deformaciones por temperatura es 

de la forma: 

 { } [ ]Tth  T ε 000ααα∆=        (9.2.2.2.4.) 

donde: 
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 α  es el coeficiente de expansión térmica 

 ∆T  = T-TREF 

 T  =    Temperatura actual en el punto en cuestión 

 TREF = Temperatura de referencia 

 La matriz [ ] 1−D  normalizada por columnas es de la forma: 

[ ]  

1/G00000
01/G0000
001/G000
0001/E/E/E
000/E1/E/E
000/E/E-1/E

 D 1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−

=− υυ
υυ
υυ

   (9.2.2.2.5.) 

donde: 

E = Módulo de Young  

ν = Módulo de Poisson  

G = Módulo de elasticidad transversal 

 Sustituyendo las ecuaciones (9.2.2.2.4.) y (9.2.2.2.5.) en la 

(9.2.2.2.1.) se obtiene: 

 
E
σ

E
σ

E
σT  ε zyx

x
υυ

α −−+∆=     ( 9.2.2.2.6.) 

 
E
σ - 

E
σ

E
σ - α∆T  ε zyx

y
υυ

+=                 (9.2.2.2.7.) 

 
E
σ

  
E
σ

E
σ

 - α∆T  ε zyx
z +

υ
−

υ
=

    (9.2.2.2.8.) 

 G
σ

  ε xy
xy =

       (9.2.2.2.9.) 
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G
σ

  ε yz
yz =

       (9.2.2.2.10.) 

 
G
σ

  ε xz
xz =

                 (9.2.2.2.11.) 

donde: 

xε   = deformación en la dirección x 

xyε
 = deformación angular en xy 

σx  = tensión en la dirección x 

σxy  = tensión tangencial en xy 

Definiendo las tensiones en función de los desplazamientos invirtiendo la 
matriz [ ]D , la ecuación (9.2.2.2.1.) se puede escribir así: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
h
ET zy ∆−++∆−++−−= αευυαευυυ 22

h
E

α∆Tε1
h

E
σ x

2
x  (9.2.2.2.12.) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
h
ET zy ∆−++∆−−+−+= αευυαευυυ 221

h
E

α∆Tε
h

E
σ x

2
y  (9.2.2.2.13.) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
h
ET zy ∆−−+∆−++−+= αευαευυυυ 22 1

h
E

α∆Tε
h

E
σ x

2
z  (9.2.2.2.14.) 

xyxy εGσ =        (9.2.2.2.15.) 

yzyz εGσ =        (9.2.2.2.16.) 

xzxz εGσ =        (9.2.2.2.17.) 

donde: 

32 231h υ−υ−=      (9.2.2.2.18.) 
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9.2.2.3. Obtención de las matrices de la estructura 

El principio de los trabajos virtuales afirma que una variación virtual muy 

pequeña de la energía de deformación interna debe provocar un cambio igual en 

el trabajo aplicado por las fuerzas exteriores. Ello se traduce en: 

 δVδU =         (9.2.2.3.1.) 

donde: 
 
 U = energía de deformación 
 V = trabajo exterior 
 δ = operador virtual 
 

La energía de deformación virtual es: 
 

 { } { } ( )∫=
vol

T voldσδεδU      (9.2.2.3.2.) 

 
Si el material y la geometría son lineales se tiene: 

 

 { } [ ]{ } { } [ ]{ }( ) ( )∫=
vol

thTT voldε Dδε - εDδεδU    (9.2.2.3.3.) 

 
Las deformaciones vienen referidas a los desplazamientos nodales de la 

forma: 
 

 { } [ ]{ }aBε =        (9.2.2.3.4.) 
 
donde: 
 
[B] = matriz que relaciona desplazamientos y deformaciones basada en las fun-

ciones de forma del elemento. 
 
{a} = vector de desplazamientos nodales. 
 

Combinando las ecuaciones (9.2.2.3.3.) y (9.2.2.3.4.) y teniendo en cuen-
ta que los desplazamientos no varían a lo largo del volumen: 
 

{ } [ ] [ ][ ] ( ){ }∫=
vol

TT avold BDBδaδU { } [ ] [ ]{ } ( )voldεDBδa thT

vol

T ∫−   (9.2.2.3.5.) 
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Los desplazamientos dentro del elemento se refieren a los desplazamien-
tos nodales mediante la fórmula: 
 
{ } [ ]{ }aNu =          (9.2.2.3.6.) 
 
donde:  
 
[N] es la matriz de funciones de forma 
 

El trabajo de las fuerzas exteriores se puede definir como: 
 
δV1 trabajo realizado por las fuerzas de presión 
δV2 trabajo realizado por las fuerzas en los nodos 
 

Se tiene que: 
 

{ } { } ( )∫=

párea
p

T
n1 áreadPδw δV      (9.2.2.3.7.) 

 
{P} =  vector de presiones aplicado  
áreap =  área sobre la que actúa 
{ }nw  =  es el movimiento normal a la superficie tal que { } [ ]{ }aNw nn =  siendo Nn 

las funciones de forma para los movimientos normales a la superficie. 
 

Combinando (9.2.2.3.6.) y (9.2.2.3.7.) se obtiene: 
 

{ } [ ] { } ( )∫=

párea
p

T
n

T
1 áread PNδa  δV      (9.2.2.3.8.) 

Las fuerzas nodales aplicadas sobre el elemento se expresan de la forma: 
 

{ } { }nd
e

T
2 Fδa  δV =        (9.2.2.3.9.) 

 

donde { }nd
eF  son las fuerzas nodales sobre el elemento. 

 

{ } [ ] [ ] [ ] ( ){ } { } [ ] [ ]{ } ( ) =−∫ ∫
vol vol

thTTTT vold DBδaa vold BDBδa ε  
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{ } [ ] { } ( ) { } { }∫ ∫ +=
vol area

nd
e

T
p

T
n

T

p

FδaáreadPNδa  

   (9.2.2.3.10.) 
 

Como {δa}T es un desplazamiento virtual común a todos los términos de la 
ecuación anterior, la condición queda así: 
 

[ ]{ } { } { } { }nd
e

pr
e

th
ee FFFa K +=−      (9.2.2.3.11.) 

 
donde: 
 

[ ] [ ] [ ][ ] ( )∫ ==

vol

T
e vold BDB K   

 

{ } [ ] [ ]{ } ( )∫ ==

vol

thTth
e vold εDBF   

 

{ } [ ] { } ( )∫ ==

párea
p

T
n

pr
e áread PN F   

 
La ecuación (9.2.2.3.11.) representa la ecuación de equilibrio en un ele-

mento en coordenadas locales. 
 

9.2.2.4. Cálculo de deformaciones y tensiones 

Las tensiones y las deformaciones en los puntos de integración del ele-

mento se calculan combinando las ecuaciones (9.2.2.2.1.) y (9.2.2.3.4.) para 

obtener: 

{ } [ ]{ } { }thel εaBε −=        (9.2.2.4.1.) 

{ } [ ]{ }elεDσ =          (9.2.2.4.2.) 

Las deformaciones principales se obtienen resolviendo la ecuación: 

0

εεε
2
1ε

2
1

ε
2
1εεε

2
1

ε
2
1ε

2
1εε

ozyzxz

yzoyxy

xzxyox

=

−

−

−

    (9.2.2.4.3.) 

matriz de rigidez del elemeto

vector de carga térmica en el elemento

vector de presión del elemento
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donde 0ε  son las deformaciones principales, ε1, ε2, y ε3. 

Se define la intensidad de las deformaciones como: 

( )133221I εε,εε,εεMAXε −−−=                (9.2.2.4.4.) 

Se define la deformación equivalente de Von Mises como: 

( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21e εεεεεε

2
1

1
1ε ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−

+
=

υ
   (9.2.2.4.5.) 

Las tensiones principales σ1, σ2, σ3 se obtienen de la ecuación: 

0
σσσσ

σσσσ
σσσσ

ozyzxz

yzoyxy

xzxyox
=

−
−

−
     (9.2.2.4.6.) 

donde 0σ  son las tensiones principales  .  

La intensidad de tensiones se define como: 

( )133221I σσ,σσ,σσMAXσ −−−=     (9.2.2.4.7.) 

La tensión equivalente de Von Mises se obtiene de: 

( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21e σσσσσσ

2
1 σ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−=

   (9.2.2.4.8.) 

La tensión equivalente y la deformación equivalente están relacionadas 

mediante el módulo de Young E de la forma: 

ee Eεσ =           (9.2.2.4.9.) 

Para elementos elásticos tipo lámina las fuerzas y momentos por unidad 

de volumen se definen como: 

( )
6

σ4σσt
T botx,midx,topx,

x
++

=     (9.2.2.4.10.) 
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( )
6

σ4σσt
T botx,midx,topx,

y
++

=      (9.2.2.4.11.) 

( )
6

σ  4σσ t
 T botxy,midxy,topxy,

xy
++

=      (9.2.2.4.12.) 

( )
12

σ - σt
  M botx,topx,

2

x =       (9.2.2.4.13.) 

( )
12

σ - σt
  M boty,topy,

2

y =       (9.2.2.4.14.) 

( )
12

σ - σt
  M botxy,topxy,

2

xy =       (9.2.2.4.15.) 

( )
6

σ  4σ  σt
N botyz,midyz,topyz,

y
++

=      (9.2.2.4.16.) 

( )
6

σ  4σ  σt
N botxz,midxz,topxz,

x
++

=      (9.2.2.4.17.) 

donde: 

TX, TY, TXY = fuerzas en el plano por unidad de longitud 

MX, MY, MXY = momentos por unidad de longitud 

NX, NY = cortantes por unidad de longitud 

t =espesor en el punto medio del elemento 

σx, σy, σz = tensiones normales 

σxy, σxz, σyz = tensiones tangenciales 

9.2.3. Aplicación del M.E.F. al caso no lineal 

Como ya se comentado con anterioridad, el modelo lineal de elementos 

finitos se basa en las siguientes hipótesis: 

a) Las relaciones entre deformaciones ε  (x,y,z) y desplazamientos  n (x,y,z) 

son lineales. Ello implica que en cualquier punto del elemento se cumple: 

{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }aNLuL ==ε        (9.2.3.1.) 

donde [ ] [ ]NyL  son operadores y funcionan de forma lineal. 
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Las relaciones entre tensiones y deformaciones son lineales 
 
{ } [ ]{ } { }00 σεεσ +−D=        (9.2.3.2.) 

ya que { }{ }00 σε  son las deformaciones y las tensiones iniciales 

respectivamente y D es una matriz que depende de E y ν y es constante. 

Estas hipótesis dan lugar a que el sistema de ecuaciones resultante en 

elementos finitos sea del tipo: 

[ ]{ } { } { }rfaK =+          (9.2.3.3.) 

donde { }r  representa las fuerzas en los nodos y { }f  las cargas térmicas y de 

presión en el elemento. 

El sistema de ecuación (9.2.3.3.) es lineal, ya que la matriz [ ]K  se obtiene 

por la integración de una función del producto de [ ][ ] [ ]DyLNB , que son todas 

lineales. Esta formulación se traduce en un cálculo lineal de estructuras, que es 

el que se utiliza de forma cotidiana. Su resolución es inmediata mediante el 

algoritmo de Gauss-Jordan. 

Sin embargo, en la realidad, las estructuras no funcionan exactamente 

así. De hecho, por definición, las hipótesis que hemos descrito nunca son reales, 

lo que ocurre es que normalmente representan un modelo que suele simular 

bien la realidad. 

Existen problemas de mecánica de sólidos en los que fenómenos tales 

como la plasticidad, la fluencia o cualquier relación de comportamiento compli-

cada sustituyen a las hipótesis sencillas de elasticidad lineal (no linealidad del 

material). Estos problemas se pueden formular mediante el método de los ele-

mentos finitos sin necesidad de volver a formular los elementos desde el 

principio. Cuando pueda llegarse a una solución del problema no lineal, 

siguiendo un proceso lineal iterativo  cualquiera y de tal forma que al final del 

mismo se ajusten las constantes del material de manera que se satisfaga la 

nueva ley de comportamiento, se habrá solucionado el problema no lineal. 

Sin embargo, si la relación entre deformaciones y desplazamientos no es 

lineal (no linealidad geométrica), es necesario reorganizar toda la formulación 
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más a fondo. En este caso, al final, es necesario resolver siempre un sistema de 

ecuaciones no lineales ya que la matriz K es función de los desplazamientos en 

los nudos (K=K(a)). 

En el presente capítulo se pretende realizar una exposición sobre cómo se 

implementa cada una de estas no linealidades en el programa de cálculo ANSYS 

con un pequeño desarrollo teórico previo que facilite su comprensión. Las no 

linealidades que se han estudiado e implantado son obviamente las que afectan 

al problema concreto de los arcos metálicos, que son básicamente la plasticidad 

en lo referente al material y las grandes deformaciones en lo que respecta a la 

geometría.  

En cualquier caso es necesario recordar tres conceptos implícitos a la no 

linealidad matemática que se han tenido en cuenta en la presente Tesis: 

• La solución puede no ser única. 

• No se puede realizar superposición de estados 

• La convergencia no está asegurada (estabilidad de la solución) 

9.2.4. Planteamiento de la no linealidad geométrica 

9.2.4.1. Concepto 

En todas las formulaciones clásicas de resistencia de materiales se admite 

que las deformaciones y los desplazamientos producidos en la estructura son 

pequeños. Eso se traduce en que la geometría de los elementos no varía durante 

la actuación de las fuerzas exteriores y que las deformaciones pueden aproxi-

marse de forma lineal y asimilarse a infinitésimos de primer orden. 

En la práctica, dichas hipótesis no siempre se cumplen. Existen numerosos 

ejemplos que van en contra de las mismas en los distintos ámbitos de la inge-

niería pero debe centrarse la atención en las que pueden afectar al problema 

concreto de la carga de colapso en arcos. Puede ocurrir que aparezca una carga 

a partir de la cual los desplazamientos aumenten mucho más rápidamente al 

incrementar la carga de lo que predice la situación lineal (problema de grandes 

deformaciones). O puede alcanzarse un estado para el que la carga que pueda 
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resistir la estructura disminuya al aumentar la deformación (problema de estabi-

lidad o pandeo). 

Ambas consideraciones hay que tenerlas en cuenta en el estudio de la 

carga última para ver su incidencia en el cálculo de la misma. Por lo tanto es 

preciso sentar las bases de cálculo sobre las que los elementos finitos formulan 

el problema. 

9.2.4.2. Formulación matemática 

Aunque los desplazamientos sean grandes, las condiciones de equilibrio 

entre las fuerzas exteriores e interiores se deben cumplir. Si se escriben de for-

ma resumida las ecuaciones de equilibrio obtenidas al aplicar el principio de los 

trabajos virtuales, se puede afirmar de forma genérica que: 

[ ] [ ] { }∫ =−=
v

T
ldVBa 0)( σψ      (9.2.4.2.1.) 

donde ψ  representa la suma de fuerzas generalizadas interiores y exteriores y 

se obtiene a partir de las deformaciones: 

{ } [ ]{ }aBd =ε          (9.2.4.2.2.) 

[ ]B  se distingue con una barra porque, si los desplazamientos son grandes, las 

deformaciones son una función no lineal de los desplazamientos y la matriz de-

pende entonces de a. Se puede escribir: 

[ ] [ ] [ ])a(BBB L0 +=        (9.2.4.2.3.) 

donde B0 es la misma matriz que interviene cuando no se consideran más que 

las deformaciones lineales y BL es una matriz que depende de los desplazamien-

tos.  

Si no se considera que el material es no lineal se puede escribir: 

{ } [ ]{ } { }00-D= σ+εεσ       (9.2.4.2.4.) 
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en la que [ ]D  es la matriz habitual de constantes elásticas. Sin embargo, 

se podría escribir cualquier tipo de relación no lineal entre tensiones y deforma-

ciones ya que el proceso se reduciría de nuevo a resolver un sistema de ecua-

ciones no lineales. 

Para la solución de la ecuación (9.2.4.2.1.) se puede recurrir al método 

iterativo de Newton-Raphson. Para ello es necesario tener una relación del tipo 
{ } [ ]{ }daKd T=ψ . Diferenciando se obtiene: 

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }∫∫ =σ+σ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=ψ

V
T

V

T
daKdVdBdVBdd    (9.2.4.2.5.) 

La ecuación anterior se puede poner de la forma: 

{ } [ ]{ } [ ]{ }daKdaKKKd TL0 =++=ψ σ     (9.2.4.2.6.) 

donde: 

[ ]0K   representa la matriz de rigidez usual para pequeños desplazamientos. 

[ ]σK   representa la matriz de rigidez que depende del estado tensional de la 

estructura. 

[ ]LK   representa la matriz de grandes desplazamientos  

[ ]TK   representa la matriz de rigidez tangente total 

La forma de resolver el problema es: 

a) Se calcula la solución elástica a0 como primera aproximación 

b) Se deduce { }0ψ  de la ecuación (9.2.4.2.1.) estando [ ]B  definida por 

(9.2.4.2.3.) y las tensiones [ ]σ  por (9.2.4.2.4.) 

c) Se calcula la matriz 0
TK   

d) Se calcula la corrección con la relación: 

010
T

0 )K(a Ψ−=∆ −         (9.2.4.2.7.) 
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y se repite el proceso desde b) hasta que Ψn sea suficientemente pequeño. 

9.2.4.3. Implementación en Ansys 

9.2.4.3.1. Introducción 
 

Puede parecer fuera de lugar dedicar unas páginas a describir la metodo-

logía que emplea el programa elegido para la simulación elastoplástica. Sin em-

bargo, resulta imprescindible analizar el planteamiento matemático de la subru-

tina del programa para conocer sus hipótesis simplificativas y los criterios de 

validez. No hay nada más irresponsable para el calculista de estructuras que 

aceptar ciegamente los resultados del ordenador sin plantearse cómo son obte-

nidos. 

El programa ANSYS considera tres tipos de no linealidades geométricas: 

a) Grandes deformaciones 
 

Asume que las deformaciones no son despreciables. Se tienen en cuenta 

los cambios de forma. Las flechas y los giros pueden ser arbitrariamente gran-

des. 

b) Grandes giros 
 

Asume que los giros son grandes pero las deformaciones mecánicas (las 

que causan tensiones) se evalúan con expresiones lineales. La estructura no 

cambia de forma excepto por el movimiento de sólido rígido. Los elementos de 

esta clase se mantienen con la configuración original. 

c) Rigidez por tensión 
 

Tiene en cuenta la rigidez adquirida por la estructura por el hecho de estar 

tensionada. Asume que tanto las deformaciones como los giros son pequeños. 

Los efectos de la no linealidad en los giros se modelizan con una aproximación 

de los giros de primer orden. 

Para la representación de la no linealidad de los arcos se ha escogido el 

modelo de grandes deformaciones por ser el más genérico. Hay que tener en 
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cuenta que este modelo incluye además la rigidez por tensión.  A continuación 

se analiza cómo formulan el problema las rutinas del  programa ANSYS. 

9.2.4.3.2. Base teórica de grandes deformaciones 
 

Cuando las deformaciones en un material superan más de un pequeño 

porcentaje, no se puede despreciar el cambio de geometría debido a la deforma-

ción. Este tipo de análisis se suele llamar de grandes deformaciones o de defor-

maciones finitas. 

Para desarrollar el modelo matemático es preciso definir una serie de can-

tidades físicas básicas (movimiento y deformación) y sus relaciones. 

y

x

{X}

{u}

{x}

Sin deformar Deformada

 

Figura 9.2.4.3.2.1. “Movimiento y vector de posición de un cuerpo 
deformable.” 

Las cargas que actúan sobre un cuerpo hacen que éste se desplace. Este 

movimiento se puede estudiar a partir de la posición del sólido deformado y sin 

deformar. 

Sea {x} la posición del punto del sólido deformado y {X} la posición del 

punto del sólido sin deformar. El vector desplazamiento {u} se puede escribir 

como: 

{ } { } { }u x X= −         (9.2.4.3.2.2.) 

 
El gradiente de deformaciones se puede expresar de la forma: 
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[ ] { }
{ }X
xF

∂
∂

=          (9.2.4.3.2.3.) 

 
que se puede escribir en función de los desplazamientos según la ecuación 
(9.2.4.3.2.) como: 
 

[ ] [ ] { }
{ }X
uF

∂
∂

+Ι=         (9.2.4.3.2.4.) 

 
donde [I] representa  la matriz identidad. 
 
La información que contiene el gradiente de deformaciones [F] incluye el cambio 
de volumen, la rotación y el cambio de forma del cuerpo deformado. El cambio 
de volumen en un punto es: 
 

[ ]Fdet
dV
dV

0
=         (9.2.4.3.2.5.) 

 
donde: 
 
V0 es el volumen original y V el volumen final 
 
El gradiente de deformaciones se puede dividir en una rotación y un cambio de 
forma mediante el teorema de descomposición polar: 
 
[ ] [ ][ ]URF =          (9.2.4.3.2.6.) 

 
donde:  
 
[R]  = matriz de rotación 
[U]  = matriz de cambio de forma 
 
Una vez conocida la matriz [U] se define la medida de deformaciones de Hencky 
como: 
 
[ε] = [ ]U nl          (9.2.4.3.2.7.) 

 

donde [ε] se encuentra en forma de matriz en lugar de en su forma usual 

del vector {ε}. Como [U] es una matriz de segundo orden, la ecuación anterior se 

determina por su descomposición espectral: 
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[ ] ( ){ }{ }∑
=

=
3

1  i
iii e e  n  Tλε l       (9.2.4.3.2.8.) 

 
en la que: 
 
λi = son los autovalores de [U] (principales alargamientos) 
{ei} = son los autovectores de [U] (direcciones principales) 
 

9.2.4.3.3. Implementación 
 

La evaluación de la ecuación (9.2.4.3.2.7.) se realiza mediante una 

aproximación incremental, que aunque es atemporal, se entiende mejor como 

pasos consecutivos en el tiempo. 

[ ] [ ] [ ]∫ ∑ ∆≈= n  d εεε        (9.2.4.3.3.1.) 

 
con: 
 
[ ] [ ]nnn U ∆=ε∆ l        (9.2.4.3.3.2.) 

 
donde [∆Un] es el incremento de la matriz de alargamientos calculada para el 
gradiente de deformaciones incremental: 
 
[ ] [ ][ ]nnn U R F ∆∆=∆        (9.2.4.3.3.3.) 

 
y  [∆Fn] es  
 

[ ] [ ][ ] 1
1 - nnn F F  F −=∆        (9.2.4.3.3.4.) 

 
[Fn] es el gradiente de deformaciones en el tiempo actual y [Fn-1] en un paso 
previo. Para resolver la ecuación (9.2.4.3.3.4.) con elementos tipo lámina (con 
los que se va a modelizar el arco), se emplea el método de HUGHES (1984), un 
cálculo aproximado de segundo orden. 
 

[ ] [ ] [ ][ ]1/2n1/2 R  R  εε ~∆=∆ T
n       (9.2.4.3.3.5.) 

 
donde [R1/2] es la matriz de rotación calculada de la descomposición polar del 
gradiente de deformaciones obtenida en la configuración del punto medio. 
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[ ] [ ][ ]1/21/22/1 U R  F =        (9.2.4.3.3.6.) 

 
que es, usando la ecuación (9.2.4.3.2.4.) 
 

[ ] [ ] I F 2/1 = + 
{ }

{ }X
u 2/1

∂
∂

      (9.2.4.3.3.7.) 

 
y el desplazamiento en el punto medio: 
 

{ } { } { }( )1 - nn2/1 u  u 
2
1  u +=       (9.2.4.3.3.8.) 

 
{un} es el desplazamiento en el tiempo actual y {un-1} en el tiempo anterior. 

[∆εn] es el incremento de deformaciones sin rotación a lo largo del tiempo. 

El incremento de deformaciones nε~∆  también se calcula en la configura-

ción del punto medio: 
 
{ } [ ]{ }n1/2 u B  ~ ∆=ε∆        (9.2.4.3.3.9.) 

 
{∆un} es el incremento de desplazamiento a lo largo de ese paso de tiempo y 

[B1/2] es la relación deformación–desplazamiento calculada en el punto 
medio de la geometría. 

 

{ } { } { }( )1- nn X  X 
2
1  +=2/1X       (9.2.4.3.3.10.) 

 

Este método da una excelente aproximación a la deformación logarítmica 

si los escalones de deformación son menores del 10%. 

El incremento de deformaciones calculado [∆εn] (o el equivalente [∆εn]) se 

puede añadir al de la deformación previa {εn-1} para obtener la deformación total 

de Hencky: 

{ } { } { }n1-n     εεε ∆+=n        (9.2.4.3.3.11.) 

 
 

9.2.4.3.4. Definición de deformaciones por temperatura 
 

Según CALLEN (1985) el coeficiente de expansión térmica se define como 

el incremento de longitud por unidad de temperatura: 
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dT
dl

l

1  =α           (9.2.4.3.4.1.) 

 
siendo l  la longitud y T la temperatura. 

 
De otra forma: 
 

dT   d
α=

l

l
         (9.2.4.3.4.2.) 

Por otra parte, la deformación logarítmica se define como: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

o
 n  
l

l
llε          (9.2.4.3.4.3.) 

 
siendo ol  la longitud inicial 

 
Diferenciando la ecuación anterior se obtiene: 
 

l

ll d  =εd           (9.2.4.3.4.4.) 

 
Comparando las ecuaciones (9.2.4.3.4.2.) y (9.2.4.3.4.4.) queda: 
 

dT  αε =ld          (9.2.4.3.4.5.) 

 
Integrando la ecuación (9.2.4.3.4.5.) resulta: 
 

( )oT - T    - αεε =o
ll        (9.2.4.3.4.6.) 

 
donde: 
 
To temperatura de referencia 
l
oε  deformación inicial (de referencia) a la temperatura T0 

 
Si no existe deformación inicial ( )0o =ε l  la ecuación anterior queda así: 

( )oT - T  αε =l         (9.2.4.3.4.7.) 

 

La deformación por temperatura corresponde a la deformación logarítmi-

ca. Como ejemplo,  puede considerarse un elemento lineal de un material con 
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un coeficiente de expansión térmica constante α. Si la longitud inicial es ol  y la 

temperatura inicial es T0 entonces la longitud después de que la temperatura 

pase a tener valor T es: 

( )[ ]oT - T  
o   e  αε p

oe
l
lll ==       (9.2.4.3.4.8.) 

 

Si se interpreta la deformación térmica como la deformación nominal  la 

longitud final será diferente. 

( )oT - T   αε =e         (9.2.4.3.4.9.) 

 
donde εe es la deformación nominal 
 
La longitud final será: 
 

( ) ( )[ ]oo
e

o T - T   1     1   αε +=+= lll      (9.2.4.3.4.10.) 

 

Sin embargo, la diferencia debe ser suficientemente pequeña tal que: 

1   - <<oTTα          (9.2.4.3.4.11.) 

 
ya que: 
 

( )[ ] ( )oo T - T   1  T - T  αα +≈exp      (9.2.4.3.4.12.) 
 

9.2.4.3.5. Formulación del elemento 
 

Las matrices de los elementos y los vectores se obtienen utilizando una 

formulación lagrangiana actualizada de la forma: 

[ ] { } { }nr
i

app
ii F - F  a  K =∆      (9.2.4.3.5.1.) 

 

[ ] [ ] [ ]iii S K  K +=         (9.2.4.3.5.2.) 

 
la matriz [Ki] es la ya conocida matriz de rigidez: 
 

[ ] [ ] [ ][ ]∫= d(vol) BDB  K ii
T

ii      (9.2.4.3.5.3.) 
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[Bi] es la matriz que relaciona desplazamientos con deformaciones en térmi-
nos de la geometría actual {Xn} y [Di] es la matriz que relaciona la tensión 
con la deformación. 

 
[Si]  es la contribución de la matriz de rigidez de tensiones (o rigidez geométri-

ca), que se escribe simbólicamente de la forma: 
 

[ ] [ ] [ ][ ]∫= d(vol) G  i ii
T

i GS τ
      (9.2.4.3.5.4.) 

 
donde [Gi] es la matriz de funciones de forma derivativa y [τi] es la matriz de las 
tensiones actuales de Cauchy {σi} en el sistema de coordenadas globales. La 
fuerza residual de Newton- Raphson (ver apartado 9.2.7.1) queda de la forma: 
 

[ ] [ ] { }d(vol) B  F i
T

i
nr
i ∫ σ=

      (9.2.4.3.5.5.) 
 

9.2.5. Planteamiento de la no linealidad del material 

9.2.5.1. Concepto 

Volviendo a la ecuación de equilibrio: 

[ ] { } { }∫ =−

V

T ldVB 0σ

       (9.2.5.1.1.) 
 
donde los desplazamientos y las deformaciones están definidos por: 
 
{u} = {N}{a}        (9.2.5.1.2.) 
 
{ε} = {L}{u} = {B}{a}      (9.2.5.1.3.) 
 
se puede decir que la expresión es válida para cualquier tipo de material. Si las 
tensiones y deformaciones no tienen una relación lineal del tipo de la ley de 
Hooke: 
 
{ } { }ε=σ E          (9.2.5.1.4.) 

 
entonces el problema se denomina no lineal desde el punto de vista del material. 
Además, dicha relación puede ser dependiente de la historia de cargas, de ma-
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nera que las tensiones dependan tanto de la historia de las deformaciones como 
de las mismas deformaciones. 
 

9.2.5.2. Tipos de no linealidad del material 

La tipología de las no linealidades del material es muy extensa. En el si-

guiente apartado se realiza una visión somera sobre las más habituales, inci-

diendo especialmente en la que va a afectar a la presente Tesis. 

a) Elasticidad no lineal 
 
 Si el material es elástico no lineal, se tendrá una relación entre tensiones 
y deformaciones de la forma: 
 

)(εσ=σ           (9.2.5.2.1.) 
 
 La relación (9.2.5.2.1.) es única: a un estado de deformación dado le co-
rresponde un estado de tensión dado. Las ecuaciones (9.2.5.1.1.) a (9.2.5.2.1.) 
definirán completamente el problema, pudiéndose utilizar para su solución el 
algoritmo de Newton-Raphson, al igual que se vio en el apartado 9.2.4.3. 
 
 La elasticidad no lineal, al contrario de la plasticidad, es conservativa: no 
se pierde energía en el proceso. 
 
b) Plasticidad  
 
 Se caracteriza por la deformación irreversible que ocurre en un material 
una vez que se alcanza cierto nivel de tensión. Puede ser: 
 
 b1) Dependiente del tiempo  
 
 En este modelo se permite que las deformaciones plásticas se desarrollen 
a lo largo del tiempo. Se denomina también viscoplasticidad. 
 
 b2) Independiente del tiempo 
 
 Se supone que las deformaciones plásticas se desarrollan de manera ins-
tantánea de forma independiente del tiempo. Es la que se ha utilizado en el pre-
sente estudio. 
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9.2.5.3. El modelo elegido: plasticidad independiente del 
tiempo 

 Para representar el comportamiento del acero se ha optado por formular 
el modelo de plasticidad independiente del tiempo, tal y como se indicaba en el 
apartado anterior. Existe una relación lineal entre tensión y deformación que 
sigue la ley de Hooke pero, a partir de una carga determinada, el material plas-
tifica, es decir, ante una disminución de la carga no recupera su estado inicial. El 
modo de descarga depende de la historia del material. Además, por mucho que 
se incremente la carga a partir de ese momento, la deformación permanece 
constante. Se ha utilizado una curva constitutiva como la que aparece en la Fi-
gura 4.5.2.7.: “Comportamiento del material bilineal”. 

σ

ε

carga

descarga

 
Figura 9.2.5.3.1. “Plasticidad pura.” 

 
Se demuestra experimentalmente que la tensión límite sólo se alcanza si 

las tensiones satisfacen la condición límite: 
 

F(σ,k)=0          (9.2.5.3.2.) 
 
en la que k representa el parámetro de endurecimiento (efecto de la variación 
de la tensión de fluencia por plastificación). Esta condición se puede representar 
como una superficie en un estado de tensiones n–dimensional dependiendo la 
posición de los puntos de la superficie de los valores instantáneos del parámetro 
k (Figura 9.2.5.3.3.). 
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σ2(ε2)

σ1(ε1)

dεp

dεp
1

dεp
2

F(σ1,σ2 ,κ)

 

Figura 9.2.5.3.3. “Superficie de fluencia y criterio de ortogonalidad 
en el espacio bidimensional de tensiones.” 

 
Diversos autores como R. VON MISES en 1928, D.C.DRUCKER en 1951 y 

W.T.KOITER en 1953  demostraron que si pldε  es el incremento de deforma-

ción plástica, se cumple que: 
 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

λ=ε
Fd pl         (9.2.5.3.4.) 

 
lo cual implica que el vector de deformación plástica debe ser normal a la super-
ficie de fluencia. 
 

Se puede hacer menos rígida la restricción que impone el criterio anterior 
definiendo un potencial plástico (función de tensiones en términos de potencia 
plástica que determina la dirección de las deformaciones plásticas). 
 

)K,(QQ σ=    
 
que expresa el incremento de deformación plástica de manera similar a la ecua-
ción (9.2.5.3.4.), es decir: 
 

{ }
σ∂

∂
λ=ε

Qd pl
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Si Q=F el problema se denomina de plasticidad asociada. Si Q≠F la plasticidad no 
es asociada. En lo que sigue utilizaremos la expresión más general Q≠F. 
 

Durante un incremento infinitesimal de tensión, la deformación se puede 
descomponer en una elástica y otra plástica: 
 
{ } { } { }plel ddd ε+ε=ε       (9.2.5.3.5.) 

 
Pero las deformaciones elásticas están relacionadas con las tensiones por 

la matriz [ ]D  de forma lineal tal que: 

 

{ } [ ]{ } λ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

+σ=ε − QdDd 1      (9.2.5.3.6.) 

 
Cuando se alcanza la fluencia plástica, las tensiones están sobre la super-

ficie de fluencia F(σ,k). Si se diferencia esta, queda: 
 

{ } 01dk
k
FdF T

=
λ∂

∂
+σ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

     (9.2.5.3.7.) 

 
Si se llama: 

 

λ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−=
1dk

k
FA        (9.2.5.3.8.) 

 
las ecuaciones anteriores quedan de forma matricial como: 
 

[ ] { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−

λ
σ

σ

∂σ
∂

ε d

AF

QD
d

T

1

0
     (9.2.5.3.9.) 

 
 si se elimina la variable λ, se obtiene la variación de tensiones en función 
de los incrementos de deformaciones. Se consigue así: 
 
{ } [ ]{ }ε=σ dDd *

ep                 (9.2.5.3.10.) 

 
siendo: 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1

*
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=

∂σ
∂

∂σ
∂

∂σ
∂

∂σ
∂ QDFADFQDDD

TT

ep

      (9.2.5.3.11.) 
 

La matriz elastoplástica [ ]*
epD  hace las veces de matriz elástica [ ]TD  em-

pleada en un análisis por incrementos sucesivos. 
 
Si se considera que el cuerpo es plástico ideal, el endurecimiento es 0 y 

por lo tanto A=0. 
 
Una vez planteado el problema, la solución es inmediata por cualquier 

procedimiento numérico. Para ello se tienen en cuenta dos cosas: 
 
- La matriz tangente es conocida para un valor definido de las tensiones y de 

la dirección de las fuerzas actuantes: 
 
[ ] [ ]*

epT DD =          (9.2.5.3.12.) 

 
- Las tensiones pueden integrarse usando la expresión: 
 
{ } [ ]{ }ε=σ dDd *

T         (9.2.5.3.13.) 

          
 

9.2.5.4. Implementación en ANSYS 

9.2.5.4.1. Introducción 
 

Existen una serie de parámetros que hay que establecer a la hora de im-
plementar la metodología de cálculo de un problema de plasticidad en un pro-
grama de elementos finitos: 
 
a)  Criterio de plastificación  
b)  Velocidad de flujo de plastificación 
c)  Criterio para definir el endurecimiento 
d)  Incremento de deformación elástica 
e)  Método de cálculo 
f) Matriz elastoplástica 
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9.2.5.4.2. Criterio de plastificación 
 

En un modelo lineal, el criterio de plastificación es inmediato: se produce 
cuando la máxima tensión de la barra se iguala al límite elástico. Sin embargo, 
cuando el modelo es tridimensional existen tres tensiones principales en cada 
punto, lo cual obliga a definir una tensión equivalente σe que sea objeto de com-
paración con el límite de plastificación. 

 
{ }( )σ=σ fe   (9.2.5.4.2.1.) 

 
Siguiendo el mismo criterio que con el modelo lineal, la plastificación ocu-

rre cuando: 
 

 { }( ) yf σ=σ  (9.2.5.4.2.2.) 

 

9.2.5.4.3. Regla de flujo 
 

La regla de flujo en general determina la dirección de las deformaciones 
plásticas y viene dada por: 

 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

λ=ε
Qd pl  (9.2.5.4.3.1.) 

 
donde λ es el multiplicador plástico (que determina la cantidad de deformación 
plástica) y Q es una función que determina la dirección de plastificación. Si Q es 
la función de plastificación, que suele serlo, la dirección de plastificación es nor-
mal a la superficie de plastificación. 
 

9.2.5.4.4. Regla de endurecimiento 
 

La regla de endurecimiento describe el cambio de la superficie de plastifi-
cación con la progresiva plastificación de manera que se puedan establecer las 
condiciones para la siguiente plastificación (por ejemplo, el estado tensional). 
Existen dos posibles modos de endurecimiento: 
 
a) Endurecimiento cinemático 
 

Este modelo asume que la superficie de plastificación inicial se traslada 
respecto al origen como un sólido rígido mientras dura el flujo plástico. Un mate-
rial inicialmente isotrópico deja de serlo después de plastificar porque aparece el 
efecto Bauschinger (Figura 9.2.5.4.4.1.). 
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Figura 9.2.5.4.4.1. “Modelo cinemático de endurecimiento en 
diagrama de tensiones.” 

El comportamiento para un test uniaxial se muestra en la Figura 
9.2.5.4.4.2. Nótese que la consecuente plastificación en compresión se ve dis-
minuida en la cantidad en la que la plastificación se incrementa, de manera que 
a 2σy la diferencia entre las plastificaciones se mantiene siempre. 
 

 

Figura 9.2.5.4.4.2. “Modelo cinemático de endurecimiento en 
diagrama tensión-deformación.” 
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b) Endurecimiento isotrópico  
 

Se supone que la superficie de plastificación se mantiene centrada respec-
to al mismo punto y lo que va variando es el radio de la superficie al ir plastifi-
cando. 

 
Este modelo asume que el proceso de deformación plástico es isotrópico, 

ignorando el efecto Bauschinger (Figura 9.2.5.4.4.3.). 

 

Figura 9.2.5.4.4.3. “Modelo de endurecimiento isotrópico en 
diagrama de tensiones.” 

El comportamiento de tensión-deformación para un test uniaxial se mues-
tra en la Figura 9.2.5.4.4.4. La plastificación en compresión es igual a la tensión 
más alta conseguida durante la fase de tracción. 

 

Figura 9.2.5.4.4.4. “Modelo isotrópico de endurecimiento en 
diagrama tensión-deformación.” 
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9.2.5.4.5. Incremento de deformación plástica 
 

Si la tensión equivalente supera el límite elástico, se produce la plastifica-
ción. Las deformaciones plásticas reducen el estado tensional de manera que se 
satisfaga el criterio de plastificación. 

 
La regla de endurecimiento establece que el criterio de plastificación cam-

bia con el endurecimiento cinemático y/o con el isotrópico. Introduciendo esta 
dependencia en (9.2.5.4.2.) se puede establecer que: 
 

{ } { }( ) 0,k,F =ασ  (9.2.5.4.5.1.) 

 
donde k es el trabajo plástico y {α} la traslación de la superficie plástica. El tra-
bajo plástico es la suma de los trabajos plásticos que se hacen a lo largo de la 
historia de carga: 
 

{ } [ ]{ }∫ εσ= plT dMk  (9.2.5.4.5.2.) 

 
y la traslación de la superficie de plastificación también depende de la historia: 
 

{ } { }∫ ε=α pldC  (9.2.5.4.5.3.) 

 
donde C es un parámetro del material y {α} la localización del centro de la su-
perficie de plastificación. 
 

La ecuación (9.2.5.4.5.1.) se puede diferenciar, de manera que la condi-
ción queda: 
 

[ ]{ } [ ]{ } 0dMFdk
k
FdMFdF

TT

=α
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂α
∂

+
∂
∂

+σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

=
 (9.2.5.4.5.4.) 

 
donde: 
 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

000000
020000
002000
000100
000010
000001

M

 (9.2.5.4.5.5.) 
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Derivando la ecuación (9.2.5.4.5.2.) se obtiene: 
 

{ } [ ] { }plT dMdk εσ=  (9.2.5.4.5.6.) 
 
y derivando la ecuación (9.2.5.4.5.3.): 
 

{ } { }pldCd ε=α  (9.2.5.4.5.7.) 
 
La ecuación (9.2.5.4.5.4.) queda: 

 

[ ] { } { } [ ] { } [ ] { } 0dMFCdM
k
FdMF pl

T
plT

T

=ε
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂α
∂

+εσ
∂
∂

+σ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

 (9.2.5.4.5.8.) 
 

El incremento de tensión se obtiene de la relación tensión-deformación 
mediante la matriz [ ]D : 

 
{ } [ ]{ }eldDd ε=σ  (9.2.5.4.5.9.) 

 
donde: 
 

{ } { } { }plel ddd ε−ε=ε  (9.2.5.4.5.10.) 
ya que el incremento total de deformación se puede dividir en uno elástico y 
otro plástico. Sustituyendo la ecuación (9.2.5.4.3.1.) en la ecuación 
(9.2.5.4.5.6.) y (9.2.5.4.5.10.) y combinando las ecuaciones (9.2.5.4.5.7.), 
(9.2.5.4.5.9.) y (9.2.5.4.5.10.) se obtiene: 
 

[ ][ ]{ }

{ } [ ] [ ] [ ][ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

∂σ
∂

∂σ
∂

∂σ
∂

∂α
∂

∂σ
∂σ

∂
∂

ε
∂σ
∂

λ
QDMFQMFCQM

k
F

dDMF

TT
T

T

 (9.2.5.4.5.11.) 

 
El tamaño del incremento de deformación plástica se expresa en función 

del incremento total de deformación, el estado actual de tensión y las formas 
específicas de las superficies de plastificación y la potencial. El incremento de 
deformación plástica se obtiene de la ecuación (9.2.5.4.3.1.). 
 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

λ=ε
Qd pl
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9.2.5.4.6. Implementación 
 

Se utiliza un esquema de EULER para forzar la condición de consistencia 
(ecuación (9.2.5.4.5.4.). El algoritmo consiste en: 
 
1) Se determina el parámetro σy (ecuación (9.2.5.4.2.2.) para el paso actual 
(n)). 
 
2) Se define εn

tr a partir del paso anterior como: 
 

{ } { } { }pl
1nn

tr
n −ε−ε=ε

 (9.2.5.4.6.1.) 
 
y la tensión como: 
 

{ } [ ]{ }trtr D ε=σ  (9.2.5.4.6.2.) 
 
3) Se calcula la tensión equivalente con la ecuación (9.2.5.4.1). Si σe es menor 
que σy entonces el material no plastifica y no se calcula incremento de tensión 
plástica. 
 
4) Si se supera el límite elástico se determina el multiplicador plástico λ median-

te un Newton-Raphson local (SIMO y TAYLOR (1985)). 
 
5) Se calcula ∆εp mediante la ecuación 
 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂σ
∂

λ=ε
Qd pl

 (9.2.5.4.6.3.) 
 
6) Se actualiza la tensión plástica: 
 

{ } { } { }plpl
1n

pl
n ε∆+ε=ε −  (9.2.5.4.6.4.) 

 
donde εn

pl es la tensión plástica en la iteración actual, y la deformación elástica 
εel se calcula como: 
 

{ } { } { }pltrel ε∆−ε=ε  (9.2.5.4.6.5.) 

 
El vector de tensiones es: 

 



CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS FUERA DEL PLANO 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

9.36 

{ } [ ]{ }elD ε=σ  (9.2.5.4.6.6.) 

donde { }σ  son las tensiones de salida de ANSYS . 

 
7) El incremento de trabajo plástico ∆κ y el centro de la superficie de plastifica-

ción {∆α} se calculan por las ecuaciones 
 

{ }[ ]{ }pldMdk εσ=          (9.2.5.4.6.7.) 

 
{ } { }pldCd ε=α          (9.2.5.4.6.8.) 

 
y los valores actuales se reemplazan por: 
 

κ∆+κ=κ −1nn          (9.2.5.4.6.9.) 

y 
{ } { } { }α∆+α=α −1nn  (9.2.5.4.6.10.) 

 
8) Para el postproceso, se definen una serie de valores: 
 
• Deformación plástica equivalente, plε̂    

• Incremento de tensión plástica equivalente, plε̂∆    

• Parámetro de tensión equivalente, pl
eσ̂    

• Relación de tensión, 
y

eN
σ
σ

=    

{ } [ ]{ } 2
1

plTplpl' M
3
2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ε∆ε∆=ε∆          (9.2.5.4.6.11.) 

 

9.2.5.4.7. Matriz elastoplástica 
 

La matriz tangente o elastoplástica se obtiene del esquema de iteración de 
Newton-Raphson local utilizado en el paso 4 (SIMO y TAYLOR(1985)). Si la regla 
de flujo no es asociativa (F≠Q) entonces la matriz tangente es antisimétrica. No 
es nuestro caso. 
 

9.2.5.4.8. Elección del modelo 
 

En ANSYS existen distintos modelos de material no lineal que surgen de 
combinar los parámetros anteriores. Cada uno de estos modelos representa un 
comportamiento físico distinto, y es por lo tanto apropiado o no según el pro-
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blema que se esté analizando. El acero se puede asemejar a un material kine-
mático bilineal (BILINEAR KINEMATIC, en adelante BKIN). (Figura 9.2.5.4.8.1.). 
 

yσ

σ

ε
σy2

 
Figura 9.2.5.4.8.1. “Curva tensión-deformación modelo BKIN.” 

A continuación se exponen los criterios que definen este modelo en cuanto 
a los parámetros anteriores. 
 

En el caso del material BKIN la tensión equivalente se define según Von 
Misses como: 
 

{ } { }( ) [ ] { } { }( ) 2
1

T
e sMs

2
3

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ α−α−=σ
 (9.2.5.4.8.2.) 

 
donde: 
 
• s es el vector que mide la desviación de las tensiones respecto a la tensión 
media 
 

{ } { } [ ]Tm 000111s σ−σ=  (9.2.5.4.8.3.) 
 
• la tensión media se define como: 
 

)(
3
1

zyxm σ+σ+σ=σ
         (9.2.5.4.8.4.) 

 
• {α} es el vector de traslación de la superficie plástica que se define en la 
ecuación (9.2.5.4.8.5.). 
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Aplicando el criterio de plastificación: 
 

{ } { }( ) [ ] { } { } 0)s(Ms
2
3F y

2
1

T =σ−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ α−α−=
         (9.2.5.4.8.5.) 

 
En el caso de que el material sea BKIN se toma como regla de flujo (ecuación de 
Prandtl-Reuss): 
 

{ } { })(
2

3 α
σσ∂σ

∂
−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ sFQ

e
         (9.2.5.4.8.6.) 

 
De manera que el incremento de la deformación plástica es normal a la superfi-
cie de plastificación. 
 
La traslación de la superficie de plastificación se define como: 
 

{ } { }shG2 ε=α          (9.2.5.4.8.7.) 
 
con: 
 

)1(2
EG

υ+
=

           (9.2.5.4.8.8.) 
 

La deformación de la superficie plastificada se calcula: 
 

{ } { } { }shsh
1n

sh
n ε∆+ε=ε −          (9.2.5.4.8.9.) 

{ } { }plsh
G2
C

ε∆=ε∆
         (9.2.5.4.8.10.) 

 

T

T
EE

EEC
−

=
3
2

          (9.2.5.4.8.11.) 
 
donde: 
 
E = módulo de Young 
 
ET = módulo de Young tangente de la curva uniaxial tensión-deformación 
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La traslación de la superficie de plastificación { }shε  es inicialmente cero y 

cambia con las deformaciones por plastificación. 
 
La deformación plástica equivalente depende de la historia de carga y se 

define como: 
 

plpl
1n

pl
n ˆˆˆ ε∆+ε=ε −  (9.2.5.4.8.12.) 

 
donde: 
 

pl
nε̂  es la deformación plástica equivalente en el paso n 
pl

1nˆ −ε  es la deformación plástica equivalente en el paso anterior 

 
El parámetro de tensión equivalente  se define como: 

 

pl
n

T

T
y

pl
e ˆ

EE
EEˆ ε
−

+σ=σ
  

           (9.2.5.4.8.13.) 
 

Cuando no hay endurecimiento, como se ha supuesto en este caso, 

0ˆ pl =ε , entonces pl
eσ̂  es la tensión de plastificación. 

 

9.2.6. Elección del elemento de discretización 

9.2.6.1. Introducción 

A la hora de elegir el elemento lámina más adecuado se ha optado por un 
elemento que cumpla los siguientes requisitos en su formulación: 
 

• Capacidad de representar la no linealidad geométrica para grandes deforma-

ciones de manera que se pueda simular el pandeo. 

• La matriz de rigidez del mismo debe contener términos que incluyan la rigi-

dez dada por el estado tensional. 

• Capacidad de tener en cuenta la no linealidad del material (plasticidad) 
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Existen tres elementos que cumplen esos tres requisitos: SHELL 43, 
SHELL 93 y SHELL 181. Tal y como se argumenta en la Tesis Doctoral de Aran-
cha Manzanares “Cálculo de parámetros de imperfección en arcos metálicos de 
sección cajón” (2.001), el óptimo que permite obtener resultados en la presente 
investigación es el SHELL 43, ya que el SHELL 93 tiene 8 nodos, lo que incre-
menta de forma considerable el tiempo de cálculo sin proporcionar una mayor 
precisión en los resultados, y el SHELL 181 proporciona resultados inadecuados 
por defecto. 
 

A continuación se detalla la formulación matemática de dicho elemento. 
 

9.2.6.2. El elemento SHELL 43 en Ansys 

9.2.6.2.1. Generalidades 
 

Tal y como se ha comentado en el apartado 5.3.: “Modelización del arco 

con elementos SHELL” de forma breve y concisa, y que aquí se incluye inicial-

mente a modo de recordatorio, el elemento SHELL 43 sigue un modelo no lineal 

que se ajusta bien a las estructuras tipo lámina. Puede ser plano o alabeado, 

fino o moderadamente grueso. El elemento tiene seis grados de libertad en cada 

nodo: traslación en las direcciones nodales x, y, z y giros alrededor de los ejes 

nodales x, y, z. Las leyes de las deformadas son lineales en las dos direcciones 

del plano. Para el movimiento fuera del plano se utiliza una interpolación mixta 

de componentes tensoriales. 

El elemento tiene capacidades de plasticidad (no linealidad del material), 

rigidez por tensión y grandes deformaciones (no linealidad geométrica), respon-

diendo así a todos los requisitos necesarios para la representación del arco. 

En la Figura 9.2.6.2.1.1. se representa el elemento en su versión de 4 no-

dos. 
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Figura 9.2.6.2.1.1. “Elemento SHELL 43.” 

 

9.2.6.2.2. Matrices utilizadas en la formulación del elemento 
 

En este apartado se describen las distintas matrices que se utilizan para la 
formulación del elemento. 
 
1. Matriz de rigidez 
 
Funciones de forma 
 

La matriz de rigidez del elemento se obtiene a partir de las siguientes fun-
ciones de forma: 
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2
rt

N 
w
v
u

N  
w
v
u

          (9.2.6.2.2.1.) 

 
Siendo Ni las funciones de forma que incluyen rotaciones como grados de 

libertad y tienen en cuenta las deformaciones por cortante, expresadas, para u, 
en la ecuación: 
 

)t1)(s1(u)t1)(s1(u)t1)(s1(u)t1)(s1(u(
4
1u LKJI +−++++−++−−=    (9.2.6.2.2.2.) 

 
(para v y w son análogos, sustituyendo u por v y w) 
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donde 
 
ui, vi, wi  son los movimientos en el nodo i, componentes de ai 
r es la coordenada del espesor 
ti es el espesor en el nodo i 
{ }p  es el vector unitario en la dirección s 

{ }b  es el vector unitario en el plano del elemento y normal a { }p  

i,xθ  es el giro del nodo i sobre el vector { }p  

i,yθ  es el giro del nodo i sobre el vector { }b  

 
Los movimientos de los nodos están expresados en coordenadas globales. 

Las deformaciones transversales por cortante son (Figura 9.2.6.2.2.3.): 
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Interpolación de 23ε∼

13
∼ε

A

C
ε∼13

B
ε∼23

D
ε∼23

r

t

s
I

J

K

L

r

t

K

s

J

I

r

t

K

s

J

I

r

t

K

s

J

I

r

t

K

s

J

I

L

L

L

L

A

D
C

B

 
Figura 9.2.6.2.2.3.“Funciones de interpolación para deformaciones     

transversales.” 

C
13

A
1313 ~)t1(

2
1~)t1(

2
1~ ε−+ε+=ε             (9.2.6.2.2.4.) 

 

B
23

D
2323

~)t1(
2
1~)t1(

2
1~ ε−+ε+=ε             (9.2.6.2.2.5.) 
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donde: 
 

enA~~ DI
13

A
13 ε=ε

              (9.2.6.2.2.6.) 
 

enC~~ DI
13

C
13 ε=ε

              (9.2.6.2.2.7.) 
 

enD~~ DI
23

D
23 ε=ε

              (9.2.6.2.2.8.) 
 

enB~~ DI
23

B
23 ε=ε

              (9.2.6.2.2.9.) 
 
Puntos de integración 
 

Existen 2 x 2 puntos de integración en el plano y 5 a lo largo del espesor. 
 
2. Matriz de rigidez por tensión 
 
Funciones de forma 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )t1s1u  t1s  1 u  t1s  1 u  t - 1 s - 1u 
4
1  u LKJI +−++++−++=        (9.2.6.2.2.10.) 

 
v y w son análogos sustituyendo u por v y w. 
 
Puntos de integración 
 

Son los mismos que para la matriz de rigidez. 
 

3. Matriz de carga térmica 
 
Funciones de forma 
 

Las funciones de forma son las mismas que las de la matriz de rigidez 
 
Puntos de integración 
 

Los puntos de integración son los mismos que los de la matriz de rigidez.  
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4. Vector de carga de presión transversal 
 
Funciones de forma 
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )tswtswtswtsww LKJI +−++++−++−−= 11111111
4
1       (9.2.6.2.2.11.) 

 
Puntos de integración 
 

Son dos por dos 
 

5. Vector de carga de presión en los bordes 
 
Funciones de forma 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )t1s1u  t1s  1 u  t1s  1 u  t - 1 s - 1u 
4
1  u LKJI +−++++−++=       (9.2.6.2.2.12.) 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )t1s1v  t1s  1 v  t1s  1 v  t - 1 s - 1v 
4
1  v LKJI +−++++−++=       (9.2.6.2.2.13.) 

 
Puntos de integración 
 

Tienen dos puntos de integración 
 

6. Tipos de cargas 
 
Temperatura del elemento 
 

Bilineal en el plano del elemento, lineal a lo largo del espesor 
 
Temperatura en los nodos 
 

Bilineal en el plano del elemento, constante a lo largo del espesor 
 
Presión 
 

Bilineal en el plano del elemento y lineal a lo largo de cada borde. 
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7.  Localización de los puntos de integración 
 

La integración numérica del elemento viene dada por: 
 

( ) ( )∫ ∫ ∑∑
− − = =

=
1

1

1

1

m

1 j 1i
jiij y,xfHH dxdyyx,f

l

         (9.2.6.2.2.14.) 

 
Los puntos de integración se muestran en la Figura 9.2.6.2.2.15. 

 

 

Figura 9.2.6.2.2.15. “Localización de los puntos de integración.” 

 
La extrapolación para el cálculo de variables en nodos se realiza mediante 

la variación: 
 
 a + bs + ct + dst 
 
donde: 
 
s,r,t son las coordenadas naturales del elemento 
a,b,c,d son coeficientes 
 

9.2.6.2.3. Restricciones 
 

Las normales al plano medio central permanecen rectas después de la de-
formación, pero no necesariamente normales al plano medio. 

 
A cada par de puntos de integración (en la dirección r) se le asume la 

misma orientación del elemento. 
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9.2.6.2.4. Funciones de forma de desplazamientos asumidas 
 

Las funciones de forma correspondientes a las deformaciones transversa-
les se muestran en la Figura 9.2.6.2.4.1. 
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Figura 9.2.6.2.4.1. “Funciones de forma para deformaciones 
transversales.” 

 
Como resultado de estas funciones, los elementos elásticos rectangulares 

dan lugar a resultados de curvatura constante cuando son muy lisos e incluso, 
en ausencia de cargas de membrana, en elementos curvos. Por tanto, en estos 
casos, las tensiones de los nodos son las mismas que las de los centroides. 
 

9.2.6.3. Relaciones tensión–deformación 

La matriz del material [D] para este elemento es: 
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D  (9.2.6.3.1.) 

 
donde: 
 

E E
E A 2υ−

=          (9.2.6.3.2.) 

 

9.2.7. Elección del algoritmo de cálculo 

9.2.7.1. Procedimiento de Newton-Raphson 

Tal y como se ha comentado en el Capítulo 8, el algoritmo de cálculo ele-
gido es el Método de Newton-Raphson, un procedimiento iterativo para resolver 
sistemas de ecuaciones. En el apartado 8.3 “Cálculos del comportamiento no 
lineal por el método de los elementos finitos” se describen los pasos necesarios 
para aplicar correctamente el algoritmo de cálculo. 
 

Si el análisis incluye plasticidad, el proceso de cálculo de la solución antes 
referido requiere que algunos pasos intermedios estén en equilibrio, de cara a 
seguir la historia de carga apropiada. Esto se lleva a cabo mediante un análisis 
incremental paso a paso. El vector final se alcanza aplicando la carga en incre-
mentos y haciendo un Newton-Raphson en cada paso. 
 
[ ]{ } { } { }nr

in,
a
ni

T
in, F F ∆aK −=  (9.2.7.1.1.) 

 
donde: 
 
[ ]in,K  es la matriz tangente para el paso n, iteración i 

 
{ }a

nF  es el vector de fuerzas total aplicado en el paso n 

 
{ }nr

in,F  es el vector de fuerzas restaurado para el paso n y la iteración i 
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Este proceso se llama de Newton-Raphson incremental y se muestra en la 
Figura 9.2.7.1.2. 
 

 

Figura 9.2.7.1.2.  “Procedimiento de Newton-Raphson incremental.” 

Garantiza la convergencia si y sólo si la solución en cada iteración está 
cerca de la solución real. 

 
Cuando la matriz de rigidez se actualiza en cada iteración el proceso se 

llama “Newton-Raphson” completo. Por otra parte, la matriz de rigidez se puede 
cambiar menos frecuentemente mediante el método de Newton-Raphson modifi-
cado. Por último, puede ocurrir que sólo se actualice la matriz en la primera 
iteración. En el presente estudio se ha utilizado el método modificado. Tanto el 
método inicial como el modificado convergen de manera más lenta que el com-
pleto, pero requieren menos reformulación de matrices y por lo tanto, inversión 
en tiempo. 
 

9.2.7.2. Convergencia del Método de Newton-Raphson 

En lo que respecta a que se alcance o no la convergencia se queda a lo indicado 
en el apartado 8.3 “Cálculos del comportamiento no lineal por el método de los 
elementos finitos” del Capítulo 8. 

9.3. ESTADO DEL ARTE 

Tal y como se ha comentado con anterioridad en los apartados previos re-

lativos al estado del arte, existe muy poca bibliografía y labor de investigación 

en lo referente a la carga última de pandeo lateral de arcos metálicos (bajo los 

supuestos de comportamiento no lineal del material y no linealidad geométrica). 

Se incluye a continuación la referencia de artículos relativos a la carga última. 
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En 1.977 SAKIMOTO y KOMATSU estudiaron la carga última de pandeo la-

teral (al no ser carga última, bajo las hipótesis de no linealidad geométrica y del 

material) de arcos exentos con pequeñas deformaciones y lo aplicaron al caso 

concreto de un arco biapoyado de sección cajón de 1,00x1,00 m y espesor de 2 

cm, con tensiones residuales e imperfecciones geométricas iniciales. 

En 1.979 SAKIMOTO y KOMATSU determinaron la carga última de arcos 

metálicos unidos entre ellos transversalmente sometidos a la combinación de 

cargas verticales y horizontales laterales. 

En 1.982 SAKIMOTO y KOMATSU calcularon la carga última de arcos uni-

dos transversalmente utilizando una analogía entre el arco y la columna. A partir 

de estos cálculos dedujeron una fórmula de aplicación. 

Los arcos estudiados son parabólicos o circulares de sección cajón con re-

laciones flecha-luz dentro del intervalo 0,1-0,2, considerando tensiones residua-

les e imperfecciones geométricas iniciales. 

En 1.983 SAKIMOTO estudió la carga última de arcos unidos transversal-

mente bajo la acción de cargas verticales y/o transversales utilizando la analogía 

de las columnas. 

1.998 PI y TRAHAIR determinaron el comportamiento transversal de un 

arco sometido a cargas en su plano utilizando un método de elementos finitos 

NO ELÁSTICO y NO LINEAL y considerando el efecto de las tensiones residuales 

e imperfecciones geométricas iniciales. 

Existen otras investigaciones relativas a la carga última que no se incluyen 

en el presente apartado, ya que alguna de las hipótesis asumidas hacen que la 

carga determinada no se corresponda con la “carga última  real” (cálculo lineal, 

material elástico lineal, etc). 

9.4. DEFINICIÓN GEOMÉTRICA DEL ARCO MODELIZADO 

El modelo geométrico utilizado simula arcos de directriz parabólica, con 

sección cajón, formados por chapas soldadas y sometidos a una carga constante 

uniforme distribuida en planta, tanto biapoyados como biempotrados. 
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La ecuación de la directriz del arco, tal y como se ha definido en los capí-

tulos anteriores, viene dada por: 

)(4)( 0
2 xyfx

L
fxy ++−=        (9.4.1.) 

donde f es la flecha, L la longitud e y0(x) la imperfección geométrica inicial que 

varía según que el pandeo se estudie en o fuera del plano. El valor exacto de 

y0(x) ya se ha definido en capítulos anteriores y se resume más adelante en el 

apartado 9.8. “Imperfección geométrica constructiva empleada”. 

Las secciones transversales que se emplean son cajones rectangulares y/o 

cuadrados de dimensiones variables con espesores tales que pertenecen a sec-

ciones con almas compactas, con lo que se asegura la no existencia de abolladu-

ra en ninguna de las chapas que conforman la estructura (t/d ≤ 38ε, Figura 

9.4.2.). 
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Figura 9.4.2.:  “Relación entre longitud y espesor de una chapa según la 
RPM-95 para secciones con almas compactas.” 

El modelo tridimensional se considera de la siguiente forma: 

• Se define una sección en el espacio con 40 puntos perpendicular a la direc-
triz en el origen de la misma, tal y como se define en la Figura 9.4.3.  
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Figura 9.4.3. “Puntos y líneas que definen la sección transversal del arco 
perpendicular a la directriz.” 

La posición de los puntos que constituyen la sección viene determinada 

por la introducción del estado de autotensiones, que se define de forma detalla-

da en el apartado 9.7. “Modelización del estado de autotensiones”. 

Los puntos se unen por 40 líneas tal y como se observa en la Figura 9.4.3. 

Las coordenadas de cada punto de la sección se obtienen a partir del cen-

tro de gravedad con el fin de que la sección permanezca siempre perpendicular 

a la directriz tal y como se muestra en la Figura 9.4.4.  
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Figura 9.4.4. “Proceso de generación de la sección transversal.” 

En cualquier punto (xi, yi) de la directriz se cumple que: 

)(8)( 0
2

2 iiii xyx
L
fxytg ′+−=′=α       (9.4.5.) 

Las coordenadas del punto 1 de la sección serán 

ii senHxx α⋅+=
2

)1(  

ii
Hyy αcos
2

)1( ⋅+=         (9.4.6.) 

2
)1( Bz =  

Análogamente se procede a dar coordenadas a todos los puntos de la sec-

ción. 
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La directriz se genera mediante 41 puntos de la ecuación (9.4.1.) con una 

curva SPLINE que pasa por dichos puntos. En ANSYS esta curva se representa 

mediante una sola línea. 

A continuación se extruye la sección a lo largo de la curva directriz gene-

rando en el cálculo tantas áreas como líneas hay en la sección (40 áreas). 

En lo que respecta al mallado de las áreas resultantes cabe destacar: 

a. Se considera un elemento por cada línea generada en la sección trans-

versal inicial perpendicular a la curva directriz. 

b. Se consideran “n” elementos por cada línea longitudinal existente, 

siendo n=entero (L/12t), donde L es la longitud del arco y t el espesor 

de la sección cajón. 

En las siguientes figuras se muestra la génesis del arco por extrusión de la 

sección transversal inicial a lo largo de la directriz y la densidad de mallado re-

sultante.  

 

Figura 9.4.7. “Génesis del arco.” 

 

Figura 9.4.8. “Arco resultante y densidad de mallado.” 
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9.5. CARACTERÍSTICAS DEL MATERIAL ACERO. PARÁMETROS 

ADOPTADOS EN EL MODELO DE CÁLCULO 

Si bien ya se han definido con anterioridad y con detalle las características 

del material empleado tanto en el Capítulo 4 (Apartado 4.5.2.: “Descripción del 

acero como material no lineal”) como en el presente Capítulo 9 (Apartado 

9.2.5.: “Planteamiento de la no linealidad del material”), se resume de forma 

sucinta la adopción de parámetros de cálculo estimada para la presente Tesis 

Doctoral: 

- Acero S235 

- Material ISÓTROPO 

- Límite elástico del acero MPay 235=σ  

- Módulo de elasticidad MPaE 000.210=  

- Módulo de Poisson ν =0,2 
 

- La curva de comportamiento del material es la correspondiente a un 

“BILINEAL KINEMATIC HARDENING” (material bilineal kinemático), tal y 

como se muestra en la Figura 9.5.1. 

s

s Y

e Y e
 

Figura 9.5.1.: “Curva de comportamiento del acero.” 
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9.6. MODELIZACIÓN DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO 

Al igual que ocurre con los parámetros de cálculo adoptados para el mate-

rial acero, la modelización de las condiciones de contorno ya se ha definido para 

el caso de los arcos discretizados utilizando el elemento lámina SHELL 43 (Capí-

tulo 5 Apartado 5.4.2. “Condiciones de contorno para el elemento SHELL 43”). 

En primer lugar es necesario recalcar la importancia de simular correcta-

mente las condiciones de contorno del problema: numerosos cálculos estructu-

rales realizados con el método de los elementos finitos conducen a resultados 

falsos por una incorrecta modelización de las condiciones de contorno. 

En el desarrollo de la presente Tesis Doctoral se consideran dos tipos de 

condiciones de contorno: 

a) Arco BIAPOYADO: En todos los nodos correspondientes a la arista inter-

media de cada apoyo se impone que los desplazamientos según los tres 

ejes son nulos. ux=uy=uz=0. En la Figura 9.6.1.a. se muestra la condición 

de contorno del arco biapoyado. 

b) Arco BIEMPOTRADO: En todos los nodos correspondientes a las cuatro 

aristas que conforman las secciones extremas de cada apoyo se impone 

que los desplazamientos según los tres ejes coordenadas son nulos. 

ux=uy=uz=0. En la Figura 9.6.1.b. se muestra la condición de contorno del 

arco biempotrado. 

a) b)

 

Figura 9.6.1.: “Condiciones de contorno de los arcos. (a)Biapoyado. 
(b)Biempotrado.” 
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Es imprescindible rigidizar los apoyos con chapas de grosor elevado que 

simulen la realidad, para evitar la rotura por plastificación local de las chapas en 

los arranques. 

En la Figura 9.6.2. se muestra el esquema de rigidización utilizado. 

 

Figura 9.6.2.: “Esquema de rigidización de apoyo utilizado.” 

Este esquema de rigidización del apoyo hace que la sección extrema gire 

ante la acción de la carga de forma solidaria. Este refuerzo no altera la carga de 

colapso real, al representar el apoyo realmente empleado en el diseño de arcos; 

cabe referir que la zona reforzada es tan corta que no afecta a la rigidez global 

de la estructura. Por otro lado, las secciones pésimas están en riñones o en cla-

ve, lejos de los apoyos. 

9.7. MODELIZACIÓN DEL ESTADO DE AUTOTENSIONES 

Tal y como se describe en el Apartado 4.6.1.5. “Las tensiones residuales 

adoptadas en la presente Tesis” del Capítulo 4, se adopta la distribución de au-

totensiones recomendada por la ECCS para secciones en cajón soldadas de rela-

ción h/t=40, la cual se muestra en la Figura 9.7.1. 
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Figura 9.7.1.: “Distribución de autotensiones adoptada 
en el modelo de la Tesis.” 

 

Esta distribución de autotensiones se simula mediante un estado térmico 

que provoca el mismo efecto que la soldadura. El modelo de autotensiones (tal y 

como se detalla en el Apartado 4.6.1.5.) se define dando a cada nodo de la di-

rectriz del arco que pasa por el punto A la temperatura 
α
σ

E
yTA

29,2
=∆ , a los de los 

puntos B, C e intermedios la temperatura
α
σ

E
yTB

29,0
=∆  y a los nodos que quedan 

entre los puntos (2) y (3) y (4) y (5) una temperatura lineal entre ambos de 

valor B
BA

x TX
t

TT
T ∆−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆+∆
=∆

6)( , con X=0 en el punto B. 

La distribución de tensiones que se obtiene para cada arista es la buscada. 
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Figura 9.7.2.: “Diagrama de autotensiones utilizado en la presente Tesis.” 

 

9.8. IMPERFECCIÓN GEOMÉTRICA CONSTRUCTIVA 

EMPLEADA 

Tal y como se define en el Apartado 4.7.5. “Imperfección geométrica 

adoptada en el presente Tesis”, se adopta una deformada inicial de valor cose-

noidal con el máximo en el punto medio del arco, de valor 
L
x

exz
π

cos)( 0 ⋅= , donde e0 

es el valor máximo de la imperfección L/1000 y “z” la coordenada que indica la 

dirección perpendicular al plano del arco. 

En la Figura 9.8.1. se indica el valor utilizado para la misma. 
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Figura 9.8.1.: “Imperfección geométrica del arco fuera del plano.” 

Para las pertinentes comprobaciones realizadas del comportamiento del 

arco en su plano la imperfección geométrica es de valor senoidal con los máxi-

mos en los cuartos del arco: 
L

x
senLxy

π2
1000

)( ⋅= . En la Figura 9.8.2. se define la 

imperfección geométrica utilizada para los cálculos del arco en el plano. 

L

z

x

Y(x)=    o   sen. x
L

o= 1000
Le0

e

e

x

Y

Y

e0

2

 

Figura 9.8.2.: “Imperfección geométrica del arco en su plano.” 

9.9. DEFINICIÓN DE LAS CARGAS ACTUANTES 

La determinación de la carga última de colapso fuera del plano se realiza 

para una carga lineal uniformemente distribuida en planta. En el estudio del 

comportamiento del arco a pandeo lateral “no se considera el peso propio del 

arco”. 

Dado que el arco, al ser una estructura espacial, presenta un determinado 

espesor según el eje “z”, es necesario definir un procedimiento simplificado que 

regule la introducción de las cargas actuantes. 
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 Si se considera una carga “q” actuante definida en t/ml, la aplicación de la 

misma se lleva a cabo sobre los nodos pertenecientes a las aristas extremas 

sitas en la cara superior de la estructura con valores de z iguales a “– b/2” y a 

“+ b/2”, siendo “b” la dimensión horizontal del cajón. 

En la Figura 9.9.1. se muestran los nodos objeto de aplicación de las car-

gas. 

b

h
Y

z

x

 

Figura 9.9.1. “Distribución de las cargas actuantes sobre el arco.” 

El programa ANSYS permite seleccionar los nodos asociados a unas líneas. 

La modelización del arco objeto de la presente Tesis presenta como líneas ex-

tremas superiores la 43 y la 63. En la Figura 9.9.2. se define de forma gráfica el 

proceso seguido para destacar los puntos de aplicación de las fuerzas. 
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Figura 9.9.2.:  “Proceso de determinación de los nodos de posicionamiento de 
las cargas actuantes.” 

 

Una vez definidos los nodos sobre los que se aplican las cargas es necesa-

rio calcular el valor de las mismas. Sea “q” el valor de la carga lineal uniforme-

mente distribuida. Si se considera el nodo “i”, la magnitud de la carga asignada 

al nodo viene dada por: 

( )
2

11 −+ −
= ii

i
XX

F ·0,5       (9.9.3.) 

 Donde Xi+1 y Xi-1 son las coordenadas x de los nodos i+1 e i-1 respectiva-

mente. El factor 0,50 reparte la carga total entre las dos aristas extremas. En la 

Figura 9.9.4. se define el esquema de reparto de las fuerzas. 



CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS FUERA DEL PLANO 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

9.64 

i-1 i-1
i

F =i
(X + 1 - X -1)i i

2
x 0,50

q

 

Figura 9.9.4. “Reparto nodal de las cargas actuantes.” 

Esta asignación de cargas sólo presenta una singularidad, correspondiente 

al caso de los nodos extremos. En este caso la magnitud de la fuerza viene dada 

por: 

( )
2

1* ii XX
Fi

−
= + ·0,5       (9.9.5.) 

Donde Xi es el valor de la coordenada x del nodo i. En la Figura 9.9.6. se 

muestra el esquema de reparto para nodos extremos. 

i-1
i

q

 

Figura 9.9.6.:  “Reparto nodal de las cargas actuantes 
en el caso de nodos extremo.” 
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9.10. ANÁLISIS DE LA CONVERGENCIA DEL MODELO. 

CRITERIO DE VALIDACIÓN 

La aceptación por parte de un proyectista de estructuras de los resultados 

numéricos obtenidos en un programa de cálculo de estructuras no lineal de ele-

mentos finitos es una decisión que se debe analizar con “cautela”. Siempre se 

debe desconfiar de la máquina y valorar de forma rigurosa los resultados obte-

nidos con el fin de comprobar que el mecanismo que ha llevado al agotamiento 

es razonable y la falta de convergencia final del proceso no es debida a circuns-

tancias meramente numéricas. 

En todos los casos de colapso final de la estructura se debe producir un 

aumento “desproporcionado” del valor del desplazamiento lateral uz del centro 

del arco en los momentos finales de la vida de la estructura, lo que indica que la 

causa “real” del final del arco es el pandeo lateral. En caso contrario, el colapso 

del arco se debe a cuestiones meramente tensionales, como consecuencia de la 

plastificación de numerosas secciones del mismo. 

En la Figura 9.10.1. se muestra la forma que debe presentar la gráfica t-uz 

en el caso de colapso de un arco por pandeo lateral. uz representa el valor del 

desplazamiento máximo según el eje coordenado “z”, que se corresponde con el 

de la sección central. 

u

t

z

 

Figura 9.10.1.: “Forma de la gráfica tiempo-desplazamiento 
máximo según el eje z en el caso de colapso de 
un arco por pandeo lateral”. 
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Asimismo, a la vez que se analiza la gráfica tiempo-desplazamiento 

máximo según el eje z, es posible obtener un gráfico del arco en el que se re-

presentan las tensiones del plastificación según el criterio del Von Mises, de tal 

forma que se considera que un punto del arco está plastificado si su tensión 

equivalente de Von Mises es igual o superior al valor de σy, que en este caso es 

igual a 23.500 t/m2. De esta forma se puede observar qué parte del arco se 

encuentra plastificado en el momento del colapso por pandeo lateral, una espe-

cie de porcentaje de aprovechamiento del mismo.  

Lógicamente, para una sección y f/L dados, a mayor longitud menor valor 

de qu/qp de colapso y menor cantidad de zonas plastificadas en el momento úl-

timo del arco, es decir, “menor aprovechamiento de la estructura”; a menor 

longitud, “qu/qp” más se aproxima a la unidad y el aprovechamiento del arco es 

mayor. 

Con el fin de ilustrar el control realizado a nivel de cálculo se va a expo-

ner, a título de ejemplo, la gráfica t-(uz)máx obtenida para el caso de un arco de 

características: 

• Sección en cajón 100 x 100 de espesor 2,50 cm 
• Longitud = 120 m  
• Flecha = 12 m  
 

Se representa en la Figura 9.10.2. la gráfica t-uz para un estado de carga 

inmediatamente anterior al de colapso del arco. 
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Figura 9.10.2.:  “Gráfica tiempo –uz de un arco parabólico con sección en 
cajón 100 x 100, longitud 120 m y flecha 12 m.” 

 

Se observa un crecimiento progresivo del valor de uz con el paso del tiem-

po que aumenta su gradiente de forma considerable en la parte final, lo que 

pone de manifiesto el carácter no lineal del fenómeno y la existencia de una no 

convergencia final motivada por la aparición del pandeo lateral. 

Asimismo, se ha obtenido una gráfica que representa el valor de la tensión 

equivalente de Von Mises. Si σVON MISES = σy, la sección se encuentra plastificada 

(Figura 9.10.3.). 
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Figura 9.10.3.: “Valor de la tensión equivalente de Von Mises de un arco 
parabólico con sección en cajón 100 x 100, longitud 120 m 
y flecha 12 m.” 

Las zonas de color rojo están plastificadas o cerca de la plastificación, las 

cuales se ubican cerca de ambos extremos y en la cara superior de la zona cen-

tral. Al ser el arco de elevada longitud (L = 120m), existen otras muchas zonas 

sin plastificar y el cociente qu/qp está lejos de la unidad. 

9.11. ALGUNOS DETALLES MÁS A TENER EN CUENTA EN EL 

CÁLCULO 

Un tema fundamental que hay que considerar a la hora de hacer los cálcu-

los relativos a la presente Tesis Doctoral es el espesor de las chapas que con-

forman la sección transversal del arco. 

La abolladura es un fenómeno de “inestabilidad local” que puede tener 

lugar en las chapas que constituyen la sección del arco y que procede de las 

siguientes tensiones: 

a) Tensiones tangenciales generadas por los esfuerzos CORTANTES. Ya se 

sabe que una tensión tangencial se puede descomponer en la suma de 

una tracción y una compresión de igual intensidad. Las tensiones de 

compresión pueden producir el pandeo del alma del cajón para valores 

inferiores al límite elástico del material. Como consecuencia de este 
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pandeo las paredes del alma quedan como abolsadas en diferentes re-

cuadros en los que, idealmente, se subdivide el arco. La orientación de 

estas bolsas, inclinadas 45º, es perpendicular a las tensiones principales 

de compresión. 

Para evitar esta clase de inestabilidad se disponen rigidizadores transver-

sales cuya misión es dividir la placa del alma del arco de dimensiones hw·l (largo 

del arco) en recuadros de hw·a, donde a es la distancia entre rigidizadores. En la 

Figura 9.11.1. se resume brevemente lo anteriormente comentado. 

s I

s II s I

s II

45°

s  =II s  =tI  

l
 

I

a

b

s  =t
IIs  =-t

a

t

v

v

thw

x

x

hw

t f

t f

 

Figura 9.11.1.: “Abolladura del alma debida a las tensiones tangenciales.” 

b) Tensiones normales de compresión. Proceden de la flexión simple, com-

presión simple o flexión compuesta. En el primer caso los abolsamientos 

que se forman en las paredes se disponen longitudinalmente. En la Figu-

ra 9.11.2. se indica la forma de la abolladura para el caso de flexión 

simple. 
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Figura 9.11.2.: “Abolladura del alma debida a tensiones normales.” 

 

En general, las esbelteces habituales de las almas no son tan elevadas 

como para que la flexión provoque por sí misma abolladura. 

La combinación con las tensiones tangenciales derivadas del cortante faci-

lita la pérdida de estabilidad, que se evita también con rigidizadores transversa-

les, menos eficaces en este caso que en el anterior. 

Para grandes alturas de almas (más de 2 m) se disponen, con el fin de re-

ducir las dimensiones del recuadro en la zona de mayores tensiones normales, 

además de los rigidizadores transversales, rigidizadores LONGITUDINALES, tal y 

como se muestra en la Figura 9.11.3. 

1/4h
 ó 1/5h

hw

w

w

longitudinal
Rigidizador

 

Figura 9.11.3. “Colocación y uso de los rigidizadores longitudinales.” 

 

c) Tensiones normales y tangenciales combinadas. Es el caso más frecuen-

te, ya que es habitual la convivencia de flector y cortante. Se resuelve 

con el uso de rigidizadores análogos a los dispuestos en los dos casos 

anteriores. 
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d) Fallos locales del alma bajo cargas concentradas. Sin relación con las si-

tuaciones de pandeo anteriormente comentadas, se pueden presentar en 

almas de secciones armadas y laminadas solicitadas por cargas concen-

tradas (apoyos, cargas puntuales, etc) en las siguientes modalidades: 

• aplastamiento del alma en la zona inmediata a la carga puntual acompañado 

de una deformación plástica de la pared horizontal del cajón, tal y como se 

muestra en la Figura 9.11.4.a. 

• abolladura del alma concentrada en las proximidades de la carga más aplas-

tamiento del alma en la zona inmediata a la carga puntual acompañado de una 

deformación plástica de la pared horizontal del cajón, tal y como se recoge en la 

Figura 9.11.4.b. 

• pandeo local del alma en toda o parte de su altura, según la Figura 9.11.4.c. 

a) b) c)

 
Figura 9.11.4.: “Fallos locales del alma bajo cargas concentradas.” 

 

Si se atiende a lo prescrito en la RPM-95 sobre la clasificación de almas 

parcial o totalmente comprimidas, Figura 6.3.3. b), se deduce que el alma es 

COMPACTA para el caso de compresión simple si se verifica: 

12

456
≤

tw
d ε                                                                            (9.11.5.) 

donde d es la longitud de la chapa, tw el espesor de la misma y 
fy

235
=ε  con fy 

expresado en N/mm2. 

En conclusión, d/tw≤38. El cumplimiento de esta condición geométrica 

asegura la presencia de una sección compacta que no sufre abolladura. Por ello 
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todas las secciones transversales empleadas cumplen la desigualdad antes defi-

nida. 

Otro aspecto básico en el funcionamiento del la sección del arco es el cál-

culo a TORSIÓN de la misma. La acción torsora se asocia con tres fenómenos: 

a) Torsión de St. Vernat. El cajón se considera indeformable, aparecien-

do un flujo de tensiones tangenciales constante tal y como se ilustra 

en la Figura 9.11.6. 

t

x t

 

Figura 9.11.6.:  “Comportamiento de la sección cajón bajo la torsión de St. 
Venant.” 

b) Alabeo torsional. Al rotar el cajón sobre el eje longitudinal del arco 

produce unos corrimientos longitudinales, los cuales pueden estar 

impedidos ya sea por la existencia de coacciones exteriores al mo-

vimiento ya sea porque exista una ley de esfuerzos torsores varia-

ble. Existen tensiones normales que se suman a las procedentes de 

la torsión de St. Venant. No obstante, estas tensiones no son muy 

importantes en las secciones cajón. 

En la Figura 9.11.7. se muestran los corrimientos longitudinales de la sec-

ción cajón debidos al alabeo torsional. 
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Figura 9.11.7.: “Corrimientos longitudinales de una sección cajón debidos 
al alabeo torsional.” 

c) Distorsión. Tanto la torsión de St. Venant como el alabeo consideran 

la sección indeformable. No obstante, la acción torsora deforma el ca-

jón, con lo cual surgen tensiones normales (más fuertes que las debi-

das al alabeo) y tensiones tangenciales que se suman a los estados 

anteriores. 

Además surgen unas flexiones transversales. 

En la Figura 9.11.8. se indican la deformación, tensiones normales, ten-

siones tangenciales y flexiones transversales que aparecen con la distorsión del 

cajón. 

 

Figura 9.11.8. “Deformación, tensiones normales, tensiones 
tangenciales y flexiones transversales que aparecen con 
la distorsión de un cajón.” 
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El fenómeno de la distorsión es tanto mayor cuanto mayor es la relación 

ANCHO-LUZ del arco; por el contrario, en arcos de grandes luces el efecto des-

aparece al ser la relación ancho-luz pequeña. 

Entre los elementos que constituyen la sección transversal en cajón metá-

lica cabe destacar el arriostramiento transversal a través de los diafragmas, el 

cual tiene varias misiones: 

• controlar y resistir la distorsión del cajón provocada por la solicitación ex-

céntrica. 

• controlar el pandeo fuera del plano de las chapas comprimidas. 

• ayudar a impedir la inestabilidad de las almas metálicas. 

La distorsión provoca que las tensiones longitudinales de la flexión general 

del arco dejen de ser uniformes, concentrándose en un lateral del cajón. El con-

trol de la distorsión se realiza con triangulaciones entre los rigidizadores trans-

versales, creando lo que se llaman DIAFRAGMAS, los cuales soportan la distor-

sión, sin penalizar el estado de tensiones longitudinales de las chapas del cajón. 

En la Figura 9.11.9. se incluye un detalle de diafragma. 

 

Figura 9.11.9.: “Ejemplo de diafragma.” 

Los diafragmas de apoyo son unos elementos especiales, situados en el 

caso particular de puentes sobre pilas y estribos, con la misión de transmitir 

correctamente los esfuerzos del tablero a dichas pilas y estribos. 
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En la Figura 9.11.10. se observa un diafragma de apoyo de un arco con 

sección en cajón de gran luz y anchura. 

 

Figura 9.11.10.: “Detalle de un diafragma de apoyo.” 

Por lo tanto, se pone de manifiesto la necesidad de la colocación de dia-

fragmas a lo largo de la directriz del arco que minimicen el fenómeno de la dis-

torsión. 

La RPM-95, en su apartado 6.6, define el tratamiento específico de los 

diafragmas. Se comentan a continuación los aspectos más destacados de su 

contenido. 

Los diafragmas son elementos transversales que se disponen en el interior 

de las vigas en cajón con el fin de limitar, fundamentalmente, la distorsión de la 

sección y asegurar una eficaz incorporación de las cargas exteriores a la estruc-

tura, así como una eficaz difusión de las reacciones de apoyo. 

Se deben disponer diafragmas en las secciones de apoyo y en las inter-

medias. 

Se consideran una serie de condiciones mínimas para que no sea necesa-

rio considerar los efectos de la distorsión en el cajón, es decir, que la sección 

transversal sea indeformable y que las cargas excéntricas solamente produzcan 

esfuerzos de torsión uniforme con las consecuentes tensiones tangenciales que 

equilibren la torsión. 

a) Distancia entre diafragmas 

LD≤4·d         (9.11.11.) 
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donde 

LD es la distancia entre diafragmas 

d es la altura del alma del cajón 

Además de los diafragmas de apoyo se debe disponer un mínimo de 4 dia-

fragmas intermedios en cada vano del puente. 

b) Rigidez mínima 

1500≥
⋅ DDW

D
LK

K
       (9.11.12.) 

donde KD es la rigidez del diafragma, la cual se calcula, según el tipo de dia-

fragma utilizado, por la expresión: 

• Para una chapa de espesor tD 

b

h

tD

 

 KD= E/2 (1+ν) tD·b·h 

• Para un marco 

b

h

It

Iw

Iu  

h
EI

K w
D ⋅

=
0

24
α

, donde 
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1 20
wtuwtu

Wtu

IIIbhIII
IIIhb

++

++
+=α  

donde Iu, It e Iw son las inercias de los perfiles que constituyen el marco, a los 

que se ha añadido una anchura de chapa igual a 
fy

t 23510 (con fy expresado en 

N/mm2). 

• Para el caso de diagonales cruzadas 

  

b

h
lb

Ab  

3

222

b

b
D

l
hbEAK =  

• Para el caso de diagonales en K 

 

b

h

Ab

 

 

3

22

2
2

b

b
D

l
hbEAK =  

KDw es la rigidez del cajón frente a la distorsión, y se calcula mediante la 

expresión 
h

EI w
⋅0

24
α

, en donde Iu, Iw e It tienen el valor: 
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( )2

3

112 ν−
= n

u
tI  

( )2

3

112 ν−
= w

w
t

I  

( )2

3

112 ν−
= t

t
tI  

b) Condiciones de resistencia 

Los diafragmas intermedios han de dimensionarse con capacidad para re-

sistir los siguientes esfuerzos: 

• Esfuerzos originados por la torsión debida a la excentricidad de las cargas 

exteriores y a la geometría en puentes curvos. 

• Esfuerzos originados por su función de rigidizador transversal 

• Esfuerzos originados por las cargas que actúan directamente sobre el dia-

fragma 

En el caso de los diafragmas de apoyo se añadirá el dimensionamiento 

frente a las reacciones de apoyo debidas a las cargas horizontales y verticales. 

Con todo lo anteriormente expuesto relativo al fenómeno de la distorsión 

se pone de manifiesto la necesidad de modelizar el efecto de los diafragmas 

para obtener unos resultados “no afectados” por la distorsión, que reflejan más 

fielmente lo que se emplea en la realidad. 

Con el fin de no introducir “nuevas variables” en el desarrollo de la pre-

sente Tesis que hagan perder de vista el planteamiento general de la misma, se 

utiliza para un determinado canto el mismo diafragma, independientemente del 

ancho y el espesor de la sección considerada. Los resultados arrojados son per-

fectamente válidos, sin perjuicio de obtener un resultado más exacto empleando 

un diafragma de tipologías y dimensiones más específico atendiendo ya sea a la 

realidad ya sea a la normativa considerada. 
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Los diafragmas se modelizan con el tipo “MARCO” empleando elementos 

tipo “BEAM 4” que unen cuatro Keypoints situados en los extremos de la sección 

transversal, tal y como se indica en la Figura 9.11.13. 

KP2

KP1

KP3

KP4

BEAM 4

 

Figura 9.11.13: “Modelización de los diafragmas intermedios.” 

 

Las características de los diafragmas empleados son independientes del 

CANTO de la sección transversal: 

Canto de sección 

Transversal (m) 

Distancia entre 

diafragmas (m) 

Sección 

(m2) 

Iy 

(cm4) 

Iz 

(cm4) 

It 

(cm4) 

0,50 / 1 5 0,0026 449,50 167,30 9,25 

 

9.12. CÁLCULOS REALIZADOS 

Una vez definido el modelo espacial a emplear con todo detalle, se indican 

a continuación los cálculos a realizar con objeto de alcanzar los resultados bus-

cados por la presente Tesis Doctoral. 

En primer lugar se realizan algunos cálculos correspondientes al compor-

tamiento del arco dentro de su plano, con el fin de analizar los resultados obte-

nidos y cotejarlos con investigaciones existentes. A continuación se realizan los 

cálculos correspondientes al comportamiento del arco fuera de su plano, obte-

niendo los resultados que conformarán el “resultado último” de la presente Tesis 

Doctoral. 
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9.12.1. En el plano 

Se procede a realizar los siguientes cálculos: 

a) Sección transversal: 40 x 40 cm 

 Espesor chapas: 1 cm 

 Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

 Relación flecha-luz: 0,10 / 0,20 / 0,30 

 Longitudes: 20 y 60 m 

 Imperfección geométrica inicial en el plano 

 Tensiones residuales 

b)  Sección transversal: 100 x 100 cm 

 Espesor chapas: 2 cm 

 Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

 Relación flecha-luz: 0,10 / 0,20 / 0,30 

 Longitud: 60 m  

 Imperfección geométrica inicial en el plano 

 Tensiones residuales 

c) Sección transversal: 20 x 100 cm 

 Espesor chapas: 1 cm 

 Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

 Relación flecha-luz: 0,10 / 0,20 / 0,30 

 Longitud: 60 m 

 Imperfección geométrica inicial en el plano 

 Tensiones residuales 

9.12.2. Fuera del plano 

Se procede a realizar los siguientes cálculos: 

a) Canto de la sección= 1 m 

a.1) Sección transversal: 50 x 100 cm 

  Espesor chapas: 2,50 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 010 / 0,20 / 0,30 / 0,40 



CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS FUERA DEL PLANO 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

9.81 

  Longitudes: 30, 60, 90, 120, 150, y 180 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondiente al canto de 1 m. 

a.2) Sección Transversal: 75 x 100 cm 

  Espesor chapas: 2,50 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 

  Longitudes: 30, 60, 90 y 120 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondiente al canto de 1 m. 

a.3) Sección transversal: 100 x 100 

  Espesor chapas: 2,5 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 / 0, 20 / 0,30 / 0,40 / 0,50 

  Longitudes: 30, 45, 60, 90, 120, 150 y 180 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondientes al canto de 1 m. 

a.4) Sección transversal: 125 x 100 cm 

  Espesor chapas: 4 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 

  Longitudes: 30, 60, 90 y 120 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 
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  Diafragma intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondientes al canto de 1 m. 

a.5) Sección transversal: 150 x 100 cm  

  Espesor chapas: 4 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 / 0,20 /0,30 / 0,40 

  Longitudes: 30, 60, 90, 120, 150 y 180 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragma intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondientes al canto de 1 m. 

a.6) Sección transversal: 200 x 100 cm 

  Espesor chapas: 5 cm 

  Condiciones de contorno: biapoyado y biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 

  Longitudes: 30, 60 y 90 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados a 5 m con las propiedades mecáni-

cas correspondientes el canto de 1 m. 

b) Canto de la sección = 0,50 m 

b.1) Sección transversal: 50 x 50 

  Espesor chapas: 2,50 cm 

  Condiciones de contorno: biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 

  Longitudes: 30 y 90m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados cada 5 m con las propiedades me-

cánicas correspondientes al canto 0,50 m. 
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b.2)  Sección transversal: 100 x 50 cm 

  Espesor chapas: 2,50 cm 

  Condiciones de contorno: biempotrado 

  Relación flecha-luz: 0,10 

  Longitudes: 30 y 90 m 

  Imperfección geométrica inicial fuera del plano 

  Tensiones residuales 

  Diafragmas intermedios situados cada 5 m con las propiedades mecá-
nicas correspondiente al canto de 0,50 m. 
 

9.13. ANÁLISIS CRÍTICO DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS. 

COMPARACIÓN CON LOS OBTENIDOS POR OTROS 

AUTORES 

Se presentan a continuación los resultados obtenidos para los diferentes 

cálculos realizados, distinguiendo los correspondientes al plano de los de fuera 

del plano. Asimismo, se comparan con otros valores aportados por otros autores 

e investigadores de la materia, incluyendo valoraciones y análisis críticos al res-

pecto. 

9.13.1. Resultados de los cálculos correspondientes al compor-

tamiento del arco en su plano 

Se presentan a continuación, agrupados por longitud, sección transversal 

y condición de contorno, los resultados obtenidos de carga última para los cálcu-

los del comportamiento del arco en su plano. 
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a) Sección transversal 40 x 40 cm 

 Espesor chapas: 1 cm 

a.1) Longitud: 20 m 

Arco BIARTICULADO   Arco BIEMPOTRADO 

CARGA ÚLTIMA EN t/ml   CARGA ÚLTIMA EN t/ml 
 

 

a.2) Longitud: 60 m 

Arco BIARTICULADO   Arco BIEMPOTRADO 

CARGA ÚLTIMA EN t/ml   CARGA ÚLTIMA EN t/ml 

 

b) Sección transversal 100 x 100 cm 

 Espesor chapas: 2 cm 

 Longitud: 60 cm 

Arco BIARTICULADO   Arco BIEMPOTRADO 

CARGA ÚLTIMA EN t/ml   CARGA ÚLTIMA EN t/ml 

 f/L   qu 

0,10 8,80 

0,20 15,0 

0,30 17,90 

f/L qu 

0,10 10,80 

0,20 20,0 

0,30 24,30 

f/L qu 

0,10 0,82 

0,20 1,36 

0,30 1,53 

f/L qu 

0,10 1,53 

0,20 2,70 

0,30 3,28 

f/L qu 

0,10 9,70 

0,20 16,30 

0,30 20,00 

f/L qu 

0,10 15,30 

0,20 27,40 

0,30 35,40 
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c) Sección transversal 20 x 100 cm 

Espesor chapas: 1 cm 

Longitud: 60 m 

Arco BIARTICULADO   Arco BIEMPOTRADO 

CARGA ÚLTIMA EN t/ml   CARGA ÚLTIMA EN t/ml 

 

Con el fin de analizar los resultados obtenidos y compararlos con los pre-

sentados por otros investigadores, se expresan las tablas anteriores en función 

de unos parámetros adimensionales previamente descritos en el Capítulo 5: 

“Modelos de cálculo aplicados en el estudio. Definición de los valores de referen-

cia”. 

Sección transversal= 40 x 40 cm 

e= 1 cm 

Radio de giro con respecto al eje x 16335034,0===
A
I

i x
x  

Esbeltez mecánica con respecto al eje x
16335034,0

ls
i
ls

x
x === λ  

Esbeltez mecánica relativa con  

respecto al eje x 
x

y

z
x

x
E

λ

σ
π

λ
λ 005324,050,0 =⋅==
−

 

Carga de plastificación por axil en arranques 

1
16
1

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

z
Y

f
LL

A
qp

σ  

 

f/L qu 

0,10 1,19 

0,20 1,94 

0,30 5,65 

f/L qu 

0,10 1,76 

0,20 2,75 

0,30 9,12 
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En función de lo anterior, se obtiene: 

LONGITUD: 20 m 

ARCO BIARTICULADO ARCO BIEMPOTRADO 

f/L Ls(m) 
−

λ  qp(t/ml) qu/qp  f/L 
−

λ  qu/qp 

0,10 20,52 0,677 13,96 0,63  0,10 0,677 0,774 

0,20 21,96 0,725 23,49 0,639  0,20 0,725 0,851 

0,30 24,09 0,795 28,88 0,62  0,30 0,795 0,841 

 

 

LONGITUD: 60 m 

ARCO BIARTICULADO ARCO BIEMPOTRADO 

f/L Ls(m) 
−

λ  qp(t/ml) qu/qp  f/L 
−

λ  qp(t/ml) 

0,10 61,56 2,006 4,65 0,176  0,10 2,006 0,329 

0,20 65,89 2,147 7,83 0,174  0,20 2,147 0,345 

0,30 72,26 2,355 9,63 0,159  0,30 2,355 0,341 

 

Sección transversal = 100 x 100 cm 

e = 2 cm 

LONGITUD = 60 m 

ARCO BIAPOYADO  ARCO BIEMPOTRADO 

f/L Ls(m) 
−

λ  qp(t/ml) qu/qp  f/L 
−

λ  qp(t/ml) 

0,10 61,56 0,803 23,27 0,417  0,10 0,803 0,657 

0,20 65,89 0,859 39,15 0,416  0,20 0,859 0,700 

0,30 72,26 0,942 48,14 0,415  0,30 0,942 0,735 
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Sección transversal = 20 x 100 cm 

e = 1 cm 

LONGITUD = 60m 

ARCO BIEMPOTRADO ARCO BIAPOYADO  
  

f/L Ls(m) 
−

λ  qp(t/ml) qu/qp  f/L 
−

λ  qp(t/ml) 

0,10 61,56 1,966 6,98    0,17  0,10 1,966 0,252 

0,20 65,89 2,105 11,74 0,165  0,20 2,105 0,234 

0,30 72,26 2,308 14,44 0,3912  0,30 3,308 0,631 

 

En primer lugar se van a comparar los resultados obtenidos en la presente 

Tesis para la sección transversal de 40 x 40 con los reflejados en la Tesis Docto-

ral “Cálculo de parámetros de imperfección en arcos metálicos de sección cajón” 

de Arancha Manzanares. 

En las Figuras 9.13.1.1. y 9.13.1.2. se muestran las cargas últimas de co-

lapso obtenidas por Arancha Manzanares en 2.001 para arcos biarticulados y 

biempotrados respectivamente. 

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

1,00

0,80

0,60

0,40

0,20

0,00

1,20

uq
/

pq

s=1
s=0,50

mínimo
s=0,00

 

1,00

0,80

0,60

0,40

0,20

0,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

uq
/

pq

s=1
s=0,50

mínimo
s=0,00

1,20

 

Figura 9.13.1.1. “Cargas pésimas de colapso de arcos biarticulados con 
relaciones flecha-luz 0,1 y 0,2 según Arancha Manzanares.” 
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1,00

0,80

0,60

0,40

0,20

0,00

1,20

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

s=1
s=0,50

m ín im o
s=0,00

1 ,00

0,80

0,60

0,40

0,20

0,00
0,00 0,50 1,00 1 ,50 2 ,00 2,50

s=1
s=0 ,50

m ín im o
s=0 ,00

1 ,20

 

Figura 9.13.1.2. “Cargas pésimas de colapso de arcos biempotrados con 
relaciones flecha-luz 0,1 y 0,2 según Arancha Manzanares 
(2001).” 

 

Utilizando los gráficos anteriormente incluidos para S = 1 y teniendo en 

cuenta que en ellos xx λλ 010648,0=
−

, se obtiene 

LONGITUD: 20 m 

ARCO BIARTICULADO   ARCO BIEMPOTRADO 

f/L x

−

λ  qu/qp 
qp 

(t/ml) 
f/L x

−

λ  qu/qp 
qp 

(t/ml) 

0,10 1,354 0,72    10,05  0,10  1,354   0,80  11,16 

0,20 1,45 0,80 18,79 

 

0,20 1,45 0,87 20,43 

 

 

LONGITUD: 60 m.  

No se puede comparar. Las esbelteces reducidas x

−

λ están comprendidas 

entre 4 y 4,6, no estando calculados este rango de datos. 

En la tabla que se adjunta a continuación se muestran las diferencias en 

los resultados obtenidos entre la Tesis Doctoral y la redactada por Arancha Man-

zanares en 2001. 

Sección 40 x 40 

L = 20 m 
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ARCO BIARTICULADO ARCO BIEMPOTRADO 

f/L Carga última 

A. Manzanares 

Carga última 

 presente 

Tesis 

Diferencia  

porcentual 

Carga última 

A. Manzanares 

Carga última  

presente 

Tesis 

Diferencia 

porcentual 

0,10 10,05 8,80 14,2 % 11,16 10,80 3,33 % 

0,20 18,79 15,00 25,3 % 20,43 20,40 2,15 % 

 

De la comparativa realizada se pueden obtener las siguientes conclusio-

nes: 

• En lo que respecta al arco biempotrado, los resultados son coincidentes, la 

pequeña diferencia existente corresponde al posible error acumulado cometido 

al tomar el dato de la gráfica. 

• En lo que respecta el arco biarticulado las diferencias son mayores, aunque 

dentro de un intervalo razonable (menores al 25%). La causa que explica esta 

mínima diferencia es la no coincidencia de las condiciones de contorno para el 

caso de arco biarticulado entre la Tesis Doctoral de Arancha Manzanares y la 

presente Tesis, tal y como se muestra en la Figura 9.13.1.3. 

 
Figura. 9.13.1.3. “Diferencias en las condiciones de contorno del arco biapoyado 

entre las Tesis Doctorales de Arancha Manzanares y la presente 
Tesis.” 

Del resto de los cálculos realizados correspondientes a una longitud de ar-

co de 60 m no es posible realizar comprobación alguna por ausencia de biblio-

grafía o investigaciones al respecto. No obstante, los resultados obtenidos son 

lógicos, lo que valida por completo el modelo de cálculo empleado en lo que a su 

variante de inputs en el plano se refiere. 
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VALORES DE qu/qp EN EL PLANO PARA ARCOS DE 60 m DE 
LONGITUD CON DIFERENTES SECCIONES CAJÓN

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0 0,1 0,2 0,3 0,4

f/L

q u
/q

p

Seccion 40 por 40
Biarticulado
Sección 40 por 40
Biempotrado
Sección 100 por 100
Biarticulado
Sección 100 por 100
Biempotrado
Sección 20 por 100
Biarticulado
Sección 20 por 100
Biempotrado

 

Figura 9.13.1.4.: “Valores de la carga última en el plano para arcos de 60 m de 
longitud con diferentes secciones transversales cajón.” 

9.13.2. Resultados de los cálculos correspondientes al compor-

tamiento del arco fuera de su plano 

Se recogen a continuación los resultados obtenidos para los cálculos reali-

zados fuera del plano: 
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Sección transversal 50 por 100 

e = 2,50 m f/L = 0,10            e= 2,50 cm f/L = 0,20 

 Arco Biapoyado Arco Biempo-

trado 

 Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 35,2            37,6  30 66,8 

60 8,6  9,1  60 14 

90 2,5 2,8  90 4,10 

120 1 1,2  120 1,75 

150 0,5 0,55  150 0,90 

180 0,3 0,30  180 0,50 

 

 

e = 2,50 cm  f/L = 0,30        e = 2,50 cm    f/L = 0,40 

 
Arco Biempo-

trado 
 

Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 82,00  30 82,50 

60 14,80  60 13,80 

90 4,40  90 3,90 

120 1,90  120 1,70 

150 1,00  150 0,85 

180 0,55  180 0,50 
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Sección transversal 75 por 100 

e = 2,50 cm f/L = 0,10 

 Arco Biapoyado Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) qu (t/ml) 

30 46,8              47,5 

60 13,5 14 

90 4,8 5,6 

120 2,1 2,7 

 

Sección transversal 100 por 100 

e = 2,50 cm  f/L = 0,10 e = 2,50 cm  f/L =0,20 

 Arco Biapoyado 
Arco Biempo-

trado 
 

Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu(t/ml) qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 54,2               56,4  30 100,8 

45 - 31,4  45 56,4 

60 18,2 19,5  60 34,9 

90 8,3 8,8  90 14,4 

120 3,7 4,2  120 6,4 

150 1,9 2,4  150 3,3 

180 1 1,4  180 1,85 
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e = 2,50 cm  f/L = 0,30     e = 2,50 cm  f/L = 0,40 

 Arco Biempo-

trado 

 Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30              130,3    30 145,3 

45 70,2  45 73,3 

60 40,2  60 39,5 

90 15,2  90 14 

120 6,5  120 5,6 

150 3,1  150 2,7 

180 2  180 1,8 

 

e = 2,50 cm  f/L = 0,50 

 Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30           132,30 

45 71 

60 36,9 

90 11,7 

120 4,3 

150 2,1 

180 1,5 
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Sección transversal 125 por 100 

e = 4 cm  f/L = 0,10         e = 4 m    f/L = 0,2 

 Arco Biapoyado Arco Biempotrado  Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu(t/ml) qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 103,1             103,6            30 130,3 

60 41.3 45,1  45 70,2 

90 22,8 24  60 40,2 

120 11,2 12,8  90 15,2 

    120 6,5 

    150 3,1 

    180 2 

 

Sección transversal 150 por 100 

e =4 cm  f/L = 0,10         e = 4 cm    f/L =0,20 

 Arco Biapoyado Arco Biempotrado  Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu(t/ml) qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 114,6              115,6  30 229,50 

60 46,5 52,1  60 98,00 

90 27,2 29,3  90 50,90 

120 12,9 17,2  120 28,00 

150 6,7 10,1  150 15,40 

180 4 6  180 9,20 
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e =4 cm  f/L = 0,30     e = 4 cm    f/L =0,40 

 
Arco Biempo-

trado 
 

Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml)  

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 284,60  30 304,00 

60 116,80  60 115,30 

90 58,00  90 56,50 

120 32,00  120 30,50 

150 18,00  150 16,40 

180 16,40  180 9,50 

 

Sección transversal 200 por 100 

e = 5 cm  f/L = 0,10 

 Arco Biapoyado Arco Biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu(t/ml) qu (t/ml) 

30 172              173,5 

60 69,8 79,1 

90 41,3 48,2 

120 20,3 31,5 

 

Sección transversal 50 por 50 

e = 2,50 cm  f/L = 0,10 

 Arco biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 23,7 

90 3 
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Sección transversal 100 por 50 

e = 2,50 cm  f/L = 0,10 

 Arco biempo-

trado 

Longitud 

(m) 
qu (t/ml) 

30 35,9 

90 5,4 

 

Ya se ha comentado en los capítulos anteriores la casi inexistencia de es-

tudios e investigaciones relativas al cálculo de la carga última de arcos fuera de 

su plano, debido a la dificultad numérica de obtener diferentes resultados. 

En una casi heroica labor de cálculo (debido a la escasez de medios infor-

máticos y tecnológicos), en 1.977 SAKIMOTO y KOMATSU determinaron la carga 

última fuera del plano de arcos metálicos con imperfecciones iniciales. Adopta-

ron las siguientes hipótesis de cálculo: 

a) Sección transversal cajón 

b) Material elastoplástico bilineal 

c) TORSIÓN UNIFORME 

d) Criterio de plastificación de Von Mises 

e) Hipótesis de Bernoulli – Navier en pandeo 

f) Pequeñas deformaciones 

g) Inexistencia de pandeo local 

h) Sección transversal SIN DISTORSIÓN 

i) La solución de las ecuaciones no lineales que gobiernan el problema se 

obtiene por el Método de Newton – Raphson. 
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Los parámetros que definen la geometría del problema vienen dados por: 

a) Arcos BIAPOYADOS parabólicos 

x

Y

Z
 

b) Imperfecciones geométricas laterales iniciales de valor 
L

x
senLw

π
⋅=

10000
 

L

L
1000

 
c) Tensiones residuales iniciales 

0.40 y

y
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d) Sección transversal cajón cuadrado de 1 m de lado y 2 cm de espesor 

1t=2 cm

 

e) Carga uniformemente distribuida en planta 

f) Material acero de límite elástico 235N/mm2 

En la Figura 9.13.2.1. se muestran los resultados obtenidos por 

SAKIMOTO y KOMATSU para los parámetros geométricos antes referidos, rela-

cionando 
−

yλ  (esbeltez mecánica relativa según el eje y) con la proporción ten-

sión crítica de pandeo – límite elástico σ cr/σy para las relaciones flecha – luz 0,10 

y 0,20. 

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

ARCO PARABÓLICO

DE CARGA VERTICAL

RC

1.0

y = 0.4; 0w
L =

1
1000

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
50 100 150 200 250 300 350

0

f
L= 0.1

f
L

= 0.2

y

y

 

Figura 9.13.2.1.: “Valores de la tensión crítica de pandeo lateral para arcos 
parabólicos con carga uniformemente distribuida en planta 
obtenidos por Sakimoto y Komatsu en 1.977.” 
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Con el fin de comparar y validar los resultados obtenidos en la presente 

Tesis se calcula para diferentes longitudes de arco y relación flecha – luz 0,10 el 

valor de la carga crítica de pandeo lateral obtenido por Sakimoto y Komatsu 

para un arco de sección cajón cuadrado de 1 m de lado y 2 cm de espesor. 

Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla: 

L (m) f (m) λy σcr/σy qu 
(t/ml) 

30 

60 

90 

120 

150 

3 

6 

9 

12 

15 

0,40130288

0,80260576

1,20390864

1,60521152

2,0065144 

0,91 

0,71 

0,50 

0,32 

0,20 

42,40 

16,50 

7,80 

3,70 

1,90 

 

En la presente Tesis se ha calculado la carga última de colapso fuera del 

plano para arcos parabólicos de sección transversal cajón 100 x 100 con espesor 

de chapa 2,50 cm, con los siguientes parámetros geométricos y mecánicos, los 

cuales se comparan con las investigaciones realizadas por Sakimoto y Komatsu: 

 TESIS DOCTORAL SAKIMOTO Y         
KOMATSU 

Geometría del 
arco 

Parábola Parábola 

Dimensiones 
sección transver-
sal en cajón          
(cm x cm) 

                  
100 x 100 

                  
100 x 100 

Espesor de las 
chapas (cm) 

                  
2,50 

                  
2,00 

Imperfección 
geométrica inicial L

x
COSLw

π
1000

=  
L
x

COSLw
π

1000
=  

Tensiones resi-
duales σrc 

                  
0,30 

                  
0,40 
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Los resultados obtenidos en la presente Tesis para arcos con las longitu-

des antes referidas son: 

L 
(m) 

f 
(m) 

qu 
(t/ml) 

30 3 54,20 

60 6 18,20 

90 9 8,30 

120 12 3,70 

150 15 1,90 

 

La comparación entre los resultados obtenidos arroja las siguientes con-

clusiones: 

CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO FUERA DEL PLANO 

L (m) f (m) SAKIMOTO qu (t/ml)  TESIS qu (t/ml) 

30 3 42,40 54,20 

60 6 16,50 18,20 

90 9 7,80 8,30 

120 12 3,70 3,70 

150 15 1,90 1,90 

 

1.- Los resultados correspondientes a la presente Tesis son superiores a 

los obtenidos por Sakimoto y Komatsu, lo cual es lógico debido al mayor espesor 

de chapa (2,50 cm frente a 2,00 cm). 

2.- Las diferencias existentes entre los resultados obtenidos, a parte de 

los debidos al incremento de espesor, son mínimas y están justificadas debido a 

la existencia de diferentes condiciones geométricas y mecánicas, entre las que 

cabe destacar la modelización de la condición de contorno “apoyado”, el cálculo 
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en la hipótesis de pequeñas deformaciones y las variaciones en las tensiones 

residuales. 

3.- Si se divide la carga de colapso obtenida en ambos estudios por la 

carga de plastificación qp, que como ya se definió en el Capítulo 5, es la carga 

uniformemente distribuida en planta que produce la plastificación por axil en los 

arranques cuando se realiza un estudio de primer orden elástico de valor 

1
16
1

2

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

f
LL

A
qp yσ , se obtienen resultados “similares”, más que justificados consi-

derando las diferencias en las condiciones de partida. 

L (m) f (m) SAKIMOTO qu/qp TESIS qu/qp 

30 3 0,91 0,93 

60 6 0,71 0,63 

90 9 0,50 0,43 

120 12 0,32 0,26 

150 15 0,20 0,16 

 

De todo lo anterior se deduce que los resultados obtenidos en la presente 

Tesis para la sección transversal de 100 x 100 son perfectamente válidos y 

exactos tras su comparación con los calculados por SAKIMOTO y KOMATSU. 

9.14. PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS. 

Se procede a continuación a representar los resultados obtenidos para ca-

da sección transversal de forma gráfica. Para ello se utilizan los parámetros: 

a) En abscisas: Esbeltez reducida del arco con respecto al eje y 

Ei
ls

E

y

y

y

y

E

y
y 22 2

1
π

σ

σ
π

λ

λ

λ
λ ===
−  

en donde “ls” es la longitud del arco según su directriz e “iy” es el radio de giro 

de la sección transversal con respecto al eje y. 
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A
Iy

i y =  

b) En ordenadas: Carga de colapso fuera del plano relativa a la carga de 

plastificación qp. 

qp
qu

, donde qu es la carga obtenida en el desarrollo de la presente Tesis y 

qp la carga de plastificación 

1
16
1

2

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

f
LL

A
qp yσ  

La gráfica a representar para cada sección transversal y condición de con-

torno adoptará la forma 

 

con valor máximo para valores pequeños de y
−

λ  siempre inferiores a 1 y valor 

mínimo asintótico para mayores valores de y
−

λ . Para una misma sección trans-

versal, a igual valor de y
−

λ , qu/qp será mayor en el caso de arco biempotrado 

que en el de arco biapoyado. 

Se incluyen a continuación las tablas con los valores a representar para 

cada sección transversal y condición de contorno, así como la gráfica correspon-

diente a cada caso. 
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Sección 50 x 100 

e=2,5 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 35,2 43,6384045 0,742637943 0,806628941 

60 8,6 21,8192022 1,485275886 0,394148233 

90 2,5 14,5461348 2,22791383 0,171866962 

120 1 10,9096011 2,970551773 0,09166238 

150 0,5 8,72768089 3,713189716 0,057288987 

180 0,3 7,27306741 4,455827659 0,041248071 

 

 

 

0

uq
/

pq

1 2 3 4 5

SECCION 50 POR 100 f/L=0,1 BIARTICULADO
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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Biempotrado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 37,6 43,6384045 0,74263794 0,86162637 

60 9,1 21,8192022 1,48527589 0,41706383 

90 2,8 14,5461348 2,22791383 0,192491 

120 1,2 10,9096011 2,97055177 0,10999486 

150 0,55 8,72768089 3,71318972 0,06301789 

180 0,3 7,27306741 4,45582766 0,04124807 

 

 

 

0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

uq
/

pq

1 2 43

SECCION 50 POR 100 f/L=0,1 BIEMPOTRADO
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Sección 75 x 100 

e=2,5 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 46,8 50,9114719 0,516839945 0,919242722 

60 13,5 25,4557359 1,03367989 0,53033234 

90 4,8 16,9704906 1,550519835 0,282843914 

120 2,1 12,727868 2,067359781 0,164992283 

 

0

uq
/

pq

1 2 3 4 5

SECCION 75 POR 100 f/L=0,1 BIARTICULADO
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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Biempotrado 

L (m) Qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 47,5 50,9114719 0,516839945 0,93299208 

60 14 25,4557359 1,03367989 0,54997428 

90 5,6 16,9704906 1,550519835 0,32998457 

120 2,7 12,727868 2,067359781 0,21213294 

 

0

uq
/

pq

1 2 43

SECCION 75 POR 100 f/L=0,1 BIEMPOTRADO
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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Sección 100 x 100 

e=2,5 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 54,2 58,1845393 0,40130288 0,931518934 

60 18,2 29,0922696 0,80260576 0,625595741 

90 8,3 19,3948464 1,203908639 0,427948735 

120 3,7 14,5461348 1,605211519 0,254363104 

150 1,9 11,6369079 2,006514399 0,163273614 

180 1 9,69742322 2,407817279 0,103120177 

 

0

uq
/

pq

0.5 1 21.5 2.5 3

SECCION 100 POR 100 f/L=0,1 BIARTICULADO
1.0

0.8
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0.4

0.2

0.0
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Biempotrado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 56,4 58,1845393 0,40130288 0,96932967 

60 19,5 29,0922696 0,80260576 0,67028115 

90 8,8 19,3948464 1,20390864 0,45372878 

120 4,2 14,5461348 1,60521152 0,2887365 

150 2,4 11,6369079 2,0065144 0,20624035 

180 1,4 9,69742322 2,40781728 0,14436825 

 

 

0

uq
/

pq

0.5 1 21.5 2.5 3

SECCION 100 POR 100 f/L=0,1 BIEMPOTRADO
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Sección 125 x 100 

e=4 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 103,1 104,732171 0,330157955 0,984415765 

60 41,3 52,3660854 0,660315911 0,788678392 

90 22,8 34,9107236 0,990473866 0,653094455 

120 11,2 26,1830427 1,320631821 0,427757772 

 

0

uq
/

pq

1 2 3 4 5

SECCION 125 POR 100 f/L=0,1 BIARTICULADO
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Biempotrado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 103,6 104,732171 0,330157955 0,98918985 

60 45,1 52,3660854 0,660315911 0,86124444 

90 24 34,9107236 0,990473866 0,68746785 

120 12,8 26,1830427 1,320631821 0,48886603 

 

0

uq
/

pq

1 2 3 4
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Sección 150 x 100 

e=4 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 114,6 116,369079 0,281972522 0,984797692 

60 46,5 58,1845393 0,563945044 0,799181373 

90 27,2 38,7896929 0,845917566 0,701217205 

120 12,9 29,0922696 1,127890088 0,443416762 

150 6,7 23,2738157 1,40986261 0,287877161 

180 4 19,3948464 1,691835132 0,206240354 

 

0
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Biempotrado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 115,6 116,369079 0,28197252 0,99339104 

60 52,1 58,1845393 0,56394504 0,89542687 

90 29,3 38,7896929 0,84591757 0,7553553 

120 17,2 29,0922696 1,12789009 0,59122235 

150 10,1 23,2738157 1,40986261 0,43396408 

180 6 19,3948464 1,69183513 0,30936053 

 

0

uq
/

pq

0.5 1 21.5

SECCION 150 POR 100 f/L=0,1 BIEMPOTRADO

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.2
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Sección 200 x 100 

e=5 cm  f/L=0,10 

Biarticulado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 172 174,553618 0,219775187 0,985370582 

60 69,8 87,2768089 0,439550373 0,799754263 

90 41,3 58,1845393 0,65932556 0,709810553 

120 20,3 43,6384045 0,879100747 0,465186577 

150 10,5 34,9107236 1,098875933 0,300767183 
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Biempotrado 

L (m) qu qp y
−

λ  qu/qp 

30 173,5 174,553618 0,21977519 0,99396393 

60 79,1 87,2768089 0,43955037 0,90631178 

90 48,2 58,1845393 0,65932556 0,82839876 

120 31,5 43,6384045 0,87910075 0,72184124 

150 21,2 34,9107236 1,09887593 0,60726327 
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9.15. INFLUENCIA DEL ESPESOR DE LAS CHAPAS QUE 

CONFIGURAN LA SECCIÓN CAJÓN EN LA CARGA ÚLTIMA 

DE COLAPSO 

Ya se ha reseñado con anterioridad en el Apartado 9.4.: “Definición geo-

métrica del arco modelizado” que el espesor de las chapas a utilizar en cada 

sección transversal es tal que se asegura el comportamiento de las mismas co-

mo almas “compactas” según la RPM-95, lo que evita la aparición de fenómenos 

de inestabilidad local tales como la abolladura. Esto implica que para el caso de 

las secciones transversales con 1 m de canto, con valores del ancho hasta 1 m, 

el espesor es de 2,50 cm y entre 1 y 1,50, el espesor es de 4 cm. 

Con el fin de analizar la influencia del espesor de las chapas que configu-

ran la sección cajón se ha calculado la carga última de colapso fuera del plano 

de arcos con sección transversal 50 x 100, 75 x 100 y 100 x 100 con espesor de 

4 cm, de tal forma que se asegure la no aparición del fenómeno de abolladura. 

A continuación se relacionan los cálculos realizados, así como los resulta-

dos obtenidos. 

Sección 50 x 100 

e = 4 cm  

CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO FUERA DEL PLANO (t/ml) 

Longitud (m) 30 60 90 

Biarticulado 55,5 13,2 4,2

Biempotrado 61,2 14,6 4,8
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Sección 75 x 100 

e = 4 cm 

CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO FUERA DEL PLANO (t/ml) 

Longitud (m) 30 

Biarticulado 75,10 

Biempotrado 77 

 

 

Sección 100 x 100 

e = 4 cm 

CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO FUERA DEL PLANO (t/ml) 

Longitud (m) 30 60 

Biarticulado 87 28,2 

Biempotrado 88,1 31,60 

 

Los valores obtenidos de la carga última de colapso fuera del plano para 

un espesor de 4 cm son lógicamente superiores a los correspondientes a un 

espesor de 2,5 cm. Con el fin de poder comparar los valores calculados, se utili-

za el parámetro adimensional qu/qp. 

qu/qp 

Sección 50 x 100 

e = 4 cm 

Longitud (m) 30 60 90 

articulado 0,7948847 0,37810732 0,180460310167

empotrado 0,87652151 0,41820961 0,20624035 
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Sección 75 x 100 

e = 4 cm 

Longitud (m) 30 

articulado 0,92194349 

empotrado 0,94526829 

 

Sección 100 x 100 

e = 4 cm 

Longitud (m) 30 60 

articulado 0,93452661 0,60583104

empotrado 0,94634246 0,6788745 

 

Si se comparan estos resultados con los correspondientes a un espesor de 

2,50 cm, los cuales se indican a continuación, se observa que son casi coinci-

dentes. 

qu/qp 

Sección 50 x 100 

e = 2,50 cm 

Longitud (m) 30 60 90 

articulado 0,80662894 0,39414823 0,171866962

empotrado 0,86162637 0,41706383 0,192491 
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Sección 75 x 100 

e = 2,50 cm 

Longitud (m) 30 

articulado 0,91924272 

empotrado 0,93299208 

 

Sección 100 x 100 

e = 2,50 cm 

Longitud (m) 30 60 

articulado 0,93151893 0,62559574

empotrado 0,96932967 0,67028115

 

De los cálculos realizados y los resultados obtenidos se desprende que la 

relación qu/qp no depende del espesor de las chapas dentro del entorno de espe-

sores considerados (almas “compactas” según la RPM-95). Esta conclusión coin-

cide con la obtenida por Arancha Manzanares es su Tesis Doctoral en lo que se 

refiere al comportamiento dentro del plano: “la relación qu/qp no depende del 

espesor de chapas dentro de los espesores de clase 2 y 3”. (Capítulo 8. Aparta-

do 8.5.: “Influencia de las dimensiones de la sección”). 

9.16. INFLUENCIA DE LAS DIMENSIONES DE LA SECCIÓN EN 

LA CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO. COEFICIENTE DE 

FORMA 

En los cálculos realizados definidos en el Apartado 9.12.2., para un canto 

de 1 m, se han considerado anchos de la sección transversal de 50, 75, 100, 

125, 150 y 200 cm. Los resultados obtenidos con los diferentes anchos antes 

referenciados permiten determinar la influencia de la forma de la sección en la 

carga última de colapso. 
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Se define el coeficiente de forma de una sección transversal cajón como la 

relación entre el ancho y el canto de la misma. 

h
ba =           (9.16.1.) 
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Se hace notar que tanto el radio de giro de una sección transversal cajón 

con respecto al eje y como la esbeltez relativa con respecto al eje y no depen-

den del valor del espesor t. 

La influencia de las dimensiones de la sección transversal en la carga úl-

tima se hace patente representando en ejes coordenadas cómo varía la relación 

qu/qp en función del coeficiente de forma “a”. Esta gráfica a-qu/qp se ajusta para 

diferentes valores de la luz L del arco. El ajuste para diferentes valores de y

−

λ  

proporciona curvas distorsionadas, ya que y

−

λ  depende del factor a. 

9.17. CURVAS DE PANDEO LATERAL DE ARCOS PARABÓLICOS 

CON SECCIÓN TRANSVERSAL CAJÓN DE 1 M DE CANTO Y 

RELACIÓN FLECHA-LUZ 0,10 SOMETIDOS A UNA CARGA 

LINEAL UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA EN PLANTA 

Con todos los resultados calculados previamente para el análisis del com-

portamiento del arco fuera del plano, se procede a representar las gráficas “co-

eficiente de forma – carga última relativa a la carga de plastificación” tanto para 

arcos biapoyados como para arcos biempotrados. Las curvas se representan 

para diferentes valores de L: 30, 60, 90, 120, 150 y 180 m y una relación 

f/L=0,10. Estas gráficas se denominan “CURVAS DE PANDEO LATERAL”, y se 

representan en las Figuras 9.17.1. y 9.17.2. 

Biapoyado 

  L=30 m L=60 m L=90 m L=120 m L=150 m L=180 m 

a qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp 

0,5 0,80662894 0,39414823 0,17186696 0,09166238 0,057288987 0,04124807 

0,75 0,91924272 0,53033234 0,28284391 0,16499228   

1 0,93151893 0,62559574 0,42794874 0,2543631 0,163273614 0,10312018 

1,25 0,98441577 0,78867839 0,65309446 0,42775777   

1,5 0,98479769 0,79918137 0,7012172 0,44341676 0,287877161 0,20624035 

2 0,98537058 0,79975426 0,70981055 0,46516957 0,300859599  
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Biempotrado 

 L=30 m L=60 m L=90 m L=120 m L=150 m L=180 m 

a qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp qu/qp 

0,5 0,86162637 0,41706383 0,192491 0,10999486 0,06301789 0,04124807 

0,75 0,93299208 0,54997428 0,32998457 0,21213294   

1 0,96932967 0,67028115 0,45372878 0,2887365 0,18905366 0,14436825 

1,25 0,98918985 0,86124444 0,68746785 0,48886603   

1,5 0,99339104 0,89542687 0,7553553 0,59122235 0,43396408 0,30936053 

2 0,99396393 0,90631178 0,82839876 0,7218 0,6074  
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a=
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Figura 9.17.1.: “Curvas de pandeo lateral de arcos parabólicos biapoyados con sección trans-
versal cajón de 1 m de canto sometidos a una carga lineal uniformemente distri-
buida en planta con relación f/L=0,10.” 
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Figura 9.17.2.: “Curvas de pandeo lateral de arcos parabólicos biempotrados con sección 
transversal cajón de 1 m  de canto sometidos a una carga lineal uniforme-
mente distribuida en planta con relación f/L=0,10.” 
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De las gráficas representadas se pueden deducir las siguientes conclusiones: 

• Los valores de qu/qp para el caso de arcos biempotrados son superiores a los 

correspondientes para el caso de arcos biapoyados. 

• Para las diferentes longitudes de arco, el valor de qu/qp aumenta con el valor 

del coeficiente de forma “a”, alcanzando el máximo para a=2, donde las curvas 

presentan un comportamiento asintótico. 

• En el intervalo de “a” comprendido entre 1,00 y 1,25, para longitudes de 

arco entre 90 y 180 m, la pendiente de las curvas presenta un máximo. 

9.18. INFLUENCIA DE LA RELACIÓN FLECHA-LUZ EN LA 

CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO 

Las curvas de pandeo lateral de arcos parabólicos representadas en el 

apartado anterior corresponden a arcos con relación flecha-luz 0,10. Con el fin 

de analizar la influencia de f/L en la carga última se han calculado algunos arcos 

con relación flecha-luz 0,2, tal y como se indica en el apartado 9.12.2. “Cálculos 

realizados fuera del plano”. 

Asímismo, para las secciones transversales de ancho 0,50, 1 y 1,50 m y 

diferentes longitudes de arco biempotrado, se ha calculado la carga última para 

relaciones flecha-luz comprendidas entre 0,1 y 0,5. 

Los resultados obtenidos (indicados en el apartado 9.13.2 “Resultados de 

los cálculos correspondientes al comportamiento del arco fuera de su plano”) se 

recogen a continuación, expresándose en relación con la carga de plastificación. 

Sección 50 x 100 

e = 2,5 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 6 66,8 73,40 0,91 

90 18 4,1 24,47 0,17 
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Sección 100 x 100 

e = 2,5 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 6 100,8 97,90 1,03 

90 18 14,40 32,60 0,44 

 

Sección 150 x 100 

e = 4 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 6 229,50 195,74 1,17 

90 18 50,90 65,25 0,78 

 

Comparando los resultados obtenidos para f/L= 0,1 y 0,2, tal y como se 

muestra en la siguiente tabla. 

L (m) 30 90                     
Sección transversal 

f (m) 3 6 9 18 

50 x 100 qu/qp 0,86 0,91 0,19 0,17 

100 x 100 qu/qp 0,97 1,03 0,45 0,44 

150 x 100 qu/qp 0,99 1,17 0,76 0,78 
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Se obtienen las siguientes conclusiones: 

1.- Para valores pequeños de longitud (L < 45 m), y por consiguiente peque-

ñas esbelteces reducidas con respecto al eje y, el valor de qu/qp es mayor 

para f/L=0,2 que para f/L=0,1, es decir, a mayor valor de f/L, mayor 

qu/qp. 

2.- Para valores grandes de longitud (L>45m), y por consiguiente mayores 

esbelteces reducidas con respecto al eje y, el valor de qu/qp es similar pa-

ra f/L=0,2 y para f/L=0,1. 
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En la Figura 9.18.1. se representan los resultados obtenidos, los cuales 

coinciden con los determinados por SAKIMOTO Y KOMATSU. 
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Figura 9.18.1. “Valores de “qu/qp” en función de “a” para relaciones f/L         
0,1 y 0,2 obtenidos en la presente Tesis. Comparación con los 

obtenidos por Sakimoto y Komatsu.” 

 

En lo que se refiere a los cálculos realizados para las secciones transver-

sales de 0,50, 1 y 1,50 m de ancho en arcos biempotrados, se incluyen en las 

siguientes tablas las cargas últimas obtenidas, así como las cargas de plastifica-

ción y los correspondientes valores del cociente qu/qp. 
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Sección transversal 0,50 x 1,00. Espesor 2,50 cm 

Valores de qu 

f/L L = 30 m L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 37,60 9,10 2,80 1,20 0,55 0,30 

0,2 66,80 14,00 4,10 1,75 0,90 0,50 

0,3 82,00 14,80 4,40 1,9 1,00 0,55 

0,4 82,50 13,80 3,90 1,7 0,85 0,50 

 

Valores de qp 

0,861626369 0,417063828 0,192490997 0,109994856 0,063017886 0,041248071 0,861626369

0,910061062 0,381462721 0,167571124 0,09536568 0,061306509 0,040871006 0,910061062

0,908426203 0,327919703 0,146234462 0,084195599 0,055391842 0,036558616 0,908426203

0,827982387 0,276997744 0,117422957 0,068245821 0,042653638 0,03010845 0,827982387

0,861626369 0,417063828 0,192490997 0,109994856 0,063017886 0,041248071 0,861626369

 

Valores de qu/qp 

f/L L = 30 m L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 0,861626369 0,417063828 0,192490997 0,109994856 0,063017886 0,041248071

0,2 0,910061062 0,381462721 0,167571124 0,09536568 0,061306509 0,040871006

0,3 0,908426203 0,327919703 0,146234462 0,084195599 0,055391842 0,036558616

0,4 0,827982387 0,276997744 0,117422957 0,068245821 0,042653638 0,03010845 
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Sección transversal 1,00 x 1,00. Espesor 2,50 cm 

Valores de qu 

f/L L = 30m L = 45 L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 56.4 31.4 19.5 8.8 4.2 2.4 1.4 

0,2 100.8 56.4 34.9 14.4 6.4 3.3 1.85 

0,3 130.3 70.2 40.2 15.2 6.5 3.1 2 

0,4 145.3 73.3 39.5 14 5.6 2.7 1.8 

0,5 132.3 71 36.9 11.7 4.3 2.1 1.5 

 

Valores de qp 

f/L L = 30 m L = 45 L = 60 m L = 90 m L = 120 m  L = 150 m L = 180 m 

0,1 58.1845393 38.7896929 29.0922696 19.3948464 14.5461348 11.6369079 9.69742322 

0,2 97.8688908 65.2459272 48.9344454 32.6229636 24.4672227 19.5737782 16.3114818 

0,3 120.354667 80.2364448 60.1773336 40.1182224 30.0886668 24.0709334 20.0591112 

0,4 132.853068 88.5687118 66.426.5338 44.2843559 33.2132669 26.5706135 22.1421779 

0,5 140.126927 93.4179511 70.0634633 46.7089755 35.0317316 28.0253853 23.3544878 

 

Valores de qu/qp 

f/L L = 30 m L = 45 L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0,1 0.96932967 0.80949339 0.67028115 0.45372878 0.2887365 0.20624035 0.14436825 

0,2 1.02994935 0.86442177 0.71319905 0.44140686 0.26157444 0.1685929 0.11341704 

0,3 1.08263355 0.87491414 0.66802561 0.3788802 0.21602818 0.12878603 0.09970532 

0,4 1.09368946 0.82760603 0.5946419 0.31613873 0.16860732 0.10161602 0.08129282 

0,5 0.94414402 0.76002523 0.52666537 0.25048719 0.12274586 0.07493207 0.06422748 
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Sección transversal 1,50 x 1,00. Espesor 4,00 cm 

Valores de qu 

f/L L = 30 m L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 115,60 52,10 29,30 17,20 10,10 6,00 

0,2 229,50 98,00 50,90 28,00 15,40 9,20 

0,3 284,60 116,80 58,00 32 18 10,3 

0,4 304,00 115,30 56,50 30,50 16,4 9,5 

 

Valores de qp 

f/L L = 30 m L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 116,3690786 58,1845393 38,78969286 29,09226965 23,27381572 19,39484643

0,2 195,7377816 97,86889078 65,24592719 48,93444539 39,14755631 32,62296359

0,3 240,7093343 120,3546671 80,23644476 60,17733357 48,14186685 40,11822238

0,4 265,7061353 132,8530676 88,56871175 66,42653381 53,14122705 44,28435588

 

Valores de qu/qp 

f/L L = 30 m L = 60 m L = 90 m L = 120 m L = 150 m L = 180 m 

0,1 0,99339104 0,895426872 0,755355298 0,591222349 0,433964079 0,309360531

0,2 1,172486978 1,001339641 0,780125323 0,572194081 0,393383431 0,28200994 

0,3 1,182338861 0,970465066 0,722863534 0,53176168 0,373894931 0,256741186

0,4 1,144121116 0,867876083 0,637922793 0,459153869 0,308611617 0,214522709

 

Para longitudes de arco inferiores a 90 m, el máximo de qu/qp se obtiene 

para el intervalo 0,20-0,40 de f/L; para longitudes superiores a 90 m, el máximo 

se obtiene para el intervalo f/L = (0,10-0,20). 
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Asimismo, se ha calculado y representado para los diferentes valores de 

f/L el parámetro 
yEI

qL3

=λ , con el fin de analizar y comparar los resultados obte-

nidos para las diferentes secciones transversales en la hipótesis de cálculo elas-

toplástico no lineal. 

En la Figura 9.18.2. se muestran los resultados obtenidos para las diferen-

tes longitudes de arco en los cálculos correspondientes a carga última. 
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Figura 9.18.2.: “Valor de 
yEI

qL3
=λ  en función de f/L para el caso de varios arcos 

biempotrados.” 

100
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En la figura se observa que si bien para arcos con longitudes superiores a 

un determinado valor según la sección transversal el valor de λ permanece más 

o menos constante, para longitudes menores la variación es importante, cre-

ciendo el valor de λ con el incremento de la longitud. El valor de la longitud del 

arco por debajo del cual el parámetro λ no es constante coincide para cada sec-

ción transversal con el correspondiente a la esbeltez de Euler. 

Con todo ello se propone la siguiente expresión para el cálculo de carga 

última en arcos biempotrados: 

Si y

−

λ  > 1    yλ  > λEULER  
yEI

qL3

=λ  

Si ≤
−

yλ  1                  yλ ≤ λEULER  λ  no es constante y 

crece con el aumen-
to de la longitud 

 

Para y

−

λ  > 1, las tensiones críticas son inferiores a yσ , siendo el fenóme-

no equiparable a los cálculos elástico lineal y elástico no lineal y resultando un 

parámetro λ independiente de la longitud. 

Para ≤
−

yλ  1, las tensiones críticas son superiores a yσ , apareciendo 

plastificaciones que alejan el cálculo de la carga última de los cálculos elástico 

lineal y elástico no lineal, con lo que el valor de λ no permanece constante. 

En la Figura 9.18.4. se representa la comparativa entre los valores del pa-

rámetro λ para diferentes relaciones rigidez torsional-rigidez a flexión transver-

sal para arcos biempotrados bajo el supuesto de carga última. 

(9.18.3) 
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Figura 9.18.4.: “Comparativa entre los valores del parámetro λ para diferentes 
relaciones rigidez torsional-rigidez a flexión transversal para 
arcos biempotrados bajo el supuesto de carga última.” 

 

9.19. INFLUENCIA DEL CANTO DE LA SECCIÓN TRANSVERSAL 

EN LA CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO 

Las curvas de pandeo lateral de arcos parabólicos representadas en el 

apartado 9.17. corresponden a arcos con una sección transversal de 1 m de 

canto. Con el fin de analizar la influencia del canto de la sección transversal en 

la carga última se han calculado algunos arcos con sección transversal de canto 

0,50 m, tal y como se señala en el apartado 9.12.2. “Cálculos realizados fuera 

del plano”. 



CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS FUERA DEL PLANO 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

9.135 

Los resultados obtenidos (indicados en el apartado 9.13.2. “Resultados de 

los cálculos correspondientes al comportamiento del arco fuera de su plano”) se 

recogen a continuación expresándose en relación con la carga de plastificación. 

Sección 50 x 50 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 3 23,70 29,09 0,81 

90 9 3,0 9,70 0,31 

 

Sección 100 x 50 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 3 35,90 43,64 0,82 

90 9 5,4 14,55 0,37 

 

Para determinar la influencia del canto de la sección transversal en la car-

ga última se comparan los resultados obtenidos con los correspondientes a los 

mismos coeficientes de forma para un canto de 1 m. 

Arcos parabólicos biempotrados con f/L=0,1 

 h = 0,50 m  h = 1,00 m 

a 1 2 1 2 

L 
(m) 

30 90 30 90 30 90 30 90 

qu/qp 0,81 0,31 0,82 0,37 0,97 0,45 0,99 0,83 
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Se observa que en arcos parabólicos sometidos a carga uniformemente 

distribuida en planta, el valor de qu/qp aumenta con el incremento del canto de 

la sección transversal, tal y como se pone de manifiesto en la Figura 9.19.1. 

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

uq
/

pq

L=30 m h=1 m
L=90 m h=1 m
L=30 m h=0.5 m
L=90 m h=0.5 m

a

1.0
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0.6

0.4

0.2

0.0

1.2
1.1

0.9

0.7

0.5

0.3

0.0

ARCOS BIEMPOTRADOS f/L=0.1

 

Figura 9.19.1. “Comparativa de qu/qp de arcos parabólicos biempotrados con f/L 
= 0,10 para cantos de la sección transversal 0,50 y 1,00 m.” 
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10. CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE ARCOS CON 
TABLERO FUERA DEL PLANO 

10.1. PUENTES ARCO 

En la actualidad, la casi totalidad de los puentes arco (tal y como se pone 

de manifiesto en el Apartado 1.4.: “Un poco de historia. Los grandes puentes 

metálicos en arco” del Capítulo 1) están constituidos por un tablero (el cual pue-

de ser superior, medio o inferior) que permite el paso de vehículos (coches, ve-

hículos pesados, ferrocarriles, etc) a través de los mismos. La existencia del 

tablero genera un arriostramiento del arco en su comportamiento fuera del pla-

no, lo que provoca un aumento de la carga última de colapso fuera del plano. 

En el presente Capítulo se persigue poner de manifiesto el aumento de 

carga última fuera del plano que provoca la existencia del tablero en los puentes 

de arcos. Se elige la tipología de arco con tablero SUPERIOR para desarrollar la 

modelización. 

10.2. MODELIZACIÓN DE ARCOS CON TABLERO SUPERIOR 

La modelización de arcos con tablero superior se realiza a partir de los ar-

cos exentos modelizados con elementos SHELL 43 para caracterizar el compor-

tamiento último de colapso fuera del plano objetivo de la presente Tesis Docto-

ral. Los detalles de esta discretización se han definido con exactitud en el Capí-

tulo 9 y se resumen en la Figura 10.2.1.: “Modelización del arco exento con 

elementos SHELL 43”. 
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Figura 10.2.1.: “Modelización del arco exento con elementos SHELL 43.” 

 

La modelización del tablero se efectúa utilizando dos tipos de elementos 

lineales: BEAM 4 y Link 8. 

Los elementos BEAM 4 representan el tablero y los elementos Link 8 los 

montantes que se encargan de llevar las cargas del tablero al arco. Estos últi-

mos (Link 8) sólo son capaces de trabajar a esfuerzo axil (en el presente caso a 

compresión), mientras que el tablero es susceptible de trabajar tanto a axil co-

mo a flexión y torsión. 

En la Figura 10.2.2. se muestra con detalle la modelización del tablero y 

montantes. En el caso del tablero las barras diagonales en cruz tratan de unifi-

car el movimiento y deformación de las dos vigas extremas que constituyen el 

tablero. De esta forma el movimiento del tablero es solidario. 
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Figura 10.2.2.: “Modelización del tablero y montantes.” 

 

Las características geométricas y mecánicas de los elementos que definen 

el tablero y los montantes se muestran en la Figura 10.2.3.  
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I=0,00042693 m
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X
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I=0,00007348 m
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I=0,000144 m

2

4

4

4

y

Z

X

 

Figura 10.2.3.: “Propiedades geométricas y mecánicas de las secciones 
transversales que constituyen los elementos del tablero y 
montantes.” 
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Las condiciones de contorno del tablero se materializan coaccionando el 

desplazamiento según los tres ejes coordenados de los 4 nodos extremos del 

mismo tal y como se muestra en la Figura 10.2.4. 

 

 
Figura 10.2.4.: “Detalle de las condiciones de contorno del tablero.” 
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10.3. CÁLCULOS REALIZADOS 

Se realizan los siguientes cálculos para el caso de arcos biempotrados con 

relación flecha-luz 0,10. 

1- Sección transversal 50 x 100 

Longitud (m) Flecha (m) 

30 3 

90 9 

 

2- Sección transversal 100 x 100 

Longitud (m) Flecha (m) 

30 3 

90 9 

 

3- Sección transversal 150 x 100 

Longitud (m) Flecha (m) 

30 3 

90 9 

 

10.4. RESULTADOS OBTENIDOS 

Se muestran a continuación los resultados obtenidos en los cálculos ante-

riormente reseñados. 

Sección transversal 50 x 100 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 3 42,40 43,64 0,97 

90 9 6,7 14,55 0,46 
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Sección transversal 100 x 100 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 
 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 3 56,7 58,18 0,98 

90 9 13,30 19,40 0,67 

 

Sección transversal 150 x 100 

e = 4 cm 

Arco biempotrado 
 

L(m) f(m) qu(t/ml) qp(t/ml) qu/qp 

30 3 117,60 116,40 1,01 

90 9 32,40 38,80 0,84 

 

La influencia de la existencia de un tablero (en el caso que nos ocupa su-

perior) que arriostra el arco se determina comparando los resultados antes refe-

ridos con los obtenidos sin tablero. 

Sección transversal 50 x 100 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 

f/L = 0,10 

 
 SIN TABLERO CON TABLERO 

L(m) qu/qp qu/qp 

30 0,86 0,97 

90 0,19 0,46 
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Sección transversal 100 x 100 

e = 2,50 cm 

Arco biempotrado 

f/L = 0,10 

 SIN TABLERO CON TABLERO 

L(m) qu/qp qu/qp 

30 0,94 0,98 

90 0,45 0,67 

 

Sección transversal 150 x 100 

e = 4 cm 

Arco biempotrado 

f/L = 0,10 

 
 SIN TABLERO CON TABLERO 

L(m) qu/qp qu/qp 

30 0,99 1,01 

90 0,75 0,84 

 

10.5. INFLUENCIA DEL TABLERO EN LA CARGA ÚLTIMA 

En la Figura 10.5.1. se muestran los resultados obtenidos para los arcos 

con longitudes de 30 y 90 m con f/L=0,10 con y sin tablero. 



CARGA ÚLTIMA DE COLAPSO DE LOS ARCOS CON TABLERO FUERA DEL PLANO 
 

TESIS DOCTORAL: PANDEO LATERAL DE ESTRUCTURAS METÁLICAS EN ARCO 

10.8 

 

Figura 10.5.1.: “Carga última de arcos con longitudes 30 y 90 m, f/L=0,10 y 
tablero superior. Comparativa con arcos sin tablero.” 

 

De la figura se deduce que el tablero, en este caso superior, aumenta la 

carga última de los arcos. Este aumento es más significativo cuanto menor es el 

valor de “a” y mayor el de “L”. 

A igual coeficiente de forma (a), el aumento de qu es mayor a mayor valor 

de L, esto es, es más efectivo (desde el punto de vista porcentual). Esto es lógi-

co, ya que a mayor longitud de arco, mayor esbeltez y mayor riesgo de pandeo. 

A igual longitud de arco, el aumento de qu es mayor cuanto menor es el 

valor de “a”. A igual que en el caso anterior, este hecho es razonable, ya que a 

menor valor de “a” el riesgo de pandeo lateral es mayor, y el efecto del tablero 

es más significativo. 
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11. CONCLUSIONES 

11.1. CONCLUSIONES 

Se presentan a continuación las conclusiones más destacadas que resu-

men los trabajos realizados en la presente Tesis en los últimos seis años con una 

intensa labor de investigación en pos de determinar la influencia del pandeo 

lateral en la carga última de arcos: 

1. Se representa el arco parabólico objeto de estudio por medio de un mo-

delo espacial de elementos finitos tipo “lámina” que permite reproducir 

el comportamiento real elastoplástico con no linealidad geométrica de 

estructuras de acero con imperfecciones geométricas iniciales y tensio-

nes residuales y sin distorsión de la sección transversal. 

2. Se consideran condiciones de contorno para el arco biempotrado y bi-

apoyado. En el caso de arco biapoyado, al impedir el desplazamiento en 

las tres direcciones x, y, z en la arista intermedia de cada extremo, el 

comportamiento es similar para el pandeo lateral al de arco biempotra-

do, muy diferente al teórico de los apoyos de la Resistencia de Materia-

les. 

3. En el caso de la sobrecarga crítica q ELÁSTICA LINEAL global lateral ob-

tenida para los arcos biapoyado y biempotrado, los resultados se ajustan 

a lo indicado en 1.972 por Tokarz y Sandhú Independientemente de la 

longitud del arco, dada una relación flecha-luz, el valor de 
yIE

Lq 3⋅  per-

manece constante. 

4. Lo mismo se puede concluir para el caso de sobrecarga crítica  q 

ELÁSTICA NO LINEAL global lateral obtenida para los arcos biapoyado y 

biempotrado. Dada una relación flecha-luz, el valor de 
yIE

Lq 3⋅  permane-

ce constante independientemente de la luz, aunque ligeramente menor 

que en los correspondientes casos de cálculo elástico lineal, como co-
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rresponde a un cálculo con “no linealidad geométrica” que proporciona 

un valor de carga crítica inferior. 

5. El cálculo de la carga última de colapso (material acero con comporta-

miento elastoplástico y no linealidad geométrica) fuera del plano arroja 

las siguientes consideraciones en su análisis de resultados para arcos ca-

jón con almas y alas compactas y diferentes relaciones rigidez torsional 

– rigidez a flexión transversal: 

- Para arcos con esbeltez reducida 1≥
−

yλ  y para una relación rigi-

dez torsional – rigidez a flexión transversal dada, el valor de 

yIE
Lq 3⋅

 para un valor de f/L dado es constante e independiente de 

L, siendo inferior a los correspondientes valores de los casos elásti-

co lineal y elástico no lineal. 

- Para arcos con esbeltez reducida 1<
−

yλ , situación correspondien-

te a arcos cortos y poco esbeltos, en el colapso de la estructura en-

tra en juego la plastificación de las secciones y el pandeo en su pla-

no, con lo que no se mantiene la constancia del valor 
yIE

Lq 3⋅
. 
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ARCOS BIEMPOTRADOS CARGA ÚLTIMA
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Figura 11.1.1.: “Valores del parámetro

yIE
Lq 3⋅

 en función de la relación f/L para 

los cálculos de carga última en arcos con diferentes relaciones 
rigidez torsional – rigidez a flexión transversal (C/A). ” 

 

6. Las gráficas que relacionan la esbeltez reducida y

−

λ  con el cociente 

p

u

q
q

 presentan una forma parabólica, con valores de 
p

u

q
q

 comprendi-

dos entre 0 y 1, decrecientes con el aumento de la esbeltez relativa late-

ral. Si se comparan los resultados obtenidos para la sección transversal 

en cajón cuadrada de 1 m de lado relativos a la carga última fuera del 

plano con los equivalentes deducidos por Arancha Manzanares en 2.001 

en lo que se refiere al comportamiento en el plano, se deduce que para 

valores de y

−

λ inferiores a 0,50, el colapso del arco se produce por el 

pandeo en el plano; si 50,0>
−

yλ , el comportamiento fuera del plano 
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resulta más crítico. Esto se pone de manifiesto en las Figuras 11.1.2 y 

11.1.3. 
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Figura 11.1.2.: “Relación entre y
−
λ y 
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Figura 11.1.3.: “Relación entre y
−
λ y 

p

u
q
q

 “en” y “fuera” del plano para 

arcos biempotrados con sección 
transversal en cajón de 1 m de lado 
y 2,5 cm de espesor” 

 

7. Se han determinado para arcos biarticulados y biempotrados con rela-

ción flecha-luz 0,1 las gráficas que relacionan el coeficiente de forma 

h
ba =  con los valores de 

p

u
q
q  para diferentes longitudes de arco com-

prendidas entre 30 y 180 m. Estas muestran un aumento progresivo de 

p

u
q
q  con el incremento de “a”, el cual se hace asintótico a partir de un 

coeficiente de forma igual a 1,50 para el caso de arcos biapoyados y 2 

para el caso de arcos biempotrados. Es mayor en este último caso ya 

que al tener los arcos biempotrados mayor carga crítica de pandeo en el 

plano, su agotamiento final por pandeo se produce con un mayor valor 

de la dimensión horizontal de la sección transversal cajón (Figuras 

11.1.4 y 11.1.5.) 
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Figura 11.1.4. “Curvas de pandeo lateral 
de arcos parabólicos biapoyados con 
sección transversal cajón de 1 m de canto 
sometidos a una carga lineal 
uniformemente distribuida en planta con 
relación f/L=0,10.” 

 

Figura 11.1.5. “Curvas de pandeo lateral 
de arcos parabólicos biempotrados con 
sección transversal cajón de 1 m  de 
canto sometidos a una carga lineal 
uniformemente distribuida en planta con 
relación f/L=0,10.” 

8. Con el fin de estudiar la influencia de la relación flecha-luz en la carga 

última de colapso se han calculado algunos arcos con diferentes seccio-

nes transversales con relación flecha-luz 0,2, deduciendo que para arcos 

de pequeña longitud (L < 45 m) y pequeño valor de y
−
λ , el valor de 

p

u
q
q  es mayor para f/L = 0,2 que para f/L = 0,1; para mayores longitu-

des y esbelteces relativas con respecto a y (L > 45 m), el valor de 
p

u
q
q  

es similar para f/L = 0,2 y para f/L = 0,1. En la Figura 11.1.6. se repre-

senta la relación entre y
−
λ  y 

p

u
q
q  para arcos biarticulados y biempotra-

dos con sección transversal cuadrada de 1 m de lado y 2,5 cm de espe-

sor con relaciones f/L 0,1 y 0,2 y se compara con el resultado obtenido 

por Sakimoto y Komatsu ( el cual arroja valores ligeramente inferiores a 

los de la presente Tesis al utilizar espesores de chapa que pueden abo-

llar y reducir la carga última de pandeo lateral), confirmando la bondad 

de los cálculos realizados. 
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Figura 11.1.6.: “Relación entre y
−
λ  y 

p

u
q
q

 para arcos biapoyados y biempotrados 

con sección transversal cuadrada de 1 m y espesor 2,50 cm 
para relaciones f/L 0,1 y 0,2. Comparación con los resultados 
obtenidos por Sakimoto y Komatsu.” 

Asímismo, para varias secciones transversales, se ha analizado el valor 

de 
p

u
q
q  para longitudes comprendidas entre 30 y 180 m y para relacio-

nes flecha-luz entre 0,1 y 0,5, correspondiendo el valor máximo de 
p

u
q
q  

al intervalo de f/L 0,20-0,40 para longitudes inferiores a 90 m, y a f/L = 

(0,10-0,20) para longitudes superiores a 90 m. 

9. El valor de 
p

u
q
q  aumenta con el incremento del canto de la sección trans-

versal. 

10.  El valor de 
p

u
q
q  aumenta cuando existe un tablero superior, siendo este 

incremento más significativo cuanto menor es el valor de a = b/h y ma-

yor el de la longitud. 
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11.7 

11.2. FUTUROS TRABAJOS 

Esta Tesis podría complementarse llevando a cabo un análisis exhaustivo 

de las diferentes variables que intervienen en el fenómeno del pandeo lateral de 

arcos: espesor de las chapas que componen la sección cajón, límite elástico del 

acero, tensiones residuales, etc. De igual manera se debería profundizar en la 

modelización elastoplástica del conjunto arco-tablero, considerando la posibili-

dad de emplear arcos con tablero superior, intermedio e inferior. También queda 

abierto el trabajo de parametrizar diferentes formas del arco: circular, catenaria, 

etc.  

Queda abierto para futuros doctorandos que quieran tomar el testigo que 

en este momento cedo, al terminar mi relevo seis años después de que me lo 

cediera mi compañera Arancha Manzanares. 
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