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INTRODUCCION

El muestreo de una poblacidén estd dirigido a obtener informacidén
acerca de una o varias caracteristicas de las unidades que la
componen. Esta informacidn se obtiene a través de una encuesta y en la
mayoria de los casos de una parte de la poblacién, a la que llamamos
muestra, a partir de la cual proponemos estimadores sobre dichas
caracteristicas de forma gque proporcionan la informacién m&s
eficiente.

El objetivo usual pues de una encuesta por muestreo es el de
obtener una estimacién, puntual o por intervalo, de algunos de los
parametros poblacionales. Un problema surge cuando al seleccionar una
muestra, algunas de las unidades no responden para una caracteristica
en particular, o tambien cuando el marco no estd totalmente depurado.

Hablaremos de no respuesta cuando no se obtienen observaciones,
total o parcialmente, de las unidades seleccionadas y designadas para
la muestra. La presencia de ésta, en la encuesta, crea problemas y
entre otros, en la estimacidén de los pardmetros poblacionales, con la
presencia del sesgo, el cual, surge al no ser la informacién faltante
una muestra aleatoria de los datos que se buscan y cuya magnitud es
desconocida.

En el capitulo I, nuestro objetivo es doble. En una primera parte
estudiamos los errores en 1las encuestas, las causas y efectos que
produce la no respuesta sobre la estimaciéon de un parametro
poblacional, tanto a nivel puntual como por intervalo, Y en una
segunda parte, estudiamos los principales procedimientos en las
distintas fases del muestreo, para tratar la no respuesta.

En la estimacién puntual, es conocido (Kish, 1965 y Cochran, 1977)
que al no proveer la muestra, con no respuesta, informacidn acerca del
pardmetro poblacional de los que no responden, el tamafio del sesgo nos
es desconocido. Utilizando el concepto de sesgo relativo (Kish, 1965)
asi como el estudio que hace Plateck (1986), sobre la posibilidad de
estimar adecuadamente el nivel (o tasa ) de respuesta esperado en una
encuesta, dependiendo de las condiciones en que se realiza ésta,
nosotros proponemos expresiones para el sesgo relativo del estimador
muestral, tanto de la media como del total poblacionales. Asi mismo,
comparando las expresiones de ambos sesgos, 1llegamos a la conclusion,
entre otras de indole practica, de que a igualdad de tasas de no
respuesta, es mejor estimar el total que la media.

FacuLTAp DE INFORMATICA
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Para la estimacidn por intervalo, al desconocer el tamafio del
sesgo, hace imposible la asignacién de intervalos de confianza dtiles
para la estimacién de 1los parametros poblacionales {Azorin vy
Sanchez-Crespo, 1986). No obstante, el efecto del sesgo en la
exactitud de un estimador es estudiado experimentalmente por varios
autores. Asi, Raj {1968) y Cochran (1977) comparan, con sSus
respectivos niveles de confianza, el intervalo asociado a un estimador
insesgado con el de un estimador sesgado, siendo el error maximo
admisible el mismo para ambos, como precisidn minima a exigir de los
resultados e igual a un factor que depende del error esténdar del
estimador muestral que estemos utilizando. Llegan experimentalmente a
la conclusién, entre otras, de que el nivel de confianza del segundo
es menor que el del primero.

Asi mismo, Hansen, Hurwitz y Madow (1953) y posteriormente Kish
{1965) comparan, con sus respectivos niveles de confianza, el
intervalo asociado a un estimador insesgado con el de un estimador
sesgado, siendo el error méximo admisible del primero igual a un
factor que depende del error estdndar y, el del segundo, de un factor
que depende del error total, definido como la raiz cuadrada del error
cuadratico medio del estimador muestral que estemos utilizando. Llegan
experimentalmente a la conclusién de que el efecto del sesgo es
despreciable siempre que el valor absoluto del sesgo del estimador no
sobrepase su error estandar.

Nosotros estudiamos de una forma genérica, dada su
complementariedad, 1las relaciones de orden entre los niveles de
confianza o las regiones de error, indistintamente, existentes entre
los tres tipos de intervalos indicados anteriormente y demostramos que
la regién de error asociada al segundo intervalo es mayor que la del
primero, consecuencia a la que llegan Cochran y Raj experimentalmente.
Asi mismo que la regidén de error del tercero es inferior a 1la del
segundo y finalmente que la relacitén de orden entre el tercero vy el
primero depende del cociente entre el valor absoluto del sesgo y el
error esténdar. Ampliamos la solucién propuesta por Hansen, Hurwitz y
Madow, indicada anteriormente, y demostramos que es posible
identificar los intervalos asociados al estimador sesgado e insesgado,
con unas caracteristicas definidas, no siendo necesario que el sesgo
del estimador no sobrepase su error estandar.

Por otro lado, para el +tratamiento de la no respuesta en una
encuesta, dos son los caminos que se siguen, segin la etapa de
realizacién en la que nos encontremos, y gque en ocasiones son
complementarias. Hay un camino inicial y es el de evitar 1la no
respuesta que, serd posible, cuando nos encontremos en la fase de
planificacién, de disefio o de campo; en ésta uUltima fase damos una
visidén de las técnicas empleadas, como revisidn bibliografica, desde
la visitas adicionales (Demming, 1953, Kish y Hess, 1959 y Cochran,
1977) a las técnicas de respuesta aleatorizada {Ladoux, 1962 y Warner,
1965). E1 segundo camino es el de aceptar que hay no respuesta y
buscar soluciones de como tratarla; las técnicas de depuracidn {Villéan
y Bravo, 1990 y Villar, 1992) estudian las respuestas inconsistentes



y las de imputacidn (Bailar, Bailey y Corby, 1978 y Rubin, 1986 ) las
técnicas para sustituir unidades con no respuesta; para ésta fase de
procesamiento o validacién damos una visidén de las técnicas empleadas.

Los métodos de muestreo mds conocidos y utilizados consideran
estimadores que utilizan sélo los valores observados de la
caracteristica en estudio a los que denominamos estimadores directos o
expandidos. Para el caso de muestras con no respuesta ¢ cudles son los
estimadores muestrales que estiman a los parametros poblacionales
media y total ?; en 1la bibliografia consultada, s6lo Sanchez-Crespo
{1976), propone un estudio comparativo de varios estimadores

muestrales.

En el capitulo 1I, dentro de 1los diferentes tipos de muestreo y
considerando que hay elementos de la muestra que no responden,
nosotros hemos elegido tres de ellos :

Para el primero, muestreo sin reposicion aleatorio simple (m.a.s.)
proponemos un conjunto de estimadores directos de la media y el total,
cada uno con una hipbétesis que lo caracteriza. Estudiamos la sesgadez
o insesgadez y deducimos una expresidn razonada de su varianza y el
de un estimador de ésta; asi mismo, los comparamos en cuanto a
precisién y exactitud {Cochran, 1977) o eficiencia (Cramer, 1960) y
acuracidad {Azorin y Sanchez-Crespo, 1986), respectivamente.

En la eleccidn de estos estimadores han influido diversos factores,
siendo el principal el considerar las diferentes situaciones en las
que nos podemos encontrar en muestras con unidades que no responden y
su correspondiente tratamiento : Sustitucidn por cero; sustitucién con
una variable auxiliar, eliminacidén, eliminacidén pero considerando el
tamafio de la muestra en su totalidad ,sustitucidén por 1la media y
duplicacidn ; asi mismo, al considerar el submuestreo como una opcidn
méds frente a la no respuesta planteamos el estimador de Hansen y
Hurwitz (1946).

Demostraremos bajo ciertas condiciones que, de los estimadores
sesgados, el que presenta menor varianza, es mds acurado que el mas
eficiente de 1los insesgados y, por consiguiente, preferible a éste
{Cansado, 1983) . Asi mismo, estudiamos la eficiencia relativa {(Oh y
Scheuren, 1983) y, utilizando 1las consecuencias obtenidas en el
capitulo anterior, estudiamos los intervalos de confianza para los
estimadores sesgados, considerando un error maximo admisible que
depende del error total. Proponemos bajo qué condiciones el
intervalo asociado al estimador con menor varianza es el que mejor se
aproxima al intervalo asociado al estimador insesgado.

Con los otros dos métodos de muestreo elegidos, muestreo
estratificado y muestro de conglomerados bietapicos, elegimos los dos
estimadores insesgados, de entre los estudiados para una m.a.s. y
planteamos las mismas hipdtesis para cada uno de los estratos 6
conglomerados y proponemos estimadores directos del conjunto de la
muestra para la media y el total. Estudiamos la sesgadez o0 insesgadez
y deducimos una expresidén razonada de su varianza y el de un
estimador de ésta.



Dado que uno de los estimadores propuestos para cada uno de los
estratos o conglomerados es el de Hansen y Hurwitz, 1lo que estamos
proponiendo es una generalizacién de éste estimador para estos dos
Gltimos tipos de muestreo. Ademds, para el muestreo estratificado y
con éste estimador, proponemos diversas consideraciones segun que la
estratificacién sea proporcionada o desproporcionada, estudiando en
éste tltimo caso dos cuestiones { para la tltima y a nivel de m.a.s.,
Raj (1968) propone una funcidén de coste andloga con éste estimador ):

a) La afijacidén oOptima, como medio de asignar fracciones de
muestreo a los estratos con el objetivo de obtener la minima varianza
del estimador.

b) La afijacién 6ptima con funcién de coste, como medio de asignar
fracciones de muestreo y tasa de submuestreo a los estratos, de tal
manera que el coste esperado sea minimo para un valor determinado de
la varianza del estimador.

Es conocido que la forma mds sencilla de autoponderacién, entre los
elementos de una muestra, es la obtenida a través de una m.a.s, dado
que cada elemento de la muestra pondera 1/n en la media. A pesar de la
sencillez de las muestras autoponderadas, Kish {1965) indica varias
razones para afiadir ponderaciones desiguales en partes de la muestra;
una de éstas es la de balancear con ponderaciones desiguales las
diferencias en no respuesta entre partes de 1la muestra, si ésta estd
estratificada. Para el caso de una muestra no estratificada, sugiere
la necesidad de realizar alguna suposicidn acerca de 1la aleatoridad,
proponiendo particionar la muestra en un numero finito de subconjuntos
aleatoriamente seleccionados y ponderar cada particion. Al utilizar el
mismo estimador en cada particién, 1la varianza de la media ponderada
aumenta y el sesgo se mantiene en la medida que lo sea el estimador
empleado (Murthy y Sethi, 1961 y Kish, 1965).

Nosotros en el capitulo III proponemos, al igual que Kish,
particionar la muestra en un nimero finito de subconjuntos
aleatoriamente seleccionados y ponderar cada particion, utilizando
ternas de dos, de entre los estimadores muestrales estudiados en el
sequndo capitulo, definiendo el estimador media ponderada sobre el
total de elementos de la nueva muestra y obteniendo diversas
expresiones del estimador media  ponderada, en funcién de los
estimadores empleados en la particiodn.

Al utilizar distintos estimadores, nosotros hemos encontrado que,
bajo ciertas condiciones, es posible no s6lo disminuir la varianza
sino encontrar un valor minimo absoluto de ésta. Asi mismo, al
combinar diversos estimadores, sesgados e insesgados, disminuimos el
sesgo del estimador media ponderada.
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CAPITULO I

LA NO RESPUESTA EN LAS DISTINTAS FASES DE REALIZACION DE UNA ENCUESTA:
EFECTOS Y TRATAMIENTO

1. Introduccidn

Como fuentes principales para 1la informacidén estadistica debemos
considerar simultaneamente a los censos, muestras y registros
administrativos. Los primeros proporcionan infraestructura y marcos para
los segundos, los cuales no deben considerarse como una actividad
independiente sino encuadrada dentro de la organizacién y planificacién
estadistica. Y los terceros deben considerarse una fuente de informaciodn,
en ocasiones imprescindible, para nuestro objetivo.

La calidad de la investigacidén estadistica, encaminada a la obtenciodn
de datos para la satisfacion de necesidades de informacién de la
sociedad a +través de 1la recogida de datos muestrales, censales o
aprovechando datos administrativos, se logra extremando el cuidado en la
realizacién de 1las diferentes etapas que componen una muestra o censo.
Pese a ello, nos encontramos que, al seleccionar una muestra, algunas de
las unidades que la componen no responden.

Hablaremos de no respuesta cuando no se obtienen observaciones, total
0 parcialmente, de las unidades seleccionadas para la muestra. La
presencia de la no respuesta en la encuesta crea problemas en la
estimacién de los parametros poblacionales, en 1los costes, tiempos y
recursos v en la difusidén de los resultados.

Nuestro objetivo en éste capitulo es doble. En una primera parte
estudiamos los errores en las encuestas, las causas y efectos que produce
la no respuesta sobre la estimacién de un parametro poblacional, tanto a
nivel puntual como por intervalos, proponiendo, para estos ultimos,
soluciones que traten de evitar el sesgo, consustancial con 1la no
respuesta. Asi mismo, en una segunda parte estudiamos 1los principales
procedimientos en las distintas fases del muestreo, para tratar 1la no
respuesta.

La notacidn que vamos a emplear en el desarrollo de éste capitulo, y
que ampliaremos en el siguiente, es :
A) Para la Poblacidn

Y Caracteristica a estudiar

H

N = Namero de unidades

Yx = Total poblacional



Y~ = Media poblacional

N1 = Numero de unidades que responden

Yn1 = Total de las unidades que responden
§N1 = Media de las unidades que responden

N> = Nimero de unidades que no responden

Y~z = Total de las unidades que no responden
?NZ = Media de las unidades que no responden
tw: = Ny / N = Tasa de respuesta

tnz = Nz / N = Tasa de no respuesta

B) Para la muestra

n = Nimero de unidades

f=n/N= fraccién de muestreo

n, = Nimero de unidades que responden

n, = Nimero de unidades que no responden
;N = Total muestral, estimador de Yu

?n = Media muestral, estimador de §N

Y.: = Total de las unidades que responden
Yn: = Media de las unidades que responden
Yn- = Total de las unidades que no responden

Yn> = Media de las unidades que no responden

th:1 = N1 / n Tasa de respuesta
tnz = Ny / n = Tasa de no respuesta

B = valor absoluto del sesgo



2. Errores en las encuestas . Causas de la no respuesta

Siempre que se empleen métodos de sondeo, las estimaciones presentaran
ciertas discrepancias con los resultados correspondientes de un recuento
completo, basado en las mismas definiciones y en las mismas técnicas de
recogida de datos; este fendmeno es consustancial con los métodos de
muestreo y no se puede evitar.

Son dos las fuentes de las discrepancias : 1los errores de muestreo y
los ajenos al muestreo.

Los primeros provienen de que las estimaciones no se basan en todas
las unidades que integran la poblacidn sino tan s6lo en una parte de
ellas. Los segundos se producen por el mal entendimiento de las
preguntas, conceptos, definiciones o instrucciones, tanto por parte del
respondiente como por parte de 1los individuos que intervienen en las
distintas etapas del tratamiento de los datos.

Dentro de estos ultimos se incluyen los errores producidos por
respuestas intencionadamante erréneas por parte del respondiente, a los
que denominaremos errores de observacidn, y los errores debidos a la
ausencia de obtener datos de algunas partes de 1la poblacién de la
encuesta, a los que llamaremos errores de no observacidn.

Podemos distinguir tres causas que generan errores de no observacidn :
La no cobertura, 1las respuestas inconsistentes y la no respuesta o falta
de respuesta.

La no cobertura, llamada tambien de marcos incompletos, consiste en
dejar sin incluir algunas unidades o secciones completas de la poblacién
definida para la encuesta, en el marco operacional de muestreo con que se
estd trabajando.

La no cobertura se refiere a los errores negativos producidos por las
ausencias en la inclusién de elementos que deberian estar en la muestra ,
existiendo tambien el error positivo de sobrecobertura, que es cuando se
agregan a la muestra elementos que no deberian estar.

Las respuestas inconsistentes son aquellas que, relacionadas con otro
dato del mismo individuo, indican una respuesta incorrecta o en todo caso

muy poco real. Plateck (19B6), las define como imposibilidades logicas o
posibilidades altamente improbables.

La no respuesta consiste en la no obtencidén de observaciones, total
{entrevista no realizada) o parcial {respuestas omitidas), de 1las
unidades seleccionadas y designadas para la muestra.

Las causas por las que no se obtienen observaciones en el total de una
unidad, son :

* Por que no estdn en el momento de la visita

* Por que rechazan la entrevista
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* Por que no les es posible por incapacidad o imposibilidad
* Por que no se encuentran
* Por que han sido encuestados pero se ha perdido el cuestionario

Las causas por las que no se obtienen observaciones parcialmente en
una unidad, son :

* Rechazo a 1la pregunta por motivos personales ,de intimidad,
fiscales, etc..

* Pregunta mal formulada y que no se entiende
* Carecer de los conocimientos apropiados para contestar a la pregunta

La falta de informacidn, para éste Gltimo tipo, 1la desglosamos entre
el " no sabe " , el "no contesta” y los que aparecen en blanco o son
ilegibles. Para algunos autores consultados , Lininger (1984) , Chevry
{1967) y Cruz (1990), 1la contestacidén "no sabe” puede, 0 no, ser una
informacién faltante, dado que para algunas preguntas referentes a
opiniones y ciertos tipos de informacidén, el "no sabe” es una respuesta
tan valida o dtil como cualquier otra, ya que refleja desconocimiento de
la informacién a dar sobre la pregunta formulada. E1 "no contesta” o
"ilegible” es, pués, la considerada como una falta total de informacién.

Con la falta de respuesta, total o parcial, pueden originarse algunos
problemas basicos en las encuestas ({ Lininger, 1984 y Azorin vy
Sanchez-Crespo, 1986) y que son :

* Los sesgos, { entendiendo por sesgo el error que conduce a una
diferencia entre el valor esperado de la poblacidon y el valor real), que
surgen dado que la informacion faltante no es una muestra aleatoria de
los datos que se buscan y cuya magnitud es desconocida. En teoria, si la
informacién faltante constituyera wuna muestra aleatoria, su omisidn
tendria pocas consecuencias practicas, dado que la omisién de una parte
aleatoria de una muestra de esa categoria deja una muestra mas pequefia,
pero siempre aleatoria.

* Cuando la informacidén faltante se necesita como parte de una serie
de informacién mas amplia sobre el mismo entrevistado. Por ejemplo en la
confeccidon de algin indice, formado a partir de las respuestas dadas y
que al desconocer una o varias de éstas, la medida de éste puede resultar
incompleta o sesgada.

* En el andlisis de etapas miltiples, esto es, cdlculos que utilizan
informacidén sobre tres o mds variables y en el que al faltar informaciodn
de alguna de ellas no serd posible clasificar al individuo en las tablas
de entrada miltiple.

* Una disminucion en el tamafio de la muestra que disminuye la
precisidn y como consecuencia un incremento de la varianza muestral.



3. Efectos de la no respuesta

En el estudio de la no respuesta es conveniente pensar que la
poblacién estd dividida en dos estratos, 1los que responden y los que no
responden. Al seleccionar una muestra para estudiar una determinada
caracteristica de 1la poblacidén, nos encontraremos con un conjunto de
unidades que responden y otras que no responden. Sobre éstas ultimas la
muestra no provee informacidn y, en principio, no podemos suponer que las
caracteristicas del estrato de no respondientes son las mismas que las de
los que responden.

Vamos a estudiar el efecto de la no respuesta sobre la estimacidn de
la muestra, en cinco vertientes : estimacidén puntual de la media y del
total , estimacidén de la varianza y razdn poblacionales y estimacidon por
intervalos de la media.

En lo que sigue denotamos por Y; el valor de la caracteristica Y en la
unidad i, responda o no ; por X; el valor de la caracteristica Y en la
unidad i que responde. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que las
unidades estédn ordenadas y las primeras son las que han respondido.

3.1. En la estimacioén de la media poblacional

- N
Definicién 3.1.1 Media poblacional a estimar : YN =1/N . I Y.

=1

Proposicion 3.1.2 La media poblacional puede descomponerse en suma de
dos términos, que dependen de las unidades que responde y no responden.

Demostracion :

- N N, N - -
YN = 1/N . X Yi = 1/N . [ z Xi + L Yi ] = 1/N. [ Nl. YN]_ + Nz. YNZ } =
d=3

A3 J=N1+1

trie Yar + tnz. Yo
c.qg.d.

Corolario 3.1.3 La media poblacional puede descomponerse en suma de

varios términos que dependen de las unidades que responden y de las que
no responden, supuesto que haya varios tipos de no respuesta, en la

forma:

- k
Yo = Evze Yor + 2 tnza. Ynzi
i=2

siendo k los tipos de no respuesta , Ynz: la media ¥y tnzi la tasa de
no respuesta para cada uno de estos grupos.



Demostracidn : Consecuencia de la proposicidn anterior

Proposicion 3.1.4 Siendo ?n un estimador muestral de §N, tal que
E(Y.) = Yni , media poblacional de los que responden, la cantidad de
sesgo y sesgo relativo (SR) al estimar ?N por ?n, vienen determinados
por:

sesgo{Yn) =  twz [ Yni - Ynz] (1)

SR(Yn) = twz (1-W) / (1- twa(1-W)) , siendo W = Yaz/Yaa

Demostracion :

Dado que el sesgo viene definido por : sesgo = E(%n) - QN = §N1 - QN

De acuerdo con la proposicién 3.1.2, se tiene :

sesgo = Yni - §N = inl - [ tar . §N1 + taz . §N2 1= ta2 [ Yoa - an]
Por otro lado, el sesgo relativo es el cociente :
SR(Ya) = twz » [ Yna - Yaa]l / Ya
y de acuerdo con la proposicidon 3.1.2, se sigue :
SR(Ya) = twz « [ Yos = Ywal / (twa. Yo * twa. Yaz) =
taze (1-Ya/Ywa )/ (Ena + twz.¥no/Yos) =
ez 1-W )/{1 - tnz + twz.W ) =
tnz (1-W) / (1~ tna(1-W))

c.q.d
3.1.1. Conclusiones

Conclusidn 3.1.5 A la vista de lo demostrado y como conclusion,
podemos decir que dado gque la muestra, como hemos indicado, no provee
informacidén acerca de 1la media poblacional de los que no responden, el
tamaiio del sesgo nos es desconocido y, en consecuencia, hace imposible la
asignacién de intervalos de confianza {itiles a la media poblacional a
partir de los resultados de la muestra { Cochran, 1977 ).

Para el caso en que estimemos que las respuestas de los gque no
responden son iguales a las de los que responden, y/o la tasa de no
respondientes es practicamente nula, el estimador propuesto es insesgado,
dado que la expresidén (1) de la proposicién 3.1.4 se harad cero.



Por otro lado, si en el Grafico 1.1 representamos la expresion
obtenida en la proposicidn 3.1.4, referente al sesgo relativo del
estimador de la media poblacional, esto es

SR(Yn) = twnz (1-W) / (1- tn2(1-W))
Fijando ty> ( utilizamos tasas del 5%, 10%, 20%, 30%, 40% y 50% )y
variando W en el intervalo (0,3) con incrementos de 0.2, obtenemos

diferentes graficas correspondientes a la expresion indicada
anteriormente, segun la tasa de de no respuesta utilizada.

Grafico 1.1

Variscion del smego rslativo peras

diferentes tesss de no respusste.
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Observamos que :

* Variando W, podemos pasar de una tasa a otra inferior, sin variar el
sesgo.

* De igual forma, si conocemos a priori el valor de la tasa de no
respuesta, podemos obtener la magnitud del sesgo relativo con la ayuda
del grafico, siempre que conozcamos por otras encuestas anadlogas el valor
de W.

* Finalmente, si fijamos unos limites tolerables para que el sesgo
quede dentro de ellos, es posible determinar los limites en la tasa de no
respuesta necesario para tal fin.

3.2. En la estimacidén de la varianza poblacional

Definicidén 3.2.6 Varianza ajustada o cuasivarianza :

N -
a) Poblacional : Sy = 1/(N-1) . I {Yy - Y&)2
i=1
N. -
b) Poblacional de los que responden : Swn12 = 1/(N1-1) . I (Xi - Yn1)2
i=1
N _
c) Poblacional de los que no responden : Sy>2 = 1/{Nx-1) . I (Y = ¥nz2)2
i=N1+1
Proposicién 3.2.7 La varianza ajustada poblacional puede

descomponerse en suma de cuatro términos, que dependen de las unidades
que responde y no responden, en la forma :

Sn® = (Na-1)/(N-1) . Swa2 + Na/(N-1) . (Yas - ¥a)2 +

(N2-1)/{(N-1) . Sn2® + N2/(N-1) . (¥nz - Yn)?
Demostraciodn :
De la definicidn 3.2.6 , se sigue :

N: - N -
2 (Xi - YN)2 + Z (Yi - YN)2 =

i=1 i=3 i=N1+1

(N-1) . Sx% =



1 - - = N - - -
[(Xi = Yova) # (Ywa - )12 4 I [(Ys - Ynz) + {Ynz - Yn)]% =

i=1 i=N1+1

™M 2

al desarrollar, 1los términos con doble producto son iguales a cero,
dado que para el primer sumando, se tiene :

I (Xa-Ya1) . (Yaa-¥n) = (Ywa-¥n) 2 (Xa-Yowa) = (Yaea=¥o).0

siendo para el otro sumando andlogo, por lo que quedard :

Nl - Nl - - N - N - -

L (Xs - Yw2)2 42 (Yor - ¥n)2 4 E (Y: - Yn2)2 + 2 (Yno - Yn)2 =

i=1 i=1 i=N1+1 i=N1+1
y de acuerdo con la definicién 3.2.6, se sigue :

{(N1-1) . Sw1® +# N1 . {Yn1 - Yn)2 + (N2-1) . Snz2® + N2 . {(Yn2 - Yy)2
despejando Sx* de la igualdad, se obtiene la expresidn propuesta.

c.q.d.

Corolario 3.2.8 Una descomposicidén de la varianza poblacional es

VARN = tNl . VARNl + tnz . VARNZ + tNl . th . (§N1 - ;’Nz)z ’ Siendo

VARn~, VARn1, Y VARn: las varianzas poblacional, de los que responden y
de los que no responden, respectivamente.

Demostracién :
Por la proposicién 3.1.2 , deducimos :

Yur = Yu tnez o (Ynr = Ynz)

YNZ - YN

-1. tNl . (YNl - YNZ)
Elevando al cuadrado y multiplicando cada expresién por N» y Nz,
respectivamente, y sumando miembro a miembro, obtenemos :
Nl » (YNl - YN)2 + Nz . (YNZ - Yn)z =
N, . tN22 . (YNl - YNZ)Z + Nz, tle . (YNl = YN2)2 =

( N1 . tn22 + Nao. taa2 ) o Y1 - YNz)2 =

Ni.No.{ Ni#Nz2) /N2 (Yo = Yn2)2 =



Nl . Nz . 1/N -(YNl = YN2)2 (1)

Utilizando la expresién obtenida en 1la proposicién 3.2.7 vy
sutituyendo en ella la expresién (1), se sigue :
(N—l).SNZ = (Nl-l).Sle + (Nz‘l)-Ssz + Nl.Nz.l/N.(?Nl - ?Nz)z

Teniendo en cuenta la relacién entre la varianza ajustada y la
varianza, se tiene :

N . VARy = Ny . VARwa + N2 . VARN> + Nz . No . 1/N (Y1 - Yn2)?
Finalmente, diviendo por N, obtenemos la expresién propuesta.

c.q.d.

Corolario 3.2.9 Siendo S,*®* 1la varianza ajustada muestral, puede
descomponerse en suma de cuatro términos, que dependen de las unidades
que responden y no responden en la muestra, en la forma :

Sa® = (N2-1)/(n-1) . Saa? + n1/(n-1) . (Y - Ya)2 +
{(nz-1)/(n-1) . Sx2% + nz2/(n-1) . (Ynz - Ya)2

Asi mismo, se tiene :

VAR, = tns . VARms + taz . VARnz + tms . tms . (Yai - Yns)2

siendo, VAR,, VAR.., y VAR.> la varianza muestral, de 1los que
responden y de los que no responden, respectivamente

Demostraciodn :
Rnaloga a las proposiciones anteriores
c.q.d.

Proposicién 3.2.10 Siendo S,® un estimador muestral de Syx? , tal que
E(S.2) = Swni1? , varianza ajustada poblacional de los que responden, la
cantidad de sesgo al estimar Sx® por S.*®, viene determinado por :

(Na-1)/(N-1). [ Swa® - S22 ] - Na/(N-1) . (Yoz - Ya)? -
N2/(N-1) . (Yawz = Ya)2 + 1/(N-1) Spa2
0 bien por :

(N2-1)/(N-1).[Sw2® - Sn22] - N1.N2.1/N.1/(N-1).(Ys1-Ynz)Z + 1/(N-1) Sp:2
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demostracion :

Teniendo en cuenta que : Sesgo = E(Sn%) =~ Sx® = Sni12 - S8 ¥
utilizando la expresidn de Sx® obtenida en 1la proposicién 3.2.7 , se
sigue que :

Sesgo = Sya® =[ (N2-1)/{N-1) . Sn12 + Ny/{N-1) . (Yn1 - Yu)2 +

(N2-1)/(N-1) . Snz® + Na/(N-1) . (Ywz - Yu)? ] =

[ 1 - (N:-1)/(N-1) ] . Sna?® - (N2-1)/(N-1) . Swn22 -
N]_/(N'l) . (YN'l - YN-)2 - Nz/(N-l) . (YNZ - YN)Z (1)
El primer término, queda reducido a N»/{N-1) . Sx1® . Sumando y

restando a la expresidén anterior el término 1/(N-1) . Sn:2, obtenemos
la primera expresidén propuesta.

Si sustituimos los dos Gltimos términos de la expresién anterior por
la expresién (1) del corolario 3.2.8, se sigue la segunda expresién

propuesta.
c.q.d.

3.2.1. Conclusiones

Como conclusion de éste apartado, consecuencia de la ltima
proposici6n, podemos indicar que el estimador de la varianza ajustada,
basado sélo en el estrato que responde, es insesgado cuando :

Snwi® = Sn2? = Na/(N-1) . (Yn: = Yn)2 + No/(N-1) . (¥nz - Y )®
O bien cuando :

Swi? = Sn22 = Ni. N> . 1/N . 1/(N-1) . (Ynz1 - Yn2)2
3.3. En la estimacidén del total poblacional
Definicién 3.3.11 Total poblacional a estimar : Yn = I Y,

Proposicién 3.3.12 El total poblacional puede descomponerse en suma de
dos términos, que dependen de las unidades que responde y no responden.

Demostracién :
N N. N - -
YN = I Yi = hX Xi + Z Yi = Nl. YN]_ + Nz. YNz
3= i=3 Ai=N1+1

c.q.d.
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Proposicién 3.3.13 Siendo Y. un estimador muestral de Y., tal que
E{(Yn) = Yni1 , total poblacional de los que responden, 1la cantidad de
sesgo y sesgo relativo ({SR) al estimar Y» por Y., vienen determinados
por:

sesgo(Yn) = -1 .N> . §Nz
SR(Ya) = -1. tas W / (1- twa(1-W)) , siendo W = Yaz / Yo
Demostracién :
Dado que el sego viene definido por
sesgo = E(Yn) = ¥Yn = Yna - ¥ = Ni. Yoz - ¥u
Y de acuerdo con la proposicién anterior, se sigue :
sesgo = N,. §N1 - [N.. §N1 + Ns. §N2] = =-1. N . §N2
Para el sesgo relativo, se tiene :

SR(Yn) = _1. Nz YNZ / YN = "1. N . tNZ . YNZ / YN = -1 th . YNZ /YN

y siguiendo la misma transformaciones que las indicadas en 1la udltima
parte de la proposicion 3.1.4, se obtiene la expresidn propuesta.

c.qg.d.

3.3.1. Conclusiones

Conclusién 3.3.14 A la vista de lo demostrado y como conclusion,
podemos decir que dado que la muestra, como hemos indicado, no provee
informacién acerca de Yn», el tamafio del sesgo nos es desconocido y en
consecuencia hace imposible la asignacién de intervalos de confianza
itiles a Yn, a partir de los resultados de la muestra ( Cochran, 1977 ).

Para el caso en que estimemos que 1las respuestas de los que no
responden son iguales a las de los que responden, el sesgo relativo
adquiere el valor de 1la tasa de no respuesta

Por otro lado, si en el Grafico 1.2 representamos 1la expresion
obtenida en 1la proposicidon 3.3.13, referente al sesgo relativo del
estimador del total poblacional :

SR(Yn) = =1. twz W / {1- tuz(1-W))
Fijando ty> ( wutilizamos tasas del 5%, 10%, 20%, 30%, 40% y 50% ) vy
variando W en el intervalo (0,3) con incrementos de 0.2, obtenemos

diferentes grdficas correspondientes a la expresion antes indicada, segin
la tasa de de no respuesta utilizada.
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Grafico 1.2

Variacion deal sesgo relativo pera

difersntes tasas de no respussts.
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Observamos que :

* Variando W, podemos pasar de una tasa a otra inferior, sin variar el
sesgo.

* De igual forma, si conocemos a priori el valor de la tasa de no
respuesta, podemos obtener la magnitud del sesgo relativo con la ayuda
del grafico, siempre que conozcamos por otras encuestas analogas el valor
de W.
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* Finalmente, si fijamos un valor para que el sesgo, es posible
determinar los limites en 1la tasa de no respuesta necesarios para tal
fin.

3.3.2. Comparacién entre los sesgos relativos de 1los estimadores de
la media y del total poblacional
Proposicion 3.3.15 A igualdad de tasa de no respuesta, para cualquier
valor de W = Yun2/Yn1 > 0, se tiene que :
SR(Ya) > SR(Ya) (1)

siendo Y. e Y. el estimador de la media y del total poblacional,
respectivamente.

Demostracidn :

Teniendo en cuenta las relaciones obtenidas para los sesgos relativos
en las proposiciones 3.1.4 y 3.3.13, para que sea cierta la desigualdad
{1), se debe verificar :

tnz (1-W) / ( 1- tnz (1-W) ) > -1, tna. W/ ( 1- twnz (1-W) ) ==>

tez (1-W) . (1= Etnz (1-W) ) > -1, tnae W .o (1

twz (1-W) ) ==>

1I- W=tz (1-W)2 > - W + taz., (1-W) . W ==>

15> tnz. (1-W) {1I- W+ W) ==>

1 - W</t ==> W>1- {1/tn2) ==> W> O

Dado que 1/twz > 0, se sigue que 1 - 1/tnz < 0 y en definitiva la

desigualdad (1) se verifica para W > 0.
c.g.d.

Proposicion 3.3.16 A igual valor de W>l, el sesgo relativo que
obtenemos al estimar la media poblacional, con una tasa tnz, es el mismo
que el que obtenemos al estimar el total poblacional, con una tasa twz*.
Siendo la relacidn entre una y otra :

taz* = twz . (1-W) / (twz.(1-W) - W), siendo W = Yaz/Yn1
Demostracion :

Igualando 1las expresiones que nos dan 1los sesgos relativos
{proposiciones 3.1.4 y 3.3.13), se tiene

th.(l_W) / ( 1- th.(l-W) ) = -l.tN2+. W / ( 1- tNZ*- (1"W) )

y trasformando, obtenemos :

14



tnz.(l'W) - tnz.tnz*.(l-W)z = ‘l.tnz*. W+ tnz‘.tnz. (l-W).W ==>
tnz (I'W) = th (1-W) tnz’ - th* . W

Despejando, obtenemos la expresién propuesta.
c.q.d.

3.3.3. Conclusiones
En el Gréafico I.3 hemos representado la expresion obtenida en la

proposicion 3.3.16
Grafico 1.3
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Fijando tn- ( utilizamos tasas del 5%, 10%, 20%, 30%, 40% vy 50% ) vy
variando W en el intervalo (0,3) con incrementos de 0.2, obtenemos
diferentes curvas, seglin la tasa de no respuesta (tnz) utilizada al
estimar la media poblacional. En nuestro caso como 1la tasa de no
respuesta tiene que ser igual o mayor que cero, estudiamos las funciones
para valores de W>1.

De la proposicién 3.3.15 concluimos que, frente a la no respuesta y
con referencia al sesgo, es mejor estimar el total que 1la media
poblacional siempre que se empleé la misma tasa de respuesta, dado que el
sesgo relativo del estimador de 1la media es mayor que el del estimador
del total.

Sin embargo, de la proposicién 3.3.16 concluimos que, frente a la no
respuesta y con referencia al sesgo, es lo mismo estimar el total que la
media, siempre que se utilice, wunas tasas de no respuesta distintas, en
principio, una de la otra y que verifiquen la relacién :

tnz® = tnz .- (1-W) / (tnz.(1-W) - W) , siendo W = Ynz/Ynz

3.4. En la estimacion de razones

Con frecuencia encontramos situaciones en las que se cree que la tasa
de Y con respecto a otra caracteristica Z es menos variable que la misma
Y. En éste caso seria mejor estimar Ry, la tasa de Y a Z en la poblacién,
a través de la muestra y después multiplicar por el total conocido de Z,
para estimar el total de Y.

Definicidén 3.4.17 Siendo Y y Z dos caracteristicas de una poblacién,
definimos razén de Y a Z en la poblacién como el cociente :

Rv = Y / ZIn , siendo Yn , Zx los totales poblacionales de Y y Z
Proposicién 3.4.18 Siendo R. un estimador muestral de Rn, tal que
E{R,.) = Rwi , razén poblacional de los que responden, la cantidad de

sesgo al estimar Ry por R,, viene determinado por :
sesgo(Rn) = OCnz [ Rvi - Rnz ] , donde Cnz = Znz / ZIn
Demostraciotn :
Dado que sesgo = E{Rn) - R = Rn1 - Ry =
(Yo / Zwa) - (Yn / In) =
(Yoa  / Zna) = (Ywat ¥Yn2)/ IZn =

[ YNl(ZN = ZN1)‘ (ZN1- YNZ)}/( ZN . ZNl)

(YNl-ZNz - Zn1. YNé)/(ZN-ZN1) =

(Yn1.Z02) /{Zn.Zna) = {Zna. Ynz)/(Zn.Zn1)

(Zwz / Zn) [(¥Yn1 / Zma) = (Ynz / Inz)] c.q.d.
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3.5. En la estimacion por intervalo

La estimacidén por intervalo comprende 1los del total y media
poblacionales, tomando como referencia los estimadores muestrales
respectivos. Corresponde al intervalo formulado en la siguiente forma :

P |Yw-Ya| S 8.8(Ya) ]=1-a=P. [1]

supuesto que la estimacién fuera para la media poblacional Y, el
estimador media muestral, Y., insesgado ¥ el error mdximo admisible, que
representa la precisién minima a exigir de los resultados, de tamafio

igual a 8 . S{Y.); siendo 6 una constante que depende del nivel de

significacién a y S(?n) el error estdndar de la distribucidn de muestreo
del estimador muestral, definido como la raiz cuadrada de la varianza de
éste.

Por consiguiente, de [1] deducimos que el intervalo de confianza con
un nivel de significacién a, para el paradmetro media poblacional, tendra
la forma :

[ Yo -6 .5(Ya) , Yn 46 .S(Ya) ] (1)

Siendo & un nimero real, que dependerd de la distribucidn muestral de
la media de la muestra, de tal manera que, si el tamafio n de esta es
grande, se puede aproximar por el cuantil Z.,-. de una distribucidn
N{0,1).

Para el caso en que desconozcamos VAR(Y,) y utilicemos su estimacién
*

VAR(?n), entonces los intervalos de confianza con un nivel de
significacién a tendrén la forma :

[ Yn = ta./z,n—l . S(Yn) 7 Yn + ta/z,n—l . S(Yn) }

* ~ -
siendo S{Y.) = {(VAR(Yn))*“2 y 6 un nimero real, que dependerd de la
distribucién muestral de la media de la muestra, de tal manera que, si el
tamafio n de esta es grande, se puede aproximar por el cuantil t.,>,n-1 de
una distribucidén t de Student con n-1 grados de libertad.

Para el caso en que el estimador media muestral fuera sesgado con
sesgo absoluto B, 1los intervalos de confianza para 1la media poblacional
corresponderan a intervalos formulados en la forma :

P[-a<Y¥-Ys<al] =nivel de confianza

siendo a una constante que depende de S{Y.)
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Para concretar éste tipo de intervalos, dos son los caminos, segun que
el error maximo admisible dependa del error estdndar o del error total,
definido com la raiz cuadrada del error cuadrdtico medio. Ambos
intervalos quedardn formulados en la forma :

P |¥w-Ya] <8 .5(Ya) ] =1-8= P, (2]

IA

& . ( ECM(Ya) )*7/2 ] = 1-T = P. [3]

1A

P [ |¥n - Yal

con el mismo significado para & y S(?n) que el indicado anteriormente.

En lo que sigue procederemos a concretar los intervalos de confianza
{2] v [3], formulando los intervalos equivalentes para el estimador Y,
B, que es insesgado ( Proposicidn 3.5.19 ). Obteniendo a partir de ellos
las relaciones de orden existentes entre a, 8 y T. Posteriormente
plantearemos en qué medida es posible sustituir {[2] 6 [3] por un

intervalo [1]; esto es, en qué medida es posible enunciar intervalos de
confianza como si no existiera ningin sesgo.

3.5.1. Intervalo de confianza para un estimador sesgado con un error
maximo admisible dependiendo del error estéandar

Denotemos por B el valor absoluto del sesgo : B = ]E(?n) - §Nt

Proposisicién 3.5.19 Si Y, es un estimador sesgado de Yy, un
estimador insesgado serd

a) ?n - B, si el sesgo es positivo

b) ?n + B, si el sesgo es negativo
Ademds, VAR(Y.-B) = VAR(Yn+B) = VAR(Ya)
Demostracidn :

a) 8i el sesgo es positivo :

E(Yn) - Yu > 0 ==> E(Yn) > Ya ==> E(Ya) - B = Yu ==> E(Y. - B)

"
<
2

b) 5i el sesgo es negativo :

Y ==> E(Ya + B) = Ya

E(Y.) - Yn < 0 ==> E(Yn) < Ya ==> E(Y.) + B

La relacién entre las varianzas es consecuencia de la linealidad.
c.qg.d.

Proposicidén 3.5.20 Si Y. es un estimador sesgado de Yn, el intervalo
de confianza, con un nivel de significacién 8 y un error maximo admisible

de tamafio igual a Za,2.S5{Ya), tiene la forma :
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[ Yo - Zasz « 5(Ya) ; ¥n + Zasa . S(Ya) ] (2)
Asi mismo, se verifica :
a) si el sesgo es positivo

Pl- Za,» - B/S(Ya) € 2 < Za,» - B/S(Ya] = 1-B
b) si el sesgo es negativo

Pl- Za,2 + B/S(Ya)] € Z < Za,s + B/S(Ya)] = 1-8
siendo Z = N{O0,1)
Demostracién :

La primera parte es consecuencia de 1la propia formulacién del
intervalo [2]; esto es :
8 .S(Ya) 1 =1-B = Py ==>

Yo = Yo <8 .S(Yn) ] = 1-8 = Ps

1A

P[ ‘?N‘_?nl

P [ - 56.5(Ya)

1A

tomando & = Z,,>, se obtiene la expresidén (2) propuesta.

La segunda parte, la demostraremos considerando que el sesgo es
negativo, siendo similar el otro supuesto. Partiendo de (2)

Pl Yo - Zayz -S(Ya) € Yu < ¥a + Zo,» .S(Ya) ] = 1-B =
Pl Yo + B - Zay2 .5(Ya) =B S Y < ¥n + B+ Za,» .5(Ya) - B ] =

P[ - Zasz .S5(Yn) + B S (YatB) - ¥w € Zo,s .S(Yn) + B ]

i

dado que Y.+B es un estimador insesgado y como consecuencia del teorema
central del limite : Z = [(Ya+B) - Yn1/S(¥n) ¢ N{0,1), se sigue :

P[ - Zayz + B/S(Ya) € Z < Za,» + B/S(Yn) ] =1-8
c.q.d.

A. Variacidén de los extremos de la regién de error para un estimador
sesgado

Una vez que tenemos el intervalo de confianza para el estimador
sesgado con error maximo admisible dependiendo del error estéandar,
procedemos a definir la regién de error y la de probabilidad asociada a
éste,
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Asi mismo comprobamos, experimentalmente, gque el nivel de
significacién no es el mismo que si el estimador fuera insesgado.
Posteriormente concretaremos ésta tUltima afirmacién y la demostraremos.

Definicién 3.5.21 La region de probabilidad y la regién de error,
constituida por las dos colas a derecha e izquierda, asociadas a un
estimador insesgado o sesgado, son respectivamente :

Para Y. insesgado :

[ = Za/2 ' Za/z ] i L - Za/2 y Z2 Za/Z

Para Y. sesgado, con sesgo negativo :

{‘Za/z + B / S(Yn)l Za/2 + B / S(Yn) ]

2= -Zas2+B/S(Ya) yv 22 Za,-+B/ 8(Y.)
Para Y. sesgado, con sesgo positivo :

[ = Za/Z - B / S(Yn) ’ Za/2 - B / S(Yn) ]

Z =< _Za/z - B / S(Yn) Y Z 2 Za_/z - B / S(Yn)

De acuerdo con ésta definicién, para el estimador sesgado y de acuerdo
con la proposicién 3.5.20 , su regién de error tendrd una masa de
probabilidad igual a B y para el estimador insesgado, de acuerdo con lo
indicado al principio de éste apartado, igual a a .

TABLA I.1

_ Error Error f = Suma
B/S{Yn) a la izquierda a la derecha de los errores

0.00 0.0250 0.0250 0.0500
0.02 0.0262 0.0238 0.0500
0.04 0.0274 0.0228 0.0502
0.06 0.0287 0.0217 0.0504
0.08 0.0301 0.0207 0.0508
0.10 0.0314 0.0197 0.0511
0.20 0.0392 0.0154 0.0546
0.30 0.0485 0.0119 0.0604
0.40 0.0594 0.0091 0.0685
0.50 0.0721 0.0069 0.0790
0.60 0.0869 0.0052 0.0921
0.70 0.1038 0.0038 0.1076
0.80 0.1230 0.0029 0.1259
0.90 0.1446 0.0021 0.1467
1.00 0.1685 0.0015 0.1700
1.10 0.1949 0.0011 0.1960
1.20 0.2236 0.0008 0.2244
1.30 0.2546 0.0006 0.2552
1.40 0.2877 0.0004 0.2881
1.50 0.3228 0.0003 0.3231
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Raj (1968) y posteriormente Cochran (1977), fijan un valor de Za,2 ¥

variando el cociente B/S{Y.) obtienen experimentalmente que la regioén
del error aumenta conforme aumentamos éste cociente. Cochran obtiene como
regla de trabajo que el efecto del sesgo en la exactitud de un estimador
es despreciable, si el cociente antes indicado es menor que 0.1, aunque
indica que es posible llegar al valor 0.2; Raj, llega a la conclusién de
que éste es menor que 0.1,

En la tabla I.1 se observa tal afirmacién, considerando que el sesgo
es negativo y que Z,,> = 1.96 (nivel de confianza = 95% ).

Grafico 1.4

Erroress unilsterales y suma de ambos

(valar inicial de elfs = 9.08 )

K = |sesgo| / desviecion
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En el Grafico 1.4 hemos representado los valores de la tabla I.1, vy
en el puede observarse que una regién de error { cola izquierda ) va
aumentando y la otra { cola derecha ) disminuye, con respecto a las

regiones de error para Yo insesgado de wvalor 0.025 y 0.025 . lo
generalizaremos en la Proposicidn 3.5.24.

El hecho de que la regién del error aumente cuando Y. es sesgado, hace
que la regidén de probabilidad asociada disminuya, por lo que para los
intervalos (2) su nivel de confianza 1-8, es inferior a 1-a, nivel de
confianza para el estimador insesgado. Lo generalizaremos en la
" Proposicién 3.5.25 .

B. Generalizacion

En 1lo que sigue demostramos 1las consecuencia obtenidas
experimentalmente
Definicién 3.5.22 Definimos & (t), como la masa de probabilidad en

el intervalo [0,t] tal que & (t) + 1/2 es la funcién de densidad de una
variable aleatoria N{(0,1).

Proposicién 3.5.23 Fijado un nivel de confianza de 1-a para el esti
mador insesgado, se tiene que, para un sesgo B/S(§n), el nivel de
confianza 1-8 para el estimador sesgado, con sesgo positivo o negativo,
es :

Po-1-8= & Zasz - B/S(Ya) ) + &( Zasz + B/S(Yn) )

Demostracidén

De la definicién 3.5.21 y la proposicién 3.5.20, la probabilidad para
la regidén de probabilidad asociada a un estimador sesgado es

n
s
1
o
O

P [~Zayz + B / S(Ya) S Z 5 Zay> + B / S(Ya) ]

1A
A

|
(e

|
o]

P [-Zaya-B/ S(Yn) €2 < Zao-B/ S(Ya) ] =

IA
1A

Aplicando la definicidn 3.5.22 vy teniendo en cuenta la simetria de la
distribucién normal, se sigue la expresidén propuesta.

Proposicién 3.5.24 Siendo B el valor absoluto del sesgo asociado al
estimador Y., las colas de la regidén de error (Definicidn 3.5.21)
asociadas al estimador insesgado y las del estimador sesgado, son tales

que :

a) Cola a la izquierda :

P{Z<-2,,2+B/ S(?n) 1] 2 P[ 2Z =< -Z4,2 ] (sesgo negativo)
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P[Z< -Zass-B/S(Ya)] € P[Z%-Zas» ] (sesgo positivo)

b) Cola a la derecha :

P[Z2Zam+B/S(Yn) ]

1A

P[3Z

v

Zas,z ] {sesgo negativo)

P[Z Za/z‘B/S(Qn)]

v
Iv

P[ Z

v

Za,2 ] {(sesgo positivo)
Demostracion :

{ Planteamos la hipdtesis del sesgo negativo, siendo la demostracioén
andloga si la hipdtesis es la de que el sesgo sea positivo)

a) Teniendo en cuenta 1la simetria de la distribucién normal y la
definicidén 3.5.22

ll
'

P[ Z < -Z5,2 + B/ S(Ya) ] P[222Z2,2-B/ S(§n) ] =
1/2 = & ( Zasz - B/ S(Ya) )

Por otro lado :
PlZS-Za2] =Pl Z22Z2a2] =1/2-8( Zayz)

Como :

v

® ( Zay2 ) 2 & ( Zayo - B/ S(Ya) ), pues Ze,» 2 Za,» - B / S(Ya)
se sigue que :
1/2 - ¢ ({ Za,2 ) 2 1/2 - @ {( Zay2 - B/ S(;n) )
b) es andloga
c.qg.d.

Proposicion 3.5.25 La probabilidad 8 asociada a la regidn de error
para el estimador sesgado es mayor que a gque es la del estimador
insesgado.

Demostracién :

Teniendo en cuenta la definicién 3.5.21, 1la proposicidén 3.5.20 y

considerando como hipdtesis que el sesgo es negativo, demostramos la
siguiente desiqualdad :

P [-Za,» + B/S(Ya) € Z € Za,2 + B/S(Yn)] € Pl Zay2 € Z € Zasz ]
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que demuestra la proposicidn propuesta.

Utilizando la definicidn 3.5.22, podemos escribirla como :

8( Zayz - B/S(Ya) ) + ®( Za,z + B/S(Yn) ) < 2 &( Za s )

y cambiando los términos :

$( Za,z + B/S(Yn) ) - & Zg/z } £ ¥( 2ay2 ) - ¥( Za,z - B/S(Ya) )
Denotando por :
Az = ¥( Zas2 + B/S{(Yn) ) = ¥ Za,2 ) ¥

A1 ‘1’( Zc,_/z ) = <1)( Za/z = B/S(Yn) )

Lo que hay que demostrar es que : A; 2 A,

Dado que Za,z + Y [Zarz - B/S(Yn) , Za,» + B/S(Yn)], estén

contenidos en él1 intervalo [0, ) ( se supon; que Zasz 2 B/S(Yn) ),
segun se indica en el siguiente grafico

Grafico I.5

Za/z = B/S(Yn) Za./Z Za./z + B/S(Yn)

Se sigue :
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2as2
A, = £(£) . dt 2 £( Zasz ) - [ Zass - ( Zass - B/S(Ya) ) ] =
Ze,2 - B/S(Ya)

Ze,» + B/S(Ya)

£( Zasz ) . B/S(Ya) 2 £(t) . dt A
layz
Es decir A, 2 A, c.q.d.
Una vez estudiado el intervalo de confianza para un estimador sesgado
con un error maximo admisible que depende del error estdndar, veamos el

otro planteamiento [3] esbozado al principio de éste apartado utilizando
el error total.

3.5.2. Intervalo de confianza para un estimador sesgado con un error
mdximo admisible dependiendo del error total

El intervalo de confianza, 1la regién de error y el nivel de
significacién para estos intervalos, se contemplan en las dos
proposiciones siguientes:

Proposicién 3.5.26 Si §n es un estimador sesgado de §N, el intervalo
de confianza con un nivel de significacién I' y un error méximo admisible
de tamafio igual a Za,z.{ECM{Yn))*/2 , tiene la forma :

[ Ya-Za,z.(14(B/S(Ya))2)*/2.8(¥Yn) , YatZa,z.(1+(B/S(¥n))2)*/2.8(Ya) ] (3)

Asi mismo se verifica

a) si el sesgo es positivo :

Zasz.(14(B/S(¥n))2)*/2-B/5(¥n)]

IA
[
IA

P[-Za,2.(14(B/S(Yn))2)*/2-B/S(Yx)
=1-T
b) si el sesgo es negativo :

Za/z'(1+(B/S(?n))2)1/2+B/s(?n)]

A
{a]
IA

P{-Za,2.(1+(B/5(Y¥a))2)*/2+B/S(¥n)
=1-T
Demostracion :

La primera parte es consecuencia de la propia formulacidén del
intervalo (3); esto es :
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P [ |¥ - Ya| < Zas2 .(ECM(Ya))*72 ] = 1-T = Pr (4)
Como (ECM(Y.))*/2 = ( S{Ya)® + B )3/2 = §(Y,) [1 + (B/S(Yn))2]2/2
el error mdximo admisible toma la forma :
Zasz. (ECM(Ya))2/2 = [ Zas2.( 1 + { B/S(Ya) )2 ) 272 1.5(Ya) = 6.5(¥a)

que es la misma que la del error maximo admisible utilizando el error
estandar, con :

8= 2o . ( 1+ (B/S(Ya) )2 ) %2  (5)
Por lo que la expresidén (4), tomard la forma
P[-6.5Yn) € Yn - Yn < & .8(Yn) ] = 1-T = Pr

sustituyendo & por el valor obtenido en {(5), se obtiene la expresidn
(3) propuesta.

La segunda parte, la demostraremos considerando que el sesgo es
negativo, siendo similar el otro supuesto. Partiendo de {3)

P[—Y-n = Zas2.{14( B/S(?n) )2 )12 < ?N < ?n + Zasz. (14 B/S(?n) )2 )i/2y =
P[Yat+B-Za,2.(14{ B/S(¥n) )2 )*72-B < Yy < YatB+Za,2.{1+( B/S{¥an) )2 )2/2-B] =

P{-Za,2.(14( B/S{Yn) )? )*/24B <(Ya+B)-¥n <Za,2.(1+( B/S(¥.) )2 )*/24B] = 1-T
dado que Y.+B es un estimador insesgado y como consecuencia del teorema
central del limite : Z = [(Ya+B) - Y~1/S(Y¥a) + N(0,1), se sigue :

P[-Za/2.(14(B/S(Ya))2)2*/2+B/5(Yn) = Z < Za,2.(1+(B/S(¥n))2)*72+B/S(¥a)] = 1-T

c.q.d.
Proposicién 3.5.27 Si %n es un estimador sesgado de>§N, la regién de
error, constituida por dos colas a derecha e izquierda, asociada a un

intervalo de confianza con un error mdximo admisible de tamafio igqual a

Za,sz.( ECM(Yw~) )*72 , son :

a) si el sesgo es positivo :
ZS - Zas2.( 1+ ( B/S{Ya) )* )3/ - B/S(Ya) y

Z2 Zay2.( 1+ ( B/S(Ya) )% )22 - B/S(Ya)

v
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b) si el sesgo es negativo :

Z S = Zas2.( 1+ ( B/S(Ya) ) )™/ + B/S(Ya) y

IA

Z > Zayz.( 1+ ( B/S(Ya) )% )2/ + B/S(Ya)

[\

y el nivel de confianza para cualquiera de ellos de :
Pr=1-T=0{( Za,2.{ 1+ { B/S{Yn) }= )*7% - B/S(Yn) ) +
& ( Zasz-( 1+ ( B/S(Ya) ) )2/ + B/S(Ya) )

Demostracion :

Consecuencia de 1la proposicién anterior, teniendo en cuenta la
simetria de la distribucidén normal y la definicién 3.5.22

c.qg.d.

El estudio de 1las regiones de error vamos a realizarlo,
experimentalmente, para un caso particular de t y luego generalizar las
conclusiones, al igual que en el apartado 3.5.1 .

En lo que sigue, el apartado AR es tebrico, el apartado B son

conclusiones experimentales y el apartado C la generalizacidén de éstas.

A. Estudio de los extremos de la regidén de error

Los extremos de la regién de error contemplados en la proposicién
anterior no son funciones lineales, esto es, para un valor de Z,,z ,

aumentan o disminuyen en funcidén del valor del cociente B/S{Y,.) y, en
consecuencia, la regidn del error aumenta o disminuye.

Consideremos la regidon de error para el sesgo negativo. Si denotamos
por Yo e Y. los valores que toma el extremo inferior y superior,
respectivamente, de la regidn de error, estudiemos su variacién.

De acuerdo con la proposicién 3.5.27, escribimos :
Yi - - Za,s.( 1 4 ( B/S(Ya) )2 )72 + B/S(Yn) = - t .(14K2)1/2 4 K

Yo o Za,2.( 1+ ( B/S(Ya) )2 )272 + B/S(Ya) = t .(1+K2)2/2 + K

f

Fijamos un valor para t = Z,,> > 1 { que equivale a un a < 0.3174 ) y

variamos el valor de K = B/S(?n) { K20 ). Se tiene :
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* La funcidén Y. - - t . {1+4K%*)*72 + K,

1) presenta un maximo en el punto A ( 1/(t*-1)**, -1.(t2-1)*72 ),
que existe para valores de t > 1. Esta circunstancia nos hard limitar el
estudio de estas funciones para valores mayores del valor de t antes
indicado. Denotaremos por K, la abcisa del punto A.

2) corta al eje de ordenadas en el punto B ( 0, -t )

3) presenta otro punto, de igual ordenada que el anterior, de abcisa

K> = 2t/t*-1
4) para un valor de K, Si t: < tz ==> Yi(ti) > Ya(tz) , dado que :

t, < ta ==> -ty > -to ==> -t1.(14K2)272 > -, (14K*)¥72 ==>

-t..(14K2)272 + K > -t2.(1+K?)*7* + K

Grafico 1.6

Y2(t)

(0,t)
\S/

Kl KZ

B(O,-tﬁ/
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A la vista de lo indicado y tomando como referencia el valor fijo t =
2a,2 > 1 ( en el Grafico 1.6, representamos las funciones que estamos
estudiando, para una valor de t, arbitrario ), podemos deducir que :

-t £ Y, 5 -1.(t2-1)*= , para 0 < K < K,
-1.{t2-1)*"2 > Y, 2 -t , para K, £ K < K
Y. < -t , para K > K.

Es decir:

La funcién Y, toma valores a la derecha de -t, cuando K varia entre el
valor 0 y K., siendo el valor mas alejado, el de la ordenada del punto
para K = K.

x La funcidén Y, toma valores a la izquierda de -t, cuando K es mayor gque
P

* La funcidn Y, - t .{1+K*)*72 + K,

1) presenta un minimo en el punto C { -1/(t2-1)*72 , 1.(t=2-1)*72)

2) corta al eje de ordenadas en el punto D ( 0, t )

3) para un valor de K, Si t; < tsx ==> Yao{t,) < Yz{t:) , dado que :

ti <tz ==> £ (14K2)172 < £ {14K2)172 ==
ti.(14K2)*72 + K < t5.{14K*)*72 + K
Tomando como referencia el valor fijo t = Z,,> > 1, se tiene :
Y, > t , para cualquier valor de K, en particular para

K=K1

1/(t2-1)*7= Yo

(t241)/(t2-1)272

K'—'Kz

2t/(t2-1) Y2 (t243t)/(t>-1)

Por otro lado y comparando ambas funciones, Y. crece mds deprisa que

Y, { ver Grafico 1.6 ).

B. Variacién de los extremos de la regioén de error para un estimador
sesgado

Si denotamos por a, B8 y I' las probabilidades de las regiones de error
asociadas al intervalo de confianza para el estimador insesgado, sesgado
con un error maximo admisible que depende del error estdndar y sesgado
con un error maximo admisible que depende del error total,
respectivamente ¢ Cual es el comportamiento de estos errores, para un
valor de a concreto?
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En la tabla I.1 (pag. 21) se muestra el comportamiento del error a y 8
y su generalizacidén en las proposiciones 3.5.24 y 3.5.25 .

Tabla 1.2

( Zay2 = 1.96 ; K1 = 0.59 ; K> = 1.379 )

K=B/S(Y.) Y Yz I=P(Z<Y.) D=P(ZcY:) F=1+D
0.02 -1.94039 1.98039 0.026166 0.0238300 0.05000
0.04 -1.92157 2.00157 0.027330 0.0226660  0.05000
0.06 -1,90352 2.02352 0.028486 0.0215100 0.05000
0.08 -1.88626 2.04626 0.029630 0.0203650 0.05000
0.10 -1.86978 2.06978 0.030757 0.0192370  0.04990
0.20 -1.79882 2.19882 0.036024 0.0139460 0.04997
0.30 ~-1.,74630 2.34630 0.040379 0.0094800 0.04986
0.40 -1.71098 2.51098 0.043542 0.0060200 0.04956
0.50 -1.69135 2.69135 0.045385 0.0035580  0.04894
0.60 -1.68573 2.88573 0.045924 0.0019525 0.04788
0.70 -1.69248 3.09248 0.045277 0.0009924  0.04627
0.80 -1.71002 3.31002 0.043631 0.0004664 0.04410
0.90 -1.73691 3.53691 0.041202 0.0002024 0.04140
1.00 -1.77186 3.77186 0.038209 0.0000810 0.03829
1.10 -1.81375 4.01375 0.034858 0.0000299 0.03489
1.20 -1.86162 4.26162 0.031328 0.0000101 0.03134
1.30 -1.91464 4.51464 0.027769 0.0000032  0.02777
1.40 -1.97211 4.77211 0.024298 0.0000009 0.02430

En la tabla I.2 se reflejan para el valor t = Z,,> = 1.96 (a = 0.05),
los valores del extremo inferior (Y.), extremo superior (Y.) de la zona
de error, junto con el error a la izquierda (I) vy derecha (D) de cada
extremo antes indicado, respectivamente, y la suma (I') de ambos errores.

Para éste valor de t = 1.96, el error I' es menor o igual que el
error a; o lo que es igual, Pr2 P,, siendo Pr y P, las probabilidades
asociadas a los intervalos de confianza del estimador sesgado y el
insesgado.

¢ Ocurre ésto siempre ?. Veremos que, en general, el error I' no es
siempre menor que el error a para valores por debajo de K = K.,. Lo
generalizaremos en la proposicidn 3.5.29.

Por otro lado, si comparamos para los mismos valores de K, las tablas
I.1 e I.2 en sus tres Ultimas columnas, observamos que el error T es
inferior al error 8. Lo generalizaremos en la proposicién 3.5.30.

En el Gréfico 1.7 se representan las dos primeras columna de la Tabla
1.2 'y observamos el comportamiento, indicado en el punto A de éste
apartado, de las funciones de los extremos del intervalo :

* El extremo superior es mayor que el valor inicial t = 1.96
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* El extremo inferior es mayor, con respecto al valor inicial t =
-1.96, hasta el valor K, = 0.59, luego decrece y para K> = 1.379 toma de
nuevo el valor - 1.96 y a partir de dicho valor de k, toma valores por
debajo de t = -1.96

Gréafico 1.7

Variscion de los extremos del intevalao
pars t=1.96 y diferentes valorss da K
l T v ' T T l 1 T ] T T I T ]
8 .
o -
i region de error 7
4
. . :
i, _
» : :
X : :
L] i
- : i <4
region de probabilided H
. i ;
L . | \\
. Nﬂrm de error
i 1 1 i 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1
[ ] .3 e.8 .0 1.2 1.8
K = |smsgo| / desviacibn

Y en el grafico 1.8 se representan las tres 1ltimas columnas de la
tabla I.2. Pueden apreciarse diferencias de las que aparecen en el
grafico I1.4.
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Gréafico 1.8

Erroras unilaterales y susa de ambos

(t= 1.88)

o84

.03

K = |sesgo| / desviscion

C. Generalizacioén

Una vez estudiado el concepto de error asociado a un intervalo de
confianza { Proposiciones 3.5.24 y 3.5.27 y principio del punto A), en lo
que sigue demostramos de una forma genérica las consecuencias que en el
punto B de éste apartado fueron obtenidas experimentalmente para un valor
t =1.96.

Proposicién 3.5.28 Considerando que Y, e Y. representan los extremos
de la regién de error asociada a un intervalo de confianza con un error
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miximo admisible de valor Z.,> . (ECM(Yn))2*“2 vy que Z. y Z» representan
los extremos de la regién de error asociada a un intervalo de confianza

con un error maximo admisible de valor 2.,2. S{Y.), ambos para un
estimador sesgado Y., se tienen las siguientes desigualdades, segin el
valor de K = B/S(Yn) ¥ Za,2 > 1.
Para 0 s K< Kx : - 24,2 £ Y1 <21 < 20,2 €22 < Y2
Para K> K, : Y1 < = 24,2 € 21 € Zay2 € 22 < Y5
Demostracién :

Consideremos que el sesgo es negativo (la demostracién es 1la misma
para cuando el sesgo sea positivo ).

De acuerdo con las proposiciones 3.5.20 y 3.5.27 podemos escribir,
tomando Z.,> = t

Z: = -t + K Z> t + K

Yo = -t (1 +K ) +K Y=t (1+K*)*2+K

El comportamiento de Z, y Z» es lineal creciente {( Z, < Z,, para
cualquier valor de K )

Z; crece mds deprisa que Y., esto es :

Z; > Y, para cualquier valor de K, dado que, para que fuera cierta la
desigualdad :

-t + K<-t {1+K® )72 4+ K, deberiaser {1 + K2 )172 ¢ 0.
Con un razonamiento andlogo, podemos afirmar que Z. < Y.
Luego : Yi € 23 < 22 < Y (1)

Por otro 1lado, de la propia definicién de 2, y Z. y deser K> 0
podemos deducir que para cualquier valor de K :

-t < Zl Y t < Zz (2)

Finalmente, del estudio grafico de las funciones Y, e Y. { punto & de
éste apartado ), se deduce para t > 1 :

0 < K< K : -t <¥Y:s y t <Y,
(3)
K)Kz H 't)Yl Yt(Yz

De (1), (2) vy (3), se obtiene las desigualdades propuestas
c.q.d.
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Proposicién 3.5.29 Denotando por P,, Ps, Pr las probabilidades
asociadas a los intervalos de confianza correspondientes a un estimador
insesgado la primera y para un estimador sesgado las dos dltimas , con un
error maximo admisible de valor Za,z . S{Y.),para los dos primeros, y
Za,2 .(ECM(Yn))*/2, para el Gltimo, y siendo K = B/S(Yn) variable y t =
Za,2 un valor fijado ( t > 1 ) , se tiene :

Para valores de K 2 K,

Ps < P, £ Pr

Para valores de K < K, :
Ps 2P, ¥y Ps < Pr

Pr

1A

P. ©6 P, < Pr , segin el valor de t que
estemos utilizando

Demostracidn :
Dado que [-Za,2s Za,z]s [Z1, Z2], [Y1, Yz] son las regiones asociadas

a las probabilidades P,, Ps, Pr, respectivamente (Proposiciones 3.5.23 y
3.5.27), se sigue de las proposiciones 3.5.25 y 3.5.28 :

1A

Pa P. , para cualquier valor de K
Pe < Pr, pues [Zi, Z2] estd contenido en {Y,, Y>] , para cualquier
valor de K

Po < Pr, pues [-Za,2, Za,2»] estd contenido en [Y., Y=] , para valores
de K > K>

Finalmente para comprobar la dualidad Pr < Po O Pa < Pr para
valores de K < K., podemos hacerlo experimentalmente :

En la Tabla 1.3 comparamos los valores obtenidos para t = 1.96 y t =
1.5. Pueden comprobarse cada una de las dos posibilidades antes aludidas,
para un mismo valor de K.

Por ejemplo : Para valores 0.02 < K < 0.80, para t = 1.96, Pr > Poy
para £t = 1.5 es Pr < Pa
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Tabla I.3

(Zay2 = 1.96; P, = 0.95000) (Zo,2 = 1.5; P, = 0.8663)

K Pr Pr - P, Pr Pr - P,
0.02 0.95000 0.000000 0.8663% - 0.0000000
0.04 0.95000 0.000000 0.86639 -~ 0.0000001
0.06 0.95000 0.000000 0.86639 - 0.0000003
0.08 0.95000 0.000001 0.86638 - 0.0000010
0.10 0.95001 0.000002 0.86638 - 0.0000024
0.20 0.95003 0.000026 0.86635 - 0.0000346
0.30 0.95014 0.000136 0.86623 - 0.0001514
0.40 0.95044 0.000434 0.86600 - 0.0003875
0.50 0.65106 0.001052 0.86567 - 0.0007116
0.60 0.95212 0.002120 0.86538 - 0.0010090
0.70 0.95373 0.003727 0.86528 - 0.0011040
0.80 0.95590 0.00589% 0.86559 - 0.0007980
0.90 0.95860 0.008592 0.86646 0.0000790
1.00 0.96171 0.011706 0.86802 0.0016380
1.10 0.96511 0.015108 0.87031 0.0039230
1.20 0.96866 0.018657 0.87330 0.0069130
1.30 0.97223 0.022223 0.87693 0.0105420
1.40 0.97570 0.025696 0.88110 0.0147190

c.q.d.

Corolario 3.5.30 Denotando por a , 8 , ' las probabilidades asociadas
a las regiones de error de los intervalos de confianza correspondientes
a un estimador insesgado, la primera, y para un estimador sesgado las dos
dltimas, con un error maximo admisible de valor
Za,s2.5{Y,), para los dos primeros, ¥ Za,>.{ECM{Y.))*72, para el ultimo, y

siendo K = B/S(Y.) variable y t = Z,.,> un valor fijado previamente { t >
1l ), se tiene :

Para valores de K 2 K,
B2a2T
Para valores de K < K,

Py

B2a y B2T, siendoTF"2a 6 a 2T, segin el valor de t
que estemos utilizando

Demostracidn :

Consecuencia de la proposicion anterior y de verificarse a + Po =1 ,
B + Pe=l y T + Pr=1 c.q.d.
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3.5.3. Comparacidén del intervalo de confianza de un estimador sesgado
con el de un estimador insesgado

Hasta aqui hemos visto el comportamiento de los extremos de las
regiones de error para un estimador sesgado, con dos tipos diferentes de

errores miximos admisibles. Siendo t = Za,> v K = B / S{Y.), hemos visto:

a) Para un estimador insesgado :

P Yo -t . S(Ya) S Yu € Yo#t.S(Ya)]=P[-t<Zcx<t]-=
2.8(t) = Pa

b) Para un estimador sesgado :
P[ ¥ - £.5(Yn) € Yo € Yo + t.5(Yn) ] = P[ -t + K< Z <t +K] =

&(t - K)+ &(t + K) = Py
6 bien

PI¥. - t. (14K2)272. S(Yn) € Ya € Yn + t.(1+K2)2/2, S(Y.)] =

P[ -t.{1+K2)*/2 + K< Z < t.(14K%)*/2 + K ] =

S(t. (1+K=)272-K)+ ®(t.{1+4K2)*/24K) = & (Y,) + & (Y>) = Pr

Nos podemos plantear la siguiente cuestién :
{ Es posible que la probabilidad Pr de que un estimador particular ?n

difiera del valor que se estima en mas de 6.(ECM(S_{,,))1/2 se pueda
interpretar de la misma manera que si el estimador fuera insesgado y se

empleara 6.S(§n) para fijar los limites de probabilidad ?

Los autores Hansen, Hurwitz y Madow (1953) y posteriormente Kish
{1965) 1llegan, experimentalmente, a la conclusién de que tal cuestidn es
posible en tanto que el sesgo del estimador no sobrepase su error
estdndar y en tanto interese sélo la magnitud absoluta de 1los errores y
no su direccién.

Nosotros, en lo que sigue, proponemos :

A) Definir y estudiar la variacidn relativa entre los extremos Y, e Y-
de la regién de error asociada al intervalo de confianza de
probabilidad P, respecto de los extremos -t y t de 1la regidn de error
asociado al intervalo de confianza de probabilidad P,, para cualquier
tipo de sesgo { positivo o negativo ). De tal forma que para un valor de
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K = B/S(Yn) y, fijada una variacién relativa © para el extremo inferior,
podamos determinar un intervalo de valores para t, dentro del cual la
variacién entre los extremos inferiores sea menor o igual que la
variacidén fijada.

B) Dentro del intervalo de valores para t que obtengamos, estudiar la
diferencia entre P, y Pr y las condiciones que nos permitan conocer, si
dentro de éste intervalo existe un valor de t en el que P, = Pr 0 bien,
fijado un valor @, si existe un intervalo de valores de t, dentro del
cual la diferencia Pr- - P, es menor gue Q. :

En definitiva y como conclusidén, nuestro objetivo es obtener para cada
valor de K, mayor o menor gque la unidad, un intervalo de valores de t
dentro del cual conozcamos, a partir de unas variaciones O fijadas
previamente, el comportamiento de los extremos Y, e Y. respecto de los
extremos -t y t asi como de 1la probabilidad contenida entre ambos
extremos. Este comportamiento es el mismo que el que siguen los extremos
del intervalo de confianza para el estimador sesgado frente al insesgado
y en consecuencia nos permitan dar respuesta, mas concreta, a la cuestidén
antes planteada.

A. Variacidn de los extremos del intervalo asociado a P-, respecto de
los del intervalo asociado a P,

Hemos denotado por Y. e Y> los extremos asociados a la regién de
probabilidad Pr, que de acuerdo con la proposicién 3.5.27 toman, para un
estimador con el sesgo negativo, la siguiente expresién :

Y. = -t (1+K® )2 +K Yo = t (1 +K2 )2 4K

yenel que t = Za,> , (£51) vy K = B/S(Y.)

En la siguiente tabla I.4, indicamos para diferentes valores de t y de
K, el valor del extremo inferior, extremo superior y sus variaciones
relativas V; y V, que definiremos posteriormente ( Definiciones 3.5.31,
3.5.32 y Proposicién 3.5.33 ), asi como 1las probabilidades Pr Yy Pa
asociadas a los intervalos de probabilidad [Y¥.,Y2] y [-t,t],
respectivamente y su diferencia.

Como puede observarse, para valores de K < 1, y distintos valores de
t, 1la diferencia entre P, y Pr es muy pequefia { los valores de t
elegidos, corresponden a valores de a de 0.1336, 0.05 y 0.01,
respectivamente ).

Sin embargo, en algunos casos, la variacién es muy grande, por lo que
el intervalo [ Y., Y- ] difiere a nuestro entender bastante del intervalo
[ -t, t 1. Por ejempio :

Para K = 0.9 la regidén de probabilidad para el estimador sesgado segun

los valores indicados de t son [-1.12 , 2.92}, [-1.74 , 3.54] y [-2.56 ,
4.36], respectivamente, y el del estimador insesgado, segun los mismos

37



valores d4e ¢, [-1.5 , 1.5] , ([-1.%6 , 1.96} y ([-2.57 , 2.571,
respectivamente. Siendo sus variaciones para el extremo inferior de
aproximadamente 0.255 , 0.114 y 0.005 respectivamente.

Obviamente al poder elegir uno de estos tres intervalos nos gquedariamos
con el tercero { a = 0.01 ), siempre que aceptdramos que la diferencia
entre las probabilidades, que es de 0.005, es pequefia. Para los otros
valores de t, 1la diferencia de probabilidad en uno de ellos es todavia
mas pequefia, pero su variacién y el error asociado son mds grandes.

Tabla 1.4
K Y. Yo Vi Va Pr P. Pr - P
{t = 1.5)
0.1 -1.40748 1.60748 0.06168 0.07165 0.86638 0.86639 -0.000002
0.3 -1.26605 1.86605 0.15597 0.24403 0.86623 (.86639 -0.000151
0.5 =~1.17705 2.17705 0.21530 0.45137 0.86567 0.86639 -0.000712
0.7 -1.13098 2.53098 0.24601 0.68732 0.86528 0.86639 -0.001104
0.9 -1.11804 2.91804 0.25464 '0.94536 0.86646 0.86639 0.000079
1.1 -1.12991 3.32991 0.24673 1.21994 0.87031 0.86639 0.003923
1.3 -1.16018 3.76018 0.22654 1.5067% 0.87693 0.86639 0.010542
1.5 -1.20416 4.20416 0.19722 1.80278 0.88572 0.86639 0.019338
{(t = 1.96)
0.1 -1.86978 2.06978 0.04603 0.05601 0.95001 0.95000 0.000002
0.3 -1.74630 2.34630 ©0.10903 0.19709 0.95014 0.95000 0.000136
0.5 =-1.69135 2.6%135 0.13707 0.37314 0.95106 0.95000 0.001052
0.7 -1.69248 3.09248B 0.13649 0.57780 0.95373 0.95000 0.003727
0.9 -1.73691 3.536%1 0.11382 0.80455 0.95860 0.95000 0.008592
1.1 -1.81375 4.01375 0.07462 1.04783 0.96511 0.95000 0.015108
1.3 -1.91464 4.51464 0.02314 1.30339 0.97223 0.95000 0.022223
1.5 -2.03344 5.03344 -0.03747 1.56808 0.97900 0.95000 0.028992
(t = 2.57)
0.1 -2.48282 2z.6828B 0.03392 0.04390 0.98%83 0.98983 0.000002
0.3 -2.38316 2.9832 0.07270 0.16076 (0.98999 (.98983 0.000161
0.5 =-2.37335 3.3733 0.07652 0.31259 0.99081 0.98983 0.000885
0.7 =-2.43708 3.8371 0.05172 0.49303 0.99253 0.98983 0.002704
0.9 -2.55758 4.3576 0.004B3 0.69556 0.99472 0.98983 0.004833
1.1 -2.72058 4.%206 -0.05859 0.91462 0.9%9674 0.98983 0.006911
1.3 -2.91511 5.5151 ~-0.13429 1.14596 0.99822 ($.98983 0.008392
1.5 =-3.13313 6.1331 -0.21912 1.38643 0.99914 0.98%983 {.009305

Por otro 1lado, no es necesario que K < 1 para que 1la diferencia
entre las probabilidades sea muy pequefia. Por ejemplo :

38

FACULTAD DE INFORMATICA
v EsTaDpIisTICA. BIBLIOTECA




Para K = 1.1, 1la diferencia entre las probabilidades es de 0.003,
0.015 y 0.007, respectivamente, y su variacidén para el extremo inferior
es de 0.25, 0.07 y -0.06 { la variacidén negativa indica, segun veremos,
que el extremo de la izquierda asociado a la regién de probabilidad del
estimador sesgado estd a la izquierda del asociado a la regidén de
probabilidad del estimador insesgado ). Al poder elegir uno de estos tres
intervalos, nos quedaremos con el tercero, siempre que aceptdramos que la
diferencia entre las probabilidades (0.007) es pequefia

Definicidén 3.5.31 Definimos entre Y, y -t , t e Y- , las funciones :

di

Yo -(-t) = -t [ (1+K ) -17]+K
(1)
dz = Y-t = t [ (1+K)¥2-117]4+K

Las funciones d: y d> dependen de K y, para un valor concreto de t,
tienen la grédfica que se indica en el Grafico 1.9. En ella observamos
para valores de K> 0 {en lo que sigue, los valores K; y K., son los
obtenidos en el punto A del apartado 3.5.2) que :

* d,; en el intervalo [ 0, K. ] toma el valor mdximo en el punto de
abcisa Ky y de valor : d&,™ = t - (t% -1 )2y el valor cero en los
puntos de abcisa K= 0 y K = K> '

* d, en el intervalo K > K, decrece indefinidamente. De éste
intervalo, hay un punto de abcisa K = K; en el que su ordenada, en valor
absoluto, es la misma que la que toma en el punto de abcisa K= K., y
obtenido de la forma :

-t [ (1 +K )@ -11+K =-4,™
siendo el resultado K = K> [ 1 + (t* - t/Ky )*"* ] - Ky

* d> crece indefinidamente. Las distancias correspondientes a los
puntos de abcisa K = K, y K = K., son respectivamente :
t (2 - 1)*72 tz2 -1

Definicidén 3.5.32 Definimos variacién relativa entre Y, y -t y entre
Y- y t, como los cocientes

De tal forma que la variacién relativa del extremo inferior V, es
positiva si el extremo Y. estd a la derecha del extremo -t ({ Y, 2 -t ) y
negativa si estd a ia izquierda ( Y. < -t ).
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Grafico 1.9

dz

Ki K= Kas

di

Proposicién 3.5.33 La variacién relativa de 1los extremos de la
regién asociada a la probabilidad Pr, respecto de los de la regidn
asociada a Po, viene determinada por

Extremo inferior : V. = K/t + 1 - (1 + K* )*/2

Extremo superior : V» = K/t - 1 + (1 + K* )*72

Demostracidn :
Utilizando 1las expresiones (1) de la definicién 3.5.31 vy la

definicidén 3.5.32, se obtienen las expresiones propuestas
c.q.d.

Proposicién 3.5.34 Fijado un valor de K, y siendo ti < t> dos valores
para t, se tiene

Vi(ta) > Vai{tz) vy  Va(ti) > Va(tz)
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siendo el reciproco tambien cierto. Ademds, existe un valor de t, t>1,
para el que la variacidn en el extremo inferior es nula, siendo éste
valor :
t = [1 +(1+K?)*72]}/K
Demostracién :
De la proposicidén 3.5.33, escribimos para cada valor de t :

Va{ty) = K/ty + 1 - (1 + K2 )1vs2 y

1t

Va(tz) K/t + 1 - {1 + K= )1/=
Como 1/t > 1/t., se demuestra la desigualdad propuesta. De una forma
andloga para V. y el reciproco.

En cuanto a la existencia del valor de t > 1, de la definicidén 3.5.32

y teniendo en cuenta que la funcidén d; se anula en K=0 y K=K, (definicidn

3.5.31 ), bastara con encontrar el valor de t para el que K, coincida con

el valor de K fijado; esto es :
' 1+ (1+4K2)2r2

K> = 2t/(t2 - 1) =K ==> K.t -2t -K =0 ==t = meremem—mmeoee

K
y nos quedamos con la solucidn propuesta t = [1 +(1+K=)*72]/K , dado
que la otra es menor que cero.
Ademds, la expresidn propuesta es tal que 0 [1 +{1+K®)*72]/K > 1

para cualquier K > 0, lo que demuestra que t > 1
c.q.d.

En el grafico 1.10 se representan las variaciones de los extremos
inferiores de cada intervalo para diferentes valores de Ky t ( Tabla
1.4, ampliada a todos los valores de K& [ 0.1 , 1.5} con incrementos de
0.1).

Proposicién 3.5.35 Para cada valor de t > 1, una cota superior de la
variacién en el extremo inferior, dentro del intervalo [ 0, K- ] y una

cota superior del valor absoluto de la variacidén en el extremo inferior,
dentro del intervalo { K- , K; ] viene determinada por :

Qe =1 - (1 -1/t2 )22
siendo ésta mds grande conforme disminuye t
Demostracidn :
Hemos visto, en la definicidén 3.5.31, que en el intervalo [ 0, Kz ] el
valor mdximo que toma la funcién d, es a4, =t - ( t2 -1 )72 enel

punto de abcisa K = K,. Calculando la variacién en éste punto, se tiene :

O = Vs (K=K, )=t -(t>2=-1)*>/t=1-(1-1/t®)*2
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teniendo en cuenta que K, = 1/(t2-1)¥/2

Por otro lado de la proposicién 3.5.34 y para el valor de K = K, se
tiene que :

Si tl < tz ==> Vl(tl) > Vl(tz) ; €S0 es ¢ etl > Ot

Finalmente, hemos visto en la definicién 3.5.31, que en el punto K=K
el valor maximo que toma la funcidén 4, es d,™ =t - ( t2 -1 )*/2, que
es el valor en el punto de abcisa K = K,. Como la funcién d, es
decreciente en el intervalo [ K- , Ks ] y estamos considerando su valor

absoluto, d4.™ es la cota superior en dicho intervalo.
c.q.d.

Grafico 1.10

Variscion relativa dal extremo infarior
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Proposicién 3.5.36 Fijado un valor de K y una variacién © > 0, una
c.n.y s. para que exista un valor de t > 1 para el que el valor absoluto
de la variacién del extremo inferior V,(t) sea igual a @ es que :

a) Si la variacién queremos que sea positiva : © < 1 + K - {1+K2)*/2

b) 8i la variacifén queremos que sea negativa : 0 < (1+K2)*/2 - 1

Demostracién :

(::))

De la proposicidén 3.5.33, V,(t) = K/t + 1 - (14K2)*72

Para el caso a) : Vi(t) = 0 ==> t = —mmmmeme
(14K*)*72 + 0 - 1

La condicién t > 0 ==> (1+K*)*/2 + 0 - 1 >0 ==>
0> 1 - (14K2)1/2 (1)
La condicidn £t > 1 ==> K> (1+K®)*/2 4+ 9 - 1 ==>
0 <1+ K~ {1+Kk=2)172 (2)
de (1) y {2) == 1 - (14K2)*72 ¢ B8 <1 + K - (1+4K®)*72 y al ser el
extremo de la izquierda : 1 - (1+K2)*“2 < (0, se sigue que :
0 <B® <1+ K- {1+4K2)r72
K
Para el caso b) : Vi{t) = - © ==> £ = —mmmmmmmmmeee o
(1+4K2)*72 - @ - 1
La condicién t > O ==> (1+K=)*2 - 0 - 1 >0 ==>
0 < (1+K2)*72 - 1 (3)
La condicién £t > 1 ==> K> ({1+K2)*/2 - ©- 1 ==>
0 > (1+4K2)1/2 - (1+K) (4)
de (3) vy (4) == (1+K2)172 - {1+K) < © < {(1+K2)*7/2 -1 vy al ser el

extremo de la izquierda : {1+K2)*72 - (1+K) < 0, se sigue que :

0 <0 < {1+K2)*72 - 1

Es trivial
c.q.d.
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Para una acotacidén de la variacidén del extremo superior, dado que V.
tiene por expresidén la indicada en la proposicién 3.5.33, podemos fijar
una variacidn mdxima © y determinar el intervalo [0, K] en el que V., < O.
La resolucidén de ésta desigualdad conlleva una expresidén complicada para
el extremo K del intervalo; podemos plantearnos el problema con otro
enfoque mds facil de desarrollar y ligando ésta variacién con 1la del
extremo inferior.

Asi mismo, planteamos obtener una expresidén para los extremos Y; e Y

en funcidén de la variacidén relativa.

Definicidon 3.5.37 Definimos V> - Vi, , como la diferencia entre la
variacién del extremo superior e inferior, que de acuerdo con las
expresiones indicadas en la proposicién 3.5.33, toma la expresidn :

Vo =V =2 (1+K)w2-1] K>0

que es el de una funcidn extrictamente creciente

Proposicién 3.5.38 Si elegimos un wvalor 0O, tal que V> - V; =< O,
existe un intervalo [0, K], dentro del cual se verifica ésta desigualdad.
Ademas, si

® < 02, el intervalo es tal que K < K>

02 < O < 03, el intervalo es tal que K> < K < K3

siendo ©>, y Oz el valor de V> - V, en los puntos de abcisa K> y Ks,
respectivamente.

Demostracifdn :
De la definicién de V, - V, y para un valor O, la desigualdad :

Vo - Vi = 2 [ (1 + K )2 -1 17 < 0, tiene por solucién el
intervalo:

K=< (06{1+0/4) )7

Lo que demuestra la primera parte de ésta proposicién. Por otro lado
ésta funcidén, en el intervalo [0, Ks], toma los valores

0 para K = 0
Vz(K"—Kl) - Vl(szl) para K = Kl

Vo - Vy = V2(K=Kz)= 0 para K = K pués V,{K=K.) = 0
V2{K=Ks) - V.{(K=K,) = 05 para K = K3

y en consecuencia, se verifica lo propuesto dado que la funcidn es
estrictamente creciente.
c.qg.d.
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Proposicidén 3.5.3%9 La variacion del extremo superior es tal que :

Vz = ZK/t - Vl
Demostracioén :

De la definicidn 3.5.37, y de la proposicién 3.5.33, se tiene :
Vo = Vi +2[ (1 +K* ) -11 y Vo= K/t +1- (1 + K2 )12
Multiplicando la segunda por 2 y sumando ambas igualdades, se sigue :
V> + 2V, =V, + 2K/t, y en definitiva V. = 2K/t - V,
' c.q.d.
Proposicién 3.5.40 Siendo 8 < ®. la variacién relativa del extremo
inferior asociado a P, se tiene :

Y, = -t.{1-0) e Y- =2K+ t.(1-0) = 2K - Y,

Demostracidn :

De la definicidn 3.5.32 y de la proposicién 3.5.39, se sigue :

Y, - ('t)
Vi = ===mmmmmeee =0 ==> Y; = -t.(1-0)
t
Yz - t
Vo = ==emm—m— = 2K/t - Vi = 2K/t -0 ==>Y,=2K+ £.{1-0) = 2K - Y,
t
c.q.d.
Proposicién 3.5.41 Para un valor de K = B/S(?n) y fijada una
variacioén © >0, existe :
a) Un intervalo de valores de t : [t:r ts] , dentro del cual la

variacién relativa del extremo inferior asociado a P~ con el del extremo
inferior asociado a P, es menor o igual que ©, con 1la condicién
de ser

<1l + K-~ {1+ R2)*72 |

b) Un intervalo (ts ts~] , complementario del anterior, en el que la
variacidn relativa del extremo inferior asociado a Pr con el del extremo
inferior asociado a P, es mayor gque -0, con la condicidén de ser 0O <
{1+K=)172 - 1

Demostracidn :

Siendo V, 1la variacion del extremo inferior del intervalo asociado a
P, se sique { ver grafico 1.11 )
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* De acuerdo con la proposicién 3.5.34, 22 parte, para el valor K,
existe un valor para t > 1, en el que V.(t) = 0, siendo éste valor :

ts =1+ (1+K2)¥2 ] /K

* De acuerdo con la proposicién 3.5.34, 12 parte, y de la consecuencia
anterior se tiene para el valor de K que hemos fijado :

Para todo t = ts . Vl(t) 2 Vl(ts) = 0
(2)

Para todo t > ts : Vi(t) < Vi(ts) = 0

Grafico I.11
1S T
K
tz
ts

Si consideramos que la variacion sea positiva :
* Elegimos los t < ts , pués Vi(t) 2 0

* De la proposicidn 3.5.33, determinamos el valor de t > 1, tal que 0
= Vi(t), esto es :

=K/t +1-(14+ K2 )22
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K
obteniendo el valor : t; = -=-——-—-mmmemmeoo
(1 +K* )*72 -(1-0)

Ademds, para que t; > 1 :
K/ [{1 +K)*2 -(1-8)] >1 ==>0<1+K-(1+K2 )=
Como © > 0, se deduce que t: < ts {reciproco de la proposicién 3.5.34)

* De la proposicidén 3.5.33, determinamos para cada valor de t < ts su
variacién para el valor de K :

Va(t) = K/t + 1 - (1 + K* )72

y eliminamos los valores de t < ts tales que V.{t) > ©, que de acuerdo
con la proposicién 3.5.34, seradn todos aquellos tales que : t<t:

* En definitiva nos quedamos con el intervalo : t: < t < ts

Si consideramos que la variacidn sea negativa :
* Elegimos los £t > ts, puéds V.(t) < 0

* De la proposicidén 3.5.33, los valores de t tales que V,(t) 2 -© son
aquellos que verifican :

k
K/t +#1-(1+K® )25 -0 ==> t < ~—mmmmmmmmmmeee e = tsa
(1 + K2 )72 -(1+0)

Como © < (1 + K* )** - 1 , se deduce por la proposicién 3.5.36, que
tsx > 1
* En definitiva nos quedamos con el intervalo : tg < t < tg=

c.qg.d.

Con la determinacién de los intervalos para t, contemplados en la
proposicién anterior y dado que algunas proposiciones planteadas
anteriormente, en concreto las proposiciones 3.5.28, 3.5.29 vy 3.5.30,
hacen referencia a aspectos que vamos a utilizar a continuacidn, pero en
las que se relacionan con valores de Ky no de t, en 1la siguiente
proposicidén relacionamos los intervalos de t con los intervalos de K.
Estos Gltimos fueron estudiados en el punto A del apartado anterior.

Proposicidén 3.5.42 Fijado un valor de K, vy siendo t tal que ty < t <
ts 0 bien ts < t £ ts+« , se tiene que :

Ke [ 0,Ka(t) ] 0 K > Ka(t) , respectivamente
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Demostracion :

Dado que ts lo hemos construido con la condicién de que Ks({ts) = K
(proposicién 3.5.41) y dado que :

tr =t < ts ==> Ka(tx) 2 Ka(t) 2 Ka(ts)
pués la funcidén K. = 2t/(t2-1) es estrictamente decreciente.
Deducimos que : K = Ka(t)
Por otro lado, como ts < t < tsa ==> Ka(ts) > Ko(t) 2 Ka(tsw)

Deducimos que : K > Ka{t)
c.q.d.

Para finalizar éste punto, en la tabla 1.5 damos los valores para t>1
de Y., Y, Vi, V2 Pr, Po ¥y Pr-P,, tomando K = 0.8, y unos resultados que
siguen lo planteado en la proposicién 3.5.41.

Tabla I.5
{ K=20.8)

t Yl Yz Vl Vz Pr Pa Pr' = Pa
1.00 -0.48062 2.08062 0.51938 1.08062 0.66587 0.68269 -0.016815
1.10 -0.60869 2.20869 0.44665 1.00790 0.71504 0.72867 -0.013632
1.20 -0.73675 2.33675 0.38604 0.94729 0.75964 0.76986 -0.010224
1.30 -0.86481 2.46481 0.33476 0.89601 0.79957 0.80640 -0.006824
1.40 -0.99287 2.59287 0.29080 0.85205 0.83486 0.83849 -0.003631
1.50 -1.12094 2.72094 0.25271 0.81396 0.86559 0.86639 -0.000798
1.60 -1.24900 2.84900 0.21938 0.78062 0.89197 0.89040 0.001573
1.65 -1.31303 2.91303 0.20422 0.76547 0.90362 0.90106 0.002567
1.70 -1.37706 2.97706 0.18996 0.75121 0.91430 0.91087 0.003429
1.75 -1.44109 3.04109 0.17652 0.73777 0.92404 0.91988 0.004161
1.80 -1.50512 3.10512 0.16382 0.72507 0.93290 0.92814 0.004764
1.90 -1.63319 3.23319 0.14043 0.70168 0.94817 0.94257 0.005606
2.00 -1.76125 3.36125 0.11938 0.68062 0.96051 0.95450 0.006014
2.10 -1.88931 3.48931 0.10033 0.66158 0.97033 0.96427 0.006062
2.20 -2.01737 3.61737 0.08301 0.64426 0.97802 0.97219 0.005830
2.30 -2.14544 3.74544 0.06720 0.62845 0.98395 0.97855 0.005399
2.40 -2.27350 3.87350 0.05271 0.61396 0.98845 0.98360 0.004843
2.50 -2.40156 4.00156 0.03938 0.60062 0.99181 0.98758 0.004225
2.60 -2.52962 4.12962 0.02707 0.58832 0.99427 0.99068 0.003595
2.70 -2.65769 4.25769 0.01567 0.57692 0.99606 0.99307 0.002990
2,75 -2.72172 4.32172 0.01028 0.57153 0.99675 0.99404 0.002705
2.80 -2.78575 4.38575 0.00509 0.56634 0.99732 0.99489 0.002434
2.85 -2.84978 4.44978 0.00008 0.56133 0.99781 0.99563 0.002180
2.90 -2.91381 4.51381 -0.00476 0.55649 0.99821 0.99627 0.001943
2.95 -2.97784 4.57784 -0.00944 0.55181 0.99855 0.99682 0.001724
3.00 -3.04187 4.64187 -0.01396 0.54729 0.99882 0.99730 0.001523
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Aplicando la proposicidn 3.5.41, obtenemos para el valor K = 0.8, los
extremos de 1los intervalos donde la variacién relativa del extremo
inferior es, en valor absoluto, menor que © = 0.20 :

tr = 1.66 ’ ts = 2.85 Y ts« = 9.92

Runque en la tabla s6lo indicamos valores hasta t = 3, observese como
en el intervalo, segin los valores indicados anteriormente :

tr £ t £ ts 1la variacidn es positiva y es tal que V.(t) < 0.20

A

ts < t 5 ts+» la variacitn es negativa y es tal que V, > - 0.20
En definitiva, en el intervalo ty < t 5 tg~ , se verifica que

[Va| < 0.20

B. Variacién entre Pr v P,

Queremos medir la variacidén entre Pr y P,, esto es, la diferencia :
Pr-P., para valores de K y valores de t > 1, dentro del intervalo donde
la variacidén del extremo inferior sea , en valor absoluto, menor o igual
que ©. Con estas condiciones, planteamos y resolvemos las siguientes
cuestiones :

¢ Como de pequefia es la diferencia entre Pr y Pa ?
¢{ Existe algin valor para t, en el que Pr = P ?

En lo que sigue, dado que necesitaremos expresar el valor de Y, e Y,
para un valor de t concreto, lo indicaremos como : Yi{t) e Y.{(t)

Asi mismo, el cuadrado de dicho valor como : Y.(t)2 e Y (t)?

Proposicidén 3.5.43 Siendo a y b nimeros reales positivos { a < b );
f{x) una funcidn real, positiva, de variable real; F(x)+Q el conjunto de
primitivas de la funcidn f{x) y D una constante, tal que D = F(b) -~ F(a).
Se tiene :

b1/2
D/ (2.b*2) < f{t2) dt < D/ (2.a172)
a1/2
Demostracion :
br/2 b
Tomando t2 = x : £(t?) dt = f(x) . 1/ {(2.x*2) dx
at’2 a
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y teniendo en cuenta que en el intervalo: a < x <b se verifica que
1/a*72 > 1/ a*7/2 > 1/b*72 y
f(x) / (2.b*72) < f(x) / (2.x*72) < f(x) / (2.a*73)
se sigue :
b b b

f(x).1/(2.b*72) dx < f(x).1/(2.x*72) dx < f(x).1/(2.a*7%) dx (1)

a a a
b
Como f(x) dx = F(b)-F(a) = D, de (1) se sigue la expresidén propuesta
a
c.q.d.
-t2/2
Corolario 3.5.44 Siendo f{t2) = 1/{2.n)*/2. e y siendo a y b
dos nimeros reales positivos y arbitrarios, se tiene :
pi/2
I« f(t*) dt < S
al’z
siendo :
I=1/(2.b*“2) . D
S =1/(2.a*72) . D
D=2/(2.n)*2 | ( e ®/2 - g™®/2 )
Demostracidn :

Es consecuencia de la proposicién anterior. En efecto, al ser : t2=x,

deducimos que f(x)=1/(2.n)*/2.e™*/2 y F(x) = (-2)/(2.n)*/2,e~>*/2, con lo
que D = 2/(2.n)*72 , { e~®/2 - e7®/2 ) y sustituyendo en la expresidén (1)
de la proposicidén 3.5.43, obtenemos la expresidn propuesta.

c.q.d.

Proposicién 3.5.45 La diferencia entre Pr y P, , para un valor de t

y de K, es tal que :

I <Pr-Psa< 8
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siendo :

[
1

wn
n

WAOR D L T —

1/(2.0)2/2 [ —mmmmmmeme-

y en las que Y. e Y, son los extremos del intervalo asociado a la
probabilidad Pr, para el valor de t y K correspondiente (

apartado 3.5.2 )

Demostracion :

De la proposicién 3.5.27 y de la definicién 3.5.22, se tiene:

Pr =& (Y2) + & (-Y1) y

Po =@ (t) + & (-t) =2

. @ ()

Luego la diferencia entre P» y P., podemos expresarla como :

Pr - Po = [® (Y2) - & (£)] - [® (t) - ¢ (-Y1)]

Como : & (Y>) - @ (t) =

¢ (t) - ¢ (-Y1) =

Aplicamos el corolario 3.5.44 a (1) y a (2), dado que Y, t y

todos ellos mayores que cero :

rYZ

-t2/2
1/{2.n)*"2 . e

-t2/2
1/(2.n)*72 | e

~Y,

* Para la primera expresién { a = t2y b = Y2 ) :

Ay < ® (Yz) - ¢ {t) < A, (3)

siendo : A, = 1/{(2.n)*72 |

A

1/(2.m)*7= [

-t2/2 -Y>2/2
e - e
Y2
-t2/2 -Y22/2
e - e
t

. dat

. dt
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* Para la segunda expresién ( b = t2 y a = (-Y,)2 ) :
B:s < & (t) - & {-Y1) < B, {4)

-(-Y.)2/2 -t2/2

siendo : By = 1/(2.1)3/2 [ mmmmmmcecccmecmmmmeeee ]

Bs = 1/(2.1)%/2 [ mmmcmmmmccm o eceeee ]

De (3) y (4) , se sigue : A; - B, < Pr - P, < A, - B,

Luegol'—'Al Bz YS=A2-B1

c.qg.d.

En la Tabla 1.6, continuaci6én de la Tabla 1.5, indicamos los valores
para t>1 de I(t), S{t) y de la diferencia entre P, ¥ Po que tambien es
una funcién de t, considerando el valor de K = 0.8

Tabla I.6
t I(t) 5(t) Pr - Po
1.00 -0.14177 0.082714 -0.016815
1.10 -0.10380 0.063112 -0.013632
1.20 -0.07724  0.048534 -0.010224
1.300 -0.05746 0.037794 -0.006824
1.40 -0.04223 0.029945 -0.003631
1.50 -0.03036 0.024229 -0.000798
1.60 -0.02110 0.020045 0.001573
1.65 -0.01729 0.018377 0.002567
1.70  -0.01395 0.016929 0.003429
1.75 -0.01105 0.015659 0.004161
1.80 -0.00855 0.014534 0.004764
1.0 -0.00456 0.012612 0.005606
2.00 -0.00173 0.010994 0.006014
2.10 0.00019 0.009573 0.006062
2.20 0.00139 0.008289 0.005830
2.30 0.00205 0.007111 0.005399
2.40 0.00234 0.006030 0.004843
2.50 0.00236  0.005045 0.004225
2.60 0.00221  0.004160 0.003595
2.70 0.00197 0.003379 0.002990
2.75 0.00183  0.003028 0.002705
2.80 0.00168 0.002703 0.002434
2.85 0.00154 0.002403 0.002180
2.90 0.00140 0.002128 0.001943
2.95 0.00126 0.001878 0.001724
3.00 0.00113  0.001650 0.001523
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Si tomamos para © = 0.20 podemos comprobar que :

* Dentro del intervalo {t:,ts] = [ 1.66 , 2.85 ] para valores cercanos
al extremo superior, la diferencia Pr - P, es cada vez mas pequefia.

* No hay un valor para t, en el que Pr = P,.

Por el contrario, para © = 0.25 , comprobamos que dentro del intervalo
[tz,ts] = [ 1.51 , 2.85 ], existe un valor para t { comprendido entre
1.51 vy 1.60 ), en el que Pr = P,

En el grafico I1.12, se indica el comportamiento de estas tres
funciones, tomando los valores de la tabla 1.6 .

Grafico 1.12

Punciones I(t), S(t) y difersencis de
probalidades

£ 13 3]

-0.07

~8.11

-8.18
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Proposicién 3.5.46 Siendo Pr y P. las probabilidades asociadas a los
intervalos [Y.,Y>] y [-t,t], respectivamente, fijado un valor de K, se
tiene :

Para todo t : t.

1A
ct
1A

ts : Pr £ P, o bien P, < P~

Para todo t : ts

IA
ct
1A

tsx : Pr > P,
Demostracioén :

Consecuencia de las proposiciones 3.5.29 y 3.5.42
c.q.d.

Con lo indicado en 1la tabla 1.6, el grafico 1.12 y ésta dltima
proposicién, centramos el problema en el sentido de :

* En el intervalo [t:,ts] puede existir un valor en el que P, = Pr O
un intervalo para valores de t, dentro del cual |Pr - Po| sea menor que
una cantidad positiva fijada.

* En el intervalo [ts,ts+«], al ser Pr > P., es posible encontrar un
intervalo para valores de t, dentro del cual Pr - P, sea menor gue una
cantidad positiva fijada.

Dado que I{t) y S(t) son funciones que dependen de t, pero tambien del
valor Y, e Y>, que a su vez dependen de t y de K, no es posible conocer
su comportamiento en el intervalo [t:, ts] ¥ (ts, ts+], por lo que vamos
a acotarlas en cada uno de estos intervalos.

Proposicion 3.5.47 Para un valor de K fijo, y siendo I la cota
inferior de Pr - P, , para cada valor de t, tal que ty < t < ts, se
verifica

I, <I<I,
siendo :
(ts2_Y2(tI)2)/2 (tsz-Yl(tI)Z)/Z
ts? -2 1-e 1 - e
I,= [ e .2.“] . [ ------------------ - e e mm e —————— ]
Ya2(ts) Yi(ts)
(tx2-Y2(ts)?)/2 (tx2-Y1(ts)2)/2
t:* -is2 1-e 1 - e
I.=[ e .2.1] s em—————————————— I ]
Yo (t:) Ya(ts)
Demostracidn :
-t2/2 -Y.2/2 (t2-Y.2)/2
e - @ - e
Denotando por y =  ~—=-=mm—mmmemmm T mmmmmmmm——e e
Yo t2/2
Y- e
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-t2/2 -Y.2/2 {(t2-Y.2)/2
e - e 1 -e

podemos expresar la cota inferior 1 de 1la diferencia P - P,
(proposicidén 3.5.45 ) en la forma :

I=1/(2.n)*2 (Y + 2Z)

Buscando una acotacidén para Z e Y, obtenemos nuestro propdsito.

Acotacion de Y :

(t=-Y,2)/2
Llamando x = e , Se sigue : 2.Ln x + Y,* = t=

Como tz® < t2 < ts® , se sigue : (tx2 - ¥>2)/2 < Ln x < {ts® - Y22)/2
Ademés del punto A, apartado 3.5.2, se obtiene que :
-[Y2(tx) 1% > ~[Y2{1)]% > -[¥2(ts)]?
Luego : Ln x < (ts® - Yo{t)2)/2 < (ts® - Ya(t:)3)/2 , ¥
In x > (t:® - Y2(t)2)/2 > (t:® - Ya2(ts)?)/2

y en consecuencia :

(tz2 - Ya(ts)2)/2 (ts® - Ya2(t1)?)/2
e <X < e ==>
(tzz - Yz(ts)z)/z (tsz - YZ(tI)z)/Z
1-e >X>1~- e (1)
-t:2/2  -t2/2 -ts2/2
Por otro lado de : t:%2 < t2 < ts2 ==> e > e > e

y de ser : Ya(tx) < Ya(t) < Ya(ts) ==> 1/Yx(tx) > 1/¥2(t) > 1/Y(ts)

y en consecuencia podemos escribir :

t:2/2 t2/2 ts2/2
Yo{tx).e Ya{t).e Yo(ts).e
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Finalmente de (1) y (2), obtenemos :

(t:® - Y2(ts)?)/2 (t® - Ya2(t)2)/2 (ts® - Ya(t:)?)/2
1 -e 1-e 1 - e
_______________________ > ————————— A - — - - > . —— -
t%/2 £2/2 ts2/2
Yao(t:).e Ya(t).e Yo{ts).e
Esto es :
(t12 - Y2(ts)2)/2 (t52 = Yz(tx)z)/z
l1-e 1- e
----------------------- > Y > e {(3)
t:2/2 ts?/2
Yo(tz).e Y.({ts).e

Acotacion de Z :

(t2-v.2)/2
Llamando x = e ;, Se sigue : 2.Ln x + Y,% = t2

Como t:® < t2® < ts® , se sigue : (t:x% ~ Y12)/2 < Ln x < (ts® - Y.12)/2
Ademds del punto A, apartado 3.5.2, se obtiene que :
[-Ya () 1% > -[-Ya ()12 > -[-Ya(ts)]?
Luego : Ln x < (ts? - Y:(t)2)/2 < (ts® - Y2(t:)3)/2 , ¥
ILn x > (t:® - Ya(2)2)/2 > (2% - Ya(ts)?)/2

y en consecuencia :

{(te2 - Y.(ts)2)/2 (ts® - Ya(tz)2)/2
e <X < e ==>
(tz® - Ya(ts)?)/2 (ts® - Ya(t:)?)/2
1-¢e >X>1- e (4)
-t:2/2 -t2/2 -ts2/2
Por otro lado de : t:2 < t% < ts2 ==> e > e > e

y de ser : =Y (tr) < =Ya{t) < -Yi{ts) ==> 1/[-Ya(t:)] > 1/[-Y2(t)] > 1/[-Yi(ts)]

y en consecuencia podemos escribir :

te2/2 t2/2 ts?/2
-Yl(tx).e ‘Yl(t)-e ‘Yl(ts).e
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Finalmente de (4) y (5), obtenemos :

(tz® - Yi(ts)?)/2 (t* - Y.(t)2)/2 (ts® - Yai(tr)2)/2
1-e 1-e 1 - e
_______________________ ) ——— e - = - ———— > D e e S —

t:2/2 t2/2 ts2/2
—Yl(tx).e -Yl(t).e "Y]_(ts)-e
Esto es :
(tx® - Yi(ts)®)/2 (ts® - Ya(ts)2)/2
l1-e 1 - e
----------------------- D A (6)
t:2/2 ts?/2
‘Yl(tx).e 'Yl(ts).e

Finalmemte, multplicando las expresiones (3) y {6) por 1/{(2.m)*72 , y
sumando ambas, obtenemos los términos I, e I. propuestos .

c.q.d.
Proposicién 3.5.48 Para un valor de K fijo, y siendo S la cota
superior de Pr - P, , para cada valor de t, tal que tr < t < tg, se
verifica
S: <8 < S5
siendo :
(ts2-Ya2(t:)2)/2 (ts®-Y1(t:r)2)/2
ts? ~is2 1-e 1 - e
S.={ e . 2.n] o [ e - R it Tl ]
ts tS
(tIZ—Yl(ts)z)/Z (tIz_YZ(tS)Z)/Z
t:2 -is2 l1-e 1 - e
S,={ e . 2.1} o [ mmm———————————— I e ]
tr tx
Demostracion :

La demostracién es andloga a la anterior, por lo que omitiremos
algunos pasos intermedios, utilizados anteriormente.

't2/2 ~Y22/2 (tz-Yzz)/z
e - e - e
Denotando por Y =  ————cemmmmemm e = e ———
t t2/2
t. e
-t2/2 -Y,2/2 {(t2-Y,2)/2
e - e l1-e
7 = e L mmmmm— e — e
t t2/2
t.e
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podemos expresar la cota inferior S de la diferencia Pr - P,
{proposicién 3.5.45) en la forma :
I =1/(2.n)}2"2 (Y + 2)

Buscando una acotacidn para Z e Y, obtenemos nuestro propodsito.

Acotacidn de Y :

{(£2-Y>2)/2
Llamando x = e , la expresidn para Y es la misma que la de
la expresién (1) de la proposicidén anterior, salvo para el denominador
que seria :

en definitiva, quedaria en la forma :

(t2® - Y2(ts)?)/2 (ts® - Y2(ty)®)/2

Acotacidn de Z :

(t2-Y,2)/2
Llamando x = e ; la expresidn para Z es la misma que la de
la expresién (4) de la proposicién anterior, salvo para el denominador
que seria el mismo que para la expresidn de Y. En definitiva, quedaria en
la forma :

(t:® - Ya(ts)?)/2 (ts® =~ Ya(t:)?)/2

----------------------- >Z > mememmccmswccee— e (2)

Finalmemte, multplicando las expresiones (1) y {(2) por 1/{(2.m)*72 , vy
sumando ambas obtenemos los términos S. y S propuestos .
c.q.d.

Proposicion 3.5.49 Para una valor de K y siendo I la cota inferior de
la diferencia entre Pr y P., para cada valor de t, tal que ts < t < ts« ,
se verifica

I,* <1< 1x* y 51" < 8 <« 8"
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I.*

Ix>

S1*

S2*

I,

Sz

siendo :

i
L guan |
®

1l
gy
©

it
fE——
(]

H
r—
(1]

Demostracion :

—-1y/2

(ts»®-Y2{ts)?)/2

l1-e

1-e

Igual que las proposiciones 3.5.47 y 3.5.49,
[tz,ts] por el intervalo {ts,ts=]

Proposicién 3.5.50
[tr,ts] 6 {ts,ts+], la diferencia entre P- y P. estd comprendida entre :

I, <

Pr—Pa(52

0 I.”7 <

Siendo para el intervalo {ty,ts]

(tsz‘Yz(tI)z)/z

1 -e

1 -e

(ts*z_Yl(ts)z)/z

cambiando el intervalo

c.q.d.

Para valores de t comprendidos en los intervalos

Pr - P, < S»™, respectivamente

(ts*-Ya(t1)?)/2
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y para el intervalo (ts,ts~]

(ts*z'Yz(ts)z)/z (ts*z'Yl(ts)z)/z
tsﬂr2 —is2 1-e 1 - e
I.*=1[e 2.n] [ =mmmmmmmmmm e m e ]
Yo(tsa) Yi{ts=)
(ts®-Yai(ts=)?)/2 (ts®-Y2(tsx)?)/2
ts® ~is2 1-e l1 - e
S:* = [ e 2.n] R § mmmmmm e
tS ts

Demostracidn :
Es consecuencia de las proposiciones 3.5.47, 3.5.48 y 3.5.49
c.q.d.

Proposicion 3.5.51 Fijado un valor Q, una condicidén necesaria para
que exista al menos un valor perteneciente a uno de 1los intervalos
[tr,ts] © (ts,ts+«], para el que la diferencia entre Pr y P, sea menor o
igual que Q, es que :

I, < 8 <8 o6 I,*< Q «<8>*
respectivamente. Siendo I, y S 6 I.™ y < S>* las cotas, de valor el
indicado en la proposicidn 3.5.50.

Demostracién :

Es consecuencia de la proposicidn anterior.
c.q.d.

3.5.4. Conclusiones

Al comienzo del apartado 3.5.3 hemos planteado 1la posibilidad de
identificar un intervalo de confianza para un estimador sesgado con una
probabilidad Pr con otro intervalo de confianza para un estimador
insesgado con una probabilidad P,, indicando una solucidén dada,
experimentalmente, por los autores alli indicados.

Nosotros hemos demostrado a lo largo de éste apartado que es posible
identificar estos intervalos, con unas caracteristicas definidas, para
cualquier valor de K, no siendo necesario que K<1, esto es que ” el
sesgo del estimador no sobrepase su error estandar ", por lo que hemos
ampliado ésta solucién.

Para finalizar y a titulo de conclusién, reflejamos en las Tabla I.7
para diversos valores de K y de © :
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* Los intervalos de valores de t: [t:,ts] , dentro de los cuales la
variacion del extremo inferior es , en valor absoluto, menor que ©
{consecuencia de la Proposicidn 3.5.41).

* La cota superior e inferior dentro de cada intervalo de la
diferencia entre las probabilidades Pr y P, {(consecuencia de las
Proposiciones 3.5.50 y 3.5.51) .

Tabla 1.7

K 0 tx ts I, Sz

0.2 0.05 2.86517 10.0990 -0.00235 -0.00726
0.2 0.10 1.66939 10.0990 -0.04220 0.09830
0.2 0.15 1.17783 10.0990 -0.09127 0.30971
0.2 0.20 0.%0990 10.0990 -0.12544 0.54233
0.2 0.25 0.74128 10.09%0 -0.14765 0.77197
0.4 0.05 3.14879 5.1926 -0.00100 -0.00411
0.4 0.10 2.25947 5.1926 -0.01263 0.01929
0.4 0.15 1.76186 5.1926 -0.03653 0.08539
0.4 0.20 1.44387 5.1926 -0.06325 0.18200
0.4 0.25 1.22312 5.1926 -0.08730 0.29358
0.6 0.05 2.77533 3.6103 -0.00313 0.00276
0.6 0.10 2.25403 3.6103 -0.01453 0.02379
0.6 0.15 1.89759 3.6103 -0.03247 0.06458
0.6 0.20 1.63849 3.6103 -0.05259 0.12155
0.6 0.25 1.44165 3.6103 -0.07190 0.18934
0.8 0.05 2.41966 2.8508 -0.00540 0.01339
0.8 0.10 2.10181 2.8508 -0.01905 0.03678
0.8 0.15 1.85777 2.8508 -0.03642 0.07092
0.8 0.20 1.66450 2.8508 -0.05480 0.11376
0.8 0.25 1.50766 2.8508 -0.07232 0.16300
1.0 0.05 2.15418 2.4142 -0.00509 0.02580
1.0 0.10 1.94472 2.4142 -0.02052 0.05019
1.0 0.15 1.77238 2.4142 -0.03807 0.08072
1.0 0.20 1.62810 2.4142 -0.05595 0.11620
1.0 0.25 1.50554 2.4142 -0.07292 0.15547
1.2 0.05 1.96062 2.1350 -0.00300 0.03854
1.2 0.10 1.81255 2.1350 -0.01944 0.06245
1.2 0.15 1.68528 2.1350 ~0.03706 0.09000
1.2 0.20 1.57470 2.1350 -0.05465 0.12050
1.2 0.25 1.47774 2.1350 -0.07135 0.15333
1.4 0.05 1.81708 1.94319 -0.000542 0.05097
1.4 0.10 1.70635 1.94319 -0.017409 0.07361
1.4 0.15 1.60834 1.94319 -0.034925 0.09850
1.4 0.20 1.52087 1.94319 -0.052223 0,12524
1.4 0.25 1.44261 1.64319 -0.068657 0.15346
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De la tabla observamos que para K = 1.4 encontramos un valor para t,
dentro del intervalo [1.81, 1.94] para el que el extremo inferior del
intervalo asociado a P difiere del asociado a P, en © = 0.05 con una
diferencia de probabilidad comprendida entre -0.000542 ( que tomaremos
valor cero, en lo que sigue ) y 0.05.

En consecuencia

a) Entre la regidén de probabilidad asociada al estimador sesgado que
tiene por extremos (Proposicidén 3.5.27 y punto A del apartado 3.5.2):

Y, = -1.70t + 1.4 y Y, = 1.70t + 1.4

y la regién de probabilidad asociada al estimador insesgado que tiene
por extremos -t y t , hay una diferencia entre sus probabilidades
asociadas comprendida entre 0 y 0.05.

Como ésta diferencia es pequefla, podemos considerar que los niveles de
significacidén en los que se mueven los intervalos de confianza para el
estimador sesgado y el insesgado son el mismo; esto es I'=a.

b) La variacion relativa del extremo inferior Y., respecto de -t es de
0 = 0.05.

c) Como t = Z,,z y teniendo en cuenta que , para K= 1.4 y © = 0.05,
el valor de t estd dentro del intervalo [1.81, 1.94], deducimos que el
error en el que nos movemos es de :

0.0262 < a 2 0.0351
d) Como consecuencia, las regiones de probabilidad [-t,t] e {Y¥.,Y>] se
mueven en una probabilidad entre :
0.9649 < 1-a < 0.9731 (1)
Como consecuencia de ésto Gltimo y de 1lo indicado en a) los extremos

de variacién para el nivel de confianza en los intervalos asociados al
estimador sesgado e insesgado son los indicados en (1).

e) Identificamos pués, los intervalos de confianza, siendo K = 1.4
Asi mismo, en la Tabla 1.8, quedan reflejados, para diversos valores
de Ky de 0O :
* Los intervalos de valores de t: (ts,ts+], dentro de los cuales la

variacién del extremo inferior es mayor que -© ( consecuencia de la
Proposicidn 3.5.41 ).
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Tabla I.8

K © ts
0.6 0.05 3.6103
0.6 0.10 3.6103
0.6 0.15 3.6103
0.8 0.05 2.8508
0.8 0.10 2.8508
0.8 0.15 2.8508
0.8 0.20 2.8508
0.8 0.25 2.8508
1.0 0.05 2.4142
1.0 0.10 2.4142
1.0 0.15 2.4142
1.0 0.20 2.4142
1.0 0.25 2.4142
1.2 0.05 2.1350
1.2 0.10 2.1350
1.2 0.15 2.1350
1.2 0.20 2.1350
1.2 0.25 2.1350
1.4 0.05 1.9432
1.4 0.10 1.9432
1.4 0.15 1.9432
1.4 0.20 1.9432
1.4 0.25 1.9432

* Asi mismo, la cota superior e inferior dentro de cada intervalo de
la diferencia entre las probabilidades Pr

tsx

.1638
.0648
.0580
.4688
.4291
.1244
.9225
.1226
. 7456
.1825
. 7848
.6682
.0896
.3435
.5971
.9123
.3145
.8455
.0881
.2564
.4541
.6899
.9758

NMNMNNNNWWNDNNOAEWWNO WO R WJWwWU

Proposiciones 3.5.50 y 3.5.51 ).

Como puede observarse hay valores de K en los que no existe el
intervalo (ts,ts«}, al no ser O <

Por ejemplo, para K = 2,

Proposicidén 3.5.36 ).

para que exista ts»

Y Pa

I,”

.000100
.000100
. 0000060
.001300
.001400
.001000
.000600
.000200
.001800
. 004900
.004800
.003900
.002800
. 000200
.006300
.009300
.009500
.008400
.003452
.004864
.010380
.013319
.014099

{ consecuencia de las

(1+K2)272 - 1 |

OO0 OO COOOOLOOOOOOCOOOOOOO

P

.000208
.000327
.000327
.004392
.004799
.004811
.004811
.004811
.015189
.017542
.017914
.017928
.017928
.029145
.035081
.037567
.038186
.038253
.043579
.052715
.058328
.061034
.061952

es necesario que 0 <
0.019, por debajo de los valores que hemos propuesto ( consecuencia de la
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4. Tratamiento de la no respuesta
4.1. Introduccidn

Ya hemos indicado en el apartado 2 de éste capitulo que 1a no
respuesta consiste en que no se obtienen observaciones, total o
parcialmente, de las unidades seleccionadas para la muestra.

Durante la realizacidén de la encuesta debemos plantearnos la falta de
respuesta desde dos puntos de vista diferentes, segin la etapa en la que
nos encontremos. El primero es ¢ Cémo evitar la no respuesta ? y el
sequndo es que aceptando que hay no respuesta ¢ coémo debemos tratarla ?

En lo que sigue realizamos una revision bibliogrédfica de las técnicas
miés usuales para tratar la no respuesta, en cada una de las siguientes
etapas : Planificacién, Disefno, Realizacidn, Procesamiento o Validaciodn.

4.2, Fase de planificacién

En ésta etapa se especifican los fines de estudio asi como las
condiciones, recursos y limitaciones, incluyendo dentro de ésta fase la
infraestructura y el marco.

Como marco, en muestreo de poblaciones finitas, entendemos el listado
de unidades de muestreo que constituyen la poblacidén o alguna otra forma
de definir y delimitar dichas unidades.

Para ésta fase, Deming (1960) aconseja que se supriman del marco todas
las unidades de muestreo de las que se sepa son inaccesibles o que van a
causar dificultades no justificadas por los fines del estudio en relacidn
con su costo. Sostiene que es preferible una eliminacidén { corte, poda,
etc.. ) de unidades antes de proceder a 1la seleccién a tener que
prescindir de ellas una vez que hayan salido seleccionadas.

4.3. Fase de diseiio

Comprende el disefio muestral { despiece de la poblacidn original,
definicidén de estratos y/o conglomerados, unidades de muestreo,
estimadores a utilizar y tratamiento de la no respuesta ), asi como,
cuestionario, procedimientos de recogida, evaluaciones, etc..

En ésta etapa 1la no respuesta puede evitarse o quedar mas reducida.
Los factores que inciden directa o indirectamente en ella, son estudiados
a continuacidn,

4.3.1. Factores que tienen un efecto indirecto en la tasa de respuesta

* Marco muestral

* Tamafio muestral

* Estratificacidn
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* Reparto de la muestra por estratos

* Procedimiento muestral dentro de los estratos

* Reparto de la muestra por etapas, especialmente conglomerados de
la muestra

4.3.2. Factores que afectan directamente a la tasa de respuesta
* Listado de unidades para la seleccidn muestral
* Tema y tipo de encuesta
* Procedimiento mediante el cual se realiza el cuestionario
* Longitud y complejidad del cuestionario
* Cuestiones controvertidas para encuestadores y encuestados

* Seleccidn, desarrollo y control del equipo de campo incluyendo a
los entrevistadores

* Tipo de &rea para la encuesta

* Manejo y coste de las encuestaciones repetidas y procedimientos
de seguimiento

* Publicidad y medios
4.4. Fase de campo o0 de realizaciédn

Comprende 1la ejecucidn del programa y la recogida de datos. Es la
Gltima etapa en la que podemos evitar o disminuir la no respuesta

4.4.1. Mejoramiento de los procedimientos de entrevista
* Garantia del anonimato del entrevistado
* Motivacion para la cooperacidén del entrevistado
* Concretar con el entrevistado la visista
4.4.2. Repeticidn de intentos para conseguir la informacidn
A los intentos deliberados de obtener respuesta de 1las no respuestas,
se les conoce por visitas adicionales, revisitas o encuestaciones
repetidas { Call Backs ) y comprenden tanto las visitas propiamente como
el envio repetido del cuestionario a los que no han respondido en las
encuestas por correo.
Deming (1953) formula un modelo que permite que informaciones

referentes al tipo, caracteristicas demograficas y socioecondomicas y
cooperacidn del entrevistado, incentivos del entrevistador y coste de las
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visitas adicionales sean incorporados al modelo, siendo ésta informacidén
la que permite distribuir a los entrevistados en diferentes clases o

grupos.

El modelo estima el nimero medio de entrevistas durante k 1llamadas, a
partir del estimador muestral. Cochran (1977), determina el nimero 6ptimo
de llamadas usando éste modelo.

Una vez que se conozca la tasa de respuesta, 1la decisién de realizar
una o varias visitas adicionales , pudiendo variar su namero en diversas
partes de la muestra, se basa en varios supuestos :

* El nimero posible de nuevas respuestas debe ser suficiente alto para
justificar ésta tarea y ésto depende de las causas por las que la
encuesta no ha podido realizarse.

* E1 coste de tales visitas y el tiempo disponible

Para el primero de ellos, si es por ausencia, es razonable pensar que
va a haber un porcentaje de personas que van a responder; si por el
contrario ha sido por rechazo o incapacidad, es razonable pensar lo
contrario.

Hay otro método que pretende evitar por completc las visitas
adicionales mediante la recoleccidén de primeras visitas solamente, que se
ponderan con informacién acerca de 1la probabilidad de encontrar al
entrevistado. Es el esquema de Politz y Simmons {1949) y consiste en lo
siguiente :

Suponemos que todas las visitas se hacen en K periodos similares. Se
le pregunta al entrevistado si habria estado disponible para 1la
entrevista en cada uno de los K periodos.

Si es r el numero de periodos afirmativos { 0 =< r =< K ) se toma la
razén r+1/K+1 como estimacién de la frecuencia con que estd en casa
durante las horas de entrevista.

La ponderacidn, W, es la inversa de dicha frecuencia, de tal forma que
W es mayor cuanto menor es r.

Los resultados de la primera visita se ponen en K+1 grupos segin el
valor der : 0, 1, 2,...,%, ...., K

Para el grupo t, sea n. el nimero de entrevistas e Y. la media del
grupo. El estimador de Politz - Simmons para la media poblacional es :

_ t=0 K+1
Yps S mmmmmmmm e ———— ’ con Wt = mmme—-
x r+l
L ne We
t=0
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Se obtiene asi una media sesgada, pero con menor sesgo que la media
estandar y con varianza aumentada { Cochran )

Por otro lado, Kish (1965), sefiala una serie de inconvenientes sobre
éste procedimiento y concluye " Dudamos que, en la mayoria de los casos,
éste esquema resulte vdlido, préactico y econémico. De cualquier manera,
si la situacién de la encuesta permite una sola visita, los resultados
ponderados, con sesgos y  varianza incrementados, puede resultar
preferible al sesgo de las primeras visitas sin ponderar " (Sic).

Hay un tercer procedimiento conocido por reemplazo, sugerido por Kish
y Hess (1959), que propone agregar a las nuevas direcciones de la
encuesta otras direcciones de no respuesta tomadas de una encuesta
anterior con procedimientos de muestreo semejantes y convirtiendose, en
consecuencia, en reemplazos de direcciones de no respuesta en la encuesta
en que se trabaja.

Como condicidn previa, 1las no respuestas de la encuesta en que se
trabaja deben ser semejantes a las no respuestas que actuan de
reemplazos. El procedimiento es como sigue :

Sea N el total de direcciones para una encuesta y sea tg la tasa de
respuesta que se espera obtener despues de K visitas.

El total de respuestas previstas serd : N . tg

Supongamos que tenemos un numero de direcciones de no respuesta, al
que denotaremos por n, de un estudio anterior y que la tasa de
respuesta para estas direcciones y en ésta encuesta es de tgr', despues de
K visitas.

El total de respuestas previstas serd : n . tg'

Al reemplazar n . tg' en las N . tg, el total de respuestas que
necesitamos es de :

N . tn - n . tR‘
Y el total de direcciones
l/tR-(N.tR‘n.tR|)=N ‘n.tn‘/tn

El area de incertidumbre debida a 1la no respuesta se reduce en
alrededor de :

{1 - tsr). (1 =~ tr")
4.4.3. Submuestreo de las no respuestas
Se le conoce por el método de Hansen y Hurwitz (1946) vy parte de la

idea de que se puede considerar a la poblacién dividida en dos estratos :
Los que responden y los que no.
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Al seleccionar una muestra, los que responden representan una muestra
aleatoria del primer estrato y los que no responden, del segundo. Se toma
una submuestra de un tamafio conveniente y se recoge informacidén mediante
entrevistas personales a esas unidades. Después se toman en cuenta las
dos muestras para obtener un estimador de la media poblacional.

4.4.4. Encuestacion delegada

Si las instrucciones de la encuesta indican que se puede encuestar, en
el caso de que no sea posible hacerlo a la persona indicada, a cualquier
otro miembro de la familia que tenga una edad por encima de una fijada
previamente, habremos reducido la posibilidad de que dicha unidad quede
sin respuesta. No es aconsejable cuando la informacién es confidencial o
personal.

4.4.5. Muestreo por cuotas

Las cuotas se establecen con base en caracteristicas conocidas de la
poblacién en estudio, tales como vecindario, edad, sexo, nivel
educacional, situacidén de empleo, alquiler o valor de la casa, etc...

El disefio de 1la encuesta sigue los principios del muestreo
probabilistico, hasta llegar el momento de seleccionar las personas que
han de ser entrevistadas.

Esta etapa final es dejada en manos de los entrevistadores y son ellos
los que eligen a las personas a encuestar, dentro de un perfil previo (
ésta forma de seleccionar dentro de las cuotas no es aleatoria, sino a
juicio del entrevistador y constituye el punto débil de éste muestreo ).
Cochran (1977) 1lo describe como un muestreo estratificado con una
seleccién mas o menos no aleatoria dentro de los estratos

El muestreo por cuotas no tiene no respuesta ya gque el entrevistador
no registra aquellos que intenta entrevistar sin conseguirlo, dado que el
entrevistador tiene instrucciones de seguir muestreando hasta obtener la
cuota necesaria de su grupo.

4.4.6 Técnicas de respuesta aleatorizada

Esta técnica fué desarrollada con el Unico fin de obtener informacidn
de confianza concerniente a cuestiones planteadas en las encuestas y en
las que se prestan a no decir la verdad 6 a no contestar.

El encuestado debe seleccionar, por medio de un mecanismo aleatorio,
una de dos preguntas : una transcendente ( opcion 1 ) y otra
intranscendente ( opcién 2 ), que el entrevistador le formula y contestar
Si o No sin que el entrevistador sepa cual ha sido 1la pregunta
seleccionada.

Considerando que ambas cuestiones son complementarias, se denota por n

la verdadera proporcién de la poblacién que contesta a la pregunta
transcendente ( opcién 1 ) y por p la probabilidad, conocida, de que el
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mecanismo aleatorio elija la pregunta transcendente. La proporcidn de la
poblacidén, que denotaremos por ©, que contesta afirmativamente, viene

expresada por:
O=pn+ {(1-p).(1-mn)

Observese que la verdadera proporcién de la poblacidén que contesta
afirmativamente a la pregunta intranscendente es 1 - =, al suponer las
cuestiones complementarias.

Estimando © por 1la proporcién de 1la poblacién que contesta
afirmativamente en 1la encuesta, que denotaremos por 0*, se tiene el
siguiente modelo :

@ =p.* + {1 -p).{1-n")

Despejando, se tiene : n* = {0 -1+p 1/ (2p+1)
donde n* es un estimador insegado de n (Warner, 1965)

El mecanismo aleatorio gque hemos comentado anteriormente, puede ser
por ejemplo (Enrich, 1983 ) una caja conteniendo proporciones conocidas
de bolas blancas y negras. El entrevistado recibe 1la instruccién de
seleccionar al azar una bola, sin que el entrevistador vea el color de
ella. Si sale blanca, debe elejir la opcidén 1 y negra la opcidn 2.

Esta técnica descrita tiene muchas modificaciones (Ladoux, 1982);
entre ellas podemos indicar las que parten de la hipdtesis de que las
dos cuestiones que se plantean ({ opciones 1 y 2 ) no son
complementarias.

Bajo éste supuesto, ©O y p tienen el mismo significado de antes; a la
verdadera proporcién de la poblacidén, que contesta afirmativamente a la
pregunta transcendente, la denotamos por n. y a la verdadera proporcion
de la poblacién, que contesta afirmativamente a 1la pregunta
intranscendente, la denotamos por m,. Como 1las cuestiones no son
complementarias, se tiene que n> <> 1 - nay

El modelo, para éste supuesto quedaria :
@=p.R2 +{1-p).{(1=ms)

Si mn, es desconocida es necesario dos muestras independientes para
estimar n; y mn=.

4.5. Fase de procesamiento o validacién

En esta fase se incluyen los aspectos informaticos y, en general, la
consideracién de 1la informacién estadistica considerada como un todo
integrado. Es la etapa en la que es necesario tratar las unidades con
entradas inconsistentes y/o con no respuesta { ya sin posibilidad de
evitarla ), antes de proceder a la estimacién de 1los parametros
poblacionales.

Los procedimientos empleados en ésta etapa son la depuracién y/o la
imputacién.
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Entendemos por depuracién (Villan y Bravo, 1990 y Villar, 1992) en una
encuesta el conjunto de técnicas que permiten corregir, mediante unas
reglas y a partir de la informacidén recogida en 1la encuesta y en
ocasiones de otra adicional, las entradas inconsistentes, entendiendo
por estas las 1imposibilidades 1ld6gicas © posibilidades altamente
improbables {Platek, 1986). Con la depuracidn separamos los cuestionarios
en aceptables y los que tienen no respuesta.

Las técnicas de depuracidn mas usuales, son :

. Sistemas generales de depuracidn, basadas en la Metodologia
de Fellegi & Oldt (1980)

. Método de estimacién méximo - verosimil : Algoritmo E.M.
. Método general de depuracién CIDAC

Una vez detectado el dato andmalo hay que suplirlo por otro con la
imputacion.

BAntes de pasar a definir qué entendemos por imputacién, damos una
descripcidén breve de algunas palabras que se utilizan :

Por "unidad” entenderemos el conjunto de preguntas de la encuesta que
deben ser contestadas por cada individuo de 1la muestra; también se le
llama registro.

Cada pregunta de la unidad diremos que es una variable, que toma como
valores las posibles respuestas de la pregunta; tambien se le llama campo
o0 item. Esta variable puede ser cualitativa o cuantitativa.

A los registros completos se les denomina donantes y a 1los que tienen
campos con no respuesta receptores.

A los campos gque se utilizan para establecer la relacién entre unos y
otros, campos de control.

Entendemos por imputacién como
. La asignacidn de datos a campos vacios de un registro
. La asignacidén de datos a unidades vacias

. Reemplazamiento del dato de un campo por las de otro del mismo campo
y distinto registro.

4.5.1 Efectos de la imputacidén en 1la estimacién de algin parametro
poblacional

Vamos a estudiar el efecto de 1la imputacién en el sesgo de no
respuesta, cuando estimamos la media , el total y el de una razén
poblacional; para los dos primeros estudiamos el sesgo relativo de no
respuesta, demostrando que es el mismo para ambos estimadores vy
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determinando la pérdida relativa o disminucidén en el sesgo. Asi mismo
estudiaremos los efectos en 1la varianza muestral para uno de los
parametros antes indicados.

En lo que sigue Y: representa las unidades de la muestra en 1las que
hay unidades con no respuesta. Después de realizar una imputacidn
consideramos que :

). & para las unidades que responden
Yi =
X;* para las unidades que no respoden, pero
se les ha imputado un valor

A. En la estimacién de la media poblacional

Consideremos ?n* un estimador de QN , tal que :
E(Yn") = thvr « ¥Yn1 # tnz » Y™

siendo Yn>" una estimacién de Yn> como consecuencia de una
imputacidén. Teniendo en cuenta la proposicién 3.1.2, se tiene :

sesgo{¥n™) = E{¥n™) - ¥Yn = twz (Yn2™ - Ynz) (1)

Vamos a comparar é&ste sesgo con el obtenido antes de 1la imputaciédn,
considerando que :

E(Yn) = Ya1
Proposicién 4.5.1 La imputacidén reduce en términos absolutos o a lo
sumo deja invariante el sesgo de no respuesta en la estimacién de la
media poblacional.

Demostracioén :

Admitiendo 1la hipdtesis de que §N2* estd mds cerca de la media
poblacional de los que no responden, gque de los que responden, podemos
escribir

[Tz = Yuz| € |Ywa - Yoo (2)

y segin la proposicién 3.1.4, como Y, es el estimador antes de la
imputacidn

sesgo(?n) = tws (Yas - Yoz) (3) , supuesto que E{Y¥n) = Yna

Comparando (1) y (3), teniendo en cuenta (2), podemos escribir
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|sesgo(§n*)[ < {sesgo(Y;)l (4)

Si no admitimos la hipétesis, es decir, suponemos que Yn>™ estd mas
cerca de la media poblacional de los que responden, entonces tomaremos

al imputar, como valor de Ywnz™, el valor Yni Y, en consecuencia, la

expresién (2) sera una igualdad y los sesgos iguales
c.q.d

Corolario 4.5.2 Una cota superior del valor absoluto del sesgo después
de la imputacién en la estimacién de la media poblacional, es :
tNZ (YNl - YN’Z)
Demostracidén :

Se deduce de la proposicién anterior, expresién (4) y (3)

c.q.d.
B. En la estimacién del total poblacional
Consideremos Y,.* un estimador de Yn , tal que :
E(Yo.") = N1 . Ymxi +# Nz . Yno™ , siendo Yo2* una estimacidén de Yu=

como consecuencia de una imputacidn.

Teniendo en cuenta la proposicién 3.3.12, se tiene :

sesgo(Yn*) = E(Yn*) - Y¥» = N2 (YNZ* = YNZ) (1)

Vamos a comparar é&ste sesgo con el obtenido antes de la imputaciédn,
considerando que E(Y.)} = Yni

Proposicién 4.5.3 La imputacién reduce en términos absolutos el sesgo
de no respuesta en la estimacién del total poblacional

Demostracién :

Admitiendo 1la hipOtesis de que §Nz* estd mas cerca de 1la media
poblacional de los que no responden, podemos escribir

[Ynz® - Yaz| < Yoz (2)
segin la proposicién 3.3.13, se tiene :
sesgo(Ya) = -1. Na . Yus  (3) , supuesto que E(Ya) = Yra
Comparando {1) y {3), teniendo en cuenta (2), podemos escribir

[sesgo(§n*){ < lsesgo(Y;)t (8)
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Si no admitimos la hipdtesis, es decir, suponemos que Yn-* estd mas
cerca de la media poblacional de los que responden, entonces tomaremos
al imputar, como valor de Yn2*, el valor Yn: y, en consecuencia, la
expresidén {2) quedard en la forma :

‘YNl - YNzt < tszi (5)
y comparando (1) y (3), teniendo en cuenta (5), segquird siendo valida

la expresidén (4)
c.q.d

Corolario 4.5.4 Una cota superior del valor absoluto de sesgo después de
la imputacién en la estimacidn del total poblacional es :
Na. Yaa
Demostracién :
Es una consecuencia de la proposicidén , expresién (4) y (3)

c.qg.d.

Proposicién 4.5.5 El sesgo relativo de no respuesta, después de la
imputacién, es el mismo para el estimador de 1la media que del total
poblacional e igual a la expresidén

Tz (W = W/l - te2(1-W))
donde, W* = Yoz™/Yra YW= Ynz/Ya

Demostracion

Hemos visto que 1los sesgos, después de la imputacidén, para la
estimacién de la media y del total { proposiciones 4.5.1 y 4.5.3 ) son

sesgo{¥n™) = twz {(Yuz™ - Yz )

N> {(Ynz" - Ynz)

sesgo{Y,™)

Utilizando la expresidén para §N e Yw, obtenidas en las proposiciones
3.1.2 y 3.3.12, respectivamente, se sigue :

tvz (Yn2™ = Ynz)/{twa .Yz + trnz.Ynz)

SR(?n*) sesgo(§n*)/ §N

SR(Yn*) Seng(Yn*)/ YN Nz (YNZ* - Ynz)/(N]_.Yn;L + Nz.YNz) =
{ multplicando el numerador y el denominador por N )
= twz (Yw2™ = Ynz)/(twa .Yn1 + tnz.Yna) (1)

SR(Y.™)
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Transformando la expresién {1); esto es, diviendo por Yni:, Obtenemos

la expresién propuesta.
c.q.d.

Proposicién 4.5.6 La pérdida relativa o disminucién, en el sesgo
despues de la imputacién, con respecto al de no respuesta, es :

_ W -w
Para el estimador Yo,* : 1 - | -—-————-- (1)
1-W
W* - W
Para el estimador Y,* : 1 - | -—-——==-- (2)
W

donde, W* = YN’Z*/YNl y W= YNZ/YN1
Demostracion :

Teniendo en cuenta las proposiciones 3.1.4 , 3.3.13 y 1lo indicado al
principio de los puntos A y B, podemos escribir :

]sesgo(Y ) o- isesgo(Y * )[ | tvz (1 - W) [ =] tez (W - W) |
|sesgo(Yn) | | tvz (1 -W ) |

| 1-W | - | W -w|

S . = (1)
| 1-w |

Para el otro estimador :

|sesgo(Yan)| - |sesgo(Y.™ )] -1tz W | - |tz (W5 - W) |

c.qg.d.

C. En la estimacidon de la razén poblacional

Consideremos R,™ un estimador de Ry , tal que :

E{Rn™) = {(Yni1 + Yn2")/Zn , siendo Yn>" una estimacidén de Yn- como
consecuencia de una imputacién y Zyx el total poblacional de la variable 2
conocido.
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Teniendo en cuenta la definicidén 3.4.17, se tiene :
sesgo{R,”™) = E{Rn™) - Ry = Cnz (Rn2™ - Rnz) (1)

Vamos a comparar  éste sésgo con el obtenido antes de 1la imputaciédn,
considerando que E{R.) = Rn2

Proposicién 4.5.7 La imputacidn reduce, en términos absolutos o a lo
sumo, deja invariante el sesgo de no respuesta en la estimacién de 1la
razén poblacional

Demostracién :

Admitiendo 1la hip6tesis de gque Rn>* estd mds cerca de la razdn
poblacional de los que no responden que de los que responden, podemos
escribir

lRNZ* - anl < ‘RNl - RNZI {2)
segun la proposicidén 3.4.18, se tiene
sesgo{Rn) = Cnz {Rni - Rna2) {(3) , siendo E{Rn) = Rma
Comparando (1) y (3), teniendo en cuenta (2), podeemos escribir
|sesgo(R.")| < |sesgo(Ra)| (4)

Si no admitimos la hipdtesis; es decir, suponemos gque Ryz” estd mas

cerca de la razdn poblacional de los que responden, entonces tomaremos

al imputar, como valor de Rwnz>™, €l valor Ryi ¥, en consecuencia, la

expresion (2) serd una igualdad y los sesgos iguales.
c.q.d

Corolario 4.5.8 Una cota superior del valor absoluto del sesgo después
de la imputacidén en la estimacién de la razon poblacional, es :
' CNZ (RNl = RNZ)
Demostracién :

Se deduce de la proposicidén anterior, expresién (4) y (3)

D. En la varianza muestral

En el corolario 3.2.9 establecimos la descomposicién de la varianza
ajustada muestral frente a la no respuesta. Si consideramos que hemos
realizado una imputacidn, el estimador de la media poblacional tendra una
expresion del tipo :

Yo = na/n . Yai + D2/n . Yuoo {1) , siendo Y,>* = I X:"/n»
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Veamos la expresidn que toma la varianza ajustada muestral después de
la referida imputacién

Proposicién 4.5.9 La varianza ajustada poblacional, despies de una
imputacién, toma la expresidn :

Sn% = 1/(n-1) .[{n1-1).S412 + N1.Yn1%2 + 0> . A - n . Y,2 ]

N>
con A= X2 / n,

i=1
Demostracién :

La varianza ajustada muestral de los que no responden, S.-2, una vez
realizada la imputacién, tendrd por expresioén :

N>
Sn2% = 1/(n>-1) . T { Xi™ - Ya2™ )2 =
i=1
1/(nz-1) . ( EXa™2 = 2 . E Xs™ . Yao® + L You™2 ) =

1/(1’12"1) . ( N> . A - N, . Ynz*2 ) (2)

teniendo en cuenta que

N> _
A= X:*2 / n, Y Ynx™

Z Xi*/n,

i=1

Por otro lado, de la expresidn (1) deducimos que :

Y.z™ = n/nz . Yo - nl/nz e Ynu (3)

Sustituyendo (2) en la expresién obtenida en el el corolario 3.2.9, se
tiene :

(n-1). 5n2 = (N1-1).5n12 + 01 (Yo - Ya)2 ¢+ 0o . A - Ny . Yon*2 +
nz.(Ynz*‘Yn )2 =

sustituyendo (3) en ésta expresién y simplificando se obtiene la
expresién propuesta.
c.q.d.

Corolario 4.5.10 Una expresién simplificada de 1la varianza ajustada
muestral, despues de una imputacidn, es :

Sn2 = nl/n( Sn12 + Ynlz ) + nz/n . A - Yn2
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Demostracidn :

Tomando como aproximacién de n-1, n y de n;-1, n; en la expresidén
obtenida anteriormente, se sigue la expresidn propuesta.
c.q.d.

4.5.2 Métodos de clasificacién de unidades, en muestras con no
respuesta, antes de la imputacién

En algunas de las técnicas de imputacién que estudiaremos a
continuacién, las unidades son clasificadas en grupos, para después
imputar dentro de cada grupo a las unidades con no respuesta. Estudiamos
tres técnicas de clasificacién : Postestratificacién, Area de balances y
celdas ponderadas.

Postestratificacion

Dada una muestra muestra aleatoria simple de extensién n, procederemos
a clasificar las unidades que la componen formando L estratos en la
muestra. Los tamaflos de los estratos, Ni, a nivel poblacional, pueden
obtenerse de manera bastante exacta a partir de las estadisticas
oficiales.

- -— L.
En lugar de la media muestral Y., usamos la estimacién : Y, = £ W,.Y,

donde Y, es la media del estrato i y Wy = N;/N.

Este método es casi tan preciso como el muestreo estratificado
proporcional {Cochran, 1%977), siempre que :

* La muestra sea razonablemente grande {( Cochran, indica el nimero de
20 unidades o mds por estrato ).

* Los efectos de los errores en las ponderaciones W, puedan ignorarse.
Para evaluar la eficiencia de la postestratificacién, Thonsen y Siring
(1983) obtiene una expresién del sesgo de no respuesta, en la forma :

- L - - ) — -
sesgo = 1/t . LI Yoia. Wi (tnil-t) + I (YNil - YN‘iZ) Wi. (l-tnil)

- L.
donde t,;i: es la tasa de respuesta en el estrato i y t = I Wi.tnia

ademds, Ywnii Y Yni> son las medias poblacionales de los que responden
y no responden, respectivamente, en el estrato i con n; unidades en é&1.

La primera componente del sesgo puede ser estimada por la muestra,

pero no la segunda al ser desconocida la media muestral de los que no
responden.
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Areas de balance y clases de ponderaciones

Un area de balance es un drea geogrdafica, que puede ser a su vez un
estrato individual, un grupo de estratos, una provincia, una unidad
muestral primaria 6 un conglomerado (Oh y Scheuren,1983 y Plateck,1986 ).

Una clase de ponderacidém es una agrupacién de unidades muestrales con
unas caracteristicas comunes { tipos de vivienda, grupos especiales de
renta,...) sin tener en cuenta la localizacidén geogrdfica 6 el &rea en el
marco de la muestra.

La definicién de una u otra es preferible en la etapa de planificacién
antes que en la etapa de procesamiento, dado que eligiendo la primera
etapa se pueden realizar ajustes agrupando dreas si es necesario, bien
porque la tasa de no respuesta sea baja, bien porque 1la muestra sea
demasiado pequeifia.

El esquema para estimacién después de 1la imputacién, utilizando
cualquiera de estas dos técnicas de clasificacién, es el siguiente :

Y =LY, estima el total de una caracteristica

b

Para un area de balance b, se tiene :

Nin Miysn
Yb = X Wi . Xi . 1/“.1 + I Wj . Xj* . 1/“j
i+ap

ni , N5 son las probabilidades de inclusién
X; y X437 son unidades que contestan y las que son imputadas
Niy unidades que contestan

u unidades que han sido imputadas, dentro de las que no contestan

4,5.3. Técnicas de imputacidn
Las técnicas para imputacién de datos podemos diferenciarlas en dos

tipos generales. En ambas, el objetivo es el de predecir el mejor valor a
asignar a un campo de un registro

A. Las que utilizan los valores existentes en algin registro de la
variable a imputar o relacionados con ellos :

A.1l., Sustitucién

Con ésta técnica se pretende sustituir la no respuesta por un valor
conocido de las unidades o relacionado con ellas. Comprende tres

subtécnicas :
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A.1.1. Sustitucidén por la media

Sustituye las unidades con no respuesta por la media de las unidades
que responden { Bailar et al. 1978 ).

A.1.2. Sustitucidn por duplicacién

Sustituye las unidades con no respuesta por un subconjunto,
aleatoriamente seleccionado, de unidades muestrales con respuesta. La
técnica es la siguiente :

Sin, yn: son el nimero de unidades que responden y no responden,
respectivamente, en la muestra, 1los diferentes subconjuntos que podemos
formar para sustituir las unidades que no responden por unidades que
responden es, para el caso en que n; 2 n, : Cn, , n donde C indica las
combinaciones.

Para el caso en que n, < n» , cada unidad de los que responden deberd
ser usada el menor numero posible de veces, de la siguiente forma :

Se determina K, tal que :
n =K .n, +m K es un nameroc entero y m < n,
con lo cual :

n: - m unidades que responden se utilizardn K veces y
m unidades que respondem se utilizaran K+1 veces

esdecir : nz =K. {n, -m )+ {(K+1). m

A.1.3. Sustitucidn utilizando variables auxiliares

Se sustituye las unidades con no respuesta por datos histéricos ( que
pueden ser del més anterior ) o por datos que provienen de fuentes
externas : Administrativos, de otras encuestas, del censo.. etc.

A.2. Métodos de regresidn

Asignan a los campos con datos faltantes el valor de prediccién (valor
medio condicionado a los datos del registro) de modelos del tipo :

Xj = a + bl.Xl + bz.Xz + b3.X3 k SEP + bk.Xk + & (1)

onde X; es la variable dependiente con campos a imputar y las variables
restantes X; ( i<>j ) son los donantes.

Debe existir una fuerte correlacién entre estas variables y la

variable dependiente. En general el modelo (1) da lugar a un conjunto muy
extenso de procedimientos de imputacidén que dependen de :
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* El subconjunto de registros a los que se apligue el modelo

*# El tipo de regresores en el modelo

* Los supuestos sobre la distribucidn y los pardmetros del término
aleatorio ¢

En particular si al modelo (1) 1le afiadimos una perturbacién e,
aleatoria, es decir :

X5 =a + b:.Xy + b2.X2 + ba.Xs + ....... + b X + €;

Obtenemos el modelo de regresidon aleatorio.

Los residuos e; se calculan por uno de estos métodos :

* Se obtiene una muestra aleatoria de tamafio n, = n2 de individuos que
no responden en la muestra de extensién n, entre el total de individuos

ni, = n2 de individuos que responden y se suman a los valores estimados.

* Se obtiene aleatoriamente una muestra de tamafio n., de una
distribucidén N{ 0, S* ) donde S2 es la varianza residual entre los n,

A.3. Método de Buck
Es un método de estimacidn que consiste en :
1) Estimar el vector de medias con las n, observaciones completas

2) Estimar el valor de la variable a imputar en 1la observaciénm i,
volviendo al paso 1)

Afiade, ademds, un término de correccidn para los términos de la matriz
de varianzas y covarianzas con objeto de obtener estimaciones insesgadas
de éstos {(Villar y Bravo, 1990).

B. Las que utilizan un conjunto de campos - variables de control- de
la encuesta. En todas ellas hay un registro donante :

B.1. Imputacidén determinista o deductiva

Se aplica en situaciones en 1las que las respuestas que faltan se
pueden deducir del resto de 1la informacidn proveniente del conjunto de
datos

B.2. Fichero caliente { Hot - Deck )

Consiste en sustituir un valor que falta por otro existente en la
muestra. La eleccién no es aleatoria entre todas las unidades de la
muestra, sino que previamente se realiza una clasificacidén de estas por
grupos disjuntos, de forma que sean lo mds homogéneas posibles dentro de
cada grupo.

Una vez que estamos dentro del grupo, la asignacidén puede hacerse :
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* Secuencial : El donante recibe el valor del registro anterior o
posterior. Esto exige facilitar valores iniciales para cubrir la
eventualidad de que el primero o el Gltimo del grupo sea receptor y no
tenga donante.

* Aleatorio : Se elige al azar de entre los donantes del grupo

Dado que con estos supuestos estamos admitiendo que 1los valores
faltantes siguen la misma distribucién que los que responden dentro de su
grupo, las variables de clasificacién deben ser muy restrictivas y estar
correladas con los valores que faltan y con los que contestan.

Hay una variacidon a éste método, Hot - Deck modificado, consistente
en que la clasificacidon de las unidades muestrales en grupos se realiza
mediante un considerable nimero de variables. La asignacidén del donante
se hace en base a que el receptor coincide con él en' todas las variables
de clasificacidn. De no encontrarse ninguno, se eliminan algunas
variables en orden de menor importancia para de ésta forma conseguir un
donante a un nivel inferior.

Con éste método reducimos el sesgo de no respuesta al estimar un
parametro poblacional; en efecto al clasificar las unidades muestrales en
H grupos e imputar dentro de cada grupo las unidades que no responden, el
grupo es mas homogéneo. Para cada grupo tendremos :

Qi es la media muestral del grupo, que estima la media poblacional del
grupo, denotada por u; . Sea w; la proporcidn de unidades de la muestra
que caen en el grupo, tal que E(wy) = W., proporcién de unidades en la
poblacidn.

El sesgo para éste grupo, serd : E(Y,) - pms = Bs

Para el conjunto de grupos tendremos :

Y =L Y;.w; que serd el estimador de la media poblacional p, tal que
B =L pa.Wy

El sesgo del estimador sera :
E(Y) ~-p=E(ZV¥sWs )- ZpaWs =ZI (E(¥i) - pa )Wy = I Wi.By

Como B: se reduce, al ser el grupo homogéneo, también se reduce el del
conjunto.

B.3. Donante

Estd indicado cuando intervienen variables cuantitativas. En éste
procedimiento se define wuna funcién distancia que mide el grado de
proximidad entre cada posible registro donante y receptor. Una vez
seleccionado el donante se imputa, en bloque, los valores del donante en
los campos a imputar del receptor.
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B.4. Imputacién miltiple
Con la imputacidén, si P es un pardmetro poblacional, obtenemos un
estimador p de éste, siendo VAR{p) su varianza. Si repetimos el proceso

un nuimero determinado de veces I, obtenemos en cada ocasidén 1los
estimadores :

( p+ ,VAR(pi) )

La imputacién miltiple (Rubin, 1986), contempla que el estimador de P,
después de I imputaciones es :

I
P* = L pi/l , Siendo su varianza VAR(p™), la suma de estos dos

1=1
términos :
I
* La media de las varianzas : L VAR(p.i)/I

i=1

X
* La varianza de los pi:, estoes : I { p. - p* )2/(I-1)

i=21
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CAPITULC II

ESTIMADORES POBLACIONALES, CON EL MARCO NO DEPURADC, A TRAVES DE UNA
MUESTRA CON NO RESPUESTA

1. Introducciodn

En un sentido amplio la finalidad de una encuesta por muestreo es
obtener informacién para satisfacer una necesidad definida; sin
embargo, frecuentemente, el interés se centra en cuatro
caracteristicas del universo de la poblacién bajo estudio. Estas son :
Poblacidén total, media de 1la poblacidén, proporcidén y razén de la
poblacién. Las poblaciones que se consideran son finitas en el sentido
de que el nimero de unidades que contiene es limitado.

El objetivo pues de una encuesta por muestreo es el de obtener una
estimacidén, puntual o por intervalos, de algunos de los pardmetros
poblacionales { dejando al margen el interés en estos ultimos afios por
estimar la forma o tipo de distribucidn de origen, utilizando técnicas
no paramétricas, basadas en los procedimientos de niicleo Kernel ).

El problema surge cuando, al seleccionar una muestra, algunas de
las unidades no responden para una caracteristica en particular. No es
correcto basar 1los resultados de 1la encuesta fnicamente en las
unidades que respondieron, dado que quienes no lo hicieron son
diferentes de los otros.

Dentro de los diferentes tipos de muestreo y considerando que hay
elementos de la muestra que no responden, nosotros en éste capitulo
hemos elegido tres de ellos :

Para el primero, muestreo sin reemplazamiento de tipo aleatorio
simple, proponemos un conjunto de estimadores directos, cada uno con
una hipdtesis que lo caracteriza, para la media y el total, tanto de
la poblacién como de la poblacién de los que responden y los
comparamos en cuanto a precisién y exactitud ( eficiencia vy
acuracidad, respectivamente ).

En la eleccidn de estos estimadores han influido diversos factores,
siendo el principal de estos el considerar las diferentes situaciones
en las que nos podemos encontrar, en muestras con unidades que no
responden y su correspondiente tratamiento para determinar un
estimador : Sustitucién por cero; sustitucidon con una variable
auxiliar, eliminacidn, eliminacidn pero considerando el tamafio de la
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Con los otros dos métodos de muestreo elegidos, muestreo
estratificado y muestro de conglomerados bietdpicos, planteamos las
mismas hipétesis que en los estimadores anteriores para cada uno de
los estratos/conglomerados y proponemos estimadores directos tanto
para la media y el total del conjunto poblacional como de la poblacién
de los que responden.

Asi mismo, proponemos una generalizacién del estimador de Hansen y
Hurwitz para estos dos dltimos tipos de muestreo. Ademds, para el
muestreo estratificado y con éste estimador, proponemos diversas
consideraciones segin que la estratificacién sea proporcionada o
desproporcionada, estudiando en éste Gltimo caso dos cuestiones:

a) La afijacién ©6ptima, como medio de asignar fracciones de
muestreo a los estratos, con el objetivo de obtener la minima varianza
del estimador.

b) La afijacién dptima con funcidén de coste, como medio de asignar
fracciones de muestreo y tasa de submuestreo a los estratos, de tal
manera que el coste esperado sea minimo para un valor determinado de
la varianza del estimador.

La notacién que vamos a emplear en el desarrollo de éste capitulo
es, a parte de la indicada en el capitulo anterior, la que sigue :

A) Para un estrato / conglomerado "i”

N; = Namero de unidades, tal que N = I N,

i

Y~i = Total poblacional, tal que Yo = I Yuu

i

Y - Yni, Ns

media poblacional

Wws = Ni / N = ponderacitn
N:: = Nimerc de unidades que responden
Ni2> = Nimero de unidades que no responden

Ynii1 = Total poblacional de las unidades que responden

Yni2 = Total poblacional de las unidades que no responden

Yni: = Media poblacional de las unidades que responden
§Ni1 = Media poblacional de las unidades que no responden
v =

N:i1 / Ni = Tasa de respuesta
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tn11 = Nia / N3 = Tasa de respuesta

twiz = Ni> / Ny = Tasa de no respuesta

i

B) Para la muestra del estrato / conglomerado "i"

n; - Nimero de unidades de la muestra

fi1 = n, / Ni = Fraccidén de muestreo

ni; = Nimero de unidades de la muestra que responden
Ny, = Namero de unidades de la muestra que no responden
Ui = Niz / ki = Total de unidades de 1a submuestra para obtener

informacién de los que no responden
ki = Tasa de submuestra
Y.i1 = Total muestral de las unidades que responden

Yni> = Total muestral de las unidades que no responden

Yni1 = Media muestral de las unidades que responden

Media muestral de las unidades que no responden

Ynil

tn1: = Niy / n; = Tasa de respuesta

Tasa de no respuesta

thiz = Niz / Ny

Por otro lado, si denotamos por Y una caracteristica a estudiar en
una poblacién con N individuos y extraemos una muestra de extensidn n sin
reemplazamiento, de tipo aleatorio simple (m.a.s.), se sigue :
_ La media muestral Y. es un estimador insesgado de la media poblacional
Y~, siendo la varianza de éste estimador :

VAR(Yn) = 1/n. (1 -n/N) .S =1/n. (1-f) . S:2

f = n/N es la fraccién de muestreo y Sx® la varianza ajustada o cuasi

varianza poblacional, cuya expresion es :

N -
(Y- Yn)?

85



La varianza ajustada muestral tiene por expresién :

(Y -Y. )2

5.2 = Yy es un estimador insesgado de Sy2
en éste tipo de muestreo

por lo que un estimador insesgado de VAR(Qn) es :
* —_—
VAR{Yn) =1/n . (1 - f ). 8.2
De forma andloga Yn = N.?n es un estimador insesgado del total
poblacional Yy, siendo la varianza de éste estimador :

VAR(Yx) = N2. VAR(Y.)

y una estimacidn insesgada de ésta :
* £

VAR(Yn) = N3/n . (1 - f). 8,2

2. Estimadores directos o expandidos de la media y del total de una
poblacién finita, a través de una muestra aleatoria simple con no
respuesta.

En lo que sigue en éste apartado estudiamos y proponemos diversos
estimadores de la media y del total.

Con el fin de concretar las hipotesis de partida para cada estimador,
los hemos denotado con letras mayisculas A, B, C..., de modo que podamos
identificarlos para un uso posterior.

Consideramos que el marco muestral, como conjunto de unidades de
muestreo a partir de 1las cuales seleccionamos la muestra, estd no
depurado.

La depuracidn del marco conllevaria la eliminacién de todos los
individuos que no responden en el total de éste, siendo necesario conocer
tales unidades.

2.1. Estimador A :

Si fijamos la fraccidén de muestreo f, el tamafio n de 1la muestra con
no respuesta permanece fijo, por 1o que el resultado es una muestra con
igual probabilidad para cada elemento. Procederemos a asignar a cada
unidad Y. de la poblacidén el siguiente valor :

Xs Si la unidad responde

Y1=
0 Si la unidad no responde
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Definicidén 2.1.1 Estimador directo o expandido de

a) la media

b) el total : A:Yw = N.Y.

*

que en lo que sigue, los expresaremos por Yo e Yy ;, respectivamente

2.1.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién

Yy de los que responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez de cada uno
de ellos.

- Proposicién 2.1.2 §n es un estimador insesgado de Y» y sesgado para
Y~i1, sSiendo el sesgo igual a :

—l.th. YNJ_
Demostracion :
E(Y.) =Yy (ma.s.) (1)
Por otro lado
n nl
Yy Z X
- i=1 i=1 - —_
Yn = = = iy / n . Ynl = tnl-Ynl (2)
n n

Como E(Ynl) = YNl Y E(tnl) = tN]_ Y (2) ==> E(Yn) = tNl YNl
que es otra forma de expresar (1)

El sesgo del estimador para el parametro poblacional Y. viene
definido por :

$68g0(Yn) = E(Yn) - Yas = -1. Yaa (1 = taa ) = =Lotwz. Yo
es decir, es directamente proporcional a la tasa de no respuesta

poblacional
c.q.d.
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Proposicién 2.1.3 Y. es un estimador insesgado de Yy y de Yuni

Demostracioén :

E(Yx) = E(N.Ya) = N . E(Ya) = N.Yw = Y ( proposicién 2.1.2 )
Utilizando la misma proposicidn, deducimos :

E(Yn) = E(N.Yn) =N . E(Yn) = N. Nl/N. YNl = Nl. YNl = YN’l
c.q.d.

2.1.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones
Damos una expresién de la varianza de cada estimador y de una

estimacién de ésta. Proponemos despues una descomposicidén de la varianza
en suma de términos que dependen s6lo de las unidades que responden.

*

Proposicién 2.1.4 Las varianzas de Y, e Yy, son respectivamente

VAR (Yn) = 1/n . (1 - £). Sn®  estimada por :
VAR (Ya) = 1/n . (1 - £). 5.2
VAR (;N) =N*/n . (1 - f). Sy estimada por :
VAR (Ya) = N2/n . (1 - f). 5.2

Demostraciodn :

Respecto de 1la varianza del estimador Y., como la muestra de
extensidén n es la de una m.a.s., tendrd la varianza de ésta segin lo
indicado al comienzo de éste apartado.

~

Respecto de la varianza de Yy, se tiene :

VAR (Yx) = VAR { N.Y. ) = N2. VAR (Y.)

* *

VAR (Yw)

"
it

1
1

VAR ( N.Y. ) = N2. VAR (Y.)

y de la proposicidén 2.1.2, se deducen las expresiones antes indicadas.

t.q.d.

Definicién 2.1.5 La varianza de 1las unidades que responden en la
muestra y de las unidades que responden en el total de la poblacidén, asi
como las varianzas ajustadas respectivas, vienen expresadas por :

VARn: = 1/ny . L ( Xy = Yoy )2 =
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nl - n
I/my (£ X422 - 2, Ypao 2 X3 + 1

Ynl2 ) =
i=1 i=1 i=1
- ni
dado que Y. = 1/n,. I X; , se sigue
1=3
nl -
1/n1 ( Z Xiz - N . Ynlz ) =
=1
nl -—
I/ny (£ Xi2 ) = Ya,2
i=3
N1 -
VARwa = 1/N1 . Z ( Xy = Yaa )2 = ....( como el anterior )
i=21

N
1/N1 ( E Xiz ) - YN12

Asi mismo, se tiene que :
Sn1® = Na/(Na-1) . VARwa ¥ Sn1® = N2/(N2-1) . VARn:

varianza ajustada del total de unidades que responden en 1la poblacidn
y en la muestra, respectivamente.

Utilizamos estas expresiones para descomponer la varianza de los

e —_—

estimadores Y e Y. en suma de dos términos que dependen sdlo de las
unidades que responden, tal y como sugiere Kish {1965)

Proposicién 2.1.6 Para el estimador Y,, su varianza podemos
expresarla de una de estas dos formas :

VAR ( Yn ) = (1-£) . 1/n . Na/(N-1) . ( VARws + tws Yea? )
o) (1)

VAR( Y ) + (1-£) . 1/D . tws . ( Swi® + tws . Taa? )
¥ su estimacién por :

VAR ( Yn ) = (1-) . 1/n . na/(n-1) . { VARua + tus Yos® )
5 (2)

VAR( Y ) ¢ (1-£). 1/0. ta: . ( Sma® + tus . Yai? )
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Demostracidn :
Descomponemos Sn2, en la forma :

(N-1).5x® = L ( Yi - Yy )2 =

i=1

- N N -
YiZ - 2- YN. 2 Yi + I YN2 =

[ne 2N

- N
dado que Yy = 1/N. I Y, , se sigue

i=1

N - - -
(z Yiz - Nl . Yle) + ( Nl. YN12 - N . YN2) =
i

N N
Como £ Y;2 =71 X,2

i=1 i=21

el primer término es VARn, segun la definicién 2.1.5 ; por otro lado,

N -
YN = 1/N. Z Yi = Nl/N- YN1' se Sigue

ima
Ni. VARwa + Na. Yaa? . ( 1 - Na/N) =
Ni.( VARwi + twz. Yas? ) =
tenemos pués que
Sn® = 1/(N-1). Ni.( VARwa + twz. Ya:? ) (3)

{ Para otra demostracidén mds inmediata, puede utilizarse el corolario
3.2.8 del capitulo I, teniendo en cuenta la situacién en la que estamos )

Para la segunda descomposicidén de (1) wutilizamos la proposicién 3.2.7
del capitulo I, teniendo en cuenta que :

?Nz = 0, ?N = Nl/N . ?Nl Y SN22 = O

por lo que obtenemos la expresidn para la varianza ajustada poblacional
de :

Sw? = (Ni = N)/(N-1) Sya2 + N1 /(N-1).(1 - Na/N) Yaa® (4)
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teniendo en cuenta que N;-1+ N y N-1 + N y la definicidén de tasa de
respuesta y no respuesta poblacional, se obtiene de (4):

SN2 + thr Sle + thvar . tnz Yle (5)

Finalmente, tomando como referencia la expresién de VAR (?n) en la
proposicidén 2.1.2 y sustituyendo en ella las expresiones (3) o (5),
obtenemos la descomposicidén de la varianza propuesta en (1)

La descomposicién de VAR (Y,) es andloga a la anterior

c.q.d.

x

Proposiciéon 2.1.7 Para el estimador Yy, su varianza podemos
expresarla como :

VAR { Yo ) = (1-£). N2/n . Na/(N-1) . ( VARw: + twz Yas2 )
5

VAR( Y. ) + (1-f). N2 /n. tw1 ( SN12 + taz Yle )

y su estimacién por :

VAR ( Ya ) = (1-f). N°/n . na/(n-1) . ( VARua + tus Yus? )

-

O

VAR( Yn ) + (1-f). 1/n. ta: . { Smi® + tnz .« Yni? )

Demostracidn :

Es consecuencia de la proposicién 2.1.4 y de la descomposicidn de
Sx® ¥ Sa® en la proposicién 2.1.6

c.q.d.

2.2, Estimador B :

Fijamos la extensién de 1la muestra en n unidades y sustituimos las
unidades que no contestan Y; en la muestra, por otras elegidas al azar de
entre las que se saben que contestan X;, a través de una variable
auxiliar { se conoce N, ).

Definici6n 2.2.8 Estimador directo o expandido de

a) la media
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b) el total : B:Yw: = Ni . Y.

que en lo que sigue, los expresaremos por Y. e Yai , respectivamente

2.2.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién
y de los que responden. Estudiamos la sesgadez 6 insesgadez de cada uno
de ellos.

— *

Proposicién 2.2.9 Y. e Yn: son estimadores insesgados de la media
y del total de la poblacidén de los que responden. Son sesgados respecto
de la media vy total poblacional, siendo el sesgo del primer estimador
igual a :

tvz { Yoo - Yoz )
Demostracidn :

1

Xi . l/Nl = YN]_

[ne -4

E(Y.) = 1/n £ E(X.) = 1/n . n .

i=3 i=1

E(YNl) = N]_- E(Yn) Nl. YN]_ = YN-]_
El sesgo del estimador, para 1la media poblacional, viene expresado
por:

sesgo (Yn) = §N1 - §N, y de acuerdo con la expresion obtenida en la
proposicién 3.1.2 del capitulo I para la media poblacional, se tiene :

sesgo {Yn) = tnz {(Yn1 - Yz )
c.q.d.

2.2.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones

Damos una expresiéon de 1la varianza de cada estimador y de una
estimacién de ésta. Dado que la expresidn de las varianzas depende sélo
de las unidades que responden, no procede una descomposicidén como la
indicada en las proposiciones 2.1.6 y 2.1.7 sino tan sélo relacionar la
varianza ajustada Swi® con VARn: ¥y Sai1? con VAR,.: a través de las
relaciones usuales.

. *x
Proposicién 2.2.10 Las varianzas de Y, e Yni, Son respectivamente

VAR (Y..)

1t

1/n . {1 - n/N; ). 5x12 estimada por :

VAR (Yo) = 1/n . (1 - n/Na ). Sna®
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VAR (Y1) N.2/n . {1 - n/Ny). Sn1? estimada por :

VAR (YNl) le/n . (1 - n/Nl)- Sn12

Demostracién :
VAR  (Ya) = E[Ya - E(Ya)]® = E [Yn - Yas]® =

E[l/n. I X:s-n/n¥Ywl® =

i=1

1/n2 . E[ E(Xi‘;Nl) ]2

i=1

Si Z; = X; - Yni, tendremos :

VAR (Yo) = 1/n® . E[ L 2, 12=1/n® E (L 2.2+ 2L L 24 .12y ) =

1=1 i=1 1=1 3>1

1/n2 [ EL Z2:242.Ca,2 . E(Z:. Z3) ] (1)

i=3

donde C,,>, representa las combinaciones de n unidades tomadas de dos en
dos. Como :

2:2 ==> E (L 2:2 ) =n/N. . L Z;2 (2)

[l
[
S~
2
"
12

E(Z,%)

E (21.25) = Ex (Z1.E2( Z5 )) (3)

siendo E.{( Z; ) = E (245 / 2i) { 2y / Z, es Zy condicionada a 2, ) ¥y

N1 -
Ez( Zj ) = 1/(N1‘1) . L Zj = —l/(Nl-l). Zi 7 dado que Zi = Xi - YNl

i<>3
N1 N1 N1
Yy LI Z2: =2 X; -~ N1.Yua = 0 y en consecuencia : Z 2, = 0 =ZI Z; + Z;
i=1 i=1 i=1 i<>3

Podemos expresar {3) , en la forma :

E(2: .23) =Es ( -1/(N1-1) . 2;% ) = -1/{(N,-1) . 1/N,. L Z,2 (4)
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Asi pues, sustituyendo (2) y (4) en (1)

VAR (Qn) =1/n*.[ n/N, . L ;iz + n.{n-1) . -1/(N1-1) . 1/N;. L Z,2]

i=1 i=1

1/n. 1/N: . [ 1- {(n-1)/{N.-1) ]. glziz

i=1

1/n. 1/N2 . (N1 - n)/{N:-1). NlZiz

i=1

N1

I/n. (1 - n /Ny) . T 2:%3/(N.-1)

1/n. {1 - n /N1) . Sn12 c.q.4.

Para obtener la estimacién de VAR (?n), s6lo hay que tener en cuenta
que E{S5,1%) = Sya2

Respecto de la varianza de Yni., Se tiene :

VAR (Yn1) = VAR { Ny.Yn ) = Ni2. VAR (Y.)
VAR (Y1) = VAR { Ni.Yn ) = N:2. VAR (Y.)

y de la primera parte de ésta proposicién se deducen las expresiones
antes indicadas.

2.3. Estimador C :

Fijando en n la extensién de la muestra, eliminamos de ésta las
unidades que no contestan (Y:), reduciendo a n; el nimero de unidades
muestrales, que son las que contestan (X,) ( se conoce N;).

Definicién 2.3.11 Estimador directo o expandido de

a) la media

ni
L X:

i=31

N,

b) el total : C:¥n: =N, . ¥Ya
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que en lo que sigue, los expresaremos por Y. e Ywi , respectivamente
2.3.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién
y de los que responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez de cada uno
de ellos.

Proposicidén 2.3.12 §n e Yn: son estimadores insesgados de la media
y del total de la poblacién de 1los que responden. Son sesgados respecto
de la media y total poblacional.

Demostracioén :

Andloga a la proposicién 2.2.9
c.qg.d.

2.3.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones

Damos una expresién de la varianza de cada estimador y, de una
estimacion de ésta. Como la expresién de las varianzas depende sélo de
las unidades que responden, no procede una descomposicién como la
indicada en las proposiciones 2.1.6 y 2.1.7 sino tan sdlo relacionar la
varianza ajustada Sxi:®? con VARn: Y Sni® con VAR, a través de las
relaciones usuales.

Proposicidén 2.3.13 Las varianzas de Y. e Yni, son respectivamente

VAR (Yn) = 1/n, . {1 - ny/N; ). Sma2 estimada por :
VAR (Yn) = 1/1’11 . (1 - nl/Nl ). Sn12
VAR (Yn1) = N2®/n; . (1 - n1/Ni). Sni? estimada por :
VAR (YN’l) = le/nl . (1 - nl/Nl). Snlz

Demostracidn :

La primera parte es andloga a la indicada en la proposicién 2.2.10,
cambiando n por n,

Para la sequnda parte, las expresiones indicadas se obtienen al
utilizar las relaciones entre las varianzas de ambos estimadores.
c.q.d.
2.4, Estimador D :
Nosotros proponemos que fijando en n la extensién de la muestra,

eliminamos de ésta las unidades que no contestan, pero teniendo en cuenta
que la muestra es de extensidén n ( se conoce N,).
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Definicidén 2.4.14 Estimador directo o expandido de

a) la media (denotamos por X: las unidades que contestan)

nl
L X;

i=1

n

b) el total : D:¥n: = N1 . Ya

en lo que sigue los expresaremos por Y. € Yai , respectivamente

2.4.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién
y de los que responden. Estudiamos la sesgadez 6 insesgadez de cada uno
de ellos.

Proposicién 2.4.15 Y, e Y. son estimadores sesgados de la media y
del total de 1la poblacién de los que responden y de la media y total
poblacional; siendo el sesgo del primero, a la hora de estimar la media
de los que responden y la media poblacional, respectivamente

=1 . thz . Y2 Y (tnr = twa) . ¥Yn1 - tnz . ?NZ

Demostracion :

- nli N - -
E(Yn) = 1/1‘1 z E(Xi) 1/n . Ny Z Xj_ . 1/N1 = nl/n- YNJ_ = tn]_. YNl

i=1 i=3

E(YN]_) = Nl. E(Yn) tnl. Nl. YNl = tnl. YNl

El sesgo del estimador de la media de los que responden, viene
definido por :
$6Sg0(Yn) = E(Yn) - Yo = -1 . (1 = 02/0) . Yas = -1 . tus . Yes ;

es decir, es directamente proporcional a la tasa de no respuesta
muestral t.-

El sesgo del estimador de la media poblacional, viene definido por :

Seng(Qn) = E(Yn) - YN = tnl.YN1 - YN = (tnl - tNl)-?Nl - tnz . ?Nz
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teniendo en cuenta 1la proposicidén 3.1.2 del capitulo I .

2.4.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones

Damos una expresion de la varianza de cada estimador ¥, de una
estimacién de ésta. Como la expresién de 1las varianzas depende sélo de
las unidades que responden, no procede una descomposicidén como la
indicada en las proposiciones 2.1.6 Y 2.1.7 sino tan sélo relacionar la
varianza ajustada Sy:2 con VARn: ¥ Sna:2 con VAR.: a través de las
relaciones usuales.

Proposicién 2.4.16 Las varianzas de V. e Y~1, son respectivamente

VAR (?n) =1/n . (1 - n,/N, J. ni/n. Sp.2 estimada por :

VAR (Y.) /0. (1 - ny/Ny ). na/n. S.y2

VAR (Y¥n1) = Ni2/n . (1 - na/Ny). ni/n. Sn1? estimada por :

VAR (Yn1) = N.2/n . (1 - n:/Ni). n,/n. §.,2
Demostracidn :

VAR (Y.) = E[Y. - E(Y.)]> = E[v, - N /n.Ya1]? =

nl1

E[1/n . 2% - na/n.Yae]? =

i=1

1/n? . E| E?xi-§N1) 12

i=1

S1 Z; = X; - Yni, tendremos :

- nl nl nl
VAR (Y,) = 1/n®  E[ L 2, ]2 = 1/n® E (£ 2,2 + 27 L2y .2,) =
i=1 i=1 i=1 4>4
nl
1/n2 [ EZ Ziz + 2. Cn1,2 . E(Zi. Zj) ] (l)
i=1

donde C,,, > representa las combinaciones de n: unidades tomadas de
dos en dos. Como :

t

N1
1/Ny . I 2,2

i=1

E(2,%)

E (Zi.Zj) El (Zi-Ez( Zj)), Siendo E2 (Zj) = E (Zj / Zi) y

H
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Ez( Zj ) = 1/(N1'1) . X Zj = ‘1/(N1‘1)- Zi ’ dado que Zi = Xi - §N1
i1<>3]

N1 N1 N1
Yy LT Zs =1 Xy -N1.Yna =0 yen consecuencia : £ 2, =0=1L1 2, + Z,
i=1 i=21 i=21 1<>3

deducimos que :

E ( Zi.Zj) = E, ( ‘1/(N1‘1) . 212 ) = ‘1/(N1‘1) . 1/N1- z ;iz

i=1
Asi pues, sustituyendo en (1) :
- N1 N1
VAR (Yn) = 1/n%2.[ ni/N: . I 2% + ny.{n,-1) . -1/(N,-1) . 1/N;. I Z,2]
3 =1 i=1

n./n. 1/N; . [ 1- (n.-1)/(N,-1) }. NlZiz

i=1

i

nl/n2. 1/N1 . (Nl - nl)/(Nl—l). glziz

i=1

nl/nz. (1 - n1 /Nl) . Elziz/(Nl-l)

i=1

= nl/n2. (1 = 1N, /Nl) . SNl2

Para obtener la estimacidén de VAR (Y.), s6lo hay que tener en cuenta
que E(S5,.1%) = Sni2. Para la sequnda parte, las expresiones indicadas se
obtienen al wutilizar las relaciones entre 1las varianzas de ambos
estimadores.

c.q.d.

2.5. Estimador E :

En una muestra de extensidén n, nos proponemos sustituir las unidades
que no contestan Y; por el valor medio de las que contestan X, ( Bailar
et al. 1978 ). Como consecuencia de ésta imputacidn el total muestral
sera :

ni - - - -

Yn = E xi + nz . Ynl = nl . Ynl -+ nz . Ynl =n. Ynl

Luego Y. = Y./n = Y., y, en consecuencia, damos la sigquiente
definicidn.

Definicidén 2.5.17 Estimador directo o expandido de

a) la media

nl

L X

i=1

n,
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b) el total ¢ E:¥n: = N1 . Yo

que en lo que sigue, los expresaremos por Yo © Ya: , respectivamente
2.5.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién
y de los que responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez de cada uno
de ellos.

Proposicién 2.5.18 Yn © Yn: son estimadores insesgados de la media
Ywi1 ¥ del total Yni de la poblacién de los que responden y sesgados de la
media y total poblacional

Demostraciotn :

Como la proposicidén 2.3.12

2.5.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones

Veamos una expresidén de las varianzas de ambos estimadores y luego una
relacidén entre la varianza muestral despues de imputar los datos con la
varianza muestral de s6lo los elementos que responden.

*

Proposicién 2.5.19 Las varianzas de Y, e Yni:, SOn respectivamente

VAR (Yn) = 1/n: . (1 - 01 / Na ). Swa? estimada por :
VAR (Ya) = 1/n1 . (1 -0y / Ny ). 8.a

VAR {(Ywa) = Na®/niy . (1 - £). 5:12 estimada por :
VAR (YNl) = le/nl . (l - f). Sn12

Demostracidn :

VAR (Yn) = E[Yn - E(Ya)]® = E [Yn - Ys2]® = E [Yas - Ywa]® = VAR (Yna)

y de acuerdo con la proposicidén 2.3.13, se tiene lo indicado.

Proposicién 2.5.20 La varianza muestral se infraestima por el factor
tna al imputar con la media los campos en blanco. Asi mismo, la varianza
ajustada se infraestima por el factor {(n.-1})}/{(n-1)

Demostracidn :
n - n - _ -
VAR, - 1/n . I (Ys - Ya)®2 =1/n . L (Yi - Yn1)2 pues Y, = Ya:

i=1 1=21
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n; - n
I

=1/ [ 2 (X - Yaa)® o L (Ya - Yaa)? ]
i=1 i=1+nl
n, _ n _ -
=1/m. I {Xy - Yn1)® , pues I (Ys - Yn1)2 = 0 al sustituir Y; = Y.
i=1 i=1+mn1

Ny -
= nl/n . 1/1’11 . z (Xi - Yn1)2 = nl/n . VARnl

i=1

Por otro lado :

S=% = n/{n-1) . VAR,

n/{n-1) . ni/n . VAR..

n/{n-1) . na/n . {(N1-1)/ny . Sn12

(na-1)/(n-1) . S,,2

que demuestra la relacidén

2.6. Estimador de Hansen y Hurwitz ( estimador F ) :

De entre las unidades que no responden n, procedemos a realizar un
submuestreo, obteniendo informacién de una muestra de extensién :

u=n/Kk

siendo k la tasa de submuestra

Teorema 2.6.21 Un estimador insesgado de la media poblacional es :

_ Ni.Yny + Nz .Y,

que en lo que sigue, lo expresaremos por Y. y siendo :
§n1 la media muestral de los que responden
?u la media de la submuestra

Con una varianza :

VAR ( ?n ) = Tmemmm——- tnz Sn2® 4 ----- (1 - - ) Swn?
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siendo, S~>?> y S~ las varianzas ajustadas para el total de unidades
N> y N respectivamente :

Swe® = 1/(Na=1) . T (Ya = ¥aa)® ; Sw® - 1/(N-1) . B (Ya - Yu)®
1=1 1=1
Y t~z la tasa poblacional de no respuesta
Demostracién :
Hansen y Hurwitz (1946) contempla una muestra aleatoria simple como

marco de sus resultados y demuestra éste teorema.

Proposicidén 2.6.22 Un estimador de VAR (?n) es

VAR (?n) = == thz Saz® + ----- (1 - ---- ) 8%
siendo :

nz - ~
Sn2® = 1/(n2-1) . I (Ya - Ya2)® ; 8a2 - 1/(n-1) . I (Y: - Ya)2

i=1 i=1
Y ta> la tasa muestral de no respuesta
Demostracién :
Dado que E( tnz. Sn22 ) = tN'z. SNZZ Y E( Sn2 ) = SNZ se Sigue
E ( VAR (Y.) ) = VAR (Y.)
c.q.d.
Cochran y Rao, proponen un estimador para la varianza del estimador de
la media poblacional de Hansen y Hurwitz, del que sdélo indicamos su

expresion

Proposicion 2.6.23 Un estimador de VAR (Qn) que s6lo depende de los
elementos muestrales es

VAR (Ya) = ---o-eoe-- “tas . Smi®/m. 4
N ( n-1)
(N-1) (n>-1) - (n-1) (u-1)
$ memmmem e e . tnz . Su2/u +
N (n-1)
(N-n) - _ - -
+ mmemm————— [ tnl.(Ynl - Yn)z + tnz.(Yu - Yn)2 ]
N {n-1)
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donde Su2 = 1/(u-1) . I (Ys - Yu)2

i=1

2.7. Estimador de duplicacidén { estimador G ) :

Consideramos que n,, nimero de unidades que responden en la muestra de
extensién n, es tal quen, 2 n/2 . Como consecuencia, n, > n, y las
unidades que responden serdn utilizadas una sola vez y ademds no todas.
En concreto :

Nimero de unidades duplicadas de entre las n : n, = 1n - n,
Nimero de unidades no duplicadas de entre las n, : n; - n> =2n; - n

Como ya indicamos en el apartado 4.5 del capitulo I, el nimero de
subconjuntos aleatoriamente seleccionados de unidades que responden para
ser duplicados es de : C n;, n» ( C = combinaciones ). Nosotros, una vez
elegido éste, procederemos a ordenarlo, escribiendo en primer lugar las
que no son duplicadas y luego las que son. De acuerdo con 1lo indicado
anteriormente, tendremos :

Xl, Xz, ....... ' inl—np X2n1_n+1, XZ, ....... I an

{ no duplicadas ) { duplicadas )

Definicién 2.7.24 El1 estimador Y, de la media poblacional, antes,
durante y después de de 1la imputacidén, quedard ( X, e Y., representan
las unidades que responden y las que no responden. X;*, las unidades
imputadas ; en nuestro caso, duplicadas ) como sigue :

— Ny N>
Yo = 1/n [ L Xy + 2 Y, ]
1= i=1
_ NN, Ny
G:Yaa = 1/n [ Z X4 + L Xy ]
i1=1 i=1
_ 2n,-n n, n, N,
G:Yn = 1/n | hX X + 2 b2 X; 1} =1/ [ Xy +L Xi]
i=1 i=2n,-n+1 1 2n;-n+1

que en 1o que sigue, lo expresaremos por Yo
2.7.1 Sesgo

El estimador propuesto estima a la media de la poblacidén y de los que
responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez de éste.
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Proposicién 2.7.25 Y. es un estimador insesgado de la media de los
que responden y sesgado de la media poblacional, siendo el sesgo igual a:

vz { Yooz - Yz )

Demostraciodn :
_ Ni n,
E(Yo) =1/mE[LXs +L Xy ]=1/n1[ n; E(Xy) + (n-n1) E(Xy) ] =
i=21 1=2n1_n+1

N -
E(xi) = 1/N1 LXs = Yz

1

Lo que demuestra la primera parte de la proposicidén. Para determinar
el sesgo se sigue lo mismo que en la proposicién 2.2.9

c.qg.d.
2.7.2. Varianza del estimador y su estimacidén
Veamos una expresidn de la varianza del estimador y de una estimacién

de ésta

Proposicién 2.7.26 La varianza de Y. y su estimacién toma la
expresidén siguiente

VAR (Yn) =1/n. [ (1 -0 /N: ) 42 .(1-m /n)] . Se?

il

estimada por :

VAR (Yo) =1/mn. [ (L -0 /Ny )+2.(1-n1/1n)] . 5m:2
Demostracioén :
VAR (Ya) = E[Ya - E(Ya)]2 = E [¥n - Yai]?
Ny - Ny -
= 1/n* E{ L (Xy - Y1) + I (X3 - Yna) 12 =
1=1 3=2n1-n+l1

= 1/02.E [(E[Xa-Yaa1)? + 2 (Z[Xa-Yns]). (E[X3-Yna1)# (Z[X3-Ya:])?]

i i J 3
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Llamando a 2Z; = X; - Ywni1, podemos expresarla en la forma :

VAR (Yn) = 1/n% . E[ (2 24)2 + 2L L Zs . 25+ (L2027 (1)

i i 3 3

k
Hagamos un inciso y veamos qué forma tiene la expresidén E [ (L Z,)2 ],

i

gque en (1) aparece en dos términos { suponemos que las k unidades,
genéricas del nivel muestral, pasan al nivel poblacional a Ny ) :

E[(2)2]= [EEZ:%+2C o . E(Za. Z3) 1 (2)

1 i

donde Ci,-, representa las combinaciones de k unidades tomadas de dos
en dos. Como :

E ( Zi2 ) = 1/N1 . glziz (3)

i=1

E (2,.Z3) = Ey (Zy . Ex{ 25 ) ), siendo E-{( 23 ) = E (Z5 / 21) ¥

Eo{ 2y ) = 1/(Na-1) . £ Zy = =1/(Na-1). Zi , dado que Z: = Xu - Yaa

i1<>3
N1

N1 N1
Yy L Zs =L Xy - Ni.Yna = 0 yen consecuencia : L 2; =0 =1 2, + 2.

1=1 i=1 1=1 <>}

deducimos que :

E(2:.25) = Ex { =1/(N3s-1) . Z4% ) = -1/(N;-1) . 1/N1. T 2.2 (4)

Asi pues la expresidén (2) quedard en la forma :

n

[ k/Ny . ;1212 + k.(k-1) . -1/{(N;-1) . 1/N;. g1212]

i=1 i=1

E[ (L 2.)2 ]

k/Na . [ 1- (k-1)/(N:-1) ]. glziz

i=1

k/Nl . (Nl = k)/(Nl—l). glziz

i=1
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k. {1 -k /Ni) . §1212/(N1-1)

i=1

k . (1 - k /Nl) . SN12 (5)

Volviendo a la expresidn (1) y teniendo en cuenta la expresidn (5), se
tiene que :

El primer término vale { k = n;) :ny . {( 1 - n:/Ny ).5wm"®

(6)

El Gltimo término vale { Xk = n-n;) : (n-n.) . { 1 - (n-n,)/N1 ).5x2

Veamos el valor del sequndo término de (1) (la variacién de i y j es
la indicada en la definicidn 2.7.24 ) :

Zn;.n N, Ny
E[ZZXZ;s . 2; 1= EJ[(Z Z; + z Zy, ) . L Zy ]
i 3 i=3 k=2n1_n+1 3=2n1-n+1

ELE(Z2s.2y) +# LILE(Zx.25)+IE(ZL>)-=

i 3 k<> X
(Zni-n).{n-ny).E( Zi. Z5) + {(n-n1).(n-n1-1).E{ Zx . Z5) + {(n-n1).E{ Zx* ) =
[ teniendo en cuenta las expresiones (3) y (4) y que

1/{N1-1) L Z42 = 5,12, se sigue ]

(2n;-n).(n-ny).{-1/N1).Sv1* + {n-n,).(n-n,-1).(-1/N1).5n12

+ {n-ny).{N1-1)./N1.5y5:"
= (n-n,).{1-n1/N;).Sn2? (7)
Sustituyendo, finalmente (6) y (7) en la expresién (1), se tiene :
VAR (Yn) = 1/n2 [ ma . (1 - na/N: ).5xa2 + 2. (0-02).(1-n2/N1).Swa®
+ (n-np) . (1 - (n-n;)/N1 ).5n12 ]

= ... =1/n, [ {1 -n /N2 )+2.(1-n/n})] . 5Swn*
c.q.d.

Para obtener la estimacidn de VAR (Y.), s6lo hay que tener en cuenta que
E(Snlz) = SN12
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3. Comparacion entre estos estimadores

Las caracteristicas de cada estimador estudiado anteriormente, en
cuanto a estimadores de 1la media poblacional y de 1la media de los que
responden, y sesgos respectivos, quedan reflejadas en la siguiente tabla.

Tabla II1.1
Estimador Varianza 1/8 Sesgo 1/S Sesgo
- del estimador (1) (2)
Yn
A:1/n I Y, 1/n.{1-n/N).5xn2 1 0 I -1.tws.Yoa
i=2
B: 1/n I Xs  1/n.(1-n/N1).Sn:2 S twz(Ywa-¥nz) 1 0
i=1

C: 1/n1 Z Xi 1/n1 .(1-n1/N1).SNl2 S tNZ(YNl-YNZ) I 0
i=1
nl - - -
D: 1/n Z Xi n1/n2.(1-n1/N1).SNl2 S tnl-YNl_YN S '1.tn2.YN1
i=1
E: Como el estimador C
F: nl.Yn1+n2.Yu (k‘l)/n.th.Ssz I 0 - -
_____________ +
n 1/n.{1-n/N).S5x2
{u=nz/k)
n,y N> - -
G: l/n(z X1+Z Xi*) [(1/n(1—n/N1) + S tnz(YN1'Ynz) I O

i=21 i=1

2/n{1-n1/n)].5v12

{1) : Respecto de la media poblacional {2): Respecto de la media de los
que responden.

Al estimar un parametro poblacional a través del pardmetro muestral,
los errores de muestreo los medimos a través de 1la varianza del
estimador, o de su error estandar. La varianza nos darda una 1idea de la
precisioén (Cochran, 1977) del estimador, en el sentido de lo cerca que
se encuentra el estimador muestral del valor esperado de éste.
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Diremos que un estimador es tanto mids preciso cuanto menor sea su
error esténdar {(Azorin y Séanchez-Crespo, 1986) o mas eficiente cuanto
menor sea su varianza (Cramer (1960). Para medir 1o cerca que se
encuentra el estimador muestral del valor poblacional real; es decir,
para medir 1la exactitud {Cochran, 1877) o acuracidad (Azorin vy
Sanchez-Crespo, 1986) 1o haremos a través del error cuadriatico medio.

Cuando se desea comparar dos estimadores insesgados, puede medirse la
eficiencia entre ellos. Cuando se desea comparar dos estimadores, no
siendo ambos insesgados, es mejor medir la acuracidad (Cochran, 1977). Oh
y Sheuren (1983) miden la pérdida relativa de eficiencia entre dos
estimadores, concepto que nosotros utilizaremos para medir la que existe
entre dos de los estimadores estudiados.

En lo que sigue y con respecto a los estimadores antes indicados,
vamos a  estudiar:

a) La relacidn de orden entre 1las varianzas de los estimadores
sesgados y la eficiencia entre los insesgados.

b) La acuracidad entre el estimador sesgado con menor varianza
{estimador D) y el mds eficiente de los estimadores insesgados.
Demostraremos que bajo ciertas condiciones el primero es mds acurado que
el sequndo. Asi mismo, 1la acuracidad entre el grupo de estimadores
sesgados.

c) Los intervalos de confianza para 1los estimadores sesgados,
considerando un error maximo admisible que depende del error total.
Veremos bajo qué condiciones el intervalo asociado al estimador D, es el
que mejor se aproxima al intervalo asociado al estimador insesgado.

3.1. Varianza

Proposicién 3.1.1 Para una muestra de extensién n y siendo t.; la
tasa de respuesta de la muestra, se tiene :

Si tms > 0.5 : VAR(D:Y.) < VAR(B:Y.) < VAR(C:Y.) < VAR(G:Y.)

Si ta: < 0.5 : VAR(D:Ya) < VAR(B:Yn) < VAR(G:Yn) < VAR(C:Y.)

Demostracioén :

1) Entre el estimador B:¥Yn y el estimador C:¥Yn

Como n; <n-==> 1-n/N; <1-n, /Ni, multiplicando por 1/n ==>
1/n (1 - n/Nl) < 1/'1’1 (1 - i /Nl) < 1/n1 (1 - Il /Nl) (1)

multiplicando 1los dos miembros de 1la desigualdad (1) por Swi?, se
tiene :

VAR(B:Y.) < VAR(C:Y.)
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2) Entre el estimador D:?n y el estimador C:?n

Como n; < n ==> n;/n®* < n/n*, multiplicando por 1-n,/N; >0 ==>
nl/nz (1-n1/N1) < n/nz(l-nl/Nl) = 1/1'1 (1 - n]_ /Nl) < 1/n1 (1 - nl /Nl)

multiplicando los dos miembros de la desigualdad (2) por Swi2, se
tiene :

VAR(D:Y..) < VAR(C:Y.)

3) Entre el estimador C:§n y el estimador G:?n

La desigualdad 1/n (1-n/N;) < 1/n, (1-n, /N.) es cierta, segin (1).
Podemos plantearnos bajo qué condiciones se verifica

1/n (1 - n /N1) + 2/n (1

n, /n) < 1i/n, (1 - n, /Ni) ?

Desarrollando y simplificando , se tiene :

3/n - 2n:/n% < 1/n,

Teniendo en cuenta que t.:
expresarla en la forma :

ni:/n, la desigualdad anterior podemos

2 th12 - 3 tar +1 20
La solucién de ésta inecuacidn es tn: 21 6 tn, < 1/2
Luego :
VAR(G:Y.) < VAR(C:Yn) si tma < 1/2
{ el otro intervalo, no es posible, dado que t.: < 1 )

VAR(C:Yn) < VAR(G:Yn) i ta: > 1/2

4) Entre el estimador D:?n y el estimador B:?n

Hemos demostrado en (2) que : ni/n® (1-n;/N1) < 1/n (1-n, /Ni)
yen (1) que : 1/n (1 - n/Ni) <1/n; (1 - n; /Na)
Podemos plantearnos bajo qué condiciones se verifica

n./n® {1-n./N.) < 1i/n (1 - n /N1) ?

Desarrollando y simplificando , se tiene : N, n; - n,2 <n N; - n?
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Teniendo en cuenta que tn: = n,/n, la desigualdad anterior podemos

expresarla en la forma :

thi?-Nai/n toat Na/n - 1> 0
La solucidn de ésta inecuacién es tni: > Na/n-1 6 tn: < 1
De las dos soluciones, s6lo la segunda es posible, pues Ni/n-1 > 1
Luego : VAR(D:Y.) < VAR(B:Y.)

Finalmente, de los apartados 1), 3) y 4) se deducen las desigualdades

propuestas.

c.q.d.

Proposicién 3.1.2 Para tasas de respuesta superiores al 50%, la

pérdida relativa entre la varianza del estimador sesgado G:Y. y el

estimador sesgado D:Y, depende del cociente F,=N;/n y de la tasa de
respuesta t,n: , siendo ésta de valor :

tnz/tnl . { 3 4 m—mm————— e ]

Y siendo las variaciones del resto de los estimadores sesgados, con

respecto al estimador sesgado mds eficiente, inferiores a ese valor.

Demostracion :

La variacidn relativa entre las varianzas de ambos estimadores es :
VAR(G:?n) - VAR(D:Y.) 1/n{(1-n/N1) + 2/n(1-n./n)- n,/n® (1- n./Ny)
VAR(D:Y..) na/n? (1- ny/Ni)

tnlz - 3 Nl/n tnl + 3 Nl/n - 1

L o T T ] (1)
que es la expresidn propuesta.

Para cualquier otro estimador sesgado S { B,C 6 E ), como de la
proposicidn anterior, se tiene :
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VAR(S:Y.) < VAR(G:Y.) ==> VAR(S:Y.) - VAR(D:Y.) < VAR(G:Yn) - VAR(D:Y.)
Luego : VAR(S:Y.) - VAR(D:Y.) VAR(G:Y,) - VAR(D:Ya.)
VAR(D:Y.) VAR(D:Y.)
c.q.d.

Grafico I1.1
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veriacion relativa de la Varisnza
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Tasa de respussta

Como puede apreciarse en el Grafico 1I.1, la pérdida relativa entre
las varianzas de los estimadores G y D disminuye conforme aumentamos la
tasa de respuesta y, dentro de una concreta, aumenta ligeramente al

disminuir F, .
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En la Tabla I1.2 reflejamos la pérdida relativa entre la varianza de
los estimadores G y D, utilizados para la obtencidn del grafico anterior.

Tabla 11.2

F1 tn1=0-60 tn1=0-70 tn1=0.80 tn1=0.90

500 2.0002 1.2860 0.7503 0.3335
100 2.0013 1.2874 0.7515 0.3342
50 2.0026 1.2882 0.7515 0.3342
5 2.0303 1.3256 0.7857 0.3550
2.5 2.0701 1.3809 0.8382 0.3888

Proposicién 3.1.3 El estimador insesgado A:Y. es mas eficiente que el
estimador F:‘;‘n

Demostracion :

Es trivial, dado que la varianza del primero es uno de los dos
términos de la varianza del segundo ( Tabla II.1).

c.q.d.

3.2. Acuracidad y sesgo

En lo que sigue vamos a demostrar que, en ocasiones, el estimador
D:Y., con menor varianza de entre los estimadores sesgados { proposicién
3.1.1 ) es mas exacto que el estimador A:Y., el mds eficiente de todos
los estimadores insesgados {( Proposicién 3.1.3 ) y por consiguiente
preferible a éste (Cansado, 1983). Asi mismo demostramos que es el mds
acurado, bajo ciertas condiciones, del grupo de los estimadores sesgados
estudiados.

Proposicién 3.2.4 El estimador sesgado D:W}n es mas acurado que el

estimador insesgado A:Y., siempre que la tasa de respuesta muestral sea
superior al 50% e igual a la tasa de respuesta poblacional y la razén,

supuesto que se conozca, de Yuno / Yna , sea inferior a 1/{n)*’2 ,
Demostracién :

La varianza del estimador A:Y,, utilizando 1la proposicién 2.1.6 ,
tiene por expresioén :

VAR(A:%n) 1/n {(1-n/N) Ni/N Sx2® + 1/n {1-n/N) N,/N (1 - Ny /N) §N12

H

1/n {1-n/N) N3/N Sxa? + 1/n (1-n/N) taa tws Yas2
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= 1/n {1-n/N) N1/N Sp22 + 1/n tw: twz §N12 (1)
Para el estimador D:?n, su varianza es :
VAR(D:Yn) = ni/n® (1-na/Ny ) Sws?  (2)
y su error cuadratico medio :
ECM(D:Y.) = VAR(D:Yn) + (tms Yu: - ¥u)® (3)

Suponiendo que tni = twnn: ¥y teniendo en cuenta la proposicién 3.1.2
del capitulo I, se tiene :

ta1-Yn: = Yo = trwao¥wa = Y = Ewva.Yaen = (Ewz.¥aa + taz.Ywz) =
-1.tnz. Yooz
Y la expresién {(3), quedard en la forma :
ECM(D:Yn) = VAR(D:Yn) + twa® Yurs? (4)

Admitiendo que tn: > 0.50 , o lo que es igual, que tn: > tnz S€ sigue
de (2) y (4)

ECM(D:Yn) € ni/n® (1-1a/Ni) + taa twz ¥Ywz®  (5)
Si comparamos el segundo término de (1) y (5) vemos que :
th1r Enz §N22 < 1/n ty: twnz §N12, siempre que §N2 / §N1 < 1/{(n)*72
Y podemos plantearnos la siguiente cuestidn :
¢ Bajo qué condiciones, se verifica
n./n® {i-n./N,) < 1i/n {i-n/N) N./N 2 {6)

Desarrollando y simplificando, teniendo en cuenta que t.; = n.,/n, la
desigualdad anterior podemos expresarla en la forma :

tn12 - Na/n th, + N2/ N2 (N/n-1>0
cuya soiucién es tn: < Ni/N <1 &6 tn, > Ni/n -N./N> 1
La primera de las soluciones nos indica que 1la inecuacidén (6) es
siempre posible.

c.q.d

Proposicidon 3.2.5 El estimador D:Ya es, de los estimadores sesgados,
el que presenta menor sesgo

Demostracioén :
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Si consideramos todos los estimadores sesgados que hemos estudiado en
el apartado anterior, de las proposiciones 2.2.9, 2.3.12 y 2.7.24, se
tiene : _ - _ - _

sesgo(B:Y.) = sesgo{C:Y.) = sesgo{(G:Yn) = Yni - Y {1)

y de la proposicién 2.4.15
SESgO(D:\_'n) = tnl-?Nl - ?N {2)
Dado que tn: < 1 ==> ta1.Yw: < Yna al ser Ya: > 0, y deducimos que

tnl-?Nl - ?N < ?Nl - ?N ==> (2) < (1)
c.q.d.

Proposicién 3.2.6 El estimador D:Y. es, de los estimadores sesgados,
el mads acurado.

Demostracioén :

Dado que la acuracidad la medimos por el error cuadratico medio y éste
viene expresado por la suma de la varianza y el cuadrado del sesgo, se
deduce de las proposiciones 3.1.1 y 3.2.5 que es cierta la proposicién.

3.3. Intervalos de confianza

Si fijamos un nivel de significacién a para el estimador. insesgado Y.,
podemos plantearnos cual seria el comportamiento de los intervalos de
confianza asociados a los diferentes estimadores sesgados que podemos
obtener de una misma muestra de extensidn n, tomando en consideracién que
el error mdximo admisible, para la obtencidn de estos, dependa del error
total.

El estudio de 1la varianza que nos clasifica cada uno de estos
estimadores lo hemos realizado en una proposicidén anterior, asi como el
sesgo en su conjunto demostrando que el estimador D para la media
poblacional es el que presenta menor sesgo de los sesgados. Ahora bién
teniendo en cuenta que, en lo que sigue, vamos a trabajar con la
expresién genérica

K = |sesgo| / S(Qn)

Al hacer la consideracién de que el sesgo sea negativo y tomar el
valor absoluto, el resultado es que éste puede ser mayor que el valor
absoluto del sesgo asociado a los otros estimadores, por lo que tendremos
en cuenta ésta cuestiodn.

Definicidén 3.3.7 Entenderemos por Ko, Kg, Kc v Kc la razdn entre el

valor absoluto del sesgo asociado al estimador correspondiente de la
media poblacional y su error estandar.
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Proposicidén 3.3.8 Para una misma muestra, las razones Ky, Ks, Kc ¥
Kz asociados a los estimadores sesgados, verifican :

Para tasas de respuesta > 50% :
K < Kec < Kg < Kp O Ke ¢ Ko < Kg
segin que |sesgo(D:Yn)| < |sesgo(S:Y.)| 6 no
Para tasas de respuesta < 50% :
Ke £ Ko< Ke <Kp 6 Ke £ Ke < Ke
segin que |sesgo(D:¥n)| < |sesgo(S:¥a)| 6 no
y en donde S simboliza a cualquier otro de los estimadores sesgados.
Demostracidn :
De la proposicién 3.2.5 vimos que el sesgo (D:?n) < sesgo (B:?n) =
sesgo (C:?n) = $esgo (G:?n)

De la proposicidén 3.1.1 vimos la relacidn entre las varianzas de estos
estimadores

De una y otra se sigue las desigualdades propuestas junto con la
definicién 3.3.7
c.q.d.

Teniendo en cuenta 1lo indicado anteriormente respecto de la
posibilidad de que el sesgo del estimador D para la media poblacional sea
O no menor, en valor absoluto, que el de los otros, vamos a considerar
en lo que sigue que es cierta 1la posibilidad antes indicada; en
consecuencia, admitimos que :

| sesgo (D:?n)l < |sesgo (S:?n)l S=8B,¢C,D
Asi mismo consideramos que la tasa de respuesta es superior o igual

del 50%.

A. Extremos de las regiones de error asociados a los estimadores

Del punto A, apartado 3.5.2, capitulo I, deducimos que para un valor
de t = Za,2 > 1 :

* Los extremos inferiores Y,(t) son tales que :

Yi(t) = -t.(1+K2)*/2 + K < 0
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El comportamiento de Y,(t) para cualquier K > 0 es arbitrario, pese a
la relacién establecida para los valores de K de cada estimador sesgado
en la proposicién 3.3.7, excepto en los siguientes supuestos :

1) Kb < K,, siendo K, = 1/(t=-1)*72

Dado que al ser creciente Y,{t) en el intervalo [0,K.] vy teniendo en
cuenta que K < Kc < Kg < Kp, se verifica :

Y:¢ < ¥Y.° < Y,® < Y,° (1)

2) Ks > Ky

Dado que al ser decreciente Y,(t) para K> K, vy, teniendo en cuenta
que K < Ke < Ks < Kp, se verifica :

Y:€ > Y.< > Y,® > Y,° (2)

* Los extremos superiores Y,{t) son tales que :
Yo(t) = t.(14K2)3*72 + K > 0

El comportamiento del extremo superior para cualquier K > 0 es el de
una funcidén creciente; esto es :

Y.% < Y2 < Y.B < Y,° {3)
dado que : Ke < Kc < Ks < Kp
Como conclusidn, podemos indicar una condicidn para que los intervalos

asociados a cada estimador estén encajados.

Proposicion 3.3.9 Fijado un valor de t > 1 y siempre que Ks > Ky, , la
regién de probabilidad asociada al estimador G, estd contenida en la del
estimador C; la de ésta en la de B y, finalmente, la de B en la de D.

Demostracidn :

Consecuencia de (2) y (3)
c.q.d.

B. Variacion relativa para el extremo inferior

Pretendemos medir cudn de cerca se encuentra el extremo inferior de
cada uno de las regiones de probabilidad, antes aludidas, con la regidn
[-t,t] asociada al estimador insesgado.

Utilizaremos, para ello, las definiciones 3.5.31 y 3.5.32 del capitulo
I, referentes a la variacidn relativa V,(t).
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Proposicidon 3.3.10 Fijado un valor de t > 1 y siempre que Kp < K; , se
verifica :

Vi® < V1€ < VB ¢ VP

Demostracion :
d.(t) Y, + t
Como V,(t)=z ~=-=--- T —————- y dado que de (1) Y,® < Y,° < Y,® < Y,P
t t
pués Kp < Ky vy se sigue la relacidn propuesta.
c.q.d.
Proposicién 3.3.11 Fijado un valor de t>1 vy siempre que Ko > Ky ¥y
Ko < K> , se verifica :
Vi® > Vi€ > V.8 > V,P
siendo K> = 2t/(t2-1) y Ki = 1/(t2-1)*/2
Demostracidn :
da(t) Y, + t
Como Vi(t)= ===-wo= = wm—ee- y dado que de (2) Y,® > Y, > Y,® > Y,®
t t

pues Ks > K,

Como 1la variacidén relativa, a 1la izquierda de -t es negativa
{definicidén 3.5.32, cap. 1), imponemos la condicién K < K-, lo que nos
asegura que todos los extremos tienen variacioén positiva

c.qg.d.

C. Probabilidad asociada

De la proposicidn 3.5.27, capitulo I, se tiene :
Pr =@ ( -Ys(t) ) + & ( -Y=(t) ) (4)

Teniendo en cuenta lo indicado en el punto A de é&ste apartado, se
sigue

Proposicion 3.3.12 Fijado un valor de t>1 y siempre que Ksz > Ky , se
verifica :

Pr® < P < Pr® < PP
siendo K, = 1/{t2-1)*/2

Demostracion :
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De la expresioén (2) , se sigue :
-Y1® < =Y;% < -¥,;® < ~Y,; P ==>
@(_YlG) < @(_Y]_C) < @(‘Y]_B) < @(‘Y]_D) (5)
De la expresidn (3), se sigue :
B(Y>°) < ¥(Yx>°) < ¥{¥>2) < ¥(Y.®) (6)
De (5) y (6) y teniendo en cuenta {4), obtenemos 1la relacién
propuesta.
c.q.d.
Podemos, después de todo lo visto, plantearnos la siguiente cuestién :
De los cuatro intervalos ¢ Cual es en el que la probabilidad asociada
presenta una diferencia m&s pequefia, en valor absoluto, al compararla con
la del estimador insesgado, cuya probabilidad es P, = 1 - a ?
Para los supuestos Kc > K1 6 Kp < K; nada podemos plantear dado que

en el intervalo [0,K»] sabemos que P, es mayor o menor que Pr
{Proposicién 3.5.29, capitulo I).

Proposicién 3.3.13 Fijado un valor de t y siempre que Ko > K. , se
verifica :
Pr® = Pgq < Pr® = Po < Pr® - P, < P° - P,
siendo K. = 2t/(t2-1)
Demostracidn :

Si suponemos K > K., de acuerdo con la proposicién 3.5.29 del
capitulo I, sabemos que P, < Pr, para cualquier valor de K.

Teniendo en cuenta la proposicién anterior y 1lo indicado

anteriormente, se deduce la relacidén propuesta.
c.q.d.
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4. Estimadores de la media y del total de una poblacién finita, o de
una parte de ella, con el marco muestral no depurado, a través de una
muestra estratificada con no respuesta

En términos generales, en el muestreo estratificado debemos realizar
los siguientes pasos :

a) La Poblacidén completa, constituida por todas las unidades que
pueden ser muestreadas, se divide en subpoblaciones a las que llamaremos
estratos.

b) Dentro de cada estrato se selecciona una muestra apartir del
conjunto de unidades que constituyen éste

c) De la muestra obtenida en cada estrato, determinamos una media del
conjunto de unidades muestrales, estimador de la media poblacional del
estrato. Esta media, ponderarada adecuadamente, nos determina un
estimador de la media de toda la Poblacidn.

d) El mismo procedimiento seguiremos para determinar la varianza de la
media muestral de cada estrato y determinar 1la varianza de la media de
toda la Poblacién.

Supongamos que seleccionamos una muestra estratificada aleatoria de
extensidén n, de H estratos, con n; elementos de los N. del estrato
i-esimo, para estudiar una caracteristica Y de la poblacién . Denotamos
con Ys; el valor de dicha caracteristica en el estrato i del elemento j.

Si los estratos estdn limpios, en el sentido de que todos responden,
existe una formula estdndar de estratificacién a aplicar a estos
estratos.

El problema surge cuando al seleccionar una muestra de cada estrato,
algunas de 1las wunidades no responden para una caracteristica en
particular. No es correcto basar los resultados de la encuesta tnicamente
en las unidades que respondieron en cada estrato, dado que quienes no lo
hicieron son diferentes de los otros.

Dado que el proceso de seleccidén y de estimacién se lleva a cabo
separada e independientemente dentro de cada estrato, podemos determinar
un estimador de la media poblacional y su varianza, a partir de un
estimador de la media y su varianza de cada estrato.

Nosotros vamos a considerar el problema de la no respuesta, en el
sentido de que el conjunto de los que no responden "corta" a todos los
estratos, encontrandonos con Ni; y Ni-> unidades de N; y nia y nio
unidades de n; que responden / no responden, respectivamente. En ambos
casos Ny = Nii + Nij> yns = niy; + n;»>. Ademds denotaremos por N y M el
total de unidades de la poblacién y de los que responden.
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En lo que sigue vamos a estudiar estimadores de la media y del total
tanto de la poblacién total como de 1la poblacién de los que responden,
utilizando para ello 1los estimadores insesgados que para m.a.s. sin
reemplazamiento hemos visto en el segundo y tercer apartado de éste
capitulo.

4.1. Estimador A :

Consideremos que Nii; y Ni- son ambas dsconocidas para cualquier
estrato. Si fijamos la fraccién de muestreo fi: , el tamafio n; de la
muestra permanece fijo, siendo el resultado una muestra con igual
probabilidad para cada elemento. Procederemos a asignar a cada unidad Y.,
de la poblacién el siguiente valor :

Xiy Si la unidad j responde en el estrato i-ésimo
Yij =
0 Si la unidad no responde

Definicidn 4.1.1 Estimador directo o expandido para el estrato i, de

a) la media

b) el total : Ynis = Ni . Ynu

Para estos estimadores es vdlido lo indicado en el apartado 2 de éste
capitulo, proposiciones 2.1.2 a 2.1.7, considerando que la media y el
total poblacional es el de cada estrato. Por otro lado, si consideramos
los valores definidos para Y.;, se tendrd para cada estrato i :

- 4=1 - -
Yni = = MNia/Ns . Yoi1 = Tniz » Yain

Para el conjunto de los estratos, definimos :

i H
Z Xiy = I Ynzi , es el total poblacional de los que

i=1 J=1 1=1
responden

— H
Yv = ¥Yv / M, la media poblacional de los que responden, siendo M = T N,,
i=1
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ny

H H

Y= I LI Yiy =1I Yw: , es el total poblacional
1=1 3=1 i=1

Yv = ¥~ / N, la media poblacional

Definicién 4.1.2 Estimador directo o expandido del conjunto de la
muestra, de :

a) el total

* |2 -
A:YN = Z Ni-Yni

i=1

b) la media

H
Z Ni.tnis
i=1
*

que en lo que sigue los expresaremos por Yn e Yo , respectivamente

Proposicién 4.1.3 De la definicién 4.1.1 y 4.1.2, podemos expresar §n
en la forma

* H - H -
YN z Nl:l. Yni Z N:L tnil Ynil
- i=1 i=1 H -
Yn s e meme—————— = memmemee————— S e —— e ———— = E Wi Ynil
H M x4 i=1
E Ni-tnil E Ni-tnil 2 Ni-tnil
i=1 i=1 i1=3
Ni-tnil b4
siendo W; = ~--==c-au- y talque Z W, =1
- 4 i1=1
z Ni-tnil
1=1

c.q.d.
4.1.1 Sesgo
Los estimadores propuestos estiman a la media y total de la poblacién
Yy de los que responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez de cada uno
de ellos

Proposicién 4.1.4 Y, es un estimador insesgado de Yy y de Y., total
de la poblacién y de la poblacién que responden, respectivamente
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Demostracidn :
Utilizando 1la definicién 4.1.1 vy teniendo en cuenta la proposicién
2.1.2, se sigue :
* H —_ 3
E(Yn) = I Ni. E(Yni) = L Ni. YNi = z YNi = YN
i=21 i=1 i=1
dado que E(Yni) = Yn1 -

Por otro lado :

i
|
i

o

e b I H H
E(Yn) = bX Ni. E(Yni) = E Ni .Nil/Ni. YN:L = Z Nil. YN:L = Z YNil = YM
i=1 i=1 i1=2 i=1

dado que E{(Yni) = twnii. Y2

Proposicién 4.1.5 Y. es un estimador insesgado de Y
Demostracion :

A partir de la proposicidén 4.1.3, se tiene

— bI4 - H
E{(Yn) = Z E(W1). E(Yn11) = L E(Wy). Ynia ( proposicién 2.1.2 )

i=1 i=1
Ni-tNil
Por otro lado E{W;) = ----——--- , dado que E(tni1) = twia
hss
2 Ni-tN’il
i=1
"
Z Nil- YN‘:Ll
- 1=1 -
Luego : E(Yn) = ===-m—memmem = Yu/M = Y (definicién 4.1.1)
H
Z Nil
i=1

c.qg.d.

4.1.2 Varianza de los estimadores y sus estimaciones
Damos una expresiéon de la varianza de cada estimador y de una
estimacién de ésta. Proponemos despues una descomposicién de la varianza

en suma de términos que dependen sélo de las unidades que responden en
cada estrato.
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Proposicién 4.1.6 La varianza de Yy , toma la expresién

* H
VAR (Yn) = £ N2 . 1/n,. (1-ny/Ny) . Sna? siendo su estimacién
* * =4
VAR (Yn) = I NiZ . l/ni. (1-n1/N1) . Sn12
Demostracién :

* " H -~
VAR (Yn) = VAR ( L Ni. Yn:) = L N,2 . VAR (Yni) =

H
N2 . 1/ns. {1-ns/Ny) . Spa2 ( proposicién 2.1.4 )
c.qg.d.

Las expresiones anteriores podemos descomponerlas en suma de términos
que dependen sdlo de las unidades que responden

Definicién 4.1.7 La varianza de las unidades que responden en la
muestra y de las unidades que responden en el total de la poblacién de
cada estrato, vienen expresadas por :

Nia - Nii -
VAR,i11 = 1/nsy . E { Xiy = Ynia )2 = 1/ns, (I x132 ) = Y112

i=1 j=1

VARwil - 1/N11 . E ( Xij - YNil )2

Nil —
I/Nia (2 Xi32 ) = Y2

J=1

Consecuencia de aplicar la definicidn 2.1.5, a cada estrato

x

Proposicién 4.1.8 Para el estimador Y. su varianza podemos expresarla
en la forma :

* H -
VAR (Yn) = Z Niz.l/ni.(1—ni/Ni).N11/(Ni-1).(VARNil + tNiz.YNilz)

i=1
Y su estimacién por :
A o

Hu -
VAR (YN) = Z Niz.l/(ni‘l).(l'ni/Ni).tnil.(VARnil + tniz.Ynilz)
=1

i
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Demostracidn :

Es consecuencia de 1la Proposicién 4.1.6 y de la descomposicién de
Snv1® ¥ Sns?, siguiendo el desarrollo de la proposicién 2.1.7 con la
definicién 4.1.7

c.q.d.

Para estimar la varianza del estimador de la media, Kish {1965) da la
siguiente expresidn :

Proposicion 4.1.9 Un estimador de 1la varianza de §n es

* }T - -
VAR (Yn) = I Wiz.l/(ni_l)-(l‘ni/Ni).ni/nil.{VARnil + tniz.(Yn‘Ynil)z]

i=1

En ésta expresién aparece VAR.,, que es la varianza por elemento de
los que responden dentro del estrato ns. Podemos obtener facilmente una
expresidén en la que dicho término se sustituye por 1la varianza alrededor

de Y., con lo que el cdlculo de VAR(Y.) se realizaria como si no hubiera
habido estratificacién. Veamos ésta expresidn :

Definicidn 4.1.10 Para cada estrato, la varianza de las unidades que
responden en la muestra y de las unidades que responden en el total de la
poblacién del estrato, tomadas ambas alrededor de la media de la muestra,
vienen expresadas por :

* nil -
VARnil = 1/n11 . E ( Xij - n )2
j=1
* Nil -
VARNil = 1/N11 . E ( Xij - n )2
i=1

Proposicién 4.1.11 La relacién entre VARni1 ¥ VAR.;i es

VARni11 - VAR,Li. + (§n - Yni1)2

Demostracién :
N, -
VAR, = 1/nyj. . L { Xiy = Ynia )2 =
. 31
Nis - - -
l/nil .z ( Xij - Yn + Yn - il )2 =
i=1
Ny - Nia - - - Niy — _
1/n11.[ Z (xij = Yn)2 + 2-2 ( Xij = Yn)(Yn — n11)+ 2 (Yn - Ynil)z}

j=1 =1 3=1
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El segundo término al descomponerlo en suma de cuatro términos, tiene
por valor :

-2. Nia .(Yn - Yn11)2

por 1o que la expresidén quedard reducida a :

Nia - - -
VARnil = l/nil .[ z ( Xij - Yn )2 - Nia .(Yn — Ynil)Z] =
3=1

VARnil = (?n = Yn11)2
c.q.d.

Proposicién 4.1.12 Una estimacién de la varianza de Y. tiene por
expresioén :

* - T * - -
VAR {Yn) = Z Ws2.1/(ns-1).{1-n3/N1).0n1/Ny1.[VARA11 = thni1.{Yn121-Yn)2]
i=

Demostracion :

Consecuencia de la proposicidén 4.1.9 y 4.1.11
c.q.d.

4.2. Estimador F

A partir del estimador de Hansen y Hurwitz para una m.a.s. sin
reemplazamiento, vamos a obtener un estimador de la media poblacional. Se
propone una postestratificacidon, dentro de cada estrato, separando los
que responden de 1los que no lo hacen. Con el fin de obtener informacidn
de éste segundo substrato, se toma una submuestra de un tamafio
conveniente y se recoge informacién de ella.

En 1lo que sigue :

1) Definimos un estimador de la media poblacional y hacemos diversas
consideraciones segin que la estratificacién sea desproporcionada o
proporcionada, obteniendo en éste Gltimo caso un estimador insesgado de
la varianza del estimador.

2) Determinamos la afijacién 6ptima para el nimero de individuos que
hace minima la varianza del estimador o viceversa.

3) Determinamos la afijacidn d6ptima para el nimero de individuos y la

tasa de submuestreo que, para un valor dado de la varianza hacen que la
funcidn de costo esperado sea minima.
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Proposicidén 4.2.13 Para cada estrato i del que obtenemos una muestra
aleatoria simple de ni: unidades, de las que n,, son unidades que
responden y n;> unidades que no responden, un estimador insesgado de la
media poblacional para éste estrato, es :

Nia Y + ni> Y
- nil ui
Yni T e e rm as n  ——
N
siendo :
Y la media muestral de los que responden
Nia

u: una muestra de n,> / ki unidades obtenida de entre los que no
responden

Y la media de la muestra correspondiente
Uy

Con una varianza :
ki - 1 1 ni
VAR ( Yni ) S —— tNiZ sZ $ —— ( 1 _ ——— ) 52
N Niz ni N, N,
siendo :

§% y 52 las varianzas ajustadas para el total de unidades N;. y Ni
Niz Ny

Demostracién :
Consecuencia de aplicar a cada estrato los resultados del teorema
2.6.21
c.q.d.
4.2.1 Sesgo y varianza

El estimador propuesto estima a 1la media de la poblacidén. Estudiamos
la sesgadez / insesgadez, asi como una expresidén para su varianza

Proposicién 4.2.14 Para un muestreo con H estratos, un estimador
insesgado de la media poblacional es :
i=1
que en lo que sigue lo expresaremos por Y.
siendo su varianza :

- H -
VAR ( Y ) = L Wni® VAR { Yai )

i=1
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bz 4
donde Wy: son las ponderaciones por estrato { £ Wy = 1 )

i=1
Demostracion :
De la proposicidon 4.2.13, obtenemos :
E{ Yas ) = Yna i= 1,..., H , siendo §N1 la media poblacional del
estrato i
Luego :

Por otro lado :

- iz - H - H -
VAR { Yo ) = VAR( Z Wyns Yoy ) = I VAR( Wns Yn: ) = I Wns? VAR( Yni)

i=1 i=1 i=1

dada la independencia entre los estratos
: c.qg.d.

Corolario 4.2.15 Una expresidén para la varianza de éste estimador es

- H ki - 1 H 1 ni
VAR ( Yn ) = £ Wys?® =--===- tnviz 52 + I Wyy2 ~=—- {1~---)82
i=1 ny Niz 5=1 N Ni Ny

Demostracidn :
Consecuencia de aplicar a la proposicidn 4.2.14 1los resultados de la
proposicién 4.2.13
c.q.d.

Corolario 4.2.16 Una expresidn para la varianza del estimador es :

o
W
e

}
fdt

n
[Ty

VAR ( Yn ) = I Wys2 =—--=ow thviz 5% 4+ L Wni? ----- { 1-f. ) 82

i=1 ny Niz i=1 n; N.

Consecuencia de sustituir en la expresién anterior n,/N; por f,,
siendo fi 1la fraccidén de muestreo del estrato i
c.q.qd.

De las dos expresiones de la varianza obtenida en los corolarios
anteriores, observamos un primer término que representa la contribucién a
la varianza del estimador, debida al hecho de haber establecido
contacto con una fraccidn, para cada estrato, de los que no responden.
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En los estratos en los que 1la muestra responda en 1la totalidad de

sus unidades, la tasa de submuestra k; es la unidad y 1

cero.
Corolario 4.2.17 Una expresidn para la varianza del

1

— ¥ H
VAR { Y. ) = £ ---- A; - I B:
i=1 fi i=1
donde :
Wi
Aj_: ------ [ tNiz(kl'l) SZ +
N Niz
wNi
Bi = =m—m——— SZ
N N;
Demostracién :
Teniendo én cuenta que Wz = Ni / Ny que

sustituyendo en 1la expresién de 1la varianza obtenida
4.2.16 y agrupando los términos en los que aparece
muestreo f;, obtenemos la expresién indicada.

4.2.2. Estimador de la varianza

Nuestro siguiente objetivo es determinar un estimador

a contribucién es

estimador es :

52 ]
Ni

n; Ni. fi '
en el Corolario

la fracciodn de

c.g.d.

de VAR ( Y. )

siendo necesario para ello un marco de estratificacién de muestras

proporcionales, con el fin de obtener una estimacién de
Wws para cada estrato.

Estudiamos tambien el caso de afijacidn igual entre
cada estrato, dentro de la proporcionalidad de muestras.

Proposicién 4.2.18 Para una estratificacion

las ponderaciones

las muestras de

con muestras

autoponderadas, la varianza del estimador toma la siguiente expresién :

H

_ 1
VAR ( Yn ) = === I Wi ( ki = 1 ) tniz S+
n Niz

i=1
demostracion :

Como el muestreo es proporcional, se tiene que :

Sz
Ni
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siendo f y f; las fracciones de muestreo del total de la muestra y de
la muestra en el estrato i, respectivamente

Como Wns = N3 / N, junto con la igualdad anterior, deducimos que

N: n;
Wag = o= = —ome i=1,...., H (1)
N n

es decir : E{ n; / n ) = Was

Ademas :
1 -f,=1-f¢ i=1,...., H

Como consecuencia de todo esto, el segundo término de la expresion de
la varianza del estimador, obtenida en el Corolario 4.2.16, podemos
escribirla en la forma:

H
Z WNiZ ‘‘‘‘ ( 1 - fi ) 32 = m_——— Z WNi S2
i=1 s Ny n i=1 Ni

dado que Wnsy / n: es igual a1 / n, por (1)
LLevando estos resultados a VAR { §n ) ., obtenemos la expresidén

indicada.
c.qg.d.

Corolario 4.2.19 Para una estratificacién con muestras
autoponderadas, una expresidn para la varianza del estimador de la media
es :

1

- H H
VAR ( Y.) = ---- I A; ~ ¥ B:
f i=1 i=1
donde :
Wi
Ai = mmemm——— { tNiz ( ki - 1 ) Sz + Sz ]
N Niz Ni
wNi
Bi = meme————— SZ
N Ni
Demostracién :
Teniendo en cuenta que f; = f y sustituyendo en la expresion de la

varianza obtenida en el Corolario 4.2.17, obtenemos la expresién

indicada.
c.q.d.
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Proposicién 4.2.20 Para una estratificacién «con muestras
autoponderadas, un estimador insesgado de la varianza del estimador de
la media toma la siguiente expresién :

* - 1 0= 1 -1 4
VAR ( Yn ) = === X Wni ( ki = l ) tniZ S2 + ————- L wni SZ
n i1=1 ;o> n i=1 n;
donde :
Wo: =1 / n tal que E (Wai) = Wni, por ser muestras autoponderadas

tniz = Niz / Ni, tal que E (tniz) = twiz {m.a.s.)

52 y S* los estimadores insesgados de $2 y S§2 , respectivamente
N> n; Niz Ni

Demostracion :

* - 1 H l‘f hZ3
E[VAR { Yo )] = ~== E [ I Wns. (ki~1).Wni2.53] + ====, E [I Wn:.52 ]
n 1=1 Ni= n i=1 ni
1 = I-f 4«
= === LI E{(Wni).(ki-1).E(Wniz).E(S% ) 4 ——-—- L E(Wns). E( 52 )
n 523 N> n 5=1 n;
= VAR { Ya )
c.qg.d.
Proposicién 4.2.21 Para una estratificacién con muestras

autoponderadas y en el que la afijacién es igual en todos los estratos,
la varianza del estimador de la media toma la siguiente expresién :

_ 1 5 1-f 4
VAR ( Yn ) = ----- I {(ki-1) twiz 8% +# ==---m- L 52
n.H i=1 Nix n.H 1=1 Ny
Demostraciodn :
Dado que la afijacién es igual en todos los estratos : f; = cte = c,
siendoc =1/ H
Como consecuencia n: = n/H, donde n > 2H, para que cada muestra

contenga al menos dos unidades y poder calcular la varianza de cada
estrato, se tiene que :

WNi=ni/n=1/H
Sustituyendo este Ultimo resultado en la expresidén de VAR ( Qn ),
obtenida en la Proposicién 4.2.18, obtenemos la expresién anteriormente
indicada.
c.qg.d.
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Proposicién 4.2.22 Para una estratificacién con muestras
autoponderadas y en el que la afijacidén es igual en todos los estratos,
un estimador insesgado de la varianza del estimador toma la siguiente
expresioén :

* — = "
VAR { Yno ) = ===-- I (ki-1) tasz 8% + —--—-mn- I §=2
n.H i=1 N> n.H 1=1 i

donde :

tniz = Niz / n; tal que E{ thiz ) = tnio

82 y S* los estimadores insesgados de S* y S , respectivamente
N;> n; Niz Ni

Demostracion :

Como la Proposicién 4.2.20
c.q.d.

4.2.3. Afijacioén 6ptima

Con el muestreo proporcional no podemos aumentar la precisién de la
media poblacional. Para ésto necesitamos usar razones de muestreo
diferentes para los diversos estratos ( muestreo desproporcionado ), de
manera que obtengamos la minima varianza para la media Poblacional o para
un estimador de ésta, por unidad de costo.

¢ Cual es la afijacion optima que hace posible tal objetivo ?

Para dar respuesta a la cuestién planteada podemos tomar dos caminos,
en ambos considerando que las tasas ki de submuestreo estén fijadas :

* Concretar el total n de elementos de la muestra, dandole un
valor no

* Concretar el valor de la varianza y determinar el menor
valor de n para conseguir tal valor

Proposicidn 4.2.23 Siendo no el total de unidades a muestrear por
estratificacion, el valor de la razén de muestreo f; para cada estrato,
que hace minima la varianza del estimador, es :

fi = K [ ( ki - 1 ) tNiz S2 + Sz ]1/2 i = 1,...,H
NiZ Ni

donde K es una constante fija de valor :
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siendo :

Demostracion :

Tenemos que encontrar los valores f; que hacen minima VAR { Y. ) ;, con
la condicién :

H H
no=zni:2fiNi (1)

i=1 i=1
Para ello definimos la funcién lagrangiana :

- H
F=VAR (Yo ) -t [no -~ f; Ns ]
i=1

Siendo VAR ( Y. ) la expresidén de la varianza del estimador obtenida
en el Corolario 4.2.17

La derivada de la funcién lagrangiana respecto de cada variable f. ,
deberd ser igual a cero; esto es :

-1. Ai
F' = —mom—- +t N, = 0 i= 1, JH
fi £:2
1 A,
De donde obtenemos que f; = [ --- , —---= ] 1/2 {2)
t N

Sustituyendo en (1), obtenemos :

y finalmente de {2) la expresidén indicada.
c.q.d.

Proposicién 4.2.24 Siendo Vo el valor de la varianza del estimador,
el menor valor de n , total de la muestra, se consigue si la razén de
muestreo f; para cada estrato es :

fi =Ko [ ( ks -1 ) tniz 8% + 82 ] 72 i=1,...,H
Ni2 Ni

donde K: es una constante fija de valor :
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i=1
Ki = memem e
h=4
Vo + £ B
i=1
siendo :
wNi
Ay = —-meeo [ twiz (ki -1) 82 4+ g2 ]
N NiZ Ni
wNi
Bi = mmem——— Sz
N N:
Demostracién :

Tenemos que encontrar los valores f: que hacen :

H )2 4
n =X n; = z fi Ni
i=1 i=1
- Con la condicién :
Vo = VAR { Y. ) (1)

Siendo VAR ( Y. ) 1la expresién de la varianza del estimador obtenida
en el Corolario 4.2.17

Para ello definimos la funcién lagrangiana :

n 1
fi Ni ] + t [ Vo - Z - Ai - Z Bi ]

i=1 i=1 fi

[ne

F=1[n-

La derivada de la funcién lagrangiana respecto de cada variable f, ,
debera ser igual a cero, esto es :

t A,
! = emmemm——— - N; = 0 i= 1,....,H
fi f12
1 1 N:
De donde obtenemos que ---~ = [ —-oe- . T | (2)
£ t A,

Sustituyendo en (1), obtenemos : £2/2 = —emmoooooooo o ____

Y finalmente de (2) la expresidén indicada.
c.q.d.
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Corolario 4.2.25 Para el supuesto en que todas las unidades de la
muestra de cada estrato respondieran, el valor numérico de 1la razdn de
muestreo de cada estrato es proporcional a la desviacién tipica ajustada
del estrato, tanto si fijamos un valor para el total de 1la muestra como
para la varianza del estimador de la media Poblacional.

Demostracidn :
Si todas las unidades responden k; = 1 , para cada estrato i
Como consecuencia :
Ni
A, = ---- , 8=
N N:

Sustituyendo en cada expresién de f., obtenida en las propiedades
4.2.23 vy 4.2.24, se tiene :

f, =K [ 82 1*2 = K S { fijando el valor de n = no )
Ni Ni
f. =Ky [ 52 ]2 = K. S { fijando el valor de VAR ( ?n ) = Vo )
Ni Ni
c.q.d.

4.2.4. Afijacidon optima con funcidn de coste

En éste apartado pretendemos escoger el tamafio de la fraccidén de
muestreo fi; y la tasa de submuestreo k;, para cada estrato, de tal manera
que el coste esperado sea minimo para un valor determinado Vo de la
varianza del estimador.

Para ello, consideramos que :

Co : Coste de cada cuestionario

C, : Coste de procesar cada cuestionario que respondid

C- : Coste de procesar cada cuestionario en el submuestreo

n : Total de cuestionarios : n = I nj

i=1

H
r : Total de cuestionarios que respondieron : r = I Nia

i=1

H

u : Total de cuestionarios en el submuestreo : u = I us

i=1
El coste total seria C' = Con + C:s r + C2 u y el coste esperado de

la encuesta serd : C = E{C")
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Como :

H H
Z E(nil) = Z E(

i=1

E (r)

i=1

}5 E(ui) = g E(

i=31

E (u)

i=1
La expresidén del coste
C=Con+

Proposicién 4.2.26 Lo
esperado, para un valor fi

H H
N; thia) = T Ei{tnia E>{Ni1)) = I tasx N

i=1 i=1

B
Niz/ky) = L 1/ky ns twiz

i=1
esperado quedara en la forma :

H H
C: Z ns twsxs +C2 2 1/ks ni twis

i=1 i=1

s valores de f; y ki que hacen minimo el coste
jado Vo, de la varianza del estimador, son :

Cz [ Sz - tNiz S2 ]
Ni N:LZ
K32 = m=—mmmmmmmmmmm e
52 { Co + Cl tN;Ll }
Niz
"
L a; A;
i=1 l
fi = mmmmmmmeee | mmmeeeo
H
Vo + L B ai
i=1
siendo :
wN’i
Ai= """" [ tNiz(kl‘l) SZ + Sz]
N Nio Ni
Wi
Bj_ = memm—— S2
N Ni
N ( C. )1/2
Qi T mmmm—emmm————e
ki S
NiZ
Demostracioén :

Tenemos que hacer minim

H
C=C02fiNi +C12

i=1

dado que : n, . . Ni

Con la condicién de ser :

obtenida en el corolario 4

a la funcidén de coste; esto es :

H
£i Ni twas + C2 I 1/ks £ N twas

i=1

(1

i,...,H)

Vo = VAR { Y ) , definida por la expresién
.2.17
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La funcién lagrangiana es :

H H
F = [CQ Z fi Ni + C1 Z fi Ni tNil + C2 E 1/ki fi Ni tNiZ ] +

i=1 i=1

H 1 H
t{ £ ---- A, - I B; ]

i=1 fi i=1

Derivando e igualando a cero ( i = 1,...,H )

F' = =~ Co Ny - C1 Ni twia - Co Ni/ks twaz + L 1/£:2 A = 0
fi
) F' = Cz fi/k12 Ni tNiz -t 1/fi WNi/N tNiz 82 = O (l)
ki Niz

Pasando cada término en t al segundo miembro de cada ecuacién y
diviendo miembro a miembro cada par de ecuaciones obtenemos :

Co Ni # Cy Ni twiz + Co Ni/ki tmiz A;

Cz 1/ki® Ni twnaz Wrwi/N twiz §2
NiZ

Multiplicando en cruz y despejando k;2, obtenemos el valor indicado.

Para calcular f; procederemos de la siguiente forma :

En cada ecuacién (1), después de simplificar { Wws = Ni/N ),
obtenemos:
t 52 ki2
Nio tisz N ( Co )1/2
£i2 = mmmmmee - = f; = ===- ; siendo a; = -—————-——-—-
N2 Cs a. S ki
NiZ

H H
Vo= L =--- RA; - I B,
i=31 fi i=1
Obtenemos :
H
L a; A;
i=1
£31/2 2 mmmmmemmee
n
Vo + L B,
i=1
que sustituida en la expresidén de f; = t'72/a; nos da la expresidn
propuesta.

c.q.d.
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5. Estimadores de la media y del total de una poblacién finita o de
una parte de ella con el marco muestral no depurado, a través de una
muestra de conglomerados bietdpicos con no respuesta

Una de las operaciones mds delicadas en el disefio muestral es el de la
formacién de 1la 1lista de unidades a muestrear que, junto con la
informacién complementaria, se conoce con el nombre de marco.

En la practica no suele disponerse de una lista actualizada de las
unidades y aun conociéndola, si tal lista estd muy dispersa por todo el
territorio, el coste de realizar tal muestreo sera prohitivo, atn cuando
ésta situacién sea deseable desde el punto de vista de aumentar la
precisidn y en consecuencia de reducir los errores de muestreo.

En general, es necesario recurrir a una muestra de grupos de unidades
a los que denominamos conglomerados. En el conglomerado de dos etapas,
dentro de cada conglomerado elegimos una muestra de unidades que
constituye la segunda etapa.

Consideramos, en lo que sigue, a 1la poblacién distribuida en N
conglomerados, de los cuales seleccionamos una muestra de extensién n. El
nimero de unidades del conglomerado i-ésimo es N;, de las cuales
seleccionamos una m.a.s. sin reemplazamiento de extensién n,.

El problema surge, cuando al seleccionar una muestra dentro de cada
conglomerado, algunas de 1las unidades no responden para una
caracteristica en particular. No es correcto basar los resultados de la
encuesta Unicamente en las unidades que respondieron en cada
conglomerado, dado que quienes no 1lo hicieron son diferentes de los
otros.

Nosotros vamos a considerar el problema de la no respuesta, en el
sentido de que el conjunto de los que no responden "corta"” a todos los
conglomerados, encontrandonos con Nii y N;> unidades de Ni; ¥ nia ¥y nis
unidades de n; que responden / no responden, respectivamente. En ambos
casos Ny = Niz + Niz ¥ Dy = Nuy + Ny

En lo que sigue vamos a estudiar estimadores de 1la media y del total
tanto de la poblacién total como de la poblacién de 1los que responden,
utilizando para ello estimadores insesgados que para una m.a.s. hemos
visto en el segundo y tercer apartado de éste capitulo.

5.1. Estimador A :

Consideremos gque Ni,» y Ni> son ambas dsconocidas para cualquier
conglomerado. Si fijamos la fraccidn de muestreo f; , el tamafio n, de la
muestra permanece fijo, siendo el resultado una muestra con igual
probabilidad para cada elemento. Procederemos a asignar a cada unidad Y.,
de la poblacidn el siguiente valor :

Xiy Si la unidad j del conglomerado i responde

Yij =
0 Si la unidad no responde

136



Definicién 5.1.1 Estimador directo o expandido de

_ n _
a) lamedia : Y. =1/n . I Y.

i=1

£ n n
b) el total : ¥» =N/n . Z Ni. Yos =N/n . I Yn: , Si convenimos en

i=1 i=1

a

denotar por Yn: = Ni. Yai, siendo Yni e Y.: los estimadores del
total y de la media en el conglomerado i-ésimo, cuya definicién y
propiedades son analogas a las indicadas en 1las proposiciones 2.1.2 a
2.1.7, considerando que la media y el total poblacional es el de cada
conglomerado.

Asi mismo, denotamos por Yni € ?Ni el total y la media poblacional del

conglomerado i-ésimo y por Ynii € Yni: el total y la media poblacional de
los que responden en el conglomerado i-ésimo.

N —
Por Y¥n - L Yna © Yn - Yn/N el total y la media de la poblacidn

i=21

distribuida en N conglomerados.

N _
Por Ym - I Ynix © Yu - Yu/N el total y la media de los que res

i=1

ponden en la poblacidén distribuida en N conglomerados.

5.1.1 Sesgo

Los estimadores propuestos estiman a la media y total de 1la poblacién

y de los que responden. Estudiamos la sesgadez 0 insesgadez de cada uno
de ellos.

- Proposicién 5.1.2 Y. es un estimador insesgado de §N y sesgado de
Y, media del conjunto poblacional y de la poblacidén de los que
responden, respectivamente.

Demostracidn :
De la proposicidn 2.1.2 se tiene, para cualquier i :

E ( §ni )} = §Ni (1) Y E ( ‘}ni } = twi1. Ywan (2)
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Utilizando (1)
: - n - n -
E(Yo) =1/n . Ea{ Z Ez (Yas) ) = 1/n . E1 {2 Yni) =

i=1 i=1
n = N
l/n.Z El(YNi) = 1/1’1.!1. Z 1/N . YNi = YN
i=1 i=21
que nos confirma la insesgadez.

Utilizando (2)

E (Yo) = 1/n . Ea{ £ Es (Yna) ) = 1/0 . Ex (L twss. Yasa) =

i=1 i=1
n Ed n N —
1/n. I [ tNil .El(YNil)} = 1/n. I {tNilo z l/N YNil ] =
i=1 i=1 i=1

n N n
1/n. (Z tNil) z 1/N v Yni1 = 1/n. (Z tNil)- Yra

i=1 i=1 i=1

que nos confirma la sesgadez.
c.q.d.

Proposicién 5.1.3 Yx es un estimador insesgado de Yn y de Y, total
de la poblacidén y de la poblacién que responden, respectivamente

Demostracifdn :

Para cualquier i, se tiene : E {Yns) = N; . E—(Yni), consecuencia
de la Definicién 2.1.1; ademds utilizando la Definicién 5.1.1 y (1) 6
(2) de la proposicién 5.1.2, se sigue :

Para Yu .

E (?N) =N/n . E ( r Ni . Yo: ) =N/n. E, ( I §i. Es (Yai) ) =

i=1 i=1

n _ n N N
N/n. E1 (Z Ni. YNi) = N/n X El(YNi) = N. I 1/N. YNi =X YNi = YN
i=1 i1i=21 i=21 i=1

Para Yy -

E (YN:I.) = Ni . Nia / Ni . Yoz = Nix o Yyia = Vi1

138



Luego :

N/n. Ei EEZ (;;Ni) ) =

i=1

E (Ya)

N
E1 (YNil) = N/n R ¢ 1/N » Z YNil = YM

i=21 i=1

e W}

= N/n.

c.q.d.
5.1.2. Varianza de los estimadores y sus estimaciones

En lo que sigue hay que tener en cuenta la varianza ajustada o cuasi
varianza poblacional entre 1los conglomerados y dentro de cada
conglomerado. La primera representada por la variabilidad de la media de
cada conglomerado respecto de la media poblacional (Sx®) y 1la segunda
representada por la variabilidad de las unidades de un conglomerado
respecto de la media poblacional asociada a éste {Sni:2). Asi pues :

Definicién 5.1.4 Definimos varianza ajustada poblacional entre
conglomerados y dentro de cada conglomerado, respectivamente

~ N - —
Sv® = 1/(N-1). Z { Y - Yn )? ' y

i=1

Ni -
SNiz = 1/(N1'1). Z ( Yij - YNi )2

i1=1
Proposicién 5.1.5 La varianza de Y, , toma la expresidn

VAR ( ?n ) = l/n.(l-n/N).gN2 + 1i/n. 1/N. ? 1/ny. (1-ny/Ni).Sns?®
Demostracién : o
Por el teorema de Madow (Raj, 1968 y Azorin y Sanchez-Crespo, 1986) :
VAR ( Yn ) = Es.Vz (Yn) + Va.Ex (¥Yn)
El cdlculo de cada uno de los términos, es como sigue :
Como Ez (Ya) = Ex ( 1/n. % Yns) = 1/0. 2 Ex (Yas) = 1/n. L Y, Se
i=1 1=1 i=1
tiene que :

Vi.E> (?n) =V, { 1/n. E §Ni } = Vi ( media de una m.a.s. )

i=2
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=1/n . { 1-n/N). 552
Por otro lado :

Vo (Ya) = Vo ((1/0. F Yes ) = 1/02 . I Vo (Yas)

i=1 i=1

n
1/n?. Z 1/ny . { 1-n:/Ni ). Sni2 { proposicién 2.1.2 )

i=21

Finalmente :

E:Va (Ya) = Ba [ 1/n2. T 1/n . ( 1-na/Ns: ). Swa2 ] =

i=1
n
1/n2. L Ea[ 1/ns . ( 1-n:i/N:i ). Swi2 ] =
i=1
N
1/n2. n. 1/N. I 1/n; . ( 1-ni/Ni ). Sws? =
i=1
N
1/n. 1/N. L 1/n: . ( 1-ni/Ni ). SwniZ

i=1

La suma de ambas expresiones nos da la descomposicién de VAR(?n)
propuesta.
c.q.d.

Podemos descomponer la varianza asignada a cada conglomerado de la

muestra en suma de dos términos que dependen sélo de las unidades que
responden

Proposicién 5.1.6 La varianza de Y, , toma la expresiodn

VAR ( Ya ) =
1/n.(1—n/N).§N2

+
N
1/n. 1/N. Z 1/1’11. Nil/(Ni"l ).(1-ni/Ni).[VARN11 + tNiz.YNilz]

i=31
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Demostracidn : Es consecuencia de la proposicién 2.1.6 que nos permite
descomponer Syi2, para cada i, en suma de dos términos que dependen s6lo
de las unidades que responden y de la proposicién anterior.

c.q.d.

Definicién 5.1.7 Definimos wvarianza ajustada muestral entre
conglomerados y dentro de cada conglomerado :

8.2 = 1/{n-1). L { ?ni - §n )z ' Y

i=1

Proposicién 5.1.8 Un estimador de la varianza de Y,.. toma la expresidn

* - * N
VAR ( ¥ ) = 1/n.{1-n/N).S5,% +# 1/n. 1/N. T 1/n;. (1-n:/Ni).Sn:2
i=1
Demostracidn :
En lo que sigue descomponemos S5,” y calculamos E {S.®), a partir de la
cual obtenemos la expresidén que queremos demostrar, esto es

E [ VAR (Ya) ] = VAR (Yn)

Utilizamos en algunos pasos de la demostracién la expresidn préctica
del calculo de la varianza de una variable :

VAR (X) = E(X®) - [E(X)]* o bien E(X®) = VAR (X) + [E(X)]* (1)

*

* Descomposicidn de S5,2 {definicidén 5.1.7)

Como Y. =1/n . I Yn: , se deduce :

(N-1).842 = L Yas? - 1/n . (I Yau)2

i=1 i=1
* Esperanza de 5.2 :

E [(n-1).5.2] =E [ 2 Y2 ] -E [ 1/n . (Z Yus)® ] (2)

i=1 i=1
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veamos la descomposicidn de cada uno de los términos de (2) :

* % E [ L Yni? ] =Ea( L Es (Yas2) ) = aplicando (1)

Ea{ I [Va(Yas) + (Ez (Yns))? 1 )=

i=1

E{ L [Va(Yas) + Y2 1) =

i=1

Z E1 (vz(Yni)) + Z El(YNi)z =

i=1 i=1
N - N -
n/N. T Va(Y¥n:) + n/N. I Yau? (3)
i=1 i=1
[ Hacemos notar que de acuerdo con la proposicidn 2.1.4, se tiene :

Va(Yas) = VAR { media de una m.a.s) = 1/ns.(1-ns/Ni).Swa2] (4)

*% E[1/n . (IY¥m)?1=1/n.Es [Es ( I Yas )2 ] = aplicando (1)

i=1 i=1

1/n . Ex [ V2 { T You ) + (Ez ( EY;i))Z 1=

i=1

i/n . Ei | E Va(Yns) + (3 §N1)2 1=

1=1 1=1

1/n . L Eaf Va(¥as) ) + 1/n . Ea( L Yua )2 =

i=1 i=1

N - n -
1/n . n/N. X Vz(Yni) + l/n . El(z YNi)z =

i=1 i=21

aplicando (1) al segundo térnimo de ésta dltima expresidn :

N - n - n -
1/n . n/N. I VZ(Yni) + 1/n [Vl(ﬂ YNi) + (El(Z YNi))Z ] =
i=1 i=1 i=1
N - ! n - n -
1/n . n/N. I Vo(Yni) #+n. Va{ 1/n . I Yaa) + 1/n. (E E; (Yn1))? =
i=1 i=1 i=1
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N - n - N -
1/n . n/N. L Vo{Yni) +n. Vo{ 1/n . I Yau) + 31/n. {(n/N. I Yni)2
i=1 i=1 i=1
N - n - -
1/n . n/N. B Vo(Yni) # 0. Va( 1/n . Z Yau) + 10 Y2 {(5)
N =1 i=1

[ Hacemos notar que segin la proposicidén 2.1.2 , se tiene :

Vi (1/n. I YNiS = VAR ( media de una m.a.s. ) =

i=1

i/n. (1 - n/N).SNZ*] (6)

Sustituyendo en (2) las expresiones (3) y (5), se sigue :

E [(n—l).gnz] = [ n/N. g v2(§ni) + n/N.

1=3

[1/n .

i=1

n/N. & Va(Yas) + n. Va( 1/n .

Yns? ]

[ne ¥

i1i=1

I Yua) #0 Ya? ] =

i1=1

Agrupando términos y teniendo en cuenta (6) :

(n-1)/N Y

(n-1)/N . § V2(Yns) - (1 - n/N)

Aplicando la definicidén 5.1.4 al
anterior, se tiene :

(n-1)/N . I Va(¥ns) - (1 - n/N)
(D-1)/N . I Va(Yma) + (n-1) . Su?
(n=1) [ 1/N . T Va(Yas) + Sn® ]

i=1

N N -
. L2 Vx(Ys:) + n/N. L Yu® - (1 - n/N) .

. Sn? 4+ /N[ L Yaa2- N .

- N -

i1i=1

tercer sumando de 1la expresidn

kg

. Sx2 + n/N. {N-1)

En definitiva, llegamos a la expresién :

£

.SN2=
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E [(n-l).§n23 = (n-1) [ 1/N . g Vo(Yns) + §N2 ]

i=1

Simplificando, nos queda :

" E [§n2} = 1/N . g Vz(i;ni) + gN2 {7)

1=1

La expresién (7) es equivalente a :

E [1/n.(1—n/N).§n2] = 1/N.1/n.(1-n/N ). g V2(§ni) + 1/n.{1-n/N). ng =

i=1

*

Va(Yor) = 1/N® . L Va(¥na) + 1/m. (1- n/N). Su2

i=1 i=21

[ne -4

I/N . 1/n .

pasando al primer miembro el segundo término del segundo miembro,
teniendo en cuenta que éste se transforma como sigue :

= 1/N® . EVa(Yaa) = -1/N . 1/nE { £ Va(Yas) )

i=1 i=1

queda :

E[1/n. {1 -n/N . gnz] + 1/N . 1/n E { E VZ(Qni) )=

i=1

*

1/N . 1/n . L Va(Yas) + 1/n. (1- n/N). Sn?

i=1
Teniendo en cuenta (4) y la proposicién 5.1.5, el segundo término
de la igualdad anterior es VAR(Y.). Por lo que escribimos :
VAR ((Yn ) =E [ 1/n. (1 - n/N) . 542 + 1/N . 1/n I Vo(Yas) ]

i=1

c.q.d.

5.2. Estimador F
A partir del estimador de Hansen y Hurwitz para una m.a.s. sin

reemplazamiento, vamos a obtener un estimador de la media poblacional. Se
propone una postestratificacién, dentro de cada conglomerado de la
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muestra, separando los que responden de los que no lo hacen. Con el fin
de obtener informacidén de éste segundo substrato, se toma una submuestra
de un tamafio conveniente y se recoge informacidn de ella.

Proposicién 5.2.9 Para cada conglomerado i de la muestra de extensiodn
n, del que obtenemos una muestra aleatoria simple de n; unidades, de
las que n;: son unidades que responden y ni- unidades que no
responden, un estimador insesgado de 1la media poblacional para el
caracter Y, es :

siendo :

Y la media muestral de los respondientes
Nia

u; el tamafio de una muestra de n,> / k; unidades obtenida de entre
los que no responden

Y la media de la muestra correspondiente
Uy

Con una varianza :

VAR ( Yoy ) = =---n- fors S 4 mmeee (1--smmy s2

siendo :

S2 y S2 las varianzas ajustadas para el total de unidades Ni> y Ni
N:LZ Ni

Demostracién :
Consecuencia de aplicar a cada conglomerado de la muestra el teorema

2.6.21

Definicién 5.2.10 Estimador directo o expandido de la media

F:Yn Yni

e B}

1/n .

i=1

Siendo Y.; la media muestral del conglomerado i, segun la proposicidn
anterior.
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5.2.1. Sesgo

EL estimador propuesto estima a la media la poblacién y de 1los que
responden. Estudiamos la sesgadez / insesgadez para cada uno de ellos

Proposicién 5.2.11 §n es un estimador insesgado de QN y sesgado de §M

Démostracién :

E(Yn) = Ex Ez (Ya) = Ea{ 1/n . I Es (Yas) ] = B[ 1/n . T Yuu) ] =

i=1 i=1

n - N -
l/n. L El(YNi) = 1/n. n/N. z YNi =

i=1 i=1

La demostracién de la sesgadez de Yv es andloga a la indicada en la
proposicién 5.1.2, siguiendo el procedimiento anterior.

5.2.2. Varianza

Obtenemos una expresién de la varianza del estimador Y., descompuesta
en tres términos: El primero corresponde a la varianza entre los
conglomerados, el segundo a la varianza entre 1las unidades que

respondieron dentro de cada estrato { Definicién 5.1.4 ) y el tercero a
las que responden en la segunda etapa ( submuestreo ).

Proposicién 5.2.12 La varianza del estimador Y. toma la siguiente
expresion

VAR ( Y. ) =1/n . (1 -n/N). 5% +

Demostracion :

Aplicando el teorema de Madow(Raj,1968 y Azorin y Sanchez-Crespo,1986)

VAR ( Yo ) =Ey Vs ( Yn ) + Vs E2 ( Yn )
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- En la demostracién de la proposicién 5.1.5, vimos que :
ViEs (Ya) =1/n. (1-n/N). Sg2 (1)

Por otro lado :

. - n - n —
Vo (Yoo ) = Vo {1/n 0 L Yns ) =1/0n2 . Z Vs { Yns ) =
i=1 i=1
n k i - 1 1 1
i/n2 . L[ ------ tnyiz S 4 ==~ (1- --- ) 82 ] =1/n% . [*]
i=1 n; Nis n; Ni Ni

Luego :

Ev Vo (Yn ) =1/n® . ZEy [*] = 1/n® . n . 1/N . I Ex [*] (2)

i=1 i=1

Sumando (1) y (2), obtenemos la expresién propuesta
c.q.d.

Proposicién 5.2.13 Un estimador de 1la varianza de Y. toma la
expresion

VAR ({ ?N ) = 1/n.(1-n/N).5,% + 1/n. 1/N. I 1/n;. (1-ns/Ni).5n:2 +

i=1

n
1/n. 1/N. I (Ki-1) /ni. thiz . Sniz?

Demostracién :
Es andloga a la realizada para la proposicién 5.1.8, con la dnica
diferencia de que donde ponemos Va{Yn.:) , tomard por valor la expresiodn

demostrada por Hansen y Hurwitz {teorema 2.6.21).
c.q.d.
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CAPITULO 111



CAPITULC III

ESTIMADORES POBLACIONALES OBTENIDOS POR PONDERACION ENTRE DOS O MAS
ESTIMADORES, CON EL MARCO NO DEPURADO, A TRAVES DE UNA MUESTRA CON NO
RESPUESTA

1. Introduccion

Es conocido que con el m.a.s. es la forma mds sencilla de
autoponderacién, dado que cada elemento de la muestra pondera 1/n en
la media. A pesar de la sencillez de las muestras autoponderadas, Kish
(1965) indica varias razones para afiadir ponderaciones desiguales en
partes de la muestra; una de éstas es la de balancear con
ponderaciones desiguales las diferencias en no respuesta entre partes
de la muestra, si ésta estd estratificada. Para el caso de una muestra
no estratificada, sugiere la necesidad de realizar alguna suposicidn
acerca de 1la aleatoridad, proponiendo particionar la muestra en un
numero finito de subconjuntos aleatoriamente seleccionados y ponderar
cada particion.

Nosotros proponemos en lo que sigue particionar la muestra en
un numero finito de subconjuntos aleatoriamente seleccionados,
ponderar cada particién, wutilizar para cada subconjunto uno de los
estimadores propuestos en el capitulo anterior y definir el estimador
media ponderada sobre el total de elementos de la nueva muestra. Para
el caso en que la particion sea de dos subconjuntos, utilizaremos
ternas de dos de entre los estimadores muestrales estudiados en el
primer capitulo, obteniendo diversas expresiones del estimador media
ponderada, en funcién de los estimadores empleados en la particiodn;
dado que conocemos su clasificacién segin su varianza {apartado 3 del
capitulo anterior), 1la combinacidn de estos estimadores la haremos en
funcidén de ésta.

Por otro lado, si para cada particidon utilizamos el mismo estimador
(Kish 1965 y Murthy y Sethi, 1961) la varianza de la media ponderada
aumenta y el sesgo se mantiene en la medida que lo sea el estimador
utilizado. Al wutilizar distintos estimadores, nosotros hemos
encontrado que, bajo ciertas condiciones, es posible no sdlo disminuir
la varianza sino encontrar un valor minimo absoluto de ésta. Asi
mismo, al combinar diversos estimadores, sesgados e insesgados,
disminuimos el sesgo del estimador media ponderada.

La notacién que vamos a emplear en el desarrollo de éste capitulo
es la utilizada en los capitulos anteriores.
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2. Estimador media ponderada en una particién de m subconjuntos. Sesgo
y varianza de éste estimador

Definicidén 2.1 Para una m.a.s de extensién n con no respuesta,
dividida en m subconjuntos de unidades aleatoriamente seleccionadas,
tales que para cada subconjunto expresamos por :

P: , & su proporcidn en el total de la muestra (I p. = 1)
i=1

Ny = N.Pps , Ypi ;, Yp: = N3 . Yo ¥y Wi>0 , el nimero de unidades,
media, total y ponderacidn, respectivamente.

Se tiene que :

* En las condiciones anteriores, diremos que los m subconjuntos
constituyen una particién de la muestra.

* El numero de unidades en la nueva muestra es :
m m m
k = b2 n;. Wi =In. Pi. Wi =n. I Pi. Wi
i=1 i=1 i=1
* La media en la nueva muestra, que la llamaremos media ponderada con

referencia a la muestra de extensidn n, es :

Yiom = 1/K « L Ypuo Wa = 1/K » T YouoMla oWy = commmommmmee (1=1...
1=1 i-1 I psi.Wy
Proposicion 2.2 La media ponderada ?k,n es un estimador sesgado o
insesgado de ?N, segun el estimador empleado en cada particion
Demostracién :
De la definicidén 2.1. se sigue :

L E(Yps). P1.Ws

E{(Yx n) = ———==———————mmeee {(i=1...m) (1)
X Pi.Wi
Si suponemos que E(?Di) = ?N, para cualquier subconjunto, se sigue de
(1) :
- L pi.W; - -
E(Yx/n) = ~===----—- . Y = Y (2)
L pi.W;
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y el estimador media ponderada es insesgado.

Si suponemos que E(ipi) = §N1 , para cualquier subconjunto, se sigue
de (1)
- L pi.Wi - -
E(Yk/n) = memwmm—mm———— » YN]_ = YN]_ (3)
I p;i.W;

y el estimador media ponderada tiene el mismo sesgo que el de los
estimadores empleados en cada subconjunto.

Finalmente, para el caso en que los estimadores sean sesgados e
insesgados, obtendremos un sesgo para el estimador media ponderada,

intermedio entre un tipo (2) y otro (3). Concretaremos éste caso
posteriormente {Proposicién 3.1.2)

Proposicion 2.3 La varianza del estimador Y.,. viene determinada por
la expresién :

- X Piz' WiZ- VAR(‘}pi)
VAR (Yi,n) = ======—mmemeemmeme—eeem (i=1...m)
{ I ps.Ws )?
Demostracidn :
Teniendo en cuenta la proposicidén anterior y las propiedades de la

varianza, se sigue

VAR (Yi,n) = VAR [mmmmmmmmmmmmmme R — . VAR [I Yoi. ps.Ws]

c.q.d.

La expresidn indicada para la varianza del estimador media ponderada
en la proposicidn anterior es genérica, en tanto que no concretamos el
tipo de estimador empleado para cada subconjunto de 1la particidén. Veamos

un caso particular, tomando como ejemplo el estimador A:?pi { apartado

2.1 del capitulo II ) para cada subconjunto. Demostramos el aumento de
la varianza, aludida en el apartado anterior, al emplear el mismo
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estimador en todos los subconjuntos.

En 1lo que sigue, para expresar el tipo de estimador empleado en el
subconjunto de extensién ni, con una proporcidén p; y una ponderacién
Wi, utilizaremos la misma notacidén empleada para la muestra de extensidn

n en el capitulo anterior; en consecuencia, teniendo en cuenta que n; =
n.p: escribiremos

Proposicién 2.4 La varianza del estimador VY.,x, utilizando el

estimador A:Y.; para cada subconjunto de 1la particidén de la muestra de
extensién n, es :

VAR (Yoym) = [ =mmmesmmome = D/N . —mommeiemee 1. 1/n . 52

Demostracidn :

De la proposicién 2.1.4 , cap. II se tiene, para una muestra de
extensién n; :

VAR ( A:Yp: ) = 1/ns ( 1 - ni/N ) Sa2

y dado que n; = n.ps, sSe sigue :
VAR ( A:Yp: ) = 1/{n.ps) ( 1 - (n.ps) / N ) 5&* (1)

Por otro lado la expresién de 1la varianza, segun la proposicidn 2.3
toma la forma :

m

) I pi2. Wi2- VAR(A:Yp:)
VAR (Yk/n) S e e e e e e e ———————

y sustituyendo (1) en ésta expresién, quedara

1
____________ JZopi2. Wa2- 1/(n.ps) (1 - (n.ps) /N ) S8® =
( Z ps.Ws )2
1 1
[ ------------- . Z pi- Wiz T ommmmmmmm . Z piz- Wiz-n/N ]-1/n-SN2
(Zplwl)z (zpiwl)z
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que es la expresién propuesta

c.q.d.

Proposicién 2.5 La varianza del estimador §k,n, utilizando el

estimador A:Y,. para cada subconjunto de la particién de la muestra de

extensidén n, aumenta con respecto a la varianza del estimador A:Y,. Esto

es &

VAR (Yx,n) > VAR (A:Qn)

Demostracidn :

Si descomponemos cada término de la proposicién anterior en la forma

que sigue
L pi. Wi® L pi. Wi% - (Z Pi. Wi) 2
------------ = 1 4 mmmmmmmmme L. (1= 1 m)
(E pi wl) (z pl wl) 2
Zpi. Ws? - Zps® Wi 2-2LDpPs. py. Wi Wy
i=1 i=1 i1<>3
Z ] 4 e e ————————
(£ pa. Wi) 2
=1+ [A]
L W:s® pa(l-ps) - 2 L ps. py. Wi. W,y
i=1 i«>]
siendo [A] = =-=—mmmmmm el (1)
(Z ps. Wi) 2
Z pj_z Wiz Z piZ . Wj_z - (Z pi Wi) 2
———————————— = ] 4 e
(Z psi.Wi)2 (Z ps. Wi) 2

"
[
+

"
-t
I
r—n
o~}
]
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2z Pi. Pj. Wi. Wj

" siendo [B} = —--i:ii __________________ (2)
{Z ps. Wy) 2
Luego :
VAR (Yi,n) = 1/n (1 + [A] - 0/N (1 - [B] )) Sx2

1/n (1 -n/N ) Sv® + 1/n ({A] + n/N [B] ) Sx®

- VAR (A:Y.) + 1/n ([A] + n/N [B] ) Sa2
c.q.d.

La demostraciéon es valida para cualquiera de los estimadores
estudiados en el capitulo II, dado que la descomposicidon que hacemos
de la varianza en las expresiones (1) y (2) nos sirve para cualquier
expresién de la varianza.

3. Estimador media ponderada en una particién de 2 subconjuntos

Pretendemos utilizar las ponderaciones con el fin de obtener un
estimador, al que hemos denominado media ponderada, cuyo sesgo sea igual
0 menor y la varianza menor que la del estimador que podamos emplear en
la muestra. La forma de conseguirlo es combinar varios estimadores, uno
para cada particiodn.

En éste apartado reducimos la particidén a dos subconjuntos, con el fin
de obtener relaciones entre las ponderaciones que nos permitan conseguir
tal objetivo. Hay dos caminos a seguir : Trabajar con el supuesto de que
las ponderaciones se consideran consecutivas (Kish, 1965), esto es, W,+1
y Wi o bien con la razdn de ponderacidn, definida por W = Wy / Wi_o, W>0,
Nosotros proponemos el segundo camino.

En lo que sigue consideramos una muestra de extensién ny la muestra
ponderada de extensién k, en 1los términos definidos en el apartado
anterior de éste capitulo { Definicidn 2.1 ).

3.1. Media ponderada y sesgo

Proposicién 3.1.1 Para una m.a.s. de extensién n con no respuesta,
dividida en dos subconjuntos aleatoriamente seleccionados, tales que p y
1-p son sus proporciones en el conjunto de unidades de la muestra, Wy y

Wip, Yo e Y,_, las ponderaciones y las medias respectivas de cada uno
de los subconjuntos y W = W, / Wi_, la razdon entre ambas ponderaciones se
tiene :
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_ W2, p=. VAR(Y.) + (1-p)® . VAR(Y:1_,)
VAR(Yk/n) S T e e e e e e e e e e e e e

Demostracioén :

Utilizando la definicién 2.1 y la proposicidén 2.3, se tiene :

_ W2, p2. VAR(Y,) + Wi_p? . (1-p)® . VAR(Y:i_,)
VAR(Yk/n) T e e e e e e R R e R A M

Dividiendo los dos miembros de cada expresion por W,_, y teniendo en
cuenta que W = W, / Wi_, se obtiene las expresiones propuestas

c.q.d.

En el apartado anterior vimos que el estimador media ponderada era
insesgado o sesgado segin el tipo particular de estimadores empleados en
la particién { Proposicién 2.2 ), sin concretar mas. Vamos a ver que, al
ponderar un estimador sesgado con otro insesgado o siendo 1los dos

sesgados con distinto sesgo, el sesgo de la media ponderada es menor que
el del estimador sesgado, utilizandolo para el conjunto de la muestra .

Proposicién 3.1.2 Siendo S:Y, la media asociada a un estimador
sesgado, denotado por S, en la particidn de la muestra de extensidén n, de
proporcién p y ponderacién W, y tal que E{S:Y,) = 86.Yn. y siendo I:Y,_,
la media asociada a un estimador insesgado, denotado por I, en la
particidén de la muestra de extensidén n, de proporcién 1-p y ponderacién
Wip ¥y tal que E(I:?l-p) = ?N, si denotamos por W = W, / W._o , el sesgo
del estimador media ponderada { & es una constante ), es

sesgo(§k/n) = e . sesgo {S:¥.) (1)

y es tal que :

sesgo(?k,n) < sesgo(S:%n)
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Demostracién :

De acuerdo con la proposicién 3.1.1, la media ponderada para ésta
particidn es :

y utilizando las hip6tesis planteadas, su esperanza queda en la forma

W.p.ﬁ.YNl + (1"'9)- YN

E(Yx/n) = =—-—=m=———--m-omommmm e
W.p+1l-p
y el sesgo :
_ - - W.p.é.;Nl 1 - P -
sesgo(Yi,n) = E(Yu,n) - Yo = o _____ +{ e _ - 1) Y»
W.p+1l-p W.p+1-p
W.p.8.Yn1 W.p.Yn

W.p - -
e (8.¥n1 - Yn) {2)
W.p+1-p
Por otro lado :
sesgo {S:¥n) = E(S:¥Yn) - Y = 6.¥n1 - ¥ (3)

De {2) y (3) se deduce (1), 1lo que demuestra la primera parte de la
proposicidn.

Si el cociente entre los sesgos (1) / (3) :  —-=====--- es < 1
habremos demostrado la sequnda parte, esto es que :
sesgo(?k,n) < sesgo(S:Qn)

En efecto, supongamos que :
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lo que no es posible.

c.q.d.

Proposicidén 3.1.3 Fijado un valor para p, el valor de W que reduce el
sesgo a la razén r = a/b { a<b), es igqual a :

Demostracion :

Utilizando la proposicidén anterior, se tiene gue
--------- = --- vy despejando W, obtenemos la primera expresion
Como a = b.ry b-a=b.{l1-r), obtenemos la otra expresién

Proposicidon 3.1.4 A igual valor de W, el sesgo de la media ponderada
aumenta conforme la proporcién p aumenta. Asi mismo, para un valor de p,
el sesgo aumenta conforme la razdn de ponderaciones, W, aumenta

Demostracion :

Para dos proporciones p. Y P, los sesgos respectivos son (proposicidn
3.1.2)

W. P1 - -
----------- ( 6 YN]_ = YN ) (1)
W.p1 +1-pa
y
W. p2 - -
----------- . ( 6.YN1 - YN ) (2)
W.pz +1-p2

5i consideramos pi< p2, deducimos que : 1l-pz < 1-p» y W.p: < W.pz,
dado que W>0.

Como todos 1los términos de ambas desigualdades son positivos,
deducimos que :

(1-pz).W.px < {1-p1).W.p> ==> (1-pz) / W.p> < (1-p1) / W.pa

Luego : 1 + [ (1-p2) / W.p= 1< 1 + [ (1-pa) / W.pa ] (3)
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Como el inverso de cada término de (3) es el primer factor que aparece
en las expresiones {2) y (1), deducimos que (2) > (1)

Para la segqunda cuestidn, como la funcidén
W. p p.(1-p)
Y = —emmeeeee ==> dY/dW = --=---mmum > 0
W.p +1-p (W.p +1-p)2

es creciente para cualquier valor de W, en particular para W>0.
c.q.d.

Proposicién 3.1.5 Siendo S:Y, la media asociada a un estimador

sesgado, denotado por S, en la particién de la muestra de extensién n,

de proporcién p y ponderacién W, y tal que E{(S:Y,) = Yn: y siendo

S1:Y:_p, la media asociada a otro estimador sesgado, denotado por S,, en
la particién de 1la muestra de extensién n, de proporcién 1-p vy

ponderacién W,_, y tal que E{S::Y1_p) = &.Yv2a ( & es una constante,

8 < 1 ), si denotamos por W = W, / Wi_o , el sesgo del estimador media
ponderada es :

(1-p).01-28)

se5g0{Yu,n) = 5€sgo(S:¥n) = ——mmmmmmmmmemmmo c Yar (1)
W.p+1l-p
y es tal que :
sesgo(§k/n) < sesgo(Szin) {2)

Demostracioén :
De acuerdo con la proposicién 3.1.1, la media ponderada para ésta

particidén es :

y utilizando las hipdtesis planteadas, su esperanza queda en la forma

- W.p.YNl + (1'p).6. YN-]_
E(Yuym) = =mmmmmmmmmmmmooemene

y el sesgo :

_ - - Wp+l-p  (1-p)(&1)  _
seSgO(Yk/n) = E(Yk/n) - YN’ = [ ----------- $ mmmemee——e——— ]-YN‘l - YN
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Como el sesgo del estimador S es
Sesgo(S:Qn) = E(Y.) - Yy = Yys - §N (4)

De (3) y (4), se sigue la expresidn (1). Por otro lado, de (1)
escribimos :

- _ {1-p).(1-6)
sesgo{S:¥n) - 5e890(Yn, k) = =———=-———emeua . Y
W.p+1-p
(1-p).{1-6)
y al ser la expresidén : -----=—-—-mo >0, para 0 < 6 < 1
W.p+1l-p

se sigue la expresién (2) propuesta
c.q.d.

Proposicién 3.1.6 Para un 6>1, a igual valor de W, el sesgo de la
media ponderada aumenta conforme la proporcién p disminuye. Asi mismo,
para un valor de p, el sesgo aumenta conforme la razén de ponderaciones,
W, disminuye.

Demostracidn :

De la proposicidn 3.1.5, tenemos

_ _ (1-p).(1-8)
sesgo(S:¥,) -~ sesgo{Yu,n) = -————=———-uo R £

Para dos proporciones p: y p=, la diferencia de sesgos sera

______________ A{1-8). Y1 (1)

—————————————— .(1_6)-YN1 (2)
W.p= + 1 - pz

De pi< pz ==> 1-p> < 1-p» y W.p: < W.pz=, dado que W>O.

Como todos 1los términos de ambas desigualdades son positivos,
deducimos que :

(1-p2).W.p2 < {1-pa).W.pz ==> W.p1/(1-p1) <« W.p2/(1-p2) ---»

[W.pa/{1-p2)]+1 < [W.p2/(1-p2)1+1 (3)
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Como el inverso de cada término de (3) es el primer factor que aparece
en las expresiones (1) y {(2) y el resto de los factores son iguales en
ambas, deducimos que (1) > (2). En definitiva :

[5e5g0(5:¥n)lpops - $€890(Yi, mn)+(1) > 5e8go(¥i,n)+(2) - [5e5g0(5:¥n)lpepa

La demostracién de la segunda cuestidn es andloga a la indicada en la
proposicién 3.1.4

c.q.d.

En la proposicion 3.1.1 dimos una expresidn para la VAR(Yw,n), que es

una funcién de Wy p. Si fijamos el valor de p, 1la funcidn varia segun
los valores de W.

Desde un punto de vista genérico vamos a estudiar ésta funcidén

considerando W como la 1nica variable independiente y obtendremos las
siguientes conclusiones que utilizaremos mas adelante

Proposicion 3.1.7 Denotando por a; = pZ.VAR(§p); az = (1—p)2.VAR(§1_p)
Yy as =1 -p y para un valor fijo de p, tal que 0 < p < 1, la funcidn :

VAR(Yy,n) = ¥ = —mmmmmmmmmmme (1)
(W.p + a3)2
presenta un minimo absoluto para el valor de W :

1-p  VAR(Y:_p)
Wog = ——o=. —=—m—memen (2)

p VAR(Y,)

Cuyo valor es :

Yu = [ 1/ VAR(Yp) + 1/ VAR(Ys_p) 1-*  (3)
o bien
_ 1-p
Yo = VAR(Y:_p) . =--mmmmmmme- (4)
1+ p.{Wn-1)
Demostracioén :

Observamos que tanto a., como a, y as son términos positivos. La
primera derivada de la funcidén Y tiene por expresidén :

dY 2.a;.as.W - 2Z2.p.a: p.az

aw (W.p + a3):3 di.a3
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El valor Wu > 0 , dado que los términos que intervienen son todos
positivos.

La segunda derivada, tiene por expresidén :

dZY 2.a1.a3.(W.p + a3) - 3.p.(2.W.a1.a3 - 2.p.az)

aw (W.p + as)*
al sustituir W= W» , se tiene que : 2.Wm.a:.33 - 2.p.a- = 0 , dado
que es el numerador de la expresién para la primera derivada
particularizada, del cual hemos obtenido Wu.

Particularizando y simplificando, nos queda :

a2y 2.81.a3
—_— T e e e - > O
aw? {(Wn.p + 83)3
W=WM
Lo que nos confirma que para W = Wn, la funcién presenta un valor

minimo. Sustituyendo en {5) el valor de cada término, obtenemos el valor
propuesto en (2).

Para determinar el valor minimo, tendremos que particularizar la
expresidén (1)

[VAR(?k/n)]W=Wm = Ym {6)

Sustituyendo en (6), la expresién (5), tenemos :

Wi?.8, + a p2.a;.a2 + as.{ai.as)? a: . ax
Yy = ~—~cmmmm———— T mmmmm e m e, —————— T mmmmm—————————— =
{(Wn.p + 83)2 (p2.az + a,.as*)? p2.a: + ai.as”
1 p (1-p)® -1
T e e e =] memm———— d e ———— ]
p® (1-p)® [ ax a
_____ 4 m——mm——
al az

Sustituyendo en la uGltima expresidén obtenida, el valor de a. y a:, se
obtiene la expresidén (3).

Para obtener la expresién (4), procederemos de la siguiente forma :
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El primer factor, se transforma en la forma :

WnZ.a1 + Ao [pP?.31.82% + az.{a1.as3)2].a;.as a-

e e o . DT e e me % e e e P M T ————————— - —— = e

Wm.p + as {p®.az + ai1.asz?®).(a:1.as)2 as

Sustituyendo en (7), no queda la expresidn propuesta (4)
Por otro lado, la funcidén presenta una Unica asintota de ecuacién

p>.VAR(Y,) _
Y= —————-nn = VAR(Yp) { asintota horizontal )

Ademds es positiva, para cualquier valor de W { su grafica estd
situada en la parte superior del eje de abcisas ).
c.q.d.

3.2. Ponderacidn entre estimadores sesgados

Hemos visto en el primer apartado que la varianza del estimador media
ponderada, cuando utilizamos en cada particién el mismo estimador,
aumenta con respecto al estimador de 1la muestra, que se supone es el
mismo que el utilizado en la particidn.

Nosotros, en lo que sigue y en el subapartado siguiente, vamos a ver
que combinando dos estimadores es posible disminuir la varianza del
estimador media ponderada e incluso que ésta alcance un valor minimo
absoluto.

En particular, vemos dos casos generales seqin que los dos estimadores
sean sesgados, objetivo de éste subapartado, o bien uno sesgado y otro
insesgado, objetivo del siguiente subapartado.

Para el primer caso, combinaremos los estimadores sesgados B, C, Dy G
en funcidn del orden que establecimos entre ellos, en cuanto a su
varianza { Proposicidén 3.1.2, capitulo II ), eligiendo tres de éstas
combinaciones.

Para el segundo caso, combinaremos el de menor varianza de los
sesgados, estimador D, con el mas eficiente de los insesgados, estimador
A (Proposicidnes 3.1.2 y 3.1.4, capitulo II ).

En ambos casos, proponemos dos valores de la proporcién p, a los que
denotaremos por po ¥ P1 ., dentro de los cuales, existe un intervalo de
extremo inferior cero, para la razén de ponderaciones W y en el que la
varianza de 1la media muestral ponderada es mas pequefla gque si
empledramos, a nivel muestral, el estimador cuya proporcién es p.
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3.2.1. Estimador C+B

Proposicidn 3.2.6 Para una m.a.s. de extensién n, con no respuesta,
dividida en dos subconjuntos aleatoriamente seleccionados, tales que py
1-p son sus proporciones en el conjunto de unidades de la muestra, Wo ¥
Wi o, C:Y, y B:Yi_, , las ponderaciones y las medias respectivas de cada
uno de los subconjuntos y siendo W = W, / W._, la razdn entre ambas
ponderaciones, se tiene

1) La media ponderada de la muestra, utilizando los estimadores C y B,
tiene por expresidn :

) W.p.(C:Yp) + (1-p).(B:Y¥:_o)

que en lo que sigue, la expresaremos por Yi, n

2) La media ponderada es un estimador sesgado y es tal que :
$e8g0( Y n) = tnz - (Yn1 - Ynz) = sesgo {C:Y.) (1)
3) La varianza de la media ponderada tiene por expresidn :

_ W2. p. VAR(C:Y,) + (1-p)2 . VAR(B:Y._.)
VAR(Yk/n) T T e e e ——
{(W.p + 1 - p)2

y al ser n.p y n.{1l1-p) las unidades de la muestra empleadas en
cada particion, se tiene :

B} 1 n(1-p)
VAR (B:Yl_p) = mm———- . [ 1 - e———— ] . SN]_Z
n{1l-p) N,
_ 1 n;.p
VAR (C:¥p) = ---—-- R (i R — ] . Sma?
ni.p Nl

Demostracién :
La primera y tercera parte son consecuencia de la proposicién 3.1.1.

Para ésta 1ultima hay que tener en cuenta, ademds, las proposiciones
2.2.10 y 2.3.13 del capitulo II.
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La segunda parte es consecuencia de la proposicién 2.2 . Para
demostrar la igualdad (1) propuesta, procederemos de la siguiente forma :

* Dado que E(C:Yp) = Yna ¥y E(B:Ya_p) = Yua ( proposiciones 2.3.12 y
2.2.9, capitulo II )

* Dado que E(Yx,n) = Yna { proposicién 2.2 )

* Los tres estimadores 1o son de la media poblacional Y

Se sigue que sus sesgos son iguales. El valor del sesgo es
consecuencia de la proposicién 2.3.12, capitulo I1I

c.q.d.

Grafico 111.1
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En el grdfico I11.1 indicamos para diferentes valores de p y de W, el
comportamiento de 1la varianza de 1la media ponderada al utilizar una
particién de dos subconjuntos de proporcidn p y 1-p y los estimadores C y
B, para cada uno de ellos, respectivamente.

La tasa de respuesta es fija y la consideramos igual a 0.80. Asi mismo
consideramos la extensidén de la muestra n = 10.000 y el total de unidades
que responden N,=50.000, por lo que F, = 5

El valor de la varianza del estimador muestral C:Y., salvo el factor
Sw12 , es de 1.05%10°%, obtenido de la expresién :

- 1 N,
VAR (C:Y,) = --=--- . [ 1 -----1 . 8+v1® { proposicién 2.3.13)
2P N1

En el referido grafico podemos observar { 1los datos que se indican,
estén obtenidos de la Tabla II1.1 que se verd posteriormente ) que :

* Hay valores de p>po = 0.67935 en los que el valor de la varianza de
la media ponderada estd por encima del valor de la varianza del estimador
muestral C, para cualquier valor de W.

* Hay valores de p<po en los que el valor de la varianza de la media
ponderada estd por debajo del valor de la varianza del estimador muestral
C, para un intervalo de valores de W que depende del valor empleado de p.

Asi, por ejemplo, para p=0.5 el intervalo de valores para W es de [0,
1.16496]

* Dentro de éste intervalo de valores de W, hay uno para el que la
varianza del estimador de la media pondera toma el valor minimo.

Asi, en el ejemplo de antes, para Wy = 0.78261 la varianza es minima y
de valor : 7.8537%10-® , salvo el factor Sw.® .

En la siguiente proposicién generalizamos todo esto.

Proposicion 3.2.7 Si ponderamos el estimador C:S_{p con el estimador

B:Y..p en una particién de dos subconjuntos, existe una proporcién po y
p. tal que para cualquier proporcién p, con la condicidn :

0< p £ min(1,po)
1) Tiene asociado un intervalo para los valores de W, de extremos :
0y a+ [taz.(1/p - 1/po)]*’* si p2pa

0 bien
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a - [taz.(1/p - 1/P0)1*7® ¥ a + [tn2.(1/p - 1/po)}*”2 si p<pa

dentro de los cuales y, para cualquier valor de la razén W, se verifica
que

VAR (Qk/n) < VAR (C:§n)

2) Dentro del intervalo [ 0, & ] existe un valor de W :

para el que la varianza del estimador de la media ponderada toma el valor
minimo absoluto :

Foon. [1+p.(Wn-1)]

Siendo F, = N1 /n , a=1=-tsa:/F1, Po = taz/{1-3%) , P1 = tnz
Demostracién :

1) Utilizando la proposicién 3.2.6, apartado 2 y la proposicién 2.3.13
del capitulo 1I, escribimos :

W2, p2. VAR(C:Y,) + (1-p)2 . VAR(B:Y:_o)

VAR(Yk/n) T T T T e e e e e e e e e e e e e ——————— (1)
(W.p+1-p)2
_ 1 n{l-p)
VAR (B:Yl_p) = mm————— . [ 1 - emm————— ] . SN]_Z
n(i-p) N1
- 1 n;:.p
VAR (C:Y,) = -~==—- B N R ] . S5na?® {2)
n:.p N1
- 1 n,
VAR {C:Y¥,) = —=~-—- 1 - === 7. 5n2
nl N1

Pretendemos demostrar bajo qué condiciones se verifica que :
VAR (Yi,n) < VAR (C:Ya) (3)
Sustituyendo en la desigualdad (3) las expresiones (1) y (2) :
1 n..p 1 n(i-p) 1 Ny

W2.p2. === (1 = ====)4(1-p)2. —=--m-n G R )<(W.p+1-p)2.--.(1- - )
ni.p Ni n{i-p) N3 HE] N,
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Transformando la desigualdad :
W2.p.(1/n.-p/N1) + (1-p).(1/n-(1-p)/Ni) - W2.p3.(1/n1-1/N;)
- 2.W.p.{1-p).{1/n1-1/N1) - (1-p)*.{1/n1-1/N1) < O

y agrupando términos, se tiene, despues de multiplicar por n, :

n
W2.p.(1-p) - 2.W.p.{1-p). (1 = === .ta1) + (1-p).tms - (1-p)2 < O
N
y simplificando :
n
W2.p. - 2. W.p. (1 - === .tn1) + tn1 - (1-p) < O (1)
N,

Como p>0, 1la solucidén de la inecuacién (1) se encuentra en el
intervalo comprendido entre las soluciones de la ecuacién :

n
W2.p. - 2.W.p.(1 = === .ta1) + ta: - (1-p) = 0 (2)
Ny

El discriminante de ésta ecuacidn, tomando a 1 - (n/Ni).tn1 , e85 :

1

4.p%.(1-(n/N1) .tn1)2 - 4.p.(ta1+p-1)
4.p.{ p.a® - tax +1 -p)
y la ecuacién (2) tiene solucidn, siempre que se verifique :
4.p.(p.a® -ta: +1-p )20
esto es, para valores de p tales que:
P s (1-tax)/(1-23%) = taz/(1-8%) = po
El valor po es > 0, dado que tn> > 0y 1-a2 > 0 al ser a < 1
El intervalo pues, solucién de la inecuacién (1) , para valores p < po
la-(taz/p-1+a% )%, a-(taz/p-1+a*)*2]
que de acuerdo con el valor obtenido para po, toma la expresién :
[a-{ ta2.(1/p - 1/pPo) )*72 , @+ ( taz.(1/p - 1/Po) )*7* ]
Por otro lado, observamos que para p = po, el intervalo se reduce al

punto W = a. Ademas, el valor de p a partir del cual el extremo inferior
es nulo o positivo es :
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a - { ta2.(1/p - 1/pPo) )*7% 2 0 ==> 1/p 2 1/po + a%/tnz = 1/tn>
esto es para valores de p tales que :
PZtnzzpl

Como po puede ser mayor que 1, restringimos todas las soluciones a
valores de p, tales que : 0 < p <1
c.q.d.

2) Por la proposicién 3.1.7 y para cualquier valor de p, existe un
valor para W, para el cual la varianza de 1la media ponderada tiene un
valor minimo. Para el caso en el que estamos estos valores son :

1-p VAR(B:Y:_p)
wm = ———— | mm—emmmm——————
P VAR(C:Yp) (4)
- _ 1 - p
VAR(Ywx,n) = VAR(B:Yi_ p) . ———————=mmmv
1+ p.(Ws1)

Teniendo en cuenta las expresidénes (2) , sustituyendo en (4) y
simplificando, se tienen las expresiones propuestas al principio de la
proposicién. Demostramos que W. estd contenido en el intervalo [ 0 , a ]
subintervalo del obtenido en el apartado anterior de ésta proposicién;
para ello :

* Veamos que Wy 2 0 para cualquier p > 0 :

Como F, = Na/n> 1 y p.tas < Fy ==> F; - p.ta:1 > 0, y por
consiguiente para que :

yal ser F, =N./n> 1, se sigué qﬁe para todos los p > 0 es vadlida
la desigualdad.

* Veamos que Wy < a , siendo a = 1 - t../F, , para cualquier p < po :
tnl.(Fl - 1 + p) Fl.tnz + tnl .(1"2p)
Wy = ————————— e = ] = e
Fl = p-tnl F]_ - p-tnl

Luego Wu £ 1 - £,../F1 , es lo mismo que

[}
1
]
[}
|
|
i
1
1
1
t
[}
'
'
}
|
I
I
1
I
i
!
v
r+
4
b
~
3]
-
i
It
A\
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COOOOOQOCOOUOOOOOOOOOOOROLOOOOO

F.2.
P £ ———m————————— = Po =
(2F1 - tnl) -tnl

Como aplicacidn,
proporcién p y 1-p y los estimadores Cy B,

I11.1 para un valor N, =

respectivamente
0.90

1l po

70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
70 1.15207
BO 0.67935
80 0.67935
80 0.67935
.80 0.67935
80 0.67935
.80 0.67935
B0 0.67935
80 0.67935
.B0 0.67935
B0 0.67935
S0 0.30525
90 0.30525
50 0.30525
50 0.30525
90 0.30525

COOTOOQOCOOODOAOO OO0 OO0

Pa

.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.30
.20
.20
.20
.20
.20
.20
.20
.20
.20
.20
.10
.10
.10
.10
.10

(2 - tnl/Fl)-tnl/Fl

{1+a).(1-a)

c.q.d.

consideremos una particién de dos subconjuntos de

VAR(C:Y.)
(R)

.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
.00012286
. 00012286
.00012286
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00010500
.00009111
.00008111
.00009111
.00009111
.00009111

OO OO AOLAOOOCOOOLOOLOOOOOOOO

Tabla III.1
P ES

.30 1.72000
.35 1.63249
.40 1.56771
.45 1.49739
.50 1.44275
.55 1.393%90
.60 1.34948
.65 1.27008
.70 1.23363
.75 1.19852
.80 1.16420
.85 1.13006
.90 1.09534
.95 0.98566
.20 1.68000
.25 1.55106
.30 1.45014
.35 1.36634
.40 1.29343
.45 1.22736
.50 1.16496
.55 1.10313
.60 1.03732
.65 0.95529
.10 1.64000
.15 1.40229
.20 1.23521
.25 1.08907
.30 0.89572

QOOOOOOOQOOOOOOOOOOOLQOOOOOOO0

Wi

.62839
.64038
.65254
.66489
.67742
.69014
. 70306
.71617
. 72949
.74302
. 75676
.17072
. 78490
.79931
.69421
.70833
.72269
. 73729
. 75214
.76724
.78261
. 79825
.81416
.83036
. 75153
L76773
. 78423
.80105
.81818

VAR(Ysx,n)
(B)

.00008328

.00008351

.00008362

.00008361

.00008346

.00008317

.000082742
.000082157
.000081417
.000080519
.000079463
. 000078250
.000076884
.000075370
.000080951
.000080899
.000080715
.000080392
.000079924
.000079307
.000078537
.000077612
.000076534
.000075304
.000079987
.000079780
.000079428
.000078926
.000078269

168

para cada uno de ellas,
. Siguiendo la proposicidén 3.2.7, indicamos en la tabla
50000 , n = 1000 (F1=5) ¥ tn1 = 0.70 , 0.80 y

(B)/(R)

QOO OO OOOOLOOLLOQOOOOLOOOOCOOO

67790
.67974
.68064
.68053
.67934
.67700
.67348
.66872
.66270
.65539
.64679
.63692
.62580
.61348
.77086
. 77047
.76871
.76564
.76118
. 75530
. 74757
.73%16
.72889
.71718
.87791
.87563
.87177
.86626
.85905



* los valores po Y Pa
* La varianza del estimador C:Y. , salvo el factor Sy:2

* Para diferentes valores de p comprendidos entre po y p: el intervalo
de valores para W : [ 0, ES ], dentro del cual :

VAR (Yi,n) < VAR (C:Yn)

donde ES = a + [tnz.{1/p - 1/po)}*72 , con la notacidén indicada en la
proposicidén 3.2.7

* Asi mismo el valor W. , la varianza de la media ponderada para dicho
valor salvo el factor Sy:® y la razén entre ambas varianzas .

Observamos que para una tasa de respuesta del 70% y una proporcidn p =
0.50 y tomando como razon de ponderaciones el valor W = 0.67742 la

varianza muestral se reduce, utilizando el estimador media ponderada, en
un 32% respecto de si utilizaramos el estimador C en toda la muestra.

3.2.2. Estimador G+B

Proposicién 3.2.8 Para una m.a.s. de extensidn n, con no respuesta,
dividida en dos subconjuntos aleatoriamente seleccionados, tales que py
1-p son sus proporciones en el conjunto de unidades de la muestra, W, y
Wip, G:Yp, y B:Y:_, , las ponderaciones y las medias respectivas de cada
uno de los subconjuntos y siendo W = W, / Wi_, la razén entre ambas

ponderaciones, se tiene

1) La media ponderada de la muestra, utilizando los estimadores G y B,
tiene por expresién :

_ W.p.{G:Y.) + (1-p).{(B:Y1-p)
que en lo que sigue, la expresaremos por Yi,a
2) La media ponderada es un estimador sesgado y es tal que :

$e890(Yi,n) = tnz . (Ywa - Ynz) = sesgo (G:Ya) (1)

3) La varianza de la media ponderada tiene por expresiodn :

) W2, p2. VAR(G:Y,) + (1-p)? . VAR(B:Y:_,)
VAR(Yic/n) = =———mmmm oo e e o e
(W.p +1-p)2
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y al ser n.p y n.{l-p) las unidades de la muestra empleadas en cada
particidén, se tiene :

_ 1 n(1l-p)
VAR (B:Yl_p) S mm———— N [ 1 - - } . SN]_2
n{l-p) Ni
- 1 n.p 2 ni:.p
VAR (G:¥Yy) = [ === (1 = === ) # ===,(1- ==-==) ] . Sm12
n.p Ni n.p n.p

Demostracion :

La primera y tercera parte, son consecuencia de la proposicién 3.1.1.
Para ésta Gltima parte hay que tener en cuenta, ademds, las proposiciones
2,2,10 y 2.7.26 del capitulo 1I.

La segunda parte es consecuencia de la proposicién 2.2 . Para
demostrar la igualdad (1) propuesta, procederemos de la siguiente forma :

* Dado que E(G:¥p) = Yna ¥ E(B:Yip) = Y~ ( proposiciones 2.7.25 y
2,.2.9, capitulo 11 )

* Dado que E{Yy,n) = Yn: ( proposicién 2.2 )
* Los tres estimadores 1o son de la media poblacional Yx

Se sigue que sus sesgos son iguales. El valor del sesgo es
consecuencia de la proposicién 2.7.25, capitulo II

c.q.d.

Proposicion 3.2.9 Si ponderamos el estimador G:S—{p con el estimador

B:Y._, en una particidn de dos subconjuntos, existe una proporcidn po ¥y
p. tal que para cualquier proporcidn p, con la condicién :

0 < p £ min(1,po)
1) Tiene asociado un intervalo para los valores de W, de extremos:
0 v b/a+ [ 2.tnz. 1/a. {1/p - 1/po) 1*72 , si p 2 min(1,p1)
o0 bien
b/a-[ 2.ta>. 1/a. (1/p - 1/po) 1*72 y bj/a + [ 2.ta=. l/a. {(1/p - 1/po) 1*73
para el caso en que p < min(1,p:)

dentro de 1los cuales, y para cualquier valor de la razdén W, se
verifica que :

VAR (S_rk,n) < VAR (G:S—(n)
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2) Dentro del intervalo [ 0 + b/a ] , existe un valor de W :

para el que la varianza del estimador de la media ponderada toma el
valor minimo absoluto :

VAR(Yi/n) = mmommmmmeeeemoeee S®
Fi.n.[1+p. (Ww-1)]

Siendo F1 = Na/n , a = 3-2t,; , b=a - n/Ni , Po = (2.a.tn>.F,)/(a+b)
Yy Pr = Z.tnz/a

Demostracién :

Utilizando la proposicién 3.1, teniendo en cuenta los estimadores que

vamos a utilizar y las proposiciones 2.2.10 Yy 2.7.25 del capitulo 11,
escribimos :

W2. p2. VAR(G:Yp) + (1-p) . VAR(B:Y:_.)

VAR(Yijm) = =mmmmmmmmmmmmmemieeea s LT NTE (1)
(W.p +1-p)2
- 1 n{l-p)
VAR (B:Yl.—p) T mmme———— . [ 1 - ————- ] . SN12
n{i-p) N1
- 1 n.p 2 N:.p
VAR (G:Y¥p) = [ === (1 = === ) + -==,(1- -——=) 1. 5x:? (2)
n.p N. n.p n.p
-~ 1 n 2 n,
VAR (G:Yn) = [ == (1 - —=~ ) + ——= (1- ---=} 1 . Sn12
n N. n n

Pretendemos demostrar bajo qué condiciones se verifica que :
VAR (Yx,n) < VAR {G:Y.) (3)

Sustituyendo en la desigualdad (3), las expresiones (1) y (2)

1 n.p 2 n 1 n{l-p)
W2.p2.[ === (1 ~ ====) 4 === [ (1- -—=) 1 #+(1-p)2. =-===w- {1l - e )<
n.p N1 n.p n n(i-p) Ni1
1 n 2 N,
(W.p+1-p)2.[ ===, (1~ == ) + ===, (1- =---) ]
n N, n n
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Transformando la desigualdad :

W2.p.(1/n-p/N242/n.(1-na/n)) + (1-p).(1/n-(1-p)/Ni)
- W2.p%.(1/n-1/N2+2/n.(1-n1/n)) - 2.W.p.{(1-p).(1/n-1/N:1+2/n(1-n./n))

- (1-p)2. (1/n-1/N1+2/n.(1-n1/n)) < 0
y agrupando términos :

W?.p/n.(1-p).(3-2n1/n) - 2.W.p.(1-p)(3/n-1/N1-2n,/n2) +
{1-p)/n.(3p-2+2{1-p).n./n) < O

dividiendo por 1-p , multiplicando por n y llamando a = 3 - 2t.., se
sigue :

W?».p.a - 2.W.p.{ a-n/N1) + p.a-2.tas <0 {1)
Como p.a> 0 (p>0ya>0), la solucién de la inecuacién (1) se
encuentra en el intervalo comprendido entre las soluciones de la ecuacién

W2.p.a - 2.W.p.{ a - n/N,) + p.a = 2.tn> = 0 {(2)

El discriminante de ésta ecuacién, tomando b = a - n/N;, es :
4.p%.b® - 4.p.a.{p.a - 2.tnz) =
4.p.[p.(b%*-a%) + 2.p.a.tnz] =

4.p.(-p.n/N;.{a+b) + 2.a.tn.z)

La ecuacidén (2) tiene solucién siempre que se verifique :
4.p.{-p.n/N:.(a+h}+2.a.tnz) 2 0
esto es, para valores de p tales que:
P <€ 2.8a.th2.N; / n.{a+b) = po - 2.a.tn2.F; / {atb)

Como atb > 0 { a = 3-2ta: = 142tn> > 1 ==> 2a > n/N;, pues n/N; < 1
==> 2a - n/N. = atb >1 ) y el resto de los elementos son positivos, se

sigue que po > 0

El intervalo pues, solucién de la inecuacidén (1) , para valores p < po
tiene de extremos :
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b/a - (1/{p.a%).(-p.n/N:.(a+b)+2.a.tns))*2 y
b/a + (1/{p.a®).(-p.n/Ni.(atb)+2.a.t,2) )22

que de acuerdo con el valor obtenido para po, toma la expresién :

[ b/a - ( 2.taz.1/a.(1/p - 1/po) )*72 , b/a + { 2.taz.1/a.(1/p - 1/po))*72 ]

Por otro lado, observamos qué para p = po, el intervalo se reduce al
punto W = Db/a. Ademds, el valor de P a partir del cual el extremo
inferior es nulo o positivo es :

b/a - ( 2.tn>.1/a.(1/p - 1/po) )*72 2 0 ==> 1/p < 1/po + b2/ 2.a.tns ==>

1/p 2 a/ 2. t.> , dado que 1/po + b2/ 2.a.t.. = a / 2. tas

esto es para de p, tales que :
P2 2.thz/a = p;

Como po y p: puede ser mayor que 1, restringimos todas las soluciones
a valores de p, tales que : 0 < ps1

2) Por la proposicién 3.1.7 Y para cualquier valor de p, existe un
valor para W para el cual la varianza de la media ponderada tiene un
valor minimo. Para el caso en el que estamos estos valores son :

1-p VAR(B:Y._,)

W = mmme e

p VAR(G:Y,) (4)

VAR(Qk/n) = VAR(B:Y1.p,) . =~——cmmmmeen

Teniendo en cuenta 1la expresio {(2), sustituyendo en (4) vy
simplificando, se tienen las expresiones propuestas al principio de 1la
proposicién,

Demostramos que W, estda contenido en el intervalo [ 0 ,b/a ]
subintervalo del obtenido en el apartado anterior de ésta proposiciédn;
para ello :

* Veamos que Wy 2 0 para cualquier p > 0 :

Como a= 3 =-2tn; =1+ 2t > 1, Fa=Ni/n>1 y pc<l1 ==>
a.F. - p > 0, y por consiguiente para que :
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y al ser F, = Ni/n > 1 , se sigue que para todos los p > 0 es valida
la desigualdad.

* Veamos que Wy < b/a , siendo a =3 -2 tha ¥ Db a-1/ F, , para

cualquier p < po @

F. -1 +p 2,F; - 2.p+1-2.th:1.F1
Wy = == = ] - e
a.F, - p a.F. - p

Luego Wn < b/a =1 - 1/(a.F:) es lo mismo que

2.F1 - 2-p + 1 - 2.tn1.F1

2.a.F,? - 2.p.a.F, + a.F, - 2.a.tn1.F1® 2 a.F1 - p ==>

dadoque a + b=a +a-1/F, = 2.a - 1/F,
3.2.3. Estimador B+D

Proposicioén 3.2.10 Para una m.a.s. de extensién n, con no respuesta,
dividida en dos subconjuntos aleatoriamente seleccionados, tales que py
1-p son sus proporciones en el conjunto de unidades de la muestra, Wy ¥y
Wi-p, B:Y, ¥ D:Y... , las ponderaciones y las medias respectivas de cada
uno de los subconjuntos y siendo W = W, / W._, la razén entre ambas
ponderaciones, se tiene

1) La media ponderada de la muestra, utilizando los estimadores B y D,
tiene por expresion :

_ W.p.(B:Y.) + (1-p).(D:Y:o)

que en lo que sigue, la expresaremos por Y/ n
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2) La media ponderada es un estimador sesgado y es tal que :

a)
— - (1 - p)-tnz _
sesg0(Yx,n) = sesgo(B:Y¥,) -~ ~-=----—---—-—-- o Yer (1)
Wp+1l-p
'Y
b) - -
sesgo(Yx,n) < sesgo{B:Y.) (2)

3) La varianza de la media ponderada tiene por expresidn :

_ W2. p2. VAR(D:Y,) + (1-p)® . VAR(B:Y._.)
VAR(Yk/n) e T T T S S S e e e S e e A e
{W.p +1 - p)?

y al ser n.p v n.{1l-p) las unidades de la muestra empleadas en
cada particién, se tiene :

- ni.{1-p) n..{(1-p)
VAR {D:Y;_ o) = ————————- B ] . Sxa2
[n.{1-p)]1* N
_ 1 n.p
VAR (B:Yp) = ------ I ] . Sna?
n.p N.

Demostracidn :

La primera y tercera parte son consecuencia de la proposicién 3.1.1.
Para ésta Ultima parte hay que tener en cuenta, ademds, las proposiciones
2.2,10 y 2.4.16 del capitulo II.

La segunda parte es consecuencia de la proposicién 3.1.5, tomando el
valor 6 = tni, dado que :

E(D:¥p) = tn1.¥n1 ¥ E(B:¥1p) = Y1 ( proposiciones 2.4.15 y 2.2.9,
capitulo 11 )
c.g.d.

Proposicidon 3.2.11 Si ponderamos el estimador B:Y, con el estimador

D:Y,_, en una particién de dos subconjuntos, existe una proporcidn po y
p. tal que para cualquier proporcién p, con la condicién :

0 < p < min(1,po)
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1) Tiene asociado un intervalo para valores de W, de extremos:

0 vy a + [ taz.b.{1/p - 1/po) 1*72 , siendo p 2 min(1,p1)
0 bien

a - [ taz.b.(1/p - 1/Po) 17 vy a + [ taz.b.(1/p - 1/po) 1*7*
siendo p < min(1,p.)

dentro de los cuales y para cualquier valor de la razén W, se verifica
que :

VAR (§k,n) < VAR (B:§n)

2) Dentro del intervalo [ 0, a ] , existe un valor de W :

para el que la varianza del estimador de la media ponderada toma el
valor minimo absoluto :

VAR(?k/n) = tnl. ------------------ . SN12

Siendo F; = N;/n, a=1-n/Ny , b=a-n/Ni.tns
b tnz Fl b tnz Fl
Po = ——====—————= y P1 = ==mmmmmmmmmm
a + tna tni® + a.Fy
Demostracién :

Utilizando la proposicidén 3.1, teniendo en cuenta los estimadores que
vamos a utilizar vy las proposiciones 2.2.10 y 2.4.16 del capitulo 1I,

escribimos :

_ W2. p2. VAR(B:Y,) + (1-p) . VAR(D:Ys_.)
VAR(Yi, n) = ==—m—— e (1)

- n..{1-p) n..{1i-p)
VAR (D:Yi_p) = —-—=—--——- I G Qg ] . Swa2
[n'(l'p)]z N.
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VAR (B:Y,) = ------ R 1 . Sws? ()

- 1 n
VAR (B:Yn) = =-===- 1 - =-=--3. 812
n N,
Pretendemos demostrar bajo qué condiciones se verifica que :
VAR (Yi,n) < VAR (B:Ya) (3)
Sustituyendo en la desigualdad {(3), las expresiones (1) y {2) :
1 n.p n; ni.(1-p) 1 n
W2.p%. —--=.(1 - ---=)+(1-p)2. --—--- {1l - e J<{W.p+l-p)%.-~-.(1- -- )
n.p N. nz.{1-p) N, n N:
Transformando la desigualdad :
W2.p.(1/n-p/Ny) + na/n®. (1-p).(1-(n..(1-p)/Ni)) - W2.p2.(1/n-1/N;)
- 2.W.p.(1-p).{1/n~-1/N1) - (1-p)2.(1/n-1/N,) < O

y agrupando terminos, se tiene :

W .p.{(1-p).1/n - 2.¥.p.{1-p).1/n.(1-n/N;)

+ (1-p).1/n.[ta1-tna®.0/N1 . (1-p)-(1-p) . (1-n/N1)] < 0

multiplicando por n y simplificando :
W2.p - 2.W.p.(1-n/N1) + tns - tna®.n/Ni.(1-p) - {1-p).(1-n/N;) < O
denotando por a =1 - n/N; y € = tan:?. n/N;, se tiene :
W2.p - 2.W.p.a + t.: - (1-p).{a+c) < O {1)

Como p > 0, 1la solucién de 1la inecuacién (1) se encuentra en el
intervalo comprendido entre las soluciones de la ecuacién :

W2.p - 2.W.p.a + tn: - (1-p).(a+c) = 0 {2)

El discriminante de ésta ecuacidén, después de simplificar, y tomando
b=a- (n/Ni).th: es :

4.p.[ p.a® - tnx + (3 +C). {1 -p)]-=

4.p.[ -p.n/Nl.(a + tnlz) + a - tnl + n/NJ_. tn]_z ] =
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( a - tnl + n/Nl. tn12 = tnz - n/Nl.(1+tn1)-tn2 = b.tnz )
4.p.[ -p.n/Nl.(a+tn12) + b.taz }
La ecuacidn {2) tiene solucibén siempre que se verifique :

4.p.{ -p.n/Nl.(a+tn12) + b.th ] O

v

esto es, para valores de p tales que:
P = b.tnz.N1 / n.(a+tn12) = Po = b.tnz.F1 / (a+tn12)
El valor po es > 0, dado que todos los términos son positivos.

El intervalo pues, solucidén de la inecuacién (1) , para valores p < Po
tiene de extremos :

a- (1/p.(-p.n/Ni.{a+tn1?)+b.tn2))*"?

a + (1/p(-p.n/N1.{a+tn12)+ b.tn2))*72]
que de acuerdo con el valor obtenido para po, toma la expresidn :
[ @ - (b.taz.{1/p - 1/Po) )*”* , @ + (b.taz.{1/p - 1/po) )*7* ]

Por otro lado, observamos que para p = Do, el intervalo se reduce al
punto W = a. Ademds, el valor de p a partir del cual el extremo inferior
es nulo o positivo es :

a - (b.tnz.{1/p - 1/po) )*/2 2 0 ==> 1/p < 1/po + @®/b.tn>
esto es para valores de p, tales que :
p 2z b.tnz/(a + (n/Nl).tnlz) = P = b.tnz.Fl / ( a.Fl + tnlz )
dado que po Yy p: pueden ser mayor que 1, restringimos todas las
soluciones a valores de p, tales que : 0 < p <1
c.q.d.
2) Por la proposicidén 3.1.7 y para cualquier valor de p, existe un

valor para W, para el cual la varianza de la media ponderada tiene un
valor minimo. Para el caso en el que estamos estos valores son :

1-p VAR{D:Y:_p)

Wy = ==== , =m———————— —f—

p VAR(B:Y,) (4)

VAR(Yy,n) = VAR(D:Yi_p) . ------mmm=m-
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Teniendo en cuenta las expresidénes (2) , sustituyendo en (4) y
simplificando se tienen las expresiones propuestas al principio de la
proposicién. Demostramos que W. estd contenido en el intervalo [0, a]
subintervalo del obtenido en el apartado anterior de ésta proposiciodn;
para ello :

* Veamos que Wym 2 0 para cualquier p > 0 :

Como Fi = Ni/n> 1 y p<l ==> F, - p > 0, y por consiguiente
para que :

F, - tnl.(l - p)
Wee = tna o -m-m==mmmmmmmm - 20 ==> Fy 2 ta:.{1-p) ==>

Fi/to:1 21 -p==>p21-Fi/taa

y al ser 1-F,/ t.: < 0 , se sigue que para todos los p > 0 es valida
la desigualdad.

* Veamos que Wn < @ , siendo a =1 - 1/ F, , para cualquier p < po !

tn1.{F1 = tn1.(1 - p) Fi1 - p - Fi.tns + tna?(1-p)
Wy = === mmemmem e = ] - e e
F. - p Fy - p

Luego Wy < a =1 - 1/F; es lo mismo que

F12 - p.Fl - Flz-tnl + tnlz{l_p)'Fl
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1+ taa® - (1/F1)

Fi(l - tna) - (1 - taa®)
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c.q.4.

Proposicién 3.2.12 Si ponderamos el estimador B:Y, con el estimador
D:Y._» en una particidn de dos subconjuntos, se verifica para una tasa de
no respuesta dada, t,-. que :

1) Fijado un valor de p , el sesgo del estimador media ponderada crece

al disminuir W

2) A igual valor de W , el sesgo del estimador media ponderada crece
al disminuir p

3) Siendo Wy la razdn de ponderaciones para un valor de p , en la que

la varianza de la media ponderada toma el valor minimo absoluto, una cota
inferior de ésta es :

___________ Yn1 , siempre que 0 < p < min(l,po) (1)

Siendo F1=N./n;, ¥ P1 ¥ Po los valores indicados en la proposicidn
3.2.11

Demostracidén :
La diferencia entre los sesgos asociados al estimador B:Y. y a la media

ponderada Y, , €s :

sesgo(B:?n) - 56590 (Yi,n) = mr=mmecm—e——- . Y1 (2)

Aplicando a {2) la proposicidn 3.1.6, deducimos el apartado 1) y 2).

El apartado 3), es consecuencia de la proposicién 3.2.11 en cuanto a
existencia del valor Wu.

La expresidn (1) se obtiene al sustituir W por a = 1 - 1/F:, dado que

Wm < a
c.q.d.
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3.3. Ponderacién entre un estimador sesgado y otro insesgado

3.3.1. Estimador D+A

Proposicién 3.2.13 Para una m.a.s. de extensidén n, con no respuesta,
dividida en dos subconjuntos aleatoriamente seleccionados, tales que py
1-p son sus proporciones en el conjunto de unidades de la muestra, Wp y
Wi-p, D:Y, ¥y A:Y.., , las ponderaciones y las medias respectivas de cada
uno de los subconjuntos y siendo W = W, / Wi, la razén entre ambas
ponderaciones, se tiene

1) La media ponderada de la muestra, utilizando los estimadores B y D,

tiene por expresién :

- W.p.(D:Y¥p) + (1-p).(A:Y1_p)

que en lo que sigue, la expresaremos por Y n
2) La media ponderada es un estimador sesgado y es tal que :
a) W. p

sesgo(?k,n) T mmmme—m— e . sesgo(D:Ya)

b)

sesgo(?k,n) < sesgo(D:?n)
3) La varianza de la media ponderada tiene por expresion :

_ W2. p?. VAR(D:Y,) + (1-p)? . VAR(A:Y._p)
VAR(Yk/n) e e e e e e e e m e
(W.p+1-p)°

y al ser n.p y n.{(1-p) las unidades de la muestra empleadas en
cada particidn se tiene :

VAR (D:Ys_p) = --=—mmm=- S R R 1. Swa2
[n.(1-p)1* N,
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VAR (A:{’l_p) S I (. ] . Sw2

Demostracioén :

La primera y tercera parte son consecuencia de la proposicidén 3.1.1.
Para ésta ultima parte hay que tener en cuenta, ademds, las proposiciones
2.4.16 y 2.1.4 del capitulo II.

La segunda parte es consecuencia de la proposicién 3.1.2, dado que :

E(D:Yo) tni.Ya: ¥ E(R:Y: o) = Yoo ( proposiciones 2.4.15 y 2.1.2,

capitulo II ;
c.q.d.
Proposicién 3.2.14 Si ponderamos el estimador D:Y, con el estimador
A:?l_p en una particién de dos subconjuntos, para una muestra en la que
la tasa de respuesta sea mayor que R?.b/a, existe una proporcién po ¥ p:
tal que para cualquier proporcidn p, con la condicidn :
0 < p < min{l,po)
1) Tiene asociado un intervalo de extremos :
0 v a+ | 1/tai.{a.tnx - b.R®) . (1/p - 1/po) 1*72, siendo p 2 min(1,p:)
o bien
a - [ 1/taz.(a.tnx - b.R®) .(1/p - 1/pPo) 1*7* ¥
a+ [ 1/tni.(a.tn:s - b.R?) .{1/p - 1/po) ]1*72
siendo p < min{1l,p1)

dentro de 1los cuales, y para cualquier valor de 1la razén W, se
verifica que :

VAR (Yi,n) < VAR (D:Y.)
2) Dentro del intervalc [ 0, a ] existe un valor de W :

tnl.(Fl - p.tnl) F

para el que la varianza del estimador de 1la media ponderada toma el
valor minimo absoluto :
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VAR(?k/n) = tnl. —————————————————— . SNZ
F-n.[l+p-(WM‘l)]

Siendo F = N/n, F; = Nu/n, a =1 -n,/N;, b =1 - n/N, R®= Sy / Sn12
a.tnl - b.R2 a.tnl - b.R2
Po = ——=——==rmme—em—m——— e ; P11 == mmmmmmmem—e e
{1-b).R®+(a-a2).tn: a. tn:1 + RZ.n/N

Demostracién :

Utilizando la proposicién 3.1, teniendo en cuenta los estimadores que

vamos a utilizar y 1las proposiciones 2.1.4 y 2.4.16 del capitulo II
escribimos :

_ W2, p2. VAR(D:Y,) + (1-p)2 . VAR(A:Y:_.)
VAR(Yi,/n) = =mmm = e (1)
(W.p+1-p)=

- n,.p n;.p
VAR {(D:Y,) = ==-==---- R s SR ] Spq2
(n.p)* N,
- 1 n.(1-p)
VAR (A:Y:_p) = ==--=- R I TR ] . Sx? (2)
n.{1-p) N
- nl nl
VAR (D:Y,) = --—---- [ 1 - === 7. 5n2
n2 N,

Pretendemos demostrar bajo qué condiciones se verifica que :

VAR (Yy,n) < VAR (D:Y,) (3)

Sustituyendo en la desigualdad (3), las expresiones (1) v (2) y
dividiendo la desigualdad resultante por Sni12 :

ny n;.p n.{1l-p) ni n,
W2p . ~==-.{1 - --—-- Y#{l-p)/n (1 - —=--mw- }.RZ ({W.p+l-p)2.--.{1- -- )
n® N, N n® N.

agrupando terminos, se tiene :

W2.p.(1-p).n;1/n® - 2.W.p.{1-p).na/n2.(1-n,/N;)
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+ (1-p). 1/n. [R®.(1 - n.(1-p)/N) - (1-p). n./n .(1-n./N;)] < O

multiplicando por n y simplificando :

W2.p.ta: - 2.W.p.tn1.{1-n2/N1) + R2.(1 - n.(1-p)/N) - (1-p).tn1.(1-n1/Ny) < O

denotando por a =1 - n,/N. y b =1-n/N, se tiene :
W2.p.tnx - 2.W.p.a.tay + R2.(b + p.n/N) - (l-p).a.tns < O (1)

Como p.t..>0, 1la solucién de la inecuacién (1) se encuentra en el
intervalo comprendido entre las soluciones de la ecuacién :

W2.p.ta: - 2.W.p.a.tax + R2.(b + p.n/N) - (1-p).a.tn: = 0 {2)

El discriminante de ésta ecuacidn, despues de agrupar, es :

4.p.tna [ -p.( RP.n/N + tna.{a - a%) ) + a.tns - R2.b ] = 4.p.tn..D
denotando por D = -p.{ R2.n/N + t.:.{a - a%) ) + a.ta.: - R2.b

La ecuacidén (2) tiene solucién, siempre que se verifique : D 2 0 ;
esto es, para valores de p tales que :

RZ.n/N + t..:.{a - a?)

 El valor po es > 0, siempre que el término : a.t.. - R%.b > 0. dado
que todos los términos del denominador son positivos, al ser a < 1.

Es decir, para tasas de respuesta, tales que :
tn: > R%2.b/a

El intervalo, solucién de la inecuacién (1), para valores p < po es :
[ a-(D/(P.tn2))*® , @ + (D/(P.tna))*"? ]

que de acuerdo con el valor obtenido para po, toma la expresién :
at [ 1/tni.{a.tna - b.R?) .(1/p - 1/po) 1*72

Por otro lado, observamos que para p = po, el intervalo se reduce al
punto W = a,

Ademas, el valor de p a partir del cual el extremo inferior es nulo o
positivo , es :

a-[ 1/tar.{(a.tn: - b.R2?) {1/p - 1/po) 1372 2 0

Denotando por A = a.tn: - b.R®, se sigue que :
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R2.n/N + tni.(a - a®) , tan:. a2

esto es para p 2 ----===--------eo = P2
RZ.n/N + ta..a

dado que po y p. pueden ser mayor que 1, restringimos todas las

14
soluciones a valores de p, tales que : 0 < p < 1

2) Por la proposicién 3.1.7 vy para cualquier valor de p, existe un
valor para W, para el cual la varianza de la media ponderada tiene un
valor minimo. Para el caso en el que estamos, estos valores son :

1-p VAR(A:Y._,)

p VAR(D:Y,) (4)

Teniendo en cuenta las expresidnes (2) , sustituyendo en (4) y
simplificando, se tienen las expresiones propuestas al principio de la
proposicidn.

Demostramos que Wn estd contenido en el intervalo [ 0 , a ]
subintervalo del obtenido en el apartado anterior de ésta proposicién;
para ello :

* Veamos que Wn 2 0 para cualquier p > 0 :

Como F, = N;/n > 1 y p.tax < Fy ==> F; - p.tn: > 0, y por
consiguiente para que :

Wy = =—mmmmmmem e .- . R*20 ==>F, 2 1-p ==>
tnl.(Fl - p-tnl) F

p21-PF.

y al ser 1 - F: <0, se sigue que para todos los p > 0 es valida la
desigualdad.
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l-n./n . n/N; =1 - thi/Fa,

* Veamos que Wm < a , siendo a =1-n;/N;
para cualquier p < po :

F1 -14+p F,
Wo = mmmmmmmmmee . —=—- . Rz =
tn]_.(Fg_ - p.tnl) F

F.tnl.(Fl = p-tnl)

"
[
1

Luego Wy < @a =1 - t,.,/F, es lo mismo que

F.F]_.tnl - F.p.tn12 - Rz.Fl.F + Fl.R2 - Fl.Rz.p

F-tnl-(Fl - p-tnl)

F.Flz-tn]_ = F-p-F]_-tnlz - Rz.F]_Z.F + F12.R2 - F12.R2.p 2
FvFlntnlz - F-p-tn13
y de ésta desigualdad, dividiendo por F.F.? y teniendo en cuenta que
=1-n/N=1-1/F, obtenemos :
tn1 = R® + R®/F - ta12/F  tn, (1 - taa/F ) - R%2 (1 - 1/F)
t..?/F + R2/F - t.,3/F, a. thi/F. tn1 + RZ/F
a-tnl = Rz.b
————————————————————— =Po,dadoque 1 ~-b=1/Fy1l-az=t,/F
{1-b).R® + a(l1-a).tn:
c.qg.d.
Proposicién 3.2.15 Si ponderamos el estimador D:?p con el estimador

A:Y,_ . en una particién de dos subconjuntos, 1la razén entre los sesgos
asociados a la media ponderada Yx,n ¥ al estimador D:Y.. es :

SESQO(Qk/n) / sesgo (D:¥n) = =-emmmooo—o
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y se verifica :

1) Fijado un valor de p, la razén crece al crecer W

2) A igual valor de W, la razén crece al crecer p

3) Para una muestra en la que la tasa de respuesta sea mayor que
R2.b/a y siendo W la razén de ponderaciones, para un valor de p , en la

que la varianza de la media ponderada toma el valor minimo absoluto, una
cota superior de ésta es :

-------- siempre que 0 < p < min{l1,po) {1)

Siendo F.=N./n,, Y &, b, R?, pi1 ¥y po los valores indicados en la
proposicién 3.2.14

Demostracidén :

La razén entre sesgos es consecuencia de la proposicidn 3.1.2

El apartado 1) y 2) es consecuencia de la proposicidén 3.1.4

El apartado 3) es consecuencia de la proposicién 3.2.14 en cuanto a
existencia del valor Wy y de ser Wum < a

Por otro lado, como la razdn entre sesgos es una funcidén creciente
para W ( proposicién 3.1.4 ) , se sigue :
[sesgo(Yx,n) /56590 {D:¥n)] cwowry < [5€590{Ysx,n)/5€8g0 (D:¥n)](woa)>
Tomando la parte de la derecha de la desigualdad el valor indicado en (1)

c.q.d.
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