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Capitulo 1

Introduccién al problema

1.1 Motivacién y aplicaciones

En el presente estudio se pretende analizar la influencia del campo eléctrico
en los procesos de rotura de chorros capilares laminares empleando para ello
tanto métodos analiticos como numéricos y experimentales.

Por chorro entendemos una columna fluida que se desplaza relativa al
ambiente. En nuestro caso nos limitaremos a columnas liquidas capilares
inmersas en un gas en reposo estando la entrefase de separacién entre ambos
bien definida. Es bien conocido que tal configuracién es inestable a causa de
la tensién superficial, que provoca la rotura del chorro en forma de un tren
de gotas.

Dicho tren de gotas es de interés prictico y son numerosos los campos y
procesos en los que estdn envueltos los sprays a los que da lugar el tren de
gotas [Bailey (1988), Lefevbre (1989)]. Podemos citar como representativos
en el campo industrial los procesos de combustién que tienen lugar en que-
madores, turbinas y motores diesel, el enfriamiento por evaporacién de las
gotas; en el campo médico la inhalacién de medicamentos y en el agricola la
fumigacion de cultivos.

En la mayoria de los casos préacticos se busca la homogeneidad del ta-
mafio de las gotas (spray monodisperso) asf como que dichos tamaifios sean
pequefios (del orden de la micra o menores). Cuando las aplicaciones requie-
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL PROBLEMA

Figura 1.1: Atomizacidn electrohidrodindmica

ren sprays de calidad, se desechan mecanismos de obtencién del spray tales
como la extrusién de liquidos en la que la violenta interaccién del chorro
turbulento con el ambiente produce un amplio espectro de tamafios de gotas.

El campo eléctrico es responsable de la denominada atomizacion electro-
hidrodindmica (atomizacidn EHD), especialmente idénea para la produccién
de micro y nano particulas. Aparece al aplicar una diferencia de potencial del
orden de kV entre una aguja capilar, por la que circula el liquido (con cauda-
les comprendidos tipicamente entre 1078 m3/s y 107'* m3/s), y un electrodo
de referencia dando lugar a un spray de gotas cargadas (figura 1.1).

Las caracteristicas de esta atomizacién dependen de las propiedades del
liquido eyectado y los voltajes y caudales empleados siendo el modo de mayor
interés el denominado cono-chorro (Cloupeau y Prunet-Foch, 1989). En este
modo el liquido se ancla al tubo capilar adoptando la forma de un menisco
casi conico de cuyo vértice emana un chorro cargado que finalmente se rompe
en gotas dando lugar a un spray de gotas monodisperso y de tamafio micro
o nanométrico. Las buenas caracteristicas del spray, descritas anteriormen-
te, explican el creciente auge de la atomizacién EHD en el campo industrial
siendo usado en aplicaciones de precisién como la produccién de monocapas
metélicas y/o cerdmicas, la sintesis de nuevos materiales o la espectrometria



1.1. MOTIVACION Y APLICACIONES 3

de masas (ES-MS) siendo esta ultima aplicacién la més relevante porque per-
mite el andlisis de moléculas organicas de peso molecular elevado imposibles
de analizar con espectrémetros convencionales. El campo eléctrico impide
ademas la coalescencia de las gotas por la accién de la repulsién culombia-
na permitiendo ademas una segregacion natural de los tamanos de las gotas
[Gomez y Tang (1994) y Gainidn-Calvo et al. (1994)], tal como se observa
en la figura 1.1, en la que las gotas satélites, con mayor densidad de carga
volumétrica y menor masa que las principales, se sitdan en el exterior. El
control de los anteriores procesos requiere a la cuantificacién de las cargas
transportadas por las gotas.

La atomizacién EHD ha sido extensivamente estudiada por numerosos in-
vestigadores desde los trabajos pioneros de Zeleny (Zeleny, 1914, 1915, 1917).
La mayoria de estos trabajos tratan de encontrar la dependencia de los ta-
maios y las cargas de las gotas generadas con las propiedades de liquido y
las condiciones de inyeccién [Hayati et al. (1986a,b), Mutoh et al. (1979),
Cloupeau y Prunet-Foch (1989), Ferndndez de la Mora y Loscertales (1994),
Gandn-Calvo et al. (1997) y Hartman et al. (1999) entre otros] asi como la na-
turaleza y caracteristicas del spray [Ganian-Calvo et al. (1994), Gomez y Tang
(1994)]. Otros trabajos han buscado establecer modelos tedricos del cono y
el chorro. Taylor (1964), a partir de un balance entre esfuerzos eléctricos
y capilares, establece que el dngulo del vértice es de 49.3°. El trabajo de
Pantano et al. (1994) extiende este resultado utilizando el método de los
elementos de contorno para determinar la forma del menisco cénico anclado
al tubo capilar, y el valor de las fuerzas en su superficie. Ferndndez de la
Mora y Loscertales (1994) a partir del andlisis dimensional y Ganan-Calvo
et al. (1997) a partir de modelos electrohidrodindmicos del chorro emitido,
derivan las denominadas leyes de escala. Estas, fundamentales para el uso
tecnolégico de la atomizacién EHD, permiten relacionar el tamaho y carga
de las gotas con las constantes fisicas del liquido y las condiciones de inyec-
cién. Existen pequenas discrepancias entre las leyes de escala propuestas por
ambos trabajos especialmente en la determinacién del tamafio de las gotas.
La discrepancia entre ambas leyes es del orden de los errores experimentales

cometidos en la medida de las variables por lo que discernir entre ambas
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propuestas es dificil aunque los recientes trabajos experimentales de Gamero
(1998) y Brunner (1998) y el trabajo tedrico de Hartman et al. (1999) apoyan
las leyes derivadas por Gafidn-Calvo. Gandn-Calvo (1997a) obtiene una pri-
mera descripcién analitica del conjunto cono-chorro en el limite asintético de
grandes caudales estableciendo ademds expresiones universales de las varia-
bles en juego. Es el mismo autor (Gaiidn-Calvo, 1997b) quien, extendiendo
el trabajo de Melcher y Warren (1971), analiza el chorro emitido desde el
cono poniendo de manifiesto el cardcter supercritico de las perturbaciones
en el chorro, lo cual explica la robustez del modo cono-chorro, y, empleando
una ingeniosa mezcla de andlisis experimental-tedrico, establece la debilidad
tanto del campo eléctrico en el seno del chorro como del campo axial frente
al campo normal en la superficie del chorro. El dominio del campo eléctrico
exterior sobre el resto de los campos eléctricos, axial e interior, se corrobora
en los recientes trabajos de Gafian-Calvo (1999b) y Hartman et al. (1999)
donde, como podemos observar en la figura 1.2, se establece que el campo
normal es unas 20 veces mas intenso que el axial tendiendo a aumentar a

medida que el chorro se aleja del menisco.

La dificultad de analizar experimentalmente la rotura del chorro capilar
en la atomizacion EHD se debe a la extrema delgadez del mismo, a la rapidez
con que se produce el fendmeno y a la enorme cantidad de pardmetros de
los que puede depender la rotura. La complejidad del proceso de rotura
se refleja por ejemplo en el enorme rango que presenta el cociente entre
el didmetro del chorro y el de las gotas encontrdndose experimentalmente
valores desde 3 (Brunner, 1998) hasta 1.89 (Cloupeau y Prunet-Foch, 1989),
en los procesos de emisiéon de iones que se operan en el cono y el chorro
en electrosprays de tamafio nanométrico (Gamero, 1998) o en fenémenos
como las explosiones culémbicas de las gotas producidas en el electrospray
[Gomez y Tang (1994) y Gamero (1998)]. La complejidad del electrospray
anteriormente expuesta aconseja emplear en el estudio de la rotura de chorros
cargados modelos simplificados en los que los pardmetros involucrados sean
mds controlables y no estén interrelacionados como en el electrospray. Los
trabajos de Ganan-Calvo (1997b, 1999b) y Hartman et al. (1999) sugieren

el empleo de la configuracién eléctrica adoptada en la presente tesis, en la
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Figura 1.2: Cociente entre el campo normal exterior y el campo eléctrico azxial
en funcion de la posicion del chorro obtenido de la simulacion de Hartman
et al. (1999)

que se omite la presencia del campo axial eléctrico admitiendo inicamente el
campo que surge naturalmente de la carga dispuesta en la superficie. Otras
simplificaciones empleadas, habituales en el estudio de chorros capilares, son
el caracter cilindrico del chorro y la nula influencia del ambiente exterior en la
dindmica del chorro que son también aplicables a los chorros del electrospray

como muestran Gandn-Calvo (1997a) y Hartman et al. (1999).

1.2 Antecedentes

La literatura existente sobre la rotura de chorros es amplisima especialmente
en chorros no cargados, capilares y axilsimétricos. Los trabajos efectuados

se pueden dividir genéricamente en:
e Analisis perturbativos

— De pequefia amplitud (andlisis lineal)
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— No lineales (perturbaciones de segundo orden y ordenes superio-
res)

e Anaélisis no lineales de cardcter numérico

— Modelos unidireccionales

— Modelos tridimensionales
e Experimentales.

Los primeros andlisis tedricos y experimentales en la materia se remontan
al siglo pasado. Savart (1833) realiza los primeros experimentos controlados
sobre la rotura de chorros constatando la inevitable formacién de gotas a
partir de la rotura de los mismos aunque no puede establecer la causa de
tal rotura. Plateau establece que la causa es la tensién superficial (Plateau,
1846) y cuantifica el valor minimo de la longitud de onda para que la per-
turbacion crezca hasta la rotura (Plateau, 1863). Lord Rayleigh (Rayleigh,
1878, 1879) emplea un anilisis lineal temporal para establecer como longi-
tud de onda m4s inestable aquella cuya longitud es aproximadamente nueve
veces el radio del chorro, determinando con ello el tamafio tipico de las gotas
producida en la rotura. Sus estudios sobre chorros abarcan también el campo
experimental aplicando técnicas, pioneras entonces y aiin en boga, como la
estroboscopia (Rayleigh, 1882) y la fotograffa (Rayleigh, 1891) para corrobo-
rar sus predicciones y aportar el descubrimiento de la existencia de las gotas
satélites. La eficacia del andlisis lineal temporal de pequefias perturbacio-
nes empleado por Lord Rayleigh induce a otros investigadores a usarlo en
otros aspectos de la rotura de chorros. De este modo, tratando de cuanti-
ficar el efecto del ambiente en la rotura, Weber (1931) reprodujo el anlisis
lineal de Rayleigh (1892) para valores arbitrarios de la viscosidad del liquido.
La resoluciéon numérica de la ecuacién de dispersién derivada por Weber no
se culmina hasta 30 afos mas tarde por Chandrasekhar (1961). Tomotika
(1935) es quien consigue cuantificar correctamente la influencia del ambiente
en el crecimiento de las perturbaciones en un chorro infinito.

Un andlisis completo de las perturbaciones pasa por resolver el problema
de valores iniciales que permite determinar la evolucién de las perturbacio-
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nes por medio del computo tanto de la velocidad de propagacién como de
los factores de crecimiento. La transicién entre el modo chorro y el modo
de goteo (Leib y Goldstein, 1986) es debida a que las perturbaciones inesta-
bles remontan el chorro aguas arriba por propagarse éstas a mayor velocidad
que el chorro (flujo subcritico) por lo que para la existencia del chorro es
condicién necesaria que las perturbaciones inestables sean convectadas aguas
abajo (flujo supercritico). El anilisis lineal espacial es la técnica adecuada
para calcular perturbaciones que son convectadas pues calcula la dependencia
espacial de la amplitud de la perturbacion en funcién de la frecuencia de exci-
tacidn; sin embargo es posible utilizar el andlisis lineal temporal, que calcula
la evolucién temporal de la excitacién en funcién de su longitud de onda, dado
que el andlisis temporal coincide con el espacial siempre que la velocidad del
chorro sea mayor que la velocidad de propagacién de la perturbacién (Keller
et al., 1973). En este caso, puede considerarse que la perturbacién estd distri-
buida en toda la longitud del chorro, creciendo o amortigudndose de manera
uniforme independientemente de la coordenada espacial del chorro. Este es
el analisis mds ampliamente usado en la rotura de chorros [Rayleigh (1878,
1892), Weber (1931) o Tomotika (1935) entre otros]. Los anélisis lineales se
revelan muy utiles en la descripcién del comportamiento de las perturbacio-
nes y, debido al lento crecimiento de la perturbacion infinitesimal, permiten
estimar las longitudes de rotura con bastante exactitud. Por el contrario no
pueden dar ninguna informacién de procesos no lineales, como la aparicién
de gotas satélites o la dependencia del comportamiento del chorro con la

amplitud inicial.

En los afnos setenta se potencian el uso de los esquemas perturbativos
incorporando términos no lineales [Yuen (1968), Nayfeh (1970), Lafrance
(1975), Chaudhary y Redekopp (1980)], buscando describir los comporta-
mientos no lineales presentes en la rotura de chorros. Estos andlisis, por lo
general complicados y tediosos, confirman la naturaleza no lineal de la apa-
ricién de las gotas satélites cuya presencia se explica por el crecimiento de
armonicos superiores al de excitacién. No obstante, la posicién de la entrefa-
se, y por consiguiente los volimenes de las gotas principal y satélite, no son

fielmente recogidos por este andlisis.
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El aumento de la potencia de los ordenadores de una parte y la pobreza
de resultados de los esquemas perturbativos de otra favorecen el uso de los
métodos numeéricos en la simulacién de la rotura. No obstante, la resolucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes con una superficie libre, ain en el caso
axilsimétrico, es una tarea complicada por lo que se han desarrollado modelos
unidireccionales, en donde la dependencia de la variable radial est4 ausente,
para disminuir la dificultad del problema matemaético.

La simplificacién de las ecuaciones de Navier-Stokes basadas en la dispa-
ridad de una escala espacial frente a otra, en lo que se denominan aproxima-
ciones unidireccionales, son técnicas cldsicas y se han utilizado con éxito en
la descripcién de flujos tales como los movimientos de fluidos compresibles
en toberas y difusores o la propagacién de ondas en aguas poco profundas.
Melcher y Warren (1971) emplean por primera vez esta simplificacién para la
descripcién de chorro sujeto a una distribucién de campo eléctrico impuesto
tanto en la direccién radial como axial. Su modelo unidimensional desprecia
cualquier dependencia radial de la velocidad y aun despreciando la viscosidad
en sus calculos permite que esta actie en la completa difusién del esfuerzo
tangencial eléctrico.

El papel de la viscosidad en la evolucién del chorro depende de los orde-
nes de magnitud de los tiempos caracteristicos del problema. Los tiempos

caracteristicos relevantes en el problema son:

e El tiempo caracteristico de difusién viscosa t, dado por A%/v, siendo A
el radio del chorro y v la viscosidad cinemaética, y que expresa cuanto
tiempo tarda la viscosidad en difundir el esfuerzo tangencial axial en

la direccidn radial.

e El tiempo de residencia ¢,.; dado por L/U, siendo L la longitud tipica
del chorro y U la velocidad a la que viaja el chorro, y que expresa el

tiempo que tarda una particula fluida en recorrer el chorro.

e El tiempo capilar ¢, dado por la relacién (pA3/vy)Y/2, siendo p y v la
densidad y la tensién superficial del liquido respectivamente, y que es
el tiempo caracteristico del crecimiento de las grandes perturbaciones

hasta la rotura.



1.2. ANTECEDENTES 9

La relevancia de la viscosidad en el proceso de rotura se obtiene de comparar
los tiempos caracteristicos t. y t,. El cociente entre ambos da lugar al nimero

adimensional denominado nimero de Ohnesorge C

‘0= o
Siempre que el nimero de Ohnesorge sea mucho menor que la unidad puede
considerarse que la viscosidad no afecta al proceso de rotura. Por el contrario,
cuando este nimero es menor o del orden de la unidad la viscosidad juega
un papel relevante en el proceso de rotura. La efectividad de la viscosidad
para relajar el perfil de velocidad axial se observa de la comparacion de los
tiempos tyes y t,. Si

~ Ik, (1.2)

la viscosidad se difunde rapidamente en la direccién radial alisando el perfil
de velocidad axial siendo este proceso tanto mas efectivo cuanto menor es el
radio del chorro y mayor la esbeltez. El proceso de rotura se produce siempre
en tiempos mas cortos que el empleado por una particula fluida en recorrer
el chorro, t. < t,e5, por lo que la simplificacién introducida por Melcher
y Warren (1971) consistente en permitir a la viscosidad relajar el perfil de
velocidad axial excluyendo la viscosidad de la evolucién del chorro es vélida
siempre que los tiempos caracteristicos satisfagan la relacién t, € t, < te.
Este trabajo se centra en los casos en que se cumple que t, < £, < tres.

El empleo de los modelos unidireccionales en la rotura de chorros no car-
gados comienza con Lee (1974) que obtiene, a través de ciertas suposiciones
referentes a la dependencia radial de la presion y de las velocidades, un con-
junto de ecuaciones no lineales valido para chorros no viscosos. Los perfiles
de la entrefase obtenidos por Lee (1974), muy concordes con los experimen-
tos, potencian el interés de los modelos unidireccionales en la descripcién de
la rotura de chorros (Lee, 1974) o puentes liquidos (Meseguer, 1983). La
derivacién del modelo de Lee incluyendo la viscosidad ha sido confusa; lo
que se hace evidente en la derivacién de los términos viscosos siendo el error

mas usual despreciar las dependencia radial de la velocidad axial como es
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el caso del modelo de Lee viscoso propuesto por Zhang y Alexander (1990).
No es hasta los trabajos de Eggers y Dupont (1994) y Garcia y Castellanos
(1994) cuando se deriva el modelo de Lee viscoso de forma, rigurosa desde las
ecuaciones de Navier-Stokes.

En este contexto aparece un nuevo modelo unidireccional, surgido origina-
riamente en el campo de la resistencia de materiales, denominado de Cosserat
y adaptado a la dindmica de chorros por Green (1976). Bogy (1978, 1979)
utiliza el modelo de Cosserat y compara los modelos de Lee y Cosserat con
los resultados del andlisis lineal de Rayleigh (1878) para el caso no viscoso,
poniendo de manifiesto las excelencias del modelo de Cosserat por ser de
mayor orden. Los dos modelos unidireccionales descritos por los trabajos
anteriormente citados pecan de cierta falta de rigor y oscurantismo en su
derivacién. Esta falta de rigor se hace evidente en el modelo de Cosserat
viscoso donde se desprecian términos inerciales y viscosos disminuyendo el
orden de la aproximacién que presenta el modelo no viscoso de Cosserat.
Garcia y Castellanos (1994, 1996); Garcia (1998), completando los trabajos
previos de Bousfield et al. (1986) y Perales y Meseguer (1992), realizan una
completa y consistente revisién de los modelos unidireccionales mas utiliza-
dos en la literatura (Lee y Cosserat), derivando e identificando los ordenes
de magnitud de los términos a incluir en las aproximaciones, y obteniendo

dos nuevos modelos denominados parabélico y promediado.

A pesar de la popularidad de los modelos de Lee y Cosserat es menes-
ter resaltar que otros autores se han mostrado muy criticos con ellos. Es
el caso de Schulkes (1993) que deriva un modelo unidireccional utilizando el
limite de amplitud pequeiia junto al habitual de onda larga y aproximando,
a diferencia del resto de investigadores, el término capilar. Los resultados
obtenidos son desastrosos cuando se comparan con los experimentos y son
imputables tanto a la utilizacién de la aproximacién de amplitud pequefia
como a la aproximacién del término capilar. La retencién del término capilar
completo, sin realizar ninguna aproximacién de esbeltez, se revela fundamen-
tal para el éxito de los modelos unidireccionales pues su ausencia no permite

recoger incluso el andlisis lineal.
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La simulacién directa de la rotura de chorros empleando las ecuaciones
de Navier-Stokes 3D no ha sido empleada hasta recientemente. Keunings
(1986) desarrolla un método de diferencias finitas para elementos capaces de
deformarse integrando en el tiempo con un método de prediccién-correccion.
Este trabajo se centra en el campo de los fluidos no newtonianos prestando
poca atencién a los fluidos newtonianos. Son Mansour y Ludgren (1990)
quienes, empleando el método de los elementos de contorno, simulan la rotura
de un liquido no viscoso. El método de los elementos de contorno no es
capaz de tratar fluidos en los que tanto los esfuerzos viscosos como inerciales
estan presentes, asi que Ashgriz y Mashayek (1995) emplean un método de
elementos finitos para simular la dindmica del chorro liquido de cualquier
viscosidad.

La galeria de trabajos experimentales sobre chorros es muy completa.
Los trabajos experimentales iniciales, realizados en el siglo pasado {Rayleigh
(1882), Savart (1833) entre otros|, buscaban identificar los mecanismos en
juego y la longitud de onda maés inestable. Posteriormente es necesario des-
tacar los trabajos de Donnelly y Glaberson (1966), y Goedde y Yuen (1970),
tendentes a comprobar los resultados del analisis lineal y proporcionar las
primeras medidas de los volimenes. Las necesidades tecnoldgicas surgidas
en la impresion de chorros de tinta fuerzan una linea de experimentos que
centran su interés en la comprensién de las causas de la aparicién de las
gotas satélites buscando por otra parte su eliminacién. En esta linea cabe
destacar el trabajo de Rutland y Jameson (1970) que explica la aparicién
de la gota satélite en términos del crecimiento de un segundo arménico, asi
como los trabajos de Chaudhary y Maxworthy (1980a,b), en donde se es-
tudia la diferencia de velocidad entre las gotas principales y las satélites
en funcién de las caracteristicas de la excitacién proponiendo la mezcla de
armoénicos como método de eliminacién de las gotas satélites. La mezcla de
armonicos se usa también en otros trabajos de control de gotas satélites co-
mo son los de Orme y Muntz (1990), o Brenn y Lackermeier (1997) entre
otros. La mayoria de los trabajos referidos excitan al chorro con elementos
(actuadores) que no permiten establecer una relacién clara entre la sefial in-

troducida en el actuador y la perturbacién que recibe en realidad el chorro.
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Esta es la situacién que ocurre el los trabajos de Chaudhary y Maxworthy
(1980a) o de Orme y Muntz (1990). En ellos, el chorro se excita median-
te un actuador piezoeléctrico colocado en la boquilla de inyeccién siendo la
funcién que relaciona la perturbacién de velocidad del chorro € cos(wyt) con
la senal que alimenta al actuador V cos(w,t) desconocida. Normalmente esta
funcién, denominada de transferencia, debe ser determinada experimental-
mente suponiendo que w, = w, y calculando mediante regresiones la funcién
¢ = F(V,w,). La excitacién de origen eléctrico propuesta por Barbet (1997)
elimina tal inconveniente obteniendo con ello un control absoluto de la exci-
tacion real del chorro pues determina tanto el punto exacto a partir del cual
la excitacion tiene lugar como la funcién de transferencia. Este investigador
aproxima al chorro un electrodo cuyo potencial sigue la funcién V cos(w,t)
con respecto al chorro conectado a tierra, demostrando analiticamente que
la funcién de transferencia F' no depende de la frecuencia de excitacién w,
(por lo que los fenémenos de resonancia estdn ausentes) y que la amplitud
de la perturbacién de la presién € es proporcional a V2.

La literatura sobre chorros capilares bajo campos eléctricos no es tan ex-
tensa como la de los no cargados siendo la mayoria de los anilisis existentes
en la literatura del tipo perturbativo lineal. Hay multitud de posibles situa-
ciones dependiendo tanto del comportamiento eléctrico del fluido como del

campo eléctrico en el que estd inmerso.

La configuracién eléctrica mds estudiada pasa por considerar al fluido
como un conductor perfecto. En este caso el comportamiento eléctrico del
fluido se simplifica enormemente dado que la carga se distribuye en la su-
perficie y el campo tinicamente puede dirigirse en la direccién normal a la
entrefase. Esta configuracién es estudiada mediante un anilisis lineal por
Basset (1894) quien encuentra que el campo eléctrico tiene el efecto dual de
estabilizar las ondas largas e inestabilizar las cortas, incluyendo en éstas a
las longitudes de onda mds inestables para modos axilsimétricos. El estudio
del efecto del campo eléctrico en los modos no axilsimétricos se lo debe-
mos a Melcher (1963) quien lo estudia tanto por medio del analisis lineal
como experimentalmente, descubriendo que tales modos también son exci-

tados aunque, para niveles de electrificacién moderados, los més inestables
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siguen siendo los axilsimétricos. Saville (1971) realiza el andlisis lineal de
un chorro conductor cargado anadiendo la influencia de la viscosidad. Los
analisis experimentales sobre la rotura de chorros sometidos a eléctrificacién
comienzan con el trabajo de Magarvey y Outhouse (1962) quienes sefialan
la dependencia del modo de rotura natural con el nivel de electrificacién del
chorro. Magarvey y Outhouse (1962) observaron que para niveles modera-
dos de electrificacion, la rotura es del tipo axilsimétrico como el observado
por Rayleigh (1878) mientras que, para niveles superiores, el chorro deja de
estar centrado en el eje adquiriendo una forma serpenteante y rompiéndose
de manera no axilsimétrica en lo que llaman modo de 1atigo. Huebner (1969)
recoge y completa el anterior estudio mostrando la disminucién del tamano
de las gotas por accién del campo eléctrico cuando la rotura es axilsimétrica
mientras que en la rotura no axilsimétrica la distribucién de tamatos de go-
ta se amplia. También encuentra que hay posibles combinaciones de carga y
caudal que muestran una rotura mezcla del modo de Rayleigh y del modo de
latigo. Estudios tedricos no-lineales sobre la rotura de chorros cargados son
casi inexistentes en la literatura. Debemos citar el andlisis 3D axilsimétrico
de Setiawan y Heister (1997) sobre chorros conductores no viscosos sometidos
a intensos niveles de electrificacién donde se describe que, si la electrificacion
es suficiente, es posible formar en la superficie del chorro un cono de Taylor.
Lépez-Herrera et al. (1999) utilizan el modelo unidimensional de Lee para

estudiar la rotura de chorros cargados de viscosidad cualquiera.

Saville extiende los andlisis lineales para chorros a diferentes configura-
ciones eléctricas. En un primer trabajo Saville (1970) muestra que un campo
axial de intensidad suficiente puede estabilizar un chorro sin carga libre en
la superficie. Saville (1971a) vuelve a analizar un chorro no cargado some-
tido a un campo axial impuesto mostrando que el efecto de un tiempo de
relajacién eléctrica finito es siempre inestabilizante. Mestel, tratando de ex-
plicar el comportamiento del electrospray, realiza un analisis lineal imponien-
do restricciones en la viscosidad del liquido [ver Mestel (1994) para chorros
ligeramente viscosos y Mestel (1996) para los altamente viscosos| mientras
que no impone ninguna restriccién en el comportamiento eléctrico incluyen-

do tanto la presencia de carga libre y de un campo axial impuesto como que
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el tiempo de relajacién eléctrica pueda ser finito. En estos trabajos se pone
de manifiesto que el esfuerzo tangencial de origen eléctrico puede ralentizar
el crecimiento de la perturbacién dando lugar a chorros de larga longitud,
excitandose el modo no axilsimétrico a medida que el esfuerzo tangencial se
hace mds importante. La ausencia de carga libre en el liquido o del campo
axial potencia la rotura axilsimétrica similar a la observada en el electrospray
en el modo cono-chorro en consonancia con los resultados de Gafnidn-Calvo
(1997b, 1999b) y Hartman et al. (1999) referentes a la debilidad del campo
axial frente al normal.

1.3 Objetivos y organizacion del trabajo

La presente tesis pretende estudiar la rotura no lineal de chorros cargados. El
analisis temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes se complica aun més por
la presencia del campo eléctrico y las condiciones de contorno que conlleva la
presencia de una superficie libre por lo que acudimos a la utilizacién de los
modelos unidireccionales para simular la dindmica del chorro. El compor-
tamiento eléctrico del chorro depende en gran medida de las condiciones de
inyeccién del liquido asi como de sus constantes fisicas. Supondremos en este
sentido que el chorro no estd sometido a ningin campo eléctrico impuesto
surgiendo la carga que presenta como respuesta natural a la diferencia de po-
tencial aplicada entre el chorro y el contorno (electrodo de electrificacién). Se
distingue en el presente estudio el comportamiento eléctrico correspondiente
al limite conductor del més general en el que las fuerzas de polarizacién estan
presentes. Con estas premisas el trabajo se ha organizado como se relata a
continuacién.

En el capitulo 2 se describen los modelos fisicos propuestos haciendo hin-
capié en los dos posibles comportamientos eléctricos del chorro dependientes
del denominado tiempo de relajacién, caracterizado por la conductividad del
liquido principalmente. Se describen las ecuaciones volumétricas, mecénicas
y eléctricas, que modelan ambos comportamientos. Posteriormente se adi-
mensionalizan las ecuaciones y variables identificando los nimeros adimen-

sionales. Se formulan a partir de este punto las ecuaciones en coordenadas
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cilindricas y posteriormente se reducen al caso axilsimétrico.

En el capitulo 3 se estudia el limite conductor. Obtenemos informacién
del comportamiento cualitativo del chorro del anélisis lineal de las ecuacio-
nes 3D. En este punto derivamos la aproximacién unidireccional poniendo de
manifiesto las posibles limitaciones y aciertos de la aproximacién. Describi-
mos en este punto los métodos de resolucién del problema fluidomecsnico y
eléctrico y, por tltimo, se exponen los resultados obtenidos.

En el capitulo 4 se estudia el limite no conductor. Realizamos un detalla-
do analisis lineal de las ecuaciones 3D axilsimétricas utilizando los resultados
calculados para justificar la aproximacién unidireccional y obtener informa-
cién tanto cualitativa como cuantitativa del comportamiento. En este punto
derivamos la aproximacién unidireccional con especial atencién a las diferen-
cias que surgen con el limite anterior y sefialamos las posibles limitaciones
de este tratamiento. A continuacién describimos los métodos de resolucién
del problema fluidomecanico y eléctrico en los que se divide la aproximacion
unidireccional. Por dltimo exponemos los resultados obtenidos.

En el capitulo 5 describimos los experimentos efectuados sobre la rotura
de chorros conductores. A partir de este momento exponemos los resultados
experimentales comparandolos con los resultados numéricos obtenidos con el

modelo expuesto en el capitulo 3.



Capitulo 2

Ecuaciones y condiciones de

contorno

2.1 Consideraciones generales

2.1.1 Configuraciéon geométrica

En esta tesis nos proponemos analizar chorros liquidos capilares. La mode-
lizacién de las condiciones de contorno espaciales aplicables en un chorro de
estas caracteristicas es dificil dado que junto a las condiciones de contorno en
el orificio de inyeccién se debe modelar la zona de rotura como un sumidero
discreto de cantidad de movimiento y masa que depende de la frecuencia
de formacidén de las gotas, su volumen y velocidad. Si el chorro emerge del
orificio a una velocidad sensiblemente superior a la velocidad de las ondas
capilares (Keller et al., 1973), la modelizacién de las condiciones de contorno
se simplifican enormemente debido a que la influencia del orificio de salida
y la zona de rotura no se refleja en la evolucién local de la perturbacién. El
numero adimensional que permite comparar la velocidades del chorro y de

las ondas capilares es el nimero de Weber definido por

2
We = ”AVV , (2.1)

donde p es la densidad del liquido, A es el radio del chorro y V la velocidad
del chorro. En el limite descrito por Keller et al. (1973), We > 1, el chorro

17
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se puede considerar una columna liquida infinitamente larga y estacionaria.
En una descripcién Lagrangiana, donde el sistema de referencia se mueve
solidariamente con el chorro a la velocidad media de éste, el problema, en el
limite de We > 1, es de tratamiento mas facil. Se puede entonces estudiar la
evolucién temporal de una porcién de fluido considerandose al chorro como
doblemente infinito. Es también posible fijar el sistema de referencia al orifi-
cio y estudiar la evolucién espacial de la perturbacién considerando al chorro
como semiinfinito. Ambas visiones coinciden en el limite propuesto por Ke-
ller et al. (1973) recogiéndose una u otra descripcién con una transformacién
galileana de coordenadas.

En lo que sigue nos ceniremos a chorros liquidos infinitos empleando una
descripcion Lagrangiana por lo que solamente tendremos que definir la geo-
metria de una porcién del chorro (fig. 2.1).

rA

————— 2A
z

l; 2L

I‘

Figura 2.1: Geometria de la porcidon del chorro

Como podemos observar en la figura 2.1 la forma de la columna liquida

estd definida por la funcién implicita
G(r,t)=0 (2.2)

dependiente del vector de posicién r y del tiempo t. La forma del chorro
se denomina también entrefase por ser el lugar de separacién entre la fase
liquida y el ambiente gaseoso. Otras variables geométricas de interés son el
radio no perturbado del chorro A y la longitud de la onda de la perturbacién
2L.
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El trabajo efectuado se restringe a chorros axilsimétricos, los tinicos ines-
tables en el caso de chorros no cargados en donde la influencia del ambiente
es despreciable, aunque en el caso de chorros cargados los modos no axil-
simétricos pueden estar presentes si la electrificacién del chorro es suficiente-
mente alta (Saville, 1971). Describiremos en qué circunstancias el modo no

axilsimétrico puede aparecer.

2.1.2 Propiedades y fuerzas en el fluido

El fluido eyectado en forma de chorro es newtoniano, homogéneo e incompre-
sible. Por tanto, en el presente estudio no se contemplan fuerzas inducidas
por gradientes de temperatura, densidad o tensién superficial. Se supone que
la densidad p, la viscosidad cinemaética p, la tensién superficial v y las cons-
tantes eléctricas, permitividad € y conductividad K permanecen constantes
a lo largo de la evolucién del chorro.

Algunas consideraciones deben realizarse sobre el medio exterior. Es bien
conocido que los chorros eyectados a gran presién (velocidad) se atomizan
por efecto de la interaccién aerodindmica con el ambiente. Este proceso,
fuertemente turbulento, no esta recogido en el presente estudio que se cine a
chorros laminares y en donde la interacciéon mecanica con el ambiente exterior
se considera nula. Para ello es necesario descargar en el vacio, o en un gas a
velocidad limitada.

La fuerzas denominadas capilares son decisivas en la evolucién dindmica
del chorro. Por otro lado, los efectos viscosos también son tenidos en cuen-
ta. Por el contrario, se consideran ausentes o despreciables las aceleraciones
uniformes en el chorro, como es el caso de la gravedad. Estas aceleraciones
no afectan a la dindmica del chorro siempre que el incremento de energia
cinética provocado por ella en una longitud de onda sea despreciable frente

a la energia cinética media

pVAV/L AV
VL TV

< 1. (2.3)

Dado que el incremento de velocidad provocado por la gravedad ¢ en una lon-
gitud de onda 2L es del orden de AV ~ /gL, la restriccién 2.3 es equivalente
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a considerar que el nimero de Froude F'r definido por
Fr=gL/V? (2.4)

es mucho menor que la unidad. En el caso de que la anterior restriccién no
fuera satisfecha el tratamiento Lagrangiano no es apropiado dado que habria
un trasvase de masa y cantidad de movimiento desde las secciones adyacentes

hacia la seccién cuya evolucién se estudia.

2.1.3 Configuracion eléctrica

Figura 2.2: Configuracion eléctrica

En la presente seccién expondremos la configuracién eléctrica y los casos
que se estudiardn. En los liquidos estan disueltas sales e impurezas que por
lo general estdn parcialmente disociadas en aniones y cationes. En ausencia
de campo eléctrico, los cationes y aniones se encuentran en un mismo grado
de concentracién en la particula fluida por lo que la carga neta en el volumen
fluido es nula. La aplicacién de un campo eléctrico provoca un desequilibrio
de las concentraciones de iones presentes en la particula fluida induciendo
la aparicién de una carga neta en el volumen fluido. En nuestro caso, la
induccién proviene de la diferencia de potencial que se aplica entre el chorro,
conectado a un potencial V,, y un electrodo, que denominamos de electri-
ficacion, dispuesto de manera coaxial con el chorro a una distancia R, y
conectado a tierra (ver figura 2.2). En esta configuracién la carga es atraida
por el campo eléctrico hacia la entrefase. Dependiendo principalmente de
la conductividad del liquido, del resto las constantes fisicas del liquido y de

las condiciones de eyeccién es posible discernir dos comportamientos limites
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de las cargas con tratamientos diferentes y que denominamos conductor y
no conductor. Estos limites surgen de comparar el tiempo caracteristico de
migracién de las cargas dado por el tiempo de relajacién eléctrica t, ~ ¢/ K
con el tiempo caracteristico del movimiento fluido dado por el tiempo capilar
t. ~ (pA3/y)'/2. Si te < t., el fluido puede considerarse como conductor
pues la carga emigra a la entrefase antes de que ocurran cambios en las con-
diciones de contorno o en el movimiento fluido. Por el contrario, si ambos
tiempo caracteristicos son comparables la migracion de las cargas viene afec-
tada por el movimiento fluido en lo que denominamos limite no conductor.
La presencia de un campo eléctrico en la direccién axial solo puede consi-
derarse en el caso no conductor pues en el limite conductor dicho campo
provocaria una corriente eléctrica infinita al no existir el freno de la conduc-
tividad del liquido. La existencia de un campo axial puede hacer inviable el
tratamiento Lagrangiano pues somete al chorro a una aceleracién continua
provocando su continuo estrechamiento que, de ser muy intenso, provoca la
violacién de la hipétesis (2.3). Como los campo axiales presentes en el chorro
del electrospray son mucho menores que los normales (o radiales) [Gafidn-
Calvo (1997b, 1999b) y Hartman et al. (1999)] se hace la simplificacién de
desechar la existencia de dicho campo.

2.2 Ecuaciones y condiciones de contorno

mecanicas

2.2.1 Ecuaciones en el volumen

En lo que sigue expondremos las ecuaciones de Navier-Stokes que aseguran
el cumplimiento de las leyes de conservacién en todo el volumen fluido. La
ley de conservacién de la masa obliga, en el caso fluido incompresible, a que

el campo de velocidades sea de divergencia nula,

V.v=0. (2.5)
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La ecuacién que expresa la conservacion de la cantidad de movimiento es

ov
p(a—i-v-VV):V-T-i—fwl, (2.6)
en donde T es el tensor de esfuerzos mecanico y f,, es la densidad de las
fuerzas que se aplican a todo el volumen como son las gravitatorias y las de
origen eléctrico.

El tensor de esfuerzos mecanico consta de su parte estitica y esférica,

—P1I, asociada a la presion y, la parte dinamica asociada a la viscosidad
T=-PI+T,, (2.7)

en donde el tensor de esfuerzos viscosos para fluidos newtonianos e incom-

presibles toma la forma
T, = p[Vv + (Vv)Y], (2.8)

en donde el superindice ”t” denota la transposicién del tensor.
La fuerza volumétrica de origen gravitatorio puede, dado su caracter con-
)

servativo, disponerse como el gradiente de una presién gravitatoria

fg =V(pg 1), (2.9)

siendo r el vector posicidn.

Las fuerzas volumétricas de origen eléctrico pueden expresarse como la
divergencia del tensor de esfuerzos eléctricos de Maxwell Tg (Landau y Lifs-
hitz, 1960)

1
Tg = ¢EE — 55(1 —¢)E™, (2.10)

donde E es el campo eléctrico, € la permitividad y ¢ el denominado parametro
de electrostricciéon que viene dado por

¢ = g (g—;)T. (2.11)

Como dijimos antes, las fuerzas volumétricas de origen eléctrico pueden de-
rivarse del tensor sin mas que aplicar el operador divergencia al tensor, re-

sultando:

1 1
fg = p°BE — 5E2Vs +V (55 cE2) : (2.12)
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El primer termino expresa la fuerza debida a la accién del campo eléctrico
sobre la densidad de carga volumétrica p°; el segundo estd asociado a las
inhomegenidades de la permitividad en el volumen fluido y el tercer y ultimo
término es la denominada fuerza de electrostricciéon. Este ultimo término
actia tanto en el volumen como en la entrefase por lo que puede englobarse
con la presion sin que esta accién suponga efecto alguno sobre la dindmica
(Saville, 1997). Esta accién se realiza efectuando las siguientes sustituciones:

1
P—P—ze sEy (2.13)

1
Tg — ¢cEE — 551221. (2.14)

Tomando en consideracién las expresiones (2.13) y (2.14), la ecuacién de
cantidad de movimiento se puede escribir como:

p (g_:Jrv.VV) =-V(P+pg 1)+ pE- %E'EVH“V%' (219)

2.2.2 Condiciones de contorno en la entrefase

En la entrefase de separacion entre el liquido y gas deben verificarse ciertas
restricciones. Una primera es la condicién cinematica que obliga a la entrefase

a moverse con el fluido

0G
5t +v- VG|G(,-,t):0 =0. (2.16)

La segunda condicién es el equilibrio de los esfuerzos aplicados en la entrefase
ya que la ausencia de masa de la entrefase no permite la existencia de una
fuerza neta sobre ella. Los esfuerzos netos que se producen en la entrefase
provienen de la diferencia del vector de esfuerzos (T + Tg) - €, a un lado y

otro de la entrefase. e, es el vector normal a la entrefase y viene dado por

VG

€n = —— . (2.17)
VG| G(r,t)=0

Estos esfuerzos, que actian sobre la entrefase desde la fase gaseosa y la
liquida, son equilibrados por la fuerza resultante de la diferencia de potencial
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intermolecular a un lado y otro de la entrefase y que son proporcionales a
la curvatura V - e, siendo la constante de proporcionalidad la denominada
tension superficial y. Al término y(V-e,) se le denomina presién capilar dado
que actda en la direccién normal de la entrefase. La ecuacién que modela el
balance de esfuerzos es por tanto

APe, + AT, e, + ATg - e, =v(V - e,)en. (2.18)

Si, como habiamos manifestado, despreciamos la accién viscosa de la fase
? b}
gaseosa y tomamos como nivel de referencia la presion en la fase gaseosa, la

ecuacién (2.18) puede escribirse como:

Pe, —~T, e, + ATg e, =v(V-e,)en. (2.19)

2.2.3 Condiciones de contorno axiales

Como definimos anteriormente nos restringiremos a la evolucién temporal de
un chorro liquido que es infinitamente largo y cilindrico sobre el que impon-
dremos una perturbacién periédica en la direccién axial z con periodo 2L por
lo que podremos restringir el estudio a un solo periodo, en cuyos extremos

se imponen condiciones de periodicidad:

G(r,t)|, = G(r,t)|,;42n endonde 0 < 2 < 2Ly n = 1,2, ... (2.20)

v(r,z)|, = v(r,t)|;e2n, en donde 0 < 2 < 2L yn=1,2, ... (2.21)

Si ademés fijamos el sistema de referencia al periodo, eliminando del andlisis
la velocidad a la que viaja el chorro, y nos circunscribimos a una semilongitud
de onda, las condiciones (2.20) y (2.21) son equivalentes a

0G(r, )

_ 0G(r,1)
0z N

0z

=0 (2.22)
z=L

2=0

V(r, )| smo = V(r, ) ses (2.23)
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2.3 Ecuaciones y condiciones de contorno

eléctricas

2.3.1 Ecuaciones de volumen

Las ecuaciones que modelan el comportamiento eléctrico son las denominadas
ecuaciones de Maxwell (Jackson, 1962)

V-D =y, (2.24)
VxH—aa—lt):J, (2.25)
VxE+%§:0 (2.26)
y
V-B=0, (2.27)

en donde los vectores E, D, H y B son los vectores campo eléctrico, desplaza-
miento eléctrico, campo magnético e induccién magnética, respectivamente
y; p°y J la densidad de carga y de corriente. Estas ecuaciones vienen comple-
tadas con aquellas que modelan el comportamiento del medio y que, supuesto

un comportamiento isotrépico, pueden escribirse como

D =¢E (2.28)

H=.B (2.29)

donde € y u, constantes fisicas dependientes del medio, son la permitividad
eléctrica y la permeabilidad magnética respectivamente, y que, en el caso de
un fluido isétropo y homogéneo, son escalares. La corriente que circula es
debida a la accién del campo eléctrico (ley de Ohm) y aquella convectada

por el movimiento macroscépico del fluido

J = KE + p°v, (2.30)
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en donde K es la conductividad del medio.
Las ecuaciones anteriores se simplifican enormemente si los efectos magné-

ticos son despreciables alcanzdndose lo que se denomina el limite electrostatico,

V-eE=py (2.31)
VxE=0. (2.32)

Resta por encontrar la ecuacién que modela la conservacion de la densidad
de carga volumétrica. Esta se obtiene aplicando el operador divergencia a la

ecuacion (2.25), lo que da

8(V - D)

V-J=0 2.33
y sustituyendo las ecuaciones (2.24) y (2.30) en la ecuacién anterior (2.33)
0 p° K ,
Vo= —— 2.34
57 TV Ve v (2.34)

donde se ha empleado la ecuacién (2.31) y el hecho de que el campo de
velocidades es de divergencia nula.

A partir del caracter irrotacional del campo eléctrico podemos utilizar el
potencial eléctrico ¢ como variable siendo por lo tanto necesario resolver la
ecuacion de Poisson para conocer la distribucién de campo eléctrico

(2

iy
v2¢~.6, (2.35)

en el caso de ausencia de cargas libres en el medio la ecuacién de Poisson se
reduce a la ecuacién de Laplace (V2¢ = 0).
En los epigrafes 2.4 y 2.5.1 justificaremos la idoneidad del limite elec-

trostatico para modelar el comportamiento eléctrico en el chorro cargado.

2.3.2 Condiciones de contorno en la entrefase

Como dijimos en la anterior seccién, y que queda pendiente de justificacién
en posteriores secciones, el limite aplicable en los casos tratados en esta tesis
es el electrostatico. De la aplicacion del teorema de Gauss a las ecuaciones
de Maxwell conocemos que el salto del vector desplazamiento eléctrico D a
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través de la entrefase es proporcional a la cantidad de carga por unidad de

superficie o, contenida en la entrefase
AD - e, = ||eE - e,]| = .. (2.36)

La otra condicién de contorno que debe de cumplir el campo eléctrico es la

continuidad de su componente tangencial a través de la entrefase
A(E x e,) =0, (2.37)

y que es equivalente a obligar a la continuidad del potencial a un lado y otro

de la entrefase
A¢p = 0. (2.38)

En conjuncién con las anteriores ecuaciones se encuentra la de conservacién
de la carga presente en la entrefase (Mestel, 1994) y que puede escribirse

como

Do,

Dt — Oe€p * [(en ) V)V] = KETZL (239)

donde D/Dt es el operador derivada sustancial dado en este caso por

D() _ 9() v

= — * 2-
Dt 6t + V|T——F(Z,9,t) S()? ( 40)

donde el vector velocidad se evalia en la entrefase y el sufijo s indica que el

gradiente es superficial.

2.3.3 Condiciones de contorno lejos del chorro

Como describimos anteriormente se coloca un electrodo de electrificacién
conectado a tierra situado a una distancia R del eje de simetria y que
permite cargar el chorro. El hecho de que este electrodo esté conectado a

tierra obliga a que el potencial en su superficie sea nulo:

¢lr=rew = 0. (2.41)
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2.3.4 Condiciones de contorno en la direccién axial

Al igual que el resto de las variables se exigen condiciones de periodicidad lo
que se traduce en la nulidad de la derivada axial del potencial eléctrico en

ambos extremos del dominio de integracién 0 < z < L

9| _ 8¢

A i B 0. (2.42)

z=L

2.4 Ecuaciones para chorros conductores

Un chorro se considera conductor cuando el tiempo empleado por las cargas
presentes en el chorro para alcanzar su posicién de equilibrio electrostatico,
te, es mucho més corto que el tiempo empleado en variar las condiciones
ambientales, t.. En estas circunstancias, t, < t., la ecuacién de conservacién
de la densidad de carga volumétrica (2.34) se escribe como

op° K ~(K/et)

Tt e — €
ot — el T P e

(2.43)

reflejando que las cargas emigran desde el seno del liquido a la entrefase
por conduccién en un tiempo caracteristico ¢, dado por el cociente entre la
permitividad y la conductividad del liquido, t. = ¢/K, y que se denominada
tiempo de relajacién eléctrica. La conveccién de las cargas [producida en
el tiempo caracteristico capilar ¢, ~ (pA3/7)!/?] es despreciable frente a la
conduccién [producida en el tiempo caracteristico t,] por lo que la influencia
del movimiento fluido en la distribucién de las cargas es a través del cambio
de la posicién de la entrefase. Por lo tanto, cuando se estudia el movimiento
fluido, que se produce en el tiempo t., la migracién de las cargas hacia la
superficie por conduccidn, que se produce en el tiempo t., es tan répida que se
puede considerar que toda la carga estd dispuesta en la superficie del chorro
encontrdndose el volumen fluido libre de carga volumétrica. En este limite
por lo tanto desaparece cualquier fuerza volumétrica de origen eléctrico de
la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento (2.15),

p (%% +v- Vv) = -V(P+ pg - 1) + pV3v. (2.44)
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Dado que el liquido puede considerarse como conductor, el campo eléctrico
puede considerarse despreciable en el seno del liquido. Los tnicos esfuerzos
eléctricos presentes actian en la superficie, asociados a la distribucién de
campo eléctrico en la fase gaseosa, influyendo en la evolucién del chorro a
través de las condiciones de contorno. Estos esfuerzos de origen eléctrico
actian en la direccién normal e, debido a que no existe campo eléctrico
tangencial. En el limite conductor el problema eléctrico se reduce pues a co-
nocer la distribucién de potencial en la fase gaseosa resolviendo la ecuacién
de Laplace

V2¢° =0, (2.45)

reduciéndose las condiciones de contorno en la entrefase a una condicién de
Dirichlet

|r=r(zt) = Vo, (2.46)

mientras que el resto de las condiciones de contorno eléctricas permanecen

sin cambios.

2.5 Ecuaciones para chorros no conductores

2.5.1 Modelo del Dieléctrico con Fuga

Hasta el presente momento las ecuaciones utilizadas para modelar el com-
portamiento eléctrico del fluido han sido las electrostaticas. Las fuerzas de
origen eléctrico que actian sobre el fluido son superficiales y por lo tanto apa-
recen en las condiciones de contorno en la entrefase, siendo nulas las fuerzas
volumétricas de origen eléctrico. El efecto reciproco, del movimiento fluido
sobre el campo eléctrico, es a través del cambio de geometria que se opera por
el movimiento fluido. Estas simplificaciones surgen naturalmente en el caso
de un liquido altamente conductor (¢, < t.) donde es conocido que en el seno
del liquido no hay cargas libres. En el caso que nos ocupa, donde el tiempo
de relajacién eléctrico es comparable al tiempo caracteristico del movimiento

(te ~ t.), las premisas anteriores que conforman el Modelo Dieléctrico con
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Fuga (denominado originalmente en inglés Leaky Dielectric Model) de Tay-
lor y Melcher no son obvias y necesitan una justificacién. Las bases de este
modelo se pueden encontrar en Melcher (1969) y Melcher y Warren (1971),
una profunda revisién del modelo ha sido efectuada por Saville (1997), autor
que pone de manifiesto su origen, sus posibles fuentes de error y los expe-
rimentos presentes en la literatura que confirman la validez del modelo. A
continuacion veremos como surge el modelo de un anilisis de escalas.

La primera premisa del modelo es la utilizacién de las ecuaciones elec-
trostaticas para el calculo de la distribucién de campo eléctrico. Esta pre-
misa surge de la comparacién del tiempo caracteristico de los fenémenos
eléctrico (tiempo de relajacién eléctrico, t, = ¢/K) frente a los magnéticos
(tyy = pKe% donde £ es la escala geométrica caracteristica). Comparan-
do ambos tiempos se colige que los fenémenos magnéticos son despreciables
siempre que t, > 107'2, condicién que se satisface ficilmente para las con-
ductividades tipicas de los fluidos utilizados como el tolueno y el hexano
(K ~ 107") o la formamida mezclada con dioxano (K ~ 1077).

Los fenémenos eléctricos e hidrodindmicos vienen acoplados a través del
tensor de esfuerzos de Maxwell, el cual se traduce en unos esfuerzos vo-
lumétricos asociados a la existencia de carga libre y a una posible falta de
homogeneidad en la permitividad dieléctrica (ver ecuacién 2.15) y, por otra
parte, a unos esfuerzos superficiales que el movimiento fluido deber4 equili-
brar (ecuacién 2.19). Si las inhomogeneidades de la permitividad no estén
presentes, el modelo se completa justificando el cardcter neutro del seno
del fluido para la escala espacial caracteristica (tipicamente del orden del
milimetro), cardcter que permite descargar totalmente la influencia de la
carga volumétrica de la ecuacién de cantidad de movimiento. Para ello es
necesario detallar del comportamiento de las especies iénicas, responsables
ltimos de la carga presente. En efecto, analizando el caso mas simple (3
especies; la neutra y las 2 disociadas, el catién y su anién) la densidad de

carga volumétrica dimensional viene dado por
pf = ezy(ny —n_), (2.47)

donde e es la carga de un protén, z, es la valencia de los iones y n,. y n_ son
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las concentraciones de los cationes y aniones respectivamente. La ecuacién
de conservacién adimensional de la densidad de carga volumétrica, derivada
a partir de aquellas de las especies, es
tp 8pe
t, Ot

+ Peu - Vp? =9V - [~ (nywy + n_w_)E] + V[nywy + n_w_],
(2.48)

donde w, y w_ son las movilidades de los cationes y aniones respectiva-
mente. La importancia relativa de cada fenémeno viene dibujada por una
serie de nimeros adimensionales; un tiempo caracteristico de difusién tp =
£2/(w°kyT) del orden de 105, un numero de Peclet Pe = (%¢,E2/(uw°k,T)
(relacién entre la conveccién y la difusién) del orden de 10° y un nimero que
mide la fuerza relativa del campo en el seno del liquido 9 = leE,/k,T del
orden de 10% , donde T es la temperatura, k; la constante de Boltzmann, w®
la mobilidad de la especie neutra, u la viscosidad del liquido y E, el campo
eléctrico caracteristico. Los 6rdenes de magnitud se han calculado eligiendo
como valores tipicos: £~ 1073 m, E, ~ 10° V/m y u ~ 1 kg/(m s). Para es-
timar la mobilidad se emplea la ley de Stokes-Einstein, (67pua) ™!, suponiendo
como radio tipico del ion, a = 0.2510~m. Unicamente queda, por conocer el
orden de magnitud de la densidad de carga volumétrica para conocer com-
pletamente los ordenes de magnitud de los fendmenos de transporte. Para

ello se adimensionaliza la ecuacién (2.31) encontrdndose que
AV -E = z(ny —n_), (2.49)

siendo A = f¢,E,/el/n°K, donde n’ la concentracién de la especie neutra y
K, la constante de equilibrio de las reacciones de formacién y neutralizacién
de los iones. Sabiendo el orden de magnitud de las variables (E, ~ 10° V/m,
¢ ~ 1072 m) y estimando la concentracién i6nica a partir de la conductividad
tipica (10™° S/m) se cumple que el nimero adimensional A es del orden de
10, pudiéndose considerar el fluido neutro desde el punto de vista eléctrico.
La neutralidad eléctrica del fluido conlleva que la ecuacién de conservacién
de p° (2.48), dado que A Pe/9 ~ 1072, se reduzca a la ley ohmica, que en su

version adimensional se escribe

V- [(20)*ny(wy +w_)JE=V-KE =0. (2.50)
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En suma podemos resumir que, la baja conductividad es debida a una pobre
concentracion de especies cargadas y que, debida a su escasez, no afecta a la
distribucién de campo eléctrico en el seno del liquido. Las especies cargadas
vienen distribuidas por la accién del campo eléctrico siendo despreciables los
fenémenos de acumulacién, difusién y conveccién de la carga libre en el seno
del liquido.

El Modelo del Dieléctrico con Fuga nos permite utilizar para liquidos no
conductores la ecuacién de Laplace para resolver la distribucién de potencial
tanto en la fase gaseosa ¢° como en el seno del liquido ¢* estando acopladas
ambas por las condiciones de contorno en la entrefase descritas en la seccién
2.3.2. Los esfuerzos eléctricos y la dindmica del chorro estdn tinicamente

relacionados a través de las condiciones de contorno.

2.6 Adimensionalizacidon

La adimensionalizacién es la primera herramienta que utilizamos para la sim-
plificacién del problema. Nos permite discernir cual es la importancia relativa
de todos los fenémenos involucrados e identificar los pardmetros de los que de-
pende el problema. La adimensionalizacién presenta ventajas numéricas a la
hora de la resolucién dado que coloca las variables adimensionales en la misma
escala. La importancia de la tensién superficial en el proceso de rotura guia
la eleccion de las magnitudes fisicas para la adimensionalizacién y que son;
la tensién superficial v, el radio del chorro no perturbado A, la densidad del
liquido p y la densidad de carga superficial en la entrefase del estado no per-
turbado ¢,F,. Con las magnitudes anteriormente descritas las longitudes se
escalan con A4, el tiempo con el tiempo caracteristico capilar t, = (pA3/v)/2,
las velocidades con la velocidad caracteristica v, = [v/(pA)]}/? y la presién
con p, = y/A.

El uso de la adimensionalizacién antes mencionada conduce a la serie
de pardmetros libres que caracterizan el problema en cuestién (ver Tabla
2.2). De entre los de cardcter geométrico se encuentran los que modelan la
onda: la semilongitud de onda adimensional A (algunas veces sustituida por

el nimero de onda k = m/)) y la amplitud de la perturbacién adimensional ¢;
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T t p v E
’]"*:— t*:— p*:— V*:—— E*:—
A tc pc Uc EO
pA® v g
Cc "y pc A UC /_pA (]

Tabla 2.1: Adimensionalizacion de las variables en juego

. L
Semi-long. de Onda A= —
. R
Posicién del electrodo b= 3
_ U
Num. de Ohnesorge C = (o AT
g, AE?
Num. de Bond eléctrico Yo = ———
2y
19
permitividad relat. 8 =—
€o
A2
Num. de Bond Bo="9
Y
p A3K2 1/2
Pardmetro de relajacién | o = ( 5 )
YE

Tabla 2.2: Numeros adimensionales

para chorros cargados aparece como parametro geométrico la distancia b a la
que se coloca el electrodo de electrificacién. Otros pardmetros que permiten
ponderar los diversos fendmenos envueltos en el proceso son: El nimero de
Ohnesorge C' que permite calibrar el papel de la viscosidad ya que mide
la importancia relativa de los esfuerzos viscosos frente a los capilares; El
nimero de Bond Bo que compara el efecto de la gravedad con la capilaridad
y el nimero de Bond Eléctrico o nimero de Taylor 7, que mide el nivel de
electrificacién del chorro al ponderar los esfuerzos eléctricos y capilares, y
que en el caso de un chorro conductor toma el valor 7, = €,V.2/(24y1n?b).
1/2

El pardmetro de relajacién o = [p A3K?/(ve?)]"/? surge naturalmente de
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la ecuacién de continuidad de la carga superficial (2.39). El pardmetro de
relajacién es proporcional a la relacién del tiempo capilar con el tiempo de
relajacion eléctrico o = t./t. y mide la importancia relativa de la relajacién
eléctrica en el proceso de rotura o dicho de otro modo en que grado se puede
considerar al liquido dieléctrico. En el limite conductor o es mucho mayor

que la unidad. El nimero de Bond se puede escribir como

Bo = WeFr%, (2.51)

por lo que si, como expresamos en el epigrafe anterior, despreciamos cualquier
fuerza que acelere el fluido F'r < 1y el chorro es esbelto A/L < 1 entonces
Bo < 1 siendo por lo tanto despreciable el papel de la gravedad en el proceso
de rotura. En lo que sigue dejaremos de emplear el asterisco como indicacién
de que la variable es adimensional por comodidad.

2.7 Ecuaciones en coordenadas cilindricas

Utilizaremos como sistema de coordenadas el cilindrico al ser el més apro-
piado y comodo para tratar los chorros dado su configuracién esbelta. En
este sistema se utiliza como vectores directores e, eg y €, para la direccién
radial, acimutal y axial respectivamente. En este sistema por lo tanto el

vector velocidad toma la forma
v="Ue, +Vey+ We,, (2.52)
y el vector campo eléctrico
1
E=-V¢=—¢.e — ;¢oeo — ¢,€4, (2-53)

en donde los subindices denotan derivadas parciales con respecto a esa va-

riable. La posicién de la entrefase viene dado por la ecuacién

G(r,t) =7 — F(2,0,t) =0 = 1 = F(2,0, 1) (2.54)
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El tensor de esfuerzos viscosos adimensional en coordenadas cilindricas viene

dado por
[ w Yy Y wan )
T T
Tv=C| Uy _V 2%:[] Ve e |. (2.55)
\ W, +U. Vz+—vg-’i oW,

Asociado a la entrefase podemos definir el denominado triedro intrinseco for-
mado por los vectores normal ey, tangente e; y binormal e,. Estos vectores
asociados a la posicién de la entrefase se relacionan con aquellos del sistema

de coordenadas cilindricos con el tensor de cambio de base

(1 B R \
en C. 7. C. er
_| m 1+r FmR , (2.56)
ep FC,C, C.C, FC,C; ©e
F, 1
e _z 0 — e,
¢ \ ¢ A,

donde C, y C; son dos funciones auxiliares dadas por

F2
Cn = 1+F—”2+1~;2 y  Cy=+1+F2 (2.57)

El tensor de Maxwell en funcién de los vectores intrinsecos viene dado por

E2-E}-E  2EE, 2E, E,
Te=%8|  9pE, -E2-E?+E  2EF, , (2:58)
2F, E, 0H,E,  -E!+E!-E}

donde E,, E, y E; son las componentes del vector campo eléctrico en funcién

de los vectores intrinsecos.
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2.7.1 Problema fluidomecanico
Ecuaciones volumétricas

Adimensionalizando las ecuaciones anteriormente derivadas y escribiéndolas
para coordenadas cilindricas éstas se expresan como

(O Yoy, - 0, (2.59)
T T

para la ecuacién de conservacién de la masa y

Vv U)r U U 2V,
Ut+UUT+—U9+WU,,—_-—P,+C((—T—)—+—%9+Uzz__2__22),
r r T T T
(2.60)
4 Vi)e Vi vV o2u
W+Uw+—w+wu=—Po+c(ﬁi—)+—9;+vu-_2+_;)
T r r T
(2.61)
y
Wt+UWT+¥W9+WWZ=_PZ+C<(TV;/T)T+I/:/39+sz> (2.62)

para la ecuacién de conservaciéon de la cantidad de movimiento de cada com-

ponente de la velocidad.

Condiciones de contorno radiales e interfaciales

La utilizacién de coordenadas cilindricas conlleva la indefinicién de las va-
riables en el eje z pues existen términos donde r aparece en el denominador.
Esta circunstancia fuerza el comportamiento de las variables en la vecindad
del eje. Las singularidades desaparecen imponiendo la nulidad de dichos
términos en el eje en lo que se denominan las condiciones de regularidad y

que vienen dadas por
Ulr=o0 = 0, ( )
V=0 =0, (2.64)
Welr=0 = 0, (2.65)
Plr=o=0y (2.66)
Pylr=0 = 0. (2.67)
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En la entrefase la condicién cinemética en coordenadas cilindricas es

=0, (2.68)
r=F(z,0,t)

(Ft U+l;,bV+FW)

mientras que la condicién de equilibrio de los esfuerzos expresadas en las

direcciones del triedro intrinseco e,, €; y €, vienen dadas por

2C Fy [F
Pl—r:00 = g3 {U + F(FW, - U, = W,) — F?[F‘,j,

Uy 1% W
I +V F+FZ<V,.+ F)”

para la direccién normal ey,

C
CrnC

(U + Vy)+

+e, - AT.-e,=V-e,
r=F(z,0,t)

(2.69)

{2F2(Ur -W,)+ (1 - F)(W, +U,) — % [Vz + _VYﬁJr

(2] :

para la direccién tangencial e; y

+e AT, e, =0 (2.70)
r=F(z,0,t)

C (2F, oWy —U

~ o~ Y 0 r F, 2\LzVV 2 — Uz — T

C,%Ct{ [U (1+ F)) 7 + F,(F,W, -U. W)]+
F2

(HF;_ e[qu 4 F(V+YE)H tep-ATeen = 0

F2 | F F F r=F(z,0,t)

(2.71)

para la direccién binormal e,. En donde la expresién del salto de esfuerzos

capilar V - e, viene dado por

1 1 o Foo F; Fy (Fy
Ve“_FCn+CS[ (1+F)F2 <1+F2 F“+F2 F+2FF,,Z )

n

(2.72)

Restan por calcular las expresiones en coordenadas cilindricas del salto de
esfuerzos eléctricos en las direcciones del triedro intrinseco

en ATg-en = (B’ - BB, + (8- DE; + (B~ DE),  (273)

ep  ATg - en = 27,(Eq By — BEL Ey) = 27,0.Ep y (2.74)

e, - ATg - e = 27,(E° E; — BEL Ey) = 2, 0.E;. (2.75)
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Empleando la inversa del cambio de base expresado por la ecuacién (2.56) las

ecuaciones (2.73)-(2.75) vienen dadas en funcién de las coordenadas cilindricas

por
1 o F9 0 o 2 ,B i FG i i 2
en'ATE'en:7o C_g ~¢r+ﬁ¢0+FZ¢z —_61_2 _¢T+ﬁ¢0+FZ¢Z
B-1( F , 1+F _,  Fo_ \° p-1 0 on2
+C7210t2 F¢r F ¢0+ FFZ¢z + Ct2 ( Fz¢r ¢z) )
(2.76)
2% Fy 1+ F2 F,
. e, = A =Zge — R RN .
e ATg e cucu"( D g D) (2.77)
27
e ATg enz—g—ae(—qubﬁ—ng) (2.78)
t

en donde la componente tangencial y binormal del campo normal pueden
calcularse indistintamente con la distribucién de potencial interior o exterior
dada la continuidad del potencial a través de la entrefase. En lo que sigue
utilizaremos siempre la distribucién exterior de potencial para el cdlculo de

dichas componentes.

Condiciones de contorno axiales

Como hemos venido expresando a lo largo de la tesis, éstas son las de perio-
dicidad

F(2,0,t)],=0 = F.(2,0,t)l,=» =0,
U,(r,2,0,t)|,=0 =U,(r,2,0,t)],=n =0,
Vo(r,2,0,t) ;=0 =Vy(r,2,0,t)],=n =0, (2.79)
W(r, 2,0,t)],=0 =W
P,(r 2,0,t)],=0 =P,

2.7.2 Problema Eléctrico
Chorros Conductores

Como describimos en la seccién anterior el liquido es equipotencial por lo

que unicamente es necesario resolver la fase gaseosa, que denotaremos por el
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superindice ” ° ”, en donde por ausencia de cargas libres se debe resolver la

ecuacién de Laplace

(ré?)r + ?%
r r

+ ¢;, =0. (2.80)

El potencial estd sujeto a las condiciones de contorno de equipotencialidad
en el liquido, potencial nulo en el electrodo de electrificaciéon y periodicidad

en la direccién axial z
¢o(,r, Z, 9) |T=F(z,0,t) =Inb 3 ¢0(Ta 2, 0)|7‘=b = Oa (281)
do(r,2,0)|2=0 =0 y ¢, 2z,0)|,=x =0. (2.82)
En este limite es conocido la ausencia de esfuerzos tangenciales y binormales
en la superficie del chorro con lo que es posible simplificar enormemente la
expresién del esfuerzo normal eléctrico. Anulando dichos esfuerzos podemos

relacionar las derivadas axiales y acimutales del potencial con la derivada

radial

Fyg? + (1 + F2)¢g — FpF,¢2 =0 (2.83)

.97 +¢; =0, (2.84)

por lo que al salto de esfuerzos eléctricos en direccién normal, a la que
Unicamente contribuye la fase gaseosa, puede escribirse en funcién de la de-

rivada radial de potencial como
en ATE -eh = €n TOE - €n = 7002(¢g)2|rzp(z,g,t), (2.85)

donde el niimero de Taylor viene dado en este caso por

_ &Y
~ 2yAIn*(b)’

La condicién de salto normal del campo eléctrico no impone ninguna con-

Yo (2.86)

dicién al problema y su funcién es definir la cantidad de carga superficial

presente en la entrefase

O = — n¢$|r=F(z,0,t)- (287)
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Chorros no conductores

Como describe el Modelo del Dieléctrico con Fuga (Saville, 1997) que hemos
expuesto en el epigrafe 2.5.1, las ecuaciones que modelan el comportamiento
eléctrico son las electrostaticas debido a que los fenémenos magnéticos estdn
ausentes por producirse en un tiempo caracteristico t); mucho maés corto
que el tiempo caracteristico de los fendmenos electrostaticos t.. El modelo
asegura que, en el caso de que la conductividad sea pobre, la concentracién
de especies disociadas, causantes de la densidad de carga libre en el seno de
liquido, es mucho menor que la de la especie neutra. El nimero adimensional
que cuantifica la validez de la ausencia de carga libre en el seno del liquido
es A pudiéndose despreciar la carga libre siempre que A < 1. Esta ausencia
de carga libre da lugar a que la ecuacién de continuidad de la carga libre
en el seno del fluido se reduzca a la Ley de Ohm. Dado que toda la carga
estd dispuesta en la entrefase es posible utilizar la ecuacién de Laplace para

resolver tanto la distribucién de campo eléctrico en el interior del liquido ¢

i i
(rér): +2 4+ 4, =0, (2.88)
r T
como en el exterior ¢°
(ré?)r | Pho
—+ T2 T9.=0 (2.89)

Supuesta la ausencia de un campo tangencial externo que provocaria la apa-
ricién de un esfuerzo tangencial en toda la superficie del chorro incompatible
con la premisa de un chorro cilindrico antes de ser sometido a perturbacién,
en el problema exterior se impone, como condicién de contorno alejada del

chorro, la anulacién del potencial en el electrodo de electrificacién
®°|r=p =0, (2.90)

mientras que el problema interior debe de cumplir condiciones de regularidad
en el eje

Brlr=0 = 0. (2.91)
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Ambos problemas se acoplan a través de las condiciones de contorno que se
aplican en la entrefase:

By - 9L = | (o0 + poi+ st
(2.92)

= Cnae
r=F(z,0,t)

—ﬁ(—¢:+F—§¢z+Fz¢;)]

¢o|r=F(z,0,t) = ¢l |r=F(z,0,t)- (293)

Tanto el potencial interior como en el exterior deben cumplir las condiciones
de periodicidad

¢z|2’=0 =0 3 ¢Z|z:)\: O, (294)
$ilimo=0 y  iloa=0. (2.95)

Por dltimo la ecuacién que modela el comportamiento de la carga libre dis-

puesta en la entrefase viene dada

do, 1 F,Fy F?
i +Cg{[m - v+(1+ﬁ) w] (),

+ l—@U + (14 F)V - F"F’W] (0’6)9}

F, (U V (2.96)
2.96

,2 U+Fw, -2 (2 _ v —F(U +W

cgl’ F:W. F(F F T) Fz(z T)

FyF, W F\* (Ve UN\| .,
+ F (‘G‘"“F‘)-F(F) (F_’—F —-—CM,BEn.

2.8 Ecuaciones para chorros axilsimétricos

En la presente seccion expondremos las ecuaciones para el caso en que el
chorro y su evolucién sea axilsimétrico, circunstancia que se produce en la
mayoria de los casos reales. En la presente tesis trataremos en su mayoria este
caso aunque pondremos de manifiesto en que circunstancias dicho modelo no

es valido y el chorro oscila fuertemente entorno el eje axial. En el caso de que
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el chorro presente una evolucién axilsimétrica es posible eliminar cualquier
dependencia de las variables en la direccién acimutal asi como la presencia
de giro en el chorro. En este caso el chorro depende tinicamente de las
variables radial y axial reduciéndose el problema a bidimensional tanto para
la velocidad

v=Ue +We,, (2.97)
como para el campo eléctrico

E = —¢,e; — ¢,e,. (2.98)

2.8.1 Problema fluidomecanico

Eliminando toda dependencia acimutal de las ecuaciones de cantidad de mo-

vimiento y continuidad en coordenadas cilindricas (2.59)-(2.62) obtenemos

(%U—)l +W, =0 (2.99)

para la ecuacién de continuidad y

Ui+ UU + WU, =-P,+C(U,, - W,,) y (2.100)
W,

Wi+ UW, +WW,=-P,+C (Wrr + T" + +sz> (2.101)
para las de conservacién de cantidad de movimiento en la direccién radial
y axial. La contribucién viscosa de la ecuacién del momento radial se ha
simplificado utilizando la ecuacién de continuidad.

Condiciones de contorno

Deben ser impuestas en el eje las condiciones de regularidad de la velocidad
y de la presidn:

Ulpeo = 0, (2.102)

Welr=o =0y (2.103)
Py)y=0 = 0. (2.104)
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En la entrefase la condicién cinemdtica viene dada por
mientras que la condicién de equilibrio de los esfuerzos lo es por

2C
Plr:F(z,t) - ‘6,5 {Ur+Fz2Wz _Fz(Wr+Uz)}| + €n 'ATe'en =V *€n

r=F(z,0,t)
(2.106)

para la direccién normal e, y,

+et~ATe-en=0

r=F(z,t)

_% (2R (U, - W,) + (L= EDY(W, + U.) Y, _p
n (2.107)

para la direccién tangencial e;. En donde la expresién del salto de esfuerzos

capilar V - e, viene dado para una entrefase axilsimétrica por

1 (1 F,

en donde C,, es una funcién auxiliar dada por C,, = /1 + F2.

Las condiciones de periodicidad en la direccién axial vienen dadas por

Fu(2,8))sm0 = Fy(2,8)]5en =0, (2.109)
U(r,2,t) =0 = U (1, 2,t)[=2= 0 y (2.110)
W(r, z,t)|,=0 = W(r, 2,t)|,=a =0. (2.111)

Quedan por determinar las expresiones de los esfuerzos eléctricos para cada

limite eléctrico tratado.

2.8.2 Problema eléctrico
Chorros conductores

La ecuacién adimensional para el potencial eléctrico para el caso axilsimétrico

€s

__(T“i'r’)r 40 =0, (2.112)
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Estando el potencial sujeto a condiciones de contorno de tipo Dirichlet en la

direccién radial

¢°(r, 2)lr=P(z,t) = In b, (2.113)
¢°(r, 2)|r=b = 0 (2.114)

y de periodicidad en la direccién axial
¢2(r, 2)|s=0 = 93(r, 2)]:=2 = 0. (2.115)

Al salto de esfuerzos eléctrico normal solo contribuye la fase gaseosa y viene

dado para el caso axilsimétrico por
en ATE - €, = €n - T - €n = YC2(¢2)?|r=F(z.1); (2.116)
siendo la densidad de carga superficial

O = — n¢g|r=F(z,t)- (2117)

Chorros no conductores

La ecuacién adimensional para el potencial eléctrico para el caso axilsimétrico

es, tanto en el fluido como en el gas, la ecuacién de Laplace

(—r?f—)—r- + ¢, =0 (2.118)
y
08 5~ 0. (2.119)

T
Acopladas ambas distribuciones de potencial por las condiciones de salto del
campo normal a través de la entrefase

Ej — BB}, = [(=67 + Fu82) = B (=6} + F82)]|, _p(appy = Cn0er  (2120)

y la continuidad del potencial

°lr=F(z,0,t) = ¢i|r=F(z,9,t), (2.121)
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mientras que en la direccién axial el potencial debe cumplir periodicidad
(]52(7’, z)|z=0 = ¢Z(T7 Z)Iz:A =0 y (2122)
(7, 2)|2=0 = ¢5(, 2)|2=a = 0. (2.123)

Restan por imponer las condiciones de contorno en la direccién radial siendo
para el potencial exterior, la nulidad del potencial en el electrodo de electri-

ficacion,

¢°(r,2)|r=p = Inb (2.124)
y las condiciones de regularidad para el potencial interior

$i(r, 2)lr=0 = 0. (2.125)

La ecuacién de conservacién de la carga en la entrefase una vez que la de-

pendencia acimutal es eliminada se escribe como

80'3 FZU + |74 O¢ 2 _ %
8t 1+Fz2 (Ue)z'*'m [Ur'f'Fsz—Fz(Uz—l-Wr)] —aﬂEn.
(2.126)
Los esfuerzos de origen eléctrico se escriben como
Yo o 0\2 7 i\2
en ATp e = 1 { (-7 + F.62)" - 8 (6 + F.6)
+ (8- 1) (-F.¢0 — 62)°} (2.127)
para la direccién normal y,
(2.128)
ATy -6 = — 2o Fld° — ¢° 2.129
e E'en—mae(‘ 07 — ¢3) (2.129)

para la direccién tangencial.

2.9 Resumen y conclusiones

En el presente capitulo se han establecido las hipétesis de las que parte el

presente estudio y que a continuacién se describen
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e Nos circunscribimos a chorros capilares laminares en los que se presen-

ta una densidad de carga libre en la superficie y que circulan a una
velocidad V' mayor que la velocidad de las ondas capilares o lo que es

lo mismo que el nimero de Weber, dado por

A 2
We =2 7V , (2.130)

es mucho mayor que la unidad.

El incremento/disminucién de la velocidad del chorro en una longitud
de onda debido a la aceleracién/frenado del chorro por la accién de
la gravedad, la viscosidad o un campo eléctrico axial en el chorro es
despreciable

_A_‘i<<1:gL _ZEET£ L<<
v S TEVE v AVE

donde g es la gravedad, V' la velocidad media del chorro, ¥, la densidad

1, (2.131)

de carga en la superficie, E el campo eléctrico en la direccién axial, v
la viscosidad cinemadtica, L la longitud de onda y A el radio del chorro.
Por ser despreciable tales efectos se puede considerar al chorro como

un cilindro perfecto elimindndolos de las ecuaciones.

Se ha desestimado cualquier variacién temporal o espacial de las cons-

tantes fisicas del fluido por accién de aditivos o de la temperatura.

Despreciamos cualquier influencia mecénica del ambiente exterior sien-
do las tnicas fuerzas externas actuantes en la entrefase aquellas de
origen eléctrico que surgen naturalmente de la densidad de carga dis-

puesta en la entrefase.

Estas hipétesis de partida permiten realizar un andlisis Lagrangiano de la

rotura del chorro (Keller et al., 1973). El sistema de referencia se mueve

con la velocidad del chorro siguiendo a una misma porcién de fluido siendo

los movimientos internos relativos debidos a los gradientes locales de la pre-

sién. Este esquema presupone que el sistema evoluciona periddicamente en

el espacio sin que las secciones adyacentes de fluido influyan en la porcién

estudiada.
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La interaccién del campo eléctrico con el fluido viene descritas por el
Modelo del Dieléctrico con Fuga de Melcher y Taylor (Saville, 1997). Este
modelo establece que las ecuaciones eléctricas a utilizar son las del limite
electrostdtico desechando cualquier efecto de origen magnético. Las fuer-
zas eléctricas actian dnicamente en la entrefase estando ausente cualquier
fuerza volumétrica de origen eléctrico. Se distinguen dos posibles com-
portamientos eléctricos dependiendo de la comparacién de los tiempos ca-
racteristicos eléctricos (tiempo de relajacién eléctrico t, = ¢/K ) v capilar
(tc = (pA3/7)*/?). Si t. < t, al chorro se le puede considerar como conduc-
tor y inicamente estd presente el campo eléctrico exterior siendo inexistente
el interior por lo que las fuerzas eléctricas acttian en la direccién normal  la
entrefase. En el otro limite, que denominamos no conductor, ambos tiempos
son del mismo orden ¢, ~ t,. En este caso el campo eléctrico interior esta
presente existiendo ademds un campo eléctrico tangencial en la entrefase.

Se han derivado las ecuaciones que modelan ambos limites y, una vez
adimensionalizadas, se han obtenido los pardmetros libres que modelan al
chorro. Derivadas las ecuaciones adimensionales, se han expresado en coor-
denadas cilindricas y se han simplificado hasta obtener las expresiones co-

rrespondientes al caso axilsimétrico.



Capitulo 3

Liquidos conductores

3.1 Introducciéon

Como hemos descrito en el anterior capitulo, este limite viene caracterizado
por la ripida emigracién de la carga libre desde el seno del fluido hacia la
superficie por conduccién siendo despreciable los fenémenos de conveccion.

En este caso la densidad de carga volumétrica se comporta como
pe ~ e(—K/Et), (31)

siendo por lo tanto el tiempo caracteristico empleado por las cargas en al-
canzar la superficie del chorro t, ~ ¢/K. Si el tiempo caracteristico del
movimiento, que en el caso de un chorro es del orden del tiempo capilar
t. ~ (pA%/v)/?  es mucho menor que t. la carga estd toda dispuesta en la
entrefase desde el punto de vista del movimiento fluido por lo que los esfuer-
zos de origen eléctrico actian unicamente en la entrefase. Esta circunstancia
permite considerar al liquido, desde el punto de vista eléctrico, como equipo-
tencial y dependiente de los movimientos fluidos inicamente por los cambios
que éstos operan en la geometria. El problema eléctrico viene entonces mo-

delado por la ecuacién de Laplace
V2¢° =0, (3.2)

49
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junto a las condiciones de contorno

¢0|r:F(z,t) =In b; (33)
¢°lr=b=0 (3.4)

y
¢le=0 = ¢g!z=)\ =0. (35)

En este limite, los esfuerzos eléctricos actian en la direccién normal a la
entrefase modificando el comportamiento mecénico del fluido que viene dado

para el caso axilsimétrico por

Uy + UU, + WU, = =P, + C (U,, — W,,) (3.7)
y
W,
W, +UW, + WW, = —P, +C (W,, + +sz) , (3.8)

a través de las condiciones de contorno que se aplican en la entrefase

(Ft —_ U + FZW)IT:F(Z,t) == 0, (39)
2C
Plr=rp(zt) — i {Ur + FIW, — F,(W, + U.)}|

1 ]‘ FZZ 0
v (F - mw—) — (1 + F2)(99) (310)

r=F(z,0,t)

{2F.(U, = W) + (1= F)Y(W: + U2) },_poy = O (3.11)

Deben cumplirse también las condiciones de regularidad en el eje y de perio-
dicidad en la direccién axial

U|T=0 = WT‘lT:O = Pr|r:0 = 0, (312)

Fy(2,t)|2=0 = Uy(r, 2,t) | ;=0 = W(r, 2,t)| ;20 = 0 (3.13)
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F(2,t)|s=x = Uy (1, 2, )| soa= W(r, 2,t)| ;=2 = 0. (3.14)
Imponiendo como condiciones iniciales aquellas de un chorro no perturbado
U‘t:() = W|t=0 = 0, P|t=0 = 1 y ¢o|t=0 = 111 b, (315)

maés una pequeiia perturbacién en la posicién de la entrefase que satisfaga la

ecuacién de continuidad
9 T
F?l4=0 =1+ €(e — 2) cos (—Xz) , (3.16)

queda determinado el problema. En el presente capitulo analizaremos es-
te limite y los chorros no cargados. Obtendremos informacién cualitativa y
cuantitativa del comportamiento de los chorros por medio del andlisis lineal.
Haremos uso de la hipdtesis de esbeltez para simplificar el problema en el
caso de roturas axilsimétricas obteniendo la denominada aproximacién unidi-
reccional, de la cual pondremos de manifiesto sus posibles limitaciones. Por
ultimo resolveremos y analizaremos los resultados obtenidos mediante esta

aproximacion.

3.2 Aproximacion lineal de chorros infinitos
3D

Es comin en el caso de problemas complicados atacarlos mediante técnicas
perturbativas y de analisis modal. La mecdanica usual de estos esquemas
conduce a considerar que la solucién de un sistema ecuaciones diferenciales
H(g) = 0 toma la forma g = g, + g1 exp(Q2t + imf + ikz) es decir, a una
solucién conocida g, denominada bésica o estacionaria se aiade una onda de
pequefia amplitud |g;| < |go| de tal manera que, al agrupar los diferentes
ordenes de magnitud, se consiga una jerarquia continua de ecuaciones que
truncadas en el primer orden conducen a un conjunto lineal de ecuaciones. La
existencia de soluciones de la forma descrita anteriormente exige una relacion

entre w, k, m y los pardmetros del problema, expresada en una ecuacién
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denominada de dispersién. En el caso que nos ocupa, chorros infinitos, es
habitual realizar un anélisis temporal( k y m reales y Q complejo, llamando
a su parte real o factor de crecimiento y a su parte imaginaria w frecuencia
de oscilacién). Este tipo de ataque equivale fisicamente a establecer en cierto
instante a todo el chorro una perturbacién sinusoidal de niimero de onda k en
la direccién axial z y m en la direccién acimutal y, a través de los valores que
toma o y w a partir de la ecuacién de dispersién, discernir el comportamiento
del chorro a la perturbacién impuesta. En el caso de chorros no cargados son
los modos axilsimétricos (m = 0) los que presentan mayor interés dado que
los no axilsimétricos no presentan en ningin caso posibilidad de crecimiento,
por lo que, en lo que sigue, nos centraremos en los modos axilsimétricos.

Del estudio de la ecuacién de dispersién de chorros no cargados axil-
simétricos (Garcia, 1998) se distinguen dos tipos de modos: los modos capi-
lares y los modos hidrodindmicos.

Bajo el nombre de modos hidrodindmicos se esconden aquellos movimien-
tos en los que la deformacién de la entrefase es despreciable con lo que el
término capilar se desprecia de la ecuacién de dispersién. En el seno del fluido
se presentan vortices con gradientes de velocidad lo suficientemente intensos
para que exista un equilibrio entre los términos inerciales y viscosos siendo
despreciables los capilares. Estos modos son pocos significativos con respecto
a los capilares dado que presentan factores de crecimiento fuertemente ne-
gativos siendo por lo tanto rapidamente amortiguados, especialmente en la
zona de crecimiento aperiddico (0 < k£ < 1) que estudiaremos a continuacién.

Los modos capilares son aquellos en los que los términos capilares estdn
presentes y vienen equilibrados por los términos inerciales y viscosos. Es posi-
ble distinguir en este caso tres posibles comportamientos; un primer compor-
tamiento en el que el chorro es estable y se amortigua aperiodicamente(s < 0,
w = 0), circunstancia que ocurre para niimeros de onda comprendidos entre
1 y un valor caracteristico k; y entre un valor caracteristico k, e infinito, un
segundo en el que para los valores k¥ comprendidos entre k; y k; el chorro
tiende a amortiguarse presentando ademds un carécter oscilatorio ( o < 0,
w # 0) y por tltimo, chorros que son inestable con un crecimiento aperiédico

(o >0, w=0) circunscrito a valores de la longitud de onda, k£ comprendi-
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dos entre 0 e 1. Este comportamiento es el de mayor interés siendo por ello
el més estudiado [Rayleigh (1878) para el caso no viscoso, Rayleigh (1892) y
Chandrasekhar (1961) para el caso viscoso].

La ecuacién de dispersién para un chorro no cargado con rotura axil-

simétrica viene dado por

I,(k) kI(k) 1 k2 (kLK) ko L(k,)
2 — — —_—
Prnw M T 2 te-e\Tm  Tw)
Term.‘Irnercial Term.Viscoso (3.17)
= 1-—k%
N——

Term. Capilar

Como se observa en la ecuacién de dispersién, el término capilar consta de dos
sumandos; el valor constante relacionado con el radio de curvatura transversal
que es siempre inestabilizante y el proporcional a k? relacionado con el radio
de curvatura longitudinal que es siempre estabilizante y que en competicién
con el anterior determina el caracter inestable de las perturbaciones de onda
larga (0 < k& < 1) dado que el término inercial apoya la inestabilizacién
provocada por el radio transversal. La viscosidad solo disminuye el factor de
crecimiento ya que tiende a reducir el valor neto de la fuerza amplificadora.

El andlisis modal de chorros 3D cargados en el limite de chorros altamen-
te conductores, bajo la configuracién geométrica anteriormente descrita, ha
sido objeto de estudio e interés desde el siglo pasado [Basset (1894)]. Nos
centraremos en este caso en aquellos modos que son inestables, los capilares,
obviando los modos hidrodindmicos. En este caso la ecuacién de dispersion
(3.17) viene modificada, al introducir el campo eléctrico, con la aparicién
de un nuevo término de presién eléctrica a ahadir a la presién capilar y que
en el caso de que el electrodo de electrificacion estd suficientemente alejado
(b > 1) toma la forma

K! (k)
—m? -k -2y, [ 1+ k= . .
1T mC 'lk 7. ( + Km(k)) (3.18)
erm. Capilar N v

-
Term. Electrico

El término de presién eléctrica consta de dos sumandos. El primero, estabi-
lizador, tiene en cuenta el efecto de la geometria en el campo eléctrico. El
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campo eléctrico es mas intenso cuanto méas alejado est4 la entrefase del elec-
trodo de electrificacién acumulando maés carga en los valles que en las crestas,
este término al ser un efecto geométrico es independiente de k. El segundo,
denominado efecto punta, tiene en cuenta la acumulacién de carga en un
conductor en aquellas regiones con curvatura positiva. Este efecto tiende en
el chorro a acumular carga en las crestas frente a los valles ayudando a la
tensién superficial en la inestabilizacién.

En el caso de perturbaciones axilsimétricas, para radios del electrodo de
electrificacién suficientemente alejados, el valor de k que separa el talante
estabilizador o inestabilizador del campo eléctrico es 0.595047. Las pertur-
baciones son estables para ondas muy cortas para las cuales el efecto estabi-
lizante de la capilaridad domina sobre el efecto punta del campo eléctrico, es
también estable las ondas largas ya que el campo eléctrico es estabilizante y
domina sobre el resto de los efectos inestabilizantes (capilaridad y efecto pun-
ta). Para longitudes de onda moderadas la capilaridad y el campo eléctrico
(efecto punta) aunan sus fuerzas en la inestabilizacién.

En las perturbaciones no axilsimétricas sélo el modo m=1 presenta interés
pues los modos de mayor indice son estables para valores del ntimero de
Bond eléctrico moderados. Para el modo m=1 el campo eléctrico es siempre
inestabilizante, sélo las ondas cortas son estables ya que la capilaridad domina
el proceso.

Para una electrificacién moderada o pequefia el modo dominante es, de-
bido a la predominancia del efecto punta, el m=0, salvo para longitudes de
onda largas muy alejadas de la de méximo crecimiento. En cambio, si la

electrificacién es grande, ambos modos crecen de forma parecida.

3.3 Aproximaciéon unidireccional

El problema modelado por las ecuaciones anteriormente descritas presenta
una enorme dificultad a la hora de resolverlo, principalmente por las comple-
jas condiciones de contorno en la entrefase libre. Bajo la premisa de chorros
esbeltos es posible utilizar esquemas perturbativos, una herramienta que se

muestra util para simplificar la resolucién del problema. Siempre que las per-
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turbaciones presentes en el chorro sean de longitud de onda grande frente al
radio del chorro, las variaciones de las variables en la direccién radial (r ~ 1)
serdn menores que las variaciones en direccién axial (z ~ A). Esta disparidad
de escalas espaciales conducen a aproximar las variables por series de Taylor

con respecto a la variable radial

1
W (r, z,t) =w, + §r2w2 + .. (3.19)
1 1
U(r,z,t) =— 57 Woz = §T3wgz + ... (3.20)
y
1,
P(r, z,t) =p, + 37 P2 + .. (3.21)

en donde los desarrollos satisfacen automdaticamente la ecuacién de continui-
dad y la condicién de regularidad en el eje. Una vez supuesta la dependencia
de la solucién con respecto al radio las ecuaciones que resultan de la susti-
tucién de los desarrollos en la ecuaciones de cantidad de movimiento y en
las condiciones de contorno conforman la aproximacién unidireccional con
dependencia espacial Unicamente en variable axial z. Una subdivisién de
los modelos unidireccionales en lineales y no lineales surge si se aplican res-
tricciones en la amplitud de la perturbacién actuante en el chorro. Si se
limitan a estudiar perturbaciones de pequefia amplitud pueden despreciarse
términos dependientes cuadraticamente de la amplitud o superiores. Este
es el caso de Weber (1931) que a partir de la ecuacién de dispersién para
chorros infinitos con viscosidad cualquiera encuentra un modelo unidireccio-
nal hallando el limite de la ecuacién de dispersién en el caso de numero de
onda pequenos. Diversos modelos unidireccionales no lineales pueden deri-
varse dependiendo del grado de truncamiento de las series. El modelo de
Lee (1974) aparece como el primer éxito de los modelos unidireccionales en
la descripcién de chorros axilsimétricos infinitos no viscosos. Este modelo,
de orden A\~2, es también un modelo promediado por lo que las ecuaciones
que modelan las condiciones de contorno que se aplican en la entrefase li-
bre se tornan ecuaciones del volumen fluido. Meseguer (1983) aplica este

modelo a puentes liquidos con notable éxito. La extensién de este modelo
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al caso viscoso es debida de forma independiente a Eggers y Dupont (1994)
y Garcia y Castellanos (1994) los cuales corrigen anteriores inconsistencias
en la derivacién de los términos viscosos debidos a despreciar indebidamente
derivadas de la velocidad axial en direccién radial. El modelo de Cosserat
es también ampliamente utilizado [Bogy (1978), Meseguer (1983)], de orden
A™* en el caso no viscoso es sin embargo de orden A\~2 para el caso viscoso
debido a inconsistencias en la derivacién de los términos viscosos como ponen
de manifiesto Perales y Meseguer (1992) y Garcia y Castellanos (1994). Este
modelo a semejanza con el modelo de Lee también es un modelo promedia-
do en una rodaja de chorro. Garcia y Castellanos (1994) proporcionan dos
nuevos modelos unidireccionales que denominan promediado y parabélico.
El primero es equivalente al de Cosserat pero derivando consistentemente
los términos viscosos, el segundo ,también de orden A%, no realiza ningin
promediado. En el presente estudio el modelo adoptado es el de Lee viscoso
del cual detallaremos su derivacién.

Si sustituimos los desarrollos (3.21) en la ecuacién de cantidad de movi-

miento axial y retenemos términos de orden A~2 obtenemos
Wot + WoWzo = —Poz + C (wozz + 2’!1)2) + O()\~2)a (322)

mientras que la sustitucién de los desarrollos en la ecuacién de balance radial

proporciona
1
Wotz — 5 ('woz)2 + WoWeozz = —21)2 + C (wozzz + 2'w2z) + O()\_S) (323)

Se observa que la ecuacién de balance radial no aporta sino la dependencia
del segundo termino de la presién con respecto al resto de las variables. w,
representa la velocidad media en la rebanada

— 2 [F
W= / Wrdr = w, + O(A~2), (3.24)
0

por lo que las ecuaciones que expresan las condiciones de contorno dan lugar
a ecuaciones que se aplican a todo el volumen fluido. La sustitucién de
los desarrollos en las ecuaciones que modelan las condiciones de contorno

proporcionan las ecuaciones que cierran el problema. La condicién de que
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la entrefase es una linea material proporciona la ecuacién que modela la
evolucién temporal de la posicién de la entrefase

fe+ %fwoz + fawo + O(A72) =0, (3.25)

mientras que de la condicién de equilibrio de esfuerzos normales en la entre-
fase obtenemos

Po — Cwo, + O(A72) = poe, (3.26)

donde p.. engloba a los términos de presién capilar y eléctrica

1 l1+fz2
1+ L f

La necesidad de truncar las series consistentemente conduce a valorar el

Dce —= - fzz] - 70(1 + fz2)(¢2)2 (327)

orden de magnitud relativo entre w, y we. Garcia y Castellanos (1994) dis-
tinguen entre el caso no viscoso, donde la informacién del orden relativo se
obtiene de la condicién de irrotacionalidad, y el caso viscoso, donde la infor-
macién es obtenida de la condicién de equilibrio tangencial en la entrefase.
En ambos caso se observa que wy ~ A~? w,. En efecto, la ecuacién de balance
tangencial una vez sustituidas los desarrollos proporciona una relacién entre

W2 Yy Wy
C (-3fzw,,z — %fwozz + fwqy + O()\"3)) =0. (3.28)

Reordenando las ecuaciones (3.22)-(3.28) obtenemos un sistema de ecua-
ciones diferenciales en donde se presentan como incégnitas la velocidad media
en la rebanada w, y la posicién de la entrefase f (se ha suprimido el subindice

b

0 ” por comodidad)

f2(wt + wwz) = _f2(pce)z + C(f2wz)27 (329)
(f)e+ (fPw) =0 (3.30)
y
_ 1 1+ f2 N 2 2
P = T |~ ] — i G (63
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En realidad el sistema de ecuaciones obtenido no es realmente consistente
dado que no se realiza ningin tipo de desarrollo asintético de los términos de
presién capilar y eléctrico. El hecho de conservarlos completos no disminuye
o altera el orden real de la aproximacién (A\=2) y en cambio es fundamental
conservarlos completos dado que son el motor de la evolucién del chorro y
la ausencia de la expresiéon completa de la curvatura no permitiria incluso
recoger los umbrales de estabilidad presentes en la rotura de chorros.

Ciertas dudas pueden suscitarse en la eleccién del modelo Lee viscoso
frente a otros modelos unidireccionales con mayor grado de exactitud pre-
sente en la literatura. Estas dudas quedan despejadas por Garcia (1998) en
donde en un exhaustivo estudio compara las prestaciones de diversos mode-
los unidireccionales frente a modelos tridimensionales (Ashgriz y Mashayek,
1995), en dicho estudio se demuestra que el modelo de Lee presenta cierto
adelanto en la evolucién ( en torno a un 5 % en el tiempo necesario para
producir la rotura) aunque las diferencias en el perfil de la entrefase del cho-
rro y consecuentemente los volimenes, son despreciables. La comparacién
del mencionado error del modelo de Lee frente a otras fuentes de error po-
sibles en chorros reales (determinacién de la longitud de onda, perturbacién
inicial o las condiciones iniciales idéneas, efecto del ambiente, etc) junto a la

simplicidad de la formulacién del modelo justifican su eleccién.

3.4 Capa limite y esfuerzos tangenciales

Es posible discrepar sobre la idoneidad de utilizar modelos unidireccionales
de velocidad media para describir la rotura de chorros a bajos niimeros de
Ohnesorge en donde se constata la presencia de una capa limite en la entrefase
liquido-gas. En el limite irreal de viscosidad nula C=0, la condicién de
irrotacionalidad del campo de velocidades en el volumen fluido y la ausencia

de capa limite exigen que la distribucién radial de velocidades venga bien
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aproximada por los modelos unidireccionales

W =w,+0(7?

_ —%(wo)z r+0(\2). (3.32)

En el caso de viscosidad pequefia pero no nula cabe preguntarse de que or-
den es la discrepancia entre la velocidad real y aquella calculada a partir de
la expresién (3.32) y la influencia de dicha discrepancia en la evolucién del
chorro. La respuesta a la primera cuestién puede encontrarse en el estudio de
Garcia (1998). En el referido estudio se compara los perfiles de velocidades
obtenidos a partir del andlisis lineal 3D con aquellos proporcionados por las
aproximaciones unidireccionales para diversos nimeros de Ohnesorge. Garcia
(1998) revela que la méxima desviacién relativa entre ambos perfiles es del
orden del 4.5 % para valores de C' extremos disminuyendo tal discrepancia
para valores de C moderados (~ 1072) d4dndose en la mayoria de los casos
este maximo en la entrefase. Para resolver la segunda cuestién es necesario
acudir a los trabajos de Borkar y Tsamopulos (1991) e Higuera et al. (1994)
como a Garcia (1998) y Eggers y Dupont (1994). Los dos primeras refe-
rencias analizan la influencia de las capas limites en la dindmica de puentes
liquidos poniendo de manifiesto la poca influencia dindmica de la capa limite
interfacial, de espesor del orden de C'/2, dado que la disipacién producida
en su seno (proporcional a C%?) es despreciable frente a la amortiguacién
viscosa que se produce en el resto del volumen fluido (proporcional a C). La
respuesta a la segunda cuestién se obtiene a partir del anilisis de la ley de
conservacion de la energia que expresa que la energia mecdnica contenida en
el volumen fluido (cinética £, mds potencial &,) disminuye por accién de la

viscosidad

(& + &)t = =&, (3.33)
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donde £, es la potencia disipada. Garcia (1998) calcula &, en el volumen

fluido €2 formado por una semilongitud de onda [0, A] para el caso 3D
(E))sp = ! / dQT, : T
v/3D — 20 q v.dy
A F U2
= 27rC’/ dz/ drr [2U,2 + (W, + U,)* + =t 2Wz2]
0 0

A 2
= 71'0/ dz [3f2 (woz + f2zjzz) + f-; (w;” - w2)2 + O(A“‘)} :
0

(3.34)

en donde en la ultima igualdad se ha substituido los desarrollos de Taylor
radiales (Ecuacién (3.21)) utilizadas en la derivacién del modelo unidireccio-
nal. Eggers y Dupont (1994) deriva la funcién de disipacién viscosa para el
modelo unidireccional de Lee que toma la forma

A
(€)1 = 7C / 3 f2u,,dz. (3.35)
0

Se puede observar que en ambos casos la funcién de disipacién es siempre
definida positiva como debe de ser dado su caracter disipativo ademds de

comprobarse que
(gv)BD = (gv)lD + O()\—z), (336)

lo que permite augurar que la evolucién temporal obtenida del modelo uni-
direccional de Lee se aproxima a la evolucién real con el grado de exactitud
del modelo A\ 72

3.5 Resolucion del problema

El problema planteado con las simplificaciones anteriormente expuestas obli-
gan a resolver la evolucién temporal de la posicién de la entrefase f y de
la velocidad media w. Por otra parte, en cada instante de tiempo debe
resolverse la ecuacién de Laplace en el medio exterior para conocer debida-

mente el campo eléctrico normal en la superficie. El campo eléctrico viene
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univocamente determinado una vez que la forma de la entrefase es conocida.
Bajo la denominacién de problema fluidomecdnico se engloba el calculo de
la evolucién temporal de la entrefase y de la velocidad conocidas las fuerzas
actuantes en la entrefase. El denominado problema eléctrico busca resolver
la. distribucién de potencial eléctrico y por ende el campo eléctrico en la

entrefase conocida la forma de ésta.

3.5.1 Problema fluidomecanico

Es conveniente adoptar como incégnitas, a semejanza de anteriores investi-
gadores [Lee (1974), Meseguer (1983)], el caudal que atraviesa cada rodaja
g = wf?y el drea de la rodaja s = f? en vez de la velocidad w y de la posi-
cién de la entrefase f. Las ecuaciones unidireccionales en las nuevas variables

quedan como

se+¢, =0 (3.37)

g+ <q2> = —8(Pee), + 3C [s (g)z]z, (3.38)

s/, s
donde la presién depende de la de la posicién de la entrefase s a través de la

curvatura y del gradiente normal del potencial eléctrico en la entrefase

_ 2 2885, — 5% 4s+ 52
T [4s + s2)M/2 4s + 52 T s

Dee (6r)%. (3.39)

Las condiciones de contorno a aplicar a las incégnitas s y ¢ son aquellas a las

que obliga la simetria, no hay transporte de masa entre secciones adyacentes
q(z=0,t) =q(z=\t)=0 (3.40)

y los perfiles tienen en pendiente nula en ambos extremos
s.(z=0,t) =s,(z = A, t) =0. (3.41)

Dos métodos de resolucién han sido implementados buscando resolver estas
ecuaciones, un método de diferencias finitas andlogo al usado por Meseguer
(1983) y un método de Fourier.
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Método de diferencias finitas

En un primer intento de resolucién de las ecuaciones anteriormente descri-
tas se utilizé un esquema de diferencias finitas centradas para las derivadas
espaciales y un esquema explicito para las temporales, similar al utilizado
por Meseguer (1983). En él se desarrolla en serie de Taylor en el tiempo las
variables

s(z,t+ At) = s(2,8) + At s4(2,8) + B, (2, 1) + O[(AL)] } (3.4

q(z,t+ At) = q(z,t) + At ¢(2,8) + EL (2, 1) + O[(AL)] '
traslandando las derivadas parciales temporales a espaciales mediante las

ecuaciones del problema y un poco de élgebra

St = —q

@ = —<q;2)z_s(pce)z+30[ (Z)]

e = w0 (£) et st s ]s (1))

S

Gt = —5[(Dee)2lt + (a1)2 (_ﬁ _ 3032) l (—in n —6q8z>]

82
2qq 2 S 3 S 32 3 S \
: l ( ce) z q z ( qZ z q z q ZZ)

29, 2qs, sf 382 3Cq
+ s l_T + 52 -|-C (32 — p )] - 3C(Stt)z + TQZzz (343)

en donde por brevedad no se han desarrollados hasta sus tltimos extremos
todos los términos (véase (Pee)z, (Pee)zz> (Pee)zt €ntre otros). La presencia de
derivadas de orden quinto en la variable s y de orden cuarto en ¢ y la uti-
lizacion de diferencias centradas en todo el intervalo de integracién obliga
a la utilizacién de nodos auxiliares fuera del intervalo de integracién (véase
Fig 3.1). El orden de las derivadas espaciales se reduce en el caso de las
ecuaciones no viscosas a orden cuarto para ambas variables, siendo por ello
necesario menos nodos auxiliares fuera del intervalo de integracién. El calcu-
lo de los valores a utilizar en los nodos auxiliares se simplifica enormemente
para el caso que nos ocupa (véase Meseguer (1983) para el caso de puentes
liquidos) pues la simetria y la antisimetria de las variables s y g respectiva-

mente, permite adjudicar los valores directamente a partir de los valores de
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Figura 8.1: Nodos auziliares de integracion para las ecuaciones con viscosi-
dad

las variables en los nodos reales. El esquema de resolucién se puede resumir
globalmente como: dado un perfil s(t) y una distribucién de caudales ¢(t) en
un instante ¢, se calcula la distribucién de presiones capilar-eléctrica p.. y las
derivadas temporales s;,g;, 3 ¥ ¢z que introducidas en las ecuaciones (3.42)

nos permite calcular las variables en el instante ¢ + At.

El presente método de resolucién es numéricamente estable siempre que
la relacién entre paso temporal y el espacial esté acotado (nimero de Co-
urant). Si la viscosidad estd presente el paso temporal debe disminuir para
asegurar la convergencia. Este método es susceptible de sufrir inestabilidades
de origen numérico asociadas al aumento del orden de la derivada en s que
comienzan a surgir tipicamente en el contorno. Las consideraciones anterio-
res obligan a utilizar un paso temporal conservativo con el consiguiente coste
computacional. Es por ello que se implement6 otro método que solventara

las inestabilidades de origen numérico y que se describe a continuacion.

Método de Fourier

Este método de resolucién se beneficia de la simetria y de la antisimetria es-
pacial de la variable s y ¢ respectivamente. Las variables viene desarrolladas
en series de Fourier en el espacio con lo que la dependencia temporal recae

en las amplitudes de los diferentes modos

N
s(z,t) = Zan(t) cos (%ﬁz) (3.44)
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N

a(z,t) = ;bn(t) sen (ﬁ;z) . (3.45)
Sustituyendo los desarrollos en las ecuaciones del problema (3.37-3.38) y
ponderando adecuadamente las ecuaciones ( multiplicacién de la primera
ecuacién por cos(mmz/A) y la segunda por sen(mmz/)) e integracién entre 0
y A) es posible escribir un sistema de ecuaciones diferencial ordinarias para

las amplitudes de los modos

= (%) | (34)

;

=90 (F) 0t 3 () [ (0 omvsotn) s (52)
#2 [ sapason (2) 0 (347

en donde las condiciones de contorno y la simetria han permitido que, me-
diante integraciéon por partes, se haya reducido el orden de las derivadas
espaciales tanto para s como para ¢q. Es esta reduccién y la idoneidad de
realizar desarrollos en serie de Fourier de las variables lo que justifica la ro-
bustez numérica del método y el bajo niimero de elementos necesarios para

alcanzar una solucién suficientemente aproximada.

3.5.2 Problema eléctrico
Método de Fourier—Bessel

Es comun en el caso de problema modelados por ecuaciones en derivadas
parciales lineales en recintos geométricos sencillos buscar soluciones del tipo
denominado de separacién de variables que permiten desacoplar la depen-
dencia en cada una de las dimensiones formando un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de ficil resolucién. Atacando de una manera similar
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nuestro problema buscamos soluciones del tipo

¢(r,z) = h(r) g(2)- (3.48)

Substituyendo esta solucién en la ecuacién de Laplace se obtienen 2 ecuacio-

nes diferenciales ordinarias asociadas a cada variable

y
(rhy)y — ?;rh — 0, (3.50)

donde n puede tomar valores cualesquiera. Las ecuaciones diferenciales or-
dinarias arriba expresadas estdn sometidas a las condiciones de contorno

obtenidas de realizar la substitucién en las ecuaciones (3.4) y (3.5)

9zlz=0 = gol:=a =0y (3.51)

hlr=p = 0. (3.52)

La ecuacién diferencial asociada a la variable axial (3.49) junto a sus condicio-
nes de contorno expresadas por las ecuaciones (3.51) fijan el comportamiento

de la solucién en la direccién axial
g"(z) = cos (%z) para n=0,1,2,... (3.53)

Mientras que aquellas ecuaciones que modelan el comportamiento radial (Ecs.
3.50 y 3.52) dan lugar a

In (9> para n=0
T

nn) — nm }
e K, (%r) — ?Z(—B%—S)Io (?;\T—F'r> para n=1,2,... 559
AP

en donde K, e I, son las funciones de Bessel modificadas de orden cero.

La solucién, por tanto, es una combinacién lineal formada a partir de las
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denominadas funciones basicas A™(r)¢"(z) y que truncamos en un valor N

o(r,z) = ﬁ: h™(r)g"(z) = In(b) — In(r) — C,1n(d) In (%)
iC’n In(b) | K, (%r) — I;O—((n—%]o (n_;r_r) cos (%Tz) , (3.55)
n=1 o\ 3T

en donde los coeficientes C,, son constantes a determinar mediante la impo-

sicién de la condicién de contorno en la entrefase (3.3)
T
{ —ln(r) - C,In(b) In (3)

+ i CnIn(b) | K. (ﬂr) - Ko—(n—;‘;ﬁ)—f (T—rr) cos (-n—ﬂz) } =0
n 0 nmT 0 b\ Y .
n=1 A I, <—5\“T) r=F(z,t)

(3.56)

Para determinar las N + 1 incégnitas C,, ..., Cy formamos un sistema de
ecuaciones algebraicas mediante la proyeccién del error lo que consiste en
multiplicar la ecuacién (3.56) por las funciones bésicas h"g™ e integrar en
todo el intervalo [0, A].

Este método de resolucién del campo eléctrico es valido mientras el nivel
de deformacién de la entrefase no es elevado. A partir de un cierto grado de
deformacién el método no permite alcanzar el nivel de convergencia exigido
con un coste computacional razonable dado que el conjunto de soluciones
bésicas en el cual se ha expandido la solucién falla en proveer un espacio de
Hilbert completo para dominios de integracién altamente deformados en los
que las no linealidades son importantes como son aquellos que se producen
cerca de los instante finales de la rotura. El error cometido en la condi-
cién de contorno (3.56) es utilizado como sefial de la falta de convergencia,
cuando este error alcanza un cierto valor ( 1 % se usa en los resultados que

posteriormente se describirdn) se cambia a un método alternativo.
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9 £= Ln (i)

F‘\l/— Y]
V4

>
z

"y

Figura 8.2: Transformacién del recinto de Integracion

Método de Lineas

Intentado evitar el problema de convergencia que se presenta en el método
de Fourier—Bessel, en el método de lineas traspasamos las no linealidades
presentes en el contorno a la ecuacién de volumen manteniendo un recinto
de integracién completamente regular. Este trasvase de no linealidades se
realiza mediante el cambio de coordenadas
LG ED)) 57
In(b/ f(,1))
que permite transformar el recinto de integracién dado por f(z,t) <r <b
y 0 < z < ) en el rectangular dado por 0 < £ <1y 0 < 2z < A desligando
completamente la variable axial z de la nueva variable radial £. La ecuacion
de Laplace en las nuevas variables z y & pierde su caracter lineal dando lugar
a la ecuacién volumétrica
e~ %X ) 0
Pz + (f2X2 + wy, (1 - §) ) Pee
+ 2on(]- - f)¢z£ + (onz - Xﬁ;)(l - §)¢§ =0,

en donde las funciones auxiliares viene dadas por

x(z) = In (7@”—5> (3.59)

(3.58)
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Xo(2) = Inx(2), (3.60)
siendo las condiciones de contorno en la direccién axial de periodicidad
qsz‘z:O - ¢z|z:)\ = 07 (361)

mientras que las condiciones de contorno a satisfacer en la direccién radial ¢

son

Ple=o =In(b) y (3.62)
Ple=1 = 0. (3.63)

Descomponemos el potencial ¢ en
¢ =In(b)(1-¢) + &, (3.64)

para trabajar con condiciones de contorno homogéneas en la direccién radial

€. En la nueva variable ® la ecuacién diferencial toma la forma

e, 2
P, + (f2X2 + Xz (1 = ) ) Pee

+ 2on(1 - f)q)z{ + (onz - Xiz)(l - €)<I)€ = (onz - ng)(l - f) (3'65)

El método de lineas consiste en suponer un comportamiento analitico en una
o varias variables discretizando las restantes, ello permite obtener un siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias en vez de en derivadas parciales.
Conociendo que el comportamiento del potencial en la direccién axial debe
ser una expansion en cosenos dada su simetria intentamos soluciones de la

forma,
al nm
Q(&,2) = B(2) = Z ®: cos (Tz) donde i=1,...,N¢ (3.66)
n=1

siendo N¢ es el nimero de puntos en los que se ha discretizado el potencial
en la direccion radial £ y N el niimero de cosenos en los que se ha expan-
dido el potencial en la variable axial z. Sustituyendo la solucién dada por
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la ecuacién (3.66) en la ecuacién diferencial (3.65) y utilizando diferencias

centradas obtenemos N, ecuaciones de la forma

> (5) e (%)

n=1
e=2xE DI — 287, + DI
[fz 2 +on(1 _gz) :l h2
z+1 CI)' 1 ™z
- 21 = ) P (T Jsen (757
itl — pi-t ™z
2 Fn T Fn mz _ 2 s
+ (Xozz — X5z)(1 — &) 57 COS( 3 )} (Xozz — Xzz) (1 — &),

(3.67)

donde h es el anchura de la discretizacién en direccién £. Proyectando (mul-
tiplicar la ecuacién (3.67) por cos(mm/Az) e integrar entre 0 y A) obtenemos

un sistema de ecuaciones algebraicas para las N¢ x N incdgnitas o

Al i 4 B @il 4 O & = Dy, (3.68)

mn - n mn - n mn-n

Método de Fourier—-Elementos de contorno

El método de los elementos de contorno permite resolver la ecuacién de La-
place V2¢ = 0 en un recinto Q delimitado por un contorno I'. Este método
utiliza el teorema de Green para transformar la ecuacién en derivadas par-

ciales de Laplace en una ecuacién integral (Brebbia y Dominguez, 1989)

Jodn— [ 28 ar _ [ 22
[ (0an = [¢5Ear- [ Fogar (3.69)

donde ¢* es cualquier funcién que decae a cero en el infinito. Si elegimos
como funcién de ponderacién ¢*, la denominada funcién fundamental que

satisface la solucién de Poisson
V2* +6; =0, (3.70)

donde §; representa la funcién delta de Dirac situada en el punto 4, la expre-
sién (3.69) resulta:

chi + / ¢3¢*dr g% dr, (3.71)
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donde c es un valor constante que viene determinado por el punto de aplica-
cién del pulso. La utilizacién de la funcién fundamental permite que todas
las integrales involucrados en la ecuacién sean en el contorno. En el caso de

problemas axilsimétricos es conveniente integrar alrededor del eje de simetria

27 *
cd’ + / ¢ rdl 99" 46 = ———rdI‘ / ¢*df. (3.72)
Iy o On

La integracién en torno al eje de simetria permite reducir el problema
3-D a uno 2-D donde el contorno I' no hace mencién a una superficie sino a

una linea

cp; + / ¢8¢* ¢ rdl, (3.73)

donde a* es solucion fundamental una vez integrada en torno al eje de simetria
y que viene dada por (Brebbia y Dominguez, 1989)

o~ [T, 4K (m)
o = i ¢*dl = (@t b (3.74)
y
Tk 27 *
0¢ _ 0¢ 40 —
an 0 31’&
4 1 (12 =12+ (2 — 2)? Z—z
= 7T e : E - K T - z |
(a+ b2 [2r ( (@=b) (m) (m)> Tt gy P
(3.75)
en donde las funciones auxiliares vienen definidas por
a=ri+r+ (2 - 2)? (3.76)
b=2rr (3.77)
y
2b . .
m=_— donde m est4 comprendido entre 0 y 1, (3.78)

siendo (r;, 2;) el punto de aplicacién del pulso, (z,) es el punto del contorno,

(nr,n;) la componente radial y axial del vector normal y K(m) y E(m) son
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las integrales elipticas de primera y segunda especie. En lo que sigue se
utiliza la formulacién bidimensional antes descrita aunque por simplicidad se

elimina la utilizacién del gorro (A).

En el método de los elementos de contorno se discretiza el contorno en
elementos de tal manera que las integrales de la ecuacién (3.73) dependen
de valores del potencial y de la derivada normal del potencial en puntos
discretos del contorno denominados nodos. Utilizando los nodos como punto
de aplicacién de la delta de Dirac se forma un sistema de ecuaciones donde

las incégnitas son los valores del potencial y del campo normal en los nodos.

En el presente estudio se modifica el esquema habitual de resolucién de
los elementos de contorno sustituyendo la discretizacién de las variables en
elementos por sus desarrollos en series de Fourier, manteniendo las discreti-

zacién en elementos en los contornos z = 0y z = A. Como se observa en la

Figura 8.3: Dominio y contorno de integracion

figura 3.3 el contorno lo hemos subdividido en cuatro por lo que (3.73) puede
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escribirse como

ey + M* %‘i* ¢a¢* rdls + ¢6¢* rdl'
_ ¢ ¢ ¢ ¢ .
1-\18 —o*r dF1+/I:2%"¢TdF2+/F38—¢ dF3+/F4%¢TdF4.
(3.79)

Como mencionamos anteriormente, en los contornos I'; y I'; discretizamos
en elementos por lo que las integrales correspondientes de la ecuacién (3.73)

se calculan como

/ 59—% rdl', = / —qqu *rdl'y = 0, (3.80)
T a T's a
8¢* BqS*
—rdl, = Z ru 5—rdl; (3.81)
y
8 ¢* al a¢*
¢ —rdl = Z 1“3] 5 7dls;, (3.82)

en donde N es el numero de elementos en los que se discretiza el contorno.
Las integrales (3.80) son idénticamente nulas a causa de las condiciones de
contorno. Los elementos que se han utilizado son cuadréticos (3 nodos por
elementos), en ellos se aproxima la distribucién de potencial en el elemento
por una parabola

0,

Figura 3.4: Funciones de interpolacién
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¢ = $r1p1 + P22 + P393, (3.83)

en donde ¢1, ¢ ¥ @3 son los valores del potencial en los nodos y

Y1 = %f(l — )
pa = (1-8) (3.84)

las funciones de interpolacién (ver figura 3.4). Por lo general estas mismas
funciones de interpolacién son utilizadas para representar la posicién y geo-

metria del elemento

T =Tr1p1 + 22 + T303
Z = 2101 + 2202 + 2303 (3.85)

de modo que los nodos del elemento j que se situaban en las coordenadas
(r1,21), (r2,22) ¥ (73,23) se han transformado en el nuevo sistema de coor-
denadas en € = -1, 0 y 1 respectivamente. Las integrales (3.81) y (3.82) en

funcién de & son

N 3
¢—rdF1 ZZq&J ( / rJ dg) > ¢lH),  (3.86)

j=1 k=1 i=1 k=1

.

3

/¢3¢*Tdf3 ZZW(/ rJ d§> izqg H3, (3.87)

j=1 k=1 j=1 k=1

en donde J representa el jacobiano de la transformacién y los subindice j
y k hacen mencién al elemento y al nodo respectivamente; el superindice
indica en que contorno esta situado elemento. Substituyendo la solucién
fundamental en las ecuaciones (3.86) y (3.87) estds resultan

! 4 2
1 i _
Hj = /_1 Grba— bE(m)rgokJ] d¢ (3.88)

1 4 i — A
H} = /_1 ( — E(m)regJd; dé, (3.89)
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en donde ¢ representa el punto de aplicacién de la delta de Dirac. Obsérvese
que las anteriores integrales son idénticamente nulas si el punto de aplicacién
de d; esta situada en el mismo contorno que el elemento j que se estd inte-
grando. Las anteriores integrales se calculan numéricamente mediante una
cuadratura de Gauss.

En los contornos I'; y I'y donde como incégnitas se tiene el gradiente
normal, en vez de utilizar como incdgnitas los valores en puntos discretos
(nodos) se usan los términos de sus desarrollos en series de Fourier que debido
a la simetria son en cosenos

9¢
on

NFel

= Z a; cos <M> (3.90)
T =0 )\

NFel

= Z a; cos (ZJ—E), (3.91)
T4 =0 A

en donde NFel es el niimero de términos que conforma la serie de Fou-

9¢
on

rier. Si sustituimos ambos desarrollos en la ecuacién (3.73) y utilizamos las
condiciones de contorno que se aplican en ambos contornos, las integrales

correspondientes se transforman en

NFel A 2 .
%¢*Tdr4 = Z a} (/ 2K (m)(4s + s2) oS (ﬂi) dz) _ G’;a;

T4 3n i=0 (a+b)1/2 A
(3.92)
y
H* = ¢a¢ rdly =
T4 6”
A2 r2 — s+ (2 — 2)? 2 — 2z
_/o —————(a+b)1/2 [—( " E(m)—K(m))—l—a_bsz} dz
(3.93)

para el contorno I'y y,

/F ¢%": rdly = 0 (3.94)
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y
0¢ ,, & * 4K (m)b Tj 2
/1“ %’fb rdly =  a (/0 CEDLE cos( 3 )dz =G, (3.95)
2 j=0

para el contorno I, donde j indica esta vez el termino de la serie de Fourier.

Las integrales en los contornos G?, G;* y H, presentan singularidades
cuando el punto de aplicacién de la delta de Dirac est4 situado en el mismo
contorno ya que la funcién eliptica de primer orden K(m) tiende a infinito

como

K(m)—)%

16
In (1 m) para m — 1 o lo que es lo mismo para z — z;

(3.96)

En las integrales que presentan singularidades se suma y se resta la parte sin-
gular de tal manera que la integral se convierte en la suma de dos, una primera
donde por mor de la resta no se presenta singularidad alguna integrandose
numéricamente sin el menor problema y una segunda integral a donde la
singularidad ha sido trasladada y que es posible calcular analiticamente. Si
desarrollamos en serie de Taylor m(z) en la cercanfa de z = z; o lo que es lo
mismo en el entorno de m = 1 obtenemos que

1
m(z) =14 =m,, |, (z—2)’=1- =

5 2l (2 - z)? (3.97)

23

por lo que substituyendo la expansién de Taylor (3.97) en el comportamiento

(3.96), la singularidad se comporta en las cercania de z; como
1
K(m) — -3 In(z — z)° (3.98)

Las integrales H* y G* cuando presentan singularidades se calculan por lo
g ] g

tanto como

e [ (25 - ) 353

1
+ —

2V/s

2
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Y 3 ; 2
G‘*:/ 2K (m)+/4s + s? cos (2 4+ 45+ s,
iT (a+b)172 ) V™ 4

0s (M/\ZZ) / In(z — z)? dz.

Operando del mismo modo en el contorno I'y, las integrales G? cuando son

0s (m)\z’) In(z — z,){l dz

2
4s + 2
4s

2

(3.100)

singulares se pueden calcular como

A : i
G = / l(ibfl();)zj/)z cos (Wi\z) + cos (77.7)\'31) In(z — 21)2] dz

. b
— COS (W‘y)\zz) / In(z — Zi)2 dz.

El numero de incégnitas que se tienen es de 2 x (2N —2) para los contornos I';

(3.101)

y I's donde N es el numero de elementos en cada contorno, y 2 x (NFel + 1)
correspondientes a los desarrollos en series de Fourier de los contornos I'y y
I’y y donde NFel es el nimero de términos de Fourier en los que se expande
el gradiente normal del potencial. Se forma un sistema de ecuaciones de
igual numero de incégnitas mediante la variacién del lugar de aplicacién del
pulso, situando tantos pulsos como incégnitas hay. El numero de pulsos
en cada contorno es igual al numero de incégnitas de dicho contorno. Los
puntos de colocacién de los pulsos en los contornos I'; y I'y coincide con los
nodos mientras que en los contornos I'; y I's la colocacién de los puntos es

equidistante a lo largo del intervalo [0, A]. El sistema es por lo tanto de la

forma
[ HI -G] -Gl o] [ -HI ]
H3 I -G -G3 -H3
A R A o | (G102
| H} H; -Gi -G3 a; | | -Hf |

donde en el superindice indica donde esta aplicada el pulso y el subindice la
incégnita que se calcula.
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3.6 Resultados

Expondremos en esta seccion los resultados numéricos obtenidos de la reso-
lucién del problema fluidomecénico acoplado al eléctrico. Utilizaremos como
método de resolucién el de Fourier para el problema fluidomecdnico mientras
que para el problema eléctrico se ha utilizado el método de Fourier-Bessel
cambiando al método de Fourier-Elementos de Contorno cuando el grado de
deformacién de la entrefase alcanza un cierto nivel. El grado cumplimiento de
la condicién de equipotencialidad controla el cambio, si el error cometido en
dicha condicién es mayor que un 1 % se realiza el cambio. El método numérico
utilizado para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales obtenido por el
Método de Fourier es un método de Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden
y paso variable que se puede encontrar descrito en Press et al. (1987). Para
comprobar la convergencia y estimar el grado de discretizacion necesario se
ha resuelto un problema concreto empleando diferentes grados de discretiza-
cién tanto en las variables fluidomecdnicas s y ¢ como en las eléctricas ¢. Se
observa en las figuras 3.5 y 3.6 los perfiles del campo eléctrico normal en la
entrefase e, y de la posicion de la entrefase f respectivamente en un instante
cercano a la rotura para una perturbacién de semilongitud de onda A = 4.10,
amplitud inicial € = 0.05, nimero de Bond eléctrico v, = 0.3 y nimero de
Ohnesorge C' = 0.05 para diversos N (el nimero de términos de lo que consta
la expansién de Fourier de s y q) y NFel (nimero de términos de los que
consta la expansién de Fourier de e, en el Método de Fourier-Bessel). Como
es usual con los métodos espectrales la convergencia se alcanza rdpidamente
siendo la distribucién de campo eléctrico la variable mas sensible. Se observa
que la solucién con N = 45 y NFel = 20 dificilmente puede ser distingui-
da de las soluciones con discretizaciones més finas (N = 55,NFel = 20 or
N =45 NFel = 40). La discretizacién elegida para resolver el problema es,
a la vista de los anteriores resultados, N = 45 y NFel = 35. La distancia a
la que se coloca el electrodo de electrificacién b no influye en los resultados
siempre que este esté suficientemente alejado. Setiawan y Heister (1997) des-
cribe la influencia de b en la posicién de la entrefase demostrando que para

b mayores de 10 la influencia es despreciable; en nuestro caso se ha elegido
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Figura 3.5: Campo eléctrico normal en la entrefase e, en funcién de z para
diversos niveles de discretizacion (N,NFel) y A = 4.10, C = 0.05, 7, = 0.3,
e = 0.05.

b = 25.

Teniendo en cuenta la rotura de los microjet emergentes desde el cono de
Taylor en electrospray, uno de los pardmetros mas ttiles por permitir com-
parar el presente modelo con los experimentos efectuados en electrosprays es
el cociente de la carga con la carga limite de Rayleigh, Q/Qr. Es impor-
tante senalar que las medidas experimentales presente en la literatura son
medidas indirectas de la carga volumétrica dado que son deducidas a través
del cociente de la intensidad con el caudal transportado por las gotas, I/Qf
(por lo tanto, las medidas no distinguen entre gotas principales y satélites).
De todos modos, Q/Qr no excede apenas el 40-50 % en la mayoria de los
experimentos usando liquidos de polaridad moderada (Gaiidn-Calvo et al.,

1997), e incluso descienden por debajo del 20 % para caudales bajos cerca-
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Figura 8.6: Posicién de la entrefase f en funcidn de z para diversos niveles
de discretizacién (N,NFel) y A = 4.10, C = 0.05, v, = 0.3, ¢ = 0.05.

nos a los minimos para los cuales la configuracién de cono—chorro se vuelve
inestable. Sin embargo para liquidos con polaridad baja y grandes cauda-
les, @/Qg puede alcanzar un 100 % correspondiente a situaciones en donde
explosiones culémbicas tienen lugar [Gomez y Tang (1994), Ferndndez de la
Mora (1996)]. Dado que en las situaciones descritas por dltimos trabajos
(liquidos de baja polaridad y conductividad) el presente modelo es de apli-
cacién dudosa, nos restringimos a valores de @)/Qg comprendidos entre 0 y
50 %.

Como Ashgriz y Mashayek (1995) sefiala los perfiles de la presién y cau-
dales son cuestionables en las tltimas etapas de la rotura debido a la menor
validez de la aproximacién unidireccional dado que la escala axial en esos

Gltimo instantes son del orden del radio del chorro tal y como se indica en
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las figuras 3.7 y 3.8, en donde se puede observar el fuerte gradiente de la

10
9f N
8 | \
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L T =9
3+ j
F i t=8
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Figura 3.7: Evolucidn temporal de la presion capilar-eléctrica p.. en funcién
de z para v, = 0.3, A = 3.60, C' = 0.05 y ¢ = 0.05.

presién p en la cercania del punto de rotura. Esta debilidad de los métodos
unidireccionales en describir el detalle en los instantes finales no se produ-
ce en el calculo de cantidades globales como son el tiempo de rotura y los
volimenes y las cargas de las gotas principales y satélites dado estas can-
tidades no cambian apreciablemente en las iltimas etapas de la rotura. La
incertidumbre asociada a la medida de estas cantidades globales (volimenes
y cargas de las gotas) es despreciable debido a la radical diferencia de la
escala temporal de la rotura global y aquella correspondiente a los instantes
finales de la rotura. Este hecho viene corroborado en la figura 3.9 en donde
se compara los didmetros de las gotas d, adimensionalizadas con el didmetro

de chorro d; para un chorro no viscoso y descargado para diferentes nimeros
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Figura 8.8: Evolucidn temporal de la presion capilar-eléctrica pee en funcion
de z para ¥, = 0.3, A =3.60, C = 0.5 y ¢ = 0.05.

de ondas obtenidos con un modelo de Lee no viscoso y con un modelo 3D
propuesto por Ashgriz y Mashayek (1995). La capacidad de los modelos uni-
direccionales para describir el proceso de rotura del chorro puede observarse
en la figura 3.10 donde se compara la evolucién logaritmica de la amplitud de
la cresta, el valle y la diferencia entre ambos en funcién del tiempo obtenidos
con nuestro modelo unidireccional y el modelo 3D propuesto por Ashgriz y
Mashayek (1995) en el caso de un chorro altamente viscoso. El mecanismo
de inestabilidad no se altera por la presencia de las fuerzas superficiales elec-
trostaticas para densidades de carga superficial correspondientes a nimeros
de Taylor iguales o por debajo de 0.4 tal y como describe el andlisis lineal
3D. A pesar de todo, las fuerzas electrostaticas en la superficie del chorro

(ver figura 3.11) decrecen en la zona de radio minimo y crece en la de ra-
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o After Ashgriz & Mashayek
+ After Setiawan & Heister
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Figura 3.9: radio de la gota adimensional en funcién del nmimero de onda de
la perturbacidn para diversos casos: Resultados 1D [(—) C=0.0, v, = 0.0 ; (-
--)C=05yv=04;(.)C=0.0,,=0.4715];/ O ] resultados obtenidos
por Ashgriz y Mashayek (1995) para chorros no viscosos y descargados y [
O ] resultados obtenidos por Setiawan y Heister (1997) para un chorro no
viscoso y un nivel de carga vy, = 0.4715.

dio mdximo creando un fuerza actuante supletoria que provoca un aumento
del gradiente efectivo de presién en el liquido. El efecto global del campo
eléctrico es favorecer la inestabilizacién para longitudes de onda por debajo
de un cierto valor umbral que denominamos critico A, una vez que la per-
turbacién inicial se ha disparado. Por contra si la perturbacién tiene mayor
longitud de onda que A; la densidad de carga actda en contra de la capi-
laridad buscando estabilizar al chorro. Este efecto, descrito también por el

andlisis lineal 3D que predice un valor umbral de A\, = 5.28, puede observar-
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Logarithmic amplitude

0 50 100 150 200 250
t

Figura 8.10: Evolucién temporal de la amplitud logaritmica (la) de la (...)
cresta (la = In[(fs — 1)/€]), (- - -) el valle (la = In[(1 — fn)/€]) y (—) la
diferencia entre ambas (la = In[(fs—f.)/€]), donde fs y fr son los radios de la
cresta y del valle respectivamente y € es la amplitud inicial de la perturbacidn.
Los resultados corresponden al modelo 1D con e = 0.05, k = 0.2 y C' = 10.
A efectos de comparacién se dibujan los resultados obtenidos por Ashgriz y
Mashayek (1995) para el mismo caso [0 ].

se en la figura 3.13, siendo tanto mis evidente cuanto mayor es el nivel de
electrificacién del chorro. El efecto estabilizante se manifiesta también en las
tltimas etapas de la rotura del chorro (ver figura 3.11 y 3.12) mientras que
en las primeras etapas, al ser la longitud de onda de la perturbacién inicial
menor que el valor critico \., el campo eléctrico trabaja conjuntamente con
la capilaridad en la inestabilizacién del chorro. La continua disminucién del

radio en la zona en donde la gota satélite se estd formando acentia el efecto
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Figura 3.11: Evolucion temporal del campo eléctrico en la entrefase e, para
Y = 0.3, A =3.60, C =0.05 y e = 0.05.

punta del campo eléctrico (descrito en la seccién 3.2) por lo que el campo
eléctrico en las Ultimas etapas de la rotura busca estabilizar al chorro. Este
fendmeno estabilizante provoca una cierta deceleracién del proceso de rotura
aunque no puede superar el efecto inestabilizante de la inercia y la tensién

superficial que terminan por romper el chorro.

El minimo tiempo de rotura correspondiente a la longitud de onda m4s
inestable A, decrece para nimeros de Taylor crecientes. La disminucién de
Ay con el nimero de Taylor es suave como puede ser observado en la figura
3.13 para numeros de Taylor comprendidos entre 0 y 0.4. Para los modos
axilsimétricos la viscosidad siempre juega un papel estabilizante incremen-
tando ademas el valor de A,. Son numerosas las diferencias que surgen entre

la teoria lineal 3D con los andlisis no lineales. La teoria lineal predice que un
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Figura 8.12: Evolucién temporal del campo eléctrico en la entrefase e, para
Y = 0.3, A =3.60, C = 0.5 y e =0.05.

chorro descargado es inestable siempre que el niimero de onda de la perturba-
cién no exceda la unidad, siendo estable en el resto de los casos. Este valor,
denominado nimero de onda de corte, se ha comprobado en diferentes ata-
ques no lineales [Yuen (1968), Nayfeh (1970) entre otros| que es dependiente
del valor de la amplitud inicial de la perturbacién. Chaudhary y Redekopp
(1980) pone de manifiesto la dependencia logaritmica del tiempo de rotura
con la amplitud inicial. Ashgriz y Mashayek (1995) muestra la influencia de
la amplitud inicial en el crecimiento del segundo armoénico lo que se traduce
en una reduccién del tamano de las gotas satélites a medida que la amplitud
inicial crece. En el caso de chorros altamente conductores la teoria lineal 3D
predice que la semilongitud umbral A, toma el valor universal igual a 5.28.

Sorprendentemente el ataque no lineal muestra una dependencia de este va-
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Figura 3.13: tiempo de rotura t, frente a la semilongitud de onda )\, para
Y = 0,0.1,0.2, 0.3 y 0.4 y numero de Ohnesorge fijo C = 0.2. La linea

rayada (- - -) corresponde a la semilongitud de onda mds inestable A,

lor de este umbral con el nimero de Ohnesorge decreciendo a medida que la
viscosidad adimensional aumenta como muestra la figura 3.14. La influencia
de la viscosidad y de la densidad de carga superficial en el cociente entre el
didmetro de la gota y el didmetro del chorro en las gotas principales es muy
pequeia (ver figura 3.9). El tUnico pardmetro que determina este didmetro
adimensional es la longitud de onda de la perturbacién. Este hecho junto a
la débil variacién de la semilongitud de onda més inestable A\, con la electri-
ficacion justifica el empleo de la relacién d, = 1.89d; en la derivacién de las
leyes de escala del electrospray [Gaifidn-Calvo et al. (1997) entre otros].
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Figura 8.14: semilongitud umbral A\, como funcidn del nimero de Ohnesorge

C para una amplitud inicial € igual a 0.05.

La carga de las gotas principales viene dada por
2 A 0 4nV,Ag, )\
Qm = WV c / "V4s+ s?dz = W—V(% (7, C,)  (3.103)

y el volumen de las gotas principales por
Vin = 27rA3/ sdz = 21 A3 ™ (7, C, D) (3.104)

donde z,, es el punto donde se alcanza el minimo de posicién de la entrefase,
g™ y v™ son las cargas y volimenes relativos siendo la unidad ambos valores
cuando las gotas satélites estdn ausentes. A partir de las expresiones (3.103)
y (3.104) la razén de la carga principal y la carga de Rayleigh Qn,/Qr se

comporta como

Qm 1/2 2 4
xm A2z 2t 3.105
on " NG ( )
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En la figura 3.15 se dibuja la dependencia de la razén Q/Qr con A tanto

1p
0.9 ot
0.8 : o 4 =03
5 P N
R —— 2
Q 06 F Fifraa
0.5 H 7,702 B B DY
04 [/
o v =0.1
03 |7
02 Lii 0 L
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Figura 3.15: (—) Carga de la gota principal adimensionalizada con la carga
limite de Rayleigh, y (...) Carga de la gota satélite adimensionalizada con
la carga limite de Rayleigh como funcion de la semilongitud de onda para
diferentes valores del nimero de Taylor (v, = 0,0.1,0.2,0.3 y 0.4) y un
nidmero de Ohnesorge fijo (C = 0.2).

para la gota principal como la satélite para diversos niveles de electrificacién
Y, permaneciendo fijo el valor del nimero de Ohnesorge. Se observa en dicha
figura que la dependencia de la razén Q,,/Qg con la longitud de onda es
despreciable. Con ello la dispersién del cociente Q),,/Q@r en el caso de una
rotura natural, en donde perturbacién consta de numerosas longitudes de
onda entorno a la més inestable ),, debe de ser despreciable. Por contra la
razén QQ/Qr para las gotas satélites aumenta siempre con el aumento de las

longitudes de onda por lo que acaba por sobrepasar en un cierto punto al valor
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de la gota principal. El efecto de la viscosidad en el cociente Q/Qr puede

1.1
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Figura 8.16: (—) Carga de la gota principal adimensionalizada con la carga
limite de Rayleigh, y (...) Carga de la gota satélite adimensionalizada con
la carga limite de Rayleigh como funcion de la semilongitud de onda para
diferentes valores del niimero de Ohnesorge (C = 0.01, 0.05,0.2 y 0.5) y un
numero de Taylor fijo (v, = 0.4).

observarse en la figura 3.16 donde para un ndmero de Taylor fijo se dibuja
Q/Qr de las gotas principales y satélites, en funcién de A para diversos
nimeros de Ohnesorge C. La viscosidad tiene una ligera influencia en el
aumento de @,,/Qr. Dado que el volumen de la gota principal aumenta
con la viscosidad, la distribucién de carga viene también afectada por la
viscosidad, incrementado la carga presente en la gota principal. Qn/Qr
permanece independiente de A cualquiera que sea el valor de la viscosidad.

A pesar de la disminucién de carga en la gota satélite con la viscosidad, la
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reduccién de su volumen con la viscosidad es tan severa que Q;/Qr aumenta.
A medida el nimero de Ohnesorge y el nimero de Taylor aumenta, Q;/Qr
se acerca al valor unidad por lo que la densidad de carga volumétrica de la
nube de gotas satélites es mayor que la de las gotas principales. Este efecto
se potencia por la mayor velocidad de evaporacién de las satélites (debido
a su menor tamafo) pudiéndose alcanzar situaciones donde las explosiones
culémbicas tengan lugar.

Una ilustracién de la evolucién temporal de la posicién de la entrefase se
presenta en las figuras 3.17 y 3.18 para una semilongitud de onda A = 3.60, un
nimero de Taylor v, = 0.3 y dos diferentes viscosidades (C' = 0.5y C' = 0.05)
siendo el paso temporal igual a 1.0 excepto en las ultimos instantes donde el
paso de tiempo es de 0.05. Se puede observar que la viscosidad puede inhibir
la aparicién de la gota satélite.

3.7 Resumen y conclusiones

En el presente capitulo se ha realizado un analisis paramétrico de la rotura de
chorros cargados capilares bajo condiciones simplificadas (limite conductor)
aplicables a los sprays EHD en el modo cono-chorro ( Campos eléctricos
tangenciales despreciables, cilindro perfecto y rotura axilsimétrica). Para
ello se ha empleado el modelo unidireccional de Lee que auna simplicidad con
una exactitud suficiente (Garcia, 1998). Los valores del niimero de Taylor
empleados se han elegido atendiendo a los niveles tipicos del cociente Q/Qrg,
donde Qg es la carga limite de Rayleigh, observado en los experimentos
con electrosprays (Gafdn-Calvo et al., 1994). Como conclusiones podemos

senalar:

e El modelo permite un calculo cuantitativo de los tamaifios y las cargas
resultantes de la rotura del chorro capilares bajo moderados niveles de
electrificacién y viscosidad. Esto es esencial para el analisis de un spray
cargado, su evolucién y distribucién espacial usando método Lagran-
gianos de la dindmica de las particulas (Gafndn-Calvo et al., 1994).

e La longitud de onda m4s inestable en una rotura natural del chorro
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Figura 8.17: Fwvolucion temporal de la entrefase para v, = 0.3, A = 3.60,
e = 0.06 y C = 0.05. El intervalo de tiempo entre grdficas es At = 1.0

excepto para los ultimos instantes en donde At = 0.05.

disminuye (aumenta) a medida que la electrificacién (viscosidad) au-
menta, pero tal disminucién (aumento) es muy discreto y depende de
la amplitud inicial de la perturbacién: menos de un 25 % para nimeros
de Taylor hasta 0.4 y nimeros de Ohnesorge comprendidos entre 0.01
y 0.5.

e Los efectos contrapuestos de la viscosidad y de la electrificacién en la
longitud de onda maés inestable y el pequeno efecto que ambos operan
sobre el tamaio adimensional de las gotas principales parecen proveer la

explicacién de la invariancia a los cambios de caudal de los didmetros
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adimensionales de las gotas emitidos por el electrospray en el modo
cono-chorro (Cloupeau y Prunet-Foch, 1989).

e A los conocidos efectos de la electrificacién sobre la estabilizacién (in-
estabilizacién) para la longitud de onda largas (cortas) ya predichos
por el anélisis lineal, se suma la invariancia de la carga (adimensionali-
zada con la carga de Rayleigh) que transporta la gota principal con la
longitud de la onda adimensional.

e La viscosidad aparece como el mecanismo més eficaz para disminuir,
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Figura 3.18: Evolucion temporal de la entrefase para v, = 0.3, A = 3.60,
€ =0.05 y C =0.5. Elintervalo de tiempo entre grdficas es At = 1.0 ezcepto
para los tltimos instantes en donde At = 0.05.
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e incluso eliminar, los volimenes de las gotas satélites provocando que
la carga en dichas gotas se aproxime a los valores limites de Rayleigh
siendo éstas susceptibles de sufrir explosiones culémbicas.



Capitulo 4

Liquidos de conductividad

finita

4.1 Introduccion

Como se describié en el capitulo 2 este limite recoge aquellos liquidos en los
que el pardmetro de relajacién, que permite comparar el tiempo caracteristico
de rotura con el tiempo de relajacién eléctrico, es finito. En este limite, tal
y como el Modelo del Dieléctrico con Fuga de Melcher y Taylor refleja, las
ecuaciones eléctricas que se aplican son las electrostaticas consideridndose
que el seno del liquido estd libre de carga libre por lo que para conocer la
distribucién de potencial se debe resolver la ecuacién de Laplace para el

campo interior y el exterior

Vi =0y (4.1)
Vig° = 0. (4.2)

Estando sujeto los potenciales a las condiciones de contorno radiales

¢°lr=s=0y (4.3)
¢£|r=0 =0, (44)

y a las condiciones de contorno en la entrefase
(=97 + F.62) = B (=41 + F26)]|,_p(sy = Cnoe (4.5)

95
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°lr=F (o) = D' lr=F(z1), (4.6)
mientras que en la direccién axial se debe cumplir las condiciones de perio-
dicidad

92 (1, 2)|o=0 = $5(r, 2)|s=n =0 y (4.7)
(7, 2)]a=0 = BL(r, 2) | o= = 0. (4.8)
El campo eléctrico resultante actia inicamente en la entrefase por lo que las

ecuaciones volumétricas del problema fluidomecdnico vienen dadas para el
caso axilsimétrico por

Ve |y, =, 49
Ui+ UU. +WU, = =P, + C(U,, — W,) (4.10)
y
W
Wy +UW, + WW, = _‘Pz+C(Wr'r+T++sz)a (4.11)

sometidas en la entrefase a las condiciones de contorno cinematica, de conti-

nuidad de la carga y de balance de esfuerzos normales y tangenciales

(Ft —_ U + FZW)lT:F(z,t) = O, (4.12)
FU+W
(0e)e + W(Ue)z
Oe 0 .
14+ F? [UT+Fsz_Fz(Uz+Wr)] = ofE,, (4.13)

z

2C
Plr=p(zp) — or} {Ur + F2W, — F, (W, + Uz)}lr:F(z,t)

- Cin (% - 122) ~ % [(B3)? — BE}, + (B — 1)(E,)?] (4.14)

- C{2F,(U, - W,) + (1 = FH(W, + U,)} l=r(py + 2% 0e By =0, (4.15)
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donde las componentes del campo eléctrico normal y tangencial exterior vie-
nen dadas por

E = Cin<—¢: L)y (4.16)
1 o (2]
Et = b—n(—fz¢r — ¢z) (417)

Las variables estdn sujetas a la periodicidad en la direccién axial

fz|z=0 = fz'z:)\ = 0, (418)
W‘Z:O = W'z:)\: 0 y (419)
Uzlz:O = Uzlz:,\ =0 (420)

El problema queda univocamente determinado imponiendo las condiciones
iniciales que en nuestro caso son aquellas correspondientes al problema esta-

cionario

U't:O = W|t=0 = 0) P|t=0 =1- Yo,

b

| (4.21)
°lt=0 = In (;) , ¢'lt=0 = Inbdy g =1,

m4s una pequena perturbacién en la posicién de la entrefase que satisfaga la
ecuacién de continuidad

F2|izg = 1 + € — 2) cos (gz) . (4.22)

4.2 Analisis lineal

En este epigrafe describiremos el anilisis lineal para el caso de un chorro
cargado en donde el tiempo de relajacién eléctrico es un pardmetro libre no
estando presente ningin campo eléctrico axial impuesto. Precedentes de este
andlisis pueden encontrarse en Mestel (1994) y Mestel (1996) el cual realiza
en ambos trabajos andlisis lineales de chorros en los limites de viscosidad
pequena y altamente viscoso respectivamente. En ambos trabajos los chorros
estan cargados y sometidos a un campo eléctrico axial impuesto siendo el

tiempo de relajacién eléctrico un pardmetro libre. Las diferencias entre estos
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trabajos y el que realizaremos a continuacién son: 1) en nuestro caso no existe
campo axial impuesto, 2) permitimos que la viscosidad sea un parametro libre
¥ 3) nos circunscribimos a modos axilsimétricos.

Como describimos en el capitulo precedente el andlisis lineal temporal
busca soluciones para perturbaciones sinusoidales espaciales de pequefia am-
plitud sobre el estado basico de la solucién. En efecto, considerando como
estado bésico aquel en que la entrefase es un cilindro perfecto buscamos so-

luciones de la forma:

(U(z,r,t) \ ( \ ( u(r, z,t) \

W(z,r,1t) w(r, 2,t)
P(z,r,t) 1—7, p(r, 2,t)
®°(z,r,t) | = | In(b/r) | + | #°(r,2,%) |, (4.23)
(2, 7,1) In(b) ¢ (r, 2, 1)
Ye(z,1) 1 oe(2,1)

\ Fo / \ 1 ) \ sy )

siendo la perturbacién de la forma

( u(r, 2,1) \ -/ u(r) \ ]

w(r, z,t) w(r)

p(r, 2,1) p(r)

¢°(r,zt) [ =Re|| &(r) [¢|, (4.24)
¢ (r, 2, ) ¢*(r)

oe(2,1) O

R N A AN

en donde ¢ es igual a €% siendo k el niimero de onda adimensional y
) = o + wi el autovalor complejo cuyas parte real o e imaginaria w se de-
nominan respectivamente factor de crecimiento y frecuencia de oscilacién;
las variables que presentan gorro son las amplitudes que siempre se consi-
deraran de pequena amplitud . Eliminando de las ecuaciones volumétricas

fluidomecanicas los términos no lineales (término convectivo) obtenemos

V-v=0 (4.25)
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v =—Vp+ CV?v. (4.26)

Resulta conveniente rehacer las anteriores ecuaciones para obtener ecuaciones
por separado para la presién y la velocidad. De la aplicacién del operador di-
vergencia a la ecuacién (4.26) y haciendo uso de la ecuacién (4.25) obtenemos

que la presién debe cumplir que
VZp = 0. (4.27)

Para obtener una ecuacién para la velocidad tomamos la laplaciana de la
ecuacién (4.26) resultando

& (V2 - 13) v = 0. (4.28)

Dado el caricter lineal de los operadores que actian sobre la velocidad es
posible descomponer la velocidad en la suma de dos términos v = v, + vy,

siendo cada termino la solucién correspondiente a cada operador, es decir

V3V =0 (4.29)

210\, _
(v =57) Ve =0 (4.30)

Las perturbaciones estdn sometidas a las condiciones de contorno de regula-

ridad en el eje lo cual corresponde a

p(rv Z, t) |7‘=0 ﬁnitaa (431)

u(r, z,t)|r=0 =0 (4.32)

w(r, z,t)|r=o finita. (4.33)
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mientras que en la entrefase se debe de cumplir la condicién cinemaética
w(r, z,t)|r=1 = fi, (4.34)
y el equilibrio de esfuerzos normales
p(r, 2, t)|p=1 = —f — foz + 20U =1 + 29,(f + ¢0)|r=1 (4.35)
y tangenciales
C(uz + wr)lr=1 + 270¢Z|r=1 = 0. (4.36)

Los potenciales eléctricos interior y exterior deben satisfacer la ecuacién de
Laplace

V=0 y V=0 (4.37)
sometido el potencial interior a las condiciones de regularidad en el eje
¢*(r, 2,1)|r—o finito, (4.38)
y el exterior a la nulidad en el electrodo de electrificacién
¢°(r, 2, t)|r=p = 0. (4.39)

En la entrefase se deben de cumplir las condiciones de salto de campo eléctrico

normal como la continuidad del potencial

(=82 + B} =1 = 0 ¥ (4.40)
QSOIT:I - ¢i|'r=1 (441)

asi como la ecuacién de continuidad de la densidad de carga superficial
(ae)t - ur!r:l = _aﬂ Qb;ilr:l- (442)

Substituyendo las soluciones buscadas (4.23) en las ecuaciones volumétricas

((4.27) a (4.30) y (4.37)) obtenemos las ecuaciones diferenciales que rigen
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el comportamiento de las amplitudes de la presién, las velocidades radial y

axial y el potencial interior y exterior

,

7+ % — k%5 =0 (4.43)
AI

+ 22 — kG, =0 (4.44)
'rw r
o}

T el LR 7 (4.45)
nv r
=

'+ k2, =0 (4.46)
v
o~

"+ 22— B2, =0 (4.47)
v

(ao)ll (¢T) k2¢o -0 (4.48)

donde las primas denotan derivacién total respecto a r y k, se define como

0
K=K+ =. 4,
P=R G (4:50)

Las condiciones de contorno que cierran el problema vienen dadas por

40)=0,  @(0)y #*(0) finitas; (4.51)

(1) = Qf (4.52)

(1) = (=1 + k) + 208 (1) + 27(f + (#°)) (4.53)
—Cliku(1) + @'(1)] — 2%1/«1)’( )=0 (4.54)
—F+¢°(1) =4 (4.55)

—(8°)(1) + B(8) (1) = 5. (4.56)

05, — (1) = —a B6'(1) (4.57)

$°(b) = (4.58)

La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.43-
4.49) viene formada a partir de la combinacién de funciones de Bessel modi-
ficadas de primer y segunda especie. Teniendo en cuenta las condiciones de

regularidad (4.51) y en el caso del potencial exterior suponiendo que b >> 1,
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las soluciones se escriben como

ﬂm———AQEng (4.59)
8(r) = o (kr) + By (kr) = A%((’Z)) _ B%((k]:v’")), (4.60)

y
Br) = By (k) + B (br) = Ai{;’é((]j;) - Bi% (4.61)

para las variables fluidomecénicas y,

¢°(r) = A, fK(,]ZZ; (4.62)

y
3) = B (4.69)

para los potenciales exterior e interior. La substitucién de las anteriores
soluciones en las condiciones de contorno existentes en la entrefase (4.53—
4.57) permiten encontrar un sistema de ecuaciones algebraicas que relacionan
todas las constantes libres del problema,

—f+ AT(k) = B.Y(k), (4.64)

5. = —(f + A.) + BB, (4.65)

0. = —apB. + AK*Y (k) — 1) — B(K2Y (k,) — 1), (4.66)
A-B-Qf =0, (4.67)

A [QY (k) + 2C(k*Y (k) — 1)]
~B[20(k2T(k,) = 1)] + (=1 + &3 f +27,(f + A) =0 (4.68)
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9 Yo .
A-B (1 + 2k20) + ET(kK)B. =0, (4.69)

en donde se utilizan las funciones auxiliares I' y T que se definen como

K, (k) LK)
=wmm Y T = ey

T'(k) (4.70)

A partir de las ecuaciones (4.64-4.66) es posible despejar A, y B, en funcién
de Ay B

A, = Wia {f[ﬁ (1+ %) + T(k)] + %@ [A(Y (k) — 1) — B(K2Y (k,) — 1)]}
(4.71)
y
.= g { e v + B8 agee ) - 1) - BT (8) - 1]
(4.72)
donde W, es una nueva funcién auxiliar dada por
W, = (k) 8 (1 + %) —Y(k). (4.73)
Sustituyendo las anteriores expresiones en las ecuaciones (4.68) y (4.69) ob-
tenemos
A [QT(k) + (20 + g) (R (k) — 1)]
-B l(zc + g) (k2 (ky) — 1)] (4.74)
T2 1 = 1 _
+f |:k — 142y, (1+f‘m) +H(1+W>:| =0
y

G

A [1 + = D(k)(kK*Y (k) — 1)]

20077 - (4.75)
BT(k) — 1)] + P56 + 1) =

Q =
-B [1 526 T ca’
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27, (k)
W,
La ecuacién de dispersién puede encontrarse despejando A y B en funcién

en donde se agrupa en la variable = a

de f de las ecuaciones algebraicas (4.75) y (4.67)

Q4+ 2k2C + ZK2(1 + D(k)k2Y (k)

A=f—— 0 (4.76)
1+ SRT(R) (B2 (k) — KX (%))
y
220 + SR(1+ T(R)EY(K))
B=Ff {) , (4.77)

1+ %kzl“(k)(kﬁ‘r(ku) _BT(k))

y sustituyendo ambas expresiones (4.76) y (4.77) en la ecuacién (4.74) obte-

nemos la relacién de dispersién

Q*Y (k) + 2CQ2K°Y (k) — 1) + 4k*C2 (kY (k) — k2L (k,))
2EC

+ Tk?(z + (k) (K*Y (k) — k2T (k,))
+E (2k2’f(k) + K2 (k)E2Y (K, )T(k) + ﬁ) (4.78)
+ (1 + %(kgr(k,,) - k%f(k))) [k2 — 1427, <1 + 'F'(IT))] =0.

En la figura 4.1 se dibujan el factor de crecimiento o y la frecuencia de
oscilacién w frente al nimero de onda adimensional k para el caso de un cho-
rro con numero de Ohnesorge C' = 0.1, con una carga relativa 7, = 0.3, una
permitividad relativa § = 10 y un pardmetro de relajacién o = 1.0. En ella
se observa que existe una tdnica rama que es inestable y que corresponde a
valores de k£ comprendidos entre 0 y 1.16703. El resto de las ramas son todas
ellas estables siendo algunas de ellas oscilatoriamente estables (ramas celeste
y negras). Se puede observar la presencia de cuatro soluciones posibles aso-
ciadas a cada longitud de onda. En la figura 4.2 se dibujan los diagramas
de velocidad asociados a cada una de las soluciones para k=0.5. Se puede
observar que el inico modo inestable es capilar (A) mientras el resto de los

modos son estables; uno capilar (B) y 2 modos hidrodindmicos (C y D). Los
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|
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Figura 4.1: Solucién de la ecuacion de dispersion (a =1, 3=10,C=0.1y
Yo=0.8)

modos hidrodindmicos, que son aquellos que presentan recirculaciones inten-
sas siendo despreciable la capilaridad, presentan una tasa de amortiguacion
(o ~ -1) mé4s modesta que los mismos en el caso conductor (o ~ -8) debido
al efecto inductor del campo eléctrico. En las figuras 4.3 y 4.4 estudiamos
la influencia de o y 3, respectivamente, en el modo inestable comparandolos
con los resultados del limite conductor para un chorro de viscosidad media
(C=0.1). Se puede observar que la influencia de 3 y « en el factor de creci-
miento es muy débil, mostrando un cierto grado estabilizacién para valores
bajos de 3 y a. Esta estabilizacién es tanto méds evidente cuanto mayor
son las longitudes de onda. El limite conductor es rdpidamente recogido en
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Figura 4.2: Diagramas velocidad para: A) Modo capilar inestable; B) Modo
capilar estable; C'y D) Modos hidrodindmicos (k=0.5, « =1, 3 =10, C =
0.1 y7v,=0.3)

cuanto aumenta la permitividad y/o el pardmetro de relajacién. La pequeia
diferencia en el factor de crecimiento presente para valores de # y a pequeiios
desaparece con la disminucién de la viscosidad (ver figura 4.5), en este ca-
so sea cual sea los valores de # y « el comportamiento del chorro coincide
con el de uno conductor. Este hecho se explica por la débil resistencia que
presenta el chorro a la redistribucién de cargas. En efecto, la redistribucién,
que en el caso de un chorro conductor se debe a su capacidad conductora, es
en este caso debida a la presencia de un esfuerzo tangencial en la entrefase
que la baja viscosidad no permite soportar dando lugar a que las cargas se

distribuyan buscando eliminar la presencia del esfuerzo tangencial.
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Figura 4.3: Factor de crecimiento o frente al nimero de onda k para un
chorro con C=0.1 y $=2 para diferentes valores del pardmetro de relajacion
a; 0o =100 a=50, a= 10.0 o limite conductor

4.3 Aproximacion unidireccional

En la presente seccién estudiaremos con detalle la derivacién de la ecuacién
unidireccional para la conservacién de la carga, obviando la derivacion deta-
llada del resto de ecuaciones una vez que se obtuvieron en un epigrafe anterior
(3.3) aunque se pondran de manifiesto los cambios que se operan en las ecua-
ciones en el caso de conductividad finita. La ecuacién de la conservacién de
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0.4

1.5

Figura 4.4: Factor de crecimiento o frente al nimero de onda k para un
chorro con C=0.1 y a=1 para diferentes permitividades relativas 3; o f =2.0
o 8=5.0,08=10.0, (3= 80.0, o limite conductor

la carga en la superficie es

BUAW e — =2 [U, + F*W, - Fy(Us + W,)] = ofE;.

(oe)t + 1 +F22 1 +Fzz
(4.79)

Esta ecuacién expresa que el aumento de carga en un elemento de superficie
debe ser balanceada con aquella que se le suministra desde el seno del liquido
por conduccién y la que por conveccién desaparece del elemento de superficie.
En vez de trabajar con la densidad de carga superficial o, resulta mas conve-
niente trabajar con la variable £ = v/1 + f,% fo., que representa la cantidad
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Figura 4.5: Factor de crecimiento o frente al nimero de onda k para un
chorro con C=0.0001. o B =2.0 y a=1.0; > 3 =80.0 y a=1.0 ; o limite

conductor

de carga por unidad de longitud adimensional z. Si multiplicamos la ecua-
cién (4.79) por v/1 + £,° y hacemos uso de la condicién cinemética (4.12), la
ecuacién de la continuidad de la carga en la nueva variable se escribe como

FzU+W é: 2 2 U FS
o —(14+2F*+ FF°F,,)— + =%
&+ 1+F2€+1+F3 (1+2F; + FF, )F+FW
s (4.80)
_ 2\1/2 i
_1+F3(UT~FZW‘I")_aﬁF(1+Fz)/En'

Sustituyendo los desarrollos de la velocidad expresadas por las ecuaciones
(3.21) en la ecuacién anterior, la ecuacién de conservacién de la carga resulta
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ser

bt 2 f 5 (wo — 5 Fow lf2wz)

£
1+ F?

z

1;3 ) +0(\™)

=affi/1+ f €, (4.81)

_|_

<woz + f2woz + = f2w22 + ffzw2 +

en donde el orden de magnitud de la ecuacion se establece a partir del orden
de magnitud relativo de los términos de la expansién de la velocidad w, y
wq. Para conocer el orden de magnitud relativo de w, con respecto a w,
es necesario acudir a la ecuacién de balance tangencial. Substituyendo los

desarrollos de la velocidad en la ecuacién de balance tangencial (4.15)

f2w2 = 3ffzwoz + %]ﬂwozz + 270—5&' + O()‘_3)7 (482)

CV1+ f,2

obtenemos que wy ~ A~2w,. Una vez establecido el orden de magnitud es

posible truncar la ecuacién de continuidad de la carga (4.81) consistentemente

& + (Ewo), + O(N7?) = aBfy/1 + f. e} (4.83)

La anterior ecuacion recoge que la cantidad de carga contenida en una semi-
longitud de onda permanece constante a lo largo del tiempo. Para comprobar

esta aseveracién integramos la ecuacién (4.83) en todo el intervalo

0

s (/ gdz) (Ewa)lo — (€w.)x +aﬂ/ 14 £ =0 (4.84)
La ecuacién unidireccional de cantidad de movimiento axial viene modificada
por la aparicién de un nuevo término asociado al esfuerzo tangencial de origen

eléctrico
4706 €t
VI+ 2

y que tiende, como la viscosidad, a frenar el movimiento fluido. La expresién

f2(wot + wowoz) = _f2(pce)z + 3C(f2woz) + (485)

del término de presién capilar-eléctrica viene dado por

_ 1 1 fa _ )2 — (et )2 — 1)(e,)2
o= e (5 T ) — lles)? = B + (6 - D). (456)
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La ecuacién de continuidad de la masa no sufre variacién en este limite

(fz)t + (f2wo)z =0 (487)

4.4 Capa limite y el campo eléctrico tangen-
cial

El efecto de un esfuerzo tangencial en la dindmica del chorro depende en
gran medida de la viscosidad del liquido eyectado. La aparicién de un campo
tangencial en la entrefase causado por la limitada conductividad del liquido
puede inducir dudas sobre la validez del empleo del modelo unidireccional de
Lee y de su capacidad para aproximar la realidad. Esta duda estd tanto mas
acrecentada cuanto menor es la viscosidad. Un anélisis como el efectuado por
Garcia (1998) se hace necesario. Garcia (1998), a partir de los perfiles de la
velocidad axial obtenidos del andlisis lineal, dibuja, para diversos valores del
numero de Ohnesorge C, el tanto por ciento que se aleja el perfil real de uno
uniforme tal como el que el modelo de Lee emplea. Procediendo de la misma
manera, en la figura 4.4 mostramos la dependencia radial de la velocidad
axial adimensionalizada con la velocidad media en la rebanada para diversos
valores del nimero de Ohnesorge C. El chorro presenta como permitividad
relativa 8 = 10, un nimero de Bond eléctrico 7, = 0.3 y un factor de
relajacién de o = 1.0; la perturbacién tiene un nimero de onda k=0.5.
Podemos observar que, como sospechabamos, cuando la viscosidad es baja
C < 1072 los perfiles se asemejan a la velocidad media salvo en la vecindad de
la entrefase donde la viscosidad no puede aguantar la presencia del esfuerzo
tangencial si no es con la creacién de una capa limite estrecha. Los errores
son, en este caso, del orden del 30 % localizados siempre en la entrefase. En
los chorros con valores del nimero de Ohnesorge de moderado a alto, C' >
1072, los perfiles reales se aproximan bien por un perfil plano manteniéndose
el error en torno al 9 % y disminuyendo éste a medida que la viscosidad crece
por lo que es plausible utilizar el modelo de Lee en la simulacién de la rotura
para estos valores de la viscosidad. A la luz de lo expuesto anteriormente, el

modelo de Lee no es capaz de simular la dindmica de chorros de viscosidad
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Figura 4.6: Perfiles de velocidades aziales adimensionalizados con la veloci-
dad media para diversos nimeros de Ohnesorge (C = 1074,C = 1073,C =
1072,C = 107! y C = 1.0). El chorro presenta como caracteristicas: permi-
tividad relativa B = 10, nimero de Bond eléctrico v, = 0.3 y pardmetro de

relajacion de a = 1.0. La perturbacion tiene como numero de onda k=0.5

baja. Como muestra la figura 4.5, la igualdad del factor de crecimiento
apunta a que el papel jugado por el campo tangencial y la capa limite se
circunscribe a reordenar las cargas en la entrefase en un tiempo muy corto,
apantallando el campo interior que resulta ser despreciable. Ello induce
a considerar que el modelo de Lee para el caso conductor puede ser més
apropiado para simular chorros de viscosidad despreciable sean cuales sean
los valores del pardmetro de relajacién y de la permitividad relativa. Para
corroborar esta sospecha, inducida por el andlisis lineal, no cabe maés solucién

que resolver el caso tridimensional.
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4.5 Resolucion del problema

Volvemos a formular, a semejanza del capitulo 3, el problema en funcién
del seccién de la rodaja s = f? y de los caudales que atraviesan dichas
rodajas ¢ = f?w,, manteniendo inalterada la utilizacién de la variable €. Es
conveniente reducir el nimero de variables para lo cual eliminamos el campo
interior €, en funcién de £ y €2 de la expresion de la presién capilar—eléctrica
(4.86) y de la ecuacién de la conservacién del carga (4.83) escribiéndose en

este caso las ecuaciones como

si+q; =0, (4.88)
g+ (f) = —s(per): +3C [s (4) ] + Sobers'? (4.89)
t 3 , celz s/, 48 T Sg .

& + (5 g) +af = a—ﬂ‘?rsge;, (4.90)

L (1B, [zf_—_l(e;)z NN

Pee = \/4s + §2 4s + s2 B B \/4s + s2
1_& +(8-1)él (4.91)
B 4s + 2 t '

Denominamos como problema fluidomecdnico al calculo de la evolucién tem-
poral de la posicién de la entrefase, la velocidad axial y la carga depositada
en la entrefase una vez conocida la distribucién de las fuerzas actuantes en
el chorro en un instante dado y problema eléctrico a la determinacién de
los esfuerzos eléctricos actuantes en la superficie conocidas la distribucién de

carga y la posicién de la entrefase.

4.5.1 Problema fluidomecanico. Método de Fourier

Este método de resolucién se beneficia de la simetria y de la antisimetria
espacial de las variables s, ¢ y £&. Las variables viene expandidas en series

de Fourier en el espacio con lo que la dependencia temporal recae en las
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amplitudes de los diferentes modos

Zan cos( ),
Zb sen( )

ch cos( ) : (4.92)

Sustituyendo los desarrollos en las ecuaciones del problema (4.88-4.90) y
ponderando adecuadamente las ecuaciones ( multiplicacién de la primera y
tercera ecuacién por cos(mmz/A) y la segunda por sen(mnz/A) e integra-
cién entre 0 y A) es posible escribir un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias para las amplitudes de los modos

e (), 459

=0 (5 oS () [ (Foomescin)on()

2 [ £s/2e, n
+ - Sy Pee + 8Vo—=——=—=] sen dz 4.94
A/O(p 02 n (252) (499

y
%:—acn-i— a/ '45+82 (Az)dz
)] S

en donde las condiciones de contorno y la simetria han permitido que, me-
diante integracién por partes, se haya reducido el orden de las derivadas
espaciales tanto para s como para q. Es esta reduccién y la idoneidad de
realizar desarrollos en serie de Fourier de las variables las que justifican la
robustez numérica del método y el bajo niimero de elementos necesarios para

alcanzar una solucién suficientemente aproximada.
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4.5.2 Resolucién del campo eléctrico
Método de Fourier—Bessel

Como describimos en el capitulo anterior, este método se basa en las so-
luciones en variables separadas posibles cuando el recinto de integracién es
perfectamente regular. Los desarrollos sugeridos por dicho método y las con-
diciones de contorno son para el caso del potencial exterior

¢°(r,z) = A, In (%) + zN:AnK,, (%\Zr) Cos (%z) , (4.96)
n=1

desarrollo valido siempre que b >> 1. Para el potencial interior las condicién

de regularidad en el eje determina que el desarrollo sea de la forma
. al nm nm
¢'(r,z) = B, + ; B.1, (Tr> cos (—)\—z) . (4.97)

La determinacién de las constantes A,,..., Ax v B, ..., By se realiza impo-

niendo las condiciones de contorno en la entrefase (4.6)

A, In (%) + gAnKo (%f) cos (%z) =-B,+ anIo (%Ef) cos (%z)

y (4.5)
A3 [ (5 o () - 1 (2 (252 (2

S5 o (5 (252) 1t (25 1) e (229] ()} -

n=1
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Para determinar las 2N + 2 incégnitas A,, ..., An, By, ..., By formamos un
sistema de ecuaciones algebraicas

(Ch| Ch | 0] B \ [ A\ [ Do)

Cl, cl. 0 Bl A Dy
= | — 4.100
Gt ¢t |-A| B B, (4.100)
0
C’IQLO Cgm 0 B 721m B m

\ )\ L)

a partir de la proyeccién del error. Esta proyeccién del error consiste en
anular la integral del error cometido en el cumplimiento de las condiciones
de contorno (4.98) y (4.99) sopesando el error con ciertas funciones. Como
funciones de peso para la condicién de contorno (4.99) se han elegido aquellas
que conforman el campo normal exterior, por lo que los coeficientes del siste-
ma de ecuaciones algebraico (4.100) derivados de esta condicién de contorno
(4.99) (referenciada con el superindice 1) son

Coo = — /0/\ }1—§dz
Cho = [ 1 () o (352) - 0 (5 sn (72
C(l)m = C}nO
Cha= (72 [ 16 (52 ) o (552) - 10 (52 s (52
() s (5 e (32) - e () (355
() [ (5) [ (5E0) on (5] 01 (50 sm (52
= (20) [ (2 1) o (202) ot (221) e (254
)

K (37) o (222) - 1 (22 5) o (255)
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Dy = OA %dz
o= 6 (%) [ () o (1) - 8 (2 e (2] o

(4.101)

Los términos del sistema de ecuaciones, derivados de la utilizacién del po-
tencial interior como funcién de peso para la condicién de contorno (4.98)
(referenciada por el superindice 2), son

o

e [ K (o ()

G2, = /0 " (%) (7 cos (22) a2

2, = /0 'K, (55 cos (572) I (5f) cos (572) dz
BZ, = — /0 'L (£ cos (™72 a

Bro = Bim

B = [ 1 () eos (Be) o (507 eos (o) o (4102)
0

Como discutimos en la versién conductora de este método (ver epigrafe 3.5.2)
este método es valido sélo hasta un cierto grado de deformacién de la en-
trefase aunque en este caso como variable de control de validez del método
utilizamos el error cometido en el cumplimiento la condicién de contorno
(4.5). Cuando el error alcanza un cierto valor (1 % se usa en los resultados
que posteriormente se describirdn) se cambia a un método alternativo que a

continuacién describimos.
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Figura 4.7: Recintos de integracion del Método de Fourier-Elementos de
contorno

Método de Fourier—Elementos de contorno

En el presente epigrafe presentaremos el método de Fourier—elementos de
contorno en el caso en que el campo interior debe ser contabilizado. Los
detalles del método que describimos en el epigrafe 3.5.2 no seran repetidos
aqui, centrandonos en los detalles propios de este problema. Como se obser-
va en la figura 4.7, el campo eléctrico exterior viene definido en el dominio
de integracion {2, limitado por los contornos I'y, ...,y siendo n; la normal
unitaria exterior a dicho contorno. El campo eléctrico interior se define en
el dominio €2, limitado por los contornos I's, ..., I'; siendo la normal unitaria
exterior a dicho contorno n,. Sabemos que la ecuacién de Laplace es trans-
formada en este método en una ecuacién integral en funcién de los valores

presentes en el contorno (Brebbia y Dominguez, 1989) que para el potencial
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exterior podemos escribir como

o o 8¢ * o a¢ )
Cj¢j + /F1 0] (8—nl> rdl’; + /F2 0] (a—nl) rdl’y
o 98\ NELAY
+ /1"3 ¢ (5};‘;) ’I"ng + /114 ¢ (%) ’I‘dF4

(4.103)

gt
[ (%) rane [ o

mientras que para el interior resulta ser

i i O\ LAY i 09\
Cj¢j + /F5 ¢ (8—712) ’I"drs + /F6 ¢ (a_’I’IQ) TdFﬁ + /1-7 (8_7’L2> T'dF7
_ . [ 08" . [ 0" . [0
_/qus (8n2) rdr5+/r6¢ (anz) rdF6+/F7¢ (anz) rdls,

(4.104)
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en donde (0¢)/(0n) es el gradiente del potencial en la direccién normal al
contorno, ¢; una constante que depende del punto de aplicacién de la Delta
de Dirac, j es el punto del contorno donde la delta de Dirac se aplica y el
superindice * se refiere a la solucién fundamental que es conocida. La solu-
cién fundamental es comin para ambos dominios de integracién y depende
unicamente de la distancia existente entre el punto de aplicacién del pulso j
y el punto de integracién del contorno. Las ecuaciones (4.103) y (4.104) se
simplifican por efecto de las condiciones de contorno de simetria en I';, I's,
I'e y I'7 y la condicién en el electrodo de electrificacién correspondiente al

contorno I'y

0 o (04 o [ 09" o [ 09"
Cj¢j - /rl ¢ (6n1) rdba /1“3 ¢ (anl) rdls + /1“4 ¢ (877/1) rdls
— * a¢0 * a¢0
_/F2¢ (an1> TdF2+/r:4¢ (anl) T'dF4

(4.105)
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7 7 6¢* 3 a¢* i 6q§*
cj¢j+/r5¢ (8n2> rdF5+/F6¢ (anz) rdI‘6+/F7¢ <8n2> rdl,
_ . [ 09"
_/1—:6¢ (871,2) ’l"dFs.

El método se completa con la discretizacion de las incégnitas. Habitualmente

(4.106)

se discretiza el contorno en elementos, constando dicho elemento de nodos. El
nimero de nodos presente en un elemento da lugar al orden de aproximacién
de la distribucion de los valores de las variables en dicho elemento. Los valores
de las variables en los nodos son las incégnitas a calcular y de ellos depende
la forma de la distribucién. En nuestro caso, esta clase de discretizacion
en elementos ha sido la elegida para los contornos I'y, I's, I'¢ y I';. Los
elementos elegidos son cuadraticos, es decir, se aproximan los valores de las
variables en el elemento por un perfil parabdlico. Los valores del potencial
en los tres nodos de los que consta cada elemento fijan la forma del perfil. La
discretizacién de las variables en el contorno formado por la entrefase (I'y y
I's) viene guiada por la simetria axial que presenta el problema, aproximando
las variables ¢ y (8¢)/(0n) por sus series de Fourier

NFE

km
lr=f(z) = ay cos | —=z 4.107
¢lr=s(2) g i ( 3 ) (4.107)
NE2 ko
rmfizy = Y akcos | —z 4.108
Fresin = 3 akess (52) (4.108)
y
96° NrE ko
s T:f(z)— ; % COS <—)Tz) (4.109)
96° NEE ke
., = ; C COS —)\—z) (4.110)
o NEE P
g T:f(z)— ; by, cos (—B\—Z> , (4.111)
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en donde NF'E es el grado de discretizacién de las variables, que se ha elegido
por comodidad tdnico. Las ecuaciones (4.105) y (4.106) se transforman con

la discretizaciones referidas en

¢l +H; @ +H:- 03+ HY 2~ G2.c°~Gib°=0  (4.112)

;o +H] - &5+ H - &+ HS-a' — G} -b* =0 (4.113)

respectivamente, donde ®,, es el vector que agrupa los valores del poten-
cial en los nodos pertenecientes al contorno I',,, siendo m igual a 1,3,5 y 7;
a°, b’ c’ y a', b' son los vectores que agrupan las amplitudes del potencial
y del gradiente normal del potencial en los contornos I'y, I'y y ['¢ respectiva-
mente, y por dltimo HY* y GT* son los vectores de coeficientes que provienen
de la integracién de la solucién fundamental siendo j el punto donde se aplica
el pulso y m indica el contorno sobre el cual se ha integrado. Detalles del
calculo de estos vectores de coeficientes pueden encontrarse en el epigrafe
3.5.2. Si el nimero de elementos en los que se discretiza un contorno cuyas
incégnitas son los potenciales es de NE1 y NFE2 para el problema exterior e
interior respectivamente, el nimero de incégnitas presentes en las ecuaciones
(4.112) y (4.113) es de 2(2NFE1—~1)+3NFE y 2(2NE2 —1) + 2 NFE res-
pectivamente. El resto de ecuaciones necesarias para completar el sistema de
ecuaciones que permite la resolucion de las incégnitas se obtiene de la coloca-
cién del pulso en tantos puntos del contorno como incégnitas aparecen. Los
puntos elegidos para colocar la delta de Dirac son en el caso del problema
exterior los nodos de los contornos I'; y I's ( 2(2NE1 — 1) ecuaciones), NFE
puntos en el contorno I'y y NFE puntos en el contorno I'y lo cual contabiliza
un total de 2(2 NE1— 1)+ 2 NFE ecuaciones. Para el problema interior se-
guimos la misma tdnica obteniendo 2(2 NE2—1)+ NFE ecuaciones debidas
a la colocacién de pulso en los 2(2 NE2 — 1) nodos de los contorno I's y I'7
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y en NFE puntos del contorno I'g. El sistema de ecuaciones resultante es

N 1| @
H H H -G} -Gi]|
Hl H3 H4 __G2 _G4 (I)?’
2 22 2 2 a® | =0 (4.114)
Hl H3 H4 _G2 _G4
3 3 A3 3 3 c?
mom R -6 i |

para el problema exterior, en donde H} y G, es la matriz formada por
los coeficientes provenientes de la integracion de la solucién fundamental
indicando n el contorno sobre el cual se integra y m el contorno en el que
se sitia el pulso; el simbolo ”A” indica que se ha introducido el valor de la
constante c en el interior de la matriz. Del mismo modo el problema interior

resulta ser

N [ &, |
B H] B3 -Gg] |

H H! H! -G¢ [ =0 (4.115)
~~ a
H; H; H7 -G} ]|

Hasta ahora se ha tratado el campo exterior e interior por separado lo
que ha dado lugar a que el nimero de incégnitas sea mayor que el nimero
total de ecuaciones. La discrepancia entre ambos niimeros es de 2NFE. Esta
discrepancia se subsana con las condiciones de contorno en la entrefase que

permiten conectar el campo interior y exterior

lr=y = ¢'lr=r =a’=a' (4.116)
o _ai_ & o¢° 04 ¢ i_ LY 1o
o ﬁe"—f\/l——?f—féan1+ﬁ8n2_f1/1+fzz ib_ﬂ(Y b%)

(4.117)

donde Y es el vector formado por las amplitudes de la transformada de
Fourier de la funcién £/(f+/1 + f2). Substituyendo (4.116) y (4.117) en los
sistemas (4.114) y (4.115) obtenemos un sistema de ecuaciones completo y
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acoplado
(A B} G2 H: -Gt 0o o _  _ [ o ]
H H -G H -G o o ||® 0
H! B3 -G2 H -G 0 o || % 0
Hl H} -G2 H! -G! 0 0 ¢ 0
PN ol=1 1
0 0 0 H ;G A H ZO 568
0 0 o0 HS %Gg H; H] o5 —%Gg Y
1 N 1
0 0 0 H -ﬂ-Gi H: H] L &7 BG?Y

4.6 Resultados

En los resultados obtenidos se ha empleado el método de Fourier para el
problema fluidodindmico integrando la dependencia temporal con un método
denominado de extrapolacién semi-implicita descrito en Press et al. (1987).
En la resolucién del problema eléctrico se ha empleado el método de Fourier-
Bessel cambiando al método de Fourier-Elementos de Contorno cuando el
grado de deformacién de la entrefase es elevado. Como criterio de incremento
de la discretizacién y de cambio de método de resolucién del campo eléctrico
se ha empleado el grado de cumplimiento de la condicién de contorno eléctrica
de salto de campo normal. La resolucién de campo eléctrico con el método de
Fourier-Bessel se comienza con un grado de discretizacién de N = 4 donde N
es el nimero de términos de los que consta la expansién tanto del potencial
interior como el exterior. El grado de discretizaciéon N se aumenta en 2 si el
nivel de error alcanza un 1% cambiando definitivamente de método cuando
N alcanza un valor de 16 y el error excede 1 %. La discretizacién utilizada en
le método de Fourier-Elementos de contorno ha sido de NE1=18, NE2=6y
NFE = 55.

Los nodos, teniendo en cuenta que nuestro interés se centra en conocer
en detalle la solucién en la entrefase, se concentran en la cercania de la

entrefase para distanciarse a medida que se alejan de la entrefase. La regla
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Figura 4.8: Comparacion de la posicion de la entrefase f en funcidn de la
coordenada azial z entre el limite conductor y un chorro no conductor (8 = 10
y a = 100) para un chorro con A = 4.5, vy, = 0.3 y C = 0.05..

seguida es, en todos los casos, la de incrementar la distancia de un nodo con
respecto al siguiente en un 30 %. Los puntos pertenecientes a la entrefase I'y
y I's en donde se aplica el pulso estan equiespaciados. La eleccién del nivel
de discretizacién referido ha sido guiada, como es usual, por el equilibrio
entre exactitud y coste computacional. Para ello se ha resuelto un cierto
problema con diferentes niveles de discretizacion eléctrica. Observando la
sensibilidad que muestra la solucién a las diversas discretizaciones se elige
aquella que, alcanzando el nivel de exactitud requerido, presenta el menor
coste computacional. La discretizacién de las variables s,q y £ elegida es,
en todas ellas, de Nv=>50 eligiendo este grado de la misma manera con la
que se ha elegido la discretizacién eléctrica del método de Fourier-Elementos
de contornos. Como comprobacion tanto del programa numérico como del
nivel de discretizacién se ha resuelto y comparado los perfiles de la entrefase
(figura 4.8) y del campo normal exterior (figura 4.9) obtenidos con el limite

conductor descrito en el capitulo 3 y con los obtenidos con las ecuaciones
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Figura 4.9: Comparacion del perfil del campo exterior el en funcidn de la
coordenada azial z entre el limite conductor y un chorro no conductor (8 = 10
y a =100) para un chorro con A = 4.5, v, = 0.3 y C = 0.05.

descritas anteriormente con una permitividad relativa de § = 10 y con el
pardmetro de relajacién o = 100 siendo los pardmetros del chorro A = 5.4,
Y = 0.3 y C = 0.05. Se puede observar que en ambos perfiles el acuerdo
entre el caso conductor y no conductor es excelente.

El enorme nimero de pardmetros libres necesarios para caracterizar el
chorro (v,, C, #, & y A) nos obliga a restringir el andlisis paramétrico ba-
rriendo en los que consideramos mds relevantes (3, a y A) y manteniendo
fijo el resto (7,=0.3, C=0.1). En todos los resultados presentados en este
epigrafe la posicién del electrodo de electrificacién b es fija e igual a 25. Esta
posicién, como se comento en el capitulo 3, estd lo suficientemente alejada
como para que no afecten a los resultados.

En la figura 4.10 se ha dibujado la evolucién temporal del campo nor-
mal, exterior e interior; y tangencial en el gréfico inferior mientras que en el
superior se dibuja la evolucién temporal del perfil. Tanto el campo normal

interior e’ como el campo tangencial e; permanecen casi nulos en casi toda la
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Figura 4.10: Evolucion temporal de la posicion de entrefase (Grdfico Supe-
rior) y del campo eléctrico en la superficie (Grdfico Inferior): normal, (—)
exterior e (- - -) interior y;(...) tangencial. Los pardmetros que modelan el
chorro son C'=0.1, v,=0.8, =10 a=1.0 y A=4.00. Los perfiles dibujados
corresponden a los tiempos t=0.0, 7.0, 9.0 y 10.44

evolucién disparandose en los iltimos estadios el campo tangencial. El cam-
po normal exterior marca la densidad de carga superficial. A la luz del perfil
de ¢!, la migracién de las carga se deben fundamentalmente a los fenémenos
convectivos. A pesar de que el campo tangencial tiende a estabilizar al chorro
intentando arrastrar tanto al fluido como a las cargas desde la gota principal
hacia el filamento que conformard la gota satélite, los gradientes de presién

causados por la capilaridad provocan que el fluido continue fluyendo hacia la
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gota principal arrastrando con él la carga que, debido a su baja movilidad
(c), sigue al fluido.

13 5
P | ——p=2
-~ =10 .
125 77" o~
R B =80 7
" | —._. Conductor g /‘
2| a
1 !
“® 115 |
11 |
10.5 |
10 L A
35 4 45 5 55

Figura 4.11: Tiempo de rotura como funcion de la semilongitud de onda A
para diversos valores de la permitividad § manteniendo fijo los valores del
pardmetro de relajacion =5, del nimero de Taylor ¥,=0.8 y del nimero de
Ohnesorge C=0.1

Tal como describimos anteriormente, los campos interior y tangencial no
cobran importancia hasta los dltimos estadios de la evolucién por lo que la
distribucién de presiones difiere poco de aquella que se produce en el caso
conductor esto da lugar a que el tiempo empleado por la perturbacién para
crecer sea similar al conductor tal y como predice el andlisis lineal y confirma
las figuras 4.11 y 4.12.

Las razones aducidas para explicar la invarianza del tiempo de rotura
pueden explicar la similitud de los volimenes relativos que se observa en las
figuras 4.13 y 4.14 en donde se ha dibujado el volumen relativo de la gota
principal como funcién de A para un factor de relajacién a=>5.0 y diversos
valores de la permitividad (figura 4.13) y; para una permitividad relativa

fija B=10 y diversos valores de « (figura 4.14). En los primeros estadios
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Figura 4.12: Tiempo de rotura como funcion de la semilongitud de onda A
para diversos valores del factor de relajacion o manteniendo fijo los valores
de la permitividad =10, del nimero de Taylor v,=0.83 y del nimero de
Ohnesorge C=0.1

de la evolucién el efecto de los campos eléctricos tangencial e interior son
despreciables y cuando ambos cobran importancia no son capaces de hacer
variar la inercia adquirida por el fluido. Sin embargo se observa que para
valores muy bajos del factor de relajacién («=0.2,1) los campos interior y
tangencial actian desde un primer momento provocando un aumento del
volumen relativo de la gota principal.

En las figuras 4.15 y 4.16 se dibujan la dependencia con ) de la carga
transportada por las gotas principal y satélite adimensionalizada con la car-
ga de Rayleigh manteniendo en la figura 4.15 fijo § y variable o y en la
figura 4.16 fijo o y variable 8. La redistribucién de la carga entre la gota
principal y la satélite estd fuertemente influenciada por o y 5. Se puede
observar que el limite conductor es una cota inferior/superior de la carga que
transporta la gota principal/satélite. El movimiento fluido que transporta la

masa del liquido arrastra también en su movimiento a las cargas, debido a
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Figura 4.13: Volumen relativo de la gota principal como funcién de la se-
milongitud de onda A para diversos valores del factor de la permitividad 3
manteniendo fijo los valores del pardmetro de relajacidn =5, del nimero de
Taylor v,=0.3 y del nimero de Ohnesorge C=0.1

los bajos valores de a y 3, lo que no acaece en el limite conductor donde la
independencia del movimiento de las cargas y del fluido es total.

4.7 Resumen y conclusiones

En el presente capitulo se ha buscado resolver la rotura de chorros en el caso
de que las condiciones de inyeccién y las constantes del fluido determinan que
el tiempo de relajacién eléctrica es comparable con el tiempo caracteristico
de rotura. Para obtener mas informacién del comportamiento del chorro en
estas circunstancias se ha extendido el andlisis lineal realizado por Mestel
(1994, 1996) permitiendo cualquier valor de la viscosidad y considerando
ausente cualquier campo eléctrico impuesto en la direccién axial. A partir
del andlisis lineal se ha establecido que:
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Figura 4.14: Volumen relativo de la gota principal como funcion de la semi-

longitud de onda A para diversos valores del factor de relajacion o mante-

niendo fijo el valor de la permitividad =10, del niimero de Taylor v,=0.83 y

del nimero de Ohnesorge C=0.1

e El mecanismo de rotura sigue siendo esencialmente capilar. La influen-

cia del pardmetro de relajacién y de las fuerzas de polarizacién en la
rotura es débil, difiriendo poco los factores de crecimiento ¢ de aquellos

obtenidos en el limite conductor.

La viscosidad y la capa limite se revelan esenciales en la dindmica del
chorro. La presencia de un campo tangencial induce, para viscosidades
bajas, la presencia de una capa limite que se revela muy eficaz en
la reordenacién de las cargas. La reordenacién tiende a eliminar la
presencia del campo tangencial produciendo una distribucién de cargas
semejante a la que se produce en el limite conductor con lo que los

factores de crecimiento son indistinguibles entre ambos casos.

Los modos hidrodindmicos, aquellos en los que se producen fuertes

recirculaciones en el liquido equilibrandose los esfuerzos inerciales con
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Figura 4.15: Carga de las gotas principal (—) y satélite (- - -) adimensio-
nalizadas con la carga de Rayleigh como funcion de la semilongitud de onda
A para diversos valores de la permitividad § manteniendo fijo los valores del
pardmetro de relajacion a=>5, del nimero de Taylor v,=0.3 y del numero de
Ohnesorge C'=0.1

los viscosos siendo despreciable los capilares, aun siendo fuertemente
estables lo son menos que los mismos en el limite conductor dado que

el campo tangencial y la capa limite los potencian.

Para el estudio no lineal de estos chorros se ha vuelto a emplear un anélisis
unidireccional de Lee. Para ello se ha hecho necesario derivar la versién
unidireccional de la ecuacién de continuidad de la densidad de carga super-
ficial. Empleando resultados del analisis lineal se ha restringido la validez
del modelo unidireccional a aquellos chorros en los que la viscosidad es lo
suficientemente elevada como para que la capa limite inducida por el campo
tangencial no esté presente. En estas circunstancias el esfuerzo tangencial

se difunde hacia el interior del liquido manteniéndose con ello el perfil de
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Figura 4.16: Carga de las gotas principal (—) y satélite (- - -) adimensiona-
lizadas con la carga de Rayleigh como funcion de la semilongitud de onda A
para diversos valores del factor de relajacion o manteniendo fijo el valor de la
permitividad B=10, del nimero de Taylor v,=0.8 y del nimero de Ohnesorge
C=0.1

velocidades cuasiplano acorde con el empleado por el modelo de Lee. De los

resultados obtenidos con este modelo podemos concluir que:

e Los campos eléctricos interior y tangencial son despreciables en la ma-
yor parte de la evolucion del chorro salvo en los tltimos instantes en
los que el campo tangencial, localizado en la proximidad del estrangu-
lamiento, cobra cierta importancia. Este comportamiento conlleva a
que la evolucién, en su mayor parte, se asemeje al limite conductor por
lo que los tiempos de rotura y los volimenes de las gotas difieren poco
de aquellos calculados para el limite conductor.

e El pardmetro de relajacién bajo (« del orden unidad o menor) se tradu-

ce en que las cargas no son capaces de sustraerse al movimiento fluido
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siendo arrastradas por éste sobre todo en los tltimos instante de la ro-
tura cuando la velocidad es mas elevada. El movimiento fluido convecta
tanto la masa como la carga dando lugar a una mayor concentracién
de carga en la gota principal que en la satélite. Este efecto es tanto
mas senalado cuanto menor es el parametro de relajacién.



Capitulo 5
Experimentos

Para verificar la validez de los resultados obtenidos a partir de la simula-
cién numérica se han realizado una serie de experimentos cuyos detalles a

continuacién describimos.

5.1 Montaje

Una mezcla de agua y glicerina al 50 % es inyectada a la atmdsfera a través
de un aguja capilar, siendo esta inyeccién a la presién suficiente como para
que el liquido forme un chorro laminar de radio 210 um. La velocidad tipica
que adquiere el chorro es de 4 m/s. El chorro, por efecto de una pertur-
bacién sinusoidal continua impuesta aguas arriba, se desintegra en gotas a
través de un proceso completamente repetitivo. La perturbacién se admi-
nistra mediante la vibracién del tubo que llega a la aguja capilar(Ver Fig.
5.1), siendo la perturbacién impuesta de amplitud suficiente como para do-
minar sobre el ruido ambiente. Esta aseveracién se puede hacer dado que
la rotura producida por el ruido ambiente se produce a distancias del capi-
lar sensiblemente superior a aquellas presentes cuando la excitacién actia
(tipicamente 12 cm para el ruido ambiente frente a los 6 cm para excitacién
impuesta). La vibracién se realiza con un vibrador (Briiel & Kjel Vibration
Testing System type 3383), que trasforma una sefial eléctrica sinusoidal de

frecuencia y amplitud fija suministrada porun generador de funciones (PM-

135
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Figura 5.1: Esquema del montaje experimental

5135 Philips Function Generator) en una vibracién mecédnica con la misma
frecuencia y con amplitud proporcional a la amplitud de la seiial eléctrica de
entrada. El caracter repetitivo del fenémeno de rotura permite que, mediante
técnicas estroboscopicas, un fenémeno dindmico aparezca ante nuestros ojos
como fijo. En efecto, enfocando la zona de rotura con una cdmara (Sony
Black & White IRIS-CCD camera model SSC-M370CE) la luz que ilumina
el proceso es pulsada a la misma frecuencia a la que la excitacion tiene lugar,
congelando el proceso de rotura. La iluminacién proviene de un LED (Lig-
ht Emitting Diode, o traducido, diodo emisor de luz) de alta luminosidad
(3000 mcd) gobernado por un circuito construido en nuestro laboratorio. El

circuito transforma una sefial TTL de entrada proveniente del generador de
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A

Figura 5.2: Senales de ezcitacion y de iluminacidn

funciones en un tren de pulsos de anchura 700 nseg de frecuencia igual a la
de entrada que a su vez es la misma que la del vibrador. El circuito permi-
te ademas desfasar la senal de salida de la de entrada permitiendo estudiar
diferentes momentos de la rotura.(Fig. 5.2). La frecuencia de excitacién
se controla mediante un osciloscopio (Kikusui 100 MHz digital Oscilloscope
Model COR 5501U). La imagen congelada de la rotura es observada en un
monitor (Sony model KX-14cpl) y derivada a un PC en donde es adquiri-
da. La electrificacién del chorro se ejerce mediante dos electrodos planos,
denominados de electrificacion, de 40 mm de anchura y 155 mm de largo
colocados uno frente a otro a una distancia fija de 20 mm y que se conectan
a tierra. El chorro, al que se aplica un alto potencial mediante una fuente de
alta tensiéon Bertan model 205B-10R, discurre equidistante de los electrodos
de electrificacién. La aguja capilar y los electrodos de electrificacién estan
solidariamente unidos y montados sobre un posicionador lo que permite fijar

la atencién en diferentes puntos del chorro.

5.2 Medida de los parametros de ensayo

5.2.1 Determinacién de las constantes fisicas

La medida de la tensién superficial se ha realizado con un tensiémetro (Kriiss

digital-tensiometer K10T), la viscosidad con un viscosimetro (Brookfield di-
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gital viscosimeter model DV-II Version 2.0) y la densidad del chorro mediante
una balanza de precisién. También se ha medido la conductividad del liquido
por medio de un conductimetro (WTW Microprocessor Conductivity Meter
LF-3000). Los valores se dan en la tabla 5.1. El envejecimiento del liquido es

o P v K e/eo
0.048 N/m | 1123 Kg/m3 | 10.42 cps | 1.461072 S/m | 60

Tabla 5.1: Tabla de constantes fisicas del liquido

un factor a tener en cuenta pues las constantes fisicas pueden sufrir variacién
debido a la evaporacién del agua presente en la mezcla. La viscosidad es la
constante fisica mas sensible a sufrir dicha variacién. Este factor ha sido cui-
dadosamente controlado, constatando que las variaciones de los valores de las
constantes fisicas en el periodo de obtencion de los resultados experimentales

presentes en esta tesis son despreciables.

5.2.2 Determinacion de la velocidad del chorro

El método(dptico) de medida es clasico, consiste en relacionar la frecuencia

de produccién de las gotas con el espaciado entre ellas.
U,=LF (5.1)

donde L es la longitud de onda y F' la frecuencia de produccién de gotas.
Este método de medida esta sometido a la hipétesis de que las gotas no estén
frenadas. En la practica se realiza una media de la longitud de onda (Ver
Fig. 5.3 pues la precisién de la medida es tanto mejor cuantas mas longitudes

de onda se consideren.

e————@ - - 0 O @
4L |

Figura 5.3: Medida de la velocidad del chorro
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Figura 5.4: Proceso sequido para la obtencion de la imagen digitalizada
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5.2.3 Determinacién de los radios del chorro y de las

gotas

La determinacién del radio del chorro y de las gotas se realiza mediante el
andlisis de las imagenes adquiridas con el computador. La imagen obteni-
da es sometida a un tratamiento fotografico(ver figura 5.4), en el cual a la
imagen original (A), mediante la accién de diversos filtros (B-D), es transfor-
mada a una imagen en Blanco y Negro (E) siendo ésta guardada en formato
postscript, todos los procesos anteriores han sido efectuados con un programa
comercial de tratamiento de imdgenes. Es a partir de la imagen en Blanco
y Negro almacenada en formato postscript y de un programa como se deter-
minan los radios. El programa analiza el nimero de pixels de los que consta
la imagen de la gota o del chorro (E) y conocido el tamafio de un pixel, ob-
tiene la imagen digitalizada (F). Previamente se ha debido de realizar una
calibracién tendente a conocer el tamaifio de un pixel, para ello se toma una
imagen de un objeto de tamafo conocido, la aguja capilar en nuestro caso,
que procesada de la manera anteriormente descrita permite cuantificar el ta-
maifio de un pixel (8.292 10~% mm/pixel en los presentes experimentos). Los
radios de las gotas satélites se calculan a partir de la integracién numérica de
las im4genes digitalizadas supuesta simetria radial y asemejando el volumen
obtenido al de una esfera perfecta, siendo las principales calculadas a partir
de las satélites por continuidad. Para minimizar los errores, la gota satélite
es fotografiada en mas de un punto.

El radio del chorro se obtiene con el mismo proceso y, para mayor segu-
ridad, es medido en varios puntos del chorro suficientemente alejados de la
aguja capilar como para obviar la zona de transicién entre el perfil parabélico
y el perfil plano. El valor calculado para los presentes experimentos es de
210 pm.

5.2.4 Determinaciéon del numero de Taylor

La disposicién de los electrodos de electrificacién y del chorro no es axil-
simétrica lo que, a primera vista, hace sospechar la invalidez del montaje

para estudiar roturas axilsimétricas de chorros cargados. Sin embargo, la



5.2. MEDIDA DE LOS PARAMETROS DE ENSAYO 141

distribucién de campo eléctrico sobre la superficie del chorro es casi axil-
simétrica, dado que, tanto la anchura como la distancia entre los electrodos
son grandes frente al radio del chorro. Para verificar esta presuncién se ha re-
suelto mediante elementos de contorno la configuracién de electrodos planos
aplicando una diferencia de potencial de 1 V entre los electrodos de electri-
ficacion y el chorro. En la figura 5.5 se representa la dependencia del campo
normal (en V/mm) en la superficie con la variable acimutal para la configura-
cién experimental y para la utilizada en la teoria. Se puede observar la débil
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Figura 5.5: Distribucion de campo normal en la superficie del chorro

influencia de la distribucién de campo eléctrico con la variable acimutal. El
numero de Taylor de los experimentos es obtenido a partir del resultado del

calculo con elementos de contorno

 ,A(1.16103V)?
Yo = T : (5.2)

donde V' denota la diferencia de voltaje entre el chorro y los electrodos de

electrificacion, todas las variables vienen expresadas en el S.I.



142 CAPITULO 5. EXPERIMENTOS

5.2.5 Determinaciéon de la carga de las gotas

La determinacién de las cargas se realiza midiendo la intensidad que provoca
la carga transportada por las gotas. Para ello es necesario discriminar las
gotas principales de las satélite. La discriminacién surge, afortunadamente,
de manera natural (Figura 5.6). Las gotas satélites debido a su menor inercia
son desviadas del eje del chorro debido a la atraccién ejercida por los elec-
trodos de electrificacién impactando en dichos electrodos. Las principales,
mds pesadas, prosiguen su camino sin sufrir desviaciones de consideracién.
Las intensidades son medidas con un picoamperimetro Keithley modelo 485
en los electrodos de electrificacion en el caso de las satélites y en un elec-

trodo colocado aguas abajo para las principales. La carga de las gotas @ se

N ~
® ]
o
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Figura 5.6: Trayectoria de las gotas y forma de medir las intensidades

calcula a partir de la frecuencia de produccién de gotas F' y la intensidad
transportada por las gotas I, I = F' Q.

5.3 Resultados

Es necesario poner de manifiesto ciertas limitaciones del montaje; las medidas

experimentales de caricter cuantitativo que aqui se presentan son aquellas
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que no son afectadas por la amplitud de la perturbacién impuesta aguas
arriba (los radios y las carga de las gotas). Otras medidas de indudable
interés, pero en las que la amplitud inicial juegue un papel determinante,
como puede ser la influencia de la electrificacién en el tiempo de rotura, solo
pueden ser mostradas como comportamientos cualitativos siendo dificiles de
relacionar con la teoria. La razdn de dicha limitacién viene dada por el
caracter indirecto de la excitacién. Aunque es posible encontrar una funcién
que relacione la amplitud de la vibracién con la amplitud inicial de manera
experimental, funcién de transferencia, los errores y las hipétesis de partida
necesarias para su calculo hacen desestimable su utilizacién. Solo es posible
realizar ese tipo de medidas con exactitud si la funcién de transferencia entre
la excitacién y la perturbacién es directa, como es el caso de la excitacién
eléctrica descrita por Barbet (1997).

La relacién entre el tiempo de relajacion eléctrica y el tiempo capilar
es del orden de 10* por lo que el chorro puede considerarse conductor. El
nimero de Weber para los presentes experimentos es del orden de la centena
por lo que puede considerarse el chorro como infinito. Dado que se cumplen
las premisas dispuestas para el calculo numérico, descrito en el capitulo 3, es

posible comparar los resultados experimentales con los numéricos.

5.3.1 Medida de los radios de las gotas

En la presente seccién compararemos los radios de las gotas obtenidos expe-
rimentalmente y tedricamente. Las graficas presentan el radio de las gotas
principales y las satélites adimensionalizadas con el radio del chorro como
funcién del nimero de onda para diversos voltajes aplicados. En las figuras
5.7, 5.8 y 5.9 presentamos los resultados para un voltaje de 2000, 3000 y
4000 V respectivamente, lo cual representa un numero de Bond eléctrico de
v,=0.1042, 0.2344 y 0.4168 respectivamente, siendo el niimero de Ohnesorge
en los experimentos C' = 0.101 para todas las series. Los puntos experimen-
tales engloban més de una serie correspondiendo dichas series a diferentes
velocidades del chorro. Las gotas satélites disminuyen su volumen a medida

que el nivel de electrificacion es mas alto aunque la influencia es muy débil.
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Las gotas principales son menos sensibles al nimero de onda siendo despre-
ciable la influencia de la electrificacién en su volumen. Es remarcable el nivel
de acuerdo entre los experimentos y los resultados numéricos aunque el nivel

de acuerdo es lévemente peor para un voltaje alto (ver figura 5.9).
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Figura 5.7: Radio de las gotas adimensionales frente al numero de ondas
para un voltaje de 2000: El simbolo o representa las gotas principales, o
representa las gotas satélites, las lineas continuas representan los resultados

numeEricos.

5.3.2 Medida de la carga de las gotas

En las curvas expuestas en esta seccién se representa la carga adimensional
que transportan las gotas frente a la semilongitud de la onda adimensional.
La adimensionalizaciéon de la carga se realiza con la denominada carga limite
de Rayleigh, este limite representa la carga maxima que una gota de liquido
conductor puede soportar antes de que el efecto disgregador de la repulsién
culombiana sobrepase el efecto agregador de la tensién superficial. Este valor

viene dado por la expresién:

Qr = 8m(e,yr®)!/? (5.3)
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Figura 5.8: Radio de las gotas adimensionales frente al nimero de ondas
para un voltaje de 3000: El simbolo { representa las gotas principales, ¢
representa las gotas satélites, las lineas continuas representan los resultados

NUMETICoS.

En la figura 5.10 se representa la dependencia de la carga adimensional
transportadas por las gotas principales frente a la semilongitud de onda adi-
mensional para diversos niveles de electrificacién (2000 V, I';=0.1042; 3000
V,[',=0.2344 y 4000 V I',=0.4168). Tanto la teoria como los experimentos
concuerdan en predecir una nula dependencia de la carga adimensional con la
longitud de onda. En el caso de las gotas satélites (figura 5.11) se dibujan los
datos correspondiente a los niveles de electrificacién de 2000 V (I',=0.1042) y
3000 V (T',=0.2344). En este caso surgen cierta discrepancia entre el modelo
tedrico y el experimental, sobre todo para longitudes de onda corta. A pri-
mera vista pueden vislumbrarse dos razones por las cuales se pudiera explicar
dichas discrepancias. Una primera puede ser la debilidad de la aproximacién
unidireccional utilizada en los cdlculos numéricos en el rango de onda corta
aunque esta argumentacion se debilita en el momento en que los volimenes
no presentan tales discrepancias(figura 5.7 y 5.8). A la luz de lo expuesto

anteriormente cabe preguntarse si la relajacién eléctrica, a pesar de efectuar-
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Figura 5.9: Radio de las gotas adimensionales frente al nimero de onda
para un voltaje de 4000 V: El simbolo O representa las gotas principales, B
representa las gotas satélites, las lineas continuas representan los resultados

numéricos.

se en un tiempo muy corto, afecta ligeramente la distribucién de carga en la
superficie del chorro real siendo esta pequena diferencia, no suficiente como
para modificar los volimenes y la carga de las principales, suficiente como
para modificar la cantidad de carga transportada por las satélites. Sin em-
bargo analizando las series obtenidas a 2000 V surge cierta duda sobre la
idoneidad del dltimo argumento. En la figura 5.12 se comparan la cantidad
de carga con respecto a la total que es transportada por las gotas principales
y satélites calculadas a partir de la expresién
9pri Ipri Gsat Iot

Opri = = Y Osar = = 5.4
P qpri + Gsat Ipri + Isat sat Qpri + Qsat Ipri + Isat ( )

con aquellas obtenidas numéricamente, observandose que el acuerdo entre
ambas bueno. Para completar lo anteriormente dicho debemos constatar
que la intensidad que circula es independiente de la frecuencia de excitacién

o lo que es lo mismo que la carga total transportada por ambas gotas es
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Figura 5.10: Carga adimensional de las gotas principales en funcion de la
semilongitud de onda.Los puntos discretos representan los puntos experimen-
tales: (o) para V= 2000V, () para V= 8000 V y (O) para V= 4000 V; las
lineas continuas han sido calculados numéricamente para los nimero de Bond
eléctrico correspondientes(T',=0.1042,0.2344 y 0.4168 respectivamente).

proporcional a la longitud de onda como predice la teoria

A
Qr = 2/ 2me, ESF /1 + F2dZ = 4n A%, (1.16 E*V) \. 5.5
T A V1+F; ( ) (5.5)

En la 5.13 comparamos la carga total Qr(en Culombios) en funcién de la
semilongitud de onda con la teérica. Se puede observar que el acuerdo entre
ambas es excelente. Debe ser puesto de manifiesto la extrema sensibilidad
de la medida de la carga satélite a los errores experimentales como se observa,
en la figura 5.14, en efecto, cualquier corriente espurea, como por ejemplo las
corrientes de fuga, puede ser del mismo orden que la corriente debida a las
gotas satélites.
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Figura 5.11: Carga adimensional de las gotas satélites en funcion de la
semilongitud de onda.Los puntos discretos representan los puntos ezperi-
mentales: (o) para V= 2000 V y (0) V= 8000 V; las lineas continuas
han sido calculados numéricamente para los niumero de Bond eléctrico

correspondientes(T,=0.1042 y 0.2344 respectivamente).

5.4 Resumen y conclusiones

En este capitulo se ha realizado un montaje experimental con el objeto de
corroborar los resultados predichos por el modelo unidireccional de Lee en el
limite conductor. El montaje estd diseriado para dirimir la influencia de la
longitud de onda de una perturbacién impuesta en los volimenes de las gotas
principales y satélites asi como en la carga que éstas transportan. El acuerdo
entre los experimentos y el modelo es extremadamente bueno. Se ratifica la
invarianza de la carga adimensional transportada por las gotas principales
(adimensionalizada con la carga limite de Rayleigh) con la longitud de onda
predicha por modelo unidireccional. Sin embargo se observa cierta discrepan-
cia en la carga transportada por las gotas satélites (adimensionalizada con la
carga limite de Rayleigh) para ondas cortas. Esta discrepancia es achacable

a la acumulacién errores experimentales que se producen en el calculo de los
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Figura 5.12: Carga relativa tedrica (linea continua) y experimental para las
diversas series efectuadas a 2000 V en funcién de la longitud de onda

volimenes y de las cargas donde el control de corrientes espureas es dificil.
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Figura 5.13: carga total en funcidn de la semilongitud de onda: datos experi-
mentales obtenidos de las series efectuadas a 2000 V curva tedrica obtenida

de la expresion 5.5
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Figura 5.14: Errores relativos medidos en tanto por ciento cometidos en la

medida de la carga transportada por las satélites y las principales.



Capitulo 6
Conclusiones

1. Se ha utilizado un modelo de Lee para simular la rotura de chorros ca-
pilares cargados en los que como estado bésico, estado existente antes
de que perturbacién se desarrolle, el chorro es perfectamente cilindrico
y supercritico y la carga estd dispuesta completamente relajada. Estas
hipétesis se revelan fundamentales para modelar los chorros emitidos
en electrosprays pues permite asegurar que la densidad de carga vo-
lumétrica permanece constante en todo el proceso de rotura como des-
criben los recientes experimentos de de Juan y Fernandez de la Mora
(1997) y el andlisis teérico de Gandn-Calvo (1999b). El modelo permite
un céalculo cuantitativo de los tamanos y las cargas resultantes de la
rotura del chorro capilares bajo moderados niveles de electrificaciéon y
viscosidad. Esto es esencial para el andlisis de un spray cargado, su
evolucién y distribucién espacial usando método Lagrangianos de la
dindmica de las particulas (Gaiidn-Calvo et al. (1994)).

2. La adimensionalizacién ha permitido identificar la existencia del deno-
minado pardmetro de relajaciéon o que describe el comportamiento de
las cargas dispuestas en la superficie durante el proceso de rotura. Para
valores de o > 1 el chorro se denomina conductor caracterizandose este
limite por la independencia del movimiento de la carga del movimiento
fluido. En este limite no existe ninguna restriccidn a la utilizacién del

modelo de Lee pudiéndose realizar un andlisis paramétrico barriendo

133
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en la viscosidad (Ndmero de Ohnesorge C), el nivel de electrificacién
(Ntmero de Taylor v,) y de la semilogitud de onda de la perturbacién
A.

Del andlisis paramétrico en el limite conductor se puede concluir que
la longitud de onda maés inestable en una rotura natural del chorro
disminuye (aumenta) a medida que la electrificacién (viscosidad) au-
menta, pero tal disminucién (aumento) es muy discreto y depende de
la amplitud inicial de la perturbacién: menos de un 25 % para nimeros
de Taylor hasta 0.4 y nimeros de Ohnesorge comprendidos entre 0.01
y 0.5. Este hecho permite validar la hipétesis de que el didmetro del
chorro se relaciona con el de las gotas por el factor 1.89 empleada
exhaustivamente en la derivacién de las leyes de escala [Gafidn-Calvo
(1997a,b), Ferndndez de la Mora y Loscertales (1994) entre otros).

A los conocidos efectos de la electrificacién sobre la estabilizacién (ines-
tabilizacién) para la longitud de onda largas (cortas) ya predichos por
el andlisis lineal, se suma la invariancia de la carga (adimensionalizada
con la carga de Rayleigh) que transporta la gota principal con la longi-
tud de la onda adimensional. Este sorprendente resultado es ratificado

experimentalmente.

La viscosidad aparece como mecanismo mds eficaz para disminuir, e
incluso eliminar, los volimenes de las gotas satélites provocando que
la carga en dichas gotas se aproxime a los valores limites de Rayleigh
siendo éstas susceptibles de sufrir explosiones culémbicas. Gafidn-Calvo
(1999¢) sefiala a la viscosidad como factor fundamental en la descrip-
cién del chorro emitido en un electrospray. La introduccién de la visco-
sidad se revela fundamental para solventar las discrepancias surgidas en
las leyes universales de escala derivadas por Gaiidn-Calvo et al. (1997)
y Ferndndez de la Mora y Loscertales (1994) sobre todo para cauda-
les bajos en los que los didmetros del chorro se hacen extremadamente
delgados.

6. Se ha realizado el anélisis lineal de los chorros no conductores (« finito)
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que ha permitido constatar que el mecanismo de rotura sigue siendo
esencialmente capilar. La influencia del parametro de relajacién y de
las fuerzas de polarizacién en la rotura es débil, difiriendo poco los

factores de crecimiento o de aquellos obtenidos en el limite conductor.

Este analisis revela también que la viscosidad y la capa limite se revelan
esenciales en la dindmica del chorro. La presencia de un campo tangen-
cial induce, para viscosidades bajas, la presencia de una capa limite que
se revela muy eficaz en la reordenacién de las cargas. La reordenacién
tiende a eliminar la presencia del campo tangencial produciendo una
distribucién de cargas semejante a la que se produce en el limite con-
ductor con lo que los factores de crecimiento son indistinguibles entre
ambos casos.

. Los modos hidrodinamicos, aquellos en los que se producen fuertes

recirculaciones en el liquido equilibrandose los esfuerzos inerciales con
los viscosos y siendo despreciable los capilares, aun siendo fuertemente
estables lo son menos que los mismos en el limite conductor dado que

el campo tangencial y la capa limite los potencian.

Se ha realizado un andlisis no lineal en el limite no conductor empleando
para ello el modelo unidireccional de Lee. Para ello se ha hecho necesa-
rio derivar la versién unidireccional de la ecuacién de continuidad de la
densidad de carga superficial. Empleando resultados del analisis lineal
se ha restringido la validez del modelo unidireccional a aquellos chorros
en los que la viscosidad es lo suficientemente elevada como para que la
capa limite inducida por el campo tangencial no esté presente. En es-
tas circunstancias el esfuerzo tangencial se difunde hacia el interior del
liquido manteniéndose con ello el perfil de velocidades cuasiplano acor-
de con el empleado por el modelo de Lee. De los resultados obtenidos

con este modelo podemos concluir que:

Los campos eléctricos interior y tangencial son despreciables en la ma-
yor parte de la evolucién del chorro salvo en los ultimos instantes en

los que el campo tangencial cobra cierta importancia localizada en la
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proximidad del estrangulamiento. Este comportamiento conlleva a que
la evolucién, en su mayor parte, se asemeje al limite conductor por lo
que los tiempos de rotura y los volimenes de las gotas difieran poco de

aquellos calculados por el limite conductor.

El pardmetro de relajacién bajo (« del orden unidad o menor) se tradu-
ce en que las cargas no son capaces de sustraerse al movimiento fluido
siendo arrastradas por éste sobre todo en los tltimos instante de la ro-
tura cuando la velocidad es més elevada. El movimiento fluido convecta
tanto la masa como la carga dando lugar a una mayor concentracién
de carga en la gota principal que en la satélite. Este efecto es tanto

més senalado cuanto menor es el pardmetro de relajacién.

6.1 Posibles lineas futuras

1.

Mejorar las prestaciones del montaje experimental para conseguir me-
didas mas finas de los volimenes y de las cargas transportadas por
las gotas. Para ello se pretende aumentar la definicién de la imagen y

disminuir las posibles fugas eléctricas.

. Con el montaje mejorado, realizar experimentos con liquidos dieléctricos

tales como el tolueno o el hexano buscando corroborar los resultados
numéricos obtenidos por el modelo de Lee con factor de relajacién fi-

nito.

Para liquidos de conductividad finita resolver el problema tridimensio-
nal modelando adecuadamente la capa limite existente en el caso de
viscosidad pequefia y evaluar con ello los errores cometidos tanto por
la teoria lineal como por el modelo de Lee.

. Dado que el modelo de Lee es adecuado para el estudio de chorros con-

ductores, extender este modelo para que tome en cuenta el fenémeno de
la emision de iones existente en los chorros de los electrosprays conduc-
tores de tamafio nanométrico (Gamero, 1998). Este modelo permitiria

establecer el instante en el que se produciria tal emisién y evaluar tanto
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la cantidad de iones emitida como la influencia que dicha emisién tiene

en la evolucién del chorro cargado.



Bibliografia

AsHGRIZ, N. Y MASHAYEK, F. 1995 Temporal analysis of capillary jet
breakup. J. Fluid Mech. 291, 163-190.

BAILEY, A. G. 1988 Electrostating spraying of liquids. John Wiley & Sons,

Inc.

BARBET, B. 1997 Stimulations electrohydynamique et thermique de jets de
liquide conducteur. tesis doctoral, Université Joseph Fourier-Grenoble-1.

BAsseT, A. B. 1894 waves and jets in a viscous liquid. Am. J. Math. 16,
93-110.

Bogy, D. B. 1978 Use of one-dimensional cosserat theory to study instabi-
lity in a viscous liquid jet. Phys. Fluids 21, 190-197.

Bogy, D. B. 1979 Drop formation in a circular liquid jet. Ann. Rev. Fluid
Mech. 11, 207-228.

BORKAR, A. Y TsaAMoPULOS, J. 1991 Boundary-layer analysis of the dy-
namics of axisymmetric bridges. Phys. Fluids A 3 (12), 2866-2874.

BousriELD, D., KeEUNINGS, R., MARRuUCCI, G. Y DENN, M. M. 1986
Non-linear analysis of the surface tension driven breakup of viscoelastic
filaments. J. Non.Newt. Fluid Mech. 21, 79-97.

BreBBIA, C. A. Y DOMINGUEZ, J. 1989 Boundary Elements. An Intro-
ductory Course. Computational Mechanics Publications and McGraw-Hill
Book Company.

159



160 BIBLIOGRAFIA

BRENN, G. Y LACKERMEIER, U. 1997 Drop formation from a vibrating ori-
fice generator driven by modulated electrical signals. Phys. Fluids 9 (12),
3658-3669.

BRUNNER, D. J. 1998 Jet breakup mechanism in the cone-jet mode of elec-
trohydrodynamic spray. Proyecto fin de carrera, TU Delft.

CHANDRASEKHAR, S. 1961 Hydrodynamic and hydromagnetic stability, 1*
edicién. Clarendon, Oxford.

CHAUDHARY, K. C. Y MAXWORTHY, T. 1980a The non linear capillary

instability of a liquid jet. part ii. experiments on jet behavior before droplet
formation. J. Fluid Mech. 96, 287-297.

CHAUDHARY, K. C. Y MAXWORTHY, T. 1980b The non linear capillary
instability of a liquid jet. part iii. experiments on satellite drop formation
and control. J. Fluid Mech. 96, 287-297.

CHAUDHARY, K. C. Y REpEKOPP, L. G. 1980 The non linear capillary
instability of a liquid jet. part i. J. Fluid Mech. 96, 257-270.

CLOUPEAU, M. Y PRUNET-FocCH, B. 1989 Electrostatic spraying of liquids
in cone-jets mode. J. Electrostatic 22, 135-159.

DE JUAN, L. Y FERNANDEZ DE LA MORA, J. 1997 Charge and size distri-
butions of electrospray drops. J. Coll. Interf. Sci. 186, 280-293.

DoNNELLY, R. J. Y GLABERSON, W. 1966 Experiment on capillary insta-
bility of liquid jets. Proc. R. Soc. Lond. A 290, 547-556.

EGGERS, J. Y DupoNT, T. F. 1994 Drop formation in a one-dimensional
approximation of the navier-stokes equations. J. Fluid Mech. 262, 205.

FERNANDEZ DE LA MORA, J. 1996 On the outcome of the culombic fission
of a charged isolated drop. J. Coll. Interface Sci. 178, 209-218.

FERNANDEZ DE LA MORA, J. Y LOSCERTALES, 1. 1994 The current emitted
by highly conducting taylor cones. J. Fluid Mech. 260, 155-184.



BIBLIOGRAFIA 161

GANAN-CALVO, A. M. 1997a Cone-jet analytical extension of taylor’s elec-
trostatic solution and the asymptotic universal scaling laws in electrospra-
ying. Phys. Rev. Lett. 79 (2), 217-220.

GANAN-CALVO, A. M. 1997b On the theory of electrohydrodinamically
driven capillary jets. J. Fluid Mech. 335, 165-188.

GANAN-CALVO, A. M. 19994 Comunicacién interna. Pendiente de publica-

cié n.

GANAN-CALVO, A. M. 1999b The surface charge in electrospraying: Its
nature and its universal scaling law. J. Aerosol Sci. 30 (7), 863-873.

GANAN-CALvVO, A. M., DAvILA, J. Y BARRERO, A. 1997 Current and

droplets size in the electrospraying of liquid. scaling laws. J. Aerosol Sci.
28 (2), 249-275.

GANAN-CALVO, A. M., LASHERAS, J. C., DAvILA, J. Y BARRERO, A.

1994 The electrostatic spray emitted from an electrified conical meniscus.
J. Aerosol Sci. 24, 1121-1142.

GAMERO, M. 1998 The transfer of ions and charged nanoparticles from
solution to the gas phase electrospray. tesis doctoral, Universidad de Yale.

GARcia, F. J. 1998 Aplicacién de modelos unidimensionales a la dindmica
de columnas liquidas con y sin campo eléctrico. tesis doctoral, Universidad
de Sevilla.

GARcia, F. J. Y CASTELLANOS, A. 1994 One-dimensional models for slen-
der axisymmetric viscous liquid jets. Physics of Fluids 6 (8), 2676-2689.

GARciaA, F. J. Y CASTELLANOS, A. 1996 One-dimensional models for slen-
der axisymmetric viscous liquid bridges. Phys. Fluids 8 (11), 2837-2846.

GOEDDE, E. F. Y YUEN, M. C. 1970 Experiments on liquid jets instability.
J. Fluid Mech. 40, 495-511.



162 BIBLIOGRAFIA

GoMEZ, A. Y TaNG, K. 1994 Charge and fission of droplets in electrostatic
sprays. Phys. Fluids 6 (1), 404-414.

GREEN, A. E. 1976 On the nonlinear behavior of fluid jets. Int. J. Eng. Sci
14, 49-63.

HarTMAN, R. P. A., BRUNNER, D. J., CAMELOT, D. M. A., MARIJNIS-
SEN, J. C. M. Y SCARLETT, B. 1999 Electrohydrodinamic atomization

in the con-jet mode physical modeling of the liquid cone and jet. J. Aerosol
Sci. 30 (7), 823-849.

HavaTi, I., BAYLEY, A. I. Y TADROs, T. F. 1986a Investigations into
the mechanisms f electrohydrodinamically spraying of liquids. i. effect of
electric field and the environment on pendant drops and factors affecting
the formation of stable jets and atomization. J.Colloid Interface Sci. 117,
205-221.

HavaTi, 1., BAYLEY, A. I. Y TADROS, T. F. 1986b Investigations into the
mechanisms f electrohydrodinamically spraying of liquids. ii. mechanism of
stable jet formation and electrical forces acting on a liquid cone. J.Colloid
Interface Sci. 117, 222-230.

HiGUERA, M., NicoLAS, J. A. Y VEGA, J. M. 1994 Linear oscillations of
weakly dissipative axisymmetric liquid bridges. Phys. Fluids 6 (2), 438~
450.

HUEBNER, A. L. 1969 Disintegration of charged liquid jets. J. Fluid Mech.
38, 679-688.

JACKSON, J. 1962 Classical Electrodynamics, 22 edicién. John Wiley & Sons,

Inc.

KELLER, J. B., RuBiNow, S. I. Y Tu, Y. O. 1973 Spatial instability.
Physics of Fluids 16 (12), 2052-2055.

KEUNINGS, R. 1986 A transient finite element method for solving deformable
surface flows. J. Comp. Phys. 62, 199.



BIBLIOGRAFIA 163

LAFRANCE, P. 1975 Nonlinerar break up of a laminar liquid jet. Phys. Fluids
18, 428-432.

Lanpau, L. D. vy LirsHITZ, E. M. 1960 Electrodynamics of continuous

media. Pergamon, London.

Leg, H. C. 1974 Drop formation in liquid jets. IBM J. Res. Develop. 18,
364-369.

LEFEVBRE, A. H. 1989 Atomization and sprays. Hemisphere publishing Cor-

poration.

LEIB, S. J. Y GOLDSTEIN, M. E. 1986 The generation of capillary instabi-
lities on a liquid jet. J. Fluid Mech. 168, 479-500.

LOPEZ-HERRERA, J. M., GANAN-CALvVO, A. M. Y PEREZ-SABORID, M.
1999 One-dimensional simulation of the breakup of capillary jets of conduc-
ting liquids. application to e.h.d spraying. J. Aerosol Sci. 30 (7), 895-912.

MAGARVEY, R. H. Y OUTHOUSE, L. E. 1962 Note on the break-up of a
charged liquid jet. J. Fluid Mech. 13, 151-157.

MANSOUR, N.N. v LUDGREN, T. S. 1990 Satellite formation in capillary
jet breakup. Phys. Fluids A (2), 1141-1144.

MELCHER, J. R.. 1963 Field-coupled surface waves.. M.1.T. Press,Cambridge,
Massachusetts.

MELCHER, J. R. 1969 Electrohydrodynamics: A review of the role of inter-
facial shear stresses. Annu. Rev. Fluid Mech. 1, 111-146.

MELCHER, J. R. Y WARREN, E. P. 1971 Electrohydrodynamics current
carrying semi-insulating jet. J. Fluid Mech. 47, 127-143.

MESEGUER, J. 1983 The breaking of axisymmetric slender liquid bridges.
J.Fluid Mech. 130, 123-151.

MESTEL, A. J. 1994 Electrohydrodynamic stability of slightly viscous jet.
J. Fluid Mech. 274, 93-113.



164 BIBLIOGRAFIA

MESTEL, A. J. 1996 Electrohydrodynamic stability of highly viscous jet. J.
Fluid Mech. 312, 311-326.

MuTtoH, M., KAIEDA, S. Y KIMIMURA, K. 1979 Convergence and disinte-

gration of liquid jets induced by an electrostatic filed. J. Appl. Phys. 50,
3174-3179.

NAYFEH, A. 1970 Nonlinear stability of a liquid jet. Phis. Fluids 13, 841—
847.

ORME, M. Yy MunTz, E. P. 1990 The manipulation of capillary stream
breakup using amplitude-modulated disturbances: A pictorial quantitative
representation. Physics of Fluids 2 (7), 1124-1140.

PANTANO, C., GANAN-CALVO, A. M. Y BARRERO, A. 1994 Zeroth order,

electrohydrostatic solution for electrospraying in cone-jet mode. J. Aerosol
Sci. 25 (6), 1065-1077.

PERALES, J. M. Y MESEGUER, J. 1992 Theoretical and experimental study

of the vibration of axisymmetric ciscous liquid bridges. Phys. Fluids A
2 (4), 1110-1130.

PLATEAU, J. 1846 Acad. Sci. Bruzelles Mém. 23, 25.

PLATEAU, J. 1863 Experimental and theoretical researches on the figures of
equilibrium of a liquid mass withdrawn from the action of gravity. Ann.
Rep. Smithsonian Institution pags. 207-285.

PrEss, W. H., TEUKOLSKY, S. A., VETTERLING, W. T. Y FLANNERY,
B. 1987 Numerical Recipes in FORTRAN: The art of Scientific Compu-
ting., 22 edicién. Cambridge University Press.

RAYLEIGH, L. 1878 On the instability of jets. Proc. Lond. Math. Soc. 10,
4-13.

RAYLEIGH, L. 1879 Proc. R. Soc. London 29, 94.



BIBLIOGRAFIA 165

RAYLEIGH, L. 1882 Further observations upon liquid jets. Proc. R. Soc.
London 34, 130-145.

RAYLEIGH, L. 1891 Nature, , vol. 44. London.

RAYLEIGH, L. 1892 On the instability of a cylinder of viscous liquid under
capillary forces. Philos. Mag. 34 (207), 145-154.

RuTLAND, D. F. Y JAMESON, G. J. 1970 A non-linear effect in the capillary
instability of liquid jets. J. Fluid Mech. 46, 267-271.

SAVART, F. 1833 Mémoire sur la constitution des veines liquides lancées par

des orifices circulaires em mince paroi. Annal. Chim. 53, 337.

SAVILLE, D. A. 1970 Electrhydrodynanic stability: Fluid cylinders in longi-
tudinal electric fields. Phys. Fluid 13, 2987-2994.

SAVILLE, D. A. 1971 Stability of electrically charged viscous cylinders. Phys.
Fluid 14, 1095-1099.

SAVILLE, D. A. 1971a Electrohydrodynanic stability: Effects of charge re-
laxation at the interface of a liquid jet. J. Fluid Mech. 48, 815-827.

SAVILLE, D. A. 1997 Electrohydrodynamics: The taylor-melcher leaky die-
lectric model. Annu. Rev. Fluid Mech. 29, 27-64.

SCHULKES, R. M. S. M. 1993 Dynamics of liquid jets revisited. J. Fluid
Mech. 250, 635-650.

SETIAWAN, E. Y HEISTER, S. 1997 Nonlinear modeling of an infinite elec-
trified jet. J. Electrostatic 42, 243-257.

TAYLOR, G. I. 1964 Disintegration of water drops in a electric field. Proc.
R. Soc. Lon. A (280), 383-397.

ToMOTIKA, S. 1935 On the stability of a cylindrical thread of a viscous
liquid surrounded by another viscous fluid. Proc. R. Soc. Lon. 150, 322.



166 BIBLIOGRAFIA

WEBER, V. C. 1931 Zum zerfall eines flussigkeitsstrahles. Z. Angew. Math.
Mech. 11, 151-163.

YUEN, M. 1968 nonlinear stability of a liquid jet. J. Fluid Mech. 33, 151.

ZELENY, J. 1914 The electrical discharge from liquids points, and a hydros-
tatic method of measuring the electric intensity at their surfaces. Phys.

Rev. 3, 69-91.

ZELENY, J. 1915 On the conditions of instability of liquids drops, with ap-
plications to the electrical discharge from liquid points. Proc. Camb. Phil.
Soc. 18, 71-93.

ZELENY, J. 1917 Instability of electrified liquid surfaces. Phys. Rev. 10, 1-6.

ZHANG, Y. Y ALEXANDER, J. I. D. 1990 Sensitivity of liquid bridges sub-
ject to axial residual acceleration. Phys. Fluids A 1 (11), 1966-1974.





