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§VI.1. Homotoṕıa propia y finales de Freudenthal . . . . . . . . . 149

§VI.2. Aplicaciones confluentes y aplicaciones propiamente esencia-

les . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

§VI.3. Algunas propiedades homotópicas relacionadas con los espa-
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Introducción.

La primera definición de continuo se remonta a los oŕıgenes de la topoloǵıa,

cuando aún era denominada “Analysis Situs”. Fue Cantor [11] en 1883 quien

definió un continuo como un subespacio eucĺıdeo C ⊂ Rn perfecto (esto es, sin

puntos aislados) tal que para dos puntos cualesquiera a y b y para todo ǫ > 0

existe un número finito de puntos a = p0, p1, . . . , pn = b tales que la distancia

entre dos consecutivos sea menor que ǫ.

Es interesante observar que la definición original de Cantor no haćıa refe-

rencia a la compacidad. De hecho esta propiedad aún no era bien conocida por

entonces ya que el primer estudio de la compacidad, debido a E. Borel, data

de 1894. La compacidad en su forma actual fue introducida por P. Alexandroff

y P. Uryshon en 1928.

En presencia de la compacidad la definición de Cantor resulta ser equiva-

lente a la definición actual de conexión para los espacios métricos.

En los años 20 la escuela polaca de topoloǵıa, compuesta entre otros por W.

Sierpiński, S. Mazurkiewicz, B. Knaster y K. Kuratowski, dió un impulso de-

cisivo a la teoŕıa de continuos en el ambiente compacto, quedando establecida

prácticamente como definición canónica de un continuo la de un espacio métri-

co, compacto y conexo. Como referencia histórica sobre la teoŕıa de continuos

puede consultarse a J. J. Charatonik [15] y W. T. Ingram [40].

Debido a las riqúısimas consecuencias de la compacidad, la teoŕıa de los

continuos se ha desarrollado casi en su totalidad en la clase de los espacios

compactos. Sin embargo, espacios importantes sin esta propiedad no faltan,

comenzando por los espacios eucĺıdeos. Incluso tratando espacios compactos

surgen espacios no compactos de manera inmediata; por ejemplo los espacios
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recubridores de espacios con grupo fundamental infinito. La propiedad que

reemplaza a la compacidad en estos espacios es la compacidad local.

En ausencia de compacidad es necesario tratar con los puntos “ideales”

en el infinito que las “fugas” del espacio proporcionan. Y esto es aśı desde

las propiedades básicas de la topoloǵıa conjuntista hasta las propiedades más

refinadas de la topoloǵıa geométrica de variedades. Una primera actitud ante la

falta de compacidad es restringir el marco de trabajo de la categoŕıa topológica

(Top), creando una subcategoŕıa adecuada dentro de ella. Esta subcategoŕıa

es conocida como la categoŕıa propia (Topp) y consiste, hablando sin rigor,

en tomar sólo aquellas aplicaciones continuas que preservan el “infinito”.

La categoŕıa propia tiene sus oŕıgenes en la clasificación de las superfi-

cies no compactas por B. Kerékjártó en 1923 [44], pero no tuvo entidad como

especialidad de la topoloǵıa hasta los trabajos de L. C. Siebenmann sobre va-

riedades no compactas [70]. En ellos aparecen ya algunas de las caracteŕısticas

que definen a la categoŕıa propia: invariantes de finales, procesos geométricos

infinitos, etc...

Esta Memoria es una contribución al estudio de las propiedades topo-

geométricas de los continuos generalizados; es decir, espacios métricos sepa-

rables, conexos y localmente compactos. Hemos dividido su contenido en dos

partes que pasamos a detallar.

La Parte A comprende cuatro caṕıtulos dedicados al estudio de la topoloǵıa

conjuntista de los continuos generalizados. En el primer caṕıtulo se desarrolla

con detalle la noción de final de un espacio de Hausdorff localmente compacto

mediante el uso de ultrafiltros al estilo de [22] y [37]. Hemos incluido esta in-

troducción pormenorizada al no aparecer en los manuales de topoloǵıa general

disponibles en la literatura. Cuando nos restringimos a los continuos generali-

zados ganamos intuición geométrica pues entonces los finales de Freudenthal

pueden entenderse como sucesiones encajadas de cuasicomponentes. Aunque

este resultado es citado en [67], creemos de interés incluir una demostración

aqúı pues no hemos tenemos constancia de ninguna otra en la literatura.

En el Caṕıtulo II añadimos la conexión local y trabajamos con los continuos

generalizados de Peano. A esta clase pertenecen los objetos geométricos de más



Introducción. xv

interés como son las variedades topológicas conexas y los poliedros conexos

localmente finitos. Para estos espacios un final viene dado por una sucesión

inversa de componentes (arco)conexas que es la versión habitual de final que

se usa en la topoloǵıa algebraico-geométrica propia. La sección auxiliar §II.1A

contiene los rudimentos de la clase de los continuos generalizados de Peano que

son dendŕıticos (dendritas), cuyas propiedades topológicas extienden a las de

los árboles de la teoŕıa de grafos. La Sección §II.2 la dedicamos al análisis de un

resultado reciente de M. Bognár (Teorema A en [8]) sobre el teorema clásico de

Hahn-Mazurkiewicz que caracteriza los continuos ordinarios. El Teorema II.2.1

proporciona una demostración mucho más corta que la original en [8], y vemos

que, en realidad, es equivalente al Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (Teorema

II.2.4). La Sección §II.3 está dedicada a demostrar diferentes generalizaciones

de este resultado en ausencia de compacidad.

Una herramienta fundamental en la teoŕıa de los continuos es el ĺımite

de sucesiones inversas de espacios. Esta construcción proporciona una técnica

útil para generar continuos complicados a partir de espacios más sencillos

([19] y [39] son dos referencias clásicas) ya que el ĺımite inverso de continuos

es un continuo. Dedicamos el Caṕıtulo III al estudio de algunas propiedades

topológicas de ĺımites inversos de sucesiones de espacios no necesariamente

compactos con aplicaciones de enlace propias.

Prescindir de la compacidad nos priva de las propiedades fundamentales de

los ĺımites inversos en la teoŕıa de los continuos ordinaria, pues dicha propiedad

es crucial tanto para la existencia como para la conexión del ĺımite inverso de

una sucesión de continuos. Por tanto, al considerar espacios no compactos

el ĺımite inverso no tiene por qué existir, y de existir no tiene por qué ser

necesariamente conexo; incluso vemos como puede fallar la metrizabilidad del

espacio de finales (Ejemplo III.2.4). Entre las primeras conclusiones alcanzadas

en este caṕıtulo destacamos que las anomaĺıas antes mencionadas no aparecen

en los ĺımites inversos de semirectas eucĺıdeas R≥0 = [0,+∞), pues son todos

continuos generalizados con un único final (Teorema III.3.4), ni en los ĺımites

inversos de rectas eucĺıdeas R que son continuos generalizados con dos finales

(Teorema III.4.2). También demostramos que no existe un objeto universal

para tales ĺımites inversos (Teorema III.3.6).
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En la Sección §III.4 se caracterizan a los dendritas como aquellos espacios

que son ĺımites inversos de árboles con aplicaciones de enlace propias (Teo-

rema III.4.3). Este resultado, a pesar de su enunciado sencillo, parece nuevo

en la literatura. Terminamos este caṕıtulo encontrando un dendrita universal

(Teorema III.5.2).

Concluimos la Parte A con el Caṕıtulo IV donde se estudia el compor-

tamiento de la extensión de Freudenthal (y de Alexandroff) de una aplica-

ción propia respecto a la confluencia, semiconfluencia y confluencia débil. Las

aplicaciones confluentes entre continuos han sido ampliamente estudiadas en la

literatura desde que fueron definidas por J. J. Charatonik [14], generalizando

a las clases de las aplicaciones monótonas y las aplicaciones abiertas. Algunos

autores ya han usado aplicaciones con fibra compacta para extender resultados

sobre aplicaciones confluentes en la teoŕıa de los continuos clásica a espacios

no compactos; ver [34]. Este caṕıtulo es una contribución a este esfuerzo.

En detalle, comenzamos señalando que ninguno de los tipos de aplicaciones

confluentes mencionadas anteriormente es preservado por la extensión de Freu-

denthal (Ejemplo IV.2.11). Sin embargo, obtenemos resultados positivos cuan-

do las aplicaciones implicadas tienen codominio localmente conexo (Teoremas

IV.2.13, IV.4.5 y IV.5.6). La extensión de Freudenthal también preserva la

confluencia y la confluencia débil para aplicaciones que induzcan un homeo-

morfismo entre los espacios de finales (Teorema IV.6.5). De manera similar, la

compactificación por un punto de Alexandroff preserva las aplicaciones con-

fluentes y débilmente confluentes (Teorema IV.6.8). En cambio, estos resulta-

dos no se tienen para las aplicaciones semiconfluentes (Ejemplo IV.6.9).

El caṕıtulo contiene dos demostraciones de la preservación de la confluen-

cia (Teorema IV.2.13), la primera y más corta (que no funciona para los otros

tipos de confluencia considerados) es una interesante consecuencia del teore-

ma de factorización monótona-ligera para aplicaciones propias. La segunda

está basada en el hecho de que los subcontinuos de Peano pueden reemplazar

a los subcontinuos arbitrarios en la definición de confluencia para aplicaciones

con codominio localmente conexo (Teorema IV.3.1). Las aplicaciones semi-

confluentes siguen el mismo patrón. En contraste, el Teorema IV.3.1 no se

cumple para las aplicaciones débilmente confluentes (Ejemplo IV.4.1); no obs-
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tante, aún podemos probar el análogo al Teorema IV.2.13 para esta clase de

aplicaciones (Teorema IV.4.5).

A las técnicas de la topoloǵıa general usadas hasta ahora añadimos resul-

tados de la topoloǵıa geométrica (de dimensión 2) y algunas herramientas de

la topoloǵıa algebraica de la categoŕıa propia para abordar en la Parte B de

esta Memoria algunos problemas de naturaleza algebraico-geométrica de los

continuos generalizados.

En el caṕıtulo V reconsideramos los trabajos de C. Thomassen, [74] y

[75], donde se demuestran, en un lenguaje combinatorio, una serie de resul-

tados concernientes a continuos localmente 2-conexos. Nosotros enmarcamos

estos resultados en la teoŕıa de los continuos y bajo este nuevo punto de vista

encontramos demostraciones puramente topológicas de ellos, aplicando resul-

tados ya clásicos de autores como K. Kuratowski, S. Claytor o K. Borsuk. De

esta forma, además de obtener pruebas alternativas más sencillas, podemos

generalizar los resultados de Thomassen al ambiente no compacto.

En concreto, si X es un continuo generalizado de Peano localmente 2-

conexo y localmente plano construimos una superficie MX tal queX se sumerge

en MX como un cerrado, de manera que sus espacios de finales de Freudent-

hal son homeomorfos (Teorema V.1.1). Además, MX está determinada por X

de manera que cualquier espacio métrico unidimensional Y se sumerge como

cerrado en X si y sólo si también lo hace en MX (Teorema V.1.2). Como una

consecuencia, caracterizamos en el Teorema V.1.3 la planaridad local de un

continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo usando las dos curvas

introducidas por S. Claytor [17] para caracterizar la planaridad de los conti-

nuos de Peano como extensión del resultado clásico de K. Kuratowski sobre la

planaridad de los grafos.

El Caṕıtulo VI comienza con una breve introducción de las propiedades ho-

motópicas de los finales de Freudenthal. Concretamente, estudiamos los conti-

nuos generalizados de Peano dendŕıticos estableciendo que el tipo de homotoṕıa

propia de estos espacios queda determinado por su espacio de finales de Freu-

denthal (Teorema VI.1.7 y Corolario VI.1.5). Además, damos expĺıcitamente

una caracterización homotópica de los dendritas en el Teorema VI.1.8.
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Posteriormente centramos nuestro interés en un teorema debido a T. B.

McLean [52] que establece que las aplicaciones confluentes preservan los conti-

nuos tipo árbol. La demostración de este teorema es de naturaleza homotópica

y depende crucialmente de la caracterización de J. H. Case y R. E. Chamberlin

[13] de los continuos tipo árbol en términos de aplicaciones inesenciales. Proba-

mos en §VI.3 que los análogos de estos teoremas no son ciertos en la categoŕıa

propia (Ejemplos VI.3.5 y VI.3.7). No obstante, otras propiedades homotópicas

involucradas en estos teoremas śı se cumplen para aplicaciones confluentes pro-

pias (Proposición VI.2.5 y Teoremas VI.3.4 y VI.3.12). Además de estas exten-

siones de resultados conocidos en la teoŕıa de los continuos, damos resultados

nuevos concernientes al plano eucĺıdeo y que no tienen equivalente en la cate-

goŕıa topológica ordinaria puesto que el plano es contráctil (Teoremas VI.2.7

y VI.3.9). Finalmente, en §VI.4 establecemos que las aplicaciones propias con-

fluentes inducen sobreyecciones entre finales fuertes (Corolario VI.4.2) y, más

aún, las aplicaciones monótonas inducen sobreyecciones entre pro-grupos fun-

damentales (Teoremas VI.4.5); mejorando resultados de T. Ganea [31] y J.

Grispolakis [34].

A lo largo de esta Memoria hemos enunciado expĺıcitamente algunos pro-

blemas que ha quedado sin respuesta y que serán objeto de un futuro estudio.

Dos cortos apéndices recogen resultados básicos sobre filtros (Apéndice A)

y pro-categoŕıas y ĺımites inversos (Apéndice B) necesarios para el desarrollo

de este trabajo.



Parte A

Nuevos resultados en la

topoloǵıa conjuntista de los

continuos generalizados





Caṕıtulo I

Preliminares

Este caṕıtulo recopilatorio contiene las nociones básicas que se usarán a

lo largo de esta Memoria. En concreto recordaremos la noción de aplicación

propia y su caracterización para espacios de Hausdorff localmente compactos.

Además se dará la noción general de final de Freudenthal para estos espa-

cios. En la última sección, se da una descripción alternativa de los finales de

Freudenthal para la clase de los continuos generalizados mediante sucesiones

decrecientes encajadas de cuasicomponentes.

§I.1. Propiedades topológicas de las

aplicaciones propias

La idea intuitiva que se quiere formalizar con las aplicaciones propias es

la de preservar el “infinito”de un espacio. Asimismo las aplicaciones propias

conservan y reflejan muchas propiedades topológicas importantes.

A continuación se recogen las propiedades básicas de las aplicaciones pro-

pias (también llamadas en la literatura aplicaciones compactas o perfectas).

La clase de las aplicaciones propias entre espacios métricos fue introducida

por I. A. Vainstein en [76]. Más tarde, las aplicaciones propias entre espacios

de Hausdorff localmente compactos fueron estudiadas por J. Leray [50] y N.

Bourbaki [7]. Referimos al lector a [7] y [24] para una información exhaustiva

sobre la topoloǵıa de las aplicaciones propias; ver también [42].

Sea Top la categoŕıa de los espacios topológicos y las aplicaciomes conti-
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nuas. Si f : X → Y y f ′ : X ′ → Y ′ son aplicaciones continuas y cerradas,

la aplicación producto f × g : X × X ′ → Y × Y ′ no tiene por qué ser ce-

rrada. Por ejemplo, si f : Q → Q es la aplicación constante f = 0; entonces

f × idQ : Q2 → Q2 es la aplicación (x, y) 7→ (0, y), que no es cerrada ya que si

Γ = {(x1, x2) ∈ Q2; x1x2 = 1}, se tiene f × idQ(Γ) = Q− {0}.

Definición I.1.1. Una aplicación f : X → Y se dice que es propia si f × idZ :

X × Z → Y × Z es cerrada para cualquier espacio topológico Z.

Si en (I.1.1) tomamos Z = {∗}, tenemos

Proposición I.1.2. Las aplicaciones propias son cerradas.

Proposición I.1.3 ([7]; I.10.1.2). Sea f : X → Y una aplicación continua e

inyectiva. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) f es propia.

(b) f es cerrada.

(c) f es una inmersión cerrada (i.e., f es un homeomorfismo de X sobre el

conjunto cerrado f(X)).

Proposición I.1.4 (([7]; I.10.1.5), ([24]; 3.7.5)). Sean f : X → Y y g : Y → Z

aplicaciones continuas:

(a) Si f y g son propias, g ◦ f es propia.

(b) Si g ◦ f es propia y f es sobreyectiva, entonces g es propia.

(c) Si g ◦ f es propia y g es inyectiva, entonces f es propia.

(d) Si g ◦ f es propia y Y es Hausdorff, entonces f es propia. Más aún,

g|f(X) : f(X)→ Z es propia.

De acuerdo con (I.1.4(a)) podemos considerar la subcategoŕıa Topp ⊂ Top

formada por todos los espacios topológicos y las aplicaciones propias.

Proposición I.1.5 ([7]; I.10.2.1). Una aplicación continua f : X → Y es

propia si y sólo si es cerrada y la fibra f−1(y) es compacta para cada y ∈ Y .
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Proposición I.1.6 ([7]; I.10.2.6). Sea f : X → Y una aplicación propia.

Entonces f−1(K) es compacto para cualquier K ⊂ Y compacto.

Entre espacios localmente compactos esta última proposición caracteriza a

las aplicaciones propias. Más expĺıcitamente,

Proposición I.1.7 ([7]; I.10.3.7). Sea f : X → Y una aplicación continua

entre espacios de Hausdorff y localmente compactos. Entonces, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) f es propia.

(b) f−1(K) es compacto, para cada compacto K ⊂ Y .

(c) Para cada compacto K ⊂ Y hay un subconjunto compacto L ⊂ X con

f(X − L) ⊂ Y −K.

Esta caracterización se suele adoptar como definición. Más aún, en la clase

de los espacios de Hausdorff y localmente compactos, las aplicaciones propias

se pueden caracterizar como las aplicaciones que llevan el “infinito” en el “in-

finito”. Más expĺıcitamente, se puede usar (I.1.7) para probar

Proposición I.1.8 ([7]; pág.104). Sean X, Y espacios de Hausdorff localmente

compactos y X+, Y + las respectivas compactificaciones por un punto de X e Y .

Entonces la aplicación continua f : X → Y es propia si y sólo si su extensión

f+ : X+ → Y +, dada por f+(∞) =∞, es continua.

Recordemos que la compactificación por un punto o compactificación de

Alexandroff de un espacio de Hausdorff localmente compacto X, es el espacio

X+ = X ∪ {∞} cuya topoloǵıa contiene a todos los abiertos de X y para la

cual los conjuntos (X−K)∪{∞} con K ⊂ X compacto, constituyen una base

de entornos abiertos del punto ∞.

Dada una aplicación propia y sobreyectiva f : X → Y entre espacios de

Hausdorff, una propiedad topológica P se dice que es invariante por f si Y

tiene la propiedad P cuando X tiene la propiedad P. Igualmente P se dice

invariante inversa por f si X tiene la propiedad P cuando Y tiene la propiedad

P. Aśı la compacidad (local) es una propiedad invariante e invariante inversa

como muestra la siguiente proposición
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Proposición I.1.9 ([24]; 3.7.21, 3.7.24). Sean X y Y espacios topológicos,

siendo X un espacio de Hausdorff y f : X → Y una sobreyección propia. En-

tonces, X es compacto (resp. localmente compacto) si y sólo si Y es compacto

(resp. localmente compacto).

Otras propiedades topológicas para las cuales las aplicaciones propias tie-

nen un buen comportamiento están recogidas a continuación.

Proposición I.1.10. Las siguientes propiedades son invariantes por

aplicaciones propias:

(a) Propiedades de separación: condición de Hausdorff, regularidad, norma-

lidad ([24]; 3.7.20).

(b) Metrizabilidad ([24]; 4.4.15).

(c) Paracompacidad ([24]; 5.1.33).

(d) Conexión local ([68]; 3.5.7(4)).

(e) Compacidad local ([24]; 3.7.21).

Por otro lado la regularidad ([24]; 3.7.23), y la paracompacidad ([24]; 5.1.35)

son invariantes inversas por aplicaciones propias.

§I.2. Finales de Freudenthal

Siguiendo la exposición que aparece en [37], en esta sección presentamos

con detalle el primer invariante propio de un espacio: su espacio de finales,

introducido por H. Freudenthal en [30]. Ver también [28], [29], [27] y [41]. A lo

largo de esta Memoria, consideraremos los finales de Freudenthal en diferentes

tipos de espacios, aunque todos serán de Hausdorff y localmente compactos1.

1De hecho los finales de Freudenthal pueden definirse para la clase más general de los

espacios de Hausdorff rim-compactos que son aquellos donde cada punto posee una base

de entornos de frontera compacta. Ver [28]. Puesto que nuestro interés son los continuos

generalizados no trabajaremos con tanta generalidad.
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Para definir los finales de Freudenthal en términos de ultrafiltros seguiremos

[37]. Puede consultarse también [22]. Dado un espacio X, denotaremos por A

la familia de todos los conjuntos cerrados con frontera compacta en X y sea X̂

el conjunto de todos los A-ultrafiltros2. Sobre X̂ se puede definir una topoloǵıa

compacta cuya base de conjuntos cerrados consiste en los conjuntos

B(A) = {U ∈ X̂; A ∈ U } (I.2.A)

donde A ∈ A. Si se identifica cada x ∈ X con el A-ultrafiltro trivial Ux

podemos ver a X̂ como la unión deX con todos losA-ultrafiltros no triviales en

X. Se demuestra que X̂ es compacto y Hausdorff y que X está topológicamente

inmerso en X̂ como conjunto abierto y denso; es más, el conjunto cerrado

F(X) = X̂ −X ⊂ X̂ es 0-dimensional y por tanto totalmente disconexo; ver

[37]. Aśı,

Definición I.2.1. Dado un espacio de Hausdorff y localmente compacto X,

al espacio X̂ se le conoce como la compactificación de Freudenthal3 de X y a

la diferencia F(X) = X̂ −X como el espacio de finales de Freudenthal de X.

El siguiente lema prueba que F(X) = ∅ si X es compacto.

Lema I.2.2. Un A-ultrafiltro U en X̂, es trivial si y sólo si contiene un

conjunto compacto.

Demostración. Si K ∈ U es compacto entonces UK = {K ∩ U ; U ∈ U } es

una base de filtro en K. Por tanto la Proposición A.1 establece que
⋂
U∈U

U =

2En el Apéndice A se recogen las definiciones básicas de teoŕıa de filtros usadas en esta

sección.
3La compactificación de Freudenthal X̂ es la mayor de las compactificaciones de X con

resto 0-dimensional; esto es, si X̃ es un espacio compacto de Hausdorff que contiene a

X ⊂ X̃ como un subconjunto denso y abierto y X̃−X es 0-dimensional, entonces existe una

aplicación continua j̃ : X̂ → X̃ que extiende a la inclusiónX ⊂ X̂. Más aún, para los espacios

rim-compactos la compactificación de Freudenthal es homeomorfa a la compactificación de

Stoilow-Kerékjártó SX = β(X)/Q(β(X)−X) donde β(X) es la compactificación de Stone-

Čech y Q(−) denota el espacio de cuasicomponentes (I.3.7). Ver [41] y [65]. Estos resultados

no serán utilizados en la Memoria.
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⋂
U ′∈UK

U ′ 6= ∅ de donde U es un A-ultrafiltro trivial. El rećıproco es obvio.

A continuación damos una serie de lemas técnicos que ayudan a describir

la topoloǵıa de X̂. Todos los espacios considerados en esta sección serán de

Hausdorff y localmente compactos.

Lema I.2.3. Si K es un subconjunto compacto de un espacio X, entonces

X − intK es un elemento de cualquier A-ultrafiltro no trivial U .

Demostración. Para cualquier F ∈ U , F es un conjunto cerrado no com-

pacto. Aqúı usamos el Lema I.2.2. Aśı pues F ∩ (X − intK) 6= ∅. Por lo tanto

X − intK ∈ U pues U es un A-ultrafiltro y Fr(X − intK) ⊂ K es compacto

(ver Proposición A.2).

Lema I.2.4. Para cualquier conjunto Y ⊂ X se tiene Y
X̂

=
⋂
{B(A); Y ⊂

A}.

Demostración. En efecto, por definición la topoloǵıa de X̂ en (I.2.A) tenemos

Y
X̂

=
⋂
{B(A); Y ⊂ B(A)} (I.2.B)

donde los puntos de Y están identificados con ultrafiltros triviales; esto es,

Uy ∈ B(A) para todo y ∈ Y y por tanto A ∈ Uy; esto es, y ∈ A y aśı Y ⊂

A.

Para cualquier conjunto B ⊂ X , denotemos por BF a la intersección

BF = B
X̂
∩ F(X) ⊂ X̂.

Lema I.2.5. Para cualquier A ∈ A, B(A) = A∪AF . En particular, U ∈ A
X̂

si y sólo si A ∈ U .

Demostración. De acuerdo con el Lema I.2.4 tenemos que A
X̂

=
⋂
{B(Z); A ⊂ Z}. Aśı pues Z ∈ U para todo U ∈ B(A), y como conse-

cuencia B(A) ⊂ B(Z). Esto demuestra que B(A) ⊂ A
X̂

. La otra inclusión es

inmediata pues A ⊂ B(A).
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Denotemos por G la familia de conjuntos abiertos de frontera compacta en

un espacio de Hausdorff localmente compacto X. Entonces

Lema I.2.6. Para cada G ∈ G el conjunto G♮ = G ∪ GF es abierto en X̂

y estos conjuntos junto con los conjuntos abiertos de X forman una base de

conjuntos abiertos para X̂.

Demostración. Notemos que los conjuntos cerrados A = X −G y H = G
X

tienen frontera compacta pues FrH ⊂ FrG = FrA. Más aún H
X̂

= G
X̂

ya que

H = G
X̂
∩G. Afirmamos que

G♮ = X̂ − B(A) (I.2.C)

con lo que terminaŕıamos la demostración.

Para probar (I.2.C), consideremos U ∈ G
X̂

= H
X̂

un A-ultrafiltro no

trivial. Obtenemos entonces que H ∈ U por el Lema I.2.5 y aśı A /∈ U ya

que de otra forma U contendŕıa al conjunto compacto A ∩ H = FrA. Por lo

tanto, U /∈ B(A). El rećıproco es análogo.

Lema I.2.7. Para cualquier compacto K ⊂ X y cualquier conjunto cerrado

F ⊂ X con FrF ⊂ K la diferencia F −K es un abierto de G y (F −K)♮ es

abierto en X̂.

Demostración. Es inmediato comprobar que G = F −K = intF −K es un

conjunto abierto con frontera compacta FrG ⊂ FrF ∪K, y ahora el Lema I.2.6

establece que (F −K)♮ es abierto en X̂.

Proposición I.2.8 (c.f. (I.1.8)). Toda aplicación propia f : X → Y admite

una extensión continua f̂ : X̂ → Ŷ que se restringe a una aplicación f∗ :

F(X) → F(Y ). Expĺıcitamente, si U ∈ F(X), f̂(U ) = f∗(U ) es el único

elemento en
⋂
U∈U

f(U)
Ŷ
.

La aplicación f̂ se conoce como extensión de Freudenthal de f . En la de-

mostración de la Proposición I.2.8 usaremos el siguiente

Lema I.2.9. Sea f : X → Y una aplicación propia y A ⊂ Y . Si FrA es

compacto, también lo es Fr
(
f−1(A)

)
.
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Demostración. Por continuidad Fr
(
f−1(A)

)
= f−1(A) ∩ f−1(Y − A) ⊂

f−1(A) ∩ f−1(Y − A) = f−1(FrA) donde este último conjunto es compacto

al ser f propia, y por tanto el conjunto cerrado Fr
(
f−1(A)

)
es compacto.

Demostración de la Proposición I.2.8. Sea U un A-ultrafiltro no trivial.

Por la compacidad de Ŷ , el filtro f(U ) generado por las imágenes de elementos

de U tiene al menos un punto de acumulación (ver Proposición A.1) y aśı

ZU =
⋂

U∈U

f(U)
Ŷ
6= ∅. (I.2.D)

Es más, esta intersección no contiene elementos de Y . En efecto, supon-

gamos que existe y ∈ ZU ∩ Y =
⋂
U∈U

f(U). Aqúı usamos que f(U) es un

conjunto cerrado en Y . Entonces, el conjunto compacto f−1(y) corta a cual-

quier U ∈ U y aśı
⋂
U∈U

U ∩ f−1(y) 6= ∅. Por tanto, f−1(y) ∈ U y por el

Lema I.2.2, U es trivial, lo que es una contradicción.

Comprobemos que ZU se reduce a un elemento. Para ello, supongamos

que W1 y W2 son dos A-ultrafiltros distintos que pertenecen a ZU . Entonces

podemos encontrar dos conjuntos cerrados de frontera compacta Wi ∈ Wi

(i = 1, 2) con W1 ∩W2 = ∅. Además, por el Lema I.2.7, (Wi − FrWi)
♮ es un

entorno abierto de Wi en Ŷ (i = 1, 2) y

f(U) ∩ (Wi − FrWi)
♮ = f(U) ∩ (Wi − FrWi) 6= ∅

para todo U ∈ U . Aśı Wi ∩ f(U) 6= ∅, y por tanto U ∩ f−1(Wi) 6= ∅ para

todo U ∈ U . Por el Lema I.2.9, f−1(Wi) es un conjunto cerrado de frontera

compacta. Luego f−1(W1) y f−1(W2) son conjuntos disjuntos en elA-ultrafiltro

U lo que es una contradicción con la definición de filtro.

Afirmamos que f : X → Y se extiende a una aplicación continua

f̂ : X̂ → Ŷ tomando f̂(U ) = f∗(U ) donde f∗(U ) es el único elemento

en ZU . Para comprobar la continuidad, consideremos un abierto básico G♮

de la compactificación de Freudenthal Ŷ dado por el Lema I.2.6, para el cual

f̂−1(G♮) = f−1(G) ∪ f−1
∗ (GF). Más aún Fr

(
f−1(G)

)
es compacto por el Lema

I.2.9 y la continuidad de f̂ se sigue si comprobamos la igualdad
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f−1
∗

(
GF
)

=
(
f−1(G)

)F
(I.2.E)

que llevaŕıa a f−1(G♮) =
(
f−1(G)

)♮
.

Para probar (I.2.E) observamos que dado U ∈ f−1
∗ (GF), el conjunto G♮

es un entorno abierto de f∗(U ) en Ŷ y se sigue G ∩ f(U) = G♮ ∩ f(U) 6= ∅

para todo U ∈ U por la definición de f∗(U ). Por lo tanto
(
f−1(G)

)♮
∩ U =

f−1(G) ∩ U 6= ∅ para todo U ∈ U ; esto es, U ∩ A 6= ∅ para todo A ∈ A

con f−1(G) ⊂ A y, por el Lema I.2.4, U ∈
(
f−1(G)

)F
. La demostración de la

inclusión en el otro sentido es similar.

Proposición I.2.10. Sea f : X → Y una aplicación propia entre espacios de

Hausdorff localmente compactos. Si f es sobreyectiva, entonces f̂ : F(X) →

F(Y ) y f∗ : F(X)→ F(Y ) también lo son.

Demostración. Si U es un A-filtro en Ŷ , entonces f−1(U ) = {f−1(U);U ∈

U } es una base de A-ultrafiltro en Ŷ . Aqúı usamos que f es sobreyectiva y el

Lema I.2.9. Entonces, si W es un A-ultrafiltro en X̂ con f−1(U ) ⊂ W tenemos

que para todo W ∈ W existe U ∈ U con f−1(U) ⊂ W ; esto es U ⊂ f(W ).

Aśı pues, el Lema I.2.5 nos da U ∈ U
Ŷ
⊂ f(W )

Ŷ
y U ∈

⋂
W∈W

f(W )
Ŷ

lo

que demuestra que f∗(W ) = U .

§I.3. Finales de continuos generalizados

En esta sección restringiremos nuestro estudio a la clase de los espacios me-

trizables, localmente compactos y σ-compactos, a los que llamaremos espacios

admisibles . Recordemos que un espacio σ-compacto es aquel que se descompo-

ne en la unión numerable de subconjuntos compactos. En concreto, centramos

nuestro interés en los espacios admisibles conexos, que son conocidos como

continuos generalizados. De esta forma los continuos generalizados compactos

coinciden con los continuos de la teoŕıa clásica.

Nota I.3.1. La condición de σ-compacidad es redundante para los continuos

generalizados. En efecto, de ([24]; 4.4.F(c)) se sigue que todo espacio conexo
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metrizable y localmente compacto es separable y por tanto segundo numerable

y σ-compacto.

Definición I.3.2. Una sucesión exhaustiva de un espacio topológico X es

una sucesión de subconjuntos compactos Kn ⊂ X tales que X =
⋃∞
n=1Kn y

Kn ⊂ intKn+1.

La compacidad local y la σ-compacidad permiten establecer

Lema I.3.3. Siempre existen sucesiones exhaustivas en un espacio admisible

X.

Demostración. Por σ-compacidad, X =
⋃∞
n=1Dn con cada Dn compacto.

Además la compacidad local de X da para cada x ∈ D1 un entorno abierto de

x, Ux, de clausura compacta. La compacidad de D1 lleva a D1 ⊂ Ux1 ∪ · · · ∪

Uxn
⊂ Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn

= K ′2 para ciertos puntos x1, . . . , xn ∈ D1. Aśı pues

K1 = D1 ⊂ intK2 donde K2 = K ′2 ∪ D2. Procediendo ahora inductivamente

obtenemos que X =
⋃∞
n=1Kn con Kn ⊂ intKn+1.

En la Sección §I.2 los finales de Freudenthal fueron introducidos mediante

el uso de ultrafiltros siguiendo [37]. Para continuos generalizados, los fina-

les pueden describirse de una forma más simple como sucesiones decrecientes

encajadas de cuasicomponentes; en particular, F(X) es homeomorfo a un sub-

conjunto cerrado del conjunto de Cantor. Esto se enuncia sin demostración

en [67]. Nosotros damos aqúı una demostración expĺıcita de estos hechos (ver

Proposiciones I.3.15 y I.4.3).

Definición I.3.4. Dado un espacio X, la cuasicomponente de x ∈ X, deno-

tada por Q(x), se define como la intersección de todos los conjuntos abiertos

y cerrados de X que contienen a x.

Nota I.3.5. Las cuasicomponentes forman una partición de X en conjuntos

cerrados que refina la partición en componentes conexas (es decir, cada com-

ponente está contenida en una cuasicomponente); es más, la imagen continua

de una cuasicomponente está contenida en una cuasicomponente. Para espa-

cios métricos compactos, las cuasicomponentes coinciden con las componentes

conexas; ver ([45]; Thm. 2, pág. 169).
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Lema I.3.6. Sea X un espacio admisible. Si K ⊂ X es compacto y Q ⊂ X es

una cuasicomponente tal que K ∩Q = ∅, entonces existe un conjunto abierto

y cerrado U con Q ⊂ U y U ∩K = ∅.

Demostración. Como K y Q son disjuntos, para cada x ∈ K existe un

conjunto cerrado y abierto Hx con x ∈ Hx y Q ⊂ X − Hx. Por compacidad,

K ⊂ H =
⋃n
i=1Hxi

para algún n y escogemos U = X −H .

Definición I.3.7. El espacio de cuasicomponentes de X es el conjunto Q(X)

de cuasicomponentes de X dotado con la topoloǵıa generada por la base de

conjuntos abiertos formada por los conjuntos A♦ = {Q; Q ∈ Q(X) y Q ⊂ A}

donde A ⊂ X toma valores en la familia de todos los subconjuntos abiertos y

cerrados de X.

El siguiente lema es inmediato.

Lema I.3.8. Cualquier aplicación continua f : X → Y entre espacios ad-

misibles induce una aplicación continua f# : Q(X) → Q(Y ) que lleva una

cuasicomponente Q ⊂ X a la única cuasicomponente Q′ ⊂ Y con f(Q) ⊂ Q′.

Lema I.3.9. Para cualquier conjunto compacto K ⊂ X de un continuo gene-

ralizado X el espacio de cuasicomponentes Q(X − intK) es compacto.

Demostración. Consideremos cualquier recubrimiento Q(X − intK) =
⋃
α∈ΛA

♦
α donde cada Aα es un conjunto abierto y cerrado de X − intK.

La conexión de X establece que Aα ∩ FrK 6= ∅ para todo α y la compa-

cidad de FrK muestra que existe una sucesión finita α1, α2, . . . , αs con

FrK ⊂ Aα1 ∪ Aα2 ∪ · · · ∪ Aαs
. Afirmamos que Q(X − intK) ⊂

⋃s
j=1A

♦
αj

. En

efecto, dada Q ∈ Q(X−intK), por el Lema I.3.6 y la conexión, necesariamente

Q ∩ FrK 6= ∅ para todo Q ∈ Q(X − intK). Por lo tanto, para x ∈ Q ∩ FrK

existe 1 ≤ i ≤ r con x ∈ Aαi
. Aśı Q ⊂ Aαi

; esto es, Q ∈ A♦
αi

.

Proposición I.3.10. Si X es un continuo generalizado y K ⊂ X es un sub-

conjunto compacto, entonces Q(X − intK) es homeomorfo a un subespacio

cerrado del conjunto de Cantor.

Demostración. Por el Lema I.3.9, Q(X − intK) es compacto, y por ([45];

Thm. 3, pág. 148 y Thm. 5, pág. 151) existe una inmersión Q(X − intK) →֒
∏∞

i=1{0, 1}. Aqúı usamos que X − intK es segundo numerable.
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Definición I.3.11. Dados un continuo generalizado X y una sucesión exhaus-

tiva {Kn}n≥1 de X, llamaremos un q-final de X a una sucesión (Qn)n≥1 de

cuasicomponentes Qn ⊂ X − intKn con Qn+1 ⊂ Qn. Denotemos por E(X)

al conjunto de todos los q-finales de X. Obsérvese que E(X) = ∅ si X es

compacto.

Es fácil comprobar que el conjunto qX = X ∪ E(X) admite una topoloǵıa

de Hausdorff cuya base de conjuntos abiertos está formada por los conjuntos

abiertos de X y aquellos conjuntos de la forma

qΩ = Ω
⋃
{(Qn)n≥1; existe n0 tal que Qn ⊂ Ω para todo n ≥ n0} (I.3.A)

donde Ω ⊂ X es cualquier conjunto abierto de frontera compacta.

Dado un conjunto M ⊂ X, denotemos por ME a la intersección ME =

M
qX
∩ E(X).

Nota I.3.12. Si A ⊂ K ⊂ X con K compacto, es inmediato comprobar que

AE = KE = ∅. Como consecuencia, si A,B ⊂ X son dos conjuntos tales que

su diferencia A− B ⊂ X está contenida en un compacto entonces AE = BE .

Lema I.3.13. Para cualquier abierto básico qΩ ⊂ X̂ se tiene que qΩ = Ω∪ΩE .

Demostración. La inclusión qΩ ⊂ Ω∪ΩE sigue directamente de (I.3.A). Para

ver que ΩE ⊂ qΩ supongamos que existe un q-final ε = (Qn)n≥1 ∈ Ω
qX
−qΩ, esto

es, Qn 6⊂ Ω para todo n. Como FrΩ es compacta tenemos que FrΩ ⊂ intKn0

para algún n0 en una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1. Entonces, Ωn = Ω− intKn

es abierto y cerrado de X − intKn para todo n ≥ n0. Puesto que Qn ⊂

X − intKn es una cuasicomponente, necesariamente

Qn ⊂ (X − intKn)− Ω = (X − intKn)− Ωn (n ≥ n0). (I.3.B)

Como Wn = (X− intKn)−Ωn es abierto y cerrado de X− intKn se deduce

que Un = Wn ∩ (X − Kn+1) es abierto de X − Kn+1 ⊂ X − intKn y por

tanto abierto de X. Finalmente, como Qn+2 ⊂ Un, tenemos que ε ∈ qUn y
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Un ∩ Ω 6= ∅ por ser ε adherente a Ω en qX, lo que contradice que Ω ∩ Un = ∅

por (I.3.B).

Más aún,

Lema I.3.14. La familia de conjuntos de la forma A♭ = A∪AE donde A vaŕıa

entre todos los subconjuntos cerrados de frontera compacta en X forma una

base de conjuntos cerrados en qX.

Demostración. El complementario Ω = X − A es un conjunto abierto de

frontera compacta FrΩ = FrA contenida en el interior de algún compacto K.

Por lo tanto A∩(X−intK) y Ω∩(X−intK) forman una partición de X−intK

en dos conjuntos abiertos y aśı AE = E(X)− ΩE . Entonces, A♭ = qX − qΩ por

el Lema I.3.13 y el resultado sigue.

Proposición I.3.15. Sean X un continuo generalizado y {Kn}n≥1 una suce-

sión exhaustiva de X. Entonces se verifican:

(a) La topoloǵıa relativa de E(X) en qX coincide con la del ĺımite inver-

so ĺım
←−
{Q(X − intKn), in} donde la aplicación de enlace in : Q(X −

intKn+1) → Q(X − intKn) es la inducida por la inclusión para cada

n ≥ 1.

(b) E(X) es homeomorfo a un subconjunto cerrado del conjunto de Cantor

y por tanto es compacto, 0-dimensional y totalmente disconexo.

En la demostración de esta proposición usaremos el siguiente lema que

sigue inmediatamente de la definición de la topoloǵıa de qX en (I.3.A).

Lema I.3.16. Sean X un continuo generalizado y ε = (Qn)n≥1 un q-final de

X. Entonces toda sucesión {xn}n≥1 ⊂ X tal que xn ∈ Qn converge a ε en qX.

Demostración de la Proposición I.3.15. Es obvio que E(X) y L =

ĺım
←−
{Q(X − intKn), in} coinciden como conjuntos.

Para ver que también son iguales como espacios topológicos recordemos que

si pn : E(X) = L→ Q(X−intKn) son las proyecciones canónicas entonces una

base de la topoloǵıa del ĺımite inverso L está formada por las anteimágenes
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p−1
n (A♦) donde A recorre todos los conjuntos abiertos y cerrados de X− intKn

(ver Teorema B.4). Tras esta observación será suficiente comprobar la igualdad

p−1
n (A♦) = AE0 = qA0 ∩ E(X). (I.3.C)

donde A0 = A−Kn es abierto de X con frontera compacta FrA0 = FrA. Esto

demuestra que las topoloǵıas de E(X) y L tienen bases coincidentes de acuerdo

con el Lema I.3.13.

Terminamos demostrando la primera igualdad en (I.3.C). Para ello, sea

ε = (Qn)n≥1 ∈ p−1
n (A♦); es decir, pn(ε) = Qn ∈ A♦ por lo que Qm ⊂ A para

todo m ≥ n. Si consideramos la sucesión {xm}m≥n donde xm ∈ Qm ⊂ A,

tenemos por el Lema I.3.16 que xm → ε y por consiguiente ε ∈ AE = AE0 .

Veamos ahora la contención contraria. Sea ahora ε = (Qn)n≥1 ∈ AE0 . En-

tonces, como A0 es abierto de frontera compacta, por el Lema I.3.13 sabemos

que existe un n0 tal que para todo n ≥ n0 se cumple que Qn ⊂ A0 ⊂ A y por

tanto ε ∈ p−1
n (A♦). Con esto queda probado (I.3.C).

Veamos (b). Tenemos que Q(X − intKn) (n ≥ 1) es un subespacio cerrado

del conjunto de Cantor (I.3.10), y por consiguiente es compacto, 0-dimensional

y totalmente disconexo. Ahora E(X) ∼= ĺım
←−
{Q(X−intKn), in} es compacto por

el Teorema B.5(d), y de ([24]; 7.3.16) se deduce que E(X) es 0-dimensional y

por tanto totalmente disconexo. Aplicando ([24]; 6.2.16) se concluye que E(X)

es un subespacio cerrado del conjunto de Cantor.

Nota I.3.17. Dado un continuo generalizado X, su espacio de q-finales no

depende de la sucesión exhaustiva que tomemos. En efecto, consideremos

{Kn}n≥1 y {Ln}n≥1 dos sucesiones exhaustivas de X. Entonces es fácil encon-

trar una subsucesión {ni}i≥1 estrictamente creciente tal que K1 ⊂ intLn1 ⊂

intKn2 ⊂ intLn2 ⊂ . . . y por tanto el siguiente diagrama

Q1 ≡ Q(X − intK1) Q(X − intKn2) Q(X − intKn3) . . .

Q2 ≡ Q(X − intLn1) Q(X − intLn2) Q(X − intLn3) . . .
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es conmutativo, luego las torres Q1 y Q2 son pro-isomorfas (ver Apéndice B);

y más aún, como las torres obtenidas por subsucesiones crecientes son pro-

isomorfas a las torres originales (Lema B.1) el resultado sigue del Teorema

B.3.

El siguiente lema es crucial para demostrar que qX es compacto.

Lema I.3.18. Sean X un continuo generalizado y {Kn}n≥1 una sucesión

exhaustiva de X. Si qΩ1 . . .
qΩn es un recubrimiento de E(X) por abiertos

básicos de qX en (I.3.A), existe un m ≥ 1 tal que cada cuasicomponente

Q ⊂ X − intKm esta contenida en algún Ωi con 1 ≤ i ≤ n. En particular

X − intKm ⊂
⋃n
i=1 Ωi.

Demostración. Sea m0 tal que
⋃n
i=1 FrΩi ⊂ intKm0 . Podemos asumir m0 = 1

y supongamos que para todo m ≥ 1 existe Qm ∈ Q(X − intKm) con Qm 6⊂ Ωi

para todo i ≤ n. Como Ωi−Km es un conjunto abierto y cerrado en X−intKm

para todo m ≥ 1, necesariamente Qm∩Ωi = ∅ para todo m ≥ 1 e i ≤ n. Para

cada m sea Q1
m ∈ Q(X− intK1) la cuasicomponente que contiene a Qm. Por la

Proposición I.3.10, existe una subsucesión S1 ⊂ N tal que {Q1
s}s∈S1 converge

a una cuasicomponente Q0
1 ∈ Q(X− intK1). Ahora para cada s ∈ S1 sea Q2

s ∈

Q(X − intK2) la cuasicomponente que contiene a Qm con m ≥ 2. De nuevo

la Proposición I.3.10 nos proporciona una subsucesión S2 ⊂ S1 con {Q2
s}s∈S2

convergiendo a una cuasicomponente Q0
2 ∈ Q(X − intK2). La continuidad de

la aplicación inducida por la inclusión X − intK2 ⊂ X − intK1 nos indica que

Q0
2 ⊂ Q0

1. Reiterando este proceso obtenemos un final ε0 = (Q0
n)n≥1 ∈ E(X)

y por tanto ε ∈ qΩi0 para algún i0. Es decir, existe n0 tal que Q0
n ⊂ Ωi0 si

n ≥ n0 y si U = Ωi0 − intKn tenemos que U♦ es un entorno básico de Q0
n en

Q(X− intKn) y por tanto hay cuasicomponentes Qm dentro de U ⊂ Ωi0 . Esta

contradicción demuestra el lema.

Proposición I.3.19. Si X es un continuo generalizado entonces el espacio qX

es compacto.

Demostración. Si W = {Wα}α∈Λ es un recubrimiento por abiertos básicos

de qX, la compacidad de E(X) nos da una cantidad finita de abiertos básicos

Wαi
= qΩi (1 ≤ i ≤ n) que cubren a F(X). Ahora aplicamos el Lema I.3.18 y

encontramos un m tal que X − int(
⋃n
i=1 Ωi) ⊂ intKm.
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Concluimos, usando la compacidad de Km, que W admite una subrecubri-

miento finito.

§I.4. Equivalencia de ambas definiciones de fi-

nales

A continuación probaremos que para todo continuo generalizado X la com-

pactificación de Freudenthal X̂ es homeomorfa al espacio qX de forma que los

finales de Freudenthal se identifican con los q-finales en qX.

Sea {Kn}n≥1 una sucesión exhaustiva del continuo generalizado X. Dado

un A-ultrafiltro U ∈ F(X), consideramos, para cada i ≥ 1, la familia

Un = {U ∈ U ; FrU ⊂ intKn}. (I.4.A)

Observemos que para cada U ∈ U existe un n0 tal que U ∈ Un para todo

n ≥ n0. Es más, la conexión de X establece U ∩FrKn 6= ∅ para todo U ∈ Un.

Notemos también que Un 6= ∅ pues X − intKn−1 ∈ Un. Más aún, por la

compacidad de FrKn la colección de conjuntos cerrados {U ∩ FrKn;U ∈ Un}

tiene una intersección no vaćıa

Ln =

(
⋂

U∈Un

U

)
∩ FrKn 6= ∅. (I.4.B)

Para cada n ≥ 1, el conjunto cerrado Ln es un subconjunto compacto de

FrKn. Por otro lado, la familia {FrKn}n≥1 es localmente finita y por tanto la

unión L(U ) =
⋃∞
n=1 Ln es un conjunto cerrado en X. Además tenemos

Lema I.4.1. El conjunto LE = L(U )E consiste en un único q-final εU .

Demostración. Primero, observemos que LE 6= ∅. De otra forma, cada q-

final ε tiene un entorno abierto básico qΩε disjunto con L. La compacidad de

E(X) (ver el Teorema I.3.15(b)) nos da un número finito de q-finales ε1, . . . , εm

tales que E(X) ⊂ W =
⋃m
i=1

qΩεi
. En particular, existe un n0 para el cual
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X − Kn ⊂ W para todo n ≥ n0 y aśı Ln+1 ⊂ W ∩ L = ∅, que es una

contradicción.

Seguidamente probaremos que LE consiste en exactamente un q-final. Para

esto, supongamos por un momento que ε = (Qn)n≥1 y ε′ = (Q′n)n≥1 son dos

q-finales en LE . Entonces encontramos un i ≥ 1 tal que existe un conjunto

abierto y cerrado H en X − intKi, y por tanto cerrado de frontera compacta

FrH ⊂ FrKi, con Qn ⊂ H y Q′n ∩ H = ∅ para todo n ≥ i. Si tomamos

H ′ = (X − intKi) − H y H0 = H − K y H ′0 = H ′ − K, entonces qH0 y qH ′0

son entornos abiertos básicos de ε y ε′, respectivamente. Como ε, ε′ ∈ L
qX

,

existen subsucesiones {xns
} y {xnt

} de elementos xn ∈ Ln con xns
∈ H0 ⊂ H

y xnt
∈ H ′0 ⊂ H ′ para s, t ≥ 1. Aśı, xns

∈
(⋂

U∈Uns
U
)
∩H 6= ∅, y por tanto

H ∩ U 6= ∅ para todo U ∈ U pues cualquier U ∈ U pertenece a algún Uns
.

Siendo U un ultrafiltro, obtenemos H ∈ U . Pero entonces, xnt
∈ H para nt

suficientemente grande. Esto es una contradicción, y por tanto LE sólo contiene

un elemento.

Nota I.4.2. Obsérvese que εU ∈ AE para todo A ⊂ X tal que U − A sea

compacto para algún U ∈ U . En efecto, si FrU ⊂ intKn0 entonces U ∈ Un

para todo n ≥ n0 y L(U ) − U ⊂ intKn0 pues Ln ⊂ U si n ≥ n0. De donde

L(U )E ⊂ UE = AE de acuerdo con la Nota I.3.12.

El Lema I.4.1 define una aplicación

Ψ̃ : F(X)→ E(X) (I.4.C)

estableciendo que Ψ̃(U ) = εU .

Proposición I.4.3. La aplicación Ψ̃ en (I.4.C) es un homeomorfismo.

Demostración. Primero veremos que Ψ̃ es biyectiva. Para esto, dados dos

A-ultrafiltros distintos U ,W ∈ F(X) encontramos U ∈ U y W ∈ W con

U ∩W = ∅. Aqúı usamos que U y W son ultrafiltros (ver Proposición A.2).

Con la notación de (I.4.B), podemos suponer sin pérdida de generalidad que

U ∈ Un0 y W ∈ Wn0 para algún n0. Si tomamos los abiertos de frontera

compacta U0 = U −K0 y W0 = U −K0 tenemos que εU ∈ UE0 y εW ∈W E
0 de

acuerdo con la Nota I.4.2 y por tanto Qn ⊂ U0 ⊂ U y Q′n ⊂ W0 ⊂ W para n
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suficientemente grande, de donde Qn ∩ Q′n = ∅ y εU 6= εW . Esto demuestra

que Ψ̃ es inyectiva.

Además, Ψ̃ es sobreyectiva. De hecho, dado ε = (Qn)n≥1 ∈ E(X), sea para

cada n la familia Hn de todos los conjuntos abiertos y cerrados en X − intKn

tales que Qn =
⋂
{H ; H ∈ Hn}. Entonces la unión H =

⋃∞
n=1Hn es una base

para un A-filtro. Sea U un A-ultrafiltro que contenga a H. Entonces para

cualquier n ≥ 1

Ln =

(
⋂

U∈Un

U

)
∩ FrKn ⊂

(
⋂

H∈Hn

H

)
∩ FrKn ⊂ Qn−1.

Por lo tanto ε = εU = Ψ̃(U ).

Finalmente, Ψ̃ es un homeomorfismo. Para ello, por el Lema I.3.14 será su-

ficiente comprobar que

Ψ̃−1(AE) = B(A) ∩ F(X)

para cualquier conjunto cerrado A de frontera compacta, FrA ⊂ intKn. Para

esto, sea U ∈ B(A). Por definición A ∈ U , y aśı A ∈ Um para todo m ≥ n.

En consecuencia Ψ̃−1(U ) = εU ∈ AE , por la Nota I.4.2. Rećıprocamente, si

εU ∈ A
E entonces existe una subsucesión {nj}j≥1 tal que nj ≥ n y A∩Lnj

6= ∅

para cada j ≥ 1. En efecto, para cada m ≥ n el conjunto Am = A − Km es

abierto en X con frontera compacta y como A − Am ⊂ Km se sigue de la

Nota I.3.12 que εU ∈ AE = AEm ⊂
qAm donde qAm es un entorno abierto

básico de εU en qX y por tanto Am ∩ L = qAm ∩ L 6= ∅ y existe k ≥ m con

∅ 6= Am ∩ Lk ⊂ A ∩ Lk.

De lo anterior se sigue que A∩U 6= ∅ para todo U ∈ Unj
. Como cualquier

U ∈ U pertenece a Unj
para algún nj , necesariamente A ∈ U ; esto es,

U ∈ B(A). Aqúı usamos que U es un A-ultrafiltro.

Extendemos Ψ̃ a una aplicación

Ψ : X̂ → qX (I.4.D)
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definida como Ψ(Ux) = x si x ∈ X. De esta forma se tiene que

Teorema I.4.4. La aplicación Ψ en (I.4.D) es un homeomorfismo.

Demostración. Claramente Ψ es una biyección. Más aún, la demostración

de la Proposición I.4.3 nos da que Ψ−1(A♭) = B(A) para cualquier conjunto

cerrado de frontera compacta A, y (I.2.A) y el Lema I.3.14 implican que Ψ es

un homeomorfismo.

Nota I.4.5. Mediante el homeomorfismo Ψ en (I.4.D) la aplicación inducida

f∗ : F(X) → F(Y ) se puede leer en términos de cuasicomponentes como

sigue: se consideran las sucesiones exhaustivas {Kn}n≥1 y {Lk}k≥1 de X e Y

respectivamente. Se elige una subsucesión {nk}k≥1 con f(X −Knk
) ⊂ Y − Lk

para todo k ≥ 1 y si ε = (Qn)n≥1 con Qn ⊂ X−Kn cuasicomponente, se toma

f∗(ε) = (Dk)k≥1 donde Dk ⊂ Y −Lk es la cuasicomponente con f(Qnk
) ⊂ Dk.

F(X)

Ψ̃X
∼=

f∗
F(Y )

Ψ̃Y
∼=

E(X)
f∗

E(Y )

En efecto, cualquier sucesión {xn}n≥1 con xn ∈ Qn converge a ε (I.3.16), y

por tanto ΨY f̂Ψ−1
X (xnk

) = f(xnk
) converge a Ψ̃Y f∗Ψ̃X

−1
(ε). Aqúı usamos que

f̂ extiende a f y que ΨX y ΨY extienden a las correspondientes identidades.

Entonces f(xnk
) ∈ Dk, y de nuevo por el Lema I.3.16 f(xnk

) converge al final

(Dk)k≥1. Aśı pues Ψ̃Y f∗Ψ̃X

−1
(ε) = (Dk)k≥1 como afirmábamos.

Nota I.4.6. La descripción de la compactificación de Freudenthal por medio

del espacio qX en el Teorema I.4.4 no es válido si X deja de ser conexo. En

efecto, para el subespacio eucĺıdeo X = N × R+ ⊂ R2 el subespacio qX es

homeomorfo a N× [0, 1] y por tanto no compacto. De hecho X̂ en este caso no

es un espacio metrizable de acuerdo con el siguiente

Teorema I.4.7 ([41]; Thm. VI.4.2). Sea X un espacio métrico separable lo-

calmente compacto4. Entonces X̂ es metrizable si y sólo si el espacio de cua-

sicomponentes Q(X) es compacto.

4El teorema está enunciado más generalmente con la rim-compacidad en vez de la com-

pacidad local. Ver la nota (1) en la página 6.
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Nota I.4.8. En particular, cuando Q(X) es compacto es posible obtener una

descripción alternativa de la compactificación de Freudenthal usando sucesio-

nes; para este enfoque ver [5].

Si X es un continuo generalizado, la metrizabilidad de qX = X̂ puede ser

verificada como sigue. Como qX es compacto, el Teorema de metrización de

Urysohn ([24]; 4.2.8) nos dice que qX es metrizable si y sólo si es un espacio se-

gundo numerable. Para obtener una base numerable de abiertos de qX se toma

una sucesión exhaustiva de X, {Kn}n≥1, y para cada n se usa la Proposición

I.3.10 para encontrar una base numerable {A♦

(n,m)}m≥1 de Q(X− intKn) donde

los A(n,m) son abiertos y cerrados de X − intKn.

Aśı pues cada B(n,m) = A(n,m) − Kn es un conjunto abierto en X de

frontera compacta que define el abierto básico qB(n,m) de qX. Como X es se-

gundo numerable (I.3.1), si B0 es una base numerable de abiertos de X y

B1 = {qB(n,m)}n,m≥1, no es dif́ıcil comprobar que B = B0 ∪ B1 es una ba-

se numerable de abiertos para qX. En efecto, si ε = (Qn)n≥1 ∈ qΩ entonces

FrΩ ⊂ intKn0 y Qn0 ⊂ Ω − Kn0 para algún n0. Aśı pues W = Ω − Kn0 es

un abierto y cerrado de X −Kn0 y existe algún elemento básico A♦

(n0,m0)
con

Qn0 ∈ A
♦

(n0,m0)
⊂ W♦; es decir Qn0 ⊂ A(n0,m0) y ε ∈ qB(n0,m0) ⊂ qΩ.

En particular tenemos como consecuencia

Proposición I.4.9. Si X es un continuo generalizado, entonces X̂ es un con-

tinuo.Nota
i�on. A partir de ahora abandonaremos la nota
i�on qX y
E(X). Usaremos siempre X̂ y F(X) siendo el 
ontexto el que de-termine si podemos usar 
uasi
omponentes o debemos mantenerel lenguaje de ultrafiltros.

Los siguientes resultados serán de utilidad en las secciones posteriores.

Lema I.4.10. Si X es un continuo generalizado y {Kn}n≥1 es una sucesión

exhaustiva de X, toda sucesión {xn}n≥1 ⊂ X con xn ∈ X−Kn tiene al menos

un final ε ∈ F(X) como punto de acumulación en X̂.

Demostración. Puesto que X̂ es un continuo (I.4.9), existe una subsucesión

{xnk
}k≥1 convergente a un x0 ∈ X̂. Además, es obvio que x0 ∈ F(X).
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Lema I.4.11. Sea X un continuo generalizado y {Kn}n≥1 una sucesión

exhaustiva de X. Para todo punto p ∈ X existe una sucesión de continuos

Cn ⊂ X (n ≥ 1) tales que p ∈ C1, Cn+1 − Kn 6= ∅ y Cn ⊂ Cn+1 para todo

n ≥ 1.

En la demostración de este lema y el que sigue usaremos el bien conocido

“Teorema de los tropiezos en la frontera”.

Teorema I.4.12 ([59]; 5.6). Si A ⊂ X es un subconjunto no trivial de un

continuo X y C es una componente conexa de A, entonces C ∩ FrA 6= ∅. En

particular, si A = X − {p}, entonces p pertenece a la clausura de cualquier

componente C ⊂ A.

Demostración del Lema I.4.11. Podemos suponer sin pérdida de generali-

dad que p ∈ intK1. Sea C1 la componente conexa de p en K1. Como la compac-

tificación de Freudenthal X̂ es un continuo (I.4.9), el Teorema I.4.12 aplicado

a X̂ establece que C1 ∩ FrK1 6= ∅. Sea p1 ∈ C1 ∩ FrK1 y escojamos C2 la

componente conexa de p1 en K2. Obsérvese que C1 ⊂ C2 y que C2∩FrK2 6= ∅

también, y por tanto C2−K1 6= ∅. Procediendo inductivamente de esta forma,

obtenemos la sucesión de continuos deseada.

Lema I.4.13. Dada una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 de un continuo gene-

ralizado X, consideremos ε = (Qn)n≥1 un final de Freudenthal definido por la

sucesión encajada de cuasicomponentes Qn ⊂ X − intKn. Para cada n ≥ 1

existe un continuo L ⊂ X̂ − intKn en la compactificación de Freudenthal X̂

uniendo ε y FrKn. Es más, cada Qn (n ≥ 1) contiene al menos una compo-

nente conexa no compacta.

Demostración. Cualquier sucesión {xk}k≥n con xk ∈ Qk converge a ε en

X̂ (I.3.16). Denotemos por Dk la componente conexa de xk en X̂ − intKn.

Afirmamos que Dk ∩ X ⊂ Qn para todo k ≥ n. En efecto, para cualquier

conjunto abierto y cerrado H en X − intKn con Qn ⊂ H , sabemos de la

topoloǵıa de X̂ (I.3.A), que el conjunto Ĥ = H∪HF con HF = H
X̂
∩F(X) es

cerrado y abierto en X̂−intKn conteniendo xk. Entonces Dk ⊂ Ĥ por conexión

y aśı Dk ∩X ⊂ H ; esto es, Dk ∩X ⊂ Qn por definición de cuasicomponente.
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Ahora aplicamos el Teorema I.4.12 a X̂ − intKn ⊂ X̂ para deducir que Dk

corta a Fr(intKn) ⊂ FrKn para todo k ≥ n. Por compacidad de FrKn podemos

asumir sin pérdida de generalidad que existe una sucesión yk ∈ Dk∩FrKn ⊂ Qn

convergiendo a algún y0 ∈ Qn ∩ FrKn. Aqúı usamos que Qn es un conjunto

cerrado.

Como y0 cae en el ĺımite inferior LiDk, entonces ([45]; Thm. 6, pág. 171)

establece que el ĺımite superior L = LsDk ⊂ X̂ − intKn es un continuo con

ε ∈ L y y0 ∈ FrKn ∩ L.

Aplicamos ahora el Teorema I.4.12 a L0 = F(X)∩L ⊂ L y obtenemos que

la clausura en L de la componente de y0, C ⊂ L−L0, corta al conjunto cerrado

de finales L0. Por tanto C es un conjunto cerrado conexo y no compacto en X−

intKn conteniendo y0 ∈ Qn. Luego C ⊂ Qn por definición de cuasicomponente,

y la componente de y0 en Qn es necesariamente no compacta al contener a

C.

Tal y como vemos en el siguiente ejemplo, la componente no acotada dada

por el Lema I.4.13 no tiene por qué ser única.

Ejemplo I.4.14. Consideremos el continuo generalizado X descrito en la Fi-

gura I.1. Es fácil comprobar que X tiene un final de Freudenthal y que la

cuasicomponente fuera de [0, n)× [0, 1] consiste en dos componentes no acota-

das, [na,∞) y [n,∞).

0 1 2 3 54

2a 3a 5a4a0a 1a

R

Ra

OX

X ≡

Figura I.1: Continuo generalizado con un final de Freudenthal.
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La unicidad de estas componentes se tiene cuando los continuos genera-

lizados son además localmente conexos. Estos espacios se estudiarán en el

Caṕıtulo II. Aqúı damos simplemente algunos ejemplos que ilustran este caso.

Ejemplos I.4.15. (a) La semirecta eucĺıdea R≥0 = [0,∞) posee exacta-

mente un final de Freudenthal; la recta eucĺıdea R tiene dos. Todos los

espacios eucĺıdeos Rn con n ≥ 2 tienen exactamente un final de Freu-

denthal.

(b) Sea X = R≥0 × {0} ∪ N × R≥0 ⊂ R2 el subespacio del plano eucĺıdeo

representado en la siguiente figura.

0 1 2 3 4

Figura I.2: Peine infinito.

Entonces F(X) es homeomorfo a {1/n}n≥1 ∪ {0}.

(c) El árbol binario de Cantor TC es el subespacio de (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2

indicado en la figura siguiente

Conjunto de Cantor

Figura I.3: Árbol binario de Cantor.
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donde los vértices en el nivel n−1
n

(n ≥ 1) corresponden a los puntos

medios de los 2n−1 intervalos que son quitados en el n-ésimo paso de la

construcción del conjunto triádico de Cantor C ([26]; 4.4) Entonces el

espacio de finales F(TC) es homeomorfo al conjunto de Cantor C.



Caṕıtulo II

Continuos generalizados de

Peano

La presencia de la conexión local (o propiedad de Peano) simplifica conside-

rablemente la topoloǵıa de los continuos (generalizados). Este caṕıtulo recoge

algunos resultados que resaltan el papel de los árboles en la clase de los con-

tinuos generalizados de Peano. Por una parte, cualquiera de estos espacios

posee un árbol inmerso que determina sus finales de Freudenthal. Por otra, to-

do continuo generalizado de Peano es la imagen por una aplicación propia de

un árbol. Este último resultado es la versión no compacta del clásico Teorema

de Hahn-Mazurkiewicz.

El caṕıtulo se divide en dos partes: en la Sección §II.1 y su Apéndice §II.1A

se repasan resultados ya conocidos sobre los finales de Freudenthal en conti-

nuos generalizados de Peano. Las dos secciones siguientes contienen aporta-

ciones originales que aplican resultados de la sección anterior para dar una

demostración alternativa de un teorema reciente de M. Bognár en relación con

el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz y que permiten, además, varias generaliza-

ciones involucrando los finales de Freudenthal.
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§II.1. Finales de Freudenthal en la clase de los

continuos generalizados de Peano

Un continuo (generalizado) de Peano es un continuo (generalizado) local-

mente conexo.

Nota II.1.1 ([68]; 4.2.5). Todo continuo (generalizado) de Peano es conexo

por caminos y localmente conexo por caminos.

Históricamente los continuos de Peano aparecieron en el estudio de la no-

ción de curva topológica que se inició con el famoso ejemplo de Peano, de una

curva continua que llena el cuadrado y culminó cuando H. Hahn y S. Ma-

zurkiewicz demostraron que los continuos de Peano son exactamente aquellos

espacios que pueden ser obtenidos como imagen continua del intervalo cerra-

do [0, 1]. Es decir, los continuos de Peano son las “curvas continuas”; ver [56]

ó [68]. Expĺıcitamente,

Teorema II.1.2 (Hahn-Mazurkiewicz). Un espacio de Hausdorff es un conti-

nuo de Peano si y sólo si es la imagen del intervalo unidad I = [0, 1] por una

aplicación continua.

El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz tiene la siguiente generalización a la ca-

tegoŕıa propia que usaremos repetidas veces. Este teorema será reconsiderado

de nuevo en la Sección §II.2.

Teorema II.1.3 ([2]; 2.4). Sea X un espacio topológico no compacto. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es un continuo generalizado de Peano.

(b) Existe un árbol T y una sobreyección propia g : T → X. Es más, T

y g se pueden escoger de tal manera que g∗ : F(T ) → F(X) es un

homeomorfismo.

(c) Existe una sobreyección propia f : TC → X donde TC es árbol binario de

Cantor.
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(d) X admite una sucesión exhaustiva de subcontinuos de Peano.

La siguiente proposición para el caso localmente conexo es consecuencia

inmediata del Teorema II.1.3 (y del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz para el

caso compacto). En general la demostración sigue directamente de las Propo-

siciones I.1.9 y I.1.10.

Proposición II.1.4. Sea X un continuo generalizado (de Peano) y f : X → Y

una aplicación propia sobreyectiva. Entonces Y es un continuo generalizado

(de Peano).

Nota II.1.5. Existen otras generalizaciones del Teorema de Hahn-

Mazurkiewicz al caso no compacto. Recientemente ha aparecido en [32] un

estudio que comprende el Teorema II.1.3 y donde el intervalo [0, 1] se reempla-

za por otros espacios que los autores nombran “erizos” o “arañas”. Estos es-

pacios son considerados con tantas “púas” (o “patas” en el caso de las arañas)

como sean necesarias para cubrir los finales de un continuo generalizado de

Peano X. El árbol binario de Cantor aparece en [32] como un caso especial de

“araña con infinitas patas”.

En los continuos generalizados de Peano, la propiedad de conexión local

nos permite mejorar la Proposición I.3.15(a). En efecto, si X es un continuo

generalizado de Peano y {Kn}n≥1 es una sucesión exhaustiva, puesto que X

es localmente conexo, también lo es cada abierto X −Kn y tenemos que para

cada n ≥ 1, Q(X −Kn) = π0(X −Kn); donde el segundo miembro denota el

espacio discreto de componentes conexas de X −Kn (ver ([45]; Thm. 2, pág.

169)). Evidentemente las inclusiones Kn ⊂ Kn+1 definen una sucesión inversa

{∗} = π0(X)← π0(X −K1)← · · · ← π0(X −Kn)← . . .

Por otro lado, aunque en general Q(X −Kn) 6= Q(X − intKn) śı se tiene

el diagrama conmutativo

Q(X −K1) Q(X −K2) Q(X −K3) . . .

Q(X − intK1) Q(X − intK2) Q(X − intK3) . . .
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que representa un pro-isomorfismo (Apéndice B), de donde deducimos jun-

to con (I.3.15) y (I.4.3) que F(X) ∼= ĺım
←−
{Q(X − intKn), in} ∼= ĺım

←−
{Q(X −

Kn), jn}. Tenemos como consecuencia inmediata de la observación anterior la

siguiente

Proposición II.1.6. Si X es un continuo generalizado de Peano, {Kn}n≥1

una sucesión exhaustiva de X y F(X) ⊂ X̂ su espacio de finales de Freudent-

hal, entonces

F(X) ∼= ĺım
←−
{π0(X − intKn), in}.

donde π0(−) denota el espacio (discreto) de las componentes conexas por ca-

minos.

La Proposición II.1.6 puede ser completada con el siguiente

Lema II.1.7 (c.f. ([32]; 4.6)). Si X es un continuo generalizado de Peano

entonces existe una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 ⊂ X donde para cada n sólo

hay un número finito de componentes en X −Kn y todas ellas no acotadas.

Recordemos que un subespacio A ⊂ X es acotado si su clausura A es

compacta.

Demostración del Lema II.1.7. Para toda componente conexa C ⊂ X −

Kn tal que C ∩ (X − Kn+1) 6= ∅ se tiene que C ∩ FrKn+1 6= ∅. Si no

fuera aśı, C ∩ (X − intKn+1) = C ∩ (X − Kn+1) seŕıa un subconjunto de

X abierto, cerrado y no vaćıo lo que lleva a contradicción con la conexión de

X. Además, como las componentes son abiertos en X − Kn, la compacidad

de FrKn+1 ⊂ X − Kn implica que hay un número finito de componentes

C ⊂ X−Kn con C∩(X−Kn+1) 6= ∅. Como consecuencia, sólo hay un número

finito de componentes no acotadas en X−Kn. Además, podemos suponer que

todas las componentes de X−Kn son no acotadas. De lo contrario, podŕıamos

reemplazar Kn por la unión

K ′n = Kn ∪ Z1 ∪ Z2

donde Z1 es la unión (finita) de las componentes que cortan a FrKn+1 y
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Z2 =
⋃
{D ⊂ X −Kn;D componente y D ⊂ Kn+1}.

Nótese que Z1 y Z2 son dos conjuntos abiertos en X−Kn con FrZi ⊂ FrKn

(i = 1, 2) y que Z1 es una unión finita de compactos y Z2 ⊂ Kn+1, por lo que

K ′n es compacto.

A partir del Lema II.1.7 obtenemos

Proposición II.1.8. En las condiciones de la Proposición II.1.6 se verifica

que

F(X) = ĺım
←
{π′0(X −Kn), jn}

donde para cada n ≥ 1, π′0(X −Kn) ⊂ π0(X −Kn) denota el conjunto finito

de las componentes conexas no acotadas de X −Kn.

Ejemplos II.1.9. La condición de la conexión local es imprescindible en el

enunciado del Lema II.1.7 como puede apreciarse en los siguientes ejemplos:

(a) Consideremos X el continuo generalizado representado en el Ejemplo

I.4.14. Si {Kn}n≥1 es la sucesión exhaustiva de X donde Kn = ([0, n]×

[0, 1])∩X, podemos observar que X−Kn posee dos componentes conexas

infinitas, R y Ra, e infinitas componentes acotadas {Cn
j }j≥1. Es claro que

no podemos añadir todas las componentes de la sucesión {Cn
j }j≥1 a la

parte compacta y seguir teniendo un conjunto compacto.

(b) En la teoŕıa clásica de los continuos, se define el abanico de Cantor como

FC =
⋃
{ve : e ∈ C} ⊂ R2 donde ve es el segmento que une el vértice

v = (1
2
,−1) con el punto e del conjunto de Cantor C.
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Conjunto de

Cantor

v

Figura II.1: Abanico de Cantor.

Consideremos el continuo generalizado X = FC−C. Obsérvese, que dada

cualquier sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 de X se cumple que X − intKn

posee infinitas componentes conexas no acotadas para cada n.

Teorema II.1.10 ([4]; 2.1). Si X es un continuo generalizado de Peano en-

tonces X̂ y X+ son continuos de Peano.

Usamos el resultado anterior para probar la siguiente proposición técnica

que será de gran utilidad para demostrar algunos resultados del Caṕıtulo IV.

Proposición II.1.11. Sea X un continuo generalizado de Peano. Si H es un

abierto conexo de X̂, entonces H − F(X) también es conexo.

Demostración. Como X̂ es un continuo de Peano (II.1.10), entonces H es

un continuo generalizado de Peano y en particular arco-conexo. Veamos que

H − F(X) también lo es. Para ello, tomemos x, y ∈ H − F(X) y un arco

γ ⊂ H que una x con y. Supongamos que la intersección F = γ ∩ F(X) 6= ∅

es no vaćıa (en otro caso no hay nada que probar). Si U1, . . . , Un ⊂ X − K

son componentes (arco-conexas) no acotadas fuera de un compacto K con

x, y ∈ intK, tenemos que F = F1 ∪ · · · ∪ Fn se descompone en una unión

finita de subconjuntos abiertos y cerrados de F dados por Fi = F ∩Ui
X̂

. Sean

p1, q1 ∈ γ el primer y último elemento respectivamente de F1 ∩ γ. Entonces

existen elementos p̃1 y q̃1 en U1 tal que γ ∩ F1 = γ0
1 ∩ F1 donde γ0

1 ⊂ γ es el

subarco que une p̃1 a q̃1. Sea γ1 el nuevo arco en H obtenido al sustituir γ0
1 por

un arco en U1. Aqúı usamos que U1 es arco-conexo. Obsérvese que γ1∩F1 = ∅.
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Ahora repetimos el argumento anterior para γ1 y F2 y conseguiremos un nuevo

arco γ2 ⊂ H con γ2 ∩ F(X) ⊂ γ2 ∩ (F3 ∪ · · · ∪ Fn). Reiterando el proceso

obtenemos un arco γn ⊂ H con γn ∩F(X) = ∅ y por tanto γn une x con y en

H −F(X).

Terminamos esta sección recordando el papel de los árboles en el estudio de

los finales de Freudenthal de los continuos generalizados de Peano. De hecho,

para tales espacios, los finales de Freudenthal pueden ser considerados como

clases de equivalencia de rayos en X.

Definición II.1.12. Un rayo en X con origen en a ∈ X es una aplicación

propia r : R≥0 → X con r(0) = a. Un final ε ∈ F(X) esta inducido por r si

r∗(∞) = ε. Evidentemente todo r define un único final de Freudenthal ε que

se dice inducido por r.

La siguiente proposición da una definición alternativa de los finales de

Freudenthal de un continuo generalizado de Peano X.

Proposición II.1.13. Para todo final ε de X se puede encontrar un rayo

r : R≥0 → X tal que r induce ε. Además, dos rayos inducen el mismo final ε

si y sólo si pueden unirse fuera de cualquier subconjunto compacto K ⊂ X.

Esta proposición es un caso particular de la siguiente proposición.

Proposición II.1.14 ([6]; I.9.17). Sea X un continuo generalizado de Peano.

Entonces existe un árbol T ⊂ X tal que la inclusión induce un homeomorfismo

F(T ) ∼= F(X).

Definición II.1.15. Decimos que un árbol como el del enunciado de la Pro-

posición II.1.14 es un árbol de finales de X.

Además de controlar lo finales, los árboles pueden ser considerados objetos

sobre los que las aplicaciones entre espacios de finales pueden ser realizadas

por aplicaciones propias. Más expĺıcitamente,

Teorema II.1.16. Sea X un continuo generalizado de Peano y T un árbol.

Dada una aplicación continua g : F(X)→ F(T ) existe una aplicación propia

f : X → T tal que f∗ = g. Además si g es sobreyectiva f también puede
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ser elegida sobreyectiva. En particular siempre existe una aplicación propia

sobreyectiva de X en R≥0.

Para la demostración de este resultado es conveniente recordar el orden

natural de los vértices de un árbol.

Definición II.1.17. Por un árbol con un vértice ráız v0 entendemos un árbol

localmente finito T con un vértice v0 fijado. El vértice ráız induce el siguiente

orden en el conjunto de vértices T 0 ⊂ T . Escribiremos v ≤ w si v está contenido

en el único arco γw de w a v0. Además definimos la altura de v, |v| , como

el número de vértices en el arco γv. Por Sn denotamos el n-ésimo nivel de

T ; esto es Sn = {v ∈ T 0; |v| = n}. Evidentemente, si Tn ⊂ T es el subárbol

generado por los vértices con |v| ≤ n se tiene que {Tn}n≥1 define una sucesión

exhaustiva en T . Finalmente para todo v ∈ T 0, Tv denota el subárbol de T

generado por todo w ≥ v. Nótese que F (Tv) ⊂ F(T ) es un conjunto abierto

y cerrado de finales de T .

Demostración del Teorema II.1.16. Sea {Kn}n≥1 una sucesión exhaustiva

de X. Para cada nivel Sj consideramos el recubrimiento cerrado y abierto Gj =

{g−1
(
F(Tv)

)
; v ∈ Sj} de F(X). Este recubrimiento puede ser refinado por un

recubrimiento de la forma {UF} donde los conjuntos U son las componentes de

X −Knj
para algún nj; ver Lema I.3.18. Podemos suponer que n1 < n2 < . . .

Sean mj = nj+1 y AjU = FrKmj
∩U . Nótese que Knj

⊂ intKmj
implica que

AjU es un conjunto compacto no vaćıo. Tomamos el vértice f(AjU) = vjU = v si

g (F(U)) ⊂ Tv. Nótese que vjU ≤ vj+1
W si W ⊂ U .

Por DU(j − 1, j) ⊂ X denotamos la intersección U ∩Kmj
−Kmj−1

. Dado

que un árbol es un AR1 espacio podemos extender f : Aj−1
U ∪{A

j
W ;W ⊂ U} →

TU(j − 1, j) a una aplicación continua f j−1
U : DU(j − 1, j)→ TU(j − 1, j) .

A partir de f j−1
U se tiene una aplicación continua f j−1 : Kmj

−Kmj−1
→

Tj − Tj−1 (j ≥ 2) donde Tj es el árbol generado por todos los vértices v con

|v| ≤ j. Para j = 0 sea f 0 : Km1 → T1 una extensión de f 1|Fr(Km1 ) y f 0(x0) = v0

para todo elemento x0 ∈ intKm1 . Entonces las aplicaciones f j−1 (j ≥ 1) definen

1Un AR espacio X es un espacio tal que si A ⊂ Y es cerrado del espacio métrico Y

entonces toda f : A→ X continua se extiende a una f̃ : Y → X ; ver Ch. I §3 y §4 de [55].
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una aplicación f =
⋃
f j−1 : X → T . Obsérvese que la aplicación f es propia

dado que f(Kmj
) ⊂ Tj para todo j ≥ 1. La conexión de X implica que la

imagen de f(X) coincide con el subárbol de T generado por el vértice ráız v0

y todos los vértices f(AjU) con j ≥ 1 y U ⊂ X −Knj
. Por tanto f(X) = T si

g es sobreyectiva. La igualdad f∗ = g se deduce de la definición de f .

En particular, como todo espacio métrico compacto es la imagen continua

del conjunto de Cantor ([68]; 4.1.6), tenemos como consecuencia del Teorema

II.1.16

Corolario II.1.18. Sea X un continuo generalizado de Peano con F(X) ho-

meomorfo al conjunto de Cantor. Entonces para todo árbol T existe una apli-

cación propia sobreyectiva f : X → T .

§II.1A. Dendritas

Con el fin de facilitar la exposición en secciones posteriores, hemos reunido

en esta sección auxiliar las propiedades básicas de los espacios denominados

dendritas. Esta clase de espacios está definida por la propiedad distintiva de

los árboles entre los grafos. Más expĺıcitamente,

Definición II.1A.1. Por un espacio dendŕıtico se entiende un espacio X en

el que dos puntos cualesquiera pueden ser separados mediante la omisión de

un tercer punto. Un dendrita es un continuo generalizado de Peano dendŕıtico.

En caso de que el espacio en estudio sea un continuo de Peano matizaremos

que nuestro espacio es un dendrita compacto.

El siguiente ejemplo muestra un dendrita que no es árbol.

Ejemplo II.1A.2. Si ∆ = {(x, y) ∈ R2; y = x, x ≥ 0}, el continuo generali-

zado de Peano representado en la figura siguiente es un dendrita pero no es un

árbol pues el vértice v = (0, 0) presenta infinitas ramificaciones; ver Definición

II.1.17.

X = ∆ ∪
∞⋃

n=1

{
(x, y) ∈ R2; y =

x

n
, 0 ≤ x ≤

1

n

}
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v

Figura II.2: Dendrita que no es árbol.

Como extensiones de la clase usual de los dendritas compactos en la teoŕıa

de los continuos, diversas familias de espacios dendŕıticos han sido conside-

radas en la literatura. Por ejemplo, E. Ward caracterizó en [78] los espacios

dendŕıticos entre la familia de espacios conexos, localmente arcoconexos, sepa-

rables y Hausdorff como aquellos espacios que no contienen una curva simple.

Además, si los espacios son localmente compactos, Ward demostró también

que los espacios dendŕıticos son caracterizados alternativamente como aque-

llos espacios para los cuales cualquier subcontinuo es dendŕıtico. Por lo tanto,

como un caso particular de los resultados de Ward, tenemos

Proposición II.1A.3. Un continuo generalizado de Peano X es dendŕıtico si

y sólo si una de las siguientes condiciones se cumple:

(a) X no contiene una curva cerrada simple ([78]; Thm. 2).

(b) Cada subcontinuo de X es un dendrita compacto ([78]; Thm. 3).

Como una consecuencia inmediata de la Proposición II.1A.3(b) tenemos el

siguiente

Lema II.1A.4. Cualquier dendrita admite una sucesión exhaustiva formada

por dendritas compactos.

El punto principal de esta sección es el hecho de que los dendritas se com-

portan bien respecto a la compactificación de Freudenthal. En concreto,
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Proposición II.1A.5. La compactificación de Freudenthal D̂ de un continuo

generalizado de Peano D es un dendrita si y sólo si D es dendŕıtico.

Demostración. Si D̂ es un dendrita entonces D es dendŕıtico por la Propo-

sición II.1A.3(a).

Rećıprocamente, D̂ es un continuo de Peano por el Teorema II.1.10. Segui-

damente comprobaremos que D̂ es dendŕıtico. Supongamos en caso contrario

que existe un ciclo Σ ⊂ D̂ con F = Σ ∩ F(D) 6= ∅. En particular F 6= Σ y si

p ∈ Σ−F podemos identificar F ⊂ Σ−{p} ∼= R con un conjunto compacto de

la recta real. Procedemos como en la demostración de la Proposición II.1.11

para reemplazar Σ − {p} por una nueva “linea” E que coincide con Σ − {p}

fuera de un conjunto compacto K que contiene a F y tal que E ∩F(D) = ∅,

de donde obtenemos un ciclo E ∪ {p} ⊂ D lo que es una contradicción.

Como una consecuencia de la Proposición II.1A.5 podemos aplicar

([80];V.1.3(ii)) a D̂ para obtener

Corolario II.1A.6. Cualquier subconjunto conexo de un dendrita D es arco-

conexo.

Este corolario nos permite obtener fácilmente la siguiente extensión de las

bien conocidas caracterizaciones de los dendritas compactos ([45]; Thm. 1, pág.

300) y ([59]; 10.10, 10.35).

Proposición II.1A.7. Sea D un continuo generalizado de Peano. Entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) D es dendŕıtico.

(b) La intersección K1 ∩K2 de dos subcontinuos de D es un subcontinuo.

(c) La intersección C1 ∩ C2 de dos subconjuntos conexos de D es conexo.

(d) La intersección X1 ∩ X2 de dos subcontinuos generalizados de D es un

subcontinuo generalizado.

(e) D es hereditariamente unicoherente; esto es, si A ∪ B ⊂ D es conexo

con A y B cerrados y conexos, entonces A ∩ B es conexo.
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Demostración. Si D es dendŕıtico, por el Lema II.1A.4 podemos encontrar

un dendrita compacto D0 ⊂ D con K1 ∪K2 ⊂ D0. Entonces aplicamos ([45];

Thm. 1, pág. 300) a D0 para probar que K1 ∩ K2 es un continuo. Más aún,

si (b) se cumple, el Corolario II.1A.6 nos muestra que Ci es arcoconexo y

dados a, b ∈ C1 ∩ C2 aplicamos (b) a la unión Γ1 ∪ Γ2 de dos arcos Γi ⊂ Ci

(i = 1, 2) uniendo a a b. Para deducir (d) de (c) observamos que X1 ∩ X2 es

localmente compacto y por tanto es un continuo generalizado. La implicación

(d) ⇒ (e) es obvia pues cualquier subconjunto cerrado conexo en D es un

continuo generalizado. Finalmente (a) sigue de (e) al observar que cualquier

ciclo no es unicoherente.

Nota II.1A.8. Cualquier espacio Hausdorff, localmente conexo y dendŕıtico

X está dotado con un orden parcial natural que caracteriza el espacio; ver [78]

para una demostración. El orden viene dado escogiendo un punto x0 ∈ X y es-

tableciendo que x ≤ y si x separa x0 de y; compárese con la Definición II.1.17.

Ward considera en [78] compactificaciones de espacios dendŕıticos sin la supo-

sición de la compacidad local. En concreto, mostró que un espacio convexo,

dendŕıtico, conexo, localmente conexo y metrizable admite un dendrita como

compactificación. Recordemos que un espacio topológico parcialmente ordena-

do X se dice convexo si para cada x ∈ X los conjuntos L(x) = {a : a ≤ x} y

M(x) = {a : x ≤ a} forman una subbase de los conjuntos cerrados de X.

Notemos que la convexidad no es requerida para lograr dendritas como com-

pactificaciones de Freudenthal de espacios dendŕıticos. De hecho, hay ejemplos

sencillos de estos espacios que no son convexos como demuestra en el siguiente

Ejemplo II.1A.9. Consideremos el dendrita X descrito en el Ejemplo II.1A.2.

Sea {xn}n≥1 ⊂ X la sucesión xn = ( 1
n
, 1
n2 ). Denotemos x0 = (0, 0) y conside-

remos el conjunto cerrado F = {xn}n≥0. Claramente X es un dendrita cuyo

orden parcial natural 4 se define como sigue: dado x = (a1, a2) y y = (b1, b2)

ambos en X tenemos que x 4 y si a1 ≤ b1 siempre que x, y ∈ ∆ ó x e y

pertenezcan al mismo segmento < x0, xi > para algún i ≥ 2.

Seguidamente probamos que X no es convexo. En efecto, supongamos que

el conjunto cerrado F =
⋂
Fα se puede escribir como una intersección de

uniones finitas Fα =
(⋃

i∈Iα
L(zi)

)
∪
(⋃

j∈Jα
M(yj)

)
. Notemos que cada L(zi)

contiene a lo más dos puntos de F , y por tanto podemos asumir sin pérdida
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de generalidad que F ⊂
⋃
j∈Jα

M(yj) para cada α. Entonces encontramos

jα ∈ Jα tal que x0 ∈ M(yjα) y aśı M(yjα) = M(x0) = X ⊂ F , lo que es un

contradicción.

§II.2. Una nueva equivalencia del Teorema de

Hahn-Mazurkiewicz

Esta sección está dedicada a relacionar el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

con un reciente resultado obtenido por Bognár ([8]; Thm. A). Empezamos

observando que el mencionado resultado de Bognár es una consecuencia inme-

diata del Teorema II.1.3. Expĺıcitamente,

Teorema II.2.1 ([8]; Thm. A). Sea E un espacio métrico localmente conexo

y localmente compacto. Sea M ⊂ E un continuo y sean d, e ∈ M . Entonces

existe una aplicación continua f : [0, 1] → E tal que f(0) = d, f(1) = e y

M ⊂ f
(
[0, 1]

)
.

Demostración. Como M es conexo podemos asumir, escogiendo si es nece-

sario la componente conexa de E que contiene a M , que E es conexo (y por

tanto un continuo generalizado de Peano de acuerdo con la Nota I.3.1). El

Teorema II.1.3(c) establece una sobreyección propia g : TC → E. En particu-

lar g−1(M) es un conjunto compacto no vaćıo y existe un subárbol compacto

T ⊂ TC con g−1(M) ⊂ T . Ahora no es dif́ıcil encontrar una aplicación continua

sobreyectiva h : [0, 1]→ T con h(0) = x0 ∈ g
−1(e) y h(1) = x1 ∈ g

−1(d). Para

esto simplemente consideramos una sucesión 0 = t0 < t1 < · · · < ts < ts+1 = 1

donde s es el número de vértices {v1, . . . , vs} de T ; entonces h sobre [ti−1, ti]

(1 ≤ i ≤ s + 1) es un camino desde vi−1 a vi en T con v0 = x0 y vs+1 = x1.

La composición f = g ◦h : [0, 1] → E es una aplicación con las propiedades

requeridas.

Definición II.2.2. Los espacios para los que se cumple el Teorema II.2.1

decimos que tienen la propiedad de Bognár .

Nota II.2.3. En el Ejemplo I.4.14 se muestra un continuo generalizado no de

Peano que cumple la propiedad de Bognár. En efecto, por compacidad, todo
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continuo está en una de las tres componentes conexas por caminos y cada una

de ellas cumple la propiedad de Bognár trivialmente.

Si llamamos a un espacio X crecientemente conexo si posee una sucesión

exhaustiva de continuos, entonces la propiedad de Bognár caracteriza a los con-

tinuos generalizados de Peano entre los continuos generalizados crecientemente

conexos. En efecto, todo continuo generalizado de Peano es crecientemente co-

nexo y cumple la propiedad de Bognár por el Teorema II.1.3. Rećıprocamente,

si X admite una sucesión exhaustiva de continuos {Xn}n≥1 y cumple la pro-

piedad de Bognár, el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz nos da para cada Xi un

continuo de Peano Yi con Xi ⊂ Yi. Entonces podemos encontrar una subsuce-

sión {ns}s≥1 con

X1 ⊂ Y1 ⊂ intXn1 ⊂ intYn1 ⊂ Yn1 ⊂ intXn2 ⊂ intYn2 ⊂ Yn2 . . .

lo que demuestra que X es un continuo generalizado de Peano por el Teorema

II.1.3(d).

El espacio Σ representado en la Figura III.4 más adelante es un ejemplo

de continuo generalizado no localmente conexo que śı verifica la propiedad de

Bognár.

Como Bognár demostró en [8], el Teorema II.2.1 implica el Teorema clási-

co de Hahn-Mazurkiewicz. Seguidamente probaremos que ambos resultados

son en realidad equivalentes. En la Nota II.2.5 presentamos una demostración

alternativa que usa la compactificación de Freudenthal.

Teorema II.2.4. Los siguientes tres enunciados son equivalentes:

(a) Todo espacio métrico localmente conexo y localmente compacto E cumple

la propiedad de Bognár.

(b) Todo continuo generalizado de Peano E cumple la propiedad de Bognár.

(c) Cualquier continuo de Peano X es la imagen continua del intervalo uni-

dad [0, 1].
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Demostración. (a) ⇒ (b) es obvio. Igualmente (b) ⇒ (c) es inmediato to-

mando E = M = X en la propiedad de Bognár.

Para ver (c)⇒ (a), si M ⊂ E es un continuo, consideramos la componente

X ⊂ E que contiene a M . Por la conexión local de E y la Nota I.3.1, X

es un continuo generalizado de Peano y por el Teorema II.1.3 existe2 P ⊂

X subcontinuo de Peano con M ⊂ intP . Aplicamos el Teorema de Hahn-

Mazurkiewicz (II.1.2) y encontramos una aplicación continua f : [0, 1]→ P ⊂

X con f(I) = P . Modificamos f , como en la demostración del Teorema II.2.1,

para que f(0) = e y f(1) = d y llegamos aśı a probar que E posee la propiedad

de Bognár.

Nota II.2.5. Se puede usar la compactificación de Freudenthal para dar la

siguiente demostración alternativa a (c)⇒ (a) en el Teorema II.2.4 sin usar el

Teorema II.1.3. Como antes, podemos considerar que E es conexo y por tanto

un continuo generalizado de Peano. Aśı que la compactificación de Freudenthal

Ê es un continuo de Peano (II.1.10) para el cual (II.1.3(c)) nos proporciona

una sobreyección continua f : [0, 1] → Ê. Usando los mismo argumentos de

la demostración del Teorema II.2.1 podemos también suponer que f(0) = e y

f(1) = d ∈M .

Sea K ⊂ E un compacto tal que M ⊂ intK y sea A = A1 ∪ · · · ∪ An la

descomposición del compacto A = f−1(F(E)) en la unión disjunta de cerrados

Ai = A ∩ f−1

(
Ui

Ê
)

donde Ui son las componentes no acotadas de X −K.

Ahora procedemos como en la demostración de la Proposición II.1.11 y si

s1 y t1 son el primer y último elemento en Bn = A1 ∩ f−1(F(E)), observamos

que B1 ⊂ intA1 por lo que podemos encontrar ǫ > 0 tal que s1 − ǫ, t1 + ǫ ∈

f−1(U1). Entonces cambiamos f por una nueva aplicación f1 : [0, 1]→ Ê que

coincide con f fuera de [s1 − ǫ, t1 + ǫ] y es un camino en U1 de f(s1 − ǫ) a

f(t1 + ǫ). De esta forma, si F1 = U1
Ê
∩ F(E) tenemos que f1([0, 1]) ∩ F1 = ∅

y reiteramos el proceso hasta conseguir una aplicación fn : [0, 1] → Ê tal

que fn([0, 1]) ∩ Fj = ∅ para 1 ≤ j ≤ n, por lo que fn : [0, 1] → E ya que

F(X) =
⋃n
j=1 Fj . Además fn coincide con f en el compacto f−1(K) y por

tanto M ⊂ fn([0, 1]), fn(0) = e y fn(1) = d. Ésto demuestra (II.2.4(a)).

2El subcontinuo P se puede obtener aplicando el Lema IV.2.5 dentro de la teoŕıa clásica

de los continuos.



42 Caṕıtulo II: Continuos generalizados de Peano

§II.3. Generalizaciones del Teorema II.2.1

Esta sección contiene algunas generalizaciones del Teorema II.2.1 involu-

crando los finales de Freudenthal. Comencemos fijando alguna notación. Sean

E un espacio métrico no compacto, localmente compacto y localmente conexo

y A ⊂ E un conjunto conexo cerrado. La componente conexa X ⊂ E que

contiene a A es un continuo generalizado de Peano y A es un subcontinuo ge-

neralizado cerrado (ver Nota I.3.1). Sea FA = A
X̂
∩F(X). Primero probamos

Teorema II.3.1. Con la notación anterior supongamos que tenemos un árbol

T y un homeomorfismo g : F(T )→ FA. Entonces para cualquier final ε ∈ FA

y sucesiones {tn}n≥1 ⊂ T y {an}n≥1 ⊂ A convergiendo a los finales g−1(ε) y

ε, respectivamente, existe una aplicación propia f : T → E tal que f(tn) = an

para todo n ≥ 1 y A ⊂ f(T ).

En la demostración del Teorema II.3.1 usaremos los siguientes lemas esen-

cialmente conocidos

Lema II.3.2. Para cualquier subconjunto A ⊂ T de un árbol ordenado T con

vértice ráız v0 ∈ T (ver Definición II.1.17) existe el subárbol minimal TA con

A ⊂ TA y v0 ∈ TA.

Demostración. Sea TA =
⋂
T ′ la intersección de todos los subárboles T ′ ⊂

T con v0 ∈ T ′ y A ⊂ T ′. Entonces TA es un conjunto conexo pues dados

cualesquiera dos vértices p, q ∈ T ′ el único arco que los conecta está contenido

en T ′. Por lo tanto TA es necesariamente un árbol y claramente v0 ∈ TA.

Lema II.3.3. Sean T y T ′ dos árboles y g : F(T ) → F(T ′) una aplicación

continua. Dadas dos sucesiones {tn} y {t′n} convergiendo a los finales ε y

g(ε) respectivamente, existe una aplicación propia h : T → T ′ con h∗ = g y

h(tn) = t′n para todo n ≥ 1. Es más, si g es sobreyectiva h se puede elegir

sobreyectiva.

Demostración. En (II.1.16) se construye una aplicación propia f : T → T ′

con f∗ = g que puede ser elegida sobreyectiva si g es sobreyectiva. Aqúı sim-

plemente modificamos f para obtener una aplicación propia h : T → T ′ con
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h(tn) = t′n para todo n ≥ 1. Concretamente, como {t′n}n≥1 converge al mis-

mo final que {f(tn)}n≥1, existe una sucesión de caminos {γn}n≥1 que unen

γn(0) = t′n a γn(1) = f(tn) tal que si L ⊂ T ′ es compacto entonces existe n0

tal que para cualquier n ≥ n0 γn ∩ L = ∅ (ver Proposición II.1.13). Entonces

subdividimos T para añadir todos los tn como nuevos vértices y extender la su-

cesión {γn} a la sucesión {γv} de caminos donde v vaŕıa entre los vértices de la

subdivisión, definiendo γv = γn si v = tn y γv el camino constante γv(t) = f(v)

si v 6= tn. Usando esta sucesión, definimos h : T → T ′ sobre cada arista 〈v, w〉

(identificada con [0, 1]) por h(t) = γv(3t) si 0 ≤ t ≤ 1/3, h(t) = f(3t − 1) si

1/3 ≤ t ≤ 2/3 y h(t) = γw(3− 3t) si 2/3 ≤ t ≤ 1. Se comprueba directamente

que h es una sobreyección propia con h(tn) = t′n.

Demostración del Teorema II.3.1. De acuerdo con el Teorema II.1.3(b)

existe un árbol T ′ y una sobreyección propia r : T ′ → X que induce un ho-

meomorfismo r∗ : F(T ′) → F(X). Sea T ′r−1(A) ⊂ T ′ el subárbol dado por el

Lema II.3.2 para r−1(A) ⊂ T ′. Como r es propia se puede comprobar que

F(T ′) ∩ r̂−1(A
X̂

) = r−1
∗ (FA) = F

(
T ′r−1(A)

)
. Aqúı r̂ es la extensión de Freu-

denthal de r. Más aún, como r∗ es un homeomorfismo, FA es homeomorfo a

F(T ′r−1(A)). Entonces, escogiendo t′n ∈ r
−1(an), el Lema II.3.3 nos proporciona

una sobreyección propia h : T → T ′r−1(A) con h(tn) = t′n para n ≥ 1, y la

composición f = r ◦h : T → X es la aplicación requerida.

La imagen Y = r
(
T ′r−1(A)

)
en la demostración del Teorema II.3.1 es un

continuo generalizado de Peano por el Teorema II.1.3(b). Más aún, también

se observa en dicha demostración que F(Y ) es homeomorfo a FA. Por lo tanto

tenemos el siguiente resultado como un complemento al Teorema II.3.1.

Teorema II.3.4. Existe un continuo generalizado de Peano Y ⊂ E tal que

A ⊂ Y y F(Y ) es homeomorfo a FA.

Nota II.3.5. (a) Si E = X = A entonces el Teorema II.3.1 implica el Teorema

II.1.3(b), probando que ambos resultados son en realidad equivalentes.

(b) Como no todos los finales de un árbol arbitrario tienen el mismo com-

portamiento topológico, no podemos esperar que el Teorema II.3.1 nos pro-

porcione una sobreyección propia que aplique una sucesión convergente a un
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final arbitrario a la sucesión dada {an}. En efecto, si E = X = T es el árbol

descrito en la siguiente figura

ε0ε1

Figura II.3

es claro que no existe una sobreyección propia T → T que env́ıe un sucesión

convergente al final ε0 a una sucesión convergente al final ε1. De cualquier

forma, para el árbol binario de Cantor TC con F (TC) = C el conjunto de

Cantor, podemos probar con la notación ya fijada al comienzo de la sección el

siguiente

Teorema II.3.6. Dada una sucesión {an} ⊂ A que converge a un final cual-

quiera ε ∈ FA y cualquier sucesión {tn} que converge a un final en F (TC) = C,

existe una aplicación propia f : TC → E tal que A ⊂ f(TC) y f(tn) = an para

todo n ≥ 1.

En la demostración del Teorema II.3.6 usaremos la siguiente observación

Nota II.3.7. Si A ⊂ C = F (TC) es un subconjunto cerrado del conjunto de

Cantor C, existe un subárbol T ⊂ TC con F(T ) = A. En efecto, T se puede

escoger como el subárbol generado por todos los vértices v para los cuales Tv

define al menos un final en A. Aqúı Tv ⊂ T es el árbol generado por los vértices

w ≥ v, ver Definición II.1.17.

Demostración del Teorema II.3.6. Sea T ⊂ TC un subárbol que contiene

el vértice ráız cuyo espacio de finales es homeomorfo a FA (Nota II.3.7) y sea

g : F(T )→ FA un homeomorfismo. Por el Teorema II.3.1 existe una aplicación

propia f̃ : T → E tal que f̃(t′n) = an para una sucesión {t′n} que converge

al final ε′ = g−1(ε). Seguidamente observamos que cualquier conjunto cerrado

de C es un retracto de C ([43]; 15.2) y escogemos una retracción r : F (TC) =
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C → F(T ) (esto es, r(x) = x si x ∈ F(T )). Es más, como C es un espacio

homogéneo ([59]; 7.22) podemos encontrar un homeomorfismo ψ : C → C

con ψ(ε0) = ε′, donde ε0 es el final ĺımite de la sucesión {tn}. Por lo tanto,

aplicando el Lema II.3.3 a la composición r ◦ψ : C → F(T ) obtenemos una

aplicación propia h : TC → T con h(tn) = t′n para n ≥ 1. La composición

f = f̃ ◦h es la aplicación propia deseada.

Si consideramos aplicaciones continuas ordinarias, tenemos también el si-

guiente análogo del Teorema II.2.1.

Teorema II.3.8. Dada una sucesión arbitraria {an} ⊂ A y una sucesión

creciente {tn} en la semirecta R≥0 = [0,∞), existe una aplicación continua

f : R≥0 → E tal que A ⊂ f(R≥0) y f(tn) = an para todo n ≥ 1.

Demostración. Sea g : T → E una aplicación propia dada por el Teorema

II.3.1. Elijamos zn ∈ g−1(an) y t′n ∈ (tn, tn+1). Después de ordenar el conjunto

de vértices de T , {vn}n≥0, con v0 el vértice ráız, definimos una sobreyección

continua h : R≥0 → T de tal forma que h(0) = v0, h(tn) = zn y h(t′n) = vn. La

composición f = g ◦h : R≥0 → E satisface los requerimientos.





Caṕıtulo III

Sucesiones inversas de

aplicaciones propias

Este caṕıtulo estudia la conexión y los finales de Freudenthal de espacios

obtenidos como ĺımites inversos de sucesiones de espacios no compactos con

aplicaciones de enlace propias. En concreto, probamos que los ĺımites inversos

de sucesiones de rectas eucĺıdeas (espacios tipo ĺınea) o semirectas eucĺıdeas

(espacios tipo rayo) preservan la conexión y los finales de Freudenthal (Teore-

mas III.3.4 y III.4.2). Sin embargo esto no es cierto para árboles sin vértices

terminales con tres o más finales. Es más, mostramos que la categoŕıa de los es-

pacios tipo rayo y aplicaciones propias no admite un objeto universal (Teorema

III.3.6).

§III.1. Ĺımites inversos con aplicaciones de

enlace propias

Aunque en algunos resultados nos restringiremos a los continuos genera-

lizados y continuos generalizados de Peano, trabajaremos en general en la

categoŕıa de los espacios topológicos admisibles (ver §I.3) y las aplicaciones

propias.

Notación III.1.1. Usaremos la notación X = ĺım
←−p

{Xn, fn} para representar el

ĺımite inverso (ver Apéndice B) de una sucesión X1
f1
← X2

f2
← · · ·

fn−1
← Xn

fn
← . . .

con aplicaciones de enlace fn propias.
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Obsérvese que al eliminar la compacidad, el ĺımite X puede ser el espacio

vaćıo. Por ejemplo si consideramos la sucesión de inclusiones X1 ⊃ X2 ⊃ . . .

donde Xn = [n,+∞). Para ĺımites inversos no vaćıos tenemos el siguiente

lema; compárese con ([24], 3.7.12).

Lema III.1.2. Un ĺımite inverso X = ĺım
←−p

{Xn.fn} de espacios admisibles es

un espacio admisible. Es más, las proyecciones naturales πn : X → Xn son

aplicaciones propias (y por tanto X no es compacto si los espacios Xn no lo

son). Además, si las aplicaciones fn son monótonas entonces también lo son

las proyecciones πn.

Recordemos que G. T. Whyburn introdujo en [81] la noción de aplicación

monótona como aquella en que la fibra de cualquier punto de su codominio

es conexa, es decir, una aplicación f : X → Y se dice monótona si es un

sobreyección continua tal que f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y . El nombre

de “monótona” proviene del hecho de que una función real continua tiene fibras

conexas si y sólo si es creciente o decreciente.

Lema III.1.3 ([24]; 6.1.29). Si f : X → Y es una aplicación cerrada (en

particular, si f es propia) y monótona entre dos espacios admisibles, entonces

para todo conexo C ⊂ Y se verifica que f−1(C) es conexo.

Demostración del Lema III.1.2. El espacio X ⊂
∏

n≥1Xn es metrizable

y segundo numerable ya que hereda ambas propiedades del producto (B.5).

Veamos que las proyecciones canónicas πn : X → Xn son propias; para esto,

sea K ⊂ Xn un compacto y consideremos que la sucesión inversa S ≡ K ←

f−1
n (K) ← f−1

n+1(f
−1
n (K)) ← . . . donde cada término es compacto pues las

aplicaciones de enlace son propias. Entonces π−1
n (K) = ĺım

←−
S es un compacto

no vaćıo.

Para comprobar la compacidad local de X, sea Ω =
∏n

i=1 Ui×
∏∞

i=n+1Xi un

entorno de (x1, x2, . . . ) ∈ X donde Ui es un entorno compacto de xi. Entonces

el conjunto cerrado ΩX = X ∩ Ω es compacto pues está contenido en un

conjunto compacto

U1 × U2 × · · · × Un × f
−1
n+1(Un)× (fn+2 ◦fn+1)

−1(Un)× . . .



§III.1: Ĺımites inversos con aplicaciones de enlace propias 49

Aqúı usamos que X es cerrado en
∏

n≥1Xn (B.5) y que las aplicaciones fn

son propias.

Finalmente, supongamos que fn es monótona para todo n ≥ 1. Dado y ∈

Xn tenemos π−1
n (y) = ĺım

←−
{y ← f−1

n (y) ← f−1
n+1(f−1

n (y)) ← . . . } donde todos

los espacios son conexos y compactos, luego π−1
n (y) es no vaćıo y conexo.

Corolario III.1.4. Cualquier ĺımite inverso de continuos generalizados X =

ĺım
←−p

{Xn, fn} con aplicaciones de enlace monótonas es un continuo generaliza-

do.

Usando la compactificación por un punto de Alexandroff, X+ = X ∪ {∞},

probaremos seguidamente que los ĺımites inversos de sucesiones inversas con

aplicaciones de enlace propias pueden ser identificados como ĺımites inversos

ordinarios “punteados”. Para ello, consideremos la siguiente notación.

Notación III.1.5. Si Xn es un espacio punteado por xn ∈ Xn, por X =

ĺım
←−∗
{Xn, gn} queremos denotar que X es el ĺımite de una sucesión inversa cuyas

aplicaciones de enlace satisfacen g−1
n (xn) = xn+1 para todo n. Recordemos que

por la Proposición I.1.8 toda aplicación propia f : X → Y se extiende a una

aplicación continua f+ : X+ → Y + tomando f+(∞) =∞.

Entonces

Proposición III.1.6. Para cualquier espacio admisible X son equivalentes:

(a) X = ĺım
←−p

{Xn, fn}.

(b) X+ = ĺım
←−∞

{X+
n , f

+
n }.

Demostración. Para probar (a) ⇒ (b) consideremos el siguiente diagrama

conmutativo (para todo n ≥ 1)

Z

qn qn+1

X+
n X+

n+1f+
n

X+

π+
n π+

n+1
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donde Z es un espacio arbitrario. Del diagrama sigue que q−1
n (∞) = q−1

n+1(∞)

para todo n ≥ 1. Entonces, si C = q−1
n (∞), la propiedad universal de los ĺımites

inversos nos da una aplicación continua ϕ : Z−C → X tal que πn ◦ϕ = qn|Z−C

para n ≥ 1. Ahora, extendemos ϕ a ϕ̃ : Z → X+ tomando ϕ̃(x) =∞ si x ∈ C.

De esta forma, ϕ̃ es continua. En efecto, sea Ω un conjunto abierto de X+.

Seguidamente vemos que ϕ̃−1(Ω) es abierto en Z. Esto es claro si ∞ /∈ Ω pues

Ω es abierto en X y aśı ϕ−1(Ω) = ϕ̃−1(Ω) ⊂ Z − C es abierto en Z.

Supongamos que ∞ ∈ Ω. Entonces X − Ω es compacto y la cuestión se

reduce a mostrar que ϕ̃−1(Ω) = ϕ−1(Ω − {∞}) ∪ C es abierto. Debido a la

continuidad de ϕ, ϕ−1(Ω − {∞}) es abierto en Z. Más aún, dado x ∈ C

sabemos que qn(x) = ∞ y que πn(X − Ω) = π+
n (X − Ω) es compacto en Xn.

Por tanto, (X − πm(X − Ω)) ∪ {∞} es un entorno abierto de ∞ para todo

m ≥ n. Entonces q−1
m ((Xm − πm(X − Ω)) ∪ {∞}) es un conjunto abierto que

contiene a x para todo m ≥ n y está contenido en ϕ−1(Ω− {∞}) ∪ C.

Rećıprocamente, para probar (b)⇒ (a) consideremos el siguiente diagrama

donde Z es un espacio arbitrario

Z

qn qn+1

Xn Xn+1fn

X

πn πn+1

Dado que X+ = ĺım
←−∞

X+
n sabemos que existe φ : Z → X+ tal que π+

n ◦φ =

q̃n donde q̃n es la composición de qn con la correspondiente inclusión Xn ⊂ X+
n .

Más aún∞ /∈ φ(Z) y aśı φ : Z → X satisface πn ◦φ = qn para todo n ≥ 1.

Como un espacio admisible X se sumerge como un conjunto cerrado en

Rk si y sólo si X+ se sumerge en la k-esfera Sk, el siguiente corolario es una

consecuencia inmediata del Teorema de inmersión ([59]; 2.36) debido a J. R.

Isbell.
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Corolario III.1.7. Si X = ĺım
←−p

{Xn, fn} donde cada Xn es homeomorfo a

un conjunto cerrado no trivial de Rk, entonces X se puede sumergir como un

conjunto cerrado en R2k.

Demostración. Si Xn es cerrado en Rk entonces X+
n es compacto en Sk.

Además, por la Proposición III.1.6 X+ = ĺım
←−p

{X+
n , f

+
n } y entonces, por el

Teorema de Isbell, X+ ⊂ S2k. Por lo tanto la inmersión X →֒ R2k es propia,

es decir X es homeomorfo a un conjunto cerrado de R2k.

§III.2. Ĺımites inversos que preservan los fi-

nales de Freudenthal

La compacidad es crucial, no solo para la existencia de un ĺımite inverso,

sino también para la preservación de la conexión. De hecho, si consideramos

la sucesión inversa de árboles con un sólo final Xn cuyo bosquejo vemos en la

siguiente figura, su ĺımite consiste en dos copias de la semirecta eucĺıdea R≥0.

0

g1 g2 g3

0 = 0a
1 = 1a 2 = 2a

1

21 3

0a

0a

1a

0

Figura III.1: Sucesión inversa de árboles con un sólo final.

Aqúı gn es la identidad sobre [0,∞)∪[0a, na) y lleva linealmente el intervalo

[na, (n+ 1)a] sobre [n, n + 1] en la forma obvia.

A continuación estudiamos la relación entre la conexión de X =

ĺım
←−p

{Xn, fn} y el comportamiento de las aplicaciones de enlace fn con res-

pecto a los finales. Comenzamos observando que dado un ĺımite inverso

X = ĺım
←−p

{Xn, fn} de espacios admisibles, podemos considerar el ĺımite in-

verso de las compactificaciones de Freudenthal y extensiones correspondientes

ĺım
←−
{X̂n, f̂n}. Entonces
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Proposición III.2.1. Si X = ĺım
←−p

{Xn, fn} es un ĺımite inverso de continuos

generalizados entonces existe una sobreyección canónica continua ϕ : X̂ →

ĺım
←−
{X̂n, f̂n}.

Demostración. Es claro que las extensiones π̂n : X̂ → X̂n de las proyecciones

πn : X → Xn definen una aplicación canónica ϕ : X̂ → L = ĺım
←−
{X̂n, f̂n}.

Más aún, la imagen ϕ(X̂) ⊂ ĺım
←−

X̂n es compacta, y por tanto D = ĺım
←−

X̂n −

ϕ(X̂) es un conjunto abierto en ĺım
←−

X̂ contenido en el conjunto compacto

F = ĺım
←−
{F(Xn), fn∗}. Si D 6= ∅ y ε ∈ D, la 0-dimensionalidad de F establece

un entorno abierto y cerrado Ω ⊂ D de ε en F . Por lo tanto, Ω es abierto

en ĺım
←−

X̂n y cerrado en F , y entonces también es compacto en ĺım
←−

X̂n. Esto

contradice la conexión de ĺım
←−

X̂n y necesariamente D = ∅. Aqúı usamos que

los espacios X̂n son continuos.

Corolario III.2.2. Bajo las suposiciones anteriores, existe una aplicación

sobreyectiva entre los finales de Freudenthal de X = ĺım
←−p

{Xn, fn} y el ĺımite

inverso de espacios de finales de Freudenthal ĺım
←−
{F(Xn), fn∗}.

Definición III.2.3. Decimos que una sucesión inversa {X1
g1←− X2

g2←− . . . }

con aplicaciones de enlace propias es fiel en los finales si las aplicaciones de

enlace inducen homeomorfismos gn∗ : F(Xn+1) ∼= F(Xn) para todo n. Es más,

su ĺımite X = ĺım
←−p

{Xn, gn} se dice que preserva los finales si las proyecciones

canónicas πn : X → Xn inducen homeomorfismos πn∗ : F(X) ∼= F(Xn) para

todo n.

Obviamente, sucesiones de espacios con un único final son fieles a los finales.

El siguiente ejemplo muestra que los ĺımites de sucesiones fieles en los finales

pueden tener un espacio de finales no metrizable.

Ejemplo III.2.4. Sea {pi}i≥1 una sucesión creciente de números primos donde

p1 = 2 y consideremos la sucesión inversa formada por los árboles

Xn = ([1,+∞)× {0}) ∪ {{pni } × [0, pni ]}i≥1 (n ≥ 1)

y las aplicaciones propias fn : Xn+1 → Xn definidas como sigue: fn(x, 0) =
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(x, 0) si x ∈ [1,∞); fn(pni , x) = (pn−1
i + x, 0) si 0 ≤ x ≤ pn−1

i (pi − 1) y

fn(pni , x) = (pn−1
i , x− pn−1

i (pi − 1)) si pn−1
i (pi − 1) ≤ x ≤ pni .

1 pn−1
i

pn

i

(pn−1
i

, pn−1
i

)

Figura III.2: Imagen en Xn−1 del segmento {pni } × [0, pni ] ⊂ Xn por fn−1.

No es dif́ıcil comprobar que X = ĺım
←−p

Xn
∼= [1,+∞) ⊔

(
⊔

i≥1

[pi,+∞)

)
, y

entonces F(X) no puede ser metrizable por el Teorema I.4.7.

Proposición III.2.5. Supongamos que el ĺımite X = ĺım
←−p

{Xn, gn} de una su-

cesión inversa de continuos generalizados fiel en los finales preserva los finales.

Entonces X es conexo y por tanto, un continuo generalizado.

En la demostración de la Proposición III.2.5 usaremos la siguiente genera-

lización directa de resultados bien conocidos en el caso compacto (Proposición

B.6). Incluimos las demostraciones por completitud.

Lema III.2.6. Sea A ⊂ X = ĺım
←−p

{Xi, fi} un conjunto cerrado donde los

Xi son espacios admisibles. Si πi : X → Xi son las proyecciones canónicas,

entonces A = ĺım
←−p

{πi(A), f ′i} para las restricciones obvias f ′i .

Demostración. Es inmediato que A ⊂ L = ĺım
←−p

{πi(A), f ′i}; más aún, dado

x = (xi)i≥1 ∈ L existe un elemento yi ∈ A tal que πi(yi) = xi para todo i. Por

lo tanto πk(yi) = xk para todo k ≤ i, y aśı la sucesión {yi} converge a x en X,

de donde x ∈ A puesto que A es un conjunto cerrado.

Lema III.2.7. Sean A1, A2 ⊂ X conjuntos cerrados de un ĺımite inverso

X = ĺım
←−p

{Xi, fi} de espacios admisibles. Si A1∩A2 6= ∅ y A1 ó A2 es compacto,

entonces A1 ∩A2 = ĺım
←−p

{πi(A1) ∩ πi(A2), f
1
i } para las restricciones obvias f 1

i .

Demostración. Como cada πi(A1) ∩ πi(A2) es compacto, el ĺımite L =

ĺım
←−p

{πi(A1) ∩ πi(A2), f
1
i } no es vaćıo. Es más, por el Lema III.2.6 A1 ∩ A2 =
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ĺım
←−p

{πi(A1 ∩ A2), f 2
i } ⊂ L para la restricción correspondiente f 2

i . Rećıproca-

mente, dado x = (xi)i≥1 ∈ L existe un elemento yji ∈ Aj tal que πi(y
j
i ) = xi

para todo i ≥ 1 y j = 1, 2. Como en la demostración del Lema III.2.6, las

sucesiones y1
i y y2

i convergen a x en X y aśı x ∈ A1 ∩A2. Aqúı usamos que A1

y A2 son conjuntos cerrados.

Nota III.2.8. El ĺımite inverso que aparece al comienzo de esta sección mues-

tra que el Lema III.2.7 no se verifica si se elimina la compacidad.

Demostración de la Proposición III.2.5. Supongamos por un momento

que X = A1∪A2 es una unión disjunta de dos conjuntos abiertos (y por tanto

cerrados). Consideremos la compactificación de Freudenthal y las extensiones

π̂i : X̂ → X̂i y tomemos Zi = Ai
X̂

. Por el Lema III.2.6 Zi = ĺım
←−
{π̂n(Zi), f

′
n}

para las restricciones obvias f ′n. Más aún, la conexión de X̂n nos lleva a π̂n(Z1)∩

π̂n(Z2) 6= ∅ para cada n. Aplicando el Lema III.2.7, Z1 ∩ Z2 = ĺım
←−
{π̂n(Z1) ∩

π̂n(Z2), f
′′
n} para las correspondientes restricciones f ′′n , y por tanto Z1 ∩ Z2 =

Z1 ∩ Z2 ∩ F(X) 6= ∅. Aśı, para cualquier final U ∈ Z1 ∩ Z2, el Lema I.2.5

implica A1, A2 ∈ U de donde ∅ = A1 ∩ A2 ∈ U , que es un contradicción.

También tenemos el siguiente rećıproco parcial de la Proposición III.2.5

Proposición III.2.9. Si el ĺımite X = ĺım
←−p

{Di, fi} de una sucesión de den-

dritas fiel en los finales es conexo por caminos, entonces el ĺımite preserva los

finales.

Demostración. Puesto que X es un continuo generalizado podemos describir

los finales de Freudenthal de X por medio de cuasicomponentes. Supongamos

por un momento que existen dos finales distintos ε1 = (Q1
n)n≥1, ε2 = (Q2

n)n≥1 ∈

F(X) con ε = πi∗(ε1) = πi∗(ε2) ∈ F(Xi) (i ≥ 1) para las proyecciones πi :

X → Xi. Como ε1 6= ε2 las cuasicomponentes Q1
n y Q2

n son disjuntas para un

n lo suficientemente grande. Sean Lj ⊂ X̂ − intKn (j = 1, 2) continuos en

X̂ dados por el Lema I.4.13 con εj ∈ Lj y Lj ∩ FrKn 6= ∅. Entonces, para

la extensión de Freudenthal de πi, π̂i(Lj) es un conjunto conexo en D̂i con

ε ∈ π̂i(L1) ∩ π̂i(L2); donde D̂i es dendrita por el Lema II.1A.5. Por lo tanto

Ωi = π̂i(L1)∪π̂i(L2) es también un conjunto conexo en D̂i. Si Ωi
0 = Ωi∩F(Di),
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entonces Ω − Ω0 = πi(L1 − L1
0) ∪ πi(L2 − L2

0) con Lj0 = Lj ∩ F(X). Notemos

que Lj − L
j
0 es cerrado en X.

Más aún, sea Γ ⊂ X un camino con Γ∩Lj 6= ∅ para j = 1, 2. Luego πi(Γ)

es un continuo en Di y también lo es Σi = π̂i(Γ)∩Ω = πi(Γ)∩(Ω−Ω0) pues los

dendritas son hereditariamente unicoherentes por (II.1A.7(e)). En particular,

para las restricciones f ′i : Σi+1 → Σi el ĺımite inverso Σ = ĺım
←−
{Σi, f

′
i} ⊂ X es

un continuo. Sin embargo, el Lema III.2.7 establece que

Σ = Γ ∩
(
(L1 − L

1
0) ∪ (L2 − L

2
0)
)

donde el miembro derecho de la igualdad no es conexo. Esto es una contradic-

ción que concluye la demostración.

Nota III.2.10. La Proposición III.2.9 se verifica para X un continuo genera-

lizado de Peano (ver Nota II.1.1).

Las aplicaciones de enlace monótonas producen sucesiones inversas fieles

en los finales. De manera más precisa,

Teorema III.2.11. Cualquier sucesión {X1
f1
←− X2

f2
←− . . . } de espacios

admisibles donde las aplicaciones enlace son propias y monótonas es fiel en

los finales. Más aún, su ĺımite inverso preserva los finales.

La demostración es una consecuencia inmediata de la siguiente

Proposición III.2.12. Cualquier aplicación propia y monótona f : X → Y

entre espacios admisibles es fiel en los finales.

Decimos que una aplicación propia f : X → Y es fiel en los finales si la

aplicación inducida f∗ : F(X)→ F(Y ) es un homeomorfismo. A continuación

usaremos el siguiente lema cuya demostración es un sencillo ejercicio.

Lema III.2.13 ([24]; 1.4.C). Sea f : X → Y una aplicación continua y

cerrada. Entonces para todo A ⊂ X se tiene que f(A) = f(A). Es más, si

A,B ⊂ X, entonces f(A) ⊂ f(B) implica que f(A) ⊂ f(B).
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Demostración de la Proposición III.2.12. Dados dos finales (esto es, A-

ultrafiltros) diferentes U1 y U2 ∈ F(X), existen dos conjuntos cerrados de

frontera compacta U1 ∈ U1 y U2 ∈ U2 con U1 ∩U2 = ∅ y FrU1 ∪FrU2 ⊂ intK

con K compacto. Más aún, podemos suponer que K = f−1(L) para algún

compacto L ⊂ Y . Aqúı usamos que f es propia. Por el Lema I.2.3, X− intK ∈

U1 ∩ U2 y entonces F1 = U1 − intK y F2 = (X − intK) − F1 forman una

partición de X − intK en dos conjuntos abiertos y cerrados con F1 ∈ U1 y

F2 ∈ U2 pues U2 − intK ⊂ F2.

Por otra parte f(F1) ∩ f(F2) = ∅; en efecto, si f(x1) = f(x2) para xi ∈

Fi entonces el conjunto conexo f−1(f(x1)) corta a F1 y F2 lo cual es una

contradicción. Aqúı usamos la monotońıa de f . De esta forma f(F1) y f(F2)

son una partición de Y − intL = f(X − intK) (la igualdad sigue del Lema

III.2.13) en dos conjuntos cerrados (y por tanto abiertos). En consecuencia la

frontera de f(Fi) en Y es compacta para i = 1, 2. De acuerdo con el Lema

I.2.5, Ui ∈ Fi
X̂

y por la continuidad de la extensión de Freudenthal f̂(Ui) =

f∗(Ui) ∈ f(Fi)
Ŷ

y por tanto f(Fi) ∈ f∗(Ui) de nuevo por el Lema I.2.5. Más

aún, f(F1) ∩ f(F2) = ∅ establece que f∗(U1) 6= f∗(U2). Esto muestra que f∗

es inyectiva.

La sobreyección de f∗ sigue del hecho de que las aplicaciones monótonas

son sobreyectivas y el Lema I.2.10.

Demostración del Teorema III.2.11. Se sigue de la Proposición III.2.12

que las aplicaciones inducidas F(Xn) → F(Xn−1) son homeomorfismos. Pa-

ra comprobar que el ĺımite inverso preserva los finales, observamos que las

proyecciones πn son monótonas por el Lema III.1.2, y aplicamos otra vez la

Proposición III.2.12.

§III.3. Espacios tipo rayo

Seguidamente consideraremos el análogo propio de la bien conocida clase

de los espacios tipo arco en la teoŕıa de los continuos. Concretamente,

Definición III.3.1. Decimos que un espacio X 6= ∅ es un espacio tipo rayo si

X = ĺım
←−p

{Xn, fn} donde Xn = R≥0 es la semirecta eucĺıdea para cada n ≥ 1.
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Teorema III.3.2. Si X es un continuo generalizado de Peano tipo rayo en-

tonces X ∼= R≥0.

Demostración. Tenemos X = ĺım
←−p

{Xn, fn} donde cada Xn
∼= R≥0. Como

cada X+
n es un arco y por la Proposición III.1.6 X+ ∼= ĺım

←−∞

{X+
n , f

+
n }, se sigue

que X+ es tipo arco y por ([59]: 8.41) se verifica que X+ ∼= [a, b]. Entonces,

puesto que X+ − {∞} = X es conexo (al ser continuo generalizado), se tiene

que ∞ no puede separar a X por lo que debe corresponder a uno de los

extremos de X+ y por tanto X será homeomorfo a [a, b) ∼= R≥0 ó (a, b] ∼=

R≥0.

Lema III.3.3. Sea X = ĺım
←−p

{R≥0, fn} un espacio tipo rayo. Si F1 y F2 son

dos subconjuntos cerrados, conexos y no compactos en X, entonces F1 ⊂ F2

ó F2 ⊂ F1.

Demostración. Como las proyecciones πn : X → R≥0 son propias (III.1.2),

πn(F1) y πn(F2) son subconjuntos cerrados, conexos y no compactos en R≥0.

Por lo tanto cada πn(Fj) (j = 1, 2) es un intervalo cerrado y no acotado y

entonces πn(F1) ⊂ πn(F2) ó πn(F2) ⊂ πn(F1). Nótese que si πm(F1) ⊂ πm(F2)

para algún m, entonces πn(F1) ⊂ πn(F2) para todo n ≤ m. Aśı, la existencia de

un subsucesión infinita {nj} con πnj
(F1) ⊂ πnj

(F2) establece πn(F1) ⊂ πn(F2)

para todo n ≥ 1. Más aún, por el Lema III.2.6 Fi = ĺım
←−p

{πn(Fi), f
′
n} donde

f ′n : πn+1(Fi)→ πn(Fi) (i = 1, 2), y aśı F1 ⊂ F2.

Si la subsucesión {nj}j≥1 no existe, entonces necesariamente existe un n0

para el cual πn(F2) ⊂ πn(F1) para todo n ≥ n0, y entonces F2 ⊂ F1.

Teorema III.3.4. Cualquier espacio tipo rayo X es un continuo generalizado

con un solo final.

Demostración. Según el Lema III.3.3, X tiene a lo sumo una componente co-

nexa no compacta . Es más, de la Proposición III.1.6 se deduce que la compac-

tificación de Alexandroff X+ es un continuo (tipo arco) y entonces, el Teorema

I.4.12 muestra que la clausura de cualquier componente C ⊂ X = X+ − {∞}

debe contener a ∞ ∈ C. Por lo tanto, X coincide con su única componente

no compacta; esto es, X no tiene componentes compactas y X es un continuo

generalizado.
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Supongamos que X tiene dos finales diferentes εi = (Qi
n)n≥1 (i = 1, 2) defi-

nidos por sucesiones de cuasicomponentes Qi
n ⊂ X − intKn para una sucesión

exhaustiva {Kn}n≥1 de X. Como ε1 6= ε2, existe un n0 tal que las cuasicompo-

nentes Q1
n0

y Q2
n0

son disjuntas. Sea Ci ⊂ Qi
n0

una componente no compacta

dada por el Lema I.4.13. Como cada Qi
n es un conjunto cerrado también lo

es Ci, y el Lema III.3.3 establece que C1 ⊂ C2 ⊂ Q2
n0

ó C2 ⊂ C1 ⊂ Q1
n0

. En

ambos casos Q1
n0
∩Q2

n0
6= ∅ lo que es un contradicción.

Nota III.3.5. En la teoŕıa de los continuos los espacios tipo arco están carac-

terizados por la existencia de ǫ-aplicaciones f : X → [0, 1] (es decir, para cada

x ∈ X el diámetro diám(f−1(f(x))) es más pequeño que ǫ) para todo ǫ > 0.

Un paso crucial en la demostración de este resultado es el hecho de que

una tal ǫ-aplicación f satisface que existe δ > 0 tal que diám(f−1(A)) < ǫ si

diám(A) < δ; ver ([59]; 2.33). Esta propiedad no se tiene para espacios tipo

rayo; en efecto, el homeomorfismo lineal g : R≥0 → R≥0 definido por g(n) = n

y g(n+ 1
2
) = n+ 1

n
es una ǫ-aplicación para todo ǫ > 0 pero para los conjuntos

An = [n, n+ 1
n
] se tiene que diám(An) < 1

n
y diám(g−1(An)) = 1

2
para todo n.

Con la idea de obtener una caracterización de los espacios tipo rayo en

términos de ǫ-aplicaciones f : X → R≥0
∼= [0, 1), tenemos que considerar en X

métricas que estén controladas en el infinito; esto es, para cada η > 0 existe un

conjunto compacto K ⊂ X tal que d(x, y) < η si x, y ∈ X−K (estas métricas

son exactamente las restricciones a X de métricas sobre la compactificación

de Alexandroff X+).

De esta forma, un espacio X es tipo rayo si y sólo si para cualquier

métrica controlada en el infinito d sobre X y cualquier ǫ > 0 existe una ǫ-

aplicación f : (X, d) → [0, 1). Para esto observamos que X es tipo rayo si

y sólo si X+ = ĺım
←−∞

R+
≥0 (Proposición III.1.6). Entonces un cuidadoso es-

tudio de los argumentos seguidos en la demostración de ([59]; 12.19) mues-

tra que X+ = ĺım
←−∞

R+
≥0 si y sólo si para todo ǫ > 0 existe una ǫ-aplicación

f : X+ → ĺım
←−∞

R+
≥0
∼= [0, 1] con f−1(1) =∞ ∈ X+.

Es bien sabido que la clase de los espacios tipo arco contiene un objeto

universal (ver [66]). Recordemos que un espacio U se dice que es universal en

una categoŕıa topológica C si cualquier espacio de C se puede sumergir en U .
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En contraste, la clase de los espacios tipo rayo no admite un espacio uni-

versal. Más precisamente,

Teorema III.3.6. No existe un espacio universal en la subcategoŕıa llena1

TR de Topp de los espacios tipo rayo y las aplicaciones propias.

Para esto definimos

Definición III.3.7. Un espacio sin rayo es un espacio que no admite una

inmersión propia de la semirecta R≥0.

Demostración del Teorema III.3.6. Sea X un espacio tipo rayo sin rayo

en TR (ver III.3.8 para un ejemplo) y sea Y = R≥0 una semirecta. Supon-

gamos que existe un espacio universal U ∈ TR. Esto implica la existencia

de inmersiones cerradas X, Y ⊂ U . Por el Lema III.3.3 tenemos que X ⊂ Y

ó Y ⊂ X. La última opción se puede eliminar pues Y es espacio sin rayo, y

entonces tenemos que necesariamente X ⊂ Y , pero entonces X es un subcon-

junto conexo en R≥0 el cual es un intervalo. Esto es una contradicción y la

demostración concluye.

Ejemplo III.3.8. En lo que sigue describimos un ejemplo de espacio tipo rayo

sin rayo. Para ello consideramos la familia de segmentos unidad Aji = {(x, y) ∈

R2; x = i , j − 1 ≤ y ≤ j} y Bi
j = {(x, y) ∈ R2; y = j , i − 1 ≤ x ≤ i} que

forman la red plana de cuadrados unidad. Sea Xn el rayo en esta red plana

obtenido añadiendo a la unión
⋃
{Aji ; 1 ≤ j < +∞ , 2n(j − 1) ≤ i ≤ 2nj} un

conjunto mı́nimo de segmentos horizontales Bi
j; ver Figura III.3.

Las aplicaciones enlace propias fn : Xn+1 → Xn vienen dadas por las

aplicaciones obvias que llevan linealmente el segmento Aji ⊂ Xn+1 sobre

Aji−2(j−1) ⊂ Xn si 2(n + 1)(j − 1) ≤ i ≤ 2(n + 1)j − 2 y sobre Aj2nj si

2(n+ 1)j − 2 ≤ i ≤ 2(n+ 1)j.

Afirmamos que X = ĺım
←−p

{Xn, fn} es homeomorfo a el espacio Σ =
⋃∞
k=1 Σk

representado en la Figura III.4. Para esto observamos que Xn se descompone

como
⋃∞
k=1X

k
n donde Xk

n es el arco en Xn conteniendo
⋃

2(k−1)≤i≤2k A
k
i . Más

aún fn(Xk
n+1) = Xk

n para todo n, k ≥ 1. Es una comprobación directa que para

1Una subcategoŕıa D ⊂ C se dice llena si para todo par de objetos X,Y en D los

conjuntos de morfismos D(X,Y ) = C(X,Y ) entre X e Y coinciden.
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X3 ≡

X2 ≡

X1 ≡ A1

1
A1

2

A2

3
A2

4

A3

5
A3

6

B4

1

B6

2

B8

3

B7

4

B5

3

B3

2

B1

1

A1

0

B2

0

A2

2

A3

4

A4

7
A4

6
A4

8
f1

f2

f3

Figura III.3: La sucesión inversa X1
f1
← X2

f2
← · · · · · ·

fn−1
← Xn

fn
← Xn+1 . . .

las restricciones fkn = f |Xk
n
, el ĺımite inverso Xk = ĺım

←−
{Xk

n , f
k
n} es un subcon-

junto cerrado en X y X =
⋃∞
k=1X

k. Es más, la definición de las aplicaciones

de enlace fn establece homeomorfismos ϕk : Σk ∼= Xk donde Σk es la curva

“seno del topólogo” Σk ⊂ Σ. Los homeomorfismos ϕk son compatibles en los

puntos {pk}k≥1 y definen un homeomorfismo ϕ =
⋃∞
k=1 ϕk : Σ =

⋃∞
k=1 Σk

∼=

X =
⋃∞
k=1X

k.

p1

Σ1

p2

Σ2

Σ ≡

Figura III.4: El espacio Σ.
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§III.4. Espacios tipo árbol y cuestiones abier-

tas

La definición de un espacio tipo rayo admite la siguiente generalización

inmediata

Definición III.4.1. Un espacio X se dice que es tipo árbol si es el ĺımite

X = ĺım
←−p

{Xn, fn} donde cada Xn es un árbol localmente finito para todo

n ≥ 1. En particular, si {Xn, fn}n≥1 es una sucesión fiel en los finales donde

cada Xn = T es un árbol localmente finito fijo para todo n ≥ 1, se dice que X

es tipo T .

Si T = R es la recta eucĺıdea, diremos que X es un espacio tipo ĺınea. El

Teorema III.3.4 se extiende para estos espacios; concretamente,

Teorema III.4.2. Cualquier espacio X tipo ĺınea es un continuo generalizado

con dos finales.

Demostración. Supongamos que X = ĺım
←−p

{R, fn} no es conexo y que tiene

una componente compacta D. La compactificación por un punto X+ es un

continuo (tipo S1) por la Proposición III.1.6 y el Teorema I.4.12 implica que

∞ ∈ D, lo que es una contradicción. Luego todas las componentes son no

compactas.

Supongamos que X tiene al menos 3 componentes C1, C2 y C3. Como

las proyecciones son aplicaciones propias, tenemos que πn(Ci) (i = 1, 2, 3)

son conjuntos cerrados conexos no compactos de R, por lo que son intervalos

cerrados no acotados y por tanto al menos dos de ellos están relacionados por

inclusión; digamos por ejemplo que πn(C1) ⊂ πn(C2). Argumentando como en

la demostración del Lema III.2.6 obtenemos

C1 = ĺım
←−p

{πn(C1), f
1
n} ⊂ ĺım

←−p

{πn(C2), f
2
n} = C2,

lo que es una contradicción. Aqúı f in : πn+1(Ci)→ πn(Ci) es la correspondiente

restricción de fn.
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Nos queda descartar el caso en que X tiene exactamente dos componentes

no compactas C1 y C2. Para esto observamos que la conexión de R implica

que para cada n los intervalos no acotados πn(Ci) (i = 1, 2) deben tener una

intersección no vaćıa An = πn(C1) ∩ πn(C2) 6= ∅ que podemos suponer que

es un intervalo compacto para todo n ≥ n0, porque de otra manera πn(C1) ⊂

πn(C2) = R (o viceversa) para cada n, y procedeŕıamos igual que en el caso

anterior.

La compacidad de los An establece que ∅ 6= ĺım
←−
{Ai, f

′
n} ⊂ C1 ∩ C2 para

las restricciones f ′n = fn|An+1, lo que es una contradicción. Por lo tanto X es

un continuo generalizado.

Es más, el Corolario III.2.2 nos muestra que X tiene al menos dos finales.

Aqúı usamos que la sucesión que define X es fiel en los finales. Seguidamente

comprobamos que el número de finales es a lo más 2. En efecto, supongamos

en caso contrario que εi = (Qi
n)n≥1 (1 ≤ i ≤ 3) son tres finales distintos donde,

para cada n, Qi
n ⊂ X−intKn es una cuasicomponente para la sucesión exhaus-

tiva {Kn}n≥1. Entonces existe m tal que las cuasicomponentes Q1
m, Q

2
m, Q

3
m son

disjuntas dos a dos. Si, para cada i ≤ 3, Ci ⊂ Qi
m es una componente no com-

pacta dada por el Lema I.4.13, entonces para cada n ≥ 1, al menos dos de las

tres proyecciones conexas no compactas πn(Ci) comparten un final de R. Para

ser precisos, supongamos que +∞ es un final de πn(C1) y πn(C2), de donde

πn(C1) ⊂ πn(C2) ó πn(C2) ⊂ πn(C1) para cada n ≥ 1. Razonando como en la

demostración del Lema III.3.3 se puede comprobar sin dificultad que C1 ⊂ C2

ó C2 ⊂ C1, lo que contradice la suposición ε1 6= ε2. Procediendo análogamente

en cualquier otro caso se concluye la demostración.

Ejemplos sencillos nos muestran que el resultado anterior sobre espacios

tipo rayo y tipo ĺınea no se cumple para otros árboles. En concreto, un espacio

tipo T , con T un árbol con un solo final, puede no preservar los finales y ser

no conexo como muestra el ejemplo ilustrado en la Figura III.1. Más aún, el

Ejemplo III.2.4 muestra que el espacio de finales de X puede incluso no ser

metrizable.

Se puede encontrar fácilmente un ejemplo que muestre un espacio tipo T ,

donde T sea un árbol sin vértices finales, que no preserve los finales y no sea
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conexo; véase Figura III.5, en la cual se representa una sucesión inversa cuyo

ĺımite es la unión R ⊔ Ra de dos copias distintas de la recta eucĺıdea.

f1 f2

−1 0 = 0a 1 2

−1a

−2a

−1 0 1 = 1a 2

0a

−1a

−2a

−1 0 1 2 = 2a

1a

0a

−1a

−2a

Figura III.5: Sucesión inversa cuyo ĺımite inverso son dos copias disjuntas de R.

Ahora estamos preparados para caracterizar los dendritas como espacios

tipo árbol. Presentamos una demostración alternativa en la Sección §III.4A.

Teorema III.4.3. El continuo generalizado de Peano D es dendŕıtico si y

sólo si es tipo árbol; es decir, D = ĺım
←− p
{Ti, fi} donde, Ti es un árbol para todo

i ≥ 1. Es más, se puede conseguir que la sucesión {Ti, fi} sea fiel en los finales

y por tanto que D preserve los finales.

Demostración. Supongamos que D = ĺım
←−p

{Ti, fi} para una sucesión de árbo-

les Ti. De acuerdo con la Proposición II.1A.3(a), sólo necesitamos probar que

D no contiene ciclos. Para esto, sea A ⊂ D un subcontinuo cualquiera. Si

pi : D → Ti es la correspondiente proyección canónica, tenemos que pi(A) ⊂ Ti

para todo i ≥ 0, luego cada pi(A) es un compacto conexo y por tanto un

subárbol compacto de Tj . Aśı A = ĺım
←−
{pi(A), f ′i}, con f ′i : pi+1(A)→ pi(A) la

restricción de fi, es un dendrita compacto por la versión compacta del Teorema

III.4.3 ([59]; 10.50)) y el resultado sigue de la Proposición II.1A.3(b).

Por la Proposición II.1.14 sabemos que existe T →֒ D un árbol de finales

de D; entonces T̂ ⊂ D̂ y F(T ) = F(D). Ahora procedemos como en ([59];

10.27) para el dendrita D̂ (ver Proposición II.1A.5) con la única diferencia de

que aqúı no empezamos la construcción inductiva con un único vértice sino

con toda la compactificación T̂ . Más aún, para un conjunto denso numerable

{xn}n≥1 ⊂ D̂, construimos una sucesión creciente de conjuntos compactos

T̂ = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ai ⊂ . . . donde Ai+1 − Ai es el único arco γi+1
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que va desde el primer xn /∈ Ai a algún punto en Ai. Observemos que para

cada i, Ti = Ai − F(T ) es un árbol en D con F(Ti) = F(T ) debido al hecho

de que D̂ es dendŕıtico.

Notemos que, D̂ =
⋃∞
i=0Ai debido a la densidad de {xn}n≥1. Es más, por

([59]; 10.32) también sabemos que D̂ = ĺım
←−
{Ai, r

i+1
i } donde las aplicaciones

enlace ri+1
i : Ai+1 → Ai son las retracciones naturales que, por definición,

verifican que, para cada i ≥ 0, (ri+1
i )−1(F(T )) = F(T ). Esto significa que las

restricciones fi = ri+1
i : Ti+1 → Ti son aplicaciones propias y D = ĺım

←−p
{Ti, fi}.

El ejemplo III.2.4 nos sugiere la siguiente cuestión

Cuestión III.4.4. Supongamos que X = ĺım
←−p

{Tn, fn} es el ĺımite de los árbo-

les Tn con un número finito de puntos de ramificación. ¿Es el espacio de finales

de X metrizable?

Como una consecuencia de la Proposición III.2.5, si X es un espacio tipo

T que preserva los finales, entonces X es conexo. Pero todav́ıa no tenemos una

respuesta positiva o un contraejemplo para el rećıproco; concretamente,

Cuestión III.4.5. ¿Preserva los finales cualquier espacio conexo tipo T ?

Un respuesta parcialmente positiva se dió en la Proposición III.2.9. Tam-

bién el siguiente ejemplo sencillo nos muestra que para un grafo G localmente

finito y un solo final existen espacios conexos tipo G que no preservan los fina-

les. Por ejemplo, la recta eucĺıdea R es el ĺımite inverso de la siguiente sucesión

de grafos de un sólo final.

f1 f2

0 0 01 = 1a 1 12 2 = 2a 23 3 3 = 3a

0a

0a

0a

1a

1a

2a

Figura III.6: Sucesión inversa cuyo ĺımite inverso es R.
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§III.4A. Dendritas y nervios de recubrimien-

tos

Como una aproximación alternativa al Teorema III.4.3 damos aqúı una

demostración que es esencialmente una aplicación de la versión propia de un

teorema debido a Freudenthal (Teorema III.4A.2). Para esto, recordemos que

dado un recubrimiento W = {Wj}j∈J de un espacio X, el nervio de W es el

complejo simplicial abstracto N (W) cuyos vértices {pj}j∈J están en biyección

con los conjuntos de W de tal forma que < pj0, pj1, . . . , pjm >∈ N (W) es

declarado un śımplice si y sólo si Wj0 ∩ Wj1 ∩ · · · ∩ Wjm 6= ∅. Nótese que

N (W) es un complejo simplicial localmente finito si W es un recubrimiento

localmente finito. Empezamos con la siguiente

Proposición III.4A.1. Sea X un continuo generalizado de Peano y {Kj}j≥1

una sucesión exhaustiva en X. Sea U = {Ui}i≥1 un recubrimiento numerable

localmente finito por conjuntos abiertos con clausura compacta y tal que U

refina a la familia C = {Ck
j }j≥0, k∈Ij de componentes no acotadas Ck

j ⊂ Vj =

X −Kj. Entonces F(N (U)) ∼= F(X).

Demostración. Probaremos que la aplicación estándar (ver [24]) λ : X →

N (U) induce una biyección continua entre los espacios de finales. Recordemos

que la aplicación λ viene dada por λ(x) =
∑∞

i=1 λi(x) con

λi(x) =
d(x,X − Ui)∑∞
i=1 d(x,X − Ui)

(i ≥ 1)

donde d es una métrica sobre X. Nótese que para todo x ∈ X las sumas

son finitas por ser U localmente finito y λ(x) ∈< pi1 , . . . , pik >⊂ N (U) si

x ∈
⋂k
j=1Uij . Más aún, ya que el recubrimiento U es localmente finito y las

clausuras de todos los U ∈ U son compactas, se deduce que λ es una aplicación

propia.

Para probar que la aplicación inducida λ∗ : F(X)→ F(N (U)) es biyectiva,

para cada ı́ndice i elegimos un punto pi ∈ Ui−
⋃
j 6=i Uj y lo identificamos con el

vértice en N (U) representado por Ui. Cada uno de estos puntos será llamado
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un punto distinguido. En caso de que Ui ⊂
⋃
j 6=i Uj , simplemente quitamos Ui

del recubrimiento U . Nótese que λ(pi) = pi con este convenio.

Primeramente observamos que cualquier final ε ∈ F(X) puede alcanzarse

por un rayo r : [0,∞) → X con r(n) un punto distinguido para cada n ≥ 0.

En efecto, sea r′ : [0,∞)→ X cualquier rayo con r′∗(∞) = ε. Como U es una

familia localmente finita y U refina a V = {Vj}j≥1, es fácil encontrar una familia

de arcos localmente finita {γn}n≥0 que una r′(n) con un punto distinguido tn.

Entonces definimos r : [0,∞)→ X por r = H1 donde H : [0,∞)× I → X es

la composición r̃ ◦ρ donde ρ : [0,∞)×I → [0,∞)×{0}∪N×I viene dada por

las copias de una retracción fija [0, 1]× I → [0, 1]× {0} ∪ {0, 1} × I, y r̃ es la

unión de r′ sobre [0,∞)× {0} y la familia localmente finita de arcos {γn}n≥0.

Para probar que λ∗ es inyectiva, consideremos ε, ε′ ∈ F(X) dos finales con

λ∗(ε) = λ∗(ε
′). Por la observación previa existen rayos r, s : [0,∞) → X con

r∗(∞) = ε y s∗(∞) = ε′ para los que r(n) y s(n) son puntos distinguidos

para todo n ≥ 0. Por el Teorema de aproximación celular propia ([6]; IV.1.6)

podemos asumir que los rayos λ ◦ r y λ ◦ s son simpliciales. Además, puesto

que ambos definen el mismo final, existe una familia localmente finita de arcos

simpliciales {τn}n≥1 que unen los vértices λ ◦ r(n) = r(n) y λ ◦ s(n) = s(n) en

N (U). Para cada n ≥ 0 consideremos j(n) como el entero positivo j ≥ 1 más

pequeño tal que Vj contiene a los Ui cuyos puntos distinguidos caen en τn.

Notemos que j(n) → ∞ si n → ∞ pues la familia de arcos {τn}n≥0 es local-

mente finita. Para cada arista < v,w > en τn los conjuntos Ui(v) y Ui(w) cuyos

puntos distinguidos son v y w se cortan y por tanto pertenecen a la misma

componente C
k(n)
j(n) ⊂ Vj(n). Inductivamente todos los puntos distinguidos en τn

pertenecen a la misma componente C
k(n)
j(n) y aśı ε = ε′.

Finalmente, para comprobar que λ∗ es sobreyectiva empezamos con una

sucesión de vértices de N (U) {vn}n≥0 que definen un final ε ∈ F(N (U)). Por

lo tanto cada vn determina un conjunto abierto U(vn) del recubrimiento U

y los puntos distinguidos de estos conjuntos definen como mı́nimo un final

η ∈ F(X) para el que λ∗(η) = ε.

Junto con la Proposición III.4A.1, el otro ingrediente en la demostración al-

ternativa del Teorema III.4.3 es la siguiente versión propia del Teorema clásico
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de Freudenthal ([59]; 2.13).

Teorema III.4A.2 ([71]; Prop. 13). Sea X un espacio admisible con dimX ≤

n. Dada cualquier sucesión localmente finita de refinamientos abiertos U1 >

U2 > U3 . . . tales que meshUi ≤
1
i

y ordUi ≤ n existen aplicaciones propias

gi : Pi+1 → Pi para las cuales X = ĺım
←−p

{Pi, gi}. Aqúı Pi denota al poliedro

subyacente al nervio N(Ui).

Recordemos que, dado un recubrimiento U de un espacio X, se denota

por meshU al calibre de U que es el supremo de los diámetros de todos los

miembros de U y que el orden de U , ordU , es el mayor entero n tal que U

contiene n+ 1 conjuntos con intersección no vaćıa.

Demostración de la necesidad en III.4.3 (alternativa). Comenzamos

con cualquier recubrimiento localmente finito U = {Uj}j≥1 de D por abiertos

de clausura compacta. Dada una sucesión exhaustiva {Ki}i≥1 de D, sea

U ′0 = {Uj ∩ Vi}j,i≥1 donde Vi = X − Ki. Puesto que D es unidimensional

encontramos un refinamiento U1 < U ′0 por conjuntos conexos con meshU1 ≤ 1,

y ordU1 ≤ 2. Por lo tanto si U1, U2, U3 ∈ U1 entonces U1 ∩ U2 ∩ U3 = ∅ y

aśı N (U1) no tiene 2-śımplices; esto es, dim (N (U1)) ≤ 1. Además, se puede

deducir fácilmente de este hecho y de la Proposición II.1A.7(c) que N(U1)

no tiene ciclos y aśı N(U1) es un árbol. Es más, F(N(U1)) es homeomorfo

a F(D) por la Proposición III.4A.1. Inductivamente, construimos de esta

forma una sucesión de refinamientos como en el Teorema III.4A.2 con la

propiedad adicional de que cada nervio N(Ui) es un árbol con su espacio de

finales F(N(Ui)) homeomorfo a F(D). Ahora el resultado sigue del Teorema

III.4A.2.

§III.5. Un dendrita universal

En esta sección describimos un espacio universal U en la subcategoŕıa llena

Dend ⊂ Topp de los dendritas compactos o no y las aplicaciones propias

(Teorema III.5.2). El espacio U será un subconjunto abierto conveniente del

conocido dendrita compacto universal W definido por T. Ważewski en [79];

ver también [57] y [59].
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Para nuestro propósito describiremos W de una manera ligeramente dis-

tinta a la original de Ważewski . Para ello recordamos (ver Definición II.1.17)

que dado un árbol T con vértice ráız v0 ∈ T el n-ésimo nivel de T Ln ⊂ T es

el conjunto de vértices Ln = {v ∈ T ; |v| = n}. Aqúı |v| denota el número de

vértices en el único arco γv desde v0 a v y se escribe v ≤ w si v aparece en γw.

Si I = [0, 1], empezamos construyendo el siguiente árbol TU ⊂ I2 en el

cuadrado unidad I2 = I × I. El vértice ráız u0 ∈ TU es el punto u0 = (1
2
, 0)

y hay (n + 1)! vértices de TU en el nivel Ln (n ≥ 1) localizados en la recta

horizontal y = n
n+1

. Además, cada vértice u con |u| = n tiene n+ 1 sucesores.

Claramente el espacio de finales F(TU) ⊂ I × {1} es homeomorfo al conjunto

de Cantor. Las aristas que emanan de un vértice u ∈ TU estarán ordenadas de

forma natural de izquierda a derecha.

W1

W2 : W1 y

W3 : W1 ∪ W2 y

L0

L1

L2

L3

u0

Figura III.7: W1, W2 y W3.

Ahora consideramos un primer espacio W1 que es la estrella W1 = S ⊂ I2
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obtenida como la unión en el vértice ráız u0 de una cantidad numerable de

arcos de ĺıneas rectas Γ1, Γ2, . . . , Γn, . . . con diámetros diám(Γi) → 0 tales

que Γ1 y Γ2 consisten en las clausuras (esto es, los rayos y los finales definidos

por ellos) de los rayos en TU que emanan desde u0 y avanzan eligiendo la rama

más a la izquierda en cada nivel Ln según se sube. Más aún Γi ⊂ {(x, y) ∈

I2; 0 ≤ y < 1
2
} para i ≥ 3. Un segundo espacio W2 es el resultado de añadir

una copia de la estrella S en un punto interior de cada arco de W1 de forma

que para los dos primeros arcos de W1 los puntos interiores escogidos sean los

vértices en el nivel L1 y los dos primeros arcos Γu1 y Γu2 de la copia pegada a

u ∈ L1 son las clausuras de los rayos en TU que parten desde u a través de las

aristas de TU situadas a la derecha de la que en W1 contiene a u y entonces

suben por la rama más a la izquierda en cada u′ ∈ Ln con n ≥ 2. Además

Γui ⊂ {(x, y) ∈ I2; 1
2
≤ y < 2

3
} para i ≥ 3; ver Figura III.7.

En el siguiente paso pegamos una copia de la estrella S en el punto interior

de cada arco de W2 de manera que para los tres arcos que emanan desde los

vértices de L1 los puntos interiores escogidos sean los vértices en el nivel L2. Y

ahora los tres primeros arcos Γu1 , Γu2 y Γu3 de la copia Su añadidos a u ∈ L2 son

la clausura de los rayos en TU que emanan desde u a través de las aristas a la

derecha de la que en W2 contiene a u y suben por la rama más a la izquierda

en cada u′ ∈ Ln para n ≥ 3. Más aún, Γui ⊂ {(x, y) ∈ I2; 2
3
≤ y < 3

4
} para

i ≥ 4.

Procedemos por inducción para obtener una sucesión creciente W1 ⊂W2 ⊂

· · · ⊂ Wi ⊂ . . . de dendritas tal que la clausura W =
⋃∞
i=1Wi es topológica-

mente equivalente al dendrita universal de Ważewski tal y como se describe

en [59]; ver Figura III.8.

Figura III.8: Dendrita universal de Ważewski .
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Nota III.5.1. (a) Alternativamente, se puede comprobar que W coincide con

la clausura
⋃∞
i=0 Ωi donde Ω0 = T̂U ⊂ I2 es la compactificación de Freudenthal

de TU y Ωi (i ≥ 1) se obtiene de Ωi−1 pegando a cada vértice v ∈ Li una copia

de la estrella S descrita anteriormente en cada punto medio de los arcos en

Ωi−1 ∩ {(x, y) ∈ I2; y < i
i+1
}.

(b) Obsérvese que la construcción de W determina para cada arco Γ ⊂ TU

un subcontinuo WΓ que es homeomorfo a W . En particular los puntos de

ramificación en WΓ ∩ Γ son densos en Γ. Ver Figura III.9.

Γ

WΓ

Figura III.9: WΓ.

Sea U = W − (I × {1}) el conjunto abierto conexo de W (y por tanto un

dendrita; ver Proposición II.1A.5) obtenido al quitar los finales de Freudenthal

F(TU) de W . Ahora probamos

Teorema III.5.2. U es universal en la categoŕıa Dend.

Demostración. Dado D ∈ Dend sea T ⊂ D un árbol de finales de D;

ver Proposición II.1.14. Comenzamos construyendo un inmersión cerrada φ0 :

T →֒ TU como sigue. Elegimos un vértice ráız v0 ∈ T y denotamos por n(v)

al número de sucesores de v ∈ T para el orden inducido sobre T por v0 y sea

nj = máx{n(v); |v| = j}. Para v0 escogemos φ0(v0) ∈ TU tal que |φ0(v0)| ≥

m0 = n0, donde el orden sobre TU está inducido por el vértice ráız u0 ∈ TU dado
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anteriormente. Para cada v ∈ T con |v| = 1 escogemos m1 > máx{n0, n1, n2}

y φ0(v) ∈ TU con |φ0(v)| = m1 y φ0(v) 6= φ0(v
′) si v 6= v′. Esto es posible pues

m1 > n0. Si v ∈ T y |v| = 2 escogemos m2 > máx{ni; 0 ≤ i ≤ 3} y φ0(v) ∈ TU

con |φ0(v)| = m2 y φ0(v) 6= φ0(v
′) si v 6= v′ y φ0(v) ≥ φ0(w) si v ≥ w. Ambas

condiciones pueden ser satisfechas pues m1 ≥ n2. Procedemos por inducción

para obtener una inmersión φ0 : Vert(T ) →֒ Vert(TU) que determina una

inmersión φ0 : T →֒ TU ya que φ0(w) ≤ φ0(v) si v ≤ w. Además φ0 se extiende

a una inmersión φ̂0 : T̂ →֒ T̂U entre las compactificaciones.

Modificamos φ0 para obtener una inmersión más conveniente ϕ0 que lleve

puntos de ramificación de D en T en puntos de ramificación de W en TU . Para

esto, dado cualquier arco (ordenado) γv, v′ ⊂ T consideramos un conjunto denso

Ev, v′ ⊂ γv, v′ que contenga todos los puntos de ramificación de D situados sobre

γv, v′ . Sea Eφ(v), φ(v′) el conjunto denso (numerable) en el arco γφ0(v), φ0(v′) =

φ0(γv, v′), formado por los puntos de ramificación de W en ese arco (ver Nota

III.5.1(b)). Consideramos un homeomorfismo ϕv, v′ : γv, v′ → γφ0(v), φ0(v′) con

ϕv, v′(Ev, v′) = Eφ(v), φ(v′), ϕv, v′(v) = φ0(v) y ϕv, v′(v
′) = φ0(v

′). La existencia

de tal homeomorfismo sigue de ([24]; 4.3.H(a)). Entonces ϕ0 se define como la

unión ϕ0 =
⋃
v<v′ ϕv, v′ .

De esta manera tenemos el siguiente diagrama conmutativo de flechas sóli-

das

D D̂

ϕ̂T

ϕ0

T̂

ϕ̂0

TU T̂U W = Û

Siguiendo [59] extenderemos ϕ̂0 a una inmersión ϕ̂ : D̂ →֒ Û con

ϕ̂(F(D)) = ϕ̂0(F(T )) ⊂ F(TU) = F(U) y por tanto la restricción ϕ : D →֒ U

será la inmersión cerrada que se requiere. Para ello, recordamos que, de acuer-

do con la demostración del Teorema III.4.3, tenemos D̂ = ĺım
←−

Aj donde los Aj
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son dendritas compactos construidos a partir de un conjunto denso numerable

{xn}n≥1 ⊂ D̂ formando una sucesión creciente T̂ = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Aj ⊂ . . .

tal que para cada j, γj+1 = Aj+1 − Aj es el único arco que va desde el primer

xn /∈ Aj a algún punto en Aj y las retracciones naturales rj+1
j : Aj+1 → Aj son

las aplicaciones enlace en el sistema inverso. Ahora construimos un diagrama

conmutativo:

T̂ = A0

ϕ̂0

A1

r10

ϕ̂1

. . .r21 Aj
rj
j−1

ϕ̂j

. . .
rj+1
j

T̂U = Ω0
Ωn(1)

g
n(1)
0

. . .
g

n(2)
n(1)

Ωn(j)
g

n(j)
n(j−1)

. . .
g

n(j+1)
n(j)

donde los Ωj fueron definidos en la Nota III.5.1 y para cada j ≥ 0 definimos

la aplicación gj+1
j : Ωj+1 → Ωj que es la identidad sobre Ωj y lleva cada

estrella S en Ωj+1 − Ωj al punto de pegamiento. Entonces denotamos gjk =

gk+1
k

◦ . . . ◦ gjj−1 : Ωj → Ωk si j > k. De la definición de las aplicaciones gj se

sigue que W = ĺım
←−
{Ωi, gi}.

Finalmente veamos cómo elegir la subsucesión {n(j)} y las aplicaciones

ϕ̂j. Para esto, sea B ⊂ D̂, el conjunto numerable de todos los puntos de

ramificación de W . Sean p0 y p1 los puntos extremos del arco γ1 con {p0} =

A0 ∩ γ1. En γ1 seleccionamos un subconjunto numerable y denso E ⊂ γ′1 =

γ1 − {p0, p1} con B ∩ γ′1 ⊂ E. Elegimos n(1) para que ϕ0(p0) ya aparezca en

Ωn(1) como punto de ramificación dentro de la arista ρ ⊂ TU que lo contiene y

usamos ([24]; 4.3.H(a)) para llevar homeomórficamente E al conjunto (denso)

de los puntos de ramificación de ρ. Aśı podemos extender ϕ̂0 a una inmersión

ϕ̂1 : A1 → Ωn(1) tal que ϕ̂1(B ∩ γ′1) son puntos de ramificación en Ωn(1),

ϕ̂1(p0) = ϕ̂0(p0) y ϕ̂1(γ1−{p0}) ⊂ Ωn(1)−Ω0. Procediendo de manera inductiva,

obtenemos ϕ̂j para todo j ≥ 0.

Debido a que ϕ̂j es una inmersión para cada j ≥ 0, es inmediato comprobar

que la aplicación inducida ϕ̂ : D̂ →֒ Û es también una inmersión.

Como U se puede sumergir como un conjunto cerrado en R2 deducimos del

Teorema III.5.2 el siguiente
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Corolario III.5.3. Todos los dendritas compactos o no son propiamente pla-

nos.





Caṕıtulo IV

Sobre la extensión de

Freudenthal de aplicaciones

propias confluentes

La interesante clase de aplicaciones confluentes (que contiene a las

aplicaciones monótonas y abiertas) fue introducida originalmente por J. J.

Charatonik en [14]. Posteriormente varias generalizaciones han aparecido en

la literatura. En este caṕıtulo, además de aplicaciones confluentes, conside-

ramos aplicaciones semiconfluentes y débilmente confluentes definidas por T.

Maćkowiak [51] y A. Lelek [46], respectivamente.

Algunos autores han usado las aplicaciones con fibra compacta para ex-

tender resultados sobre aplicaciones confluentes desde la teoŕıa clásica de los

continuos al ambiente de los espacios no compactos. Como una contribución a

este esfuerzo, en este caṕıtulo estudiamos el comportamiento de aplicaciones

propias confluentes, semiconfluentes y débilmente confluentes respecto a las

compactificaciones de Alexandroff y Freudenthal.

§IV.1. Dos casos triviales: aplicaciones

monótonas y aplicaciones abiertas

Ya vimos que cualquier sobreyección propia y monótona f : X → Y entre

espacios admisibles induce un homeomorfismo entre los espacios de finales de



76 Caṕıtulo IV: Sobre la extensión de Freudenthal de aplicaciones propias confluentes

Freudenthal (III.2.12). Como una consecuencia inmediata obtenemos

Proposición IV.1.1. Sea f : X → Y una sobreyección propia y monótona

entre espacios admisibles. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) f es monótona.

(b) La extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ es monótona.

(c) La extensión de Alexandroff f+ : X+ → Y + es monótona.

Demostración. Las implicaciones (b) ⇒ (a) y (c) ⇒ (a) son obvias. Veamos

(a)⇒ (b). Sabemos por la Proposición III.2.12 que f induce un homeomorfis-

mo entre los espacios de finales, aśı que para cada punto y ∈ Ŷ se tiene que

su imagen inversa f−1(y) o es un final, si y ∈ F(Y ), o es un conexo, por ser f

monótona, si y ∈ Y .

Para probar (a) ⇒ (c) consideremos un punto y ∈ Y +. Si y ∈ Y entonces

(f+)−1(y) = f−1(y) que es conexo por ser f monótona. En el caso en que

y =∞, (f+)−1(y) =∞ por lo que f+ es monótona.

Para la clase de las aplicaciones abiertas, también tenemos

Proposición IV.1.2. Sea f : X → Y una sobreyección propia entre espacios

admisibles. Son equivalentes:

(a) f es abierta.

(b) La extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ es abierta.

(c) La extensión de Alexandroff f+ : X+ → Y + es abierta.

Demostración. Es obvio que (b) ó (c) implican (a). Es más, si f es una apli-

cación abierta y U ⊂ X+ es un abierto básico, entonces o U es abierto en X

y entonces f+(U) = f(U) es abierto en Y y por tanto en Y +; ó U = X+ −K

para algún compacto K ⊂ X, y entonces f+(U) es un entorno de todos los

puntos en el conjunto abierto f(X − K) = f+(U) − {∞} aśı como entorno

de ∞ ∈ Y + − f(K) ⊂ f+(U). Para el caso de la extensión de Freudenthal,

será suficiente demostrar la igualdad f̂(Ω♮) = f(Ω)♮ para cualquier abierto
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básico Ω♮ ⊂ X̂ en el Lema I.2.6 y de acuerdo con este mismo lema bastaŕıa

comprobar que f∗(Ω
F) = (f(Ω))F . Para ello observamos que si U ∈ (f(Ω))F es

unA-ultrafiltro entonces también U ∈ (f(Ω0))F donde Ω0 = Ω∪FrΩ = Ω es la

clausura del abierto de frontera compacto Ω. Entonces f(Ω0) ∈ U de acuerdo

con el Lema I.2.5 y por tanto Ω0 está en el A-filtro f−1(U ) engendrado por los

conjuntos f−1(U) con U ∈ U . Sea V un A-ultrafiltro conteniendo a f−1(U ).

Entonces Ω0 ∈ V aśı que el Lema I.2.5 nos da V ∈ Ω0
X̂

= Ω
X̂
∪FrΩ. Por tan-

to, V ∈ ΩF y f∗(V ) = U (ver Proposición I.2.10). Luego (f(Ω))F ⊂ f∗(Ω
F ).

La otra inclusión es trivial.

Las aplicaciones propias monótonas tienen un comportamiento especial so-

bre los dendritas como muestra el siguiente teorema que extiende ([38]; 5.5).

Para ello recordamos que dados dos espacios admisibles X e Y , una sobre-

yección continua f : X → Y se dice hereditariamente monótona si para todo

subcontinuo B ⊂ X y para todo y ∈ Y , (f |B)−1(y) = f−1(y)∩B es conexo de

B.

Teorema IV.1.3 (c.f. ([38]; 5.5)). Un continuo generalizado de Peano X es

un dendrita si y sólo si toda sobreyección propia y monótona f : X → Y es

hereditariamente monótona.

Demostración. Supongamos que X es un dendrita y B ⊂ X un subcontinuo

y por tanto un dendrita compacto (II.1A.3(b)). Entonces para todo y ∈ Y ,

(f |B)−1(y) = f−1(y)∩B ⊂ B donde f−1(y) es conexo de X, pues f es monóto-

na; y aplicando la Proposición II.1A.7(c) tenemos que (f |B)−1(y) es un conexo

de B.

Veamos la suficiencia. Supongamos que X no es un dendrita, entonces

por la Proposición II.1A.3(a) sabemos que existe una curva cerrada Σ ⊂ X.

Tomemos un arco Γ ⊂ Σ; la clausura de su complemento en Σ, Γ′, también es

un arco y la intersección Γ ∩ Γ′ son dos puntos p y q de Σ. Consideramos la

descomposición D de X que consiste en los puntos de X − Γ y Γ. Entonces

el cociente Y = X/D es un continuo generalizado de Peano (II.1.4), y la

proyección f : X → Y es monótona. Por hipótesis la restricción f |′Γ debeŕıa

ser monótona pero f−1(f(p)) = {p, q} lo que es una contradicción.
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§IV.2. Aplicaciones confluentes I

En esta sección estudiamos el comportamiento de las extensiones de Freu-

denthal de aplicaciones confluentes propias. Comenzamos recordando que da-

dos dos espacios topológicos X e Y , una sobreyección continua f : X → Y se

dice confluente si para cualquier subcontinuo B ⊂ Y tenemos que f(A) = B

para cualquier componente A ⊂ f−1(B).

El origen de esta definición, debida a Charatonik, es un antiguo resultado

de Whyburn donde se establece que las aplicaciones propias abiertas son con-

fluentes ([82]; 11.1). Obsérvese que se sigue inmediatamente del Lema III.1.3

que

Lema IV.2.1. Cualquier aplicación cerrada (en particular, si f es propia) y

monótona f : X → Y es confluente.

El siguiente ejemplo muestra la necesidad de la hipótesis de que f sea

cerrada en el Lema IV.2.1.

Ejemplo IV.2.2. Consideremos el siguiente continuo W ⊂ R2 conocido como

ćırculo polaco.

a0

W ≡

a2 a3

a4

a5a6a7

a1

Figura IV.1: W ćırculo polaco.

Definamos la aplicación inyectiva f : R≥0 → R2 tal que f(R≥0) = W y

env́ıa cada intervalo [n− 1, n] ⊂ R≥0 con n ≥ 1 sobre el arco γn−1,n ⊂ W que

une an−1 con an en W . Observemos que f es monótona pero no es cerrada (o
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equivalentemente, propia). Pero además, para el continuo C ⊂W resaltado en

la siguiente figura

W ≡

a0

a2 a3

a4

a5a6a7

C

a1

Figura IV.2: Continuo C en el ćırculo polaco.

tenemos que f−1(C) = [0, 1]∪ [4,+∞) ⊂ R≥0 y f([0, 1]) = γ0,1 6= C por lo que

f no es confluente.

La siguiente proposición muestra que las aplicaciones monótonas y con-

fluentes coinciden para funciones reales propias

Proposición IV.2.3. Cualquier sobreyección confluente propia f : R→ R es

monótona.

Demostración. Supongamos que f−1(y0) no es conexo para algún y0 ∈ R,

aśı que podemos encontrar z ∈ R−f−1(y0) tal que f−1(y0) corta a los intervalos

abiertos (z,∞) y (−∞, z). Más aún, como f es sobreyectiva, entonces también

lo es la aplicación inducida f∗ : F(R) = {±∞} → F(R) = {±∞}. Por tanto f∗

es necesariamente biyectiva. Supongamos que f∗(∞) =∞ y f∗(−∞) = −∞.

Por otro lado, como z /∈ f−1(y0) tenemos que y0 < f(z) ó y0 > f(z).

Supongamos que ocurre lo primero y apliquemos la confluencia de f al intervalo

cerrado [f(z),∞) para obtener un conjunto cerrado, conexo no compacto, esto

es, un intervalo de la forma [a,∞) con z ∈ [a,∞) y f([a,∞)) = [f(z),∞).

Aqúı usamos la suposición f∗(∞) =∞. Entonces [z,∞) ⊂ [a,∞) y por tanto

existe un x0 ∈ f−1(y0) ∩ [a,∞), para el que alcanzamos la contradicción y0 ∈

[f(z),∞). Argumentos similares se emplean para las otras opciones f∗(∞) =

−∞ e y0 > f(z).
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La siguiente proposición recoge una propiedad que será de utilidad más

adelante. La demostración es análoga a la presentada para el caso compacto

en [59].

Proposición IV.2.4 (c.f. ([59]; 13.27)). Sean X, Y, Z espacios admisibles y

sean f1 : X → Y y f2 : Y → Z aplicaciones propias. Entonces se verifican:

(a) Si f1 y f2 son confluentes, entonces f = f2 ◦f1 es confluente.

(b) Si f = f2 ◦f1 es confluente, entonces f2 es confluente.

También usaremos los siguientes lemas

Lema IV.2.5 (c.f. ([59]; 13.19)). Sea X un continuo generalizado de Peano

y sea B un subcontinuo de X. Entonces, existe una sucesión decreciente de

entornos abiertos y conexos de B, {Wn}n≥1, tales que las clausuras Wn = Bn

son subcontinuos de Peano y B =
⋂∞
n=1Bn.

Demostración del Lema IV.2.5. Escogemos una sucesión exhaustiva de X

formada por subcontinuos de Peano (Teorema II.1.3(d)) {Ks}s≥1 para la que

podemos asumir sin pérdida de generalidad que B ⊂ K1, y seguimos esencial-

mente la demostración del Lema ([59]; 13.19) con Y = K1. Expĺıcitamente, por

([59]; 8.4) y ([59]; 8.9), dado n ≥ 1 podemos encontrar un recubrimiento de B

por subconjuntos abiertos conexos U1, . . . , Um con las siguientes propiedades

para cada 1 ≤ k ≤ m = m(n): (i) diám(Uk) <
1
n
; (ii) Uk ∩ B 6= ∅; y (iii)

cada Uk es localmente conexo (de hecho cumple la propiedad1 S). Conside-

remos el abierto Wn =
⋃m
k=1Uk. Nótese que Wn es conexo por (ii). Además,

Bn = Wn =
⋃m
k=1 Uk es localmente conexo y por tanto un continuo de Peano

pues cada Uk lo es por ([59]; 8.5). Aqúı usamos que cualquier unión finita de

cerrados localmente conexos es localmente conexa ([45]; Thm. 1, pág. 230).

Por (i), se sigue que B =
⋂∞
n=1Bn =

⋂∞
n=1Wn.

Lema IV.2.6 (c.f. ([59]; 13.38)). Sea f : X → Y una sobreyección confluen-

te entre espacios admisibles. Dados cualquier subconjunto B ⊂ Y y cualquier

1Un subconjunto no vaćıo Y ⊂ X de un espacio métrico X se dice que tiene la propiedad

S si para cada ǫ > 0 hay un número finito de subconjuntos conexos A1, . . . , An de Y tales

que Y =
⋃n
i=1 Ai con diámetro diám(Ai) < ǫ para cada i = 1, . . . , n.
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componente A ⊂ f−1(B), entonces la restricción f̃ = f |A : A → B es con-

fluente.

Demostración. Observemos que dado cualquier continuo C ⊂ B y cualquier

componente D ⊂ f̃−1(C) = A ∩ f−1(C), la componente D0 ⊂ f−1(C) ⊂

f−1(B) que contiene a D corta a A y por tanto, D0 ⊂ A ∩ f−1(C). Aśı que,

necesariamente, D = D0 y f̃(D) = f(D0) = C ya que f es confluente.

Seguidamente destacamos algunas propiedades que se preservan por

aplicaciones propias confluentes como una extensión de resultados clásicos so-

bre aplicaciones confluentes entre continuos. Comenzamos con el siguiente le-

ma que permite usar sucesiones exhaustivas para reducir las demostraciones a

resultados conocidos en la teoŕıa de los continuos.

Lema IV.2.7. Dada una aplicación propia f : X → Y entre espacios admi-

sibles, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) f es confluente.

(b) f |f−1(A) : f−1(A)→ A es confluente para cada subconjunto A ⊂ Y .

(c) f |f−1(K) : f−1(K) → K es confluente para cada subconjunto compacto

K ⊂ Y .

Demostración. (b) ⇒ (c) es obvio; más aún (a) ⇒ (b) es inmediato, pues

para cualquier subcontinuo C ⊂ A, aplicamos que f es confluente para obtener

que cualquier componente conexa H ⊂ f−1(C) ⊂ f−1(A) verifica f(H) = C y

el resultado sigue.

También (c) ⇒ (a) se comprueba sin dificultad. En efecto, dado cualquier

subcontinuo C ⊂ Y la restricción f0 = f |f−1(C) : f−1(C) → C, es confluente

por hipótesis luego tenemos que f(H) = f0(H) = C para cualquier compo-

nente H ⊂ f−1(C) = f−1
0 (C).

Nota IV.2.8. Por el Teorema II.1.3(d), los subconjuntos compactos en el

Lema IV.2.7(c) se pueden reemplazar por subcontinuos de Peano siempre que

Y sea un continuo generalizado de Peano.
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Teorema IV.2.9. Las aplicaciones confluentes propias preservan las siguien-

tes clases de espacios:

(a) Dendritas.

(b) Grafos.

(c) Árboles.

Demostración. Como los grafos dendŕıticos son árboles, (c) sigue directa-

mente de (a) y (b). Para demostrar (a) observamos que la imagen de cualquier

sobreyección propia f : X → Y es un continuo generalizado de Peano (II.1.4).

Entonces el Teorema II.1.3(d) nos da una sucesión exhaustiva {Yn}n≥1 de sub-

continuos de Peano tales que la restricción fn = f |f−1(Yn) : f−1(Yn) → Yn es

confluente para cada n ≥ 1. Aqúı aplicamos la Nota IV.2.8. Es más, por el

Lema IV.2.6 la restricción fn|H : H → Yn es también confluente para cada

componente H ⊂ f−1(Yn). En particular, H es un dendrita por la Proposición

II.1A.3 y por tanto cada Yn es un dendrita por ([59]; 13.40), y también lo es

Y , otra vez por la Proposición II.1A.3.

Para demostrar (b) usamos de nuevo que la restricción f |H : H → Yn de f

a cualquier componente H ⊂ f−1(Yn) es una aplicación confluente para todo

n ≥ 1. Ahora H es un grafo por ([59]; 9.10.1), y entonces ([59]; 13.31) establece

que Yn es un grafo para todo n ≥ 1. Aśı Y =
⋃∞
n=1 Yn es una unión localmente

finita de grafos compactos y por tanto un grafo localmente finito.

Nota IV.2.10. Como vemos en el teorema anterior, las aplicaciones con-

fluentes propias imponen importantes restricciones a sus imágenes. Véase, por

ejemplo, el Corolario IV.6.11 para el caso en el que el dominio de la aplicación

considerada sea R≥0 ó R. Destacamos también el Corolario VI.4.2 y el Teore-

ma VI.4.5 donde se observan interesantes relaciones entre la homotoṕıa en el

infinito del dominio y del codominio impuestas por estas aplicaciones.

En contraste a lo que ocurre con las aplicaciones monótonas y abiertas

(Proposiciones IV.1.1 y IV.1.2), las extensiones de Freudenthal de aplicaciones

confluentes no tienen por qué ser confluentes como muestra el siguiente ejem-

plo.
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Ejemplo IV.2.11. Consideremos el continuo generalizado X de la siguiente

figura

D

B C

A

X ≡

Figura IV.3: Continuo generalizado X.

y el continuo generalizado Y que se representa a continuación

E

F

G

Y ≡

q1 q2 q3 q4

p1 p2
p3

q5 0

p4

q6

p5

Figura IV.4: Continuo generalizado Y .

donde las sucesiones {pn}n≥1 ⊂ E y {qn}n≥1 ⊂ F convergen a 0 (por ejemplo

pn = ( 1
n
, 0) y qn = ( 1

n
, 1
n2 )). Definamos una aplicación f : X → Y que env́ıe A

y D homeomorfamente sobre G y análogamente B y C sobre E y F , respecti-

vamente. Es inmediato comprobar que f es propia y confluente. Sin embargo,

si consideramos las compactificaciones X̂ e Ŷ
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J

X̂ ≡

ε1 ε2

I

Figura IV.5: X̂ compactificación de X.

Ŷ ≡

η

H

E

F

q1 q2 q3 q4

p1 p2
p3

0

Figura IV.6: Ŷ compactificación de Y .

la extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ no es confluente. En efecto, basta

considerar el continuo H ⊂ Ŷ representado en la Figura IV.6 y observar que

f−1(H) = I ⊔ J es la unión disjunta de las componentes I y J representadas

en la Figura IV.5 cuyas imágenes no coinciden con H ya que f̂(I) ∩ F = ∅ y

f̂(J) ∩E = ∅.

Sin embargo, para aplicaciones confluentes propias ligeras cuyos codominios

sean continuos generalizados de Peano tenemos (compárese con ([59]; 13.29))
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Teorema IV.2.12. Sea f : X → Y un sobreyección propia ligera entre conti-

nuos generalizados y supongamos además que Y es localmente conexo. Enton-

ces, f es confluente si y sólo si f es abierta.

Recordemos que una aplicación f : X → Y se dice ligera si cada fibra

f−1(y) es totalmente disconexa.

Demostración del Teorema IV.2.12. Como se mencionó antes, Whyburn

ya demostró que las aplicaciones abiertas son siempre confluentes ([82]; 11.1).

Para probar el rećıproco, sea U ⊂ X cualquier abierto y tomemos un y ∈ f(U).

Como Y es localmente conexo, y admite una base numerable de entornos

{Vn}n≥1 formada por subcontinuos de Peano encajados (IV.2.5). Más aún,

dado x ∈ f−1(y) la confluencia de f establece que f(Hn) = Vn para la compo-

nente de x Hn ⊂ f−1(Vn) (i ≥ 1). Nótese que Hn+1 ⊂ Hn. Por consiguiente la

intersección H =
⋂
n≥1Hn es un continuo ([45]; Thm. 4, pág. 170) que contiene

a x y por tanto y ∈ f(H) ⊂
⋂
n≥1 Vn = {y}. En particular, H está contenido

en la fibra totalmente disconexa f−1(y), por lo que H sólo tiene un elemento

H = {x} ⊂ U . En particular, existe un n0 tal que Hn ⊂ U si n ≥ n0 ([59];

1.7). Aśı, y = f(x) ∈ f(Hn) = Vn ⊂ f(U) muestra que f(U) es un entorno de

y para todo y ∈ f(U); esto es, f(U) es un conjunto abierto y f es abierta.

El teorema anterior nos conduce a un análogo parcial de las Proposiciones

IV.1.1 y IV.1.2 para las aplicaciones confluentes

Teorema IV.2.13. Sean X e Y continuos generalizados y supongamos

además que Y es localmente conexo. Entonces, cualquier sobreyección propia

f : X → Y es confluente si y sólo si su extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ

es confluente.

Demostración. La condición suficiente es obvia (IV.2.7). Supongamos que

f es confluente, entonces el teorema de factorización monótona-ligera ([24];

6.2.22) establece que f = f2 ◦f1 es la composición de una sobreyección monóto-

na propia f1 : X → Z y una sobreyección ligera propia f2 : Z → Y . Obsérvese

que Z es también un continuo generalizado pues cualquier aplicación propia

preserva la metrizabilidad y la compacidad local (I.1.10). Más aún, como f es

confluente, también lo es f2 (IV.2.4(b)) y el Teorema IV.2.12 establece que f2
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es una aplicación abierta. Por consiguiente, las extensiones de Freudenthal f̂1

y f̂2 son monótonas y abiertas por las Proposiciones IV.1.1 y IV.1.2, respec-

tivamente. Aśı, f̂1 y f̂2 son aplicaciones confluentes y por tanto también lo es

f̂ = f̂2 ◦ f̂1 (IV.2.4(a)).

En [49], Lelek y E. D. Tymchatyn introdujeron una noción diferente de

aplicación confluente f : X → Y que requiere que para todo C ⊂ Y cerrado y

conexo y para toda cuasicomponente Q ⊂ f−1(C) se cumpla que f(Q) = C;

ver ([49]; 1.4(c’)). Como las cuasicomponentes coinciden con las componentes

para espacios compactos ([45]; Thm. 2, pág. 169) las dos definiciones son equi-

valentes para estos espacios. El siguiente corolario extiende este hecho al caso

no compacto.

Corolario IV.2.14. Sea f : X → Y una sobreyección propia entre continuos

generalizados donde Y es localmente conexo. Entonces son equivalentes:

(a) f es confluente en el sentido de Lelek-Tymchatyn.

(b) f es confluente.

(c) Para todo Γ ⊂ Y conexo y toda cuasicomponente Q ⊂ f−1(Γ), f(Q) = Γ.

Demostración. (a)⇒ (b) es inmediato pues para un continuo C, las compo-

nentes y las cuasicomponentes de f−1(C) coinciden al ser f−1(C) compacto.

Aqúı usamos que f es propia. Es más, (c) ⇒ (a) es trivial. Para probar (b)

⇒ (c) observamos que la extensión f̂ : X̂ → Ŷ es confluente y por tanto lo es

de la forma de Lelek-Tymchatyn. Ahora aplicamos ([49]; 3.1(iii)) para obtener

que toda cuasicomponente Q ⊂ f̂−1(Γ) = f−1(Γ) cumple que f(Q) = Γ.

§IV.3. Aplicaciones confluentes II

Esta sección contiene una demostración alternativa del Teorema IV.2.13

basada en una extensión de ([59]; 13.22) y ([59]; 13.20) a la categoŕıa propia que

se establece en el Teorema IV.3.1. Aparte del posible interés de este resultado

en śı mismo, la nueva demostración requiere de la mayoŕıa de lemas técnicos
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necesarios para tratar con las aplicaciones semi y débilmente confluentes a

las que no es posible extender la demostración corta del Teorema IV.2.13 que

dimos en en la Sección §IV.2.

Si C denota una clase de subconjuntos conexos del espacio Y , diremos que

una sobreyección continua f : X → Y es C-confluente si para cualquier conjun-

to B ∈ C y cualquier componente C ⊂ f−1(B), se tiene la igualdad f(C) = B.

El siguiente teorema muestra que otras familias de subconjuntos conexos pue-

den reemplazar a la familia de los subcontinuos para establecer la confluencia

de una aplicación propia con codominio localmente conexo. Expĺıcitamente,

Teorema IV.3.1. Sea f : X → Y una sobreyección propia con Y un continuo

generalizado de Peano. Entonces f es confluente si y sólo si f es Ci-confluente

para cualquiera de las siguientes clases de subespacios conexos de Y (1 ≤ i ≤

3):

(a) C1 es la clase de los subcontinuos de Peano.

(b) C2 es la clase de los subcontinuos generalizados de Peano.

(c) C3 es la clase de los subespacios abiertos conexos (o, equivalentemente,

subcontinuos generalizados de Peano abiertos).

El la demostración del Teorema IV.3.1 usaremos el siguiente lema.

Lema IV.3.2. Sea f : X → Y una sobreyección propia C3-confluente con Y

un continuo generalizado de Peano. Entonces dados U ⊂ Y abierto conexo y

una componente H ⊂ f−1(U), la restricción g = f |H : H → U también es

C3-confluente.

Demostración. Sea V ⊂ U abierto y conexo. Sea L ⊂ g−1(V ) = f−1(V )∩H

una componente. Se comprueba sin dificultad que L es una componente conexa

de f−1(V ). En efecto, si L0 es la componente conexa de f−1(V ) que contiene a

L, entonces L ⊂ L0 ∩H 6= ∅ y por consiguiente L0 ⊂ H . Por lo tanto L = L0

es una componente de g−1(V ). Aśı, por hipótesis, f(L) = V ⊂ U = f(H) y

por tanto g(L) = V .
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Demostración del Teorema IV.3.1. Si f es confluente, entonces es ob-

vio que f es C1-confluente. La implicación (b) ⇒ (c) también es inmedia-

ta. Seguidamente probamos (a) ⇒ (b). Para ello, dado un continuo gene-

ralizado de Peano C ⊂ Y , sea C =
⋃∞
n=1Cn una sucesión exhaustiva de

subcontinuos de Peano de C (Teorema II.1.3(d)). Entonces, dada cualquier

componente A ⊂ f−1(C) y x ∈ A existe n0 con f(x) ∈ Cn para todo

n ≥ n0. Aśı, para las componentes An ⊂ f−1(Cn) que contienen a x te-

nemos que An ⊂ A y An ⊂ An+1 para todo n ≥ n0. Más aún, por (a)

f(
⋃
n≥n0

An) =
⋃
n≥n0

Cn = C ⊂ f(A), luego f(A) = C.

Finalmente veamos que si f es C3-confluente también es confluente. En

efecto, el Lema IV.2.5 garantiza que todo subcontinuo C ⊂ Y se puede escribir

como una intersección C =
⋂∞
n=1Bn donde Bn = Un es un subcontinuo de

Peano, Un es abierto conexo y C ⊂ Un+1 ⊂ Un para todo n ≥ 1. Si A ⊂

f−1(C) =
⋂∞
n=1 f

−1(Un) es una componente, tenemos que A ⊂ H1 ⊂ f−1(U1)

para cierta componente H1; además, la C3-confluencia establece que f(H1) =

U1. Aplicando el Lema IV.3.2 a la restricción f1 = f |H1 : H1 → U1 obtenemos

que f(H2) = U2 para cualquier componente H2 ⊂ f−1
1 (U2) ⊂ H1. Procediendo

por inducción, construimos una sucesión {Hn}n≥1 tal que para cada n ≥ 1,

Hn+1 es una componente conexa de f−1(Un+1) ⊂ Hn y f(Hn) = Un. Aqúı fn =

f |Hn
: Hn : Hn → Un es la restricción correspondiente.

Obsérvese que si Dn ⊂ f−1(Bn) es la componente de f−1(Bn) que contiene

a Hn, tenemos que Dn+1 ⊂ Dn (n ≥ 1) puesto que Hn+1 ⊂ Hn y f−1(Bn+1) ⊂

f−1(Bn). Es más, la intersección
⋂∞
n=1Dn es un continuo ([45]; Thm. 4, pág.

170) y A ⊂
⋂∞
n=1Dn ⊂ f−1(

⋂∞
n=1Bn) = f−1(C). Por tanto A =

⋂∞
n=1Dn

ya que A ⊂ f−1(C) se ha supuesto que es una componente. Además, dado

y ∈ C =
⋂∞
n=1 Un tenemos que f−1(y)∩Hn 6= ∅ para todo y pues f(Hn) = Un.

Como Un+1 ⊂ Un para todo n ≥ 1 se sigue por la compacidad de f−1(y) que

la intersección de cerrados encajados

∞⋂

n=1

(f−1(y) ∩Dn) = f−1(y) ∩

(
∞⋂

n=1

Dn

)
= 6= ∅

no es vaćıa. Es decir; existe x ∈ A =
⋂∞
n=1Dn con f(x) = y. Por tanto,

f(A) = C y f es confluente.
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Nota IV.3.3. Si en las hipótesis del Teorema IV.3.1 prescindimos de que Y sea

localmente conexo, entonces el resultado no se tiene en general. Por ejemplo,

la aplicación propia confluente f : X → Y entre continuos generalizados del

Ejemplo IV.2.11 no es C2-confluente. En efecto, manteniendo la notación em-

pleada alĺı, el subcontinuo generalizado E = F ∪G ⊂ Y satisface que f−1(E)

es la unión disjunta de dos componentes, A y C∪D, y f(A) está estrictamente

contenida en E.

Para la segunda demostración del Teorema IV.2.13 también necesitamos

los siguientes lemas.

Lema IV.3.4. Sean f : X → Y una sobreyección propia entre continuos

generalizados y H un abierto de Ŷ . Dado cualquier componente D ⊂ f̂−1(H)

con D ∩ F(X) 6= ∅, se tiene la igualdad

D = D − F(X)
f̂−1(H)

.

En particular, D ∩X = D − F(X) 6= ∅ es siempre no vaćıo.

Demostración. Comenzamos fijando una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 en

X y escribiendo A = D −F(X)
f̂−1(H)

. Es claro que D − F(X) ⊂ A ⊂ D.

Aqúı usamos que D es cerrado en f̂−1(H).

Más aún, dado cualquier final ε ∈ D escribimos ε = (Qn)n≥1 donde Qn ⊂

X − intKn es una cuasicomponente y Qn+1 ⊂ Qn y consideramos cualquier

entorno abiertoW de ε en f̂−1(H). Como f̂−1(H) es abierto en X̂, también lo es

W . Aśı, la topoloǵıa de X̂ nos proporciona un n0 ≥ 1 y un conjunto N abierto

en X de frontera FrN ⊂ intKn0 tal que N∗ = N
X̂

es un entorno de ε con N∗ ⊂

W ⊂ f̂−1(H). Obsérvese que Qn ⊂ N para todo n suficientemente grande. Por

otro lado, podemos aplicar el Lema I.4.13 para encontrar un continuo M ⊂ Ĥ

tal que

M ⊂ Qn0

X̂
⊂ N∗ ⊂W ⊂ f̂−1(H)

con ε ∈ M y M ∩ FrKn0 6= ∅. Por lo tanto M ⊂ D por definición de compo-

nente y
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∅ 6= M ∩X ⊂ (W ∩D) ∩X = W ∩ (D − F(X))

muestra que ε ∈ A, aśı D ⊂ A y la demostración termina.

Lema IV.3.5. Sea f̂ : X̂ → Ŷ la extensión de Freudenthal de una sobreyección

propia entre continuos generalizados. Si H ⊂ Ŷ es abierto, entonces cualquier

componente D ⊂ f̂−1(H) es la clausura en f̂−1(H) de la unión de la familia

CD = {C componente de f−1 (H − F(X)) con C ⊂ D}.

Demostración. Como D es cerrado en Z = f̂−1(H), tenemos
⋃
C∈CD

C
Z
⊂

D. Rećıprocamente, cualquier componente U ⊂ D − F(X) está contenida en

alguna componente C ⊂ f−1 (H − F(X)) ⊂ Z, y aśı U ⊂ C ⊂ D. Entonces el

Lema IV.3.4 establece que D = D − F(X)
Z
⊂
⋃
C∈CD

C
Z

.

Demostración (alternativa) del Teorema IV.2.13. La suficiencia es ob-

via. Supongamos pues que f es confluente. Por el Teorema IV.3.1, para ver que

f̂ es confluente bastará probar que f̂ es C3-confluente. Para esto, sea H ⊂ Ŷ un

subconjunto abierto conexo cualquiera. Por la Proposición II.1.11, H −F(Y )

también es abierto y conexo en Y y el Teorema IV.3.1 establece que

f(C) = H − F(Y ) (IV.3.A)

para toda componente C ⊂ f−1(H − F(Y )).

Seguidamente aplicamos el Lema IV.3.5 para obtener para cualquier com-

ponente D ⊂ f̂−1(H) = Z

f̂(D) = f̂

(
⋃

C∈CD

C
Z
)

(I)
= f

(
⋃

C∈CD

C

)H

= H −F(Y )
H (II)

= H

donde CD es la familia de todas las componentes C ⊂ f−1 (H − F(X))

contenidas en D. Aqúı (I) sigue del Lema III.2.13 aplicado a la restricción

f̂ : Z = f̂−1(H)→ H que es una aplicación propia. Más aún, (II) sigue de ser

H −F(X) denso en el abierto H .
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§IV.4. Aplicaciones débilmente confluentes

Como una amplia generalización de las aplicaciones confluentes, Lelek in-

trodujo en [46] la clase de las aplicaciones débilmente confluentes; ver también

[47]. Recordemos que una sobreyección continua f : X → Y entre espacios to-

pológicos se denomina débilmente confluente si para todo subcontinuo B ⊂ Y

existe alguna componente conexa C ⊂ f−1(B) tal que f(C) = B. Es obvio

que las aplicaciones confluentes son débilmente confluentes. Más generalmente,

dada una familia C de subconjuntos conexos de Y se dice que f es débilmente

C-confluente si para todo B ∈ C existe alguna componente C ⊂ f−1(B) con

f(C) = B.

El sencillo ejemplo que sigue muestra que el Teorema IV.3.1 no se cumple

en general para la clase de las aplicaciones débilmente confluentes.

Ejemplo IV.4.1. Consideremos el continuo generalizado X que se representa

en la siguiente figura:

3d

0 ∞X ≡

D

E

U

1u

2u

2d

1d

B1 B3

A1

A2

A3

B2

3u

Figura IV.7

Por Ai (i ≥ 1) denotamos a las circunferencias descritas en la Figura IV.7

y tomamos A0 = {0}. Más aún, los Bi son segmentos de longitud decreciente

que convergen a ∞ con Ai ∩ Bj = ∅ si i 6= j y Ai ∩Bi = {ai}. De esta forma

definimos X =
(⋃

i≥0Ai
)
∪ U ∪ D ∪

(⋃
i≥1Bi

)
donde U y D son los arcos

exteriores superior e inferior, respectivamente, que unen 0 con ∞.
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Más aún, por Γi (i ≥ 1) denotaremos a los arcos punteados de extremos iu

e id con Γ0 = {0}. Obsérvese que Γi ∩Ai = {ai}. Además, sean Ai,+ y Ai,− las

semicircunferencias de Ai que quedan por encima y por debajo del segmento

E, respectivamente. Obsérvese que, fijado i, para todo j ≥ i + 1, Γi ∩ Aj es

un par de puntos {pij, q
i
j} con pij ∈ Aj,+ y qij ∈ Aj,− que convergen a iu e id,

respectivamente, ver Figura IV.7.

Sea Y el grafo obtenido como la unión de A1 con la semirecta [0,∞).

1 320
Y ≡

A1

Figura IV.8

Definimos la aplicación f : X → Y que lleva ai en i para todo i ≥ 0

y tal que la imagen del segmento Bi es homeomorfa al intervalo [i, i + 1]

para todo i ≥ 1. Además, f es la identidad sobre A1; finalmente, si i ≥ 0

y Di,+ y Di,− denotan la unión disjunta de subarcos en Aj,+ y Aj,− (j ≥ i),

respectivamente, contenidos en la región comprendida entre Γi y Γi+1, entonces

f lleva de manera obvia D0,+ y D0,− sobre A1,+ y A1,−, respectivamente, e

igualmente y Di,+ ∪Di,− sobre el segmento [i, i+ 1] (i ≥ 1).

No es dif́ıcil comprobar que f es propia y débilmente confluente. Sin embar-

go, f no es débilmente C3-confluente; en efecto, dado el abierto conexo Ω ⊂ Y

representado en la siguiente Figura,

1 320
Y ≡

A1

Ω

Figura IV.9

para cualquier componente A ⊂ f−1(Ω), tenemos que A ⊂ U ó A ⊂ D.

Aqúı usamos que f es propia. Aśı f(A) = Ω+ ∪ [1,+∞) 6= Ω ó f(A) =

Ω− ∪ [1,+∞) 6= Ω donde Ω± = Ω ∩A1,±.

Sin embargo aún podemos demostrar el siguiente resultado parcial.
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Teorema IV.4.2. Toda sobreyección propia débilmente C3-confluente f : X →

Y entre continuos generalizados donde Y es localmente conexo es débilmente

confluente.

La demostración del Teorema IV.4.2 aśı como otras demostraciones en esta

sección y en las secciones siguientes usa el siguiente hecho: Dada una sucesión

de subcontinuos {Cn}n≥1 en un espacio compacto X, la convergencia de una

sucesión xn ∈ Cn, garantiza que el ĺımite inferior LiCn es no vaćıo, y entonces

([45]; Thm. 6, pág.171) establece que

Hecho IV.4.3. El ĺımite superior LsCn es un subcontinuo de X.

Demostración del Teorema IV.4.2. Sea C ⊂ Y un subcontinuo. Por el

Lema IV.2.5 existe una sucesión decreciente de entornos abiertos y conexos

C ⊂ Un tales que Un = Bn es un subcontinuo de Peano para cada n y C =
⋂
n≥1Bn. Por hipótesis para cada n existe una componente Wn ⊂ f−1(Un) con

f(Wn) = Un, y aśı, f
(
Wn

)
= Un = Bn. Aqúı usamos el Lema III.2.13. Sea

y0 ∈ C y xn ∈ Wn con f(xn) = y0. Puesto f−1(y0) es compacto, podemos

suponer que la sucesión {xn}n≥1 converge a algún x0 ∈ f−1(y0) (esto siempre

se tiene para alguna subsucesión). Sea L0 = LsW n el continuo en f−1
(
U 1

)

que nos da (IV.4.3). Afirmamos que

f(L0) = C. (IV.4.A)

En efecto; dado z ∈ L0 existe una sucesión zs ∈ Wns
⊂ f−1

(
Uns

)
conver-

giendo a z. Como
⋂
s≥1 f

−1
(
Uns

)
= f−1(C) se sigue que f(z) ∈ C. Rećıpro-

camente para todo y ∈ C, se tiene f−1(y) ∩Wn 6= ∅ para todo n y podemos

escoger una sucesión {pn}n≥1 con pn ∈ f−1(y) ∩ Wn. Esta sucesión admite

una subsucesión que converge a algún py ∈ f−1(y) ∩ L0 por compacidad. Por

consiguiente, y ∈ f(L0) y se tiene la igualdad (IV.4.A). Ahora, es inmediato

que f(H0) = C para la componente H0 ⊂ f−1(C) que contenga a L0.

Si el dominio (y por tanto el codominio por (II.1.4)) de una sobreyección

propia débilmente confluente f : X → Y es un continuo generalizado de Peano,

obtenemos el análogo al Teorema IV.3.1. Esto es,
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Teorema IV.4.4. Sea f : X → Y una sobreyección propia con X un continuo

generalizado de Peano. Entonces f es débilmente confluente si y sólo si f

es débilmente Ci-confluente (1 ≤ i ≤ 3) para cualquiera de las clases Ci de

subespacios conexos de Y en el Teorema IV.3.1.

Demostración. Probaremos el siguiente diagrama de implicaciones

d. confluente
(1)

d. C1-confluente

d. C3-confluente

(3)

d. C2-confluente
(2)

Nótese que (1) y (2) son obvios. Es más (3) es el Teorema IV.4.2. Finalmen-

te, supongamos que f es débilmente C1-confluente y sea C ⊂ Y un subcontinuo

generalizado de Peano. Por el Teorema II.1.3(d) podemos encontrar una su-

cesión exhaustiva de C, {Cn}n≥1, formada por subcontinuos de Peano. Por

hipótesis existe una componente Hn de Kn = f−1(Cn) con f(Hn) = Cn.

Obsérvese que {Kn}n≥1 forma una sucesión exhaustiva de f−1(C), y por

la conexión de Hn podemos encontrar una sucesión xn ∈ Hn ∩FrK1 6= ∅ para

todo n ≥ 2. Entonces, por compacidad, existe una subsucesión {xnj
}∞j=1 que

converge a algún x0 ∈ FrK1. Además, x0 ∈ intK2 y podemos elegir un entorno

abierto y conexo de x0 ∈ Θ ⊂ intK2 y un j0 suficientemente grande tal que

xnj
∈ Θ ∩ Hnj

para todo j ≥ j0. Aqúı usamos que X es localmente conexo.

Como Θ ⊂ Kn (n ≥ 2), tenemos que Θ ⊂ Hnj
para todo j ≥ j0 y por tanto

Θ ⊂ Hnj0
⊂ Hnj0+1

⊂ Hnj0+2
⊂ . . .

Sea H ⊂ f−1(C) la componente conexa tal que Θ ⊂ H ; entonces
⋃∞
j=j0

Hnj
⊂ H y

C =
∞⋃

j=j0

Cnj
=

∞⋃

j=j0

f(Hnj
) ⊂ f(H) ⊂ C

con lo que f(H) = C y por tanto f es débilmente C2-confluente.
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A pesar del fallo del análogo al Teorema IV.3.1, aún podemos demostrar la

versión del Teorema IV.2.13 para aplicaciones débilmente confluentes. Expĺıci-

tamente,

Teorema IV.4.5. Sean X e Y un continuos generalizados con Y localmente

conexo. Entonces, cualquier sobreyección propia f : X → Y es débilmente

confluente si y sólo si su extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ es débilmente

confluente.

Demostración. La condición suficiente es obvia. Supongamos que f es débil-

mente confluente y sea C ⊂ Ŷ un continuo. Por el Lema IV.2.5 existe una

sucesión decreciente {Un}n≥1 de entornos conexos y abiertos C ⊂ Un tales que

(i) Pn = Un
Ŷ

es un subcontinuo de Peano; y (ii) C =
⋂
n≥1 Pn. Más aún, la

Proposición II.1.11 establece que Wn = Un − F(Y ) es un conjunto abierto

y conexo en Y para todo n ≥ 1. Por tanto Wn es un continuo generaliza-

do de Peano y entonces, para cada n, existe una sucesión exhaustiva de Wn

formada por subcontinuos de Peano {Kn
i }i≥1 por (II.1.3(d)). Puesto que f

es débilmente confluente, para cada par (n, i) existe una componente conexa

Hn
i ⊂ f−1(Kn

i ) tal que f(Hn
i ) = Kn

i . Dado p1 ∈ Kn
1 , como f es propia, la

intersección no vaćıa f−1(p1) ∩ H
n
i es compacta para todo i ≥ 1. Aśı, cual-

quier sucesión {xi}i≥1 ⊂ f−1(p1) ∩Hn
i contiene una subsucesión que converge

a algún punto z0 ∈ f
−1(p1). Para facilitar la notación podemos asumir que z0

es el ĺımite de la sucesión completa. En tal caso, para todo n ≥ 1 el continuo

Ln = LsHn
i ⊂ X̂ dado por (IV.4.3) satisface

Ln ⊂ f̂−1(Wn)
X̂

⊂ f̂−1

(
Wn

Ŷ
)

= f̂−1(Pn).

Veamos que Wn ⊂ f̂(Ln) y aśı f̂(Ln) = Pn para todo n ≥ 1. En efecto;

sea x ∈ Wn y sea i0 el mı́nimo de los i tales que x ∈ Kn
i . Tomemos ai ∈

f−1(x) ∩Hn
i 6= ∅ para todo i ≥ i0. La compacidad de f−1(x) implica que la

sucesión {ai}i≥i0 admite una subsucesión que converge a algún a ∈ Ln∩f−1(x);

esto es, x = f(a) ∈ f̂(Ln). Por otro lado, la condición (ii) sobre los Pn implica

que dado z ∈ C existe qn ∈ Ln ⊂ f̂−1(Pn) ⊂ f̂−1(P1) con f̂(qn) = z. Por

tanto, la sucesión {qn}n≥1 ⊂ f̂−1(z), contiene una subsucesión, que podemos

suponer que es la sucesión completa, convergiendo a algún q0 ∈ f̂−1(z). Por
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consiguiente podemos aplicar de nuevo (IV.4.3) para obtener el continuo L0 =

LsLn ⊂ f̂−1(P1). Seguidamente probamos

f̂(L0) = C (IV.4.B)

Para ello observamos que cualquier x ∈ L0 es el ĺımite de una sucesión

xs ∈ Lns
. Por continuidad, f̂(x) es el ĺımite de la sucesión f̂(xs) ∈ Pns

que

cae en la sucesión encajada de subcontinuos de Peano {Pn}n≥1 y aśı f̂(x) ∈
⋂
n≥1 Pn = C. Rećıprocamente, para cualquier y ∈ C, usamos (ii) para escoger

una sucesión yn = f(xn) ∈ Pn = f̂(Ln) que converge a y con xn ∈ Ln. Puesto

que f es propia, existe una subsucesión {xnk
}k≥1 convergente a algún x0 ∈ L0.

De esto sigue inmediatamente que y = f̂(x0) ∈ f̂(L0).

De (IV.4.B) se sigue trivialmente que f̂(H) = C para la componente H ⊂

f̂−1(C) que contiene a L0 y con esto termina la demostración.

Al igual que para las aplicaciones confluentes, Lelek y Tymchatyn intro-

ducen en [49] una definición más general de aplicación débilmente confluente.

Expĺıcitamente, una aplicación f : X → Y , con f−1(y) compacto para todo

y ∈ Y , es llamada débilmente confluente si cumple que para todo C ⊂ Y

cerrado y conexo existe una cuasicomponente Q ⊂ f−1(C) tal que f(Q) = C

([49]; 1.4(w’)). Esta definición equivale a la habitual en el ambiente compacto

donde las cuasicomponentes coinciden con las componentes (ver ([45]; Thm.

2, pág. 169)). Para el caso no compacto podemos demostrar

Corolario IV.4.6. Sea f : X → Y una sobreyección propia entre continuos

generalizados donde Y es localmente conexo. Entonces son equivalentes:

(a) f es débilmente confluente en el sentido de Lelek-Tymchatyn.

(b) f es débilmente confluente.

(c) Para todo Γ ⊂ Y conexo existe una cuasicomponente Q ⊂ f−1(Γ) tal que

f(Q) = Γ.

Demostración. (a) ⇒ (b) es obvio. De forma similar (c) ⇒ (a) es trivial.

Veamos (b) ⇒ (c). El Teorema IV.4.5 nos asegura que f̂ : X̂ → Ŷ es una



§IV.5: Aplicaciones semiconfluentes. 97

aplicación débilmente confluente entre espacios compactos. Por lo tanto, f̂

es débilmente confluente en la forma de Lelek-Tymchatyn. Ahora, aplicando

([49]; 3.4(iii)) tenemos que existe una cuasicomponente Q ⊂ f̂−1(Γ) = f−1(Γ)

que cumple que f(Q) = Γ.

§IV.5. Aplicaciones semiconfluentes

Las aplicaciones semiconfluentes, introducidas por T. Maćkowiak en [51],

forman una clase intermedia entre las aplicaciones confluentes y las débilmente

confluentes. Recordemos que una sobreyección continua f : X → Y es semi-

confluente si para todo subcontinuo B ⊂ Y y para todo par de componentes

conexas C, D ⊂ f−1(B) se verifica que f(C) ⊂ f(D) ó f(D) ⊂ f(C). De las

definiciones se deduce inmediatamente el siguiente

Lema IV.5.1. Una aplicación f : X → Y propia y confluente entre dos

espacios admisibles es semiconfluente.

En esta sección estudiamos las extensiones de Freudenthal de las

aplicaciones propias semiconfluentes. Observemos que la extensión de Freu-

denthal f̂ : X̂ → Ŷ de la aplicación confluente del Ejemplo IV.2.11 no es

semiconfluente.

La relación entre aplicaciones semiconfluentes y débilmente confluentes no

es obvia. Usaremos el siguiente lema, análogo a un resultado de T. Maćkowiak

([51]; 3.1) para continuos, para comprobar que las aplicaciones semiconfluentes

son débilmente confluentes. La demostración es la misma que en el caso com-

pacto pues la compacidad de las preimágenes de los continuos está garantizada

para aplicaciones propias.

Lema IV.5.2 (c.f. ([51]; 3.1)). Sea f : X → Y una sobreyección propia y

semiconfluente donde X e Y son dos espacios admisibles. Para cada subconti-

nuo B de Y y para cada familia C de componentes de f−1(B) tal que la unión
⋃
{C : C ∈ C } es cerrada en X, existe una componente C ′ ∈ C cuya imagen

por f es maximal en el sentido de que f(C ′) = f (
⋃
{C : C ∈ C }).

Lema IV.5.3 (c.f. ([51]; 3.2)). Toda aplicación propia semiconfluente entre

dos espacios admisibles es débilmente confluente.
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Demostración. En efecto; sea B un subcontinuo de Y . Al ser f propia,

f−1(B) es compacto; y aplicando el Lema IV.5.2 para la familia C de to-

das las componentes de f−1(B), existe una componente C ′ ∈ C tal que

f(C ′) = f(
⋃
{C; C ∈ C }) = f (f−1(B)) = B por lo que f es débilmente

confluente.

Al contrario que en el caso de las aplicaciones débilmente confluentes, los

resultados para aplicaciones confluentes en la sección §IV.3 se extienden di-

rectamente a las aplicaciones semiconfluentes. En particular, el análogo del

Teorema IV.3.1 se tiene para aplicaciones semiconfluentes. Expĺıcitamente, si

definimos para cualquier clase C de subconjuntos conexos la noción de aplica-

ción C-semiconfluente tal y como se hizo en la sección §IV.2 para aplicaciones

confluentes, podemos enunciar y demostrar el siguiente

Teorema IV.5.4. Sea f : X → Y una sobreyección propia con Y un continuo

generalizado de Peano. Entonces f es semiconfluente si y sólo si f es Ci-

semiconfluente (1 ≤ i ≤ 3) para cualquiera de las clases Ci en el Teorema

IV.3.1.

En la demostración del Teorema IV.5.4 usaremos el siguiente lema

Lema IV.5.5. Sea f : X → Y una aplicación continua y consideremos la

intersección Z =
⋂
n≥1 Zn de una sucesión decreciente de subconjuntos com-

pactos. Entonces f(Z) =
⋂
n≥1 f(Zn).

Demostración. Es claro que f(Z) ⊂
⋂
n≥1 f(Zn). Rećıprocamente, conside-

remos x ∈
⋂
n≥1 f(Zn), entonces x = f(zn) donde zn ∈ Zn ⊂ Z1. Puesto que

Z1 es compacto, existe una subsucesión {znj
}j≥1 que converge a algún w ∈ Z1.

Como la intersección de los Zn es Z, es fácil comprobar que w ∈ Z, y por

tanto x = f(w) ∈ f(Z).

Demostración del Teorema IV.5.4. Recordemos que C1 ⊂ C2 ⊃ C3 son

las clases de subcontinuos de Peano, subcontinuos generalizados de Peano y

subconjuntos abiertos y conexos de Y , respectivamente. Aśı, es claro que las

aplicaciones semiconfluentes son C1-semiconfluentes y que las aplicaciones C2-

semiconfluentes son C3-semiconfluentes.



§IV.5: Aplicaciones semiconfluentes. 99

Supongamos ahora que f es C1-semiconfluente y tomemos cualquier C ∈ C2.

Si dos componentes A,B ⊂ f−1(C) verifican

f(A)− f(B) 6= ∅ 6= f(B)− f(A),

existen y = f(a) ∈ f(A) − f(B) e y′ = f(b) ∈ f(B) − f(A) con a ∈ A y

b ∈ B. Sea Γ ⊂ C un arco que une y e y′. Aqúı usamos que C es arco-conexo.

Si D y D′ son las componentes de a y b en f−1(Γ) respectivamente, entonces

o f(D) ⊂ f(D′) ⊂ f(B) y por tanto y = f(a) ∈ f(B), o bien f(D′) ⊂ f(D) ⊂

f(A) y por tanto y′ = f(b) ∈ f(A). Alcanzamos una contradicción y por tanto

f es C2-semiconfluente.

Finalmente, supongamos que f es C3-semiconfluente y sean dos compo-

nentes cualesquiera P,Q ⊂ f−1(C) con C ⊂ Y un subcontinuo arbitrario.

Aplicando el Lema IV.2.5 podemos escribir C =
⋂
n≥1Cn como una intersec-

ción de continuos de Peano Cn = Un que son las clausuras de una sucesión

decreciente de entornos abiertos y conexos Un ⊃ C. Por lo tanto, para cada

n ≥ 1 encontramos componentes Pn, Qn ⊂ f−1(Un) con P ⊂ Pn y Q ⊂ Qn. Es

más, como

P ⊂
∞⋂

n=1

Pn ⊂
∞⋂

n=1

f−1(Cn) = f−1(C),

se sigue que la intersección conexa
⋂∞
n=1 Pn coincide con la componente P . De

manera similar Q =
⋂∞
n=1Qn.

Más aún, por hipótesis, para cada n ≥ 1, tenemos f(Pn) ⊂ f(Qn)

ó f(Qn) ⊂ f(Pn) y aśı, f
(
Pn
)
⊂ f

(
Qn

)
ó f

(
Qn

)
⊂ f

(
Pn
)

por el Lema

III.2.13.

Supongamos que existe una subsucesión {nj}j≥1 con f
(
Pnj

)
⊂ f

(
Qnj

)

para cada j ≥ 1. Entonces el Lema IV.5.5 establece que

f(P ) ⊂
∞⋂

n=1

f
(
Pnj

)
⊂
∞⋂

n=1

f
(
Qnj

)
= f(Q).

En caso contrario, existe un n0 tal que f
(
Qn

)
⊂ f

(
Pn
)

para todo n ≥ n0
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y, de manera similar, el Lema IV.5.5 establece que f(Q) ⊂ f(P ). Esto muestra

que f es semiconfluente y termina la demostración.

Al igual que se hizo con las aplicaciones confluentes, usamos el Teorema

IV.5.4 para demostrar

Teorema IV.5.6. Sean X un continuo generalizado e Y un continuo genera-

lizado de Peano. Cualquier sobreyección propia f : X → Y es semiconfluente

si y sólo si su extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ es semiconfluente.

Demostración. La suficiencia es obvia. Supongamos pues que f es semicon-

fluente. Por el Teorema IV.5.4 será suficiente comprobar la C3-semiconfluencia

de f̂ . Para esto, sea H ⊂ Ŷ un subconjunto abierto conexo. Entonces H−F(Y )

es conexo por la Proposición II.1.11 y como f es C3-semiconfluente (Teorema

IV.5.4) tenemos, para dos componentes cualesquiera C,C ′ ⊂ f−1 (H −F(Y )),

que

f(C) ⊂ f(C ′) ó f(C ′) ⊂ f(C). (IV.5.A)

Por otro lado, dadas dos componentes D,D′ ⊂ Z = f̂−1(H) aplicamos el

Lema IV.3.5 para obtener

D =
⋃

C∈CD

C
Z

y D′ =
⋃

C′∈CD′

C ′
Z

(IV.5.B)

donde CD es la familia de componentes C ⊂ f−1 (H −F(X)) con C ⊂ D. De

forma similar CD′ . Supongamos que

f̂(D)− f̂(D′) 6= ∅ y f̂(D′)− f̂(D) 6= ∅

y sean d ∈ D, d ∈ D′ con f̂(d) /∈ f̂(D′) y f̂(d′) /∈ f̂(D). Por (IV.5.B) encon-

tramos sucesiones xn ∈ Cn ∈ CD y x′n ∈ C ′n ∈ CD′ que convergen a d y d′,

respectivamente. Entonces (IV.5.A) establece una subsucesión {nj}j≥1 tal que

para todo j ≥ 1

f(Cnj
) ⊂ f(C ′nj

) ⊂ H ó f(C ′nj
) ⊂ f(Cnj

) ⊂ H (IV.5.C)
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Supongamos que se da el primer caso. Entonces

f̂(d) ∈ f

(
∞⋃

j=1

Cnj

)H

⊂ f

(
∞⋃

j=1

C ′nj

)H

(I)
= f̂



∞⋃

j=1

C ′nj

Z

 (II)
⊂ f̂(D′) (IV.5.D)

que es una contradicción. Aqúı aplicamos el Lema III.2.13 a la restricción

f̂ : Z = f̂−1(H) → H para obtener (I), y (II) sigue de (IV.5.B). De forma

similar razonamos con el segundo caso en (IV.5.C).

§IV.6. El caso especial de las aplicaciones que

preservan finales

Como se vió en la Proposición IV.1.1, la monotońıa se transfiere sin dificul-

tad y con total generalidad a las extensiones de Freudenthal. En esta sección

probaremos que las extensiones de Freudenthal preservan la confluencia y la

confluencia débil de aplicaciones fieles en los finales entre continuos generali-

zados. Por contra, esto no es cierto para aplicaciones semiconfluentes.

La propiedad crucial se establece en la siguiente

Proposición IV.6.1. Sea f : X → Y una sobreyección débilmente confluente

y fiel en los finales entre continuos generalizados. Entonces, para cada sub-

continuo C ⊂ Ŷ con C ∩ F(X) 6= ∅ la familia J = JC de componentes

de f̂−1(C) que cortan a F(X) se reduce a un único elemento D que además

cumple f̂(D) = C.

En la demostración de la Proposición IV.6.1 usaremos los siguientes lemas.

Lema IV.6.2. Cualesquiera dos componentes distintas Dj ∈ J (j = 1, 2)

tienen imágenes disjuntas f̂(D1) ∩ f̂(D2) = ∅.

Demostración. Supongamos, en el caso contrario, que E = f̂(D1) ∩ f̂(D2)

contiene al menos un punto p ∈ E. Sea {Ki}i≥1 una sucesión exhaustiva de Y

para la que p ∈ intK1. Entonces, (I.4.12) aplicado a cada continuo Mj = f̂(Dj)
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(j = 1, 2) nos dice que la componente de p en M j
i = Mj ∩ Ki, digamos Γji ,

necesariamente corta a la frontera

FrMj
M j

i ⊂ F j
i = FrKi ∩M

j
i .

Para cada i ≥ 1, la unión Γi = Γj1 ∪ Γj2 es un continuo tal que

Γi ∩ F
j
n 6= ∅ para i ≥ n y j = 1, 2. (IV.6.A)

Es más, como f es débilmente confluente, para cada i ≥ 1 existe una

componente Ai ⊂ f−1(Γi) con f(Ai) = Γi. En particular, f−1(p) ∩ Ai 6= ∅

para todo i ≥ 1 y existe una sucesión {ai}i≥1 con ai ∈ Ai y f(ai) = p. Como

f es propia, podemos suponer sin pérdida de generalidad que esta sucesión

converge a algún a0 ∈ f−1(p). Sea L = LsAi ⊂ f̂−1(C) el subcontinuo de X̂

proporcionado por (IV.4.3), y sea D0 ⊂ f̂−1(C) la componente que contiene a

L. Si M0 = f̂(D0) afirmamos que cada intersección

M0 ∩Mj 6= ∅ (j = 1, 2) (IV.6.B)

contiene como mı́nimo un final, y aśı la suposición de que f es fiel en los finales

establece que D1 = D0 = D2 y la intersección E debe ser vaćıa siempre que

D1 6= D2.

Fijemos cualquier n ≥ 1. Por (IV.6.A) podemos encontrar una sucesión

{yni }i≥n ⊂ Γi∩F 1
n y por tanto una sucesión {xni }i≥n con xni ∈ Ai y f(xni ) = yni .

Como f es propia y FrKn es compacto, la sucesión {xni }i≥n ⊂ f−1(F 1
n)

contiene una subsucesión que converge a algún xn0 ∈ L ∩ f−1(F 1
n) ⊂ D0 ∩

f−1(F 1
n). Aqúı usamos que L = LsAi es un ĺımite superior. Observemos que

yn0 = f(xn0 ) ∈M0 ∩ F
1
n ⊂M0 ∩M1 ∩ FrKn (n ≥ 1)

forman una sucesión no acotada, y por tanto contiene una subsucesión que

converge a algún final en M0∩M1. De forma similar, M0∩M2 contiene al menos

un final. Esto demuestra la afirmación (IV.6.B) y la demostración termina.
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Lema IV.6.3. La unión disjunta

Z =
⊔
{D; D ∈ J } (IV.6.C)

es cerrada y por tanto compacta en f̂−1(C). En particular, la unión disjunta

f̂(Z) =
⊔
D∈J f̂(D) dada por el Lema IV.6.2 es un conjunto compacto en C y

por tanto la restricción f̂Z : Z → f̂(Z) es una aplicación cerrada.

Demostración. Para ello consideramos cualquier sucesión xn ∈ Dn ∈ J que

converge a algún x0 ∈ f̂−1(C) y escojamos un final εn ∈ F(X)∩Dn para cada

n. El ĺımite superior L = LsDn es un subcontinuo de f̂−1(C) que contiene a

x0 (IV.4.3) y, por la compacidad de F(X), la sucesión {εn}n≥1 contienen una

subsucesión que converge a algún final ε0. Entonces ε0 cae en el ĺımite superior

L y si D0 es la componente de x0 en f̂−1(C) obtenemos que ε0 ∈ L ⊂ D0 y

por tanto x0 ∈ Z. Esto muestra que Z es un conjunto cerrado.

Lema IV.6.4. Con la notación del Lema IV.6.3 se cumple la igualdad f̂(Z) =

C.

Demostración. En efecto, cualquier final ε ∈ C ∩F(Y ) cae en la imagen de

Z por la definición de la familia J . Por otra parte, si y ∈ C −F(Y ) tomemos

una sucesión exhaustiva de compactos {Yn}n≥1 en Y con y ∈ Y1. Usando

(I.4.12), para cada n, la componente de y, Cn ⊂ Yn corta la frontera FrYn.

Como f es débilmente confluente, existe una componente Bn ⊂ f−1(Cn) tal

que f(Bn) = Cn. Notemos que Bn ∩ f−1(y) 6= ∅ para cada n ≥ 1 y por tanto

existe una sucesión bn ∈ Bn tal que f(bn) = y. Como f−1(y) es compacto,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que {bn}n≥1 converge a algún

b0 ∈ f−1(y). Sea B = LsBn el continuo en f−1(C) obtenido aplicando (IV.4.3).

Obviamente, b0 ∈ B e y = f(b0) ∈ f(B). Más aún, puesto que Cn ∩ FrYn 6= ∅

para todo n ≥ 1, existe una subsucesión {ns}s≥1 y puntos qs ∈ Cns
∩ FrYns

que convergen a algún final η ∈ F(Y ). Puesto que f(Bn) = Cn (n ≥ 1) y f es

propia, existe una sucesión

{xt}t≥1 ⊂ f−1 ({qs}s≥1 ∪ {η}) ⊂ f−1(C)
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con f(xt) = qst
que converge a algún final µ ∈ F(X) ∩ B. Por consiguiente,

f̂(µ) = η y por tanto B ∩ F(X) 6= ∅. Aśı, la componente de f−1(C) que

contiene a B pertenece a la familia J , de donde y ∈ f(B) ⊂ f(Z).

Demostración de la Proposición IV.6.1. Observemos primero que pues-

to que cada D ∈ J es una componente de f̂−1(C), J es la familia de todas

las componentes del compacto Z. Por lo tanto ([45]; Thm. 3, pág.148) propor-

ciona una aplicación continua ϕ : Z → C en el conjunto de Cantor C, tal que

las fibras de ϕ son las cuasicomponentes (= componentes por compacidad, ver

([45]; Thm. 3, pág.169)) de Z; esto es, los conjuntos D ∈ J .

De acuerdo con los lemas anteriores, la familia G = {f̂(D);D ∈ J } es una

descomposición de f̂(Z) = C. Sea π : C → C/G la aplicación cociente. Por

otro lado, sabemos que la restricción f̂Z : Z → C es una sobreyección cerrada

((IV.6.3) y (IV.6.4)). Entonces f̂Z es una aplicación cociente y también lo

es la composición π ◦ f̂Z : Z → C/G. Más aún, la aplicación ψ : C/G → C

dada por ψ([x]) = ϕ(z) cuando πf̂(z) = [x] está bien definida puesto que

f̂(z), f̂(z′) ∈ D si y sólo si z, z′ ∈ D por el Lema IV.6.2. De esta forma el

diagrama conmutativo

Z

f̂Z

ϕ
C

C π C/G

ψ

establece que ψ es continua ([24]; 2.4.2) y entonces, la conexión de C muestra

que ϕ(Z) = ψπ(C) es constante en el espacio totalmente disconexo C. Por

tanto J se reduce a una única componente D y f̂(D) = C.

A continuación usamos la Proposición IV.6.1 para demostrar

Teorema IV.6.5. Sea f : X → Y una sobreyección propia entre continuos

generalizados que es fiel en los finales de Freudenthal. Entonces f es (débil-

mente) confluente si y sólo si su extensión de Freudenthal f̂ : X̂ → Ŷ también

lo es.
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Para la demostración necesitamos el siguiente

Lema IV.6.6. Sea X un continuo y A 6= X un subcontinuo no trivial de X.

Si K ⊂ X es un subconjunto compacto tal que A∩K = ∅, entonces existe un

continuo B en X con K ∩ B = ∅ y A ( B.

Demostración. Si d(A,K) = δ > 0, consideremos el abierto G = {x ∈

X; d(x,A) < δ
2
} para el cual A ⊂ G yK∩G = ∅. Aplicando ([45]; Thm. 4, pág.

173) obtenemos un continuo B con A ( B ⊂ G. En particular K∩B = ∅.

Demostración del Teorema IV.6.5. Obviamente si f̂ es (débilmente) con-

fluente también lo es f . Más aún, el rećıproco en el caso de la confluencia débil

es un consecuencia inmediata de la Proposición IV.6.1.

Ahora, supongamos que f es confluente y sea C ⊂ Ŷ un subcontinuo

que contiene como mı́nimo un final entonces, f̂−1(C) se reduce a la única

componente dada por la Proposición IV.6.1. En efecto, si D ⊂ f̂−1(C) es

una componente que no corta a F(X), la imagen f̂(D) = f(D) ⊂ C es un

continuo en Ŷ con f(D) ∩F(Y ) = ∅. Aplicando el Lema IV.6.6 encontramos

un subcontinuo A ( C tal que f(D) ( A y A∩F(Y ) = ∅. Más aún, como D

es una componente de f̂−1(C), es también una componente de f−1(A) y por la

confluencia de f , necesariamente f(D) = A lo cual es una contradicción.

La siguiente proposición es complementaria de la Proposición IV.6.1 para

la extensión de Alexandroff de una aplicación propia f : X → Y vista como

una aplicación fiel en ∞. Expĺıcitamente,

Proposición IV.6.7. Sea f : X → Y una aplicación débilmente confluente

entre espacios admisibles. Entonces para cualquier subcontinuo C ⊂ Y + con

∞ ∈ C, tenemos que f+(D∞) = C para la componente∞ ∈ D∞ ⊂ (f+)−1(C).

Demostración. Sea {Kn}n≥1 una sucesión exhaustiva de Y . Dado p ∈ C −

{∞}, aplicamos el Lema I.4.11 a la componente de p para obtener una sucesión

creciente de continuos {Cp
n}n≥1 tal que p ∈ Cp

1 , Cp
n+1−Kn 6= ∅ y Cp

n ⊂ Cp
n+1 ⊂

Cp.

Por hipótesis, para cada continuo Cp
n existe una componente conexa Dp

n ⊂

f−1(Cp
n) tal que f(Dp

n) = Cp
n. Nótese que además cada Dp

n es un continuo
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pues f es propia. Por tanto para cada n existe dpn ∈ Dp
n tal que f(dpn) =

p. Como {dpn}n≥1 ⊂ f−1(p) es una sucesión en el compacto f−1(p), existe

una subsucesión, que supondremos la sucesión completa, que converge a un

punto dp0 ∈ f
−1(p). Sea Dp

0 = LsDp
n el continuo en f−1(C) dado por (IV.4.3).

Observemos que∞ ∈ Dp
0 para todo p puesto que f(Dp

n+1)−Kn = Cp
n+1−Kn 6=

∅ para todo n ≥ 1 y Dp
0 es cerrado en X+. En particular, el conjunto

D0 =
⋃

p∈C−{∞}

Dp
0

es conexo y por tanto D0 ⊂ D∞. Más aún, para cada p ∈ C−{∞}, f(dp0) = p,

y aśı C ⊂ f(D0) ⊂ f(D∞) ⊂ C, lo que implica f(D∞) = C.

Como consecuencia inmediata de la Proposición IV.6.7 se obtiene

Teorema IV.6.8. Sea f : X → Y una sobreyección propia entre espacios

admisibles. Entonces f es (débilmente) confluente si y sólo si f+ : X+ → Y +

también lo es.

Demostración. La suficiencia es obvia. Más aún, el rećıproco en el caso de

la confluencia débil es una consecuencia inmediata de la Proposición IV.6.7.

Para la confluencia, el mismo razonamiento que se usa en la demostración

del Teorema IV.6.5 demuestra que necesariamente (f+)−1(C) es conexo.

El siguiente ejemplo muestra que los Teoremas IV.6.5 y IV.6.8 no se cum-

plen para aplicaciones semiconfluentes.

Ejemplo IV.6.9. Consideremos el continuo generalizado Y que consiste en la

espiral SY y en el intervalo abierto EY y su copia homeomorfa X tal y como

se representan en la Figura IV.10.
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EY

SY

A

∞Y ≡

(a)

EX

SX

∞X ≡

A

(b)

Figura IV.10

Sea f : X → Y la aplicación propia definida como la identidad fuera del

cuadrado A y definida en A por la proyección representada en la Figura IV.11

para cada nivel.

f

Figura IV.11

Se puede comprobar sin dificultad que f es semiconfluente pero f+ : X+ →

Y + no lo es. Para esto último, observemos que la contraimagen del continuo

C ⊂ E+
Y
∼= S1 en la Figura IV.12 consiste en la componente D dada por la Pro-

posición IV.6.7 y dos componentes más D1, D2 ⊂ (f+)−1(C) cuyas imágenes

no son comparables por inclusión.
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∞ ∞

E+
Y

E+
X

C

D

D2

D1

Figura IV.12

Finalizamos el caṕıtulo presentando dos consecuencias del Teorema IV.6.8.

Corolario IV.6.10 (c.f. ([63]; Thm. 4)). Si f : X → Y es una sobreyección

propia donde X es un continuo generalizado e Y es tipo rayo o tipo ĺınea (en

particular si Y = R≥0 ó Y = R). Entonces f es débilmente confluente.

Demostración. Supongamos que Y es tipo rayo. Entonces Y + es tipo arco

(III.1.6) y por ([63]; Thm. 4) la extensión f+ : X+ → Y + es débilmente

confluente y del Teorema IV.6.8 se sigue que f es débilmente confluente.

Si Y = ĺım
←−p

{R, gn} es tipo ĺınea, tenemos que Y es un continuo generalizado

con dos finales (III.4.2), de donde se sigue fácilmente que la sobreyección Ŷ →

Z = ĺım
←−
{R̂, ĝn} en (III.2.1) es un homeomorfismo y por tanto Ŷ es tipo arco.

Ahora se sigue de nuevo por ([63]; Thm. 4) que la extensión de Freudenthal

f̂ : X̂ → Ŷ es débilmente confluente y por tanto f es débilmente confluente

(IV.2.7).

En ([60]; 3.1 y 3.2) S. B. Nadler caracteriza los espacios localmente conexos

y métricos que son la imagen por una aplicación confluente de la semirecta y

la recta eucĺıdea respectivamente. Mediante el uso del Teorema IV.6.8 pode-

mos dar una demostración alternativa para el caso de las imágenes propias.

Expĺıcitamente

Corolario IV.6.11. La imagen de una semirecta bajo una aplicación propia

confluente es también una semirecta. Más aún, la imagen por una aplicación
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propia y confluente de una recta es o bien un recta o una semirecta.

Demostración. Sea f : R → Y una sobreyección propia y confluente. Por

el Teorema IV.6.8 f+ : S1 ∼= R+ → Y + es confluente, entonces Y + es

homeomorfo a S1 o al intervalo [0, 1] por ([59]; 13.31). En el primer caso

Y = Y + − {∞} ∼= R. En el segundo caso, como Y = Y + − {∞} es cone-

xo, entonces ∞ es uno de los extremos de Y +, y aśı Y ∼= R≥0.

Si reemplazamos R por la semirecta R≥0, entonces Y + ∼= [0, 1] es ahora

homeomorfo a un arco ([59]; 13.31) y como antes Y ∼= R≥0.





Parte B

Nuevos resultados en la

topoloǵıa algebraico-geométrica

de los continuos generalizados





Caṕıtulo V

Sobre la topoloǵıa de los

continuos de Peano localmente

2-conexos

Recientemente C. Thomassen ([74] y [75]) ha obtenido una serie de in-

teresantes resultados sobre continuos de Peano con alta conexión local. Las

demostraciones originales no reparan en la ı́ntima conexión de esos resultados

con potentes teoremas clásicos debidos a K. Kuratowski, S. Claytor y K. Bor-

suk. En este caṕıtulo nos aproximamos a los teoremas de Thomassen desde

este enfoque alternativo y los generalizamos al caso no compacto.

§V.1. Enunciado de los teoremas principales

En este caṕıtulo damos demostraciones puramente topológicas de los dos

siguientes teoremas1 que generalizan los resultados en [75].

Teorema V.1.1. Sea X un continuo generalizado de Peano 2-conexo y lo-

calmente plano. Entonces X es un subconjunto cerrado de una superficie MX

cuyo borde ∂MX =
⊔
i∈I R consiste en una sucesión (posiblemente vaćıa o fi-

nita) de copias de la recta eucĺıdea. Además, la inclusión i : X ⊂ MX es fiel

en los finales. En el caso particular de que X sea compacto la superficie MX

es cerrada (esto es, compacta y sin bordes).

1La terminoloǵıa aún no definida se dará en las secciones posteriores.
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Es más, MX está determinada por X en el siguiente sentido

Teorema V.1.2. Un espacio métrico unidimensional Y se sumerge como sub-

conjunto cerrado de X si y sólo si Y también lo hace en MX . Más aún, dado

una inmersión (cerrada) ψ : Y → MX , la inmersión ϕ : Y → X se puede

elegir de manera que el homeomorfismo i∗ : F(X) ∼= F(MX) se restringe a un

homeomorfismo ϕ(Y )F ∼= ψ(Y )F .

Como una consecuencia del Teorema V.1.2, la planaridad local de los con-

tinuos generalizados localmente 2-conexos está caracterizada por una de las

dos curvas L1 y L2 (ver Figura V.2) añadidas por Claytor en [17] a los dos

grafos prohibidos de Kuratowski K3,3 y K5 para caracterizar la planaridad de

los continuos de Peano. En concreto demostramos

Teorema V.1.3. Sea X un continuo generalizado de Peano (posiblemente

compacto) localmente 2-conexo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X no es localmente plano en p ∈ X.

(b) Existe una inmersión ϕ : L1 → X tal que ϕ(p1) = p.

(c) Existe una inmersión ϕ : L2 → X con ϕ(p2) = p.

(a) K5 (b) K3,3

Figura V.1: Grafos de Kuratowski.

Este teorema nos proporciona una caracterización alternativa a la dada

por Thomassen en ([75]; 4.6) usando grafos completos infinitos. Aunque el

teorema de Thomassen es más fuerte que el teorema anterior en el sentido
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L1 ≡

p1

Σ1

L2 ≡

p2

Σ2

Figura V.2: Curvas de Claytor L1 y L2.

que todo grafo completo infinito contiene las curvas L1 y L2 (Nota V.6.4), el

Teorema V.1.3 pone de manifiesto que las curvas de Claytor son las configura-

ciones prohibidas mı́nimas que caracterizan la planaridad local de un continuo

de Peano localmente 2-conexo. Usaremos también las curvas de Claytor para

mostrar que no es cierta un conjetura de Thomassen sobre la caracterización

de la planaridad de los continuos de Peano; ver el final de la Sección §V.3.

§V.2. Continuos de Peano localmente 2-

conexos

Comenzamos con la siguiente

Definición V.2.1. Un espacio X se dice 2-conexo si ningún punto separa X.

Más generalmente, un espacio X se dice n-conexo si ningún conjunto con a

lo más n − 1 puntos separa X. Por un espacio ω-conexo queremos decir un

espacio que es n-conexo para todo n ≥ 1.

La correspondiente versión local de 2-conexión es clara.

Definición V.2.2. Un espacio X se denomina localmente 2-conexo si para

cada x ∈ X y cualquier entorno U de x existe otro entorno V ⊂ U tal que

V − {x} es conexo.
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El siguiente lema nos muestra que la 2-conexión local implica de hecho la

ω-conectividad.

Lema V.2.3. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.

Entonces cualquier conjunto conexo abierto U ⊂ X es ω-conexo. Más aún, si

la clausura U es localmente conexa (es decir, U es un continuo generalizado

de Peano) entonces U es también ω-conexo.

Demostración. El abierto U es un continuo generalizado de Peano y por

tanto es arcoconexo (Nota II.1.1); esto es, U es 1-conexo. Supongamos por

inducción que U es n-conexo, y dados x, y ∈ U sea A = {a1 . . . an} ⊂ U −

{x, y}. Por la hipótesis de inducción existe al menos un arco γ ⊂ U que une

x a y tal que γ ∩ A contiene a lo más a an. Si an ∈ γ entonces escogemos un

entorno 2-conexo de an, V ⊂ U , tal que (A∪{x, y})∩V = {an} y modificamos

γ dentro de V para obtener un nuevo arco γ′ con γ′ ∩A = ∅.

Supongamos que U es localmente conexo. Dados x1, x2 ∈ U y un conjunto

S ⊂ U − {x1, x2} que consiste en n puntos (n ≥ 1), usamos la conexión local

para encontrar pequeños entornos abiertos y arcoconexos W1 y W2 de x1 y x2,

respectivamente, en U con (W1∪W2)∩S = ∅. Entonces escogemos y1 ∈ U∩W1

e y2 ∈ U ∩W2 y aplicamos la primera parte del lema a U para obtener un arco

γ ⊂ U−S que une y1 a y2. Fácilmente encontramos un arco en γ∪W1∪W2 ⊂ U

que una x1 a x2 y evita a S.

Lema V.2.4. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo

y sea U un entorno abierto de un continuo C ⊂ X. Entonces existe un entorno

V ⊂ U de C que es un continuo de Peano ω-conexo y cuyo interior es conexo

y por tanto un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.

Demostración. De acuerdo con el Lema IV.2.5 podemos encontrar un en-

torno abierto W ⊃ C tal que C ⊂W ⊂W ⊂ U y tal que W es un subcontinuo

de Peano de X. Entonces por el Lema V.2.3 concluimos que V = W cumple

las condiciones requeridas.

Con el fin de simplificar la escritura establecemos la siguiente

Definición V.2.5. Por un ω-entorno de un subconjunto A entendemos un

continuo de Peano ω-conexo V cuyo interior es un conjunto abierto y conexo
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(es decir, un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo) que contiene

a A.

El Lema V.2.4 lleva a

Corolario V.2.6. Cualquier subcontinuo de un continuo generalizado de

Peano localmente 2-conexo admite un base de entornos formada por ω-

entornos.

Concerniente a la n-conexión, G. Nöbeling [61] y L. Zippin [84] extendieron

un teorema clásico de K. Menger para grafos a continuos y continuos genera-

lizados respectivamente. Expĺıcitamente,

Teorema V.2.7 ([84]; Principal Theorem, pág. 96). Sea X un continuo gene-

ralizado de Peano n-conexo. Dados dos puntos cualesquiera p, q ∈ X, existen

n arcos independientes en X que van desde p a q (es decir, los arcos son

disjuntos dos a dos excepto en {p, q}).

Finalizamos esta sección con el enunciado del siguiente lema consecuencia

del teorema de Nöbeling-Zippin anterior.

Lema V.2.8 ([84], pág. 112). Para cualquier n ≥ 1 sean A = {a1, . . . , an}

y B = {b1, . . . , bn} dos conjuntos disjuntos en un continuo generalizado de

Peano ω-conexo X. Entonces existen n arcos independientes γ1, . . . , γn que

conectan todos lo puntos en A con todos los puntos en B; esto es, los arcos

son disjuntos dos a dos y sus extremos caen en A∪B. Es más, dado cualquier

x ∈ X − B existen n arcos independientes desde x a B.

§V.3. Planaridad de los continuos de Peano

localmente 2-conexos

Esta sección reune algunos resultados y observaciones relativos a la plana-

ridad de los continuos (generalizados) de Peano. Comenzamos resaltando que

un resultado reciente debido a Thomassen [74] que caracteriza la planaridad

de los continuos de Peano localmente 2-conexos es una consecuencia inmedia-

ta de un antiguo teorema debido a Claytor [17]; compárese con ([64]; 1.2).
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Aqúı demostramos este hecho directamente para continuos generalizados de

Peano. Para esto usaremos la siguiente extensión del teorema de Claytor.

Teorema V.3.1 ([4]; 1.1). Sea X un continuo generalizado de Peano. Enton-

ces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) X se sumerge en S2 (o equivalentemente en R2 si X 6= S2).

(2) Cualquier subcontinuo K ⊂ X se sumerge en S2.

(3) X no contiene ningún conjunto homeomorfo a K5, K3,3, L1, L2.

(4) La compactificación de Freudenthal X̂ se sumerge en S2.

Como señaló el mismo Claytor ([17]; Thm. C) las curvas L1 y L2 son

redundantes si X es 2-conexo. Más precisamente, el punto ĺımite pi ∈ Li en

la Figura V.2 no separa Li en X y se puede encontrar un arco γi ⊂ X − {pi}

desde un punto xi ∈ Σi a un punto yi ∈ Li − Σi. Las uniones L1 ∪ γ1 y

L2 ∪ γ2 contienen una copia de K3,3 y K5, respectivamente. En efecto, puesto

que pi /∈ γi existe un entorno Ui ⊂ Li de pi con Ui ∩ γi = ∅. Entonces la unión

de un pequeño ”bloque”Bi ⊂ Ui con los arcos [yi, xi] ⊂ Li y γi es K3,3 ó K5;

ver Figura V.3.

B1

γ1

y1 x1

Figura V.3: K3,3 = B1 ∪ [y1, x1] ∪ γ1.

De esta manera se sigue como una consecuencia directa del Teorema V.3.1

la siguiente extensión de ([74]; Thm. 4.3)

Teorema V.3.2 (c.f. ([74]; Thm. 4.3)). Un continuo generalizado de Peano

localmente 2-conexo se sumerge en la 2-esfera si y sólo si X no contiene a

ninguno de los grafos de Kuratowski K5 y K3,3.
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Nota V.3.3. Merece la pena mencionar que anteriormente a su teorema ge-

neral, Claytor dió en [18] una larga y algo engorrosa demostración del caso

especial cuando X es 2-conexo. Ver [58] para una demostración corta de este

caso especial; y por tanto una demostración alternativa más al Teorema de

Thomassen en ([74]; 4.3).

Seguidamente resaltamos que las curvas no planas L1 y L2 dadas por el

Teorema de Claytor son contraejemplos a la siguiente afirmación sugerida por

Thomassen en [74] como posible teorema.

Afirmación V.3.4 ([74]; 4.5). Un espacio X conexo, localmente conexo, com-

pacto y metrizable (esto es, un continuo de Peano) X se sumerge en la 2-esfera

si y sólo si X no contiene a ninguno de los grafos de Kuratowski K3,3 y K5 y

a ninguna tachuela con agujeros.

En [74] por una tachuela con agujeros se entiende la unión D′ = D∪Γ de un

subespacio de la 2-esfera D ⊂ S2 compacto, localmente conexo y esencialmente

3-conexo junto con un arco Γ. Más aún, la intersección D ∩ Γ = {q} se reduce

a un extremo de Γ y q no cae en la frontera de las caras de D en el sentido de

[74]; esto es, las componentes del complemento S2 −D.

Figura V.4: Tachuela con agujeros

Recordemos un espacio D se dice que es esencialmente 3-conexo si para

cualesquiera elementos x, y ∈ D la diferencia D − {x, y} es conexa o tiene

precisamente dos componentes, uno de los cuales es un arco desde x a y.

Notemos que una inmersión de D en S2 es única por ([64]; Thm. 2).

Es inmediato comprobar que las curvas de Claytor Li no contienen una

copia de K3,3 ó K5. A continuación veremos que tampoco contienen una ta-
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chuela sin agujeros, y aśı la Afirmación V.3.4, tal y como se enuncia, no se

tiene para Li. En efecto, cualquier subespacio D ⊂ Li esencialmente 3-conexo

es necesariamente 2-conexo y aśı, está contenido en un “bloque”B ⊂ Li. Esto

sigue directamente del hecho de que cada punto en el arco une dos bloques

consecutivos de Li es un punto de corte de Li. Por consiguiente D es un grafo

por ([59]; 9.10.1). Por lo tanto cualquier unión D′ = D ∪ Γ ⊂ B ∪ Γ de D con

un arco Γ tal que D ∩ Γ es un extremo de Γ es un grafo plano. Por lo tanto

D′ no puede ser una tachuela.

Nota V.3.5. Mencionamos aqúı que S. Mardešić y J. Segal demostraron en

([54], Thm. 1) que un poliedro P contiene una curva de Claytor Li si y sólo si

contiene una copia del subespacio F2 ⊂ R3 llamado disco con antena

F2 = {(x, y, 0); x2 + y2 ≤ 1} ∪ {(0, 0, z); 0 ≤ z ≤ 1}.

Figura V.5: Disco con antena

Por lo tanto un poliedro P es plano si y sólo si P no contiene ninguno de los

grafos de K3,3, K5 y ningún disco con antena. Notemos que F2 es una tachuela

sin agujeros.

Es bien conocido que los grafos K3,3 y K5 no juegan el mismo papel en

el criterio de planaridad de Kuratowski-Claytor para los continuos de Peano

del Teorema V.3.1. De hecho cualquier inmersión K5 ⊂ G en un continuo

(generalizado) de Peano 3-conexo da lugar a una inmersión K3,3 ⊂ G ([36]) y

aśı K3,3 es suficiente para caracterizar la planaridad en la clase de los continuos

de Peano 3-conexos. Seguidamente probamos que los papeles de K3,3 y K5

resultan ser equivalentes bajo la asunción de 2-conexión local.
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Proposición V.3.6. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente

2-conexo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X no es plano.

(b) Existe una inmersión K3,3 ⊂ X.

(c) Existe una inmersión K5 ⊂ X.

Lema V.3.7. Sea K3,3 ⊂ X un grafo bipartito con vértices {a1, a2, a3} y

{b1, b2, b3} en un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo X. Su-

pongamos que existen dos arcos distintos α, β ⊂ X tales que (α ∪ β) ∩K3,3 =

{p1, p2, q1, q2} y α corre entre p1 ∈ (a1, b3) y p2 ∈ (a2, b3) y β corre entre

q1 ∈ (b1, a3) y q2 ∈ (b2, a3). Entonces existe una inmersión K5 ⊂ X.

Demostración. Aplicamos el Corolario V.2.6 para obtener ω-entornos dis-

juntos en X A1, A2, , B1, B2 de las aristas [a1, p1], [a2, p2], [b1, q1] y [b2, q2],

respectivamente. Sean si0, s
i
j ∈ Ai (1 ≤ j ≤ 3) los últimos puntos en las in-

tersecciones α ∩ Ai y [ai, bj ] ∩ Ai, respectivamente. De manera similar, sean

ti0, t
i
j ∈ Bi (1 ≤ j ≤ 3) los últimos puntos en β ∩ Bi y [ai, bj ] ∩ Bi, respecti-

vamente. Como Ai y Bi son ω-conexos, el Lema V.2.8 nos permite encontrar

cuatro arcos independientes σij ⊂ Ai (0 ≤ j ≤ 3 y i = 1, 2) que conectan un

punto ãi ∈ intAi a sij. De manera similar escogemos cuatro arcos independien-

tes τ ij ⊂ Bi que unan un punto b̃i ∈ intBi a tij .

Aplicamos otra vez el Corolario V.2.6 para obtener un ω-entorno Ω ⊂ X

de la arista [a3, b3] evitando la unión α∪β ∪ (
⋃
i,j=1,2[ai, bj]). Sean ρai

, ρbi ⊂ Ω

(i = 1, 2) cuatro arcos independientes que unan un punto v ∈ intΩ a los

últimos puntos en las intersecciones Ω ∩ [ai, bj ] y Ω ∩ [bi, a3] respectivamente.

Ahora es fácil encontrar una copia de K5, con vértices ãi, b̃i (i = 1, 2) y v, en

la unión Ω ∪
(⋃2

i=1(Ai ∪Bi)
)
∪K3,3.

Demostración de la Proposición V.3.6. (a) =⇒ (b) Fue observado antes

del enunciado del teorema. Más aún (c) =⇒ (a) es obvio. Queda comprobar

(b) =⇒ (c). Sea L ⊂ X un grafo bipartito con vértices {a1, a2, a3} y {b1, b2, b3}.

Será suficiente encontrar dos arcos α y β bajo las condiciones del Lema V.3.7.

Para esto procedemos como sigue. Sean Ωa3 y Ωb3 ω-entornos disjuntos de a3
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y b3, respectivamente, que eviten la unión
⋃
i,j=1,2[ai, bj]. Aqúı usamos el Co-

rolario V.2.6. Sean ai3 ∈ Ωa3 y bi3 ∈ Ωb3 (i = 1, 2, 3) los últimos puntos en

las intersecciones [a3, bi] ∩ Ωa3 y [ai, b3] ∩ Ωb3 respectivamente. Como intΩa3 e

intΩb3 son localmente 2-conexos, y por tanto ω-conexos (Lema V.2.3), el Teo-

rema V.2.7 proporciona circunferencias Σa3 ⊂ intΩa3 y Σb3 ⊂ intΩb3 . Entonces

unimos los puntos ai3 a Σa3 por tres arcos disjuntos γia3 ⊂ Ωa3 . Aqúı aplica-

mos el Lema V.2.8. De forma similar, los puntos bi3 se unen a Σb3 por tres

arcos disjuntos γib3 ⊂ Ωb3 . Ahora no es dif́ıcil localizar una nueva copia L̃ de

K3,3 en L ∪ (
⋃
i=1,2 γ

i
b3

) ∪ (
⋃
i=1,2 γ

i
a3) ∪ Σa3 ∪ Σb3 tal que L̃ admite dos arcos

α ⊂ Σb3 y β ⊂ Σa3 bajo las condiciones del Lema V.3.7 y la demostración

queda completada.

Conjetura V.3.8. En [3] se da una caracterización de los continuos generali-

zados de Peano que son sumergibles como conjuntos cerrados en R2 (es decir,

sin puntos de acumulación) usando los grafos de R. Halin. Parece viable un

resultado similar a la Proposición V.3.6 de forma que los continuos generaliza-

dos de Peano localmente 2-conexos que admitan una inmersión plana cerrada

quedaŕıan caracterizados por un par de grafos prohibidos que consistan en un

grafo de Kuratowski y un grafo de Halin.

§V.4. La estructura de los continuos generali-

zados de Peano localmente planos y lo-

calmente 2-conexos.

Esta sección proporciona una demostración alternativa del resultado de

Thomassen en [75] que establece que un entorno t́ıpico en un continuo (ge-

neralizado) de Peano X localmente plano y localmente 2-conexo es topológi-

camente equivalente a una 2-esfera de la que han sido borrados los interiores

de una sucesión de discos disjuntos dos a dos de diámetros decrecientes. Las

circunferencias que bordean estos discos serán esenciales en las demostraciones

de los resultados más importantes del caṕıtulo que presentamos en la siguiente

sección.

Recordemos que un espacio X se dice que es localmente plano si cada punto
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x ∈ X admite un entorno plano, y por tanto una base de entornos de conjuntos

planos. El siguiente lema es una consecuencia inmediata del Corolario V.2.6.

Lema V.4.1. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente plano

y localmente 2-conexo. Cada punto x ∈ X admite una base numerable de

entornos Bx = {Cx
i }i≥1 que consiste en ω-entornos planos.

Como una consecuencia de ([45]; Thm. 4(ii), pág. 512) dada cualquier in-

mersión ϕ : Cx
i → S2 de Cx

i ∈ Bx, cada componente R ⊂ S2 − ϕ(Cx
i ) es un

disco abierto cuya frontera FrR es su circunferencia borde. Esta observación

nos lleva a la siguiente

Definición V.4.2. Una carta de X en x ∈ X es un par (Cx
i , ϕ) donde Cx

i es

un ω-entorno plano de x y ϕ : Cx
i → S2 es una inmersión. Un punto x ∈ X

se dice que es terminal si existe una carta (Cz
i , ϕ) para algún z ∈ X tal que

x ∈ intCz
i y ϕ(x) ∈ FrR cae en la frontera de una componente R ⊂ S2−ϕ(Cz

i ).

z

y

x
Czi ≡

x es terminal

y no es terminal

En este hueco no hay puntos de X

“alrededor” de x, pero śı de y

Figura V.6: Puntos terminales y no terminales.

Para comprobar que los puntos terminales en la Definición V.4.2 están bien

definidos podŕıamos usar un teorema reciente de Thomassen ([64]; Thm. 2),

que muestra que los continuos de Peano planos y 3-conexos admiten una única

inmersión en S2 para garantizar que la definición de punto terminal no depende

de la carta usada en su definición. Merece la pena remarcar que ese resultado

de Thomassen ya estaba incluido en un antiguo art́ıculo de V. W. Adkisson

([1]; Thm. II). De cualquier forma, en aras de la completitud, seguidamente

presentamos una demostración independiente de este hecho en la Proposición
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V.4.7 más adelante aśı como de otras propiedades de las cartas. Comenzamos

con el siguiente

Lema V.4.3. Sea U ⊂ S2 un subespacio localmente 2-conexo para el que existe

una circunferencia S tal que U ∩ S = (s, t) es un arco abierto y U evita una

de las componentes de S2 − S. Entonces U − S es (arco) conexo.

Demostración. Dados a, b ∈ U −S sea ρ ⊂ U un arco que corre desde a a b,

y sea a0, b0 ∈ U el primer y último punto en ρ∩S 6= ∅ (si es vaćıo, no hay nada

que probar). Elegimos un arco [p, q] ⊂ (s, t) que contiene en su interior el arco

[a0, b0] (posiblemente a0 = b0). SeaW ⊂ U un abierto conexo tal que [p, q] ⊂W

y a, b /∈W . Por el Lema V.2.3 W es ω-conexo y también lo es W − {w} para

cualquier punto w ∈ (a0, b0) (posiblemente w = a0 = b0 si a0 = b0). Por el

Teorema V.2.7 encontramos dos arcos independientes γ1, γ2 ⊂ W desde p a q

(es decir, γ1 ∩ γ2 = {p, q}) que evitan w. Sea xi1 ∈ γi el último punto de γi

en el arco abierto (s, w) y xi2 ∈ γi el primer punto después de xi1 en (w, t).

Un comprobación sencilla muestra que el Teorema de Jordan excluye los casos

x1
1, x

2
1 ∈ (p, w) y x1

2, x
2
2 ∈ (w, q). Por lo tanto xi1 ≥ p ó xi2 ≥ q para algún

i = 1, 2. Sea Γ ⊂ γi ⊂W el subarco que corre desde xi1 a xi2. Como a, b /∈W se

usa otra vez el Teorema de Jordan para garantizar que ρ∩Γ 6= ∅ y fácilmente

se encuentra un arco en ρ ∪ Γ ⊂ U que une a con b fuera de S.

Más adelante usaremos las siguientes propiedades básicas de las cartas.

Lema V.4.4. Dada una carta (Cx
i , ϕ), las componentes Rn ⊂ S2−ϕ(Cx

i ) son

numerables; en particular, diám(Rn)→ 0 y diám(FrRn)→ 0 si hay un número

infinito de componentes distintas.

Demostración. Es consecuencia de ([45]; Thm. 6, pág. 231) y ([45]; Thm.

10, pág. 515).

Lema V.4.5. Para cualesquiera carta (Cx
i , ϕ) y componentes R1, R2 ⊂ S2 −

ϕ(Cx
i ), la intersección ϕ−1(FrR1 ∩ FrR2) ∩ intCx

i es vaćıa si FrR1 6= FrR2.

Demostración. Supongamos lo contrario; es decir, que existe z ∈ FrR1∩FrR2

tal que ϕ−1(z) es un punto interior en Cx
i . Sea Li ⊂ Ri ∪ {z} un arco tal que

z ∈ Li. Aqúı usamos que Ri ∪ FrRi es un disco cerrado.
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Consideremos un pequeño disco cerrado D ⊂ S2 alrededor de z y un subar-

co L ⊂ L1∪L2 con ∂L = ∂D∩L. Sean E1 y E2 las dos componentes de D−L.

En ambas componentes existen sucesiones de puntos de ϕ(Cx
i ) que convergen

a z. En efecto, de otra forma L1 y L2 quedaŕıan unidos por arcos que no

cortaŕıan las fronteras FrK1 ∪ FrK2.

Por otro lado, como el interior U = intCx
i es un entorno localmente 2-

conexo de ϕ−1(z), podemos encontrar un entorno 2-conexo de z W ⊂ U ∩

ϕ−1(D) y puntos pi ∈W∩ϕ−1(Ei) que se pueden unir por un arco Γ ⊂W−{z}.

Entonces, ϕ(U) ∩ L 6= ∅ por el Teorema de Jordan, lo que contradice que

ϕ(U) ∩ (L− {z}) = ∅ por construcción.

z

R1

R2

D

U ∩D no es 2-conexo

ϕ (Cxi )

Figura V.7

Lema V.4.6. Sean (Cx
i , ϕ) y (Cy

j , ψ) dos cartas en un continuo generalizado

de Peano localmente plano y localmente 2-conexo. Supongamos que z ∈ intCx
i ∩

intCy
j es un punto tal que ϕ(z) ∈ FrR para alguna componente R ⊂ S2−ϕ(Cx

i ).

Entonces existe una componente R′ ⊂ S2 − ψ(Cy
j ) con ψ(z) ∈ FrR′.

Demostración. Sea Cz
k ⊂ intCx

i ∩ intCy
j un ω-entorno plano de z. Como

S2 − ϕ(Cx
i ) ⊂ S2 − ϕ(Cz

k) sea R′ ⊂ S2 − ϕ(Cz
k) una componente que contiene

R. En consecuencia ϕ(z) ∈ R ⊂ R
′
, y aśı ϕ(z) ∈ FrR′.

Seguidamente tomamos un entorno abierto conexo U ⊂ Cz
k de z tal que

U ∩ S es un arco abierto donde S = ϕ−1(FrR′). Por el Lema V.4.3, U − S es
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conexo y por tanto ψ(U)− ψ(S) también lo es y está contenido en una de las

dos componentes de S2 − ψ(S) = R1 ⊔ R2, digamos ψ(U − S) ⊂ R1.

Ahora probamos que ψ(z) pertenece a la clausura de una componente R0 ⊂

S2 − ψ(Cy
j ) con R0 ⊂ R2, luego ψ(z) ∈ FrR0 y el lema queda demostrado. En

efecto, como ψ(z) ∈ ψ(S) = FrR2 existe una sucesión xn ∈ R2 que converge

a ψ(z). Esta sucesión cae eventualmente fuera de ψ(Cy
j ) pues de lo contrario,

como U es un entorno de z, existiŕıa una subsucesión de {xn}n≥1 contenida en

ψ(U −S) ⊂ R1. Aśı xn ∈ R2−ψ(Cy
j ) para n suficientemente grande. Entonces

consideramos las componentes R′n ⊂ S2 − ψ(Cy
j ) ⊂ S2 − ψ(S) con xn ∈ R′n.

Notemos que R′n ⊂ R2 pues xn ∈ R2. Afirmamos que la familia R = {R′n}n≥1

es finita. En efecto, si suponemos que R es infinita , el Lema V.4.4 implica que

diám(R′n)→ 0 y aśı diám(FrR′n)→ 0. Como U es un entorno de z existe algún

n0 tal que FrR′n ⊂ ψ(U) si n ≥ n0. En consecuencia FrR′n ⊂ ψ(U)∩R2 ⊂ ψ(S)

para todo n ≥ n0 lo que es imposible ya que cada FrR′n al igual que ψ(S) son

circunferencias. Aśı R es necesariamente finita y existe R0 ∈ R que contiene

una subsucesión de {xn}n≥1. Luego ψ(z) ∈ R0.

Como una consecuencia inmediata del Lema V.4.6 se obtiene

Proposición V.4.7. La definición de un punto terminal no depende de la

elección de las cartas.

Gracias a la Proposición V.4.7 tenemos un conjunto bien definido T ⊂ X

formado por todos los puntos terminales de X. Llamaremos a T el conjunto

terminal de X. Por un arco (abierto) o circunferencia terminal entendemos

un arco (abierto) o circunferencia contenida en T .

Observemos que el Lema V.4.5 y la independencia de las cartas en la defi-

nición de punto terminal (V.4.7) muestran que dado cualquier ω-entorno plano

Cx
i y cualquier punto terminal t ∈ T ∩ intCx

i existe una única circunferencia

S
(x,i)
t ⊂ Cx

i tal que t ∈ S(x,i)
t y ϕ

(
S

(x,i)
t

)
es la frontera de una componente de

S2 − ϕ(Cx
i ) para cualquier inmersión ϕ : Cx

i → S2. Llamamos a S
(x,i)
t circun-

ferencia caracteŕıstica de t en Cx
i . Obsérvese que no todos los puntos de S

(x,i)
t

deben ser terminales.

Lema V.4.8. Si (Cx
i , ϕ) es una carta y z ∈ Cx

i es el punto ĺımite de una
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sucesión zn ∈ ϕ−1(FrRn)− T de puntos no terminales situados en la frontera

de componentes Rn ⊂ S2 − ϕ(Cx
i ), entonces z /∈ intCx

i .

Demostración. En caso contrario existiŕıa un n0 tal que zn ∈ intCx
i si n ≥ n0.

Pero esto indica que zn debeŕıa ser un punto terminal al estar sobre el borde

de una componente de S2 − ϕ(Cx
i ).

Lema V.4.9. Cualquier z ∈ T ∩ intCx
i cae en un arco abierto contenido en

T ∩ S(x,i)
z . Es más, cualquier arco (abierto) Γ ⊂ T ∩ intCx

i es parte de la

circunferencia caracteŕıstica S
(x,i)
z de algún z ∈ T .

Demostración. Cada z ∈ intCx
i ∩T es un punto interior en la circunferencia

caracteŕıstica S
(x,i)
z y por lo tanto existe un arco abierto z ∈ Γ ⊂ intCx

i ∩S
(x,i)
z ,

y todos los puntos de Γ son terminales por definición.

Cualquier arco Γ ⊂ T ∩ intCx
i se puede expresar como una unión disjunta

Γ =
⊔
p∈Γ

(
S

(x,i)
p ∩ Γ

)
. Entonces existe sólo una S

(x,i)
p0 con Γ ⊂ S

(x.i)
p0 pues de

otra forma podŕıamos expresar el continuo Γ como la unión disjunta de una

familia numerable de cerrados, lo que contradice ([45]; Thm. 6, pág. 173). Si Γ

es un arco abierto, razonamos tal y como lo hicimos anteriormente para cada

arco en una sucesión creciente de arcos Γ1 ⊂ · · · ⊂ Γn ⊂ . . . recubriendo a

Γ.

Definición V.4.10. Un trioide es la unión de tres arcos [a, b], [a, c], [a, d] que

dos a dos únicamente tienen en común el punto a.

Proposición V.4.11. El conjunto terminal T no contiene un trioide.

Demostración. Si A = [a, b] ∪ [a, c] ∪ [a, d] ⊂ T es un trioide entonces cual-

quier ω-entorno plano Ca
i contiene un trioide A′ ⊂ A en su interior y por el

Lema V.4.9 A′ está contenido en la circunferencia caracteŕıstica S
(x,i)
a lo cual

es una contradicción.

La proposición anterior nos permite determinar la naturaleza topológica

del conjunto terminal T . Concretamente,

Proposición V.4.12. Cada componente arcoconexa de T es una circunferen-

cia o un arco abierto terminal que es un conjunto cerrado de X.
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Demostración. Sea C ⊂ T una componente arcoconexa de T . El Lema

V.4.9 implica que si z ∈ C ∩ intCx
i , entonces C contiene un arco abierto Γz

con z ∈ Γz. En particular C 6= {z}. Más aún, el arco Γz ⊂ S
(x,i)
z es parte de

la circunferencia caracteŕıstica de z en Cx
i y la intersección I

(x,i)
z = C ∩ S(x,i)

z

es un abierto de S
(x,i)
z . En efecto, cualquier y ∈ I(x,i)

z es un punto terminal en

S
(x,i)
z ⊂ Cx

i y por tanto y ∈ C ∩ intCx
i . Al igual que para z, existe un arco

abierto Γy ⊂ I
(x,i)
z ya que S

(x,i)
z también es la circunferencia terminal de y en

Cx
i . De hecho tenemos que

I(x,i)
z = C ∩ intCx

i (V.4.A)

lo que probará que I
(x,i)
z es también abierto de C; esto es, C es localmente la

recta eucĺıdea y por la clasificación de las 1-variedades se sigue que C es una

circunferencia terminal o un arco abierto terminal.

Veamos la igualdad en (V.4.A). Si p ∈ I(x,i)
z entonces p es un punto terminal

y p ∈ C ∩ intCx
i . Rećıprocamente, todo punto q ∈ C ∩ intCx

i debe estar en

S
(x,i)
z pues en caso contrario debe existir un arco de q a Γz ⊂ S

(x,i)
z que sólo

corta a Γz en su punto final y por tanto T contiene un trioide lo que contradice

la Proposición V.4.11.

Seguidamente comprobaremos que todo arco abierto terminal C = (a, b) es

un conjunto cerrado en X. En efecto, de lo contrario debe existir una sucesión

{wn}n≥1 ⊂ (a, b) que converge a algún w ∈ X−C. Entonces, dado cualquier ω-

entorno plano Cw
i de w encontramos n0 con wn ∈ intCw

i si n ≥ n0. Además las

circunferencias caracteŕısticas S
(w,i)
wn en Cw

i no son terminales (de otra forma,

S
(w,i)
wn ⊂ (a, b) lo que es imposible), y podemos encontrar puntos xn ∈ S

(w,i)
wn −T .

Si existe un n1 tal que S
(w,i)
wn1

contiene un número infinito de wn, entonces

w ∈ S(w,i)
wn1

y necesariamente w ∈ T ya que w ∈ intCw
i . Más aún, por el Lema

V.4.9 existe un arco abierto Γ ⊂ S
(w,i)
wn1
∩T con w ∈ Γ y aśı Γ contiene infinitos

wn. En particular w ∈ Γ ⊂ C pues wn ∈ C; este no es el caso y necesariamente

existen infinitas circunferencias S
(w,i)
wn . Por lo tanto diám

(
S

(w,i)
wn

)
→ 0 por la

primera parte del Lema V.4.4 y la sucesión xn ∈ S
(w,i)
wn − T converge a w ya

que wn → w. Esto contradice el Lema V.4.8 y la demostración concluye.

Corolario V.4.13. Si X es compacto, entonces toda componente arcoconexa
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de T es una circunferencia.

Denotemos por AT a la familia de todas las componentes arcoconexas de

T . A continuación demostraremos que la subfamilia A ∗
T ⊂ AT formada por

todas las circunferencias terminales es una sucesión nula en el sentido de la

siguiente definición.

Definición V.4.14. Una colección A = {Ai} de subconjuntos de diámetro no

nulo de un espacio admisible X se dice que forma una sucesión nula si para

cualquier compacto K y cualquier ǫ > 0 sólo un número finito de los conjuntos

Ai con Ai ∩K 6= ∅ tiene diámetro diám(Ai) > ǫ mayor que ǫ.

Nota V.4.15. (a) En caso de que la distancia sobre X sea la restricción de

una distancia sobre la compactificación por un punto X+, la condición sobre

el conjunto compacto K es redundante.

(b) Nótese que de la definición se sigue que A =
⋃∞
n=1

⋃∞
j=1{A ∈ A; A ∩

Kn 6= ∅ y diám(A) ≥ 1
j
} es en efecto una sucesión. Aqúı {Kn}n≥1 es una

sucesión exhaustiva de X.

Proposición V.4.16. La familia A ∗
T es una sucesión nula de circunferencias

disjuntas dos a dos.

Demostración. Supongamos que existen ǫ0, un conjunto compacto K0 y una

sucesión S1, . . . , Sn, . . . de circunferencias terminales tales que diám(Sn) ≥ ǫ0

y Sn ∩ K0 6= ∅ para todo n ≥ 1. La compacidad de K0 nos permite asumir

que una sucesión xn ∈ Sn∩K0 converge a un punto x0 ∈ K0. Sea (Cx0
i , ϕ) una

carta en x0 tal que diám(Cx0
i ) ≤ ǫ0

4
aśı que Sn−C

x0
i 6= ∅ para todo n ≥ 1. La

convergencia de {xn}n≥1 implica la existencia de algún n0 tal que xn ∈ intCx0
i

si n ≥ n0. Por el Lema V.4.9 cada circunferencia caracteŕıstica S
(x0,i)
xn debe

contener puntos zn ∈ S
(x0,i)
xn − T no terminales pues Sn 6= S

(x0,i)
xn para todo n

ya que diám
(
S

(x0,i)
xn

)
≤ diám(Cx0

i ) , y esto contradice el Lema V.4.8 ya que

x0 ∈ intCx0
i .

Para los arcos abiertos terminales tenemos

Proposición V.4.17. La familia AT − A ∗
T = {Aα} de arcos abiertos termi-

nales es localmente finita en X y por tanto numerable.
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Demostración. Si {Aα} no es localmente finita en el punto x ∈ X entonces

existe una sucesión as ∈ Aαs
(s ≥ 1) de puntos en diferentes Aαs

tal que

{as}s≥1 converge a x. Fijado un w-entorno plano de x, Cx
i , tenemos que existe

s0 con as ∈ Cx
i para s ≥ s0 y cada as (s ≥ s0) determina una circunferencia

caracteŕıstica S
(x,i)
as ⊂ Cx

i . Es más, en cada una de ellas podemos encontrar

xs ∈ S
(x,i)
as − T 6= ∅ pues en caso contrario S

(x,i)
as ⊂ Aαs

que es imposible.

Además, sólo puede existir una cantidad finita de tales circunferencias pues

si no diám
(
S

(x,i)
as

)
→ 0 (Lema V.4.4) y como {as}s≥1 converge a x ∈ intCx

i

también lo hace la sucesión {xs}s≥1 y ello está en contradicción con el Lema

V.4.8.

Como la familia
{
S

(x,i)
as

}
s≥1

es finita, entonces infinitos as caen en una

misma circunferencia caracteŕıstica S
(x,i)
as0

. En particular, x ∈ S(x,i)
as0

, y x ∈ T es

necesariamente un punto terminal. Ahora el Lema V.4.9 nos proporciona un

arco abierto Γ ⊂ T ∩S(x,i)
as0

conteniendo a x y por tanto a casi todos los as que

aparecen en S
(x,i)
as0

. Pero entonces, Γ ⊂ Aαs
para infinitos ns y esto contradice

que los Aα sean disjuntos.

§V.5. S-curvas en una superficie

Recordemos que por una curva se indica un continuo generalizado de Peano

unidimensional. Más aún, una S-curva en una superficie M es una curva X ⊂

M cuyo complemento M − X =
⋃∞
n=1 intDk es la unión de los interiores de

una sucesión de discos cerrados disjuntos dos a dos Dk ⊂ M − ∂M (k ≥ 1).

Nótese que ∂M ⊂ X.

Nota V.5.1. Igual que en el caso compacto ([9]; pág. 82) las condiciones de que

X sea una S-curva en M son equivalentes a que los discos cerrados disjuntos

D = {Dk}k≥1 formen una sucesión nula y la unión D =
⋃∞
k=1Dk sea densa

en M . Como usaremos esta segunda definición alternativa y la observación en

[9] no contiene una demostración y sólo se refiere al caso compacto, damos

en la sección auxiliar §V.5A una demostración de esta equivalencia ya que no

hemos encontrado una referencia adecuada en la literatura para el caso que

nos ocupa.
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Lema V.5.2. Sea D = {Di}i≥1 una sucesión nula (posiblemente vaćıa) de

discos cerrados disjuntos dos a dos en el interior de la superficie M , entonces

existe una S-curva C ⊂ M −
⋃
i≥1 intDi. En particular cualquier superficie

contiene una S-curva.

Demostración. Extenderemos D a una sucesión nula de discos cerrados dis-

juntos dos a dos B = {Bs}s≥1 cuya unión
⋃∞
s=1Bs sea densa en M . Esto es

equivalente a decir que C = M −
⋃∞
s=1 intBs es una S-curva de acuerdo con la

Nota V.5.1.

Para construir la sucesión B consideramos el conjunto cerrado F =
⋃
i≥1Di ∪ ∂M . Si F = M no hay nada que hacer. En caso contrario, sea

D = {dn}n≥1 un subconjunto numerable denso en el subespacio abierto M−F .

Definimos inductivamente una sucesión B′ = {B′j}j≥1 tal que B′j es un disco

cerrado de centro dnj
y radio ǫj donde dnj

es el primer elemento en {dn}n≥nj−1

tal que dn /∈
⋃j−1
k=1Bk y ǫj ≤

1
j

se elige de forma que B′j ∩ (
⋃j−1
k=1B

′
k ∪ F ) = ∅

. Comenzamos con n1 = 1, y escogemos ǫ1 ≤ 1 con B′1 ∩ F = ∅.

Es claro que todos los discos en B′ son disjuntos dos a dos. Es más, M−F ⊂
⋃∞
j=1B

′
j ; en efecto, dados x /∈ F y cualquier entorno abierto Ω de x, sea

dn ∈ D ∩ Ω. Si n 6= nj para todo j entonces nj0 < n < nj0+1 para algún j0

y dn ∈ B
′
k para algún k ≤ j0. Aśı x ∈

⋃∞
j=1B

′
j . Definimos B = D ∪ B′ y por

tanto M = (M − F ) ∪ F ⊂
⋃
{B; B ∈ B}.

Un teorema debido a Borsuk ([9]; 7.4) establece que cualesquiera dos S-

curvas en una superficie cerrada M son homeomorfas. Los mismos argumentos,

basados en el Teorema de descomposición de Moore ([21]; §25 Thm. 1), también

funcionan para S-curvas en una superficie arbitraria con borde, compacta o

no. En concreto,

Teorema V.5.3. La inclusión i : A ⊂ M de cualquier S-curva en una su-

perficie M es fiel en los finales. Más aún, dada la inclusión i′ : A′ ⊂ M de

otra S-curva, existe un homeomorfismo ψ : A → A′ tal que el diagrama de

homeomorfismos
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F(A)
ψ∗

∼=

i∗

∼=

F(A′)

i′
∗

∼=

F(M)

conmuta.

En la demostración del Teorema V.5.3 aplicamos algunos resultados pro-

fundos sobre descomposión de superficies. En concreto, dada una sucesión nula

de discos cerrados D = {Dk}k≥1 es una superficie M , la aplicación cociente

π : M → M/D que lleva cada Dk a un punto ∗k es una descomposición se-

micontinua de tipo celular ([21]; §2, Prop. 9) y el Teorema de Moore sobre

descomposiciones de tipo celular de superficies establece

Teorema V.5.4 ([21]; §25, Thm. 1). El cociente π : M → M/D es una des-

composición de M fuertemente reducible; y aśı para cualquier conjunto abierto

U ⊂ M con
⋃∞
k=1Dk ⊂ U existe un homeomorfismo f : M → M/D tal que

f = π en el complementario de U .

Corolario V.5.5. Sea {Di}i≥1 una sucesión nula de discos cerrados disjuntos

dos a dos en la superficie M , entonces la inclusión M −
⋃∞
i=1 intDi = M̃ ⊂M

es fiel en los finales.

Demostración. Por el Teorema V.5.4, M/D es una superficie y ([21]; §21;

Thm. 4) aplicado a {∗k = π(Dk)}k≥1 muestra que existe una triangulación

M/D ∼= |K| (que consideramos una igualdad) tal que el 1-esqueleto K1 evita

al conjunto {∗k}k≥1. Por lo tanto π−1(K1) es un conjunto cerrado en M que

evita
⋃∞
k=1Dk. Más aún, el Teorema V.5.4 aplicado al conjunto abierto U =

M − π−1(K1) proporciona un homeomorfismo f : M → M/D tal que f = π

sobre π−1(K1) y aśı π : π−1(K1) → K1 es un homeomorfismo. En particular

f−1 : |K| → M es una triangulación de M tal que cada disco de D cae en el

interior de un triángulo de K. Entonces, para cada triángulo σ ∈ K la familia

Dσ = {Dk, Dk ⊂ intσ} es una sucesión nula en σ que no corta a ∂σ. Obsérvese

que cada diferencia σ̃ = σ −
⋃
{intDk; Dk ∈ Dσ} =

⋂
Dk∈Dσ

(σ − intDk) es un

conjunto compacto conexo.
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Sea {Nj}j≥1 una sucesión creciente de poliedros Nj = |Kj | triangulados

por subcomplejos finitos Kj ⊂ K tales que Nj ⊂ intNj+1 y las intersecciones

Ej = Nj ∩ (M −Nj) son unidimensionales. Para cada j, sea Ñj ⊂ Nj el

subconjunto Ñj = Nj −
⋃
{intDk; Dk ∈ Dσ, σ ∈ Kj}.

La familia
{
Ñj

}
j≥1

es una sucesión creciente de conjuntos compactos en

M̃ y, es más, como K1 ⊂ M̃ es fácil comprobar que existe una correspondencia

biuńıvoca entre las componentes de M − intNj y M̃ − intÑj que lleva la com-

ponente C ⊂ M − intNj a la componente C̃ = C −
⋃
{Dk ∈ Dσ; σ ⊂ C}.

De aqúı se deduce que la inclusión M̃ ⊂ M induce un homeomorfismo

F
(
M̃
)
∼= F(M).

Ahora podemos demostrar el Teorema V.5.3.

Demostración del Teorema V.5.3. Sean D = {Dk}k≥1 y D′ = {D′k}k≥1

dos sucesiones nulas de discos cerrados disjuntos dos a dos en el interior de

M que definen las S-curvas A = M −
⋃∞
k=1 intDk y A′ = M −

⋃∞
k=1 intD′k,

respectivamente. Como se hizo en la demostración del Corolario V.5.5, aplica-

mos el Teorema V.5.4 a la aplicación cociente π : M → M/D para conseguir

una triangulación K de M/D tal que el 1-esqueleto K1 evita al conjunto

{π(Dk)}k≥1 ∪ {π(D′k)}k≥1 y aśı K se levanta a una triangulación de M , tam-

bién denotada por K, para la que cada disco de D ∪ D′ cae en el interior

de un triángulo de K. En particular, para cada triángulo σ ∈ K las familias

Dσ = {Dk; Dk ⊂ intσ} y D′σ = {D′k; D
′
k ⊂ intσ} son sucesiones nulas en σ

evitando ∂σ, tal que A ∩ σ and A′ ∩ σ son S-curvas en σ que contienen ∂σ.

Seguidamente aplicamos a cada σ un teorema debido a Whyburn ([83]; Thm.

3) para obtener un homeomorfismo ϕσ : A ∩ σ → A′ ∩ σ que es la identidad

sobre ∂σ ⊂ A ∩ A′. Entonces ϕ =
⋃
σ∈K ϕσ : A ∼= A′ es el homeomorfismo

requerido.

Es más, puesto que K1 ⊂ A ∩A′ y ϕ se restringe a la identidad sobre K1,

obtenemos el diagrama donde todas las flechas, salvo ϕ∗, están inducidas por

inclusiones
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F(A)
ϕ∗

∼=

i∗
∼=

F(A′)

i′
∗

∼=F(K1)

k∗ ∼=

j∗ j′
∗

F(M)

En este diagrama los triángulos interiores conmutan y i∗ e i′∗ son homeo-

morfismos por el Corolario V.5.5. Además usamos el hecho bien conocido de

que los finales de Freudenthal de un poliedro quedan determinados por el 1-

esqueleto de cualquier triangulación para obtener que k∗ es un homeomorfismo.

Entonces i′∗ϕ∗ = i∗ y la demostración queda completada.

Recordemos que un subespacio U ⊂M se dice universal para una categoŕıa

topológica P si cualquier P ∈ P se puede sumergir como un subespacio cerrado

de U . La siguiente proposición es una consecuencia inmediata del Teorema

V.5.3.

Proposición V.5.6. Cualquier S-curva U en una superficie M es universal

para la categoŕıa P de conjuntos cerrados unidimensionales de M . Más aún,

dado un conjunto cerrado unidimensional C ⊂M existe una inmersión cerrada

ρ : C → U para la que el homeomorfismo i∗ : F(U) ∼= F(M) inducido por

la inclusión U ⊂ M en el Corolario V.5.5 se restringe a un homeomorfismo

ρ(C)F ∼= CF .

Demostración. Si C ∈ P y F = C ∪ ∂M entonces intF = ∅ por el Lema

V.5A.6 y por lo tanto M − F = M . Sea {Di}i≥1 una sucesión nula de discos

cerrados disjuntos contenidos en el conjunto abierto M − F para el cual M −

F ⊂
⋃∞
i=1Di como en la demostración del Lema V.5.2. Entonces M =

⋃∞
i=1Di

pues M − F es denso en M . Esto es suficiente para probar que Z = M −
⋃∞
i=1 intDi es una S-curva (Nota V.5.1). Entonces el teorema V.5.3 establece

un homeomorfismo ψ : Z → U y por consiguiente una inmersión cerrada

ρ : C ⊂ F ⊂ Z
ψ
→ U para la que se comprueba fácilmente que i∗(ρ(C) ∩

F(U)) = C ∩ F(M) para la inclusión i : U ⊂M .
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§V.5A. Sobre la definición de S-curva

A continuación vamos a comprobar la afirmación hecha en la Nota V.5.1

para el cerrado X = M−
⋃∞
k=1 intDk obtenido como el complementario de una

familia de discos cerrados D = {Dk}k≥1 disjuntos dos a dos en una superficie

M . Esto es, las condiciones

(1) X es un continuo generalizado de Peano.

(2) dimX = 1

que definen a X como una S-curva en M son equivalentes a

(1’) La familia D = {Dk}k≥1 es una sucesión nula en M .

(2’) La unión
⋃∞
k=1Dk es densa en M .

Empezamos con el siguiente lema.

Lema V.5A.1. Sea C0 = C ∪D ⊂M un continuo unión de un disco D y un

continuo C. Si intD − C 6= ∅ entonces C0 − intD también es un continuo.

Demostración. Si x ∈ intD − C entonces C0 − {x} sigue siendo conexo.

Aqúı usamos que D es 2-conexo (V.2.1). Haciendo uso de la existencia de una

retracción r : D − {x} → ∂D, la extendemos a una retracción r̃ : C0 − {x} →

∂D ∪ (C − intD) = C0− intD, lo que demuestra que C0− intD es conexo.

Lema V.5A.2. Supongamos que se cumple (1’) y sea C ⊂M un subcontinuo.

Si DC = {Dk ∈ D; Dk ∩ C 6= ∅ y Dk − C 6= ∅} el conjunto C0 = C ∪ {Dk ∈

DC} es un continuo.

Demostración. La conexión de C0 es obvia. Para ver la compacidad, sea

{xs}s≥1 ⊂ C0 una sucesión arbitraria en C0. El único caso a estudiar es cuando

xs ∈ Dk(s) y {Dk(s)}s≥1 es una subfamilia infinita de discos. Entonces tomamos

un compacto K ⊂M con C ⊂ intK y observamos que por ser D una sucesión

nula sólo un número finito de los discos en DC intersectan FrK. Aśı pues
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la sucesión {xs}s≥1 contiene una subsucesión {xsj
}j≥1 convergente a algún

x0 ∈ K. Escogiendo puntos yj ∈ Dk(sj)∩C tenemos que por ser D una sucesión

nula, {yj}j≥1 también converge a x0 y por tanto x0 ∈ C ⊂ C0. Aśı pues C0 es

compacto.

Lema V.5A.3. La condición (1’) implica la condición (1).

Demostración. Bastará demostrar que X es conexo y localmente conexo.

Para ver queX es conexo2 elegimos una sucesión exhaustiva deM , {Mi}i≥1,

formada por superficies compactas y conexas ([10]; 3.1). Ahora, dados dos

elementos x, y ∈ X elegimos Mi con x, y ∈ intMi y consideramos la subfamilia

Di = {Dk ∈ D; Dk ∩Mi 6= ∅}.

El conjunto

L0 = Mi −
⋃
{intDk; Dk ⊂Mi}

es un continuo pues coincide con la intersección

L0 =

∞⋂

j=1

(
Mi −

j⋃

k=1

{intDk; Dk ⊂Mi}

)

obtenida como intersección de superficies compactas conexas. Aqúı usamos

que ninguna superficie puede ser separada por una cantidad finita de discos.

Nótese además que ∂Mi ⊂ L0 pues ningún punto del borde posee un entorno

homeomorfo a un disco abierto. Más aún, si D0
i = {Dk ∈ Di; Dk −Mi 6= ∅}

tenemos por el Lema V.5A.2 que L1 = L0 ∪ {Dk; Dk ∈ D
0
i } es un continuo y

por el Lema V.5A.1 lo es cada conjunto en la intersección

L =
∞⋂

j=1

(
L1 −

j⋃

k=1

{intDk; Dk ∈ D
0
i }

)

que coincide con

L = Mi −
⋃
{intDk; Dk ∈ Di} = Mi −

⋃
{intDk; Dk ∈ D} ⊂ X,

2Para la conexión no se usa la condición (1’).
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aśı pues L es un continuo en X que contiene a x e y. Con ello hemos probado

que X es conexo.

Se puede seguir un razonamiento análogo para probar que X es localmente

conexo. En efecto, dado x ∈ X sea U ⊂ M un entorno de x homeomorfo al

disco unidad B2 y con x como imagen del origen. Si V ⊂ U es el entorno

correspondiente al disco de radio 1
2
, sea DV = {Dk ∈ D; Dk ∩ V 6= ∅}. Por

la condición (1’) sólo una cantidad finita de discos Dk ∈ DV posee algún

punto fuera de U pues en caso contrario existiŕıa una sucesión Dks
∈ DV con

Dks
∩ FrU 6= ∅ y Dks

∩ V 6= ∅ lo que implica que diám(Dks
) ≥ d(FrU, V ) > 0

para todo s ≥ 1. Sea N ⊂ V un entorno de x tal que si Dk ∈ DV corta a

N entonces Dk ⊂ U . Podemos suponer que N corresponde al disco de radio

ε en B2. Ahora razonamos como en el caso de la conexión más arriba para

demostrar que

N ∩X = N −
⋃
{intDk; Dk ∈ DN} ⊂ U ∩X

es un subcontinuo de U ∩ X. Esto demuestra que X es localmente conexo y

termina la demostración.

Lema V.5A.4. La condición (1) implica la condición (1’).

Demostración. Supongamos por el contrario que existen ε0 > 0, un com-

pacto K0 y una sucesión de discos Dn = Dkn
tales que Dn ∩ K0 6= ∅ y

diám(Dn) ≥ ε0 para todo n ≥ 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que existe una sucesión xn ∈ Dn convergiendo a algún x0 ∈ K0. Escogiendo

un compacto mayor, si es necesario, podemos suponer además que x0 ∈ intK0.

Consideramos los discos Dn en la compactificación por un punto de X,

X+. De acuerdo con ([59]; 4.18) existe una subsucesión de estos discos que

converge a un continuo Z ⊂ X+. Podemos suponer que tal subsucesión es

toda la sucesión {Dn}n≥1. Nótese que x0 ∈ Z.

Sea U un disco en M entorno de x0 y sean Un ⊂ U discos también entornos

de x0 tales que diám(Un) < ε0
2n . En particular Z−U1 6= ∅ pues en caso contrario

Z ⊂ U1 y para n suficientemente grande Dn ⊂ U1 y diám(Dn) < ε0
2

.
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Escogemos un punto z0 ∈ Z − U1 y sucesiones3 xn ∈ ∂Dn ∩ U3 y zn ∈

∂Dn − U1 convergiendo a x0 y z0, respectivamente.

Sea Ω = U1 − U2 la corona circular comprendida entre los discos U1 y U2.

Pasamos a escoger para cada n ≥ 1 un arco Γn ⊂ ∂Dn que atraviese Ω y tenga

un extremo en cada componente de ∂Ω = F1 ⊔ F2. Para ello se toma uno de

los arcos en ∂Dn entre xn y zn, sea Γ′n, y por conexión se observa que Γ′n debe

cortar tanto a F1 como a F2 y se escoge Γn ⊂ Γ′n como el subarco comprendido

entre el último punto en Γ′n ∩ F1 y el primero después de él en tocar F2.

La sucesión de arcos {Γn}n≥1 posee una subsucesión que converge a un

continuo Γ0 ⊂ Ω ([59]; 4.18). Por simplificar la notación suponemos que toda

sucesión converge a Γ0. Nótese que Γ0 ∩ Fi 6= ∅ (i = 1, 2).

Como intΩ es un abierto en M , la intersección Wn = intΩ∩Dn es un abierto

en el disco Dn que contiene al arco abierto Γ0
n = Γn−(F1∪F2) = Γn−FrΩ. En

particular, la componente conexa W 0
n ⊂ Wn que contiene a Γ0

n es un abierto

(arcoconexo) de Dn contenido en intΩ. Además todo arco Σ ⊂ intΩ que cruce

Γn debe tocar a W 0
n − ∂Dn. En efecto, W 0

n − ∂Dn es arcoconexo y debe estar

contenido en una de las dos componentes en que la unión disjunta Γ0
n ⊔ Γ0

n+1

divide a intΩ. Es más, (W 0
n − ∂Dn)∪ Γ0

n es un abierto en dicha componente y

necesariamente corta a Σ fuera de Γ0
n.

Como los arcos Γn forman parte del cerrado X, entonces Γ0 ⊂ X y si

y ∈ intΩ ∩ Γ0 (recordar que Γ0 corta a F1 y F2) entonces por la condición

(1) debe existir un entorno (arco) conexo N ⊂ X de y en X contenido en

intΩ ∩X. Pero entonces si yn ∈ Γn son puntos convergiendo a y, debe existir

n0 ≥ 1 tal que yn ∈ N si n ≥ n0. Ahora bien, todo arco en N ⊂ intΩ de y a

yn0 atraviesa Γn0+1 o bien todo arco en N ⊂ intΩ de y a yn0+1 atraviesa Γn0 .

En cualquier caso, hay arcos en N ⊂ X que tocan el interior de algún Dn que

es disjunto con X. Llegamos a una contradicción y D debe ser necesariamente

una sucesión nula.

Lema V.5A.5. Las condiciones (2) y (2’) son equivalentes.

3Estas sucesiones siempre existen pues si E es un disco entorno de x0 con E ∩ ∂Dn = ∅,

como ∂Dn divide M en dos componentes conexas (una de las cuales es intDn) y necesaria-

mente Dn ∩ E 6= ∅, se sigue que E ⊂ intDn y E seŕıa disjunto con los demás discos Dn lo

que es una contradicción. Análogamente para z0.
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Este lema es consecuencia inmediata del siguiente resultado bien conocido.

Lema V.5A.6. Sea M una n-variedad. Para todo cerrado X ⊂ M se tiene

que intX = ∅ si y sólo si dimX ≤ n− 1.

Demostración. Es claro que intX = ∅ si y sólo si para todo U ⊂M homeo-

morfo a la bola cerrada unidad Bn se tiene que intU(U ∩ X) = ∅. Usamos

([25]; 1.8.12) para concluir que esto último equivale a que dim(U ∩X) ≤ n−1.

Ahora se recubre M =
⋃∞
n=1Un por una cantidad numerable de copias de Bn

y se sigue de ([25]; 1.5.3) que

dimX = dim

(
∞⋃

n=1

(Un ∩X)

)
≤ n− 1.

Rećıprocamente, si dimX ≤ n−1 entonces dim(U ∩X) ≤ n−1 para todo

U como antes por ([25]; 1.2.2) y por tanto intU(U ∩X) = ∅ para todo U , de

donde intX = ∅.

Demostración del Lema V.5A.5. Si la unión D =
⋃∞
k=1Dk es densa, tam-

bién lo es
⋃∞
k=1 intDk y por tanto int(M −

⋃∞
k=1 intDk) = intX = ∅, de donde

dimX ≤ 1 por el Lema V.5A.6. De ser X conexo (ver la nota al pie en la

página 136) se sigue que dimX = 1.

Rećıprocamente, si dimX = 1 de nuevo el Lema V.5A.6 nos dice que

intX = ∅ y la unión
⋃∞
k=1 intDk es densa, de aqúı se sigue inmediatamente

que D es denso.

§V.6. Demostraciones de los resultados prin-

cipales

Estamos preparados para probar los teoremas enunciados en la Sección

§V.1. Comenzamos con la sucesión nula A ∗
T de circunferencias terminales de

X en la Proposición V.4.16 y formamos el conjunto MX = X ∪ {cS; S ∈ A ∗
T }

que consiste en la unión de X y conos disjuntos dos a dos cS = S×[0,1]
S×{1}

, S ∈ A ∗
T .

Consideramos el espacio topológico obtenido dotando al conjunto MX con la
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topoloǵıa para la cual la familia de conjuntos {Ux
i }i≥1 definidos seguidamente

en los apartados (a)-(c) forman una base de entornos de cada x ∈MX .

(a) Si x ∈ cS−X entonces {Ux
i }i≥1 es una base de entornos de x en el cono

abierto cS − S.

x

MX

Uxi

Figura V.8

(b) Si x ∈ X − T entonces Ux
i = Cx

i ∪ {cS; S ⊂ Cx
i } donde {Cx

i }i≥1 es una

base de entornos de x que consiste en ω-entornos planos. Puede verse

una ilustración de Ux
i en la siguiente figura.

Añadiendo conos que se

hagan pequeños de acuerdo

con sus bases

p

Topoloǵıa de X
alrededor de p ∈ X − T

p

Topoloǵıa de MX

alrededor de p

Figura V.9

(c) Si x ∈ T y su componente arcoconexa Ex ⊂ T es un arco abierto, enton-

ces Ux
i = Cx

i ∪{cS; S ⊂ Cx
i }. De lo contrario, si Ex es una circunferencia

entonces Ux
i = Cx

i ∪ {cS; S ⊂ Cx
i , S 6= S

(x,i)
x } ∪ W x

i × [0, 1
i+1

] donde

{W x
i }i≥1 es una base de entornos de x en la circunferencia caracteŕıstica
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S
(x,i)
x y W x

i × [0, 1
i+1

] denota el subconjunto obvio del cono cS
(x,i)
x . Ver

Figura V.10.

x

Figura V.10

Demostración del Teorema V.1.1. Dada cualquier carta (Cx
i , ϕ) podemos

suponer que la frontera de cada componente Rn ⊂ S2 − ϕ(Cx
i ) contiene algún

punto terminal (y por tanto es una circunferencia caracteŕıstica) pues en caso

contrario x ∈ intCx
i seŕıa el ĺımite de una sucesión zk ∈ ϕ

−1(FrRnk
)−T lo que

contradice el Lema V.4.8.

Es más, si x ∈ intCx
i es terminal, entonces podemos suponer además que

su circunferencia caracteŕıstica S
(x,i)
x es la única que hay en Cx

i que contiene

algún punto terminal, pues en caso contrario existiŕıa una sucesión de circunfe-

rencias caracteŕısticas S
(x,i)
yn ⊂ Cx

i con puntos xn ∈ S
(x,i)
yn −T y tal que {yn}n≥1

convergiendo a x. Pero entonces diám
(
S

(x,i)
yn

)
→ 0 por el Lema V.4.4 y por

tanto los puntos no terminales xn convergen a x ∈ intCx
i lo que contradice el

lema V.4.8.

Bajo las condiciones anteriores extendemos la inmersión ϕ : Cx
i → S2 a

una inmersión ϕ̃ : Ux
i → S2 como sigue. Para cada circunferencia terminal

S ∈ A ∗
T con S ⊂ Cx

i (S 6= S
(x,i)
x si x es terminal) ϕ̃ es la extensión cono

que lleva cS sobre la componente de S2−ϕ(Cx
i ) acotada por ϕ(S). Si además

x es terminal entonces ϕ̃ se define como la extensión ciĺındrica de ϕ|W x
i

que

lleva W x
i × [0, 1

i+1
] en la componente acotada por ϕ

(
S

(x,i)
x

)
; esto es, ϕ̃(x, t) =

(ϕ(x), t) si identificamos dicha componente con el disco.
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x

ϕ̃

ϕ(S)

ϕ
(
S

(x,i)
x

)
ϕ(x)

S
S

(x,i)
x

Uxi

parte terminal

Figura V.11

De esta forma, salvo que x ∈ X esté situado sobre un arco abierto terminal,

Ux
i es homeomorfo por ϕ̃ a un entorno eucĺıdeo de ϕ(x) en S2. En otro caso Ux

i

es homeomorfo a un entorno de ϕ(x) en el complemento S2− intB2 de un disco

abierto con ϕ(x) ∈ ∂B2. Ver Figura V.11. Por tanto, todos los puntos de MX

tienen entornos eucĺıdeos bidimensionales y por ellos MX es una superficie cuyo

borde coincide con la familia localmente finita de arcos abiertos terminales en

AT −A ∗
T ; ver la Proposición V.4.17.

Es una consecuencia inmediata de la definición de MX que la familia de

conos {cS; S ∈ A ∗
T } es una sucesión nula (Definición V.4.14) y aśı el Coro-

lario V.5.5 establece que la inclusión i : X ⊂ MX induce un homeomorfismo

F(X) ∼= F(MX).

Nota V.6.1. Obsérvese que MX es una superficie cerrada siempre que X sea

compacto.

Ahora estamos preparados para demostrar el Teorema V.1.2. Puede verse

una idea de la demostración en la Figura V.12.

Demostración del Teorema V.1.2. Usamos el Lema V.5.2 para extender

la sucesión nula de conos disjuntos dos a dos cS ⊂ MX − ∂MX sobre cir-

cunferencias terminales S ∈ A ∗
T a una sucesión nula de discos cerrados

B = {Bi}i≥1 tal que M1
X = MX −

⋃
i≥1 intBi es una S-curva en MX . Aśı que,

dada una inmersión cerrada ψ : Y → MX de un espacio métrico unidi-

mensional, usamos la Proposición V.5.6 para obtener una nueva inmersión
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ρ : ψ(Y ) → M1
X ⊂ X, para la cual la inclusión i : M1

X → MX induce un

homeomorfismo ρψ(Y )∩F(M1
X) ∼= ψ(Y )∩F(M). Aqúı las clausuras están en

las correspondientes compactificaciones de Freudenthal.

Teorema

V.1.1

Extender la familia

de conos hasta que

el complementario

sea una S-curva en MX

y aplicar la Proposición V.5.6 a MX

Figura V.12: Boceto de la demostración del Teorema V.1.2.

Se puede comprobar que la inmersión ϕ = ρψ : Y → X satisface la igualdad

i∗

(
ϕ(Y ) ∩ F(X)

)
= ψ(Y ) ∩ F(MX). Aqúı usamos el diagrama conmutativo

de homeomorfismos

F(M1
X)

∼=

∼=

F(MX)

∼=

F(X)

inducidos por las inclusiones correspondientes.

Nota V.6.2. Está claro que la superficie MX se puede extender a una super-

ficie M̃X sin borde añadiendo una copia del semiplano R2
≥0 a cada componente

de ∂MX =
⊔
i∈I R. Sin embargo, ejemplos sencillos muestran que no todas las

curvas en M̃X se pueden sumergir topológicamente como un conjunto cerrado

en X. En efecto, esto ocurre para X = MX = R2
≥0, M̃X = R2 y el ret́ıculo

Z×R ∪ R× Z ⊂ M̃X .

Seguidamente usamos el Teorema V.1.2 para probar el Teorema V.1.3. Para

esto necesitaremos además el siguiente lema; compárese con ([75]; 4.2).

Lema V.6.3. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.

Si {xn}n≥1 ⊂ X es un sucesión que converge a x0 ∈ X entonces existe un

arco [a, b] ⊂ X que contiene a x0 en su interior y tal que una subsucesión de

{xn}n≥1 cae en uno de los subarcos determinados por x0.
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Demostración. Como X es ω-conexo (Lema V.2.3), dados dos puntos a, b ∈

X −{x0} el Lema V.2.8 nos dice que existen dos arcos independientes que co-

rren desde x0 a a y b, respectivamente y por tanto existe un arco Γ = [a, b] ⊂ X

que contiene a x0 en su interior. Si Γ contiene infinitos puntos de la sucesión,

no hay nada que probar. Supongamos que Γ∩ {xn}n≥1 se reduce a un número

finito de puntos, de manera que podemos asumir sin pérdida de generalidad

que Γ ∩ {xn}n≥1 = ∅. Usamos el Corolario V.2.6 para obtener un ω-entorno

W1 de x0. Tampoco hay pérdida de generalidad en suponer que {xn}n≥1 ⊂W1.

Consideremos tres puntos y1, y2, y3 ∈ W1 ∩ [x0, b] en el interior del subarco

[x0, b]. Usando el Lema V.2.8 de nuevo encontramos tres arcos disjuntos (ex-

cepto en x1) γ1
1 , γ

1
2 , γ

1
3 ⊂W1 desde x1 a y1, y2, y3, respectivamente, que evitan

x0. Sea zi el primer punto en la intersección γ1
i ∩ Γ. Como mı́nimo dos de los

tres puntos {z1, z2, z3} caen en uno de los subarcos de [a, b] determinados por

x0. Otra vez, por el Corolario V.2.6 escogemos un pequeño ω-entorno W2 ⊂W1

de x0 que evite la unión γ̃1
1 ∪ γ̃

1
2 ∪ γ̃

1
3 donde γ̃1

i ⊂ γ1
i es el subarco comprendido

entre x1 y zi. Tomamos xn2 ∈ W2 y obtenemos tres arcos desde xn2 al arco

Γ tal que dos de ellos tocan a Γ en el mismo subarco. Procediendo inductiva-

mente de esta forma, obtenemos una sucesión encajada de ω-entornos de x0

{Wk}k≥1 y una subsucesión {xnk
}k≥1 ⊂ {xn}n≥1 con xnk

∈ Wk y tal que para

todo k ≥ 1 existen dos arcos ρ1
k y ρ2

k desde xnk
al mismo subarco de Γ, digamos

[x0, b], que verifican ρ1
k ∩ ρ

2
k = {xnk

} y ρik ∩ ρ
j
k′ = ∅ si k 6= k′. Entonces es fácil

cambiar el subarco [x0, b] para obtener un nuevo arco Γ′ ⊂ Γ ∪ {ρi}i=1,2
k≥1 desde

a a b, pasando por x0, y tal que la subsucesión {xnk
}k≥1 es parte del subarco

Γ′ que va desde x0 a b. Ver Figura V.13.

x0

a

bx1 = xn1

xn2

W2

W1

Figura V.13
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Seguidamente procederemos a demostrar V.1.3.

Demostración del Teorema V.1.3. Probaremos (a) ⇐⇒ (b). Mediante el

uso de la Proposición V.3.6 la misma demostración con los cambios obvios

demuestra (a) ⇐⇒ (c).

La demostración de (b) ⇒ (a) es obvia. Veamos (a) ⇒ (b). Se presentan

dos casos:

Caso A: Supongamos que existe un entorno abierto conexo U de p tal que

W = U−{p} es localmente plano. Entonces W es un continuo generalizado de

Peano localmente plano, localmente 2-conexo y por tanto existe una superficie

MW que satisface el Teorema V.1.1. Más aún, el punto p se corresponde, a

través del homeomorfismo F(W ) ∼= F(MW ) en el Teorema V.1.1, con un final

aislado4 ε ∈ F(MW ) que no puede ser plano pues, de lo contrario U seŕıa

localmente plano en p. Por consiguiente existe una sucesión de asas o gorros

cruzados (usamos la clasificación de las superficies abiertas en [44]) en MW que

convergen a ε, y no es dif́ıcil encontrar una inmersión cerrada ψ′0 : L′1 → MW

del grafo infinito no conexo L′1 = L1 ⊔R≥0 de la Figura V.14

B1

B2

B3

L′
1 ≡

∞

∞′

R≥0

Figura V.14: El grafo L′1.

de tal forma que los finales ∞ y ∞′ son aplicados a ε, cada bloque Bi cae en

un asa o un gorro cruzado, y R≥0 sortea todas las asas y gorros cruzados tal y

como se indica en la Figura V.15.

4En efecto, si {Kn}n≥1 es una sucesión exhaustiva de U y {Un}n≥1 es una base de

entornos abiertos conexos encajados de p con Un − {p} conexo, entonces {Kn − Un}n≥1 es

una sucesión exhaustiva para W − {p} y p se identifica con el final ε ∈ F(W ) dado por

ε = (Un − {p})n≥1.
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Caso A: p ∈ X posee un

entorno abierto U que no

es localmente plano

únicamente en p Teorema V.1.1 aplicado

a W = U − {p}

MW = Superficie con un final

K3,3

p

Figura V.15: Teorema V.1.1 aplicado a W = U − {p}.

Entonces aplicamos el Teorema V.1.2 para obtener una inmersión cerrada

ψ′1 : L′1 → W para la cual la inclusión i : W → MW satisface i∗(p) = ε si p es

considerado como un final de Freudenthal de W . En consecuencia ψ′1 induce

una inmersión ψ1 : L1 = L′1 ∪ {p1} → U = W ∪ {p} con ψ1(p1) = p y el

teorema está probado si p es un punto no plano aislado. La idea gráfica puede

verse en el esquema de la Figura V.16.

Aplicamos el Teorema V.1.2
en la situación de la Figura V.15

ψ′

1

→֒W = U − {p}

p1

→֒

ψ ψ(p1) = p

U

Extendiendo ψ′
1 con ψ(p1) = p

Figura V.16: Conclusión del Caso A en la demostración de (a) =⇒ (b).

Caso B: En lo que sigue probamos el teorema para el caso en que existe

una sucesión {pi}i≥1 que converge a p tal que X no es localmente plana en

ningún pi. Usando el Lema V.6.3 existe un arco Γ = [a, b] ⊂ X con p ∈ (a, b) y

una subsucesión de {pi}i≥1 en uno de los subarcos de Γ definidos por p, digamos
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[p, b]. De hecho podemos suponer sin perder generalidad que {pi}i≥1 ⊂ [p, b]

para toda la sucesión. Ahora aplicamos el Corolario V.2.6 para encontrar una

sucesión nula {Ci}i≥1 donde cada Ci es un ω-entorno de pi. Como intCi es un

continuo generalizado de Peano no plano y localmente 2-conexo, contiene una

copia Ki ⊂ intCi del grafo K3,3; ver Proposición V.3.6.

Caso B: Existe {pi}i≥1 sucesión de puntos
donde X no es localmente plano y pi → p

p
X

p
bΓ

X

Γ Γ
K3,3

Se traza un arco Γ que contenga la
sucesión y el ĺımite en su interior y
se toman ω-entornos Ci de pi
disjuntos dos a dos

Figura V.17: Copia de K3,3 en cada intCi.

Para cada i ≥ 1 consideramos los puntos ri, si ∈ Ci definidos como el

primero y el último punto en la intersección Ci ∩ Γ, respectivamente. Como

el complemento Ci − Vi del conjunto de vértices de Ki sigue siendo ω-conexo,

obtenemos arcos disjuntos ρi y σi en Ci − Vi que unen ri y si con Ki, res-

pectivamente. Aqúı usamos el Lema V.2.8. Entonces se observa, después del

estudio de los casos originados por las posibles posiciones (esencialmente tres)

de los puntos de intersección ρi ∩ Ki y σi ∩Ki, que el grafo Gi en la Figura

V.18

Bi ≡

ri si

Figura V.18: El grafo Gi.
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se sumerge en Ki ∪ ρi ∪ σi ⊂ Ci con Gi ∩ FrCi = {si, ri}. Ahora se puede

encontrar fácilmente una copia de la curva de Claytor L1 en la unión Γ ∪

(
⋃
i≥1Gi) con p en el lugar de p1. Ésto finaliza la demostración.

p
bΓ

X

Aparece L1 en X

X
p

b

a

Γ

Γ
a

Γ
f

c e

b d

Γ a Γ
f

d c

eb

Se une K3,3 dentro de Ci
con el primer y último

punto de Γ ∩ Ci

Figura V.19: Conclusión del Caso B en la demostración de (a) ⇒ (b).

Nota V.6.4. Como se indicó al final de la Sección §V.1, Thomassen carac-

terizó en ([75]; 4.6) el fallo de la planaridad local de X en el punto p por

la existencia de un grafo completo infinito K∞ ⊂ X conteniendo a p. Es in-

mediato comprobar que L1 (análogamente, L2) se puede sumergir en el grafo

completo K∞ cuyos vértices son los puntos marcados en grueso en la repre-

sentación de L1 en la Figura V.2. Por tanto la caracterización de Thomassen

implica el Teorema V.1.3. No obstante, creemos de interés el resaltar, como

hace este teorema independientemente del resultado de Thomassen, que bas-

ta la presencia de una copia de L1 (o equivalentemente L2) para caracterizar

la no planaridad de X alrededor de p sin necesidad de utilizar el grafo K∞,

considerablemente más complicado.



Caṕıtulo VI

Propiedades homotópicas de las

aplicaciones confluentes en la

categoŕıa propia

En este caṕıtulo establecemos algunas propiedades de naturaleza homotópi-

ca para las aplicaciones confluentes en la categoŕıa propia. Analizamos en este

marco la caracterización debida a J. H. Case y R. E. Chamberlin de los con-

tinuos tipo árbol aśı como el teorema de T. B. McLean sobre la preservación

de los espacios tipo árbol por aplicaciones confluentes. Damos contraejemplos

para los correspondientes análogos propios y extendemos resultados de varios

autores en la teoŕıa clásica de los continuos a espacios no compactos. Final-

mente, describimos el comportamiento de estas aplicaciones respecto a los

pro-grupos fundamentales, generalizando resultados de J. Grispolakis y otros

autores. Dejamos abiertas dos cuestiones que creemos de interés (Cuestión

VI.3.8 y Conjetura VI.4.6).

§VI.1. Homotoṕıa propia y finales de Freu-

denthal

Esta sección recoge varios resultados de la literatura que relacionan los fina-

les de Freudenthal con el tipo de homotoṕıa propia de un continuo generalizado

de Peano. Además, como una aportación original, extendemos la equivalencia

entre tipos de homotoṕıa propia de árboles y tipos de homeomorf́ıa de los con-
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juntos cerrados del conjunto de Cantor a los continuos generalizados de Peano

dendŕıticos.

Como es habitual, [X, Y ] denota el conjunto de las clases de homotoṕıa

de aplicaciones X → Y . En la categoŕıa propia el conjunto correspondiente

de clases de homotoṕıa propia se denotará por [X, Y ]p. Referimos a [73] para

los resultados elementales de la teoŕıa de homotoṕıa clásica usados en este

caṕıtulo. A continuación recopilamos algunas definiciones básicas de la cate-

goŕıa propia y su teoŕıa de homotoṕıa necesarias en este caṕıtulo; ver [6] ó [33]

para una tratamiento completo sobre estos aspectos, ver [62] para una revi-

sión general de la teoŕıa de homotoṕıa propia. Comenzamos recordando que

las clases de homotoṕıa propia de rayos en [R≥0, X]p se llaman finales fuertes

de X. Se puede comprobar fácilmente, usando la descripción de los finales de

Freudenthal en la Proposición II.1.13, que un final fuerte [r] ∈ [R≥0, X]p de-

fine un único final de Freudenthal r∗(∞) ∈ F(X). De esta forma, existe una

aplicación bien definida

ρ : [R≥0, X]p → F(X) (VI.1.A)

que es sobreyectiva para espacios cuyos finales de Freudenthal son definidos por

rayos. Este es el caso de los continuos generalizados de Peano; ver Proposición

II.1.14.

Es bien conocido que el espacio de finales es un invariante del tipo de

homotoṕıa propia del espacio. Expĺıcitamente

Proposición VI.1.1 ([6]; I.9.13). Si f, g : X → Y son propiamente homotópi-

cas entre espacios admisibles, entonces f∗ = g∗ : F(X)→ F(Y ).

Demostración. Sea H : X × I → Y una homotoṕıa propia entre f y g. Si

consideramos p1 : X×I → X la proyección natural e iǫ : X → X×I (ǫ = 0, 1)

son las inclusiones iǫ(x) = (x, ǫ), en el siguiente diagrama
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F(X)
i1∗

g∗

F(X × I)

H∗

p1∗p1∗
F(X)

i0∗

f∗

F(X)

tenemos que

idF(X) = i0∗ ◦p1∗ = i1∗ ◦p1∗. (VI.1.B)

Pero p1 es propia y monótona, luego p1∗ es un homeomorfismo (III.2.12).

Por lo tanto de (VI.1.B) se obtiene que i0∗ = i1∗ y por consiguiente f∗ =

H∗ ◦ i0∗ = H∗ ◦ i1∗ = g∗.

Corolario VI.1.2. Sea f : X → Y una equivalencia de homotoṕıa propia

entre espacios admisibles. Entonces f∗ : F(X)→ F(Y ) es un homeomorfismo.

Esto es, toda equivalencia de homotoṕıa propia es fiel en los finales.

Si denotamos por Cantor la subcategoŕıa llena de Top de los espacios

compactos 0-dimensionales (o equivalentemente los espacios homeomorfos a

subconjuntos cerrados del conjunto de Cantor; ([24]; 6.2.16)) y por CG ⊂

Topp la subcategoŕıa llena de los continuos generalizados, existe un funtor

F : CG→ Cantor

que lleva X en un conjunto de finales y toda aplicación propia f : X → Y en

CG en su aplicación inducida f∗ : F(X) → F(Y ) definida en la Proposición

I.2.8 (ver también Nota I.4.5).

Además, de acuerdo con la Proposición VI.1.1, F factoriza a través de la

categoŕıa homotópica de CG.

CG

F

CG/≃p F
Cantor

(VI.1.C)
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Si Tree ⊂ CG es la subcategoŕıa llena de los árboles se tiene

Teorema VI.1.3 ([6]; II.1.10). El funtor F induce una equivalencia de cate-

goŕıas1

F : Tree/ ≃p→ Cantor

En particular dados dos árboles T y T ′ obtenemos una biyección

F : [T, T ′]p ∼= Top(F(T ),F(T ′)).

Además T tiene el mismo tipo de homotoṕıa propia que T ′ si y sólo si F(T )

y F(T ′) son homeomorfos.

Si consideramos Dend ⊂ Topp la subcategoŕıa llena de los continuos

generalizados de Peano dendŕıticos, tenemos el siguiente resultado:

Teorema VI.1.4. La inclusión Ψ : Tree ⊂ Dend induce una equivalencia de

categoŕıas homotópicas

Ψ : Tree/ ≃p→ Dend/ ≃p

Del teorema anterior se deduce inmediatamente

Corolario VI.1.5. Dos dendritas son propiamente homotópicamente equiva-

lentes si y sólo si sus espacios de finales de Freudenthal son homeomorfos.

Como consecuencia de los Teoremas VI.1.4 y VI.1.3 tenemos

Corolario VI.1.6. El funtor F en (VI.1.C) induce una equivalencia de cate-

goŕıas

F : Dend/ ≃p→ Cantor

1Una equivalencia de categoŕıas entre las categoŕıas C y D se define como un par de

funtores S : C → D, T : D → C junto con isomorfismos naturales IdC ∼= T ◦S e IdD ∼=

S ◦ T .



§VI.1: Homotoṕıa propia y finales de Freudenthal 153

En particular obtenemos para los continuos generalizados de Peano

dendŕıticos D y D′ una biyección

F : [D,D′]p ∼= Top(F(D),F(D′))

Para la demostración del Teorema VI.1.4 consideraremos la compactifica-

ción de Freudenthal de D y usaremos retracciones ri : D̂ → Ai ⊂ D̂ dadas

por la bien conocida “aplicación del primer punto” ([59]; 10.26). En concreto,

con la notación empleada en la demostración del Teorema III.4.3 se construye

D̂ =
⋃∞
i=0Ai como la clausura de una unión creciente de dendritas compactos

T̂ = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . donde cada diferencia Ai+1 − Ai consiste en un

arco γi+1 que toca a Ai en un único punto. Parametrizamos el arco por una

aplicación γi+1 : [0, 1] → Ai+1 ⊂ D̂ con γi+1(0) = Ai ∩ γi+1 y denotamos por

xi al extremo γi+1(1).

La retracción natural ri+1
i : Ai+1 → Ai está dada por ri+1

i (x) = x si x ∈ Ai

y ri+1
i (x) = γi ∩ Ai si x ∈ Ai+1 −Ai.

Más aún, ri+1
i se extiende a la retracción ri : D̂ → Ai que lleva x ∈ D̂−Ai

en el punto ri(x) = λxi ∩Ai que es intersección de Ai con el único arco λxi ⊂ D̂

que va de x a Ai. De hecho, si ji : Ai →֒ D̂ es la correspondiente inclusión,

la sucesión {ji ◦ ri}i≥1 converge uniformemente a la identidad idD̂; ver ([59];

10.27).

Teorema VI.1.7. Todo continuo generalizado de Peano dendŕıtico D tiene

el mismo tipo de homotoṕıa propia que cualquiera de sus árboles de finales

T ⊂ D (II.1.18). De hecho T es un retracto propio de deformación fuerte de

D.

Demostración. Definimos las homotoṕıas Hi : Ai × I → Ai dadas por

Hi(x, t) = x si x ∈ Ai−1 y Hi(x, t) = γi(st) si x = γi(s) ∈ Ai − Ai−1.

A partir de las homotoṕıas Hi definimos H : D̂ × I → D̂ como si-

gue. Tomamos H(x, 1) = x para todo x ∈ D̂ y si [0, 1) =
⋃∞
n=1

[
i−1
i
, i
i+1

]

entonces para t ∈
[
i−1
i
, i
i+1

]
definimos H(x, t) = jiHi(ri(x), ξi(t)) donde

ξi(t) = (i+ 1)[it− (i− 1)]. Nótese que H(x, i−1
i

) = jiHi(ri(x), 0) = ji−1ri−1(x)

y H(x, i+1
i

) = jiHi(ri(x), 1) = jiri(x).
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Es claro que H es continua sobre D̂ × [0, 1) ya que es continua en los

cerrados D̂ ×
[
i−1
i
, i
i+1

]
(i ≥ 1) que forman una familia localmente finita en

D̂ × [0, 1). Aśı pues sólo es necesario comprobar la continuidad de H sobre

D̂×{1}. Para ello usaremos que la sucesión {ji ◦ ri}i≥1 converge uniformemente

a idD̂ como se indicó anteriormente. En efecto, sea U ⊂ D̂ un entorno abierto

localmente conexo (y por tanto arcoconexo) de x0 ∈ D̂. Sea ǫ > 0 tal que

Bǫ ⊂ U donde Bε es la bola abierta de centro x0 y radio ε. En particular, la

convergencia uniforme de la sucesión {ji ◦ ri}i≥1 nos permite encontrar i0 ≥ 1

tal que d(ri(x), x) < ǫ
2

para todo i ≥ i0 y x ∈ D̂.

En particular, si B ǫ
2

es la bola abierta de centro x0 y radio ǫ
2

tenemos que

d(ri(x), x0) ≤ d(ri(x), x) + d(x, x0) < ǫ

para todo x ∈ B ǫ
2
. Aśı pues, ri(x) ∈ Bǫ ⊂ U para todo x ∈ B ǫ

2
e i ≥ i0 y por

tanto λxi , que es el único camino en D̂ de x a ri(x) ∈ Ai, está contenido en U

por ser éste arcoconexo. Además, si ri(x) ∈ Ai − Ai−1, el subarco Γxi ⊂ γi de

ri(x) a Ai−1 está contenido en λxi−1 ⊂ U si i ≥ i0 + 1.

xi

x

ri(x)

γi

Γxi

Ai−1

λxi−1

Figura VI.1

Es más, de la definición de la homotoṕıa Hi se deduce inmediatamente

Hi(ri(x), t) = Γxi ⊂ λxi−1 ⊂ U

(
i− 1

i
≤ t ≤

i

i− 1

)

para i ≥ i0 + 1. En caso de que ri(x) ∈ Ai−1 entonces Hi(ri(x), t) = ri(x) =

ri−1(x) ∈ U . Por tanto, de la definición de H se sigue
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H

(
B ǫ

2
×

(
i0

i0 + 1
, 1

])
⊂ U

lo que demuestra la continuidad de H. Puesto que H−1(ε) = {ε} × I para

todo final ε ∈ F(D) = F(T ), se sigue inmediatamente que la restricción

H : D× I → D es una homotoṕıa propia entre j0r0 e idD, y r0 : D → T es un

retracto de deformación fuerte en la categoŕıa propia.

Demostración del Teorema VI.1.4. Sea

Φ : Dend/ ≃p→ Tree/ ≃p

el funtor definido como sigue: dada la dendrita D ∈ Dend escogemos un árbol

de finales fijo iD : TD ⊂ D y una retracción por deformación rD : D → TD

dada por el Teorema VI.1.7. Más aún, si D = T es un árbol entonces escogemos

TD = T y rD = idT . Entonces, si f : D → D′ es una aplicación en Dend,

definimos

Φ[f ] = [rD′ ◦f ◦ iD] : TD → TD′

de acuerdo con el diagrama

D
[f ]

D′

[rD′ ]=[iD′ ]−1

TD Φ[f ]

[id]

TD′

Entonces la composición Ψ ◦ Φ : Dend/ ≃p→ Dend/ ≃p es naturalmente

equivalente a IdDend/≃p
por medio de la equivalencia natural

{[rD] : D → ΨΦ(D) = TD}
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D
[f ]

rD

D′

rD

TD ΨΦ[f ]=Φ[f ]
TD′ = ΨΦ(D′)

Es más, la composición Ψ ◦ Φ = IdTree/≃p
es el funtor identidad por defini-

ción de Φ.

El Teorema VI.1.7 también establece que cualquier dendrita es contráctil.

De hecho ambas condiciones son equivalentes y cualquiera de ellas caracteriza

a los espacios dendŕıticos entre los continuos generalizados de Peano unidimen-

sionales. Expĺıcitamente tenemos las siguientes caracterizaciones de naturaleza

homotópica; compárese con ([69]; 3).

Teorema VI.1.8. Sea D un continuo generalizado de Peano unidimensional.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) D es un espacio dendŕıtico.

(b) D es un retracto de deformación propia fuerte de cualquier árbol de

finales T ⊂ D. Si F(D) = ∅ (esto es, D es compacto) entonces T puede

ser cualquier árbol en D.

(c) D es contráctil.

(d) El grupo fundamental π1(D, d0) = 0 es trivial.

(e) D es no recubrible; esto es, los únicos espacios recubridores de D son

los triviales.

(f) D es contráctil respecto a cualquier grafo G.

(g) D es contráctil respecto a S1.

Nota VI.1.9. Recordemos que todos los dendritas son espacios unidimensio-

nales. Esto sigue del Teorema III.4.3 y ([24]; 7.3.I). Alternativamente, se puede

usar el Corolario II.1A.6 como sigue. Sean x ∈ D y U un entorno abierto de

x. Es claro que cada componente en FrU se reduce a un punto (y por tanto
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dim(FrU) = 0; ver ([24]; 6.2.9) pues, de otra forma, cualquier componente

conexa no trivial C es arcoconexa por el Corolario II.1A.6, y entonces es fácil

encontrar un ciclo en la unión de los arcos Γ∪α∪ β donde Γ ⊂ C y α y β son

arcos en D que unen x /∈ Γ con los extremos de Γ.

Demostración del Teorema VI.1.8. Obsérvese que (a) ⇒ (b) es el Teore-

ma VI.1.7 mientras que (b) ⇒ (c) ⇒ (d) y (f) ⇒ (g) son obvias. Además, (d)

⇒ (e) es un hecho bien conocido en teoŕıa de homotoṕıa (ver ([26]; 3.4.32)).

(e) ⇒ (f) Supongamos que existe f : D → G que no es homotópicamente

trivial. Al ser G un grafo, su recubridor universal p : G̃ → G es un árbol.

Es más, podemos asegurar que G̃ es un grafo cuyos vértices y aristas son el

levantamiento por p de los vértices y aristas de G ([73]; 3.8.3). Entonces la

construcción llamada pull-back, nos da un espacio recubridor D̃ de D que

encaja en el siguiente diagrama

D̃
f̃

q

G̃

p

D
f

G

donde D̃ = {(x, d) ∈ G̃×D, p(x) = f(d)}, f̃(x, d) = x y q(x, d) = d.

Al ser D no recubrible por hipótesis, el espacio recubridor D̃ es necesaria-

mente trivial; esto es, existe un diagrama conmutativo

D̃
∼=

q

D × F

π1

D

por lo que tenemos que escogiendo una sección s : D → D̃ la composición

f = p ◦ f̃ ◦ s factoriza a través de G̃.
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D̃
f̃

q

G̃

p

D
f

f̃ ◦ s
s

G

En consecuencia f debeŕıa ser homotópicamente trivial lo que contradice la

suposición de partida.

Sólo queda demostrar (g)⇒ (a). Por reducción al absurdo supongamos que

D no es dendŕıtico; es decir, que existe una inmersión f : A →֒ D donde A es

una curva cerrada simple. Al ser X unidimensional, ([24]; 1.9.2) nos asegura

que existe una extensión de f a todo X, F : D → S1,

A
f

id

D

F

A ∼= S1

Por hipótesis F es homotópicamente trivial y por tanto del diagrama anterior

se desprende que id también lo es. Como ésto no es posible por el bien conocido

Teorema de la no retracción, la demostración concluye.

§VI.2. Aplicaciones confluentes y aplicaciones

propiamente esenciales

En la teoŕıa de homotoṕıa ordinaria una aplicación homotópica a una apli-

cación constante se denomina inesencial (en otro caso se dice esencial). El

siguiente lema nos da una caracterización intŕınseca en la categoŕıa propia de

aquellas aplicaciones propias con codominio un grafo que son inesenciales.

Lema VI.2.1. Sea f : X → G una aplicación propia de un continuo gene-

ralizado X en un grafo G. Entonces f es inesencial si y sólo si f = g ◦ r es

una composición de aplicaciones propias donde g : T → G está definida en un

árbol T .
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Demostración. Supongamos que f es inesencial, entonces por ([73]; 2.2.3)

existe un levantamiento de f

G̃

π

X
f

f̃

G

al espacio de recubrimiento universal de G que es un árbol localmente fini-

to. Aqúı usamos que G es localmente finito. Más aún, f̃ es propia; en efecto,

puesto que f es propia, f−1(π(K)) es compacto para cualquier conjunto com-

pacto K ⊂ G̃ y la conmutatividad del diagrama anterior establece la inclusión

f̃−1(K) ⊂ f−1(π(K)). Aśı el conjunto cerrado f̃−1(K) es compacto.

Al ser f̃ es propia, el espacio conexo T = f̃(X) es un subárbol cerrado de

G̃. Sea r : X → T la restricción de f̃ sobre la imagen. Es más, aunque π no es

propia en general, la restricción g = π|T : T → G es propia; en efecto, sea L ⊂

G un compacto. Como f es propia, f−1(L) es compacto y entonces también lo

es f̃(f−1(L)). Se comprueba inmediatamente que g−1(L) ⊂ f̃(f−1(L)) y por

tanto el conjunto cerrado g−1(L) es compacto. De esta forma obtenemos la

factorización requerida f = r ◦ g.

El rećıproco sigue directamente del hecho de que cualquier árbol es

contráctil.

En la teoŕıa de homotoṕıa propia los puntos son reemplazados por árboles

para tener en cuenta los finales de los espacios. Aśı,

Definición VI.2.2. Dada una aplicación fiel en los finales h : T → Y donde

T es un árbol, diremos que una aplicación propia f : X → Y es propiamente

h-inesencial si existe un diagrama de aplicaciones propias

X
f

r

Y

T

h
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que conmuta salvo homotoṕıa propia. Diremos que f es propiamente inesen-

cial cuando sea propiamente h-inesencial para todo h. De otra manera, f se

dirá propiamente h-esencial o propiamente esencial , respectivamente. Natu-

ralmente, si X ó Y (y, necesariamente también X en este caso) es compacto

entonces todo queda reducido a las aplicaciones esenciales e inesenciales ordi-

narias.

Nota VI.2.3. Un ejemplo trivial de aplicación propia que es inesencial pero

propiamente h-esencial para todo h es la inclusión de la recta real R en la

unión Y del eje OX con una sucesión de circunferencias Cn de radios n ≥ 1.

OX
Y ≡

Figura VI.2

En contraste, cualquier aplicación fiel en los finales f : X → G de un con-

tinuo generalizado a un grafo que sea inesencial es propiamente h-inesencial

para algún h. En efecto, en la factorización f : X
g
→ T

h
→ G a través de

un árbol T proporcionada por el Lema VI.2.1 podemos reemplazar, si es ne-

cesario, el árbol T por su subárbol cerrado g(X) ⊂ T de forma que no hay

pérdida de generalidad en asumir que g es sobreyectiva. Esto establece que

la aplicación inducida g∗ : F(X) → F(T ) también es sobreyectiva (III.2.12).

Como f∗ es un homeomorfismo, se sigue que g∗, y por tanto h∗, son inyectivas,

y consecuentemente son homeomorfismos. Aśı, f es propiamente h-inesencial.

Nota VI.2.4. Notemos que para los espacios de llegada con un único final

fuerte, las aplicaciones propiamente esenciales coinciden con las aplicaciones

propiamente h-esenciales para cualquier h fijado. Recordemos que Rn con n ≥

2 es un ejemplo clásico de espacio con un final fuerte (una demostración sigue

directamente del Lema VI.3.11 más adelante).
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Incluimos en esta sección dos resultados sobre la esencialidad de las

aplicaciones propias confluentes. Comenzamos con la extensión al caso no com-

pacto del conocido resultado en la teoŕıa de continuos que establece que las

aplicaciones confluentes de continuos sobre grafos no contráctiles son esencia-

les; ver ([59]; 13.39) para una demostración.

Proposición VI.2.5. Cualquier sobreyección confluente propia f : X → G

de un continuo generalizado sobre un grafo no contráctil es esencial.

Demostración. En otro caso, por el Lema VI.2.1, f : X
g
→ T

h
→ G factoriza

a través de un árbol T . Entonces puesto que la composición f = h ◦ g es con-

fluente, por la Proposición IV.2.4 se tiene que también lo es h. Pero entonces,

el Teorema IV.2.9 establece que G es un árbol, lo que es una contradicción.

Nota VI.2.6. En el enunciado de la Proposición VI.2.5 no se puede prescindir

de la suposición de que f sea propia. En efecto, la aplicación exponencial

f : R→ S1 f(s) = e2πis es confluente inesencial y no propia.

El siguiente teorema no tiene análogo en la teoŕıa de homotoṕıa ordinaria

pues el plano eucĺıdeo R2 es contráctil.

Teorema VI.2.7. Sea X un continuo generalizado. Cualquier sobreyección

confluente propia f : X → R2 es propiamente esencial.

Demostración. De lo contrario, supongamos que f no es propiamente esen-

cial. Entonces existe una homotoṕıa propia H : X × I → R2 con H|X×{0} = f

y H|X×{1} = i ◦ r donde i : R≥0 →֒ R2 puede suponerse que es la inclusión

x 7→ (x, 0) de acuerdo con la Nota VI.2.4. Como H es propia, existe un sub-

conjunto compacto L ⊂ X con

H((X − L)× I) ⊂ R2 −B (VI.2.A)

donde B denota el disco unidad abierto en R2 centrado en el origen. La com-

pacidad de f(L) nos permite encontrar un a > 0 suficientemente grande tal

que Sa ∩ f(L) = ∅ para la circunferencia Sa ⊂ R2 de radio a. Por lo tanto,

H(f−1(Sa)× I) ⊂ H((X − L)× I) ⊂ R2 − B.
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Además, como f es confluente, también lo es su restricción f |f−1(Sa) :

f−1(Sa)→ Sa, (IV.2.7) y por tanto, si A es un componente conexa de f−1(Sa)

tenemos que f(A) = Sa y la restricción sobre la imagen fa = f : A → Sa

es confluente (IV.2.6), y por tanto esencial ([59], 13.39). Sin embargo, la res-

tricción H : A × I → R2 − B es una homotoṕıa entre f |A : A → R2 − B y

i ◦ r|A, donde esta composición factoriza a través del intervalo r(A) y entonces

es inesencial. Finalmente, la retracción obvia ρ : R2 − B → Sa es una equiva-

lencia de homotoṕıa y por tanto fa = ρ ◦f |A es inesencial. Esto conduce a una

contradicción y la demostración concluye.

Nota VI.2.8. Como una consecuencia del Teorema VI.2.7, no hay aplicaciones

propias confluentes Rn → R2 para n ≥ 3. Esto sigue del hecho bien conocido

de que el conjunto de las clases de homotoṕıa propia [Rn,R2]p = ∗ se reduce

al elemento trivial; ver ([6]; V.4.11) para una demostración. Obsérvese que

la proyección natural Rn → R2 es confluente. Discutiremos la existencia de

aplicaciones propias confluentes con más detalle en la Sección §VI.4.

§VI.3. Algunas propiedades homotópicas re-

lacionadas con los espacios tipo árbol

en la categoŕıa propia

Según el Teorema IV.2.9, las aplicaciones propias confluentes preservan

árboles. Comenzamos discutiendo si dichas aplicaciones preservan también los

espacios tipo árbol. De hecho, el Teorema IV.2.9 muestra que esta cuestión

tiene una respuesta positiva bajo la suposición de conexión local puesto que los

espacios tipo árbol localmente conexos son exactamente dendritas tal y como

se demuestra en el Teorema III.4.3. Esto nos permite reescribir el Teorema

IV.2.9 como sigue

Teorema VI.3.1. La imagen por una aplicación confluente propia y sobre-

yectiva de un continuo generalizado de Peano tipo árbol es un continuo gene-

ralizado de Peano tipo árbol.

Seguidamente procedemos a analizar el caso general sin la suposición de

conexión local. Para continuos, McLean demostró el siguiente
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Teorema VI.3.2 ([52]; Thm. 2.1). Si f : X → Y es una aplicación confluente

de un continuo unidimensional X tipo árbol a un continuo unidimensional Y ,

entonces Y es tipo árbol.

La demostración depende de manera crucial de la siguiente caracterización

homotópica debida a Case y Chamberlin de los espacios tipo árbol.

Teorema VI.3.3 ([13]; Thm. 1). Un continuo unidimensional X es tipo árbol

si y sólo si cualquier aplicación continua sobre un grafo compacto es inesencial.

Una extensión parcial del teorema anterior al ambiente no compacto es el

siguiente

Teorema VI.3.4. Sea X un continuo generalizado unidimensional. Si, para

cualquier grafo G, cada sobreyección propia f : X → G es inesencial, entonces

X es tipo árbol.

Demostración. Por la versión propia del Teorema de Freudenthal (III.4A.2),

X = ĺım
←−p

{Xn, fn} es un ĺımite inverso de grafos con aplicaciones de enlace

propias fn : Xn+1 → Xn. Denotemos por πn : X → Xn las proyecciones

canónicas.

Para cada n ≥ 1 consideramos el recubrimiento universal pn : X̃n → Xn

y escojamos un punto (x0
n)n≥1 ∈ X. Como la aplicación πn es inesencial, da-

do x̃0
n ∈ p−1

n (x0
n), existe un levantamiento π̃n : X → X̃n con π̃n(x) = x̃0

n.

Aqúı usamos ([73]; 2.4.1). De forma similar, la propiedad de recubrimiento de

homotoṕıas ([73]; 2.2.3) nos da aplicaciones f̃n : X̃n+1 → X̃n con f̃n(x̃0
n+1) = x̃0

n

tal que pn ◦ f̃n = fn ◦pn+1.

Igual que se hizo en la demostración del Lema VI.2.1, consideremos para

cada n ≥ 1 el subárbol Tn = π̃n(X) ⊂ X̃n para el que las restricciones pn :

Tn → Xn y πn : X → Tn de pn y π̃n, respectivamente, son aplicaciones

propias. Más aún, se puede comprobar sin dificultad que f̃n(Tn+1) = Tn y

que f̃n : Tn+1 → Tn es propia. Sea Y = ĺım
←−p

{Tn, f̃n} el correspondiente ĺımite

inverso y qn : Y → Tn las proyecciones canónicas. Tenemos aśı el siguiente

diagrama conmutativo
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X

π1
π2

π3
π1

π2 π3

X1 X2 X3
. . .

T1

p1

T2

p2

T3

p3

. . .

Y

q1 q2 q3

Finalmente, observemos que las aplicaciones pn inducen una aplicación p :

Y → X para la cual la aplicación φ : X → Y definida por φ(x) = (πn(x))n≥1 es

una sección; esto es, p ◦φ = idX . En efecto, φ está bien definida por la unicidad

de levantamientos ([73]; 2.2.2) pues tanto f̃n ◦ π̃n+1 como π̃n son levantamientos

de πn por x̃0
n. Más aún

(pn πn(x))n≥1 = (πn(x))n≥1

Además, como φ−1(A) ⊂ p(A) para cualquier conjunto A ⊂ Y , se sigue

que φ es una inmersión propia, y aśı φ(X) es un conjunto cerrado conexo de

Y . Es más, φ(X) = ĺım
←−p

{qn(φ(X)), f̃ ′n} para las correspondientes restricciones

de f̃n (III.2.6) y aśı, X es homeomorfo al espacio tipo árbol φ(X) obtenido

como ĺımite inverso de subárboles qn(φ(X)) ⊂ Tn.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del Teorema VI.3.4 no es

cierto incluso para aplicaciones fieles en los finales.

Ejemplo VI.3.5. Consideremos el subespacio X ⊂ R2 descrito en ĺıneas grue-

sas en la Figura VI.3 y denotemos por G la cuerda de ćırculos {Cn}n≥1 (nu-

merados de izquierda a derecha) de diámetro 1
4

y segmentos horizontales lo-

calizada en mitad de la misma figura. Si X−1 y X1 son los subespacios de X

por encima y por debajo de G, respectivamente, definimos la sobreyección pro-

pia fiel a los finales f : X → G como sigue. Para cualquier x ∈ Xǫ (ǫ = ±1),
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f(x) ∈ Γǫx∩G es el primer punto en la intersección del grafo G con la semirecta

Γǫx = {x+ λ(0, ǫ);λ ≥ 0}.

v

OX

R

Ra

0 1 2

0a 1a 2a

0−1

0−2

0−3

01

02

00

G

X−1

X1

Figura VI.3

Tenemos que f es esencial ya que en caso contrario, por la Nota VI.2.3, la

aplicación f = h ◦ g es una composición de aplicaciones propias con h definida

sobre un árbol T con un sólo final, y por tanto del mismo tipo de homotoṕıa

propia que R≥0 (VI.1.3). Pero esto conduce a una contradicción pues los rayos

g = f |R : R ∼= R≥0 → G y g′ = f |Ra
: Ra

∼= R≥0 → G representan diferentes

finales fuertes de G. En efecto, si no es aśı existe una homotoṕıa propia H :

R≥0 × I → G con H(x, 0) = g(x) y H(x, 1) = g′(x). Entonces, escogemos

n0 ≥ 1 suficientemente grade para que Cn0 ∩ H({0} × I) = ∅. Más aún,

sean P0 y P1 las clausuras de las componentes compacta y no compacta del

complementario G − Cn0, respectivamente, y r : G → Cn0 la retracción que

lleva todo Pi al punto xi = Pi ∩ Cn0 (i = 0, 1). Seguidamente usamos que H

es propia para encontrar m0 ≥ n0 con H([m0,∞) × I) ⊂ P1 y observamos

que la composición F = r ◦H : [0, m0] × I → Cn0 restringida al borde ∂L

de L = [0, m0] × I define un lazo α = F |∂L que coincide con g ∪ g′ sobre

A = [n0

2
, 2n0+1

4
] × {0, 1} y lleva las componentes de (0, 0) y (m0, 0) en L − A

sobre x0 y x1, respectivamente. Por tanto, α representa un generador del grupo
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fundamental π1(Cn0) ∼= Z pero, por otro lado, α es nulhomotópica por F . Esta

contradicción muestra que g y g′ definen distintos finales fuertes de G.

Queda comprobar que X es un espacio tipo árbol. En efecto, veremos que

X = ĺım
←−p

{Tn, fn}, donde Tn (n ≥ 0) es el árbol que consiste en la unión por

un punto de una copia [0a, na] del intervalo [0, n] ⊂ R≥0 con la semirecta R≥0

mediante la identificación n = na, junto con un segmento extra An = [vn, 0a]

añadido en 0a; ver Figura VI.4.

≡ T2
2 = 2a

A2

0a

v2

0

1

1a

0

1 = 1a

A1

0a

v1

0 = 0a

A0v0 ≡ T0 ≡ T1

Figura VI.4:

Comenzamos definiendo para cada n ≥ 0 la sobreyección propia πn : X →

Tn como la proyección obvia en el subespacio de X que cae en el semiplano

{(x, y) ∈ R2 : x ≥ n} y la aplicación lineal que lleva los l(n) = 4n2 − 2n + 1

segmentos que forman el arco poligonal Rn ⊂ X que va desde v a 0−n en l(n)

intervalos consecutivos adyacentes que cubran el segmento An. Finalmente,

todos los segmentos contenidos en {(x, y) ∈ R2 : x ≤ n} que no tocan Rn

y contienen 0−k, con k ≥ n, son llevados linealmente sobre [0a, na], mientras

que los segmentos que contienen 0k, con k ≥ n, son llevados linealmente sobre

[0, n].

Seguidamente definimos, para cada n ≥ 0, la aplicación de enlace fn+1 :

Tn+1 → Tn como la aplicación lineal a trozos que es la identidad en [0,∞) ∪

[0a, na] y lleva el intervalo [na, (n + 1)a] sobre [n, n + 1] de la forma obvia.

Más aún, fn lleva los primeros l(n) segmentos de los l(n+ 1) que componen la

partición πn+1(Rn+1) = An+1 de An sobre los l(n) segmentos de la partición

πn(Rn) = An y los l(n+ 1)− l(n) intervalos restantes tal y como se especifica

en la Figura VI.5.

Se comprueba sin dificultad a partir de las definiciones que tanto πn como

fn son aplicaciones propias para las que fn ◦πn+1 = πn para todo n ≥ 0.

También se puede comprobar que la aplicación φ : X → ĺım
←−p

{Tn, fn} definida
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vn

An

0a

0

n = na
Tn ≡

primeros l(k) intervalos

l(k + 1)− l(k) intervalos restantes

n+ 1
2

Figura VI.5: fn(An+1) ⊂ Tn.

por φ(x) = (π0(x), π1(x), π2(x), . . . ) es una biyección propia y por tanto un

homeomorfismo, demostrando aśı que X es tipo árbol.

En caso de restringirnos a los continuos generalizados de Peano, tenemos el

siguiente resultado que añade dos nuevas caracterizaciones a aquellas ya dadas

en los Teoremas III.4.3 y VI.1.8.

Teorema VI.3.6 (c.f. ([13]; Thm. 1)). Sea X un continuo generalizado de

Peano unidimensional. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es tipo árbol.

(b) Cualquier aplicación propia fiel en los finales f : X → G en un grafo es

propiamente h-inesencial para algún h.

(c) Cualquier aplicación propia f : X → G en un grafo es inesencial.

Demostración. La implicación (c) ⇒ (b) es la Nota VI.2.3. Además (a) ⇒

(c) es obvio ya que todo árbol es contráctil. Finalmente, para probar (b) ⇒

(a) bastará ver que X es una dendrita ya que por el Teorema III.4.3 todo

dendrita es tipo árbol. Para ello, supongamos por el contrario que existe una

curva cerrada simple Σ ⊂ X (ver Proposición II.1A.3). Si {Kn}n≥1 es una

sucesión exhaustiva de subcontinuos de Peano de X (II.1.7), podemos suponer

sin pérdida de generalidad que Σ ⊂ intK1. Sea r : X → T una sobreyección fiel

en los finales (VI.1.7), para la que podemos suponer sin pérdida de generalidad

que r(K1) = v0 es un vértice de T .
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Consideremos el grafo G definido identificando un punto de Σ con v0 ∈

T . Usando la unidimensionalidad de X, y por tanto de K1, extendemos la

aplicación id ∪ r : Σ ∪ FrK1 → Σ a una aplicación r1 : K1 → Σ. Aqúı usamos

([24]; 7.4.13). Aśı, pegando r1 y r|X−intK1 tenemos una aplicación fiel en los

finales bien definida f : X → G que es esencial pues f es la identidad sobre Σ

y por tanto propiamente h-esencial para toda aplicación h fiel en los finales.

Esto contradice (d) y la demostración termina.

Al igual que el Teorema de Case y Chamberlin (VI.3.3), el Teorema

de McLean (VI.3.2) tampoco es cierto en la categoŕıa propia; esto es, las

aplicaciones confluentes propias no preservan los continuos generalizados ti-

po árbol tal y como muestra el siguiente

Ejemplo VI.3.7. Sea X ⊂ R2 el continuo generalizado con dos finales dibu-

jado con ĺınea gruesa en la Figura VI.6. El espacio X es tipo árbol, de hecho

tipo ĺınea; en efecto, X = ĺım
←−p

{Tn, fn} donde Tn ∼= R es la ĺınea en la Figura

VI.6 que consiste en las dos semirectas R1 y R2 junto con el arco en X limitado

por los dos “picos” de altura n. Más aún, la aplicación canónica πn : X → Tn

lleva x = (x1, x2) con x1 ≤ 0 (x1 ≥ 0, respectivamente) al primer punto en la

intersección Γx∩Tn donde Γx la semirecta horizontal que empieza en x y corre

hacia la derecha (izquierda, resp.). Las aplicaciones de enlace fn : Tn+1 → Tn

se definen de una manera similar. No es dif́ıcil comprobar que πn y fn son

sobreyecciones propias para todo n ≥ 1 y que X = ĺım
←−p

{Tn, fn}.

0

n n

1
2

2
3

1−1
2

−2
3−1 −n

n+1
n
n+1

R1 R2
Tn

X ≡

R+
nR−n

Figura VI.6

Por otro lado, si Y es el continuo generalizado de la Figura VI.7 tomamos la

sobreyección propia f : X → Y que lleva 0 a w, deja fijos los puntos que quedan

a la derecha de 1
2

en X y lleva −n
n+1

a n+1
n

. Nótese que f es confluente pues
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cualquier continuo C ⊂ Y es un arco contenido o bien en el rayo R2 = f(R1)

o en su complemento Y − R2.

1n
n+1

w

R2 = f(R1)

Y ≡

21

2
n+1

n

Figura VI.7

Sin embargo, Y no es tipo árbol (o equivalentemente tipo rayo). En efecto,

supongamos por un momento que Y = ĺım
←−p

{Yn, gn} con aplicaciones canónicas

qn : Y → Yn donde Yn es un árbol para cada n ≥ 1. De hecho, podemos reem-

plazar, si fuera necesario, los árboles Yn por los subárboles cerrados qn(Y ) ⊂ Yn

y todav́ıa Y = ĺım
←−p

{qn(Y ), hn} para las restricciones de hn = gn|qn(Y ) (III.2.6).

De esta forma podemos asumir sin pérdida de generalidad que las aplicaciones

qn son sobreyectivas y los árboles Yn tienen un único final. En particular las

compactificaciones Y +
n = Ŷn son dendritas (II.1A.5). Es más, de acuerdo con

la Proposición III.1.6, Y + = ĺım
←−
{Y +

n , g
+
n } es un ĺımite inverso “punteado” con

las extensiones q+
n : Y + → Y +

n como aplicaciones canónicas.

Sea Y = A∪B la descomposición de Y en los dos subcontinuos generaliza-

dos simétricos y cerrados obvios con A∩B = R2∪{w}. Para los subcontinuos

correspondientes A+, B+ ⊂ Y +, cada intersección q+
n (A+)∩q+

n (B+) es también

un subcontinuo pues Y +
n es una dendrita y por tanto unicoherente (II.1A.7(c)).

Más aún, ĺım
←−
{q+

n (A+) ∩ q+
n (B+), g̃n

+} = A+ ∩ B+ para las restricciones ob-

vias de g+
n (B.6(b)), y entonces A+ ∩ B+ = R+

2 ∪ {w} debe ser conexo. Esta

contradicción muestra que Y = f(X) no es tipo árbol.

Cuestión VI.3.8. En el ejemplo anterior X tiene dos finales mientras que Y
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sólo tiene uno. Por tanto, todav́ıa permanece abierta la cuestión de determinar

si las aplicaciones propias confluentes fieles en los finales preservan los espacios

tipo árbol.

Junto con la caracterización homotópica de los continuos tipo árbol de

Case-Chamberlin (VI.3.3), el otro ingrediente fundamental de la demostración

en [52] de la invarianza de los continuos tipo árbol bajo aplicaciones confluentes

es el hecho de que dado un grafo G y una aplicación confluente f : X → Y

entre continuos, la aplicación

f# : [Y,G]→ [X,G]

definida por f#([g]) = [g ◦f ] refleja el elemento trivial; esto es, g es inesencial

si y sólo si también lo es g ◦f . Seguidamente probamos dos análogos propios

a esta propiedad. Comenzamos con el siguiente teorema que proviene de un

resultado de Lelek ([48]; pág.229).

Teorema VI.3.9. Sea f : X → Y una sobreyección propia y confluente entre

continuos generalizados. Si para la aplicación propia g : Y → R2 la composi-

ción g ◦f : X → R2 es propiamente inesencial, entonces también lo es g.

Para la demostración del Teorema VI.3.9 observamos que el resultado ori-

ginal de Lelek en [48] se extiende fácilmente a

Proposición VI.3.10. Sea f : X → Y una sobreyección propia confluente

entre espacios admisibles. Si g : Y → S1 es una aplicación continua tal que

g ◦f : X → S1 es inesencial, entonces g : Y → S1 es inesencial.

Demostración. Sea p : R→ S1 el recubrimiento universal de S1 dado por la

función exponencial f(t) = e2πit. Puesto que g ◦f es homotópicamente trivial,

existe un levantamiento ϕ : X → R de g ◦f . Debido a que f es propia, el

subconjunto Ay = ϕ(f−1(y)) ⊂ p−1(g(y)) ∼= Z es compacto, y por tanto finito.

Sea my el mı́nimo de Ay en el orden de R.

La aplicación ψ : Y → R definida por ψ(y) = my es continua. En efecto,

para cualquier subconjunto compacto K ⊂ Y , f−1(K) es también compac-

to. Aqúı usamos que f es propia. Es más, por el Lema IV.2.7 la restricción
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f : f−1(K) → K es confluente y para cualquier componente H ⊂ f−1(K)

la restricción f |H : H → K es también confluente (IV.2.6). Entonces la de-

mostración del teorema ([48]; pág. 299) aplicado a f |H demuestra que ψ es

continua en el compacto arbitrario K ⊂ Y , de aqúı se sigue que ψ es continua

en todo Y .

La demostración del Teorema VI.3.9 también usa el siguiente lema bien

conocido en teoŕıa de homotoṕıa propia. Por completitud damos aqúı una

demostración.

Lema VI.3.11. Sea X un espacio admisible. Para cualquier espacio compacto

K la proyección canónica p1 : K×R≥0 → K induce una biyección entre clases

de homotoṕıa

p1 : [X,K ×R≥0]p → [X,K].

Demostración. Sea r : X → R≥0 una aplicación propia2, entonces para

cualquier aplicación f : X → K la igualdad f̃(x) = (f(x), r(x)) define una

aplicación propia f̃ : X → K × R≥0 pues f̃−1(K × [0, a]) ⊂ r−1([0, a]) para

todo a ≥ 0. Claramente p1∗[f̃ ] = f , y aśı p1∗ es sobreyectiva.

Más aún, si f, g : X → K × R≥0 son aplicaciones propias y H es una

homotoṕıa entre p1 ◦f y p1 ◦ g consideramos la aplicación H̃ : X×I → K×R≥0

dada por H̃(x, t) = (H(x, t), F (x, t)) donde F : X×I → R≥0 es una homotoṕıa

propia de p2 ◦f a p2 ◦ g. Aqúı usamos el hecho bien conocido de que [X,R≥0]p =

{∗} se reduce a un elemento3. Igual que f̃ en la primera parte, H̃ resulta ser

una homotoṕıa propia entre f y g, y aśı p1∗ es inyectiva.

Demostración del Teorema VI.3.9. Sea H : X × I → R2 una homotoṕıa

propia entre g ◦f y la composición i ◦ r donde r : X → R≥0 es una aplicación

propia e i : R≥0 →֒ R2 puede suponerse la inclusión canónica x 7→ (x, 0) (ver

2Tal aplicación puede ser construida por el siguiente argumento bien conocido: si {Kj}j≥0

es una sucesión exhaustiva de X conK0 = ∅, el Teorema de extensión de Tietze proporciona

aplicaciones continuas fj = Kj+1 −Kj → [j, j + 1] con fj(FrKj+1) = j + 1, fj(FrKj) = j.

La unión de las fj define una sobreyección propia sobre R≥0.
3Nótese que (1−t)f(x)+tg(x) es una aplicación propia deX×I en R≥0 si f, g : X → R≥0

son propias.
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Nota VI.2.4). Si B es el disco unidad abierto, sea K ⊂ X un subconjunto

compacto tal que r−1([0, 1]) ⊂ U y H−1(B) ⊂ U × I donde U = intK. Ahora

elegimos otro compacto L ⊂ Y tal que g−1(B) ⊂ V y K ⊂ f−1(V ) con

V = intL. Entonces, para Z = f−1(Y − V ) = X − f−1(V ) la restricción de H

H̃ : Z × I ⊂ (X − U)× I → R2 − B

es una homotoṕıa entre las composiciones de restricciones

Z
r̃
→ [1,∞)

ĩ
→ R2 − B

y

Z
f̃
→ Y − V

g̃
→ R2 −B

donde f̃ es sobreyectiva y confluente (IV.2.7).

Si ρ : R2 − B = S1 × [1,∞) → S1 es el retracto de deformación definido

por la proyección obvia sobre la circunferencia unidad, la composición ρ ◦ g̃ ◦ f̃ :

Z → S1 es inesencial puesto que [1,∞) es contráctil. Aśı, la Proposición

VI.3.10 aplicada a f̃ establece que ρ ◦ g̃ es inesencial también. Por tanto g̃ es

inesencial, y aśı es propiamente inesencial por el Lema VI.3.11; esto es, existe

un diagrama de aplicaciones propias

Y − V
g̃

η

R2 − B

R≥0

k

que es conmutativo salvo homotoṕıa propia, digamos G : g̃ ≃ k ◦η. Exten-

demos η a una aplicación propia η : Y → R≥0 usando el teorema de Tietze.

Aqúı usamos que Y −V es un conjunto cerrado con un complemento de clausu-

ra compacta y que η es propia. Finalmente, consideramos la aplicación propia

g ∪G ∪ k ◦η : Y × {0} ∪ (Y − V )× I ∪ Y × {1} → R2 − B ⊂ R2
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y usamos otra vez el teorema de Tietze para extender esta aplicación a una

homotoṕıa propia F : Y × I → R2 entre g y k ◦η. Esto demuestra que g es

propiamente inesencial.

El resultado final de esta sección es el siguiente análogo propio de un re-

sultado clásico debido a S. Eilenberg ([23]; Thm. 5); ver ([45]; Thm. 4, pág.

433) para una demostración.

Teorema VI.3.12. Sea f : X → Y una sobreyección monótona propia entre

continuos generalizados. Si para una aplicación propia g : Y → G en un grafo

G la composición g ◦f : X → G es propiamente h-inesencial, entonces g es

propiamente h-inesencial.

Demostración. Por hipótesis, existe una homotoṕıa propia H : h ◦α ≃ g ◦f

donde h : T → G es fiel en los finales y T es un árbol. Como T es contráctil,

existe un levantamiento h̃ : T → G̃ de h al recubrimiento universal de G,

π : G̃ → G ([73]; 2.4.1). Es más, como h es propia, también lo es h̃ (ver la

demostración del Lema VI.2.1) y por tanto T̃ = h̃(T ) ⊂ G̃ es un subárbol

cerrado. Además, como h es fiel en los finales, las restricciones h0 : T → T̃ y

q0 : T̃ → G de h̃ y π, respectivamente, son también fieles en los finales (VI.2.3).

Por otro lado, la propiedad del levantamiento de homotoṕıa de π ([73];

2.2.3) permite encontrar una homotoṕıa H̃ : X × I → G̃ con π ◦ H̃ = H

y H̃(x, 0) = h̃ ◦α. En particular, ξ(x) = H(x, 1) es un levantamiento de la

composición g ◦f . Usando el mismo argumento que antes, H̃ es también propia,

y Z = H̃(X×I) ⊂ G̃ es un subárbol cerrado. Sean H ′ : X×I → Z y q : Z → G

las restricciones de H̃ y π, respectivamente.

Como f es monótona, f−1(y) es conexo para todo y ∈ Y . Es más, la imagen

ξ(x) de cualquier x ∈ f−1(y) cae en el conjunto discreto π−1(g(y)), y por tanto

ξ(x) = wy es constante sobre f−1(y), para todo y ∈ Y . Más aún, la aplicación

g̃ : Y → G̃ definida por g̃(y) = wy es continua. Para esto usamos que π es una

aplicación cociente y πg̃(y) = g(y). El argumento usual de la demostración del

Lema VI.2.1 demuestra que g̃ es propia. Nótese que g̃ ◦f = ξ por definición.

Sea Ỹ = g̃(Y ) ⊂ G̃ el subárbol correspondiente y g1 : Y → Ỹ y q1 : Ỹ → G

las restricciones de g̃ y π, respectivamente.
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Finalmente, encontraremos una aplicación β : Y → T tal que g sea pro-

piamente homotópica a h ◦β, estableciendo que g es propiamente h-inesencial.

Para esto, observamos que las aplicaciones definidas anteriormente forman un

diagrama conmutativo

X

i0

α
T

h

h0

T̃

j0
q0

X × I
H′

Z
q

G

X

i1

f
Y

g

g1
Ỹ

q1
j1

donde iǫ(x) = (x, ǫ) (ǫ = 0, 1). Como estas inclusiones son obviamente equiva-

lencias de homotoṕıa propia, son fieles a los finales (VI.1.2). Además, como H ′

es sobreyectiva, también lo es la aplicación inducida H ′∗ : F(X × I) → F(Z)

(I.2.10), y aśı j0∗ : F(T̃ )→ F(Z) es sobreyectiva. Como se comprobó anterior-

mente, q0 es fiel a los finales y aśı, j0∗ es también inyectiva. Por consiguiente

j0 es fiel en los finales, y la composición ψ : T
h0→ T̃

j0→ Z es una aplicación de

árboles fiel en los finales y por tanto una equivalencia de homotoṕıa propia; ver

Teorema VI.1.3. Obtenemos la aplicación β como la composición β = ϕ ◦ j1 ◦ g1

donde ϕ es una inversa homotópica de ψ. En efecto h ◦β = q ◦ψ ◦ϕ ◦ j1 ◦ g1 es

propiamente homotópica a q ◦ j1 ◦ g1 = q1 ◦ g1 = g.

§VI.4. Representación de clases de homotoṕıa

propia mediante aplicaciones confluen-

tes

En la Nota VI.2.8 hab́ıamos destacado que, aunque las proyecciones canóni-

cas son ejemplos triviales de aplicaciones confluentes ordinarias, no existen
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aplicaciones propias confluentes Rn → R2 para n ≥ 3. En esta sección mos-

tramos que este hecho es detectado por el pro-grupo fundamental. Para esto,

recordemos que una aplicación p : X → Y satisface la propiedad de levan-

tamiento de caminos salvo homotoṕıa (relativa) (PLC, para acortar) si dado

un camino α : I = [0, 1] → Y y un punto x ∈ p−1(α(0)), existe un camino

α̃ : I → X tal que α̃(0) = x y p ◦ α̃ es homotópica a α con la homotoṕıa fija en

los extremos. Esta propiedad fue probada para aplicaciones propias abiertas

por S. Smale ([72]; 1) y más tarde fue extendida para aplicaciones propias

confluentes por J. Grispolakis ([34]; 3.4).

Seguidamente extendemos el teorema de Grispolakis-Smale a rayos.

Expĺıcitamente,

Teorema VI.4.1. Sea f : X → Y una sobreyección propia confluente entre

continuos generalizados de Peano. Supongamos que Y es LC1. Entonces, dado

cualquier rayo α : R≥0 → Y y cualquier punto x ∈ f−1(α(0)) existe un rayo

α̃ : R≥0 → X tal que α̃(0) = x y f ◦ α̃ es propiamente homotópico a α con una

homotoṕıa fija en α(0) = f(x).

Recordemos que un espacio Z se denomina LC1 (localmente simplemente

conexo) si cada punto z ∈ Z admite una base de entornos simplemente conexos.

Demostración. 4 Comenzamos fijando una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 de

Y , y para cada y ∈ Y consideramos un par de entornos suyos, Cy y Wy con

las siguientes propiedades:

(i) Cj ⊂ intWj es un continuo en el interior de un subconjunto simplemente

conexo Wj. Aqúı usamos la propiedad LC1 y la conexión local para

encontrar Wj y Cj .

(ii) Si y ∈ Kn −Kn−1 entonces Wy ⊂ intKn+1 −Kn−2 para todo n ≥ 1 con

K−1 = K0 = ∅.

4Se puede dar una demostración alternativa usando el Teorema VI.4.5 que se establece

más adelante junto con la bien conocida descripción del conjunto (punteado) de finales

fuertes como ĺımite derivado del pro-grupo fundamental (ver ([33]; 16.1.1) o ([6]; V.4.7))

y el hecho de que toda torre de conjuntos (punteados) finitos es pro-isomorfa a una torre

cuyas aplicaciones de enlace son sobreyectivas. Nos ha parecido más interesante dar una

demostración directa y reducir al mı́nimo el lenguaje de pro-categoŕıa en esta Memoria.
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Entonces aplicamos la compacidad de las diferencias Dn = Kn − intKn−1

para reducir las familias {Cy}y∈Y y {Wy}y∈Y a dos familias numerables

C = {Cj}j≥1 y W = {Wj}j≥1, respectivamente, cuyos interiores recubren Y

y todav́ıa satisfacen las propiedades (i) y (ii) aśı como la siguiente propiedad

adicional:

(iii) Cada diferencia Dn está cubierta por los interiores de un número finito

de conjuntos en C.

Notemos que la condición (iii) muestra que los dos recubrimientos C y W

son localmente finitos.

Para cada k ≥ 0 aplicamos el lema de Lebesgue para obtener una partición

Jk de Jk = [k, k + 1] tal que cada subintervalo en Jk se env́ıa por α en un

conjunto de C. La reunión de todas las particiones Jk es una partición de toda

la semirecta completa en pequeños intervalos Is = [as, as+1] (0 ≤ s < ∞) con

a0 = 0 y tal que para cada s ≥ 0 α(Is) ⊂ Cj(s) para algún j(s).

Ahora estamos preparados para probar el teorema: Aplicamos que f es

confluente para garantizar que la componente D0 ⊂ f−1(Cj(0)) de x0 = x ∈

f−1(α(0)) satisface f(D0) = Cj(0).

Por el Lema IV.2.5, D0 es la intersección de una sucesión decreciente de

subcontinuos de Peano que contienen D0 en su interior; en particular, existe

un subcontinuo de Peano B0 con D0 ⊂ intB0 y f(B0) ⊂ intWj(0). Sea α̃0 un

arco en B0 que une x0 con un punto x1 ∈ D0 ∩ f−1(α(a1)) 6= ∅. Entonces los

caminos en Wj(0), α|[0,a1] y f ◦ α̃0 son homotópicos con una homotoṕıa H0 fija

sobre los extremos. Aqúı usamos la condición (i).

Repetimos el argumento previo con la componente D1 ⊂ f−1(Cj(1)) de x1,

para la cual encontramos un subcontinuo de Peano B1 con D1 ⊂ intB1 ⊂

B1 ⊂ f−1(intWj(1)). Elegimos un arco α̃1 ⊂ B1 que une x1 con un punto

x2 ∈ D1 ∩ f−1(α(a2)) 6= ∅. Aqúı aplicamos de nuevo que f es confluente.

Ahora la condición (i) establece que los caminos en Wj(1), α|[a1,a2] y f ◦ α̃1 son

homotópicos con una homotoṕıa H1 fija en los extremos.

Procedemos inductivamente de esta manera para obtener una sucesión de

caminos α̃s ⊂ f−1(intWj(s)) (s ≥ 0) con puntos finales xs y xs+1 donde x0 =
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x y xs ∈ f−1(α(as)) para todo s ≥ 0 y homotoṕıas Hs : I × I → Wj(s)

entre α|[as,as+1] y f ◦ α̃s relativas a los extremos. Pegando todos estos caminos

definimos una aplicación continua α̃ =
⋃∞
s=1 α̃s : R≥0 → X.

Es más, por la condición (iii) anterior la aplicación α̃ es propia; en efecto,

como f es propia, dado un conjunto compacto K ⊂ X, sea Kn un conjunto

compacto de la sucesión exhaustiva original de Y para la cual K ⊂ intf−1(Kn).

Ahora, como α es propia existe un entero positivo k0 con α([k0,∞)) ⊂ Y −

Kn+2. Además, por la propiedad (ii) los conjuntos Wj que cortan Y − Kn+2

no cortan a Kn. Aśı que, por definición, α̃([k0,∞)) ⊂ X − f−1(Kn) ⊂ X −K;

esto es, α̃−1(K) ⊂ [0, k0]. De igual forma se puede comprobar que la unión

H =
⋃∞
s=1Hs : I × I → Y es una homotoṕıa propia entre α y f ◦ α̃. Esto

finaliza la demostración.

Como una consecuencia inmediata del Teorema VI.4.1 obtenemos

Corolario VI.4.2. Bajo las hipótesis del Teorema VI.4.1 la aplicación f in-

duce una sobreyección entre finales fuertes

f∗ : [R≥0, X]p → [R≥0, Y ]p

f∗([α]) = [f ◦α].

En particular,

Corolario VI.4.3. No existe una aplicación confluente propia f : X → Y

entre poliedros localmente compactos (más generalmente, espacios ANR5) si

X tiene un final fuerte e Y más de uno.

Ejemplo VI.4.4. Sea W una 3-variedad contráctil tipo Whitehead ([53]) para

la cual es sabido que el productoW×R ∼= R4 es homeomorfo al espacio eucĺıdeo

4-dimensional. Por lo tanto la proyección W × R → W es una aplicación

confluente no propia R4 →W . De hecho, ninguna aplicación confluente R4 →

W puede ser propia puesto que R4 tiene un final fuerte mientras que W tiene

infinitos ([33]; 16.4.13).

5Un espacio X se dice ANR en una clase de espacios H si X ∈ H y para todo Y ∈ H, tal

que X ⊂ Y es un subconjunto cerrado, se tiene que para todo entorno X ⊂ N en Y existe

una retracción r : N → X ; ver Ch. I §3 y §4 de [55] para más detalles.
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Como una consecuencia de la propiedad PLC, Grispolakis demuestra en

([34]; 3.7) que si la clase de homotoṕıa (ordinaria) de una aplicación propia

f : X → Y entre continuos generalizados de Peano (siendo Y LC1) se repre-

senta por una sobreyección confluente entonces la familia de clases a derecha

(equivalentemente, izquierda) π1(Y, y)/ Imf∗ es finita. Originalmente, este teo-

rema fue probado para aplicaciones abiertas propias por Smale [72]; ver tam-

bién ([31]; 7.4) y ([20]; 3.1) para otros resultados homotópicos previos sobre

aplicaciones monótonas entre continuos de Peano.

El hecho de que los espacios implicados en la Nota VI.2.8 y el Ejemplo

VI.4.4 sean contráctiles demuestra que el grupo fundamental no basta para

distinguir las clases de homotoṕıa propia representadas por aplicaciones con-

fluentes. Aśı, aparece el problema de determinar estas clases de homotoṕıa.

Usando el llamado pro-grupo fundamental, podemos fácilmente transferir el

teorema de Grispolakis a la categoŕıa propia como sigue.

Teorema VI.4.5. Sea f : X → Y una aplicación propia entre continuos

generalizados de Peano, con Y LC1, que es propiamente homotópica a una

sobreyección confluente. Entonces, para cualquier rayo α : R≥0 → X, la torre

cociente pro−π1(Y, f ◦α)/ Im(pro−f∗) es isomorfa a una torre de conjuntos fi-

nitos en la pro-categoŕıa de torres de conjuntos punteados (Set•, tow−Set•).

Es más, si f es propiamente homotópica a una sobreyección monótona, en-

tonces pro−f∗ es un epimorfismo en la pro-categoŕıa de torres de grupos

(Gr, tow−Gr).

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es ya

una aplicación confluente. Sean {Lj}j≥1 una sucesión exhaustiva de Y y Uj ⊂

X−f−1(Lj) y Wj ⊂ Y −Lj las componentes determinadas por α([tj,∞)) ⊂ Uj

y fα([tj ,∞)) ⊂ Wj, respectivamente, donde {tj}j≥1 es una sucesión creciente

en [0,∞). Tenemos que el pro-morfismo inducido pro−f∗ : pro−π1(X,α) →

pro−π1(Y, f ◦α) está representado por el diagrama conmutativo

π1(X)

f∗

π1(U1, α(t1))

f1∗

. . . π1(Un, α(tn))

fn∗

. . .

π1(Y ) π1(W1, fα(t1)) . . . π1(Wn, fα(tn)) . . .
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donde fn denota la correspondiente restricción de f .

De acuerdo con el Teorema IV.3.1(c) tenemos que, para todo j ≥ 1,

f(Uj) = Wj por ser f confluente y Uj componente de X−f−1(Lj) = f−1(Wj).

Finalmente, por el Lema IV.2.6 tenemos que cada fj es también confluente.

Ahora aplicamos ([34]; 3.7) a cada fj para obtener que fj∗(π1(Uj , xj)) tiene

ı́ndice finito en π1(Wj , f(xj)) para todo j ≥ 0 con U0 = X y W0 = Y . De

esta forma, el tipo de isomorfismı́a de la torre pro−π1(Y, f ◦α)/ Im(pro−f∗)

en (Set•, tow−Set•) está representado por una sucesión inversa de conjuntos

finitos.

De forma similar, para aplicaciones monótonas obtenemos que cada fj∗ es

sobreyectiva por ([31]; 7.4) y por tanto pro−f∗ es un epimorfismo por niveles

en (Gr, tow−Gr).

El rećıproco del mencionado teorema de Grispolakis para aplicaciones

monótonas de n-variedades compactas (n ≥ 3) a poliedros compactos fue

demostrado por J. Walsh ([77]) quien en una serie de art́ıculos extendió este

resultado a aplicaciones abiertas y ligeras con codominio espacios ANR com-

pactos. Más tarde Grispolakis extendió los resultados de Walsh a aplicaciones

confluentes en [34]. Conjeturamos que el siguiente análogo del teorema de

Grispolakis en ([34]; 3.8) es cierto en la categoŕıa propia.

Conjetura VI.4.6. El rećıproco del Teorema VI.4.5 es cierto para

aplicaciones propias f : X → Y donde X es una n-variedad abierta cone-

xa (n ≥ 3) e Y un espacio ANR.
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Apéndice A

Filtros

La versión general de final de Freudenthal que incluimos en esta Memoria

está basada en la noción de filtro. Este apéndice contiene las nociones básicas

de teoŕıa de filtros usadas en esta Memoria. Dado un conjunto X seaA ⊂ P(X)

una familia de subconjuntos de X conteniendo a X y cerrada por intersecciones

finitas. Un A-filtro U es una subfamilia U ⊂ A tal que:

(a) ∅ /∈ U .

(b) Si A,B ∈ U , entonces A ∩ B ∈ U .

(c) Si B ∈ U y B ⊂ A con A ∈ A, entonces A ∈ U .

Una base de un A-filtro es una familia no vaćıa B ⊂ A tal que:

(a) ∅ /∈ B.

(b) Si A,B ∈ B, existe C ∈ B tal A ∩ B ⊃ C.

Claramente, si B ⊂ A es una base de A-filtro, entonces la familia formada

por todos los subconjuntos en A que contienen a algún elemento de B es

un A-filtro, llamado A-filtro generado por B, que será denotado por U (B).

Cuando A = P(X) coincide con la familia de todos los subconjuntos de X,

los A-filtros se llaman simplemente filtros sobre X.

Decimos que x es un punto de acumulación de un A-filtro U si x ∈
⋂
{U ; U ∈ U }.
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Es claro que todo A-filtro es base de un filtro sobre X. Entonces se sigue

inmediatamente de ([24]; 3.1.24)

Proposición A.1. Todo A-filtro sobre un espacio compacto de Hausdorff tiene

un punto de acumulación.

Si el conjunto de A-filtros sobre un conjunto X es no vaćıo, se define la

siguiente relación de orden parcial: el A-filtro U1 es más fino que el A-filtro U2

si U1 ⊃ U2. Se llamará A-ultrafiltro sobre X a los elementos maximales para

esta relación de orden. Obsérvese que si {Uk}k∈K es una familia de A-filtros

totalmente ordenada por la relación anterior, entonces U =
⋃
{Uk; k ∈ K} es

un A-filtro sobre X. Entonces se deduce del Lema de Zorn que todo A-filtro

está contenido en un A-ultrafiltro aunque este no tiene por qué ser único. El

siguiente resultado es inmediato.

Proposición A.2. Son equivalentes:

(a) U es un A-ultrafiltro sobre X.

(b) Si A ∈ A y A ∩ U 6= ∅ para todo U ∈ U , entonces A ∈ U .

(b) Si A ∈ A y X −A ∈ A, entonces A ∈ U ó X − A ∈ U .

Ejemplos A.3. (a) Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto,

la familia A de los conjuntos cerrados (abiertos, respectivamente) con

frontera compacta es cerrada para intersecciones finitas y contiene a X.

En efecto, FrX = ∅ e intersecciones finitas de abiertos (cerrados) son

abiertos (cerrados). Además para cualquier par de conjuntos Fr(A∩B) ⊂

FrA∪FrB ([24]; 1.3.2) lo que implica que Fr(A∩B) es compacto si FrA

y FrB lo son.

(b) Dado un x ∈ X, si A contiene al conjunto unitario {x}, entonces la

familia Ux = {A ∈ A; x ∈ A} es un A-ultrafiltro. Estos filtros son

llamados triviales1.

1Es obvio que la clase A de los cerrados con frontera compacta en el Ejemplo A.3(a)

contiene todos los conjuntos unitarios.



Apéndice B

La pro-categoŕıa de torres y

ĺımites inversos

En este apéndice resumimos brevemente el lenguaje de las pro-categoŕıas

que usaremos en esta Memoria. Referiremos a [55] para un tratamiento exhaus-

tivo de estas categoŕıas. Recordemos que dada una categoŕıa C la pro-categoŕıa

de sucesiones inversas (o torres) en C, denotada por tow−C, es la categoŕıa

de sucesiones inversas X = X1 ← X2 ← . . . en C y donde los morfismos

f : X → Y están representados por clase de equivalencia f =
[
({nj}, {fj})j≥1

]

de pares donde {nj}j≥1 es una subsucesión creciente tal que el diagrama

Xnj

fj

Xnj+1

fj+1

Yj Yj+1

es conmutativo en C para todo j ≥ 1 (las flechas horizontales son los morfis-

mos de enlace). Dos pares ({nj}, {fj})j≥1 y ({mj}, {f ′j})j≥1 son equivalentes

si existe una subsucesión {kj}j≥1 con kj ≥ nj , mj para todo j ≥ 1 para la cual

los diagramas

Xnj

fj

Xkj
Xmj

f ′j

Yj
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son conmutativos para todo j ≥ 1 (las flechas horizontales son los morfismos

de enlace).

En particular, un pro-morfismo f : X → Y representado por el diagrama

conmutativo

Xn1 Xn2
. . .

Y1 Y2
. . .

es un isomorfismo en tow−C si y sólo si para todo j existe j′ ≥ j y un

morfismo gj : Yj′ → Xnj
en C tal que el diagrama

Xnj

fj

Xnj′

fj′

Yj Yj′

gj

conmuta. Ver ([55]; Thm. 5.1, pág. 112). En particular, si consideramos la torre

X ′ = Xn1 ← Xn2 ← . . . donde {ni}i≥1 es una sucesión estrictamente creciente

se tiene que

Lema B.1 ([55]; Thm. 1, pág. 8). X y X ′ son pro-isomorfas en tow−C.

Tanto para la descripción de los finales que presentamos en la Proposición

I.3.15 como para otros resultados de la Memoria, necesitamos también conocer

el concepto de ĺımite inverso de torres de espacios topológicos.

Más generalmente, consideramos la categoŕıa Set formada por los conjun-

tos y aplicaciones entre ellos. Sea

X = {X1
f1← X2

f2← X3
f3← . . . }

una sucesión inversa en tow−Set, que también denotaremos por {Xn, fn}. El

ĺımite inverso de X es el objeto
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ĺım
←−

X = ĺım
←−
{Xn, fn} =

{
(xn) ∈

∏

n≥1

Xn; xn = fn(xn+1)

}
.

Obsérvese que para cada j ≥ 1 existe una aplicación natural πn : ĺım
←−

X →

Xn dada por la restricción de la proyección natural
∏

n≥1Xn → Xn. Nótese

que fn ◦ πn+1 = πn.

Esta misma construcción puede ser realizada en la categoŕıas algebraicas

habituales (grupos, anillos, módulos) y los morfismos son homomorfismos en la

categoŕıa correspondiente. El ĺımite inverso también pertenece a esa categoŕıa.

Puede que el ĺımite inverso no exista para torres en una categoŕıa arbitraria,

pero si existe entonces es único pues el ĺımite inverso está caracterizado por la

siguiente propiedad universal

Proposición B.2 ([33]; Cap. 11, §2, pág. 235). Sean X = {Xn, fn}n≥1 una

torre en tow−C para la cual existe el ĺımite inverso ĺım
←−

X. Supongamos que

existe una familia de morfismos {pn : Y → Xn} para algún objeto Y y tal

que fn ◦ pn+1 = pn para cada n ≥ 0. Entonces existe un único morfismo

g : Y → ĺım
←−

X tal que πn ◦ g = pn.

Y

g

pn pn+1
X

πn πn+1

Xn Xn+1fn

Los ĺımites inversos son invariantes por pro-isomorfismos

Teorema B.3. Si X y X ′ son torres pro-isomorfas en tow−C, entonces ĺım
←−

X

es isomorfo a ĺım
←−

X ′ en C si uno de estos ĺımites existe.

En particular, si C = Top es la categoŕıa de los espacios topológicos y

las aplicaciones continuas, tenemos que el ĺımite inverso de la sucesión inversa

X = {Xn, fn}n≥1 se considera como subespacio del espacio producto
∏

n∈N Xn,

esto es,
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Teorema B.4 ([24]; 2.5.5). Sea X = {Xn, fn}n∈N una sucesión inversa en

Top y denotemos por Tn la topoloǵıa de Xn para cada n ≥ 1. DadoX∞ = ĺım
←−

X

se verifica que

B = {π−1
n (U); U ∈ Tn}n≥1

es base de la topoloǵıa de X∞. Más aún, si para cada n ≥ 1 se fija una base

Bn de la topoloǵıa de Xn, entonces se verifica que la subfamilia de B

B′ = {π−1
n (U); U ∈ Bn}n≥1

también es una base de la topoloǵıa de X∞.

En el siguiente resultado destacamos algunas propiedades de los espacios

de una sucesión inversa que son heredadas por su ĺımite inverso y que nos

serán de utilidad en la Memoria.

Teorema B.5. Sea X = {Xn, fn}n∈N una sucesión inversa en Top y X∞ =

ĺım
←−

X su ĺımite inverso; entonces se verifican la siguientes propiedades:

(a) Si Xn es de Hausdorff para cada n ≥ 1, también lo es X∞ ([24]; Thm.

2.5.2). Es más X∞ es cerrado en
∏

n∈N Xn ([24]; Thm. 2.5.1).

(b) Si Xn es segundo numerable (resp. primero numerable) para cada n ≥ 1,

también lo es X∞ ([24]; 2.5.E).

(c) Si Xn metrizable para cada n ≥ 1, también lo es X∞ ([24]; 4.2.5).

(d) Si Xn es compacto no vaćıo para cada n ≥ 1, también lo es X∞ ([24];

3.2.13).

(e) Si Xn es continuo para cada n ≥ 1, también lo es X∞ ([24]; 6.1.20).

También usaremos la siguiente proposición.

Proposición B.6 ([12]; pág. 233). Sea X = {Xn, fn}n∈N una sucesión inversa

de espacios compactos en Top y sean πn : X∞ = ĺım
←−

X → Xn las proyecciones

naturales de su ĺımite inverso. Entonces se cumple:
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(a) Para cada compacto A ⊂ X∞, {πn(A), fn|πn+1(A)}n∈N es una sucesión

inversa con aplicaciones de enlace sobreyectivas y

ĺım
←−
{πn(A), fn|πn+1(A)} = A =

(
∞∏

n=1

πn(A)

)
∩X.

(b) Dados dos cerrados A,B ⊂ X∞ tales que A ∩ B = C 6= ∅, si Cn =

πn(A) ∩ πn(B)

C = ĺım
←−
{Cn, fn|Cn+1}.

También usaremos en esta Memoria torres para las cuales fijamos el primer

elemento. Más precisamente, sea (C, tow−C) ⊂ Pair(tow−C) la subcate-

goŕıa llena de pares de tow−C cuyos objetos son morfismos X → X0 donde

X es una torre en tow−C y X0 es un objeto de C identificando con la torre

constante X0 = X0 = . . . De esta forma un objeto de (C, tow−C) puede ser

identificado con una torre X0 = X0 ← X1 ← X2 ← . . . donde el objeto X0

está fijado. Con esta identificación, un morfismo en (C, tow−C) X0 → Y 0

puede ser representado por un triple (f0, {nj}, {fj})j≥1 donde f0 : X0 → Y0 es

un morfismo en C y los diagramas

X0

f0

Xnj

fj

Xnj+1

fj+1

Y0 Y1 Yj+1

son conmutativos. Nótese que ĺım
←−

X = ĺım
←−

X0.

Las pro-categoŕıas (C, tow−C) son especialmente adecuadas para definir

los invariantes algebraicos en la categoŕıa propia. Aśı, si Gr es la categoŕıa

de grupos, se define en (Gr, tow−Gr) el análogo al grupo fundamental de la

siguiente manera.

Definición B.7. Dado un espacio propiamente basado (X,α); esto es, un rayo

α : R≥0 → X en el espacio admisible X, el pro-grupo fundamental de (X,α)

es el objeto en (Gr, tow−Gr)
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pro−π1(X,α) = {π1(X, x0)← π1(U1, x1)← π1(U2, x2)← ...}

definido como sigue. Sea {Kj}j≥1 una sucesión exhaustiva de X y 0 = t0 <

t1 < . . . tn < . . . una sucesión creciente con α([tj ,∞)) ⊂ X − Kj. Entonces

tomemos Uj ⊂ X −Kj la componente conexa determinada por α([tj ,∞)) con

xj = α(tj) y U0 = X. Los homomorfismos de enlace son las composiciones de

los inducidos por inclusiones y los isomorfismos de cambio de punto de base a

lo largo del rayo α.

El tipo de isomorfismo de la torre pro−π1(X,α) es independiente de la

sucesión exhaustiva y del representante del final fuerte [α], pero depende de

este final fuerte; ver ([6]; V.4.10) para un ejemplo bien conocido debido a L.

C. Siebenmann.

Una aplicación propia f : (X,α)→ (Y, f ◦α) induce un morfismo pro−f∗ :

pro−π1(X,α) → pro−π1(Y, f ◦α) en la categoŕıa (Gr, tow−Gr) como sigue.

Elegimos una sucesión exhaustiva {Lj}j≥1 de Y . Si fj : Uj →Wj denota la res-

tricción de f a las componentes Uj ⊂ f−1(Y −Lj) y Wj ⊂ Y −Lj que contienen

a α([tj ,∞)) y fα([tj ,∞)), respectivamente, el diagrama conmutativo

π1(X, x0)

f∗

π1(U1, x1)

f1∗

π1(U2, x2)

f2∗

. . .

π1(Y, f(x0)) π1(W1, f(x1)) π1(W2, f(x2)) . . .

representa el pro-morfismo pro−f∗, donde las flechas verticales son las

aplicaciones inducidas por f y fj entre los grupos fundamentales. La torre ima-

gen de pro−f∗, Im(pro−f∗), viene dada por Im(pro−f∗) = {Imf∗ ← Imf1∗ ←

Imf2∗ ← . . . } donde los homomorfismos enlace son las restricciones de aquellos

de pro−π1(Y, f ◦α). La torre cociente pro−π1(Y, f ◦α)/ Im(pro−f∗) está enton-

ces definida nivel a nivel por las correspondientes clases a derecha (o, equiva-

lentemente, izquierda). Notemos que esta torre no es en general un objeto en

(Gr, tow−Gr) sino un objeto en la categoŕıa (Set•, tow−Set•) de torres de
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conjuntos punteados y aplicaciones de conjuntos punteados como morfismos

de enlace.

Recordemos que un pro-morfismo f : G0 = {G0 ← G1 ← . . . } → H0 =

{H0 ← H1 ← . . . } en (Gr, tow−Gr) representado por el diagrama conmuta-

tivo

G0

f0

Gn1

p0

f1

Gn2

p1

f2

. . .p2

H0 H1q0
H2q1

. . .
q2

es un epimorfismo en (Gr, tow−Gr) si y sólo si f0 es sobreyectivo y dado

i ≥ 1 existe k(i) ≥ i tal que qi ◦ . . . ◦ qk(i)−1 ⊂ Imfi o, equivalentemente, que

G0 es pro-isomorfa en (Gr, tow−Gr) a la torre imagen

Im(f)0 = {Imf0 ← Imf1 ← Imf2 ← . . . }

Análogamente f es un monomorfismo en (Gr, tow−Gr) si f0 es inyectivo

y para todo i existe ns(i) ≥ ni tal que ker fi ⊂ ker(pi ◦ . . . ◦ps(i)−1). Ver ([55];

Cap. II, §2).
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Math. Soc. 6 (1973), 193–196

[66] R. M. Schori, A universal snake-like continuum, Proc. Amer. Math.

Soc. 16 (1965), 1313–1316.

[67] N. Shekutkovski, Quasicomponents and functional separation, URL:

http://www.impan.gov.pl/BC.old/05Borsuk/notes/Shekutkovski.pdf.

[68] A. W. Schurle, Topics in Topology, North-Holland, 1979.

[69] E. V. Shchepin, On maps of the two-dimensional sphere, Russ. Math.

Sur. 58 (2003) 1218–1219.

[70] L. C. Siebenmann, The obstruction to finding a boundary for an open

manifold of dimension greater that five, Thesis. Princeton University,

1965.



198 Bibliograf́ıa.

[71] E. G. Skljarenko, Uniquess Theorems in Homology Theory, rm Math.

U.S.S.R. Sbornik. 14 (1971) 199-218.

[72] S. Smale, A note on open maps, Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957), 391–

393.

[73] E. H. Spanier, Algebraic Topology, Springer-Verlag, 1982.

[74] C. Thomassen, The locally connected compact metric spaces embeddable

in the plane, Combinatorica 24 (4) (2004), 699-718.

[75] C. Thomassen, Classification of locally 2-connected compact metric spa-

ces, Combinatorica 25 (1) (2005), 85-103.

[76] I. A. Vainstein, On closed mappings of metric spaces, Dokl. Akad. Nauk.

SSSR 57 (1947), 319–321.

[77] J. J. Walsh, Monotone and open mappings on manifolds, I, Trans. Amer.

Math. Soc. 209 (1975), 419–432.

[78] L. E. Ward, Jr., On Dendritic sets, Duke Math. J. 25 (1958), 505–513.
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