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Introduccion.

La primera definiciéon de continuo se remonta a los origenes de la topologia,
cuando ain era denominada “Analysis Situs”. Fue Cantor [11] en 1883 quien
defini6é un continuo como un subespacio euclideo C' C R™ perfecto (esto es, sin
puntos aislados) tal que para dos puntos cualesquiera a y by para todo € > 0
existe un numero finito de puntos a = pg, p1, ..., p, = b tales que la distancia

entre dos consecutivos sea menor que e.

Es interesante observar que la definicién original de Cantor no hacia refe-
rencia a la compacidad. De hecho esta propiedad atn no era bien conocida por
entonces ya que el primer estudio de la compacidad, debido a E. Borel, data
de 1894. La compacidad en su forma actual fue introducida por P. Alexandroff
y P. Uryshon en 1928.

En presencia de la compacidad la definicién de Cantor resulta ser equiva-

lente a la definicion actual de conexién para los espacios métricos.

En los anos 20 la escuela polaca de topologia, compuesta entre otros por W.
Sierpinski, S. Mazurkiewicz, B. Knaster y K. Kuratowski, di6 un impulso de-
cisivo a la teoria de continuos en el ambiente compacto, quedando establecida
practicamente como definicion candnica de un continuo la de un espacio métri-
co, compacto y conexo. Como referencia histérica sobre la teoria de continuos

puede consultarse a J. J. Charatonik [15] y W. T. Ingram [40].

Debido a las riquisimas consecuencias de la compacidad, la teoria de los
continuos se ha desarrollado casi en su totalidad en la clase de los espacios
compactos. Sin embargo, espacios importantes sin esta propiedad no faltan,
comenzando por los espacios euclideos. Incluso tratando espacios compactos

surgen espacios no compactos de manera inmediata; por ejemplo los espacios
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recubridores de espacios con grupo fundamental infinito. La propiedad que

reemplaza a la compacidad en estos espacios es la compacidad local.

En ausencia de compacidad es necesario tratar con los puntos “ideales”
en el infinito que las “fugas” del espacio proporcionan. Y esto es asi desde
las propiedades basicas de la topologia conjuntista hasta las propiedades mas
refinadas de la topologia geométrica de variedades. Una primera actitud ante la
falta de compacidad es restringir el marco de trabajo de la categoria topologica
(Top), creando una subcategoria adecuada dentro de ella. Esta subcategoria
es conocida como la categoria propia (Topp) y consiste, hablando sin rigor,

en tomar sélo aquellas aplicaciones continuas que preservan el “infinito”.

La categoria propia tiene sus origenes en la clasificacién de las superfi-
cies no compactas por B. Kerékjarté en 1923 [44], pero no tuvo entidad como
especialidad de la topologia hasta los trabajos de L. C. Siebenmann sobre va-
riedades no compactas [70]. En ellos aparecen ya algunas de las caracteristicas
que definen a la categoria propia: invariantes de finales, procesos geométricos

infinitos, etc...

Esta Memoria es una contribucion al estudio de las propiedades topo-
geométricas de los continuos generalizados; es decir, espacios métricos sepa-
rables, conexos y localmente compactos. Hemos dividido su contenido en dos

partes que pasamos a detallar.

La Parte A comprende cuatro capitulos dedicados al estudio de la topologia
conjuntista de los continuos generalizados. En el primer capitulo se desarrolla
con detalle la nocién de final de un espacio de Hausdorff localmente compacto
mediante el uso de ultrafiltros al estilo de [22] y [37]. Hemos incluido esta in-
troduccién pormenorizada al no aparecer en los manuales de topologia general
disponibles en la literatura. Cuando nos restringimos a los continuos generali-
zados ganamos intuicién geométrica pues entonces los finales de Freudenthal
pueden entenderse como sucesiones encajadas de cuasicomponentes. Aunque
este resultado es citado en [67], creemos de interés incluir una demostracién

aqui pues no hemos tenemos constancia de ninguna otra en la literatura.

En el Capitulo I anadimos la conexién local y trabajamos con los continuos

generalizados de Peano. A esta clase pertenecen los objetos geométricos de mas
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interés como son las variedades topoldgicas conexas y los poliedros conexos
localmente finitos. Para estos espacios un final viene dado por una sucesion
inversa de componentes (arco)conexas que es la versién habitual de final que
se usa en la topologia algebraico-geométrica propia. La seccién auxiliar §II.1A
contiene los rudimentos de la clase de los continuos generalizados de Peano que
son dendriticos (dendritas), cuyas propiedades topoldgicas extienden a las de
los arboles de la teoria de grafos. La Seccién §I1.2 la dedicamos al anélisis de un
resultado reciente de M. Bognar (Teorema A en [8]) sobre el teorema clésico de
Hahn-Mazurkiewicz que caracteriza los continuos ordinarios. El Teorema I1.2.1
proporciona una demostracién mucho més corta que la original en [8], y vemos
que, en realidad, es equivalente al Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (Teorema
I1.2.4). La Seccién §I1.3 esta dedicada a demostrar diferentes generalizaciones

de este resultado en ausencia de compacidad.

Una herramienta fundamental en la teoria de los continuos es el limite
de sucesiones inversas de espacios. Esta construccion proporciona una técnica
util para generar continuos complicados a partir de espacios mas sencillos
([19] y [39] son dos referencias clésicas) ya que el limite inverso de continuos
es un continuo. Dedicamos el Capitulo III al estudio de algunas propiedades
topoldgicas de limites inversos de sucesiones de espacios no necesariamente

compactos con aplicaciones de enlace propias.

Prescindir de la compacidad nos priva de las propiedades fundamentales de
los limites inversos en la teoria de los continuos ordinaria, pues dicha propiedad
es crucial tanto para la existencia como para la conexién del limite inverso de
una sucesion de continuos. Por tanto, al considerar espacios no compactos
el limite inverso no tiene por qué existir, y de existir no tiene por qué ser
necesariamente conexo; incluso vemos como puede fallar la metrizabilidad del
espacio de finales (Ejemplo I11.2.4). Entre las primeras conclusiones alcanzadas
en este capitulo destacamos que las anomalias antes mencionadas no aparecen
en los limites inversos de semirectas euclideas R>o = [0, +00), pues son todos
continuos generalizados con un unico final (Teorema I11.3.4), ni en los limites
inversos de rectas euclideas R que son continuos generalizados con dos finales
(Teorema II1.4.2). También demostramos que no existe un objeto universal

para tales limites inversos (Teorema II1.3.6).
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En la Seccion §I11.4 se caracterizan a los dendritas como aquellos espacios
que son limites inversos de arboles con aplicaciones de enlace propias (Teo-
rema I11.4.3). Este resultado, a pesar de su enunciado sencillo, parece nuevo
en la literatura. Terminamos este capitulo encontrando un dendrita universal
(Teorema II1.5.2).

Concluimos la Parte A con el Capitulo IV donde se estudia el compor-
tamiento de la extensién de Freudenthal (y de Alexandroff) de una aplica-
cién propia respecto a la confluencia, semiconfluencia y confluencia débil. Las
aplicaciones confluentes entre continuos han sido ampliamente estudiadas en la
literatura desde que fueron definidas por J. J. Charatonik [14], generalizando
a las clases de las aplicaciones mondtonas y las aplicaciones abiertas. Algunos
autores ya han usado aplicaciones con fibra compacta para extender resultados
sobre aplicaciones confluentes en la teoria de los continuos clasica a espacios

no compactos; ver [34]. Este capitulo es una contribucion a este esfuerzo.

En detalle, comenzamos senalando que ninguno de los tipos de aplicaciones
confluentes mencionadas anteriormente es preservado por la extensién de Freu-
denthal (Ejemplo IV.2.11). Sin embargo, obtenemos resultados positivos cuan-
do las aplicaciones implicadas tienen codominio localmente conexo (Teoremas
IV.2.13, IV.4.5 y IV.5.6). La extensién de Freudenthal también preserva la
confluencia y la confluencia débil para aplicaciones que induzcan un homeo-
morfismo entre los espacios de finales (Teorema IV.6.5). De manera similar, la
compactificacién por un punto de Alexandroff preserva las aplicaciones con-
fluentes y débilmente confluentes (Teorema IV.6.8). En cambio, estos resulta-

dos no se tienen para las aplicaciones semiconfluentes (Ejemplo IV.6.9).

El capitulo contiene dos demostraciones de la preservacién de la confluen-
cia (Teorema IV.2.13), la primera y més corta (que no funciona para los otros
tipos de confluencia considerados) es una interesante consecuencia del teore-
ma de factorizacion monoétona-ligera para aplicaciones propias. La segunda
esta basada en el hecho de que los subcontinuos de Peano pueden reemplazar
a los subcontinuos arbitrarios en la definicion de confluencia para aplicaciones
con codominio localmente conexo (Teorema IV.3.1). Las aplicaciones semi-
confluentes siguen el mismo patron. En contraste, el Teorema IV.3.1 no se

cumple para las aplicaciones débilmente confluentes (Ejemplo IV.4.1); no obs-
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tante, ain podemos probar el andlogo al Teorema IV.2.13 para esta clase de

aplicaciones (Teorema IV.4.5).

A las técnicas de la topologia general usadas hasta ahora anadimos resul-
tados de la topologia geométrica (de dimensién 2) y algunas herramientas de
la topologia algebraica de la categoria propia para abordar en la Parte B de
esta Memoria algunos problemas de naturaleza algebraico-geométrica de los

continuos generalizados.

En el capitulo V reconsideramos los trabajos de C. Thomassen, [74] y
[75], donde se demuestran, en un lenguaje combinatorio, una serie de resul-
tados concernientes a continuos localmente 2-conexos. Nosotros enmarcamos
estos resultados en la teoria de los continuos y bajo este nuevo punto de vista
encontramos demostraciones puramente topolégicas de ellos, aplicando resul-
tados ya cléasicos de autores como K. Kuratowski, S. Claytor o K. Borsuk. De
esta forma, ademas de obtener pruebas alternativas mas sencillas, podemos

generalizar los resultados de Thomassen al ambiente no compacto.

En concreto, si X es un continuo generalizado de Peano localmente 2-
conexo y localmente plano construimos una superficie My tal que X se sumerge
en Myx como un cerrado, de manera que sus espacios de finales de Freudent-
hal son homeomorfos (Teorema V.1.1). Ademas, Mx estd determinada por X
de manera que cualquier espacio métrico unidimensional Y se sumerge como
cerrado en X siy sélo si también lo hace en My (Teorema V.1.2). Como una
consecuencia, caracterizamos en el Teorema V.1.3 la planaridad local de un
continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo usando las dos curvas
introducidas por S. Claytor [17] para caracterizar la planaridad de los conti-
nuos de Peano como extension del resultado clasico de K. Kuratowski sobre la

planaridad de los grafos.

El Capitulo VI comienza con una breve introduccion de las propiedades ho-
motopicas de los finales de Freudenthal. Concretamente, estudiamos los conti-
nuos generalizados de Peano dendriticos estableciendo que el tipo de homotopia
propia de estos espacios queda determinado por su espacio de finales de Freu-
denthal (Teorema VI.1.7 y Corolario VI.1.5). Ademds, damos explicitamente

una caracterizacion homotopica de los dendritas en el Teorema VI.1.8.
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Posteriormente centramos nuestro interés en un teorema debido a T. B.
McLean [52] que establece que las aplicaciones confluentes preservan los conti-
nuos tipo arbol. La demostracién de este teorema es de naturaleza homotoépica
y depende crucialmente de la caracterizacion de J. H. Case y R. E. Chamberlin
[13] de los continuos tipo arbol en términos de aplicaciones inesenciales. Proba-
mos en §VI.3 que los analogos de estos teoremas no son ciertos en la categoria
propia (Ejemplos VI.3.5 y VI.3.7). No obstante, otras propiedades homotépicas
involucradas en estos teoremas si se cumplen para aplicaciones confluentes pro-
pias (Proposicién VI.2.5 y Teoremas VI.3.4 y VI.3.12). Ademés de estas exten-
siones de resultados conocidos en la teoria de los continuos, damos resultados
nuevos concernientes al plano euclideo y que no tienen equivalente en la cate-
goria topoldgica ordinaria puesto que el plano es contrictil (Teoremas VI.2.7
y V1.3.9). Finalmente, en §VI.4 establecemos que las aplicaciones propias con-
fluentes inducen sobreyecciones entre finales fuertes (Corolario VI1.4.2) y, mas
aun, las aplicaciones mondtonas inducen sobreyecciones entre pro-grupos fun-
damentales (Teoremas VI.4.5); mejorando resultados de T. Ganea [31] y J.
Grispolakis [34].

A lo largo de esta Memoria hemos enunciado explicitamente algunos pro-

blemas que ha quedado sin respuesta y que seran objeto de un futuro estudio.

Dos cortos apéndices recogen resultados basicos sobre filtros (Apéndice A)
y pro-categorias y limites inversos (Apéndice B) necesarios para el desarrollo

de este trabajo.



Parte A

Nuevos resultados en la
topologia conjuntista de los

continuos generalizados






Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo recopilatorio contiene las nociones basicas que se usaran a
lo largo de esta Memoria. En concreto recordaremos la nocion de aplicacién
propia y su caracterizacién para espacios de Hausdorff localmente compactos.
Ademas se dard la nocién general de final de Freudenthal para estos espa-
cios. En la tltima seccién, se da una descripcion alternativa de los finales de
Freudenthal para la clase de los continuos generalizados mediante sucesiones

decrecientes encajadas de cuasicomponentes.

gl.1. Propiedades topolégicas de las

aplicaciones propias

La idea intuitiva que se quiere formalizar con las aplicaciones propias es
la de preservar el “infinito”de un espacio. Asimismo las aplicaciones propias

conservan y reflejan muchas propiedades topoldgicas importantes.

A continuacién se recogen las propiedades basicas de las aplicaciones pro-
pias (también llamadas en la literatura aplicaciones compactas o perfectas).
La clase de las aplicaciones propias entre espacios métricos fue introducida
por I. A. Vainstein en [76]. M4s tarde, las aplicaciones propias entre espacios
de Hausdorff localmente compactos fueron estudiadas por J. Leray [50] y N.
Bourbaki [7]. Referimos al lector a [7] y [24] para una informacién exhaustiva

sobre la topologia de las aplicaciones propias; ver también [42].

Sea Top la categoria de los espacios topolégicos y las aplicaciomes conti-
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nuas. Si f : X — Y y f/: X’ — Y’ son aplicaciones continuas y cerradas,
la aplicacién producto f x g : X x X’ — Y x Y’ no tiene por qué ser ce-
rrada. Por ejemplo, si f : Q — Q es la aplicacién constante f = 0; entonces
[ xidg : Q% — Q2 es la aplicacién (z,y) — (0,7), que no es cerrada ya que si
[ = {(z1,72) € Q% z179 = 1}, se tiene f X idg(T') = Q — {0}.

Definicién 1.1.1. Una aplicacion f: X — Y se dice que es propiasi f X idy :
X X Z —Y x Z es cerrada para cualquier espacio topoldgico Z.
Sien (I.1.1) tomamos Z = {*}, tenemos
Proposicion 1.1.2. Las aplicaciones propias son cerradas.
Proposicién 1.1.3 ([7]; .10.1.2). Sea f : X — Y wuna aplicacion continua e
wnyectiva. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) f es propia.

(b) f es cerrada.

(¢) f es una inmersion cerrada (i.e., [ es un homeomorfismo de X sobre el

conjunto cerrado f(X)).

Proposicién I1.1.4 (([7]; 1.10.1.5), ([24]; 3.7.5)). Sean f : X =Y yg:Y — Z

aplicaciones continuas:

(a) Si f y g son propias, go [ es propia.

(b) Sigo f espropiay f es sobreyectiva, entonces g es propia.

(c) Sigof es propia y g es inyectiva, entonces f es propia.

(d) Sigo f es propia y Y es Hausdorff, entonces [ es propia. Mds ain,

9lrxy : f(X) — Z es propia.
De acuerdo con (I.1.4(a)) podemos considerar la subcategoria Topp C Top

formada por todos los espacios topoldgicos y las aplicaciones propias.

Proposicién 1.1.5 ([7]; 1.10.2.1). Una aplicacion continua f : X — Y es

propia si y sélo si es cerrada y la fibra f~1(y) es compacta para cada y €Y.
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Proposicién 1.1.6 ([7]; 1.10.2.6). Sea f : X — Y wuna aplicacion propia.

Entonces f~Y(K) es compacto para cualquier K C'Y compacto.
Entre espacios localmente compactos esta tltima proposicion caracteriza a
las aplicaciones propias. Més explicitamente,

Proposicién 1.1.7 ([7]; 1.10.3.7). Sea f : X — Y wuna aplicacion continua
entre espacios de Hausdorff y localmente compactos. Entonces, las siquientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) f es propia.
(b) f~YK) es compacto, para cada compacto K C'Y .

(¢) Para cada compacto K C'Y hay un subconjunto compacto L C X con

JX-L)cY-K.

Esta caracterizacion se suele adoptar como definicién. Mas atun, en la clase
de los espacios de Hausdorff y localmente compactos, las aplicaciones propias
se pueden caracterizar como las aplicaciones que llevan el “infinito” en el “in-

finito”. Més explicitamente, se puede usar (I.1.7) para probar

Proposicion 1.1.8 ([7]; pdg.104). Sean X,Y espacios de Hausdorff localmente
compactos y X, YT las respectivas compactificaciones por un punto de X eY .
Entonces la aplicacion continua f: X — Y es propia si y solo si su extension

[T Xt =Y, dada por fT(00) = 00, es continua.

Recordemos que la compactificacion por un punto o compactificacion de
Alezandroff de un espacio de Hausdorff localmente compacto X, es el espacio
X* = X U{oo} cuya topologia contiene a todos los abiertos de X y para la
cual los conjuntos (X — K)U{oo} con K C X compacto, constituyen una base

de entornos abiertos del punto oco.

Dada una aplicacion propia y sobreyectiva f : X — Y entre espacios de
Hausdorff, una propiedad topolégica P se dice que es invariante por f si Y
tiene la propiedad P cuando X tiene la propiedad P. Igualmente P se dice
inwvariante inversa por f si X tiene la propiedad P cuando Y tiene la propiedad
P. Asi la compacidad (local) es una propiedad invariante e invariante inversa

como muestra la siguiente proposicion
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Proposicién 1.1.9 ([24]; 3.7.21, 3.7.24). Sean X y Y espacios topoldgicos,
siendo X un espacio de Hausdorffy f : X — Y wuna sobreyeccion propia. En-
tonces, X es compacto (resp. localmente compacto) si y sélo si Y es compacto

(resp. localmente compacto).

Otras propiedades topoldgicas para las cuales las aplicaciones propias tie-

nen un buen comportamiento estan recogidas a continuacién.
Proposiciéon 1.1.10. Las siguientes propiedades son invariantes por
aplicaciones propias:

(a) Propiedades de separacion: condicion de Hausdorff, reqularidad, norma-

lidad ([24]; 3.7.20).

(b) Metrizabilidad ([24]; 4.4.15).

(¢) Paracompacidad ([24]; 5.1.33).

(d) Conezion local ([68]; 3.5.7(4)).

(e) Compacidad local ([24]; 3.7.21).

Por otro lado la reqularidad ([24]; 3.7.23), y la paracompacidad ([24]; 5.1.35)

son invariantes inversas por aplicaciones propias.

gI.2. Finales de Freudenthal

Siguiendo la exposicién que aparece en [37], en esta seccién presentamos
con detalle el primer invariante propio de un espacio: su espacio de finales,
introducido por H. Freudenthal en [30]. Ver también [28], [29], [27] ¥ [41]. A lo
largo de esta Memoria, consideraremos los finales de Freudenthal en diferentes

tipos de espacios, aunque todos seran de Hausdorff y localmente compactos!.

'De hecho los finales de Freudenthal pueden definirse para la clase mas general de los
espacios de Hausdorff rim-compactos que son aquellos donde cada punto posee una base
de entornos de frontera compacta. Ver [28]. Puesto que nuestro interés son los continuos

generalizados no trabajaremos con tanta generalidad.
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Para definir los finales de Freudenthal en términos de ultrafiltros seguiremos
[37]. Puede consultarse también [22]. Dado un espacio X, denotaremos por A
la familia de todos los conjuntos cerrados con frontera compacta en X y sea X
el conjunto de todos los A-ultrafiltros?. Sobre X se puede definir una topologia

compacta cuya base de conjuntos cerrados consiste en los conjuntos

BA) ={% € X; Ac U} (1.2.A)

donde A € A. Si se identifica cada x € X con el A-ultrafiltro trivial %,
podemos ver a X como la unién de X con todos los A-ultrafiltros no triviales en
X. Se demuestra que X es compacto y Hausdorff y que X esta topologicamente
inmerso en X como conjunto abierto y denso; es mas, el conjunto cerrado
F(X) = X — X C X es 0-dimensional y por tanto totalmente disconexo; ver
[37]. Asi,

Definicién 1.2.1. Dado un espacio de Hausdorff y localmente compacto X,
al espacio X se le conoce como la compactificacion de Freudenthal® de X y a
la diferencia F(X) = X — X como el espacio de finales de Freudenthal de X.

El siguiente lema prueba que F(X) = @ si X es compacto.

Lema 1.2.2. Un A-ultrafiltro % en )?, es trivial si y solo si contiene un

conjunto compacto.

Demostracién. Si K € % es compacto entonces % = {KNU; U € %} es

una base de filtro en K. Por tanto la Proposicion A.1 establece que (., U =

2En el Apéndice A se recogen las definiciones basicas de teoria de filtros usadas en esta
seccion.

3La compactificacién de Freudenthal X esla mayor de las compactificaciones de X con
resto O-dimensional; esto es, si X es un espacio compacto de Hausdorff que contiene a
X C X como un subconjunto denso y abierto y X—Xes 0-dimensional, entonces existe una
aplicacién continua} X - X que extiende a la inclusién X C X. Més aun, para los espacios
rim-compactos la compactificacién de Freudenthal es homeomorfa a la compactificaciéon de
Stoilow-Kerékjarté SX = 3(X)/Q(8(X) — X ) donde 5(X) es la compactificacién de Stone-
Cech y Q(—) denota el espacio de cuasicomponentes (1.3.7). Ver [41] y [65]. Estos resultados

no seran utilizados en la Memoria.
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Nvrca, U' # @ de donde % es un A-ultrafiltro trivial. El reciproco es obvio.
0

A continuacién damos una serie de lemas técnicos que ayudan a describir
la topologia de X. Todos los espacios considerados en esta seccion seran de

Hausdorff y localmente compactos.

Lema 1.2.3. Si K es un subconjunto compacto de un espacio X, entonces

X —intK es un elemento de cualquier A-ultrafiltro no trivial % .

Demostracién. Para cualquier F' € %, F es un conjunto cerrado no com-
pacto. Aqui usamos el Lema 1.2.2. Asi pues F'N (X —intK) # &. Por lo tanto
X —intK € % pues % es un A-ultrafiltro y Fr(X — intK) C K es compacto
(ver Proposicién A.2). O

Lema 1.2.4. Para cualquier conjunto Y C X se tiene v = ({B(A); Y C
A}.

Demostracién. En efecto, por definicién la topologia de X en (I.2.A) tenemos

v = ({B(4); ¥ € B(A)} (12.B)

donde los puntos de Y estan identificados con ultrafiltros triviales; esto es,
U, € B(A) para todo y € Y y por tanto A € %,; estoes, y € Ay asi Y C
A. O

Para cualquier conjunto B C X , denotemos por B7 a la interseccién
BF =B nF(X)c X,

Lema 1.2.5. Para cualquier A € A, B(A) = AU A”. En particular, % € a*
sty solo si A€ U.

Demostraciéon. De acuerdo con el Lema 1.2.4 tenemos que A =
(WB(Z); A C Z}. Asi pues Z € % para todo % € B(A), y como conse-
cuencia B(A) C B(Z). Esto demuestra que B(A) C A", La otra inclusién es
inmediata pues A C B(A). O
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Denotemos por G la familia de conjuntos abiertos de frontera compacta en

un espacio de Hausdorff localmente compacto X. Entonces

Lema 1.2.6. Para cada G € G el conjunto G* = G U G” es abierto en X
y estos conjuntos junto con los conjuntos abiertos de X forman una base de

conguntos abiertos para X.

Demostracion. Notemos que los conjuntos cerrados A = X — Gy H = "
tienen frontera compacta pues Frff C FrG = FrA. Mds atn T =a" ya que
H=3G" NG, Afirmamos que

G = X — B(A) (1.2.0)

con lo que terminariamos la demostracion.

Para probar (1.2.C), consideremos % € @X = F)A( un A-ultrafiltro no
trivial. Obtenemos entonces que H € % por el Lema 1.2.5 y asi A ¢ % ya
que de otra forma % contendria al conjunto compacto A N H = FrA. Por lo
tanto, % ¢ B(A). El reciproco es andlogo. O

Lema 1.2.7. Para cualquier compacto K C X y cualquier conjunto cerrado
F C X con FrF C K la diferencia F — K es un abierto de G y (F — K)* es

abierto en X.

Demostracién. Es inmediato comprobar que G = F — K = intF' — K es un
conjunto abierto con frontera compacta FrG C FrF'U K, y ahora el Lema 1.2.6
establece que (F — K)# es abierto en X. O

Proposicién 1.2.8 (c.f. (I.1.8)). Toda aplicacion propia f : X — Y admite
una extension continua ]?: X —>Y que se restringe a una aplicacion f, :
F(X) — F(Y). Explicitamente, si % € F(X), f(%) = %) es el unico

Y
elemento en (\yeqy f(U)
La aplicaciéon fse conoce como extension de Freudenthal de f. En la de-
mostracion de la Proposicion 1.2.8 usaremos el siguiente

Lema 1.2.9. Sea f : X — Y wuna aplicacion propia y A C Y. Si FrA es
compacto, también lo es Fr(f~'(A)).
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Demostracién. Por continuidad Fr(f~'(A)) = f1(A)n f71(Y —A) C
AN f2(Y —A) = fYFrA) donde este tltimo conjunto es compacto

al ser f propia, y por tanto el conjunto cerrado Fr( f _1(A)) es compacto. [

Demostracién de la Proposicién 1.2.8. Sea % un A-ultrafiltro no trivial.
Por la compacidad de }A/, el filtro f(% ) generado por las imagenes de elementos

de % tiene al menos un punto de acumulacién (ver Proposicién A.1) y asi

Zy = () JO) #o. (1.2.D)

vew
Es mas, esta interseccién no contiene elementos de Y. En efecto, supon-
gamos que existe y € Zy NY = ey [(U). Aqui usamos que f(U) es un
conjunto cerrado en Y. Entonces, el conjunto compacto f~!(y) corta a cual-
quier U € % y asi (\yey U N [ (y) # @. Por tanto, f~'(y) € % y por el

Lema 1.2.2, % es trivial, lo que es una contradiccion.

Comprobemos que Zz se reduce a un elemento. Para ello, supongamos
que #1 y #5 son dos A-ultrafiltros distintos que pertenecen a Zy . Entonces
podemos encontrar dos conjuntos cerrados de frontera compacta W; € %#;
(i = 1,2) con Wy N W, = @. Ademés, por el Lema 1.2.7, (W; — FrW;)? es un
entorno abierto de % en Y (i=1,2)y

)N (Wi = FrWy)* = f(U) N (Wi — BfW;) # @

para todo U € % . Asit W; N f(U) # @, y por tanto U N f~Y(W;) # & para
todo U € % . Por el Lema 1.2.9, f~1(W;) es un conjunto cerrado de frontera
compacta. Luego f~1(W;) y f~1(Ws) son conjuntos disjuntos en el A-ultrafiltro

% lo que es una contradiccién con la definicion de filtro.

Afirmamos que f : X — Y se extiende a una aplicaciéon continua
f: X — Y tomando f(%) = f.(%) donde f.(%) es el tnico elemento
en Zy. Para comprobar la continuidad, consideremos un abierto basico G?
de la compactificacion de Freudenthal Y dado por el Lema 1.2.6, para el cual
ffl(G”) = ["HG) U f71(GT). Més atin Fr(f~'(G)) es compacto por el Lema

[.2.9 y la continuidad de fse sigue si comprobamos la igualdad
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(12.E)

que llevarfa a f~1(G*) = (f_l(G’))h.

Para probar (I.2.E) observamos que dado % € f7*(G7), el conjunto G*
es un entorno abierto de f,(%) en Y y se sigue G N f(U) = G N f(U) # @
para todo U € % por la definicién de f.(% ). Por lo tanto (f_l(G’))u NU =
[THG)NU # & para todo U € %; esto es, U N A # & para todo A € A
con f71(G) C Ay, porel Lema 1.2.4, % € (ffl(G))f. La demostracién de la

inclusion en el otro sentido es similar. O

Proposiciéon 1.2.10. Sea f: X — Y una aplicacion propia entre espacios de
Hausdorff localmente compactos. Si f es sobreyectiva, entonces J?: F(X) —
FY)y fo: F(X)— F) también lo son.

Demostracién. Si % es un A-filtro en Y, entonces f~(%) = {f~(U);U €
% } es una base de A-ultrafiltro en Y. Aqui usamos que f es sobreyectiva y el
Lema 1.2.9. Entonces, si # es un A-ultrafiltro en X con f~1(%) C # tenemos
que para todo W € # existe U € % con f*I(U)AC W; estoes U C f(W).
Asi pues, el Lema 1.2.5 nos da % € U? C WY YU € Nwey WY lo
que demuestra que f.(#) = U . O

§I.3. Finales de continuos generalizados

En esta seccién restringiremos nuestro estudio a la clase de los espacios me-
trizables, localmente compactos y o-compactos, a los que llamaremos espacios
admisibles. Recordemos que un espacio o-compacto es aquel que se descompo-
ne en la unién numerable de subconjuntos compactos. En concreto, centramos
nuestro interés en los espacios admisibles conexos, que son conocidos como
continuos generalizados. De esta forma los continuos generalizados compactos

coinciden con los continuos de la teoria cléasica.

Nota I.3.1. La condicién de o-compacidad es redundante para los continuos

generalizados. En efecto, de ([24]; 4.4.F(c)) se sigue que todo espacio conexo
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metrizable y localmente compacto es separable y por tanto segundo numerable

y o-compacto.

Definicién 1.3.2. Una sucesion erhaustiva de un espacio topolégico X es
una sucesién de subconjuntos compactos K, C X tales que X = (J7° | K, y
Kn C intKn+1.

La compacidad local y la o-compacidad permiten establecer

Lema 1.3.3. Siempre existen sucesiones exhaustivas en un espacio admisible

X.

Demostracién. Por o-compacidad, X = (J ., D,, con cada D, compacto.
Ademas la compacidad local de X da para cada z € D; un entorno abierto de
x, U,, de clausura compacta. La compacidad de D; lleva a D C U,, U---U
U, C U, U---UU,, = K} para ciertos puntos zi,...,z, € D;. Asi pues
K, = D; C intK, donde Ky = K} U D,. Procediendo ahora inductivamente
obtenemos que X = J>7, K,, con K,, C int/K,,;;. O

En la Seccion §1.2 los finales de Freudenthal fueron introducidos mediante
el uso de ultrafiltros siguiendo [37]. Para continuos generalizados, los fina-
les pueden describirse de una forma més simple como sucesiones decrecientes
encajadas de cuasicomponentes; en particular, F(X) es homeomorfo a un sub-
conjunto cerrado del conjunto de Cantor. Esto se enuncia sin demostracién
en [67]. Nosotros damos aqui una demostracién explicita de estos hechos (ver

Proposiciones 1.3.15 y 1.4.3).

Definicién 1.3.4. Dado un espacio X, la cuasicomponente de x € X, deno-
tada por Q(z), se define como la interseccién de todos los conjuntos abiertos

y cerrados de X que contienen a x.

Nota 1.3.5. Las cuasicomponentes forman una particion de X en conjuntos
cerrados que refina la particién en componentes conexas (es decir, cada com-
ponente estd contenida en una cuasicomponente); es mas, la imagen continua
de una cuasicomponente estd contenida en una cuasicomponente. Para espa-
cios métricos compactos, las cuasicomponentes coinciden con las componentes
conexas; ver ([45]; Thm. 2, pag. 169).
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Lema 1.3.6. Sea X un espacio admusible. Si K C X es compacto y () C X es
una cuasicomponente tal que K NQ = &, entonces existe un conjunto abierto

y cerrado U con Q CU yUNK = @.

Demostracién. Como K y @ son disjuntos, para cada z € K existe un
conjunto cerrado y abierto H, con x € H, y Q C X — H,. Por compacidad,
K Cc H =\J;_, H,, para algun n y escogemos U = X — H. O

Definicién 1.3.7. El espacio de cuasicomponentes de X es el conjunto Q(X)
de cuasicomponentes de X dotado con la topologia generada por la base de
conjuntos abiertos formada por los conjuntos A° = {Q; Q@ € Q(X)y Q C A}
donde A C X toma valores en la familia de todos los subconjuntos abiertos y

cerrados de X.

El siguiente lema es inmediato.

Lema 1.3.8. Cualquier aplicacion continua f : X — Y entre espacios ad-
misibles induce una aplicacion continua fu @ Q(X) — Q(Y) que lleva una

cuasicomponente (Q C X a la inica cuasicomponente Q' C'Y con f(Q) C Q.

Lema 1.3.9. Para cualquier conjunto compacto K C X de un continuo gene-

ralizado X el espacio de cuasicomponentes Q(X —intK) es compacto.

Demostracién. Consideremos cualquier recubrimiento Q(X — intK) =
Uaer AY donde cada A, es un conjunto abierto y cerrado de X — intK.
La conexién de X establece que A, N FrK # @ para todo a y la compa-
cidad de FrK muestra que existe una sucesion finita a1, as, ..., a, con
Fr C Ay U Ag, U--- U A, Afirmamos que Q(X —intK) C U;_, Agj. En
efecto, dada @ € Q(X —intK), por el Lema 1.3.6 y la conexién, necesariamente
Q NFrK # @ para todo @ € Q(X — intK). Por lo tanto, para x € Q N FrK
existe 1 <@ <7 conx € Ay,. Ast Q C Ag,; esto es, Q € A O

Proposicién 1.3.10. St X es un continuo generalizado y K C X es un sub-
conjunto compacto, entonces Q(X — intK) es homeomorfo a un subespacio

cerrado del conjunto de Cantor.

Demostracién. Por el Lema 1.3.9, Q(X — intK) es compacto, y por ([45];
Thm. 3, pag. 148 y Thm. 5, pag. 151) existe una inmersién Q(X — intK) —
[1:2,{0,1}. Aqui usamos que X — intK es segundo numerable. O
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Definicién 1.3.11. Dados un continuo generalizado X y una sucesién exhaus-
tiva {K,}n>1 de X, llamaremos un g-final de X a una sucesion (Q,),>1 de
cuasicomponentes @, C X — intK, con Q,.1 C @,. Denotemos por £(X)
al conjunto de todos los g-finales de X. Obsérvese que E(X) = @ si X es

compacto.

Es fécil comprobar que el conjunto %X = X U £(X) admite una topologia
de Hausdorff cuya base de conjuntos abiertos esta formada por los conjuntos

abiertos de X y aquellos conjuntos de la forma

0 =Q U{(Qn)n21§ existe ng tal que @, C Q para todon > ng} (1.3.A)

donde 2 C X es cualquier conjunto abierto de frontera compacta.

Dado un conjunto M C X, denotemos por M¢ a la interseccién M¢ =
M NEX).

Nota 1.3.12. Si A C K C X con K compacto, es inmediato comprobar que
Af = K¢ = @. Como consecuencia, si A, B C X son dos conjuntos tales que

su diferencia A — B C X est4 contenida en un compacto entonces A = BE.

Lema 1.3.13. Para cualquier abierto bdsico 92 C X se tiene que Q) = QUOE.

Demostracién. La inclusién 9 C QUQE sigue directamente de (1.3.A). Para
ver que Q¢ C %) supongamos que existe un g-final e = (Q,,)n>1 € ﬁqx—qQ, esto
es, Q, ¢ €1 para todo n. Como Fr() es compacta tenemos que Fr{) C intK,,
para algin ng en una sucesioén exhaustiva { K, },>1. Entonces, Q, = Q —int K,
es abierto y cerrado de X — intK, para todo n > mng. Puesto que @, C

X — intK,, es una cuasicomponente, necesariamente

Qn, C (X —intK,) — Q= (X —intK,) — Q, (n > ng). (1.3.B)

Como W,, = (X —intK,,) — 2, es abierto y cerrado de X —int kX, se deduce
que U, = W, N (X — K,41) es abierto de X — K,,,1 C X — intK,, y por

tanto abierto de X. Finalmente, como @,.o C U,, tenemos que ¢ € U, y
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U, NQ # @ por ser € adherente a € en X, lo que contradice que QNU, = @
por (1.3.B). O

Mas aun,

Lema 1.3.14. La familia de conjuntos de la forma A* = AUAE donde A varia
entre todos los subconjuntos cerrados de frontera compacta en X forma una

base de conjuntos cerrados en 9X.

Demostraciéon. El complementario 2 = X — A es un conjunto abierto de
frontera compacta Fr{2 = FrA contenida en el interior de algiin compacto K.
Por lo tanto AN(X —intK) y QN (X —intK') forman una particién de X —int K
en dos conjuntos abiertos y asi A° = £(X) — QF. Entonces, A” = 9 — 9 por
el Lema [.3.13 y el resultado sigue. O

Proposicién 1.3.15. Sean X un continuo generalizado y {K,}n>1 una suce-

sion exhaustiva de X . Entonces se verifican:

(a) La topologia relativa de E(X) en 9X coincide con la del limite inver-
so lim{Q(X — intK,),i,} donde la aplicacion de enlace i, : Q(X —
intK,.1) — QX — intK,) es la inducida por la inclusion para cada

n>1.

(b) £(X) es homeomorfo a un subconjunto cerrado del conjunto de Cantor

y por tanto es compacto, O-dimensional y totalmente disconezo.

En la demostracién de esta proposicion usaremos el siguiente lema que

sigue inmediatamente de la definicién de la topologia de %X en (1.3.A).

Lema 1.3.16. Sean X un continuo generalizado y € = (Qn)n>1 un q-final de

X. Entonces toda sucesion {x,}n>1 C X tal que x, € Q),, converge a € en 9X.

Demostracién de la Proposicién 1.3.15. Es obvio que £(X) y L =

lim{Q(X — intK,),4,} coinciden como conjuntos.

Para ver que también son iguales como espacios topologicos recordemos que
sip,: £(X) =L — Q(X —intK,) son las proyecciones canénicas entonces una

base de la topologia del limite inverso L estd formada por las anteimédgenes
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P (A®) donde A recorre todos los conjuntos abiertos y cerrados de X —int K,

(ver Teorema B.4). Tras esta observacién sera suficiente comprobar la igualdad

Py (A%) = A5 = U N E(X). (L3.C)

donde Ay = A — K, es abierto de X con frontera compacta FrA, = FrA. Esto
demuestra que las topologias de £(X) y L tienen bases coincidentes de acuerdo

con el Lema 1.3.13.

Terminamos demostrando la primera igualdad en (I.3.C). Para ello, sea
e = (Qn)n>1 € p,,L(A°); es decir, p,(c) = Q, € A® por lo que Q,,, C A para
todo m > n. Si consideramos la sucesion {z,,}m>, donde z,, € @Q,, C A,

tenemos por el Lema 1.3.16 que z,, — € y por consiguiente ¢ € A¢ = Ag.

Veamos ahora la contencién contraria. Sea ahora ¢ = (Q,)n>1 € Af. En-
tonces, como Ay es abierto de frontera compacta, por el Lema 1.3.13 sabemos
que existe un ng tal que para todo n > ngy se cumple que @,, C Ag C A y por
tanto € € p;1(A°). Con esto queda probado (1.3.C).

Veamos (b). Tenemos que Q(X —intK,) (n > 1) es un subespacio cerrado
del conjunto de Cantor (1.3.10), y por consiguiente es compacto, O-dimensional
y totalmente disconexo. Ahora £(X) = lim{Q(X —intK,), i, } es compacto por
el Teorema B.5(d), y de ([24]; 7.3.16) S;jleduce que £(X) es 0-dimensional y
por tanto totalmente disconexo. Aplicando (][24]; 6.2.16) se concluye que £(X)

es un subespacio cerrado del conjunto de Cantor. O

Nota 1.3.17. Dado un continuo generalizado X, su espacio de g-finales no
depende de la sucesion exhaustiva que tomemos. En efecto, consideremos
{K,}n>1 ¥ {Ln}n>1 dos sucesiones exhaustivas de X. Entonces es facil encon-
trar una subsucesion {n;};>; estrictamente creciente tal que K; C intL,, C

intK,,, C intL,, C ... y por tanto el siguiente diagrama

Q= Q(X —intkK;) = Q(X —intK,,) <— Q(X — intK,,)

Qs = Q(X —intL,,) < Q(X —intL,,) <— Q(X —intL,,)
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es conmutativo, luego las torres Q; y Qs son pro-isomorfas (ver Apéndice B);
y mas ain, como las torres obtenidas por subsucesiones crecientes son pro-
isomorfas a las torres originales (Lema B.1) el resultado sigue del Teorema
B.3.

El siguiente lema es crucial para demostrar que 9X es compacto.

Lema 1.3.18. Sean X un continuo generalizado y {K,}n,>1 una sucesion
exhaustiva de X. Si 9 ...9%, es un recubrimiento de E(X) por abiertos
basicos de X en (1.3.A), existe un m > 1 tal que cada cuasicomponente
Q C X —intK,, esta contenida en algun €2; con 1 < 1 < n. En particular
X —intK,, C U, Q.

Demostracién. Sea my tal que | J;_, FrQ; C intK,,,. Podemos asumir mgy = 1
y supongamos que para todo m > 1 existe @, € Q(X —intK,,) con Q,, Z ;
para todo ¢ < n. Como €2; — K, es un conjunto abierto y cerrado en X —int K,
para todo m > 1, necesariamente (), N§); = @ para todom > 1 ei < n. Para
cada m sea Q! € Q(X —intK) la cuasicomponente que contiene a @Q,,. Por la
Proposicién 1.3.10, existe una subsucesién S; C N tal que {Ql}scs, converge
a una cuasicomponente Q) € Q(X —intK;). Ahora para cada s € S; sea Q* €
Q(X — intK,) la cuasicomponente que contiene a @, con m > 2. De nuevo
la Proposicién 1.3.10 nos proporciona una subsucesién Sy C Sy con {Q?}cs,
convergiendo a una cuasicomponente Q3 € Q(X — intK5). La continuidad de
la aplicacion inducida por la inclusion X —int Ky C X — int K nos indica que
QY C @Y. Reiterando este proceso obtenemos un final ¢y = (Q%),>; € £(X)
y por tanto € € %, para algin iy. Es decir, existe ng tal que Q° C €, si
n>nyysi U=, —intK, tenemos que U es un entorno bésico de Q¥ en
Q(X —intK,) y por tanto hay cuasicomponentes @, dentro de U C €;,. Esta

contradiccién demuestra el lema. O

Proposiciéon 1.3.19. Si X es un continuo generalizado entonces el espacio X

es compacto.

Demostracién. Si W = {W, },ea es un recubrimiento por abiertos béasicos
de 9X, la compacidad de £(X) nos da una cantidad finita de abiertos basicos
W,, =% (1 <i<n) que cubren a F(X). Ahora aplicamos el Lema [.3.18 y

encontramos un m tal que X — int({J;, ;) C intk,,.
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Concluimos, usando la compacidad de K,,, que YW admite una subrecubri-

miento finito. O

g§l.4. Equivalencia de ambas definiciones de fi-

nales

A continuacién probaremos que para todo continuo generalizado X la com-
pactificacién de Freudenthal X es homeomorfa al espacio X de forma que los

finales de Freudenthal se identifican con los g-finales en 9X.

Sea { K, },>1 una sucesion exhaustiva del continuo generalizado X. Dado

un A-ultrafiltro € F(X), consideramos, para cada ¢ > 1, la familia

U, ={U € %;FrU C intK,}. (1.4.A)

Observemos que para cada U € % existe un ng tal que U € %, para todo
n > ng. Es mas, la conexién de X establece U NFrK,, # @ para todo U € %,,.
Notemos también que %, # & pues X — intK, | € %,. Mas atn, por la
compacidad de FrK, la coleccién de conjuntos cerrados {U NFrK,;U € %,}

tiene una interseccién no vacia

L, = ( N U) NFrK, # @. (1.4.B)

Para cada n > 1, el conjunto cerrado L, es un subconjunto compacto de

FrK,,. Por otro lado, la familia {FrK,},>; es localmente finita y por tanto la

unién L(%) = U,~; L es un conjunto cerrado en X. Ademds tenemos

Lema 1.4.1. El conjunto L¢ = L(% )¢ consiste en un tinico q-final £ .

Demostracién. Primero, observemos que Lf # @&. De otra forma, cada g-
final € tiene un entorno abierto bésico ). disjunto con L. La compacidad de
E(X) (ver el Teorema 1.3.15(b)) nos da un nimero finito de g-finales €1, ..., &,

tales que £(X) € W = U2, %.,. En particular, existe un no para el cual
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X - K, C Wparatodon > ngyasi L,,1 C WNL = &, que es una

contradiccion.

Seguidamente probaremos que L¢ consiste en exactamente un g-final. Para
esto, supongamos por un momento que € = (Qn)n>1 y € = (Q),)n>1 son dos
g-finales en L¢. Entonces encontramos un 7 > 1 tal que existe un conjunto
abierto y cerrado H en X — intK;, y por tanto cerrado de frontera compacta
FrH C FrK;, con Q, C Hy @, N H = @ para todo n > 7. Si tomamos
H = (X -intK;) —Hy Hy=H — Ky H,=H — K, entonces H, y H|,
son entornos abiertos basicos de € y &', respectivamente. Como ¢,&’ € qu,
existen subsucesiones {z,, } y {z,,} de elementos z,, € L,, con z,, € Hy C H
y xn, € H) C H para s,t > 1. Asi, z,,, € (ﬂUG%S U) N H # @, y por tanto
HNU # @ para todo U € % pues cualquier U € % pertenece a algin %,,,.
Siendo % un ultrafiltro, obtenemos H € % . Pero entonces, z,, € H para n,
suficientemente grande. Esto es una contradiccion, y por tanto L€ sélo contiene

un elemento. O

Nota I.4.2. Obsérvese que €4 € A para todo A C X tal que U — A sea
compacto para algin U € % . En efecto, si FrU C intK,, entonces U € %,
para todon > ngy L(%Z)— U C intK,, pues L, C U si n > ng. De donde
L(%)f Cc U¢ = A€ de acuerdo con la Nota 1.3.12.

El Lema 1.4.1 define una aplicacién

¥ F(X) — E(X) (1.4.C)

estableciendo que W(%) = 4.

Proposicién 1.4.3. La aplicacion V en (1.4.C) es un homeomorfismo.

Demostracién. Primero veremos que ¥ es biyectiva. Para esto, dados dos
A-ultrafiltros distintos %, %7 € F(X) encontramos U € % y W € # con
UNW = @. Aqui usamos que % y # son ultrafiltros (ver Proposicién A.2).
Con la notacién de (I.4.B), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Ue U,y W e ¥, para algun ny. Si tomamos los abiertos de frontera
compacta Uy =U — Koy Wy =U — K; tenemos que €4, € Ug VeEy € Wog de
acuerdo con la Nota 1.4.2 y por tanto @, C Uy C U y Q!, C Wy C W para n
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suficientemente grande, de donde @, N Q), = @ y €4 # ey . Esto demuestra

que T es inyectiva.

Ademis, ¥ es sobreyectiva. De hecho, dado € = (Q,)n>1 € E(X), sea para
cada n la familia H,, de todos los conjuntos abiertos y cerrados en X — int K,
tales que @, = ({H; H € H,}. Entonces la unién H = J,~, H,, es una base
para un A-filtro. Sea % un A-ultrafiltro que contenga a H. Entonces para

cualquier n > 1

L, = ( N U) NFrk, C < N H) NFrK, C Q,_1.

UelUn HeHy

Por lo tanto € = g4 = V(%).

Finalmente, ¥ es un homeomorfismo. Para ello, por el Lema 1.3.14 serd su-

ficiente comprobar que

TH(AS) = B(A) N F(X)

para cualquier conjunto cerrado A de frontera compacta, FrA C intK,. Para
esto, sea % € B(A). Por definicién A € %,y asi A € %, para todo m > n.
En consecuencia \11_1(02/ ) = g4 € A%, por la Nota .4.2. Reciprocamente, si
ey € A% entonces existe una subsucesion {n;};>1 tal que n; > ny ANL,, # @
para cada j > 1. En efecto, para cada m > n el conjunto A,, = A — K,,, es
abierto en X con frontera compacta y como A — A,, C K, se sigue de la
Nota 1.3.12 que 4 € A = Af C 94,, donde 94,, es un entorno abierto
basico de €4 en X y por tanto A,, N L =94, N L # @ y existe k > m con
D # AN Ly CAN L.

De lo anterior se sigue que ANU # & para todo U € %,,. Como cualquier
U € % pertenece a %,, para algin n;, necesariamente A € %; esto es,

% € B(A). Aqui usamos que % es un A-ultrafiltro. O

Extendemos ¥ a una aplicacién

U X % (1.4.D)
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definida como W(%,) = z si © € X. De esta forma se tiene que

Teorema 1.4.4. La aplicacion V en (1.4.D) es un homeomorfismo.

Demostraciéon. Claramente ¥ es una biyeccion. Mas atn, la demostracion
de la Proposicién 1.4.3 nos da que W~'(A’) = B(A) para cualquier conjunto
cerrado de frontera compacta A, y (I.2.A) y el Lema 1.3.14 implican que VU es

un homeomorfismo. O

Nota I.4.5. Mediante el homeomorfismo ¥ en (1.4.D) la aplicacién inducida
fe ¢ F(X) — F(Y) se puede leer en términos de cuasicomponentes como
sigue: se consideran las sucesiones exhaustivas {K,}n>1 v {Lk}r>1 de X e Y
respectivamente. Se elige una subsucesion {ny}x>1 con f(X — K,,,) CY — L
paratodo k > 1ysie = (Qn)n>1 con @, C X — K, cuasicomponente, se toma

fe(€) = (Dg)i>1 donde Dy C Y — Ly es la cuasicomponente con f(Q,,) C Dy.

E(X) -~ ;- E(Y)
En efecto, cualquier sucesion {z,},>1 con z, € Q,, converge a ¢ (1.3.16), y
~ —~  — 1
por tanto Wy fU (2, ) = f(x,,) converge a Uy f,Ux (g). Aqui usamos que
fextiende a fyque Uy y Wy extienden a las correspondientes identidades.
Entonces f(x,,) € Dy, y de nuevo por el Lema 1.3.16 f(z,,) converge al final

—~
(Dg)k>1. Ast pues Uy f,Wx () = (Dg)g>1 como afirmdbamos.

Nota I.4.6. La descripcion de la compactificaciéon de Freudenthal por medio
del espacio 9X en el Teorema [.4.4 no es valido si X deja de ser conexo. En
efecto, para el subespacio euclideo X = N x R, C R? el subespacio X es
homeomorfo a N x [0, 1] y por tanto no compacto. De hecho X en este caso no

es un espacio metrizable de acuerdo con el siguiente

Teorema 1.4.7 ([41]; Thm. V1.4.2). Sea X un espacio métrico separable lo-
calmente compacto*. Entonces X es metrizable si y solo si el espacio de cua-

sicomponentes Q(X) es compacto.

4E] teorema estd enunciado méas generalmente con la rim-compacidad en vez de la com-

pacidad local. Ver la nota (1) en la pagina 6.
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Nota I.4.8. En particular, cuando Q(X) es compacto es posible obtener una
descripcién alternativa de la compactificacion de Freudenthal usando sucesio-

nes; para este enfoque ver [5].

Si X es un continuo generalizado, la metrizabilidad de X = X puede ser
verificada como sigue. Como 9X es compacto, el Teorema de metrizacién de
Urysohn ([24]; 4.2.8) nos dice que 9 es metrizable si y sélo si es un espacio se-
gundo numerable. Para obtener una base numerable de abiertos de 9X se toma
una sucesiéon exhaustiva de X, {K, },>1, y para cada n se usa la Proposicion
[.3.10 para encontrar una base numerable {A?n,m)}mzl de Q(X —intK,,) donde

los A, m) son abiertos y cerrados de X — intK,.

Asi pues cada B, ;m) = Amm) — K, es un conjunto abierto en X de
frontera compacta que define el abierto basico B, ) de 9X. Como X es se-
gundo numerable (I.3.1), si By es una base numerable de abiertos de X y
Bi = {Bmm) }nm>1, no es dificil comprobar que B = By U B; es una ba-
se numerable de abiertos para 9X. En efecto, si ¢ = (Qn)n>1 € % entonces

FrQ2 C intK,, y Qn, C Q — K,, para algun ng. Asi pues W = Q — K,,, es

un abierto y cerrado de X — K, y existe algin elemento basico A?no mg) COIL
Qno € AL, oy © WO es decir Quy C Agngmo) ¥ € € Bingmg) C %2

En particular tenemos como consecuencia

Proposiciéon 1.4.9. Si X es un continuo generalizado, entonces X es un con-

tinuo.

NOTACION. A PARTIR DE AHORA ABANDONAREMOS LA NOTACION X Y
€(X). USAREMOS SIEMPRE X Y F(X) SIENDO EL CONTEXTO EL QUE DE-
TERMINE SI PODEMOS USAR CUASICOMPONENTES O DEBEMOS MANTENER

EL LENGUAJE DE ULTRAFILTROS.

Los siguientes resultados seran de utilidad en las secciones posteriores.

Lema 1.4.10. Si X es un continuo generalizado y {K,}n>1 €s una sucesion
ezhaustiva de X, toda sucesion {x,}n,>1 C X con x, € X — K,, tiene al menos

un final e € F(X) como punto de acumulacion en X.

Demostracién. Puesto que X es un continuo (1.4.9), existe una subsucesion

{xn, }k>1 convergente a un xg € X. Ademés, es obvio que zq € F(X). O
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Lema 1.4.11. Sea X wun continuo generalizado y {K,}n,>1 una sucesion
exhaustiva de X. Para todo punto p € X existe una sucesion de continuos
C, C X (n>1) tales que p € Cy, Cyy — K,y # @ y C,, C Cyyq para todo
n>1.

En la demostracion de este lema y el que sigue usaremos el bien conocido

“Teorema de los tropiezos en la frontera”.

Teorema 1.4.12 ([59]; 5.6). Si A C X es un subconjunto no trivial de un
continuo X y C es una componente conexa de A, entonces C NFrA # @. En
particular, si A = X — {p}, entonces p pertenece a la clausura de cualquier

componente C' C A.

Demostracion del Lema 1.4.11. Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que p € intK;. Sea (' la componente conexa de p en K;. Como la compac-
tificacién de Freudenthal X es un continuo (1.4.9), el Teorema 1.4.12 aplicado
a X establece que Cy NFrK;, # @. Sea p; € C; N FrK; y escojamos Cy la
componente conexa de p; en Ky. Obsérvese que C; C Cy y que CoNFrKy # &
también, y por tanto Cy — Ky # &. Procediendo inductivamente de esta forma,

obtenemos la sucesién de continuos deseada. O

Lema 1.4.13. Dada una sucesion exhaustiva {K,},>1 de un continuo gene-
ralizado X, consideremos € = (Qn)n>1 un final de Freudenthal definido por la
sucesion encajada de cuasicomponentes (), C X — intK,. Para cada n > 1
existe un continuo L C X — intK,, en la compactificacion de Freudenthal X
uniendo € y FrK,,. Es mas, cada Q, (n > 1) contiene al menos una compo-

nente conexa no compacta.

Demostracién. Cualquier sucesion {zy}r>n con xp € Q) converge a ¢ en
X (1.3.16). Denotemos por Dy, la componente conexa de xj en X - intk&,,.
Afirmamos que Dy N X C @, para todo k& > n. En efecto, para cualquier
conjunto abierto y cerrado H en X — intk, con @, C H, sabemos de la
topologfa de X (I.3.A), que el conjunto H=HUH” con HF = HXH}"(X) es
cerrado y abierto en X —intK,, conteniendo z;,. Entonces D;, C o por conexion

y asi Dy N X C H; esto es, Dy, N X C @, por definiciéon de cuasicomponente.
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Ahora aplicamos el Teorema 1.4.12 a X — intK, C X para deducir que Dy,
corta a Fr(intK,) C FrK, para todo k > n. Por compacidad de FrK,, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que existe una sucesién y, € D,NFrK,, C Q,
convergiendo a algin yy € @, N FrKk,. Aqui usamos que @, es un conjunto

cerrado.

Como yq cae en el limite inferior LiDy, entonces ([45]; Thm. 6, pag. 171)
establece que el limite superior L = LsD; C X — int K, es un continuo con

eeLyy € FrK,NL.

Aplicamos ahora el Teorema 1.4.12 a Ly = F(X)N L C L y obtenemos que
la clausura en L de la componente de yy, C' C L— Lg, corta al conjunto cerrado
de finales Lg. Por tanto C' es un conjunto cerrado conexo y no compacto en X —
int K, conteniendo yy € @Q,,. Luego C' C @,, por definiciéon de cuasicomponente,

y la componente de yy en (), es necesariamente no compacta al contener a

C. O

Tal y como vemos en el siguiente ejemplo, la componente no acotada dada

por el Lema 1.4.13 no tiene por qué ser tnica.

Ejemplo 1.4.14. Consideremos el continuo generalizado X descrito en la Fi-
gura I.1. Es facil comprobar que X tiene un final de Freudenthal y que la
cuasicomponente fuera de [0,7n) x [0, 1] consiste en dos componentes no acota-

das, [n,, o) y [n, 00).

Rq

R

00X

Figura I.1: Continuo generalizado con un final de Freudenthal.
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La unicidad de estas componentes se tiene cuando los continuos genera-
lizados son ademas localmente conexos. Estos espacios se estudiaran en el

Capitulo II. Aqui damos simplemente algunos ejemplos que ilustran este caso.

Ejemplos 1.4.15. (a) La semirecta euclidea R>y = [0,00) posee exacta-
mente un final de Freudenthal; la recta euclidea R tiene dos. Todos los

espacios euclideos R™ con n > 2 tienen exactamente un final de Freu-
denthal.

(b) Sea X = R5p x {0} UN x R>o C R? el subespacio del plano euclideo

representado en la siguiente figura.

Figura 1.2: Peine infinito.

Entonces F(X) es homeomorfo a {1/n},>; U{0}.

(c) El drbol binario de Cantor Ty es el subespacio de (0,1) x (0,1) C R?
indicado en la figura siguiente

Conjunto de Cantor

Figura 1.3: Arbol binario de Cantor-
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donde los vértices en el nivel "T_l (n > 1) corresponden a los puntos
medios de los 2" ! intervalos que son quitados en el n-ésimo paso de la
construccién del conjunto triddico de Cantor € ([26]; 4.4) Entonces el

espacio de finales F(7T¢) es homeomorfo al conjunto de Cantor €.



Capitulo II

Continuos generalizados de

Peano

La presencia de la conexién local (o propiedad de Peano) simplifica conside-
rablemente la topologia de los continuos (generalizados). Este capitulo recoge
algunos resultados que resaltan el papel de los arboles en la clase de los con-
tinuos generalizados de Peano. Por una parte, cualquiera de estos espacios
posee un arbol inmerso que determina sus finales de Freudenthal. Por otra, to-
do continuo generalizado de Peano es la imagen por una aplicacion propia de
un arbol. Este tltimo resultado es la version no compacta del clasico Teorema

de Hahn-Mazurkiewicz.

El capitulo se divide en dos partes: en la Seccién §I1.1 y su Apéndice §II.1A
se repasan resultados ya conocidos sobre los finales de Freudenthal en conti-
nuos generalizados de Peano. Las dos secciones siguientes contienen aporta-
ciones originales que aplican resultados de la seccién anterior para dar una
demostracion alternativa de un teorema reciente de M. Bognar en relacion con
el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz y que permiten, ademas, varias generaliza-

ciones involucrando los finales de Freudenthal.
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gII.1. Finales de Freudenthal en la clase de los

continuos generalizados de Peano

Un continuo (generalizado) de Peano es un continuo (generalizado) local-

mente conexo.

Nota II.1.1 ([68]; 4.2.5). Todo continuo (generalizado) de Peano es conexo

por caminos y localmente conexo por caminos.

Historicamente los continuos de Peano aparecieron en el estudio de la no-
cién de curva topoldgica que se inicié con el famoso ejemplo de Peano, de una
curva continua que llena el cuadrado y culminé cuando H. Hahn y S. Ma-
zurkiewicz demostraron que los continuos de Peano son exactamente aquellos
espacios que pueden ser obtenidos como imagen continua del intervalo cerra-
do [0, 1]. Es decir, los continuos de Peano son las “curvas continuas”; ver [56]

6 [68]. Explicitamente,

Teorema I1.1.2 (Hahn-Mazurkiewicz). Un espacio de Hausdorff es un conti-
nuo de Peano si y sdlo si es la imagen del intervalo unidad I = [0, 1] por una

aplicacion continua.

El Teorema de Hahn-Mazurkiewicz tiene la siguiente generalizacion a la ca-
tegoria propia que usaremos repetidas veces. Este teorema sera reconsiderado

de nuevo en la Seccién §I1.2.

Teorema I1.1.3 ([2]; 2.4). Sea X un espacio topoldgico no compacto. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es un continuo generalizado de Peano.

(b) Existe un drbol T y una sobreyeccion propia g : T — X. Es mas, T
y g se pueden escoger de tal manera que g, : F(T) — F(X) es un

homeomorfismo.

(c) Existe una sobreyeccion propia f : Te — X donde Te es drbol binario de

Cantor.
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(d) X admite una sucesion exhaustiva de subcontinuos de Peano.

La siguiente proposicion para el caso localmente conexo es consecuencia
inmediata del Teorema II.1.3 (y del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz para el
caso compacto). En general la demostracién sigue directamente de las Propo-
siciones [.1.9 y [.1.10.

Proposicién I1.1.4. Sea X un continuo generalizado (de Peano) y f : X — Y
una aplicacion propia sobreyectiva. Entonces Y es un continuo generalizado
(de Peano).

Nota 1II.1.5. Existen otras generalizaciones del Teorema de Hahn-
Mazurkiewicz al caso no compacto. Recientemente ha aparecido en [32] un
estudio que comprende el Teorema I1.1.3 y donde el intervalo [0, 1] se reempla-
za por otros espacios que los autores nombran “erizos” o “aranas”. Estos es-
pacios son considerados con tantas “puas” (o “patas” en el caso de las aranas)
como sean necesarias para cubrir los finales de un continuo generalizado de
Peano X. El drbol binario de Cantor aparece en [32] como un caso especial de

“arana con infinitas patas”.

En los continuos generalizados de Peano, la propiedad de conexién local
nos permite mejorar la Proposicién 1.3.15(a). En efecto, si X es un continuo
generalizado de Peano y {K, },>1 es una sucesién exhaustiva, puesto que X
es localmente conexo, también lo es cada abierto X — K, y tenemos que para
cadan > 1, Q(X — K,,) = mo(X — K,,); donde el segundo miembro denota el
espacio discreto de componentes conexas de X — K, (ver ([45]; Thm. 2, pag.

169)). Evidentemente las inclusiones K,, C K, definen una sucesién inversa

{x} =m(X) —mo(X — K;) — - —m(X — K,,) «— ...

Por otro lado, aunque en general Q(X — K,,) # Q(X — intK,) si se tiene

el diagrama conmutativo

QX — Ky)

Q(X — Ky)

QX — K3)
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que representa un pro-isomorfismo (Apéndice B), de donde deducimos jun-
to con (1.3.15) y (1.4.3) que F(X) = lim{Q(X — intK,),i,} = Im{Q(X —
K,), jn}. Tenemos como consecuencia inmediata de la observacion anterior la

siguiente

Proposicién I1.1.6. Si X es un continuo generalizado de Peano, {K,}n>1
una sucesion exhaustiva de X y F(X) C X su espacio de finales de Freudent-

hal, entonces

F(X) = lim{my(X — intK,,), i, }-

donde m(—) denota el espacio (discreto) de las componentes conexas por ca-

minos.
La Proposicién 11.1.6 puede ser completada con el siguiente

Lema I1.1.7 (c.f. ([32]; 4.6)). Si X es un continuo generalizado de Peano
entonces existe una sucesion exhaustiva { K, },>1 C X donde para cada n sdlo

hay un nimero finito de componentes en X — K,, y todas ellas no acotadas.

Recordemos que un subespacio A C X es acotado si su clausura A es

compacta.

Demostracién del Lema I1.1.7. Para toda componente conexa C' C X —
K, tal que C N (X — K,41) # @ se tiene que C N FrK,.; # &. Si no
fuera asi, C N (X — intK, 1) = C N (X — K,41) serfa un subconjunto de
X abierto, cerrado y no vacio lo que lleva a contradiccion con la conexién de
X. Ademads, como las componentes son abiertos en X — K,,, la compacidad
de FrK,,; € X — K, implica que hay un numero finito de componentes
CCX—-K,conCN(X—K,y1)# @. Como consecuencia, s6lo hay un niimero
finito de componentes no acotadas en X — K,,. Ademas, podemos suponer que
todas las componentes de X — K, son no acotadas. De lo contrario, podriamos

reemplazar K, por la unién

K =K,UZ UZ

donde Z; es la union (finita) de las componentes que cortan a Fri, .1 y
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Ty = U{D C X — K,; D componente y D C K,,11}.

Notese que Z; v Zs son dos conjuntos abiertos en X — K, con FrZ; C FrK,
(i =1,2) y que Z, es una unién finita de compactos y Z, C K, 1, por lo que

K] es compacto. O

A partir del Lema II.1.7 obtenemos

Proposicién I1.1.8. En las condiciones de la Proposicion I1.1.6 se verifica

que

F(X) = lm{m(X = Ko), jn}

donde para cada n > 1, ©{(X — K,,) C mo(X — K,,) denota el conjunto finito

de las componentes conexas no acotadas de X — K,,.

Ejemplos I1.1.9. La condicién de la conexion local es imprescindible en el

enunciado del Lema II.1.7 como puede apreciarse en los siguientes ejemplos:

(a) Consideremos X el continuo generalizado representado en el Ejemplo
[.4.14. Si {K, },>1 es la sucesién exhaustiva de X donde K,, = ([0, n] x
[0, 1])NX, podemos observar que X — K, posee dos componentes conexas
infinitas, Ry R,, e infinitas componentes acotadas {C]"} j>1. Bs claro que
no podemos anadir todas las componentes de la sucesion {C7};>1 a la

parte compacta y seguir teniendo un conjunto compacto.

(b) En la teoria clésica de los continuos, se define el abanico de Cantor como
Fe = J{ve : e € €} C R? donde ve es el segmento que une el vértice
—1) con el punto e del conjunto de Cantor €.

v:(%,
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S e L e - ey Conjunto de

Cantor

Figura II.1: Abanico de Cantor.

Consideremos el continuo generalizado X = Fz — €. Obsérvese, que dada
cualquier sucesion exhaustiva { K, },>1 de X se cumple que X — intk,

posee infinitas componentes conexas no acotadas para cada n.

Teorema I1.1.10 ([4]; 2.1). Si X es un continuo generalizado de Peano en-

tonces X y X son continuos de Peano.

Usamos el resultado anterior para probar la siguiente proposicién técnica

que sera de gran utilidad para demostrar algunos resultados del Capitulo IV.

Proposiciéon I1.1.11. Sea X un continuo generalizado de Peano. Si H es un

abierto conexo de )/(\', entonces H — F(X) también es conexo.

Demostracién. Como X es un continuo de Peano (I1.1.10), entonces H es
un continuo generalizado de Peano y en particular arco-conexo. Veamos que
H — F(X) también lo es. Para ello, tomemos z, y € H — F(X) y un arco
v C H que una z con y. Supongamos que la interseccion F' =y N F(X) # @
es no vacia (en otro caso no hay nada que probar). Si Uy,...,U, C X — K
son componentes (arco-conexas) no acotadas fuera de un compacto K con
r,y € intK, tenemos que ' = Fy U--- U F), se descompone en una union
finita de subconjuntos abiertos y cerrados de F' dados por F; = F' HEX. Sean
p1, ¢1 € 7 el primer y ultimo elemento respectivamente de F; N ~. Entonces
existen elementos p; y q; en U; tal que vy N F} =~ N F} donde ¥ C 7 es el
subarco que une p; a ¢;. Sea 7y, el nuevo arco en H obtenido al sustituir ¥ por

un arco en U;. Aqui usamos que U; es arco-conexo. Obsérvese que 7y, NF; = &.



§I1.1: Finales de Freudenthal en la clase de los continuos generalizados de Peano 33

Ahora repetimos el argumento anterior para y; y Fy y conseguiremos un nuevo
arco v, C H con % NF(X) C 2N (F3U---UF,). Reiterando el proceso
obtenemos un arco v, C H con v, N F(X) = & y por tanto 7, une x con y en
H— F(X). O

Terminamos esta seccion recordando el papel de los arboles en el estudio de
los finales de Freudenthal de los continuos generalizados de Peano. De hecho,
para tales espacios, los finales de Freudenthal pueden ser considerados como

clases de equivalencia de rayos en X.

Definicién I1.1.12. Un rayo en X con origen en a € X es una aplicacién
propia 7 : R>g — X con 7(0) = a. Un final ¢ € F(X) esta inducido por r si
r.(00) = . Evidentemente todo r define un tnico final de Freudenthal € que

se dice inducido por r.

La siguiente proposicién da una definicién alternativa de los finales de

Freudenthal de un continuo generalizado de Peano X.

Proposicién 11.1.13. Para todo final ¢ de X se puede encontrar un rayo
r:Rsg — X tal que r induce €. Ademas, dos rayos inducen el mismo final €

st y solo si pueden unirse fuera de cualquier subconjunto compacto K C X.

Esta proposicién es un caso particular de la siguiente proposicion.

Proposicién I1.1.14 ([6]; 1.9.17). Sea X un continuo generalizado de Peano.
Entonces existe un arbol T' C X tal que la inclusion induce un homeomorfismo

F(T) = F(X).

Definicién I1.1.15. Decimos que un arbol como el del enunciado de la Pro-

posicion I1.1.14 es un drbol de finales de X.

Ademas de controlar lo finales, los arboles pueden ser considerados objetos
sobre los que las aplicaciones entre espacios de finales pueden ser realizadas

por aplicaciones propias. Mas explicitamente,

Teorema I1.1.16. Sea X un continuo generalizado de Peano y T un drbol.
Dada una aplicacion continua g : F(X) — F(T) existe una aplicacion propia

f X — T tal que f, = g. Ademds si g es sobreyectiva f también puede
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ser elegida sobreyectiva. En particular siempre existe una aplicacion propia

sobreyectiva de X en Rx.

Para la demostracién de este resultado es conveniente recordar el orden

natural de los vértices de un arbol.

Definicion I1.1.17. Por un drbol con un vértice raiz vy entendemos un arbol
localmente finito 7" con un vértice vy fijado. El vértice raiz induce el siguiente
orden en el conjunto de vértices T7° C T'. Escribiremos v < w si v est4 contenido
en el tnico arco v, de w a vy. Ademds definimos la altura de v, |v| , como
el nimero de vértices en el arco ~,. Por S, denotamos el n-ésimo nivel de
T; esto es S, = {v € T |v| = n}. Evidentemente, si T,, C T es el subarbol
generado por los vértices con |v| < n se tiene que {7}, },>1 define una sucesién
exhaustiva en 7. Finalmente para todo v € T, T, denota el subarbol de T
generado por todo w > v. Nétese que F (T,) C F(T) es un conjunto abierto
y cerrado de finales de T

Demostracién del Teorema I1.1.16. Sea { K, },> una sucesién exhaustiva
de X. Para cada nivel S; consideramos el recubrimiento cerrado y abierto G; =
{97 (F(T,)); veS;}de F(X). Este recubrimiento puede ser refinado por un
recubrimiento de la forma {U”} donde los conjuntos U son las componentes de

X — K,; para algin n;; ver Lema [.3.18. Podemos suponer que n; < mnp < ...

| Seanm; =n;+1y A{J = FrK,,,NU. Nétese que K,,; C intK%. implica que
A{; es un conjunto compacto no vacio. Tomamos el vértice f(A{;) = v{, = v si
g (F(U)) C T,. Nétese que v, < vl si W C U.

Por Dy (j —1,j) € X denotamos la interseccién U N K,,, — Kp,,_,. Dado
que un arbol es un AR! espacio podemos extender f : A{;l U {A{,V; WcU} —
Ty(j —1,7) a una aplicacién continua f{;l Dy(j—1,j) = Tp(j—1,7) .

. j—1 . . ., . T
A partir de f; ~ se tiene una aplicacién continua /7" : Ky, — Ky, ) —

T; —T;_1 (j > 2) donde Tj es el arbol generado por todos los vértices v con
lu] < j.Paraj = 0sea f*: K, — Tj unaextension de f*|px,,,) y f(20) = vo

para todo elemento xy € intK,,,. Entonces las aplicaciones f~! (j > 1) definen

'Un AR espacio X es un espacio tal que si A C Y es cerrado del espacio métrico YV’
entonces toda f: A — X continua se extiende a una f: Y — X; ver Ch. I §3 y §4 de [55].
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una aplicacién f = J f771: X — T. Obsérvese que la aplicacién f es propia
dado que f(K,,) C T; para todo j > 1. La conexién de X implica que la
imagen de f(X) coincide con el subarbol de T" generado por el vértice raiz vy
y todos los vértices f(A{J) conj>1yUCX —K,,. Portanto f(X) =T si
g es sobreyectiva. La igualdad f, = g se deduce de la definicion de f. O

En particular, como todo espacio métrico compacto es la imagen continua
del conjunto de Cantor ([68]; 4.1.6), tenemos como consecuencia del Teorema
I1.1.16

Corolario I1.1.18. Sea X un continuo generalizado de Peano con F(X) ho-
meomorfo al conjunto de Cantor. Entonces para todo drbol T existe una apli-

cacion propia sobreyectiva f: X — T.

§II.1A. Dendritas

Con el fin de facilitar la exposicion en secciones posteriores, hemos reunido
en esta seccion auxiliar las propiedades basicas de los espacios denominados
dendritas. Esta clase de espacios estd definida por la propiedad distintiva de

los arboles entre los grafos. Mas explicitamente,

Definicién I1.1A.1. Por un espacio dendritico se entiende un espacio X en
el que dos puntos cualesquiera pueden ser separados mediante la omisién de
un tercer punto. Un dendrita es un continuo generalizado de Peano dendritico.
En caso de que el espacio en estudio sea un continuo de Peano matizaremos

que nuestro espacio es un dendrita compacto.

El siguiente ejemplo muestra un dendrita que no es arbol.

Ejemplo II.1A.2. Si A = {(x,y) € R?; y = x, x > 0}, el continuo generali-
zado de Peano representado en la figura siguiente es un dendrita pero no es un

arbol pues el vértice v = (0,0) presenta infinitas ramificaciones; ver Definicion

I1.1.17.

X:AUU{(w,y)ERz;yzf,OSxS
n

n=1

S|
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Figura I1.2: Dendrita que no es drbol.

Como extensiones de la clase usual de los dendritas compactos en la teoria
de los continuos, diversas familias de espacios dendriticos han sido conside-
radas en la literatura. Por ejemplo, E. Ward caracterizé en [78] los espacios
dendriticos entre la familia de espacios conexos, localmente arcoconexos, sepa-
rables y Hausdorff como aquellos espacios que no contienen una curva simple.
Ademss, si los espacios son localmente compactos, Ward demostré también
que los espacios dendriticos son caracterizados alternativamente como aque-
llos espacios para los cuales cualquier subcontinuo es dendritico. Por lo tanto,

como un caso particular de los resultados de Ward, tenemos

Proposiciéon I1.1A.3. Un continuo generalizado de Peano X es dendritico si

y solo si una de las siguientes condiciones se cumple:

(a) X no contiene una curva cerrada simple ([78]; Thm. 2).

(b) Cada subcontinuo de X es un dendrita compacto ([78]; Thm. 3).

Como una consecuencia inmediata de la Proposicién I1.1A.3(b) tenemos el

siguiente

Lema I1.1A.4. Cualquier dendrita admite una sucesion exhaustiva formada

por dendritas compactos.

El punto principal de esta seccién es el hecho de que los dendritas se com-

portan bien respecto a la compactificacién de Freudenthal. En concreto,
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Proposicién I1.1A.5. La compactificacion de Freudenthal D de un continuo

generalizado de Peano D es un dendrita si y solo st D es dendritico.

Demostracién. Si D es un dendrita entonces D es dendritico por la Propo-
sicién I1.1A.3(a).

Reciprocamente, D es un continuo de Peano por el Teorema I1.1.10. Segui-
damente comprobaremos que D es dendritico. Supongamos en caso contrario
que existe un ciclo ¥ C Dcon F=%nN F(D) # @. En particular F' # ¥ y si
p € ¥ — F podemos identificar F' C ¥ — {p} = R con un conjunto compacto de
la recta real. Procedemos como en la demostracién de la Proposicién I1.1.11
para reemplazar > — {p} por una nueva “linea” E que coincide con ¥ — {p}
fuera de un conjunto compacto K que contiene a F'y tal que ENF (D) = &,

de donde obtenemos un ciclo E'U {p} C D lo que es una contradiccion. O

Como una consecuencia de la Proposicion II.1A.5 podemos aplicar
([80];V.1.3(ii)) a D para obtener

Corolario I1.1A.6. Cualquier subconjunto conexo de un dendrita D es arco-

CONEXO.

Este corolario nos permite obtener facilmente la siguiente extension de las
bien conocidas caracterizaciones de los dendritas compactos ([45]; Thm. 1, pag.
300) y ([59]; 10.10, 10.35).

Proposicién I1.1A.7. Sea D un continuo generalizado de Peano. Entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) D es dendritico.
(b) La interseccion Ky N Ky de dos subcontinuos de D es un subcontinuo.
(¢) La interseccion Cy N Cy de dos subconjuntos conexos de D es conezo.

(d) La interseccion X1 N Xy de dos subcontinuos generalizados de D es un

subcontinuo generalizado.

(e) D es hereditariamente unicoherente; esto es, si AU B C D es conero

con A y B cerrados y conexos, entonces AN B es conexo.
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Demostracién. Si D es dendritico, por el Lema II.1A.4 podemos encontrar
un dendrita compacto Dy C D con K; U Ky C Dy. Entonces aplicamos ([45];
Thm. 1, pag. 300) a Dy para probar que K; N K5 es un continuo. Mas ain,
si (b) se cumple, el Corolario I11.1A.6 nos muestra que C; es arcoconexo y
dados a,b € C; N Cy aplicamos (b) a la unién I'y U 'y de dos arcos I'; € C
(¢ = 1,2) uniendo @ a b. Para deducir (d) de (c) observamos que X; N X3 es
localmente compacto y por tanto es un continuo generalizado. La implicacién
(d) = (e) es obvia pues cualquier subconjunto cerrado conexo en D es un
continuo generalizado. Finalmente (a) sigue de (e) al observar que cualquier

ciclo no es unicoherente. O

Nota II.1A.8. Cualquier espacio Hausdorff, localmente conexo y dendritico
X estd dotado con un orden parcial natural que caracteriza el espacio; ver [7§]
para una demostracién. El orden viene dado escogiendo un punto xy € X y es-
tableciendo que = < y si x separa xy de y; comparese con la Definicién 11.1.17.
Ward considera en [78] compactificaciones de espacios dendriticos sin la supo-
sicion de la compacidad local. En concreto, mostré que un espacio convexo,
dendritico, conexo, localmente conexo y metrizable admite un dendrita como
compactificacién. Recordemos que un espacio topoldgico parcialmente ordena-
do X se dice convezo si para cada x € X los conjuntos L(z) = {a:a <z} y

M(z) = {a : = < a} forman una subbase de los conjuntos cerrados de X.

Notemos que la convexidad no es requerida para lograr dendritas como com-
pactificaciones de Freudenthal de espacios dendriticos. De hecho, hay ejemplos

sencillos de estos espacios que no son convexos como demuestra en el siguiente

Ejemplo I1.1A.9. Consideremos el dendrita X descrito en el Ejemplo I1.1A.2.
11

Sea {Zp}n>1 C X la sucesion x,, = (;, =z). Denotemos ¢ = (0,0) y conside-
remos el conjunto cerrado F' = {x,},>0. Claramente X es un dendrita cuyo
orden parcial natural < se define como sigue: dado z = (aj,as) y y = (b1, b2)
ambos en X tenemos que xr < y si a; < by siempre que x,y € Aoz ey

pertenezcan al mismo segmento < xg, x; > para algun ¢ > 2.

Seguidamente probamos que X no es convexo. En efecto, supongamos que
el conjunto cerrado F' = (] F, se puede escribir como una interseccién de
uniones finitas F, = (U, L(z)) U (UjeJa M (y;)). Notemos que cada L(z;)

contiene a lo mas dos puntos de F', y por tanto podemos asumir sin pérdida



§11.2: Una nueva equivalencia del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz 39

de generalidad que F C Uje 7. M(y;) para cada a. Entonces encontramos
Ja € Jo tal que xg € M(y;,) v asi M(y,,) = M(zo) = X C F, lo que es un

contradiccion.

gII.2. Una nueva equivalencia del Teorema de

Hahn-Mazurkiewicz

Esta seccion estd dedicada a relacionar el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz
con un reciente resultado obtenido por Bognér ([8]; Thm. A). Empezamos
observando que el mencionado resultado de Bognar es una consecuencia inme-

diata del Teorema I1.1.3. Explicitamente,

Teorema II.2.1 ([8]; Thm. A). Sea E un espacio métrico localmente conexo
y localmente compacto. Sea M C E un continuo y sean d, e € M. Entonces
existe una aplicacion continua f : [0,1] — E tal que f(0) = d, f(1) = ey
M c f([0,1]).

Demostraciéon. Como M es conexo podemos asumir, escogiendo si es nece-
sario la componente conexa de E que contiene a M, que F es conexo (y por
tanto un continuo generalizado de Peano de acuerdo con la Nota 1.3.1). El
Teorema I1.1.3(c) establece una sobreyecciéon propia g : Te — E. En particu-
lar g7*(M) es un conjunto compacto no vacfo y existe un subdrbol compacto
T C Te con g~ (M) C T. Ahora no es dificil encontrar una aplicacién continua
sobreyectiva h : [0,1] — T con h(0) = 29 € g~ '(e) y h(1) = 21 € g (d). Para
esto simplemente consideramos una sucesion 0 =ty <t} < --- <ty <tgg1 =1
donde s es el nimero de vértices {vy,...,vs} de T'; entonces h sobre [t;_1,1;]
(1 <i<s+1)esun camino desde v;_1 a v; en T con vy = Tg ¥ Vsp1 = X71.
La composicién f = goh : [0,1] — E es una aplicacién con las propiedades

requeridas. O

Definicién I1.2.2. Los espacios para los que se cumple el Teorema I1.2.1

decimos que tienen la propiedad de Bognar.

Nota I1.2.3. En el Ejemplo 1.4.14 se muestra un continuo generalizado no de

Peano que cumple la propiedad de Bognar. En efecto, por compacidad, todo
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continuo esta en una de las tres componentes conexas por caminos y cada una

de ellas cumple la propiedad de Bognar trivialmente.

Si llamamos a un espacio X crecientemente conexo si posee una sucesion
exhaustiva de continuos, entonces la propiedad de Bognar caracteriza a los con-
tinuos generalizados de Peano entre los continuos generalizados crecientemente
conexos. En efecto, todo continuo generalizado de Peano es crecientemente co-
nexo y cumple la propiedad de Bognar por el Teorema I1.1.3. Reciprocamente,
si X admite una sucesion exhaustiva de continuos {X,},>; y cumple la pro-
piedad de Bognar, el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz nos da para cada X; un
continuo de Peano Y; con X; C Y;. Entonces podemos encontrar una subsuce-

sion {ns}s>1 con

X, CY, CintX,, CintY,, CY, CintX,, CintY,, CY,,...

lo que demuestra que X es un continuo generalizado de Peano por el Teorema

11.1.3(d).

El espacio ¥ representado en la Figura I11.4 mas adelante es un ejemplo
de continuo generalizado no localmente conexo que si verifica la propiedad de

Bognar.

Como Bognar demostré en [8], el Teorema I1.2.1 implica el Teorema clési-
co de Hahn-Mazurkiewicz. Seguidamente probaremos que ambos resultados
son en realidad equivalentes. En la Nota I1.2.5 presentamos una demostracion

alternativa que usa la compactificaciéon de Freudenthal.

Teorema 1I1.2.4. Los siguientes tres enunciados son equivalentes:

(a) Todo espacio métrico localmente conexo y localmente compacto E cumple

la propiedad de Bognar.
(b) Todo continuo generalizado de Peano E cumple la propiedad de Bogndr.

(¢) Cualquier continuo de Peano X es la imagen continua del intervalo uni-
dad [0, 1].
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Demostracién. (a) = (b) es obvio. Igualmente (b) = (c) es inmediato to-

mando £ = M = X en la propiedad de Bognar.

Para ver (c) = (a), si M C E es un continuo, consideramos la componente
X C FE que contiene a M. Por la conexion local de E y la Nota 1.3.1, X
es un continuo generalizado de Peano y por el Teorema I1.1.3 existe? P C
X subcontinuo de Peano con M C intP. Aplicamos el Teorema de Hahn-
Mazurkiewicz (I1.1.2) y encontramos una aplicacién continua f : [0,1] — P C
X con f(I) = P. Modificamos f, como en la demostracién del Teorema I1.2.1,
para que f(0) = ey f(1) = dy llegamos asi a probar que F posee la propiedad
de Bognar. O

Nota I1.2.5. Se puede usar la compactificacién de Freudenthal para dar la
siguiente demostracion alternativa a (c) = (a) en el Teorema I1.2.4 sin usar el
Teorema I1.1.3. Como antes, podemos considerar que F es conexo y por tanto
un continuo generalizado de Peano. Asi que la compactificacion de Freudenthal
E es un continuo de Peano (I1.1.10) para el cual (I1.1.3(c)) nos proporciona
una sobreyeccién continua f : [0,1] — E. Usando los mismo argumentos de
la demostracién del Teorema I1.2.1 podemos también suponer que f(0) =ey

f(l)y=de M.

Sea K C E un compacto tal que M C intK y sea A = A U---UA, la

descomposicién del compacto A = f~H(F(F)) en la unién disjunta de cerrados

Ay =ANnft (UZE) donde U; son las componentes no acotadas de X — K.

Ahora procedemos como en la demostracién de la Proposicion I11.1.11 y si
s1 y t1 son el primer y dltimo elemento en B, = A; N f~1(F(E)), observamos
que By C intA; por lo que podemos encontrar € > 0 tal que s; —€,t; + € €
f~YU;). Entonces cambiamos f por una nueva aplicacién f; : [0, 1] — E que
coincide con f fuera de [s; — €, + €] y es un camino en U; de f(s; —¢€) a
f(t1 +€). De esta forma, si F} = 0. n F(FE) tenemos que f1([0,1])NF, = &
y reiteramos el proceso hasta conseguir una aplicacién f, : [0,1] — E tal
que f,([0,1]) N F; = @ para 1 < j < n, por lo que f, : [0,1] — E ya que
F(X) = Uj_, Fj. Ademds f, coincide con f en el compacto f~'(K) y por
tanto M C f,([0,1]), fn(0) = ey fu(1) = d. Esto demuestra (I1.2.4(a)).

2El subcontinuo P se puede obtener aplicando el Lema IV.2.5 dentro de la teoria cldsica

de los continuos.
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SII.3. (Generalizaciones del Teorema I1.2.1

Esta seccion contiene algunas generalizaciones del Teorema I1.2.1 involu-
crando los finales de Freudenthal. Comencemos fijando alguna notacion. Sean
E un espacio métrico no compacto, localmente compacto y localmente conexo
y A C E un conjunto conexo cerrado. La componente conexa X C FE que
contiene a A es un continuo generalizado de Peano y A es un subcontinuo ge-

neralizado cerrado (ver Nota [.3.1). Sea F)y = a'n F(X). Primero probamos

Teorema 11.3.1. Con la notacion anterior supongamos que tenemos un drbol
T y un homeomorfismo g : F(T) — F4. Entonces para cualquier final e € Fy
y sucesiones {t,}n>1 C T Yy {an}n>1 C A convergiendo a los finales g~ (e) y
g, respectivamente, eziste una aplicacion propia f : T — E tal que f(t,) = ay,
para todon > 1y A C f(T).

En la demostracion del Teorema I1.3.1 usaremos los siguientes lemas esen-

clalmente conocidos

Lema I1.3.2. Para cualquier subconjunto A C T de un drbol ordenado T' con
vértice raiz vo € T (ver Definicion 11.1.17) existe el subdrbol minimal Ty con

ACTA yUQGTA.

Demostracién. Sea Ty = (7" la interseccién de todos los subarboles T" C
T convg € T" y A C T'. Entonces T4 es un conjunto conexo pues dados
cualesquiera dos vértices p,q € T" el tinico arco que los conecta esta contenido

en T". Por lo tanto T4 es necesariamente un drbol y claramente vy € Ty. [

Lema I1.3.3. Sean T y 1" dos drboles y g : F(T) — F(T") una aplicacion
continua. Dadas dos sucesiones {t,} y {t!,} convergiendo a los finales € y
g(e) respectivamente, existe una aplicacion propia h : T — T' con h, = g y
h(t,) = t, para todo n > 1. Es mds, si g es sobreyectiva h se puede elegir

sobreyectiva.

Demostracién. En (I1.1.16) se construye una aplicacién propia f : T — T’
con f, = g que puede ser elegida sobreyectiva si g es sobreyectiva. Aqui sim-

plemente modificamos f para obtener una aplicacién propia h : T' — T’ con
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h(t,) = t,, para todo n > 1. Concretamente, como {t/ },>1 converge al mis-
mo final que {f(t,)}n>1, existe una sucesién de caminos {7,},>1 que unen
T (0) =t a v,(1) = f(t,) tal que si L C T" es compacto entonces existe ng
tal que para cualquier n > ng 7, N L = & (ver Proposicién 11.1.13). Entonces
subdividimos T para anadir todos los t,, como nuevos vértices y extender la su-
cesién {7, } a la sucesién {v,} de caminos donde v varia entre los vértices de la
subdivision, definiendo v, = v, si v = ¢, y 7, el camino constante v, (t) = f(v)
si v # t,. Usando esta sucesion, definimos h : T'— T" sobre cada arista (v, w)
(identificada con [0, 1]) por h(t) = 7,(3t) si 0 < t < 1/3, h(t) = f(3t — 1) si
1/3<t<2/3y h(t) =7,(3—3t) si 2/3 <t <1.Se comprueba directamente

que h es una sobreyeccién propia con h(t,) = t,. O

Demostracién del Teorema I1.3.1. De acuerdo con el Teorema I1.1.3(b)
existe un arbol 7" y una sobreyecciéon propia r : 7" — X que induce un ho-
meomorfismo 7, : F(1") — F(X). Sea T]_, 4y C T" el subdrbol dado por el
Lema I1.3.2 para r~1(A) C T'. Como r es propia se puede comprobar que
FIT) N YA = r7Y(Fy) = F (T;_l(A)). Aqui 7 es la extensién de Freu-
denthal de r. Mas aun, como r, es un homeomorfismo, F4 es homeomorfo a
F(T]-1(4))- Entonces, escogiendo t;, € r~!(a,), el Lema I1.3.3 nos proporciona
una sobreyeccion propia h : T — T;,I(A) con h(t,) =t paran > 1, y la

composicion f =roh: T — X es la aplicacion requerida. O

La imagen YV = r <T7f,1( A)> en la demostracion del Teorema II1.3.1 es un
continuo generalizado de Peano por el Teorema I1.1.3(b). Mds atn, también
se observa en dicha demostracién que F(Y') es homeomorfo a F4. Por lo tanto

tenemos el siguiente resultado como un complemento al Teorema I1.3.1.

Teorema I1.3.4. Eziste un continuo generalizado de Peano Y C E tal que
ACY yF(Y) es homeomorfo a Fj.

Nota II.3.5. (a) Si E = X = A entonces el Teorema I1.3.1 implica el Teorema

I1.1.3(b), probando que ambos resultados son en realidad equivalentes.

(b) Como no todos los finales de un arbol arbitrario tienen el mismo com-
portamiento topolégico, no podemos esperar que el Teorema I1.3.1 nos pro-

porcione una sobreyeccion propia que aplique una sucesion convergente a un
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final arbitrario a la sucesién dada {a,}. En efecto, si £ = X = T es el darbol

descrito en la siguiente figura

&1 €0

Figura I1.3

es claro que no existe una sobreyecciéon propia 7' — T que envie un sucesion
convergente al final 5 a una sucesiéon convergente al final ;. De cualquier
forma, para el arbol binario de Cantor Ty con F (Tg) = € el conjunto de
Cantor, podemos probar con la notacién ya fijada al comienzo de la seccién el

siguiente

Teorema 11.3.6. Dada una sucesion {a,} C A que converge a un final cual-
quiera € € Fy y cualquier sucesion {t,} que converge a un final en F (T¢) = €,
existe una aplicacion propia f : Te — E tal que A C f(Te) y f(tn) = a, para
todon > 1.

En la demostracién del Teorema I1.3.6 usaremos la siguiente observacion

Nota I1.3.7. Si A C € = F (T¢) es un subconjunto cerrado del conjunto de
Cantor €, existe un subarbol T' C T¢ con F(T') = A. En efecto, T se puede
escoger como el subarbol generado por todos los vértices v para los cuales T,
define al menos un final en A. Aqui T;,, C T es el arbol generado por los vértices

w > v, ver Definicién 11.1.17.

Demostracién del Teorema 11.3.6. Sea 1" C T un subarbol que contiene
el vértice raiz cuyo espacio de finales es homeomorfo a F4 (Nota I1.3.7) y sea
g : F(T) — F4 un homeomorfismo. Por el Teorema I1.3.1 existe una aplicacién
propia f : T — E tal que f(t,) = a, para una sucesién {t,} que converge
al final ¢’ = g~!(¢). Seguidamente observamos que cualquier conjunto cerrado

de € es un retracto de € ([43]; 15.2) y escogemos una retraccion r : F (Te) =
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¢ — F(T) (esto es, r(x) = x si x € F(T)). Es mas, como € es un espacio
homogéneo ([59]; 7.22) podemos encontrar un homeomorfismo ¢ : € — €
con Y (g9) = €', donde ¢ es el final limite de la sucesién {t¢,}. Por lo tanto,
aplicando el Lema I1.3.3 a la composicién re1) : € — F(T') obtenemos una
aplicacion propia h : T¢ — T con h(t,) = t,, para n > 1. La composicién

f= fo h es la aplicacion propia deseada. ]

Si consideramos aplicaciones continuas ordinarias, tenemos también el si-

guiente andlogo del Teorema I1.2.1.

Teorema I1.3.8. Dada una sucesion arbitraria {a,} C A y una sucesion
creciente {t,} en la semirecta R>g = [0,00), existe una aplicacion continua
f:Rso — E tal que A C f(Rx>o) y f(tn) = a, para todon > 1.

Demostracién. Sea g : T — E una aplicacién propia dada por el Teorema
11.3.1. Elijamos 2, € g '(a,) y t,, € (tn, tns1). Después de ordenar el conjunto
de vértices de T', {v, }n>0, con vy el vértice rafz, definimos una sobreyeccién
continua h : Ry — T de tal forma que h(0) = vy, h(t,) = 2z, y h(t,) = v,. La

composicion f = goh : R>y — E satisface los requerimientos. O






Capitulo III

Sucesiones inversas de

aplicaciones propias

Este capitulo estudia la conexién y los finales de Freudenthal de espacios
obtenidos como limites inversos de sucesiones de espacios no compactos con
aplicaciones de enlace propias. En concreto, probamos que los limites inversos
de sucesiones de rectas euclideas (espacios tipo linea) o semirectas euclideas
(espacios tipo rayo) preservan la conexién y los finales de Freudenthal (Teore-
mas [11.3.4 y II1.4.2). Sin embargo esto no es cierto para arboles sin vértices
terminales con tres o mas finales. Es mas, mostramos que la categoria de los es-
pacios tipo rayo y aplicaciones propias no admite un objeto universal (Teorema
I11.3.6).

gIII.1. Limites inversos con aplicaciones de

enlace propias

Aunque en algunos resultados nos restringiremos a los continuos genera-
lizados y continuos generalizados de Peano, trabajaremos en general en la
categoria de los espacios topolégicos admisibles (ver §1.3) y las aplicaciones

propias.

Notacién ITI.1.1. Usaremos la notacion X = lim{X,, f,,} para representar el
p

limite inverso (ver Apéndice B) de una sucesion X; Loy, 2. fo X, L

con aplicaciones de enlace f, propias.
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Obsérvese que al eliminar la compacidad, el limite X puede ser el espacio
vacio. Por ejemplo si consideramos la sucesion de inclusiones X; D X, D ...
donde X,, = [n,+00). Para limites inversos no vacios tenemos el siguiente

lema; compdrese con ([24], 3.7.12).

Lema II1.1.2. Un limite inverso X = im{X,.f,} de espacios admisibles es
—

un espacio admisible. Fs mas, las pmyecc?ones naturales w, : X — X, son

aplicaciones propias (y por tanto X no es compacto si los espacios X,, no lo

son). Ademds, si las aplicaciones f, son mondtonas entonces también lo son

las proyecciones m,.

Recordemos que G. T. Whyburn introdujo en [81] la nocién de aplicacién
mondtona como aquella en que la fibra de cualquier punto de su codominio
es conexa, es decir, una aplicacion f : X — Y se dice mondtona si es un
sobreyeccién continua tal que f~!(y) es conexo para cada y € Y. El nombre
de “mondtona” proviene del hecho de que una funcién real continua tiene fibras

conexas si y sélo si es creciente o decreciente.

Lema III.1.3 ([24]; 6.1.29). Si f : X — Y es una aplicacion cerrada (en
particular, si f es propia) y mondtona entre dos espacios admisibles, entonces
para todo conexo C CY se verifica que f~(C) es conexo.

Demostracién del Lema II1.1.2. El espacio X C [],-,; X» es metrizable

n>1
y segundo numerable ya que hereda ambas propiedades del producto (B.5).
Veamos que las proyecciones candnicas m, : X — X,, son propias; para esto,
sea K C X, un compacto y consideremos que la sucesién inversa S = K «—
[ UK) — fLh(f7H(K)) « ... donde cada término es compacto pues las

aplicaciones de enlace son propias. Entonces 7, }(K) = lim S es un compacto
p—

no vacio.

Para comprobar la compacidad local de X, sea Q@ = [\, U;x[[:2, ., X; un

i=n+1
entorno de (z1,xs,...) € X donde U; es un entorno compacto de x;. Entonces
el conjunto cerrado 2x = X N ) es compacto pues estd contenido en un

conjunto compacto

Uy x Uy X -+ x Uy X frli(U) X (fasze for1) " (Un) X ...
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Aqui usamos que X es cerrado en Hn21 X, (B.5) y que las aplicaciones f,

son propias.

Finalmente, supongamos que f,, es monétona para todo n > 1. Dado y €
X, tenemos 7, (y) = lim{y «— f,'(y) < f..1(f ' (y)) < ...} donde todos

los espacios son conexos y compactos, luego 7, }(y) es no vacio y conexo. [

Corolario IT1.1.4. Cualquier limite inverso de continuos generalizados X =
lim{X,, f.} con aplicaciones de enlace mondtonas es un continuo generaliza-
b

P

do.

Usando la compactificacién por un punto de Alexandroff, X+ = X U {00},
probaremos seguidamente que los limites inversos de sucesiones inversas con
aplicaciones de enlace propias pueden ser identificados como limites inversos

ordinarios “punteados”. Para ello, consideremos la siguiente notacion.

Notacién ITI.1.5. Si X,, es un espacio punteado por z, € X,, por X =
lim {X,, g} queremos denotar que X es el limite de una sucesién inversa cuyas
z;?)likcaciones de enlace satisfacen g, '(z,) = x,41 para todo n. Recordemos que
por la Proposicion 1.1.8 toda aplicacion propia f: X — Y se extiende a una
aplicacién continua f*: Xt — YT tomando f*(o0) = oo.

Entonces

Proposicion I11.1.6. Para cualquier espacio admisible X son equivalentes:
(a) X = lm{X,, f.}.
p

(b) X* = lim {X;, f;'}.

Demostracién. Para probar (a) = (b) consideremos el siguiente diagrama

conmutativo (para todo n > 1)

Z
qdn dn+1
+ +
)(n + ){n+1
In
urs ”:+1

)(+
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donde Z es un espacio arbitrario. Del diagrama sigue que g, '(c0) = g} (00)
para todon > 1. Entonces, si C' = g, (00), la propiedad universal de los limites
inversos nos da una aplicacién continua ¢ : Z—C — X tal que 1,9 = ¢u|z-¢
paran > 1. Ahora, extendemos ¢ a ¢ : Z — X tomando ¢(z) = cosiz € C.
De esta forma, ¢ es continua. En efecto, sea € un conjunto abierto de XT.
Seguidamente vemos que ¢~ (£2) es abierto en Z. Esto es claro si oo ¢ ) pues

Q) es abierto en X y asi o~ 1(Q) = ¢71(Q) C Z — C es abierto en Z.

Supongamos que oo € (). Entonces X — () es compacto y la cuestién se
reduce a mostrar que @ 1(Q) = ¢ (2 — {oo}) U C es abierto. Debido a la
continuidad de ¢, o= 1(2 — {c0}) es abierto en Z. Mds atin, dado z € C
sabemos que ¢,(z) = 0o y que m,(X — Q) = 7, (X — Q) es compacto en X,,.
Por tanto, (X — m,(X — Q)) U{oco} es un entorno abierto de oo para todo
m > n. Entonces ¢, ((X,, — (X — Q) U {oc}) es un conjunto abierto que

contiene a z para todo m > n y estd contenido en = 1(Q — {c0}) U C'.

Reciprocamente, para probar (b) = (a) consideremos el siguiente diagrama

donde Z es un espacio arbitrario

A
qn qn+1
Xn 1, Xn+1
Tn Tn+1
X

Dado que X+ = lim X sabemos que existe ¢ : Z — X tal que 7o ¢ =

¢n donde ¢, es la composicién de g, con la correspondiente inclusiéon X,, C X,

Més atin oo ¢ ¢(Z) y asi ¢ : Z — X satisface 7, ¢ = ¢, paratodon > 1. O

Como un espacio admisible X se sumerge como un conjunto cerrado en
R¥ si y sélo si Xt se sumerge en la k-esfera S*, el siguiente corolario es una
consecuencia inmediata del Teorema de inmersién ([59]; 2.36) debido a J. R.

Isbell.
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Corolario II1.1.7. Si X = lim{X,, f,} donde cada X, es homeomorfo a

un conjunto cerrado no trivial de R¥, entonces X se puede sumergir como un

conjunto cerrado en R?*.

Demostracién. Si X,, es cerrado en R* entonces X, es compacto en S*.

Ademds, por la Proposicién II1.1.6 X+ = lim{X " f} y entonces, por el
p

Teorema de Isbell, X+ C S%. Por lo tanto la inmersién X — R?* es propia,

es decir X es homeomorfo a un conjunto cerrado de R?*. O

§III.2. Limites inversos que preservan los fi-

nales de Freudenthal

La compacidad es crucial, no solo para la existencia de un limite inverso,
sino también para la preservacion de la conexién. De hecho, si consideramos
la sucesién inversa de arboles con un soélo final X,, cuyo bosquejo vemos en la

siguiente figura, su limite consiste en dos copias de la semirecta euclidea Rx.

1 g1 9 92

Figura II1.1: Sucesion inversa de drboles con un sdlo final.

Aqui g, es la identidad sobre [0, 00)U[0,, n,) y lleva linealmente el intervalo

[N, (n 4 1),] sobre [n,n + 1] en la forma obvia.

A continuacion estudiamos la relacion entre la conexion de X =
lim{X,, fn} v el comportamiento de las aplicaciones de enlace f, con res-
-
pegto a los finales. Comenzamos observando que dado un limite inverso
X = lim{X,, f,} de espacios admisibles, podemos considerar el limite in-

=
verso de fas compactificaciones de Freudenthal y extensiones correspondientes

lim{)/(\n, ]/”,\1} Entonces
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Proposicién II1.2.1. Si X = lim{X,, f.} es un limite inverso de continuos
—r

generalizados entonces existe una sobreyeccion canonica continua @ @ X —
im{X,, f.}
P

Demostracién. Es claro que las extensiones 7, : X — )?n de las proyecciones
T, X — X, definen una aplicacién candnica ¢ : X - L= hin{)?n,j/’;}
M4s aun, la imagen cp()?) C lgnjf\n es compacta, y por tanto D = lgn)/(; -
go()/(\' ) es un conjunto abierto en lim X contenido en el conjunto compacto
F =1m{F(X,), fus}. SIiD# 2y ; D, la O-dimensionalidad de F' establece
un engrno abierto y cerrado €2 C D de € en F. Por lo tanto, ) es abierto

en lim X,, y cerrado en F', y entonces también es compacto en lim X,,. Esto
— —
contradice la conexion de lim X,, y necesariamente D = &. Aqui usamos que
P

los espacios X, son continuos. ]

Corolario III.2.2. Bajo las suposiciones anteriores, existe una aplicacion

sobreyectiva entre los finales de Freudenthal de X = lim{X,, f.} v el limite
inverso de espacios de finales de Freudenthal m{F (X,,), fu«}-

Definicién II1.2.3. Decimos que una sucesién inversa {X; <& X, <2 .}
con aplicaciones de enlace propias es fiel en los finales si las aplicaciones de
enlace inducen homeomorfismos g, : F(X,41) = F(X,,) para todo n. Es mas,

su limite X = lim{X,,, g, } se dice que preserva los finales si las proyecciones
o

[a¥)

canénicas 7, : X — X, inducen homeomorfismos 7, : F(X) = F(X,) para

todo n.

Obviamente, sucesiones de espacios con un unico final son fieles a los finales.
El siguiente ejemplo muestra que los limites de sucesiones fieles en los finales

pueden tener un espacio de finales no metrizable.

Ejemplo IT1.2.4. Sea {p; },>1 una sucesion creciente de niimeros primos donde

p1 = 2 y consideremos la sucesion inversa formada por los arboles

X = ([1,+00) x {0} U {pi"} x [0, piT}iz1 (n = 1)

y las aplicaciones propias f, : X,+1 — X, definidas como sigue: f,(z,0) =
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(2,0) si € [1,00); fu(plyz) = (P} ' 4+ 2,0)si 0 <z < pl(p—1)y
falptyx) = e —p H(pi— 1) sipl H(pi— 1) < a < pi.

n n—1

(pi_lvpi ) A
|
|
|
|
|
L

Figura II1.2: Imagen en X,,_1 del segmento {p}'} x [0,p}'] C X,, por fn_1.

No es dificil comprobar que X = lim X,, = [1,+o00) U (I_'[Pi,+oo)>, y
T i>1
entonces F(X) no puede ser metrizable por el Teorema 1.4.7.
Proposicién I11.2.5. Supongamos que el limite X = lim{X,, g,} de una su-
“p
cesion inversa de continuos generalizados fiel en los finales preserva los finales.

Entonces X es conexo y por tanto, un continuo generalizado.

En la demostracién de la Proposicién 111.2.5 usaremos la siguiente genera-
lizacién directa de resultados bien conocidos en el caso compacto (Proposicién

B.6). Incluimos las demostraciones por completitud.

Lema II1.2.6. Sea A C X = lim{X;, f;} un conjunto cerrado donde los
“p
X; son espacios admisibles. Si m; : X — X; son las proyecciones canonicas,

entonces A = lim{m;(A), fI} para las restricciones obvias f].
—r

Demostracién. Es inmediato que A C L = lim{m;(A), f/}; mas atn, dado
“p

x = (z;);>1 € L existe un elemento y; € A tal que m;(y;) = x; para todo i. Por

lo tanto 7. (y;) = x) para todo k < ¢, y asi la sucesién {y;} converge a z en X,

de donde = € A puesto que A es un conjunto cerrado. O

Lema III.2.7. Sean Ay, Ay C X conjuntos cerrados de un limite inverso
X = 1lim{X;, f;} de espacios admisibles. Si AyNAy # & y Ay 6 Ay es compacto,
b

entonces Ay N Ay = lim{m;(Ay) N mi(Ag), f}'} para las restricciones obvias f}.
A

Demostracién. Como cada m;(A;) N m;(As) es compacto, el limite L =
lim {7;(A;) N 7;(Az), f'} no es vacio. Es més, por el Lema I11.2.6 A; N Ay =
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lim {m;(A; N Ay), f2} C L para la restriccién correspondiente f?. Reciproca-
—r

mente, dado # = (2,);>1 € L existe un elemento y/ € A; tal que m(y!) = 2
para todo ¢ > 1y 7 = 1,2. Como en la demostraciéon del Lema II1.2.6, las
sucesiones y} y y? convergen a x en X y asi # € A; N Ay. Aqui usamos que A,

y A, son conjuntos cerrados. ]

Nota II1.2.8. El limite inverso que aparece al comienzo de esta seccién mues-

tra que el Lema II1.2.7 no se verifica si se elimina la compacidad.

Demostraciéon de la Proposicion II1.2.5. Supongamos por un momento
que X = A; U A, es una unién disjunta de dos conjuntos abiertos (y por tanto
cerrados). Consideremos la compactificacion de Freudenthal y las extensiones
7 X 5 X, y tomemos Z; = EX. Por el Lema I11.2.6 Z;, = hin{ﬂ(Z,), 1}
para las restricciones obvias f/. Més atin, la conexién de )/(; nos lleva a7, (Z;)N
7n(Z3) # @ para cada n. Aplicando el Lema II1.2.7, Z; N Zy = lim{7,(Z;) N
7n(Zs), f} para las correspondientes restricciones f”, y por tang W0 Zy =
Z1 N Zy N F(X) # @. Asi, para cualquier final % € Z; N Z,, el Lema 1.2.5
implica A;, Ay € U de donde @ = A; N Ay € %, que es un contradiccion. [

También tenemos el siguiente reciproco parcial de la Proposicién 111.2.5

Proposicién I11.2.9. Si el limite X = Um{D;, f;} de una sucesion de den-
p
dritas fiel en los finales es conexo por caminos, entonces el limite preserva los

finales.

Demostracion. Puesto que X es un continuo generalizado podemos describir
los finales de Freudenthal de X por medio de cuasicomponentes. Supongamos
por un momento que existen dos finales distintos e; = (Q})n>1, €2 = (Q%)n>1 €
F(X) con e = (1) = mi(e2) € F(X;) (i > 1) para las proyecciones ; :
X — X;. Como €, # &5 las cuasicomponentes Q! y Q? son disjuntas para un
n lo suficientemente grande. Sean L; C X — intK, (j = 1, 2) continuos en
X dados por el Lema 1.4.13 con ¢; € L; y L; N FrK,, # <. Entonces, para
la extensién de Freudenthal de 7;, 7;(L;) es un conjunto conexo en D, con
e € m(Ly) N7i(Ly); donde D; es dendrita por el Lema I1.1A.5. Por lo tanto
Q; = m;(L1)UT;(Ls) es también un conjunto conexo en D;. Si Qf = Q,NF(D,),
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entonces Q — Qo = m(Ly — L) Um;(Ly — L2) con L} = L; N F(X). Notemos

que L; — L} es cerrado en X.

Maés atn, sea I' C X un camino con I'N L; # @ para j = 1, 2. Luego m;(I")
es un continuo en D; y también lo es 3; = m;(I')NQ = m;(I') N (2—Qp) pues los
dendritas son hereditariamente unicoherentes por (II.1A.7(e)). En particular,
para las restricciones f! : ¥, 1 — ¥; el limite inverso ¥ = lgn{Ei, it C X es

un continuo. Sin embargo, el Lema II1.2.7 establece que

S =TnN((L = L) U (Ly — L§))

donde el miembro derecho de la igualdad no es conexo. Esto es una contradic-

ciéon que concluye la demostracion. O

Nota IT1.2.10. La Proposicion I11.2.9 se verifica para X un continuo genera-
lizado de Peano (ver Nota I1.1.1).

Las aplicaciones de enlace mondtonas producen sucesiones inversas fieles

en los finales. De manera mas precisa,

Teorema II1.2.11. Cualquier sucesion {X; Sy, L ...} de espacios
admisibles donde las aplicaciones enlace son propias y mondtonas es fiel en

los finales. Mds atun, su limite inverso preserva los finales.

La demostracion es una consecuencia inmediata de la siguiente

Proposicién I11.2.12. Cualquier aplicacion propia y mondtona f : X — Y

entre espacios admisibles es fiel en los finales.

Decimos que una aplicacién propia f : X — Y es fiel en los finales si la
aplicacién inducida f, : F(X) — F(Y) es un homeomorfismo. A continuacién

usaremos el siguiente lema cuya demostracién es un sencillo ejercicio.

Lema II1.2.13 ([24]; 1.4.C). Sea f : X — Y wuna aplicacion continua y
cerrada. Entonces para todo A C X se tiene que f(A) = f(A). Es mds, si
A, B C X, entonces f(A) C f(B) implica que f(A) C f(B).




56 Capitulo Ill: Sucesiones inversas de aplicaciones propias

Demostracién de la Proposicién I11.2.12. Dados dos finales (esto es, A-
ultrafiltros) diferentes 24 y % € F(X), existen dos conjuntos cerrados de
frontera compacta Uy € 24 y Uy € % con Uy NUy = @ y FrU; UFrUs C int K
con K compacto. Méas atin, podemos suponer que K = f~1(L) para algtin
compacto L C Y. Aqui usamos que f es propia. Por el Lema [.2.3, X —intK €
U N y entonces F; = Uy —intK y Fy = (X — intK) — F} forman una
particién de X — int K en dos conjuntos abiertos y cerrados con Fy € % y
s € % pues Uy — int K C Fs.

Por otra parte f(F) N f(Fy) = &; en efecto, si f(z1) = f(z2) para z; €
F; entonces el conjunto conexo f~!(f(x;)) corta a Fy y Fy lo cual es una
contradicciéon. Aqui usamos la monotonia de f. De esta forma f(F)) y f(F3)
son una particién de Y — intL = f(X — intK) (la igualdad sigue del Lema
[11.2.13) en dos conjuntos cerrados (y por tanto abiertos). En consecuencia la
frontera de f(f’z) en Y es compacta para ¢ = 1,2. De acuerdo con el Lema
1.2.5, % € FiXAy por la continuidad de la extensién de Freudenthal f(%) =
(%) € my y por tanto f(F;) € f.(%;) de nuevo por el Lema 1.2.5. Més
aun, f(Fy) N f(F,) = @ establece que f.(%1) # f.(%,). Esto muestra que f,

es inyectiva.

La sobreyeccién de f, sigue del hecho de que las aplicaciones mondtonas

son sobreyectivas y el Lema [.2.10. O

Demostraciéon del Teorema I111.2.11. Se sigue de la Proposicién I11.2.12
que las aplicaciones inducidas F(X,) — F(X,_1) son homeomorfismos. Pa-
ra comprobar que el limite inverso preserva los finales, observamos que las
proyecciones T, son monétonas por el Lema II1.1.2, y aplicamos otra vez la
Proposicién 111.2.12. O

gIIl.3. Espacios tipo rayo

Seguidamente consideraremos el andlogo propio de la bien conocida clase

de los espacios tipo arco en la teoria de los continuos. Concretamente,

Definicién II1.3.1. Decimos que un espacio X # @ es un espacio tipo rayo si

X = lim{X,, f,} donde X,, = R es la semirecta euclidea para cada n > 1.
“p
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Teorema I11.3.2. S7 X es un continuo generalizado de Peano tipo rayo en-

tonces X = Rx.

Demostracién. Tenemos X = lim{X,, f,} donde cada X,, = Rs,. Como
p

cada X, es un arco y por la Proposicién I11.1.6 X+ 2 lim { X', .}, se sigue
que X es tipo arco y por ([59]: 8.41) se verifica que XF e la, b]. Entonces,
puesto que X — {oco} = X es conexo (al ser continuo generalizado), se tiene
que oo no puede separar a X por lo que debe corresponder a uno de los
extremos de X y por tanto X serd homeomorfo a [a,b) = Rsq 6 (a,b] =

R>o. ]

Lema II1.3.3. Sea X = lim{Rx, f,.} un espacio tipo rayo. Si Fy y Fy son

dos subconjuntos cerrados, conexos y no compactos en X, entonces Fy C Fy
o Fy, C Fy.

Demostracién. Como las proyecciones 7, : X — R son propias (II1.1.2),
Tn(F1) v m,(F,) son subconjuntos cerrados, conexos y no compactos en Rxy.
Por lo tanto cada m,(F;) (j = 1, 2) es un intervalo cerrado y no acotado y
entonces 7, (Fy) C m,(F) 6 mp(F) C mu(F7). Nétese que si m,, (Fy) C mp(F3)
para algin m, entonces 7, (Fy) C m,(F») para todon < m. Asi, la existencia de
un subsucesién infinita {n;} con m, (F1) C m,, (F2) establece m,(F1) C m,(F5)
para todo n > 1. Mdas adn, por el Lema I11.2.6 F; = hirl{wn(ﬂ),f,;} donde
Fimi(F) — ma(F) (i = 1,2), v asi Fy C By, ’

Si la subsucesién {n,};>1 no existe, entonces necesariamente existe un ng

para el cual 7, (Fy) C m,(F) para todo n > ng, y entonces Fy C Fj. O

Teorema I11.3.4. Cualquier espacio tipo rayo X es un continuo generalizado

con un solo final.

Demostraciéon. Segun el Lema I11.3.3, X tiene a lo sumo una componente co-
nexa no compacta . Es més, de la Proposicion 111.1.6 se deduce que la compac-
tificacion de Alexandroff X es un continuo (tipo arco) y entonces, el Teorema
[.4.12 muestra que la clausura de cualquier componente C' C X = X+ — {0}
debe contener a oo € C'. Por lo tanto, X coincide con su tnica componente
no compacta; esto es, X no tiene componentes compactas y X es un continuo

generalizado.
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Supongamos que X tiene dos finales diferentes £; = (Q%,),>1 (i = 1, 2) defi-
nidos por sucesiones de cuasicomponentes Q! C X — intK,, para una sucesién
exhaustiva { K, },>1 de X. Como €, # &9, existe un ng tal que las cuasicompo-
nentes @,y Q2 son disjuntas. Sea C; C @}, una componente no compacta
dada por el Lema 1.4.13. Como cada Q! es un conjunto cerrado también lo
es Cy, y el Lema II1.3.3 establece que Cy C Cp C Q2 6 Cy C Cy C Qy,. En

ambos casos QL N Q2 # @ lo que es un contradiccion. O

Nota III.3.5. En la teoria de los continuos los espacios tipo arco estan carac-
terizados por la existencia de e-aplicaciones f : X — [0, 1] (es decir, para cada

r € X el didmetro didm(f~!(f(x))) es mds pequeinio que ¢) para todo € > 0.

Un paso crucial en la demostracion de este resultado es el hecho de que
una tal e-aplicacién f satisface que existe § > 0 tal que didm(f~'(A)) < € si
didm(A) < §; ver ([59]; 2.33). Esta propiedad no se tiene para espacios tipo
rayo; en efecto, el homeomorfismo lineal g : R>g — R>( definido por g(n) =n
y g(n+ %) =n+ % es una e-aplicacion para todo € > 0 pero para los conjuntos

A, = [n,n+ 1] se tiene que didm(A,) < = y didm(g~'(4,)) = 3 para todo n.

Con la idea de obtener una caracterizacién de los espacios tipo rayo en
términos de e-aplicaciones f : X — Ry = [0, 1), tenemos que considerar en X
métricas que estén controladas en el infinito; esto es, para cada n > 0 existe un
conjunto compacto K C X tal que d(z,y) < nsiz,y € X — K (estas métricas
son exactamente las restricciones a X de métricas sobre la compactificacion

de Alexandroff X).

De esta forma, un espacio X es tipo rayo si y sélo si para cualquier
métrica controlada en el infinito d sobre X y cualquier ¢ > 0 existe una e-
aplicacién f : (X,d) — [0,1). Para esto observamos que X es tipo rayo si
y s6lo si XT = lim R;O (Proposicién I11.1.6). Entonces un cuidadoso es-
tudio de los argur?eﬁtos seguidos en la demostracién de ([59]; 12.19) mues-
tra que Xt = l;m R;O si y s6lo si para todo € > 0 existe una e-aplicacion

f: Xt — lim RE; = [0,1] con f71(1) =00 € XT.

Es bien sabido que la clase de los espacios tipo arco contiene un objeto
universal (ver [66]). Recordemos que un espacio U se dice que es universal en

una categoria topoldgica C si cualquier espacio de C se puede sumergir en U.
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En contraste, la clase de los espacios tipo rayo no admite un espacio uni-

versal. Mas precisamente,

Teorema II1.3.6. No existe un espacio universal en la subcategoria llenal

TR de Topp de los espacios tipo rayo y las aplicaciones propias.

Para esto definimos

Definicién II1.3.7. Un espacio sin rayo es un espacio que no admite una

inmersién propia de la semirecta R>.

Demostraciéon del Teorema I11.3.6. Sea X un espacio tipo rayo sin rayo
en TR (ver II1.3.8 para un ejemplo) y sea Y = R>( una semirecta. Supon-
gamos que existe un espacio universal U € TR. Esto implica la existencia
de inmersiones cerradas X, Y C U. Por el Lema II1.3.3 tenemos que X C Y
60 Y C X. La ultima opcién se puede eliminar pues Y es espacio sin rayo, y
entonces tenemos que necesariamente X C Y, pero entonces X es un subcon-
junto conexo en R el cual es un intervalo. Esto es una contradiccién y la

demostracion concluye. O

Ejemplo IT1.3.8. En lo que sigue describimos un ejemplo de espacio tipo rayo
sin rayo. Para ello consideramos la familia de segmentos unidad A7 = {(z,y) €
Ryr=i,j-1<y<jtyBj={(ry eRy=j,i—1<ax<i}que
forman la red plana de cuadrados unidad. Sea X, el rayo en esta red plana
obtenido afnadiendo a la unién |J{A?; 1 < j < 400,2n(j —1) <i < 2nj} un

conjunto minimo de segmentos horizontales Bji»; ver Figura III.3.

Las aplicaciones enlace propias f, : X,.1 — X, vienen dadas por las
aplicaciones obvias que llevan linealmente el segmento Ag C X,.1 sobre
Al oy C Xnsi2n+1)(j—1) < i < 2(n+1)j—2y sobre Ay ; si
2n+1)j —2<i<2(n+1);.

Afirmamos que X = lim{X,, f,} es homeomorfo a el espacio ¥ = [ J;—, &y

“p
representado en la Figura II1.4. Para esto observamos que X,, se descompone
como | J,~, X¥ donde X es el arco en X,, conteniendo Use—1)<i<on AF. Mas

ain f,(XF ) = XF para todon, k > 1. Es una comprobacién directa que para

'Una subcategoria D C C se dice llena si para todo par de objetos X,Y en D los
conjuntos de morfismos D(X,Y) = C(X,Y) entre X e Y coinciden.
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f3
X3 =
f2
X2 =
bil
Xl =
. ) L f1 f2 Jn—1 Jn
Figura II1.3: La sucesion inversa X, ¢ Xo & -+ - - — X, < Xpg---

las restricciones f¥ = f|yx, el limite inverso X* = hin{XTlf . fF es un subcon-
junto cerrado en X y X = (J;o, X*. Es mds, la definicién de las aplicaciones

de enlace f, establece homeomorfismos ¢, : ¥ = X* donde ¥* es la curva
“seno del topdlogo” ¥ C X. Los homeomorfismos ) son compatibles en los

puntos {py}r>1 y definen un homeomorfismo ¢ = (J,o, i : ¥ = [Upe Zp =
X =U, X*.

2,

™M
I

Figura II1.4: El espacio 3.
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gII1.4. Espacios tipo arbol y cuestiones abier-

tas

La definicién de un espacio tipo rayo admite la siguiente generalizacion

inmediata

Definicién II1.4.1. Un espacio X se dice que es tipo drbol si es el limite
X = <hln{Xn, fn} donde cada X, es un arbol localmente finito para todo
n > 1. E; particular, si {X,,, f,}n>1 €s una sucesién fiel en los finales donde
cada X,, =T es un arbol localmente finito fijo para todo n > 1, se dice que X

es tipo T

Si T = R es la recta euclidea, diremos que X es un espacio tipo linea. El

Teorema II1.3.4 se extiende para estos espacios; concretamente,

Teorema 111.4.2. Cualquier espacio X tipo linea es un continuo generalizado

con dos finales.

Demostracién. Supongamos que X = lim{R, f,,} no es conexo y que tiene
“p

una componente compacta D. La compactificacién por un punto Xt es un
continuo (tipo S') por la Proposicién II1.1.6 y el Teorema 1.4.12 implica que
oo € D, lo que es una contradiccion. Luego todas las componentes son no

compactas.

Supongamos que X tiene al menos 3 componentes C;, Co y C3. Como
las proyecciones son aplicaciones propias, tenemos que m,(C;) (i = 1, 2, 3)
son conjuntos cerrados conexos no compactos de R, por lo que son intervalos
cerrados no acotados y por tanto al menos dos de ellos estan relacionados por
inclusién; digamos por ejemplo que 7, (C}) C 7,(Cy). Argumentando como en

la demostracion del Lema I11.2.6 obtenemos

Cy = lim{m,(C1), 1} C Hm{m,(Cs), f7} = Cs,

lo que es una contradiccién. Aqui f? : m,.1(C;) — m,(C;) es la correspondiente

restriccion de f,.
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Nos queda descartar el caso en que X tiene exactamente dos componentes
no compactas C; y C,. Para esto observamos que la conexion de R implica
que para cada n los intervalos no acotados m,(C;) (i = 1, 2) deben tener una
interseccién no vacia A, = m,(C7) N 7,(Cs) # & que podemos suponer que
es un intervalo compacto para todo n > ng, porque de otra manera m, (C) C
m(C2) = R (o viceversa) para cada n, y procederiamos igual que en el caso

anterior.

La compacidad de los A, establece que @ # lim{A;, f;} € C; N Cy para
las restricciones f) = fu|a,.,, lo que es una contradiccién. Por lo tanto X es

un continuo generalizado.

Es més, el Corolario I11.2.2 nos muestra que X tiene al menos dos finales.
Aqui usamos que la sucesién que define X es fiel en los finales. Seguidamente
comprobamos que el nimero de finales es a lo mas 2. En efecto, supongamos
en caso contrario que ; = (Q"),>1 (1 <4 < 3) son tres finales distintos donde,
para cada n, Q' C X —intK,, es una cuasicomponente para la sucesién exhaus-
tiva { K, },>1. Entonces existe m tal que las cuasicomponentes Q! Q% Q3 son
disjuntas dos a dos. Si, para cada i < 3, C; C Q' es una componente no com-
pacta dada por el Lema 1.4.13, entonces para cada n > 1, al menos dos de las
tres proyecciones conexas no compactas m,(C;) comparten un final de R. Para
ser precisos, supongamos que +oo es un final de m,(Cy) y m,(Cy), de donde
T (C1) C m(Cs) 6 m,(Cy) C m,(Ch) para cada n > 1. Razonando como en la
demostracion del Lema I11.3.3 se puede comprobar sin dificultad que C C Cy
6 Cy C (1, lo que contradice la suposicién €; # e5. Procediendo andlogamente

en cualquier otro caso se concluye la demostracion. O

Ejemplos sencillos nos muestran que el resultado anterior sobre espacios
tipo rayo y tipo linea no se cumple para otros arboles. En concreto, un espacio
tipo T, con T un arbol con un solo final, puede no preservar los finales y ser
no conexo como muestra el ejemplo ilustrado en la Figura III.1. Mas aun, el
Ejemplo II1.2.4 muestra que el espacio de finales de X puede incluso no ser

metrizable.

Se puede encontrar facilmente un ejemplo que muestre un espacio tipo 7,

donde T' sea un arbol sin vértices finales, que no preserve los finales y no sea
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conexo; véase Figura II1.5, en la cual se representa una sucesion inversa cuyo

limite es la unién R U R, de dos copias distintas de la recta euclidea.

_2a
72(1 71(1
S fa
_211 D — _1a D — Oa
710( Oa la
..._10#0&1 5 cee ..._1 01£1a2 cee ..._1 5 12:2.a..

Figura II1.5: Sucesion inversa cuyo limite inverso son dos copias disjuntas de R.

Ahora estamos preparados para caracterizar los dendritas como espacios

tipo arbol. Presentamos una demostracién alternativa en la Seccién §II1.4A.

Teorema I11.4.3. El continuo generalizado de Peano D es dendritico si y

solo si es tipo drbol; es decir, D = lim {T}, f;} donde, T; es un drbol para todo
—r

i > 1. Es mas, se puede consequir que la sucesion {T;, f;} sea fiel en los finales

y por tanto que D preserve los finales.

Demostracién. Supongamos que D = En{Ti, fi} para una sucesion de arbo-
les T;. De acuerdo con la Proposicion II.1AP.3(a), solo necesitamos probar que
D no contiene ciclos. Para esto, sea A C D un subcontinuo cualquiera. Si
pi : D — T es la correspondiente proyeccién canonica, tenemos que p;(A) C T;
para todo i > 0, luego cada p;(A) es un compacto conexo y por tanto un
subdrbol compacto de Tj. Asi A = lm{p;(A), f{}, con f!: pis1(A) — pi(A) la
restriccion de f;, es un dendrita com;cto por la versién compacta del Teorema
I11.4.3 ([59]; 10.50)) y el resultado sigue de la Proposicién IT1.1A.3(b).

Por la Proposicién 11.1.14 sabemos que existe T" < D un arbol de finales
de D; entonces T C D y F(T) = F(D). Ahora procedemos como en ([59];
10.27) para el dendrita D (ver Proposicién I1.1A.5) con la tinica diferencia de
que aqui no empezamos la construccion inductiva con un tnico vértice sino
con toda la compactificacién T. Més aun, para un conjunto denso numerable
{Tn}n>1 C B, construimos una sucesion creciente de conjuntos compactos

f:AOCAl CAy C---CA; C... donde A;; 1 — A; es el tnico arco ;1
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que va desde el primer x, ¢ A; a algin punto en A;. Observemos que para
cada i, T; = A; — F(T) es un arbol en D con F(T;) = F(T') debido al hecho

de que D es dendritico.

Notemos que, D= Ui2, A; debido a la densidad de {x,},>1. Es méds, por

([59]; 10.32) también sabemos que D = lim{A,, "'} donde las aplicaciones
i+1

verifican que, para cada i > 0, (ri™)~(F(T)) = F(T). Esto significa que las
+1

enlace r;" : A;;1 — A; son las retracciones naturales que, por definicion,

restricciones f; = ri*! : T, — T; son aplicaciones propias y D = lim {7}, fi}.
0
O

El ejemplo I11.2.4 nos sugiere la siguiente cuestion

Cuestion I11.4.4. Supongamos que X = lim{7,,, f,} es el limite de los arbo-
o

les T}, con un nimero finito de puntos de ramificacion. ;Es el espacio de finales

de X metrizable?

Como una consecuencia de la Proposiciéon I11.2.5, si X es un espacio tipo
T que preserva los finales, entonces X es conexo. Pero todavia no tenemos una

respuesta positiva o un contraejemplo para el reciproco; concretamente,

Cuestién II1.4.5. ;jPreserva los finales cualquier espacio conexo tipo 717

Un respuesta parcialmente positiva se di6 en la Proposicién I111.2.9. Tam-
bién el siguiente ejemplo sencillo nos muestra que para un grafo G' localmente
finito y un solo final existen espacios conexos tipo G que no preservan los fina-
les. Por ejemplo, la recta euclidea R es el limite inverso de la siguiente sucesion

de grafos de un sélo final.

Oq
Oq 1a
fi f2
/[0,1 -«— 1, -— 2,
0 1=1, 2 3 0 1 2=2, 3 0 1 2 3=3,

Figura II1.6: Sucesion inversa cuyo limite inverso es R.
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III.4A. Dendritas y nervios de recubrimien-

tos

Como una aproximacién alternativa al Teorema II1.4.3 damos aqui una
demostracion que es esencialmente una aplicacion de la versién propia de un
teorema debido a Freudenthal (Teorema I11.4A.2). Para esto, recordemos que
dado un recubrimiento W = {W},c; de un espacio X, el nervio de W es el
complejo simplicial abstracto N (W) cuyos vértices {p;};es estdn en biyeccién
con los conjuntos de W de tal forma que < pj,,pj,...,pj, >€ N(W) es
declarado un sfmplice si y sélo si W;, N W; N ---NW, # @. Nétese que
N (W) es un complejo simplicial localmente finito si VW es un recubrimiento

localmente finito. Empezamos con la siguiente

Proposicién ITI1.4A.1. Sea X un continuo generalizado de Peano y {K;};>1
una sucesion ezhaustiva en X. Sea U = {U,;}i>1 un recubrimiento numerable
localmente finito por conjuntos abiertos con clausura compacta y tal que U
refina a la familia C = {C}} >0 ke1, de componentes no acotadas CF C V; =
X — K. Entonces FIN(U)) = F(X).

Demostracién. Probaremos que la aplicacién estandar (ver [24]) A : X —
N (U) induce una biyeccién continua entre los espacios de finales. Recordemos

o0

que la aplicaciéon A viene dada por A(z) = > .2, Ai(x) con

d({L‘,X - Uz)

N() = (i>1)
donde d es una métrica sobre X. Nétese que para todo x € X las sumas
son finitas por ser U localmente finito y A(z) €< piy,...,pi, >C N(U) si
T € ﬂle Ui;- Més atin, ya que el recubrimiento U es localmente finito y las
clausuras de todos los U € U son compactas, se deduce que A es una aplicacion

propia.

Para probar que la aplicacién inducida A, : F(X) — F(N (U)) es biyectiva,
para cada indice i elegimos un punto p; € U; —J 2 Uj v lo identificamos con el

vértice en N (U) representado por U;. Cada uno de estos puntos serd llamado
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un punto distinguido. En caso de que U; C U#i Uj, simplemente quitamos U;

del recubrimiento U. Nétese que A(p;) = p; con este convenio.

Primeramente observamos que cualquier final ¢ € F(X) puede alcanzarse
por un rayo r : [0,00) — X con r(n) un punto distinguido para cada n > 0.
En efecto, sea 1’ : [0,00) — X cualquier rayo con 7,(00) = e. Como U es una
familia localmente finita y U refinaa V = {V;};>1, es facil encontrar una familia
de arcos localmente finita {7, },>0 que una r’(n) con un punto distinguido %,.
Entonces definimos r : [0,00) — X por r = H; donde H : [0,00) x I — X es
la composicion 7o p donde p : [0,00) x I — [0,00) x {0} UN x I viene dada por
las copias de una retraccion fija [0,1] x I — [0,1] x {0} U{0,1} x I, y 7 es la

unioén de r’ sobre [0, 00) x {0} y la familia localmente finita de arcos {7, }n>0-

Para probar que A, es inyectiva, consideremos ¢, ¢’ € F(X) dos finales con
Ae(€) = Ai(€). Por la observacion previa existen rayos r, s : [0,00) — X con
r.(00) = €y s«(0c0) = €' para los que r(n) y s(n) son puntos distinguidos
para todo n > 0. Por el Teorema de aproximacion celular propia ([6]; IV.1.6)
podemos asumir que los rayos Aer y Aos son simpliciales. Ademds, puesto
que ambos definen el mismo final, existe una familia localmente finita de arcos
simpliciales {7, },>1 que unen los vértices Aor(n) = r(n) y Aes(n) = s(n) en
N(U). Para cada n > 0 consideremos j(n) como el entero positivo j > 1 mads
pequeno tal que Vj contiene a los U; cuyos puntos distinguidos caen en 7,.
Notemos que j(n) — oo si n — oo pues la familia de arcos {7, }n>0 es local-
mente finita. Para cada arista < v,w > en 7, los conjuntos Us,) y Uy cuyos
puntos distinguidos son v y w se cortan y por tanto pertenecen a la misma
componente Cf((:)) C Vj(n)- Inductivamente todos los puntos distinguidos en 7,

l . k(n) ’ !
pertenecen a la misma componente Cj(n) yasie=¢.

Finalmente, para comprobar que A\, es sobreyectiva empezamos con una
sucesion de vértices de N'(U) {vy, }n>0 que definen un final e € F(N(U)). Por
lo tanto cada v, determina un conjunto abierto U(v,) del recubrimiento U
y los puntos distinguidos de estos conjuntos definen como minimo un final
n € F(X) para el que \.(n) = e. O

Junto con la Proposicion I11.4A.1, el otro ingrediente en la demostracién al-

ternativa del Teorema I11.4.3 es la siguiente versién propia del Teorema clasico
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de Freudenthal ([59]; 2.13).

Teorema ITI.4A.2 ([71]; Prop. 13). Sea X un espacio admisible con dim X <

n. Dada cualquier sucesion localmente finita de refinamientos abiertos U; >

Uy > Us ... tales que meshlU; < % y ordU; < n ewmisten aplicaciones propias

gi © Py — Py para las cuales X = Um{P;, g;}. Aqui P; denota al poliedro
o

subyacente al nervio N(U;).

Recordemos que, dado un recubrimiento U de un espacio X, se denota
por meshif al calibre de U que es el supremo de los didmetros de todos los
miembros de U y que el orden de %, ordU, es el mayor entero n tal que U

contiene n + 1 conjuntos con interseccién no vacia.

Demostracién de la necesidad en I11.4.3 (alternativa). Comenzamos

con cualquier recubrimiento localmente finito & = {U;};>1 de D por abiertos
de clausura compacta. Dada una sucesion exhaustiva {K;};>1 de D, sea
Uy = {U; NV;};i>1 donde V; = X — K. Puesto que D es unidimensional
encontramos un refinamiento U; < U, por conjuntos conexos con meshif; <1,
y ordU; < 2. Por lo tanto si Uy, Uy, U3 € U; entonces Uy NU; NU3 = O y
asl N (U;) no tiene 2-simplices; esto es, dim (N (U;)) < 1. Ademés, se puede
deducir facilmente de este hecho y de la Proposicion I1.1A.7(c) que N (U)
no tiene ciclos y asi N(U;) es un arbol. Es més, F(N(U;)) es homeomorfo
a F(D) por la Proposicién II1.4A.1. Inductivamente, construimos de esta
forma una sucesion de refinamientos como en el Teorema II1.4A.2 con la
propiedad adicional de que cada nervio N(U;) es un arbol con su espacio de
finales F(N(U;)) homeomorfo a F (D). Ahora el resultado sigue del Teorema
II1.4A.2. O

SII1.5. Un dendrita universal

En esta seccién describimos un espacio universal U en la subcategoria llena
Dend C Topp de los dendritas compactos o no y las aplicaciones propias
(Teorema I11.5.2). El espacio U serd un subconjunto abierto conveniente del
conocido dendrita compacto universal W definido por T. Wazewski en [79];
ver también [57] y [59].
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Para nuestro propoésito describiremos W de una manera ligeramente dis-
tinta a la original de Wazewski . Para ello recordamos (ver Definicién I11.1.17)
que dado un arbol T con vértice raiz vy € T' el n-ésimo nivel de T' L, C T es
el conjunto de vértices L, = {v € T'; |v| = n}. Aqui |v| denota el nimero de

vértices en el inico arco v, desde vy a v y se escribe v < w si v aparece en 7,,.

Si I = [0,1], empezamos construyendo el siguiente drbol Ty C 1% en el
1
0)

cuadrado unidad I? = I x I. El vértice raiz ug € Ty es el punto uy = (5,
y hay (n + 1)! vértices de Ty en el nivel L, (n > 1) localizados en la recta

horizontal y = 2. Ademds, cada vértice u con [u| =n tiene n + 1 sucesores.

Claramente el espacio de finales F(7Ty) C I x {1} es homeomorfo al conjunto

de Cantor. Las aristas que emanan de un vértice u € Ty estaran ordenadas de

forma natural de izquierda a derecha.

L3
Ly
Ly
o
Wh 1
1
|
Wo: Wiy !
| [
|
Ws: Wy UW, y —— .
| Lo

Uo

Figura I1L.7: Wy, Wy y Ws.

Ahora consideramos un primer espacio Wi que es la estrella W, = S C I?



§IT1.5: Un dendrita universal 69

obtenida como la unién en el vértice raiz vy de una cantidad numerable de
arcos de lineas rectas I'y, I'y, ..., [, ... con didmetros diam(I;) — 0 tales
que I'; y T’y consisten en las clausuras (esto es, los rayos y los finales definidos
por ellos) de los rayos en Ty que emanan desde ug y avanzan eligiendo la rama
méas a la izquierda en cada nivel L, segun se sube. Mas aun I'; C {(z,y) €
I%0<y < %} para ¢ > 3. Un segundo espacio Wj es el resultado de anadir
una copia de la estrella S en un punto interior de cada arco de W; de forma
que para los dos primeros arcos de W; los puntos interiores escogidos sean los
vértices en el nivel Ly y los dos primeros arcos I'{ y I'y de la copia pegada a
u € Ly son las clausuras de los rayos en Ty que parten desde u a través de las
aristas de Ty situadas a la derecha de la que en W; contiene a u y entonces
suben por la rama mas a la izquierda en cada v’ € L, con n > 2. Ademé&s

Iy c {(z,y) € I* % <y< %} para i > 3; ver Figura II1.7.

En el siguiente paso pegamos una copia de la estrella S en el punto interior
de cada arco de W, de manera que para los tres arcos que emanan desde los
vértices de Ly los puntos interiores escogidos sean los vértices en el nivel Ly. Y
ahora los tres primeros arcos I'Y, I'y y I'y de la copia S, anadidos a u € Ly son
la clausura de los rayos en Ty que emanan desde u a través de las aristas a la
derecha de la que en W5 contiene a u y suben por la rama mas a la izquierda
en cada u' € L, para n > 3. Mds atin, T C {(z,y) € I?; 2 <y < 3} para
1> 4.

Procedemos por induccion para obtener una sucesiéon creciente W, C Wy C
.-+ C W; C ... de dendritas tal que la clausura W = m es topologica-
mente equivalente al dendrita universal de Wazewski tal y como se describe
en [59]; ver Figura IIL8.

W4y |
BN

Figura II1.8: Dendrita universal de Wazewski .
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Nota IT1.5.1. (a) Alternativamente, se puede comprobar que W coincide con
la clausura m donde Qy = fU C I? es la compactificacién de Freudenthal
de Ty y Q; (i > 1) se obtiene de €; 1 pegando a cada vértice v € L; una copia
de la estrella S descrita anteriormente en cada punto medio de los arcos en

Qi n{(z,y) € I’y < 75}

(b) Obsérvese que la construccién de W determina para cada arco I' C Ty
un subcontinuo Wt que es homeomorfo a W. En particular los puntos de

ramificacién en W N T son densos en I'. Ver Figura I11.9.

Figura I11.9: Wr.

Sea U = W — (I x {1}) el conjunto abierto conexo de W (y por tanto un
dendrita; ver Proposicién I1.1A.5) obtenido al quitar los finales de Freudenthal
F(Ty) de W. Ahora probamos

Teorema II1.5.2. U es unwversal en la categoria Dend.

Demostracion. Dado D € Dend sea T C D un arbol de finales de D;
ver Proposicion 11.1.14. Comenzamos construyendo un inmersion cerrada ¢y :
T — Ty como sigue. Elegimos un vértice raiz vy € Ty denotamos por n(v)
al nimero de sucesores de v € T' para el orden inducido sobre 7" por vy y sea
n; = max{n(v); [v| = j}. Para vy escogemos ¢o(vy) € Ty tal que |¢o(vo)| >

mgy = ng, donde el orden sobre Ty esta inducido por el vértice raiz ug € Ty dado
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anteriormente. Para cada v € T' con |v| = 1 escogemos m; > max{ng, ny, na}
y ¢o(v) € Ty con |¢o(v)| = my y ¢o(v) # ¢o(v') si v # v'. Esto es posible pues
my > ng. Siv € Ty |v] =2 escogemos my > méax{n;; 0 <i <3}y ¢o(v) € Ty
con |¢o(v)| = ma y ¢o(v) # do(v') si v # vy do(v) > ¢o(w) si v > w. Ambas
condiciones pueden ser satisfechas pues m; > ny. Procedemos por induccién
para obtener una inmersion ¢ : Vert(T) — Vert(1y) que determina una
inmersion ¢g : T'— Ty ya que ¢o(w) < ¢o(v) si v < w. Ademds ¢ se extiende

a una inmersion ¢q : T' < Ty entre las compactificaciones.

Modificamos ¢y para obtener una inmersion mas conveniente ¢y que lleve
puntos de ramificacion de D en T' en puntos de ramificacién de W en Ty;. Para
esto, dado cualquier arco (ordenado) v, . C T consideramos un conjunto denso
E, v C v, que contenga todos los puntos de ramificacién de D situados sobre
Yo,vr- Sea Fg) ¢y €l conjunto denso (numerable) en el arco ygw), go(v) =
®0(Vo, ), formado por los puntos de ramificacién de W en ese arco (ver Nota
II1.5.1(b)). Consideramos un homeomorfismo @y, v : Yo, ot — Voo (v), do(v') CON
Go, o (B, o) = Eg), v)s Po,0 (V) = 00(V) ¥ 0o, (V) = ¢o(v'). La existencia
de tal homeomorfismo sigue de ([24]; 4.3.H(a)). Entonces ¢q se define como la

unién @y = Uv<v/ Oy, v -

De esta manera tenemos el siguiente diagrama conmutativo de flechas soli-

das

~ ~

Siguiendo [59] extenderemos py a una inmersion @ : D — U con
P(F(D)) =po(F(T)) C F(Ty) = F(U) y por tanto la restriccién ¢ : D — U
serd la inmersion cerrada que se requiere. Para ello, recordamos que, de acuer-

do con la demostracion del Teorema II1.4.3, tenemos D =lim A; donde los A;
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son dendritas compactos construidos a partir de un conjunto denso numerable
{Zn}n>1 C D formando una sucesién creciente T = AyCc Ay C---CAC...
tal que para cada j, vj41 = m es el unico arco que va desde el primer
x, ¢ Aj a algin punto en A; y las retracciones naturales 'r’gf“ : Ajp — Ajson

las aplicaciones enlace en el sistema inverso. Ahora construimos un diagrama

conmutativo:

1 2 J J+1
~ o 1 -1 Ty
T = AQ Al Aj

%0 o1 @5

Ty = Qo (1) Qnq) n(2) () () n(+1)
90 In(1) In(i—1) In(j)

donde los €, fueron definidos en la Nota II1.5.1 y para cada j > 0 definimos
la aplicacién gfl : Q11 — Q5 que es la identidad sobre §2; y lleva cada
estrella S en Q;; — €, al punto de pegamiento. Entonces denotamos g, =
g”kCle °o... ogj:_1 :Q; — Qp si j > k. De la definicién de las aplicaciones g; se
sigue que W = hin{Qz, gi}-

Finalmente veamos cémo elegir la subsucesion {n(j)} y las aplicaciones
;. Para esto, sea B C ﬁ, el conjunto numerable de todos los puntos de
ramificacion de W. Sean py y p; los puntos extremos del arco 7, con {pg} =
Ap N 1. En 7 seleccionamos un subconjunto numerable y denso E C 7] =
Y1 — {po,p1} con BN~} C E. Elegimos n(1) para que ¢o(po) ya aparezca en
2,1y como punto de ramificacién dentro de la arista p C Ty que lo contiene y
usamos ([24]; 4.3.H(a)) para llevar homeomérficamente E al conjunto (denso)
de los puntos de ramificacién de p. Asi podemos extender py a una inmersién
p1 1 A — Q) tal que i(B N v;) son puntos de ramificacién en ),
?1(po) = @o(po) y 1(v1—{po}) C 2n1)— . Procediendo de manera inductiva,

obtenemos @; para todo j > 0.

Debido a que p; es una inmersién para cada j > 0, es inmediato comprobar

que la aplicacion inducida @ : D < U es también una inmersion. O

Como U se puede sumergir como un conjunto cerrado en R? deducimos del

Teorema I11.5.2 el siguiente
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Corolario I11.5.3. Todos los dendritas compactos o no son propiamente pla-

nos.






Capitulo IV

Sobre la extension de
Freudenthal de aplicaciones

propias confluentes

La interesante clase de aplicaciones confluentes (que contiene a las
aplicaciones mondétonas y abiertas) fue introducida originalmente por J. J.
Charatonik en [14]. Posteriormente varias generalizaciones han aparecido en
la literatura. En este capitulo, ademas de aplicaciones confluentes, conside-
ramos aplicaciones semiconfluentes y débilmente confluentes definidas por T.

Mackowiak [51] y A. Lelek [46], respectivamente.

Algunos autores han usado las aplicaciones con fibra compacta para ex-
tender resultados sobre aplicaciones confluentes desde la teoria clasica de los
continuos al ambiente de los espacios no compactos. Como una contribuciéon a
este esfuerzo, en este capitulo estudiamos el comportamiento de aplicaciones
propias confluentes, semiconfluentes y débilmente confluentes respecto a las

compactificaciones de Alexandroff y Freudenthal.

gIV.1. Dos casos triviales: aplicaciones

monotonas y aplicaciones abiertas

Ya vimos que cualquier sobreyeccion propia y monétona f : X — Y entre

espacios admisibles induce un homeomorfismo entre los espacios de finales de
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Freudenthal (II1.2.12). Como una consecuencia inmediata obtenemos

Proposicién IV.1.1. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia y mondtona

entre espacios admisibles. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) f es mondtona.
(b) La extension de Freudenthal F:X =Y es mondtona.

(¢) La extension de Alexandroff f*: Xt — Y™ es mondtona.

Demostracién. Las implicaciones (b) = (a) y (¢) = (a) son obvias. Veamos
(a) = (b). Sabemos por la Proposicién 111.2.12 que f induce un homeomorfis-
mo entre los espacios de finales, asi que para cada punto y € Y se tiene que
su imagen inversa f~!(y) o es un final, si y € F(Y'), o es un conexo, por ser f

mondétona, siy € Y.

Para probar (a) = (c) consideremos un punto y € Y*. Si y € Y entonces
(fHYy) = f~Yy) que es conexo por ser f mondétona. En el caso en que

y =00, (fT)"}y) = oo por lo que f es mondtona. O

Para la clase de las aplicaciones abiertas, también tenemos

Proposicién IV.1.2. Sea f: X — Y wuna sobreyeccion propia entre espacios

admisibles. Son equivalentes:

(a) f es abierta.
(b) La extension de Freudenthal F:X =Y es abierta.

(¢) La extension de Alexandroff f+: X+t — Y™ es abierta.

Demostracion. Es obvio que (b) 6 (c¢) implican (a). Es mds, si f es una apli-
cacién abierta y U C X es un abierto basico, entonces o U es abierto en X
y entonces fT(U) = f(U) es abierto en Y y por tantoen Y; 6 U = X — K
para algin compacto K C X, y entonces f(U) es un entorno de todos los
puntos en el conjunto abierto f(X — K) = fT(U) — {oo} asi como entorno
de oo € YT — f(K) C ft(U). Para el caso de la extensién de Freudenthal,

sera suficiente demostrar la igualdad f(Q”) = f(Q)f para cualquier abierto
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bésico % C X en el Lema 1.2.6 y de acuerdo con este mismo lema bastaria
comprobar que f,(Q7) = (f(Q2))7. Para ello observamos que si Z € (f(2))” es
un A-ultrafiltro entonces también % € (f(Q0))” donde Qy = QUFrQ = Qesla
clausura del abierto de frontera compacto 2. Entonces f(Qy) € % de acuerdo
con el Lema 1.2.5 y por tanto Qq estd en el A-filtro f~1(% ) engendrado por los
conjuntos f~'(U) con U € % . Sea ¥ un A-ultrafiltro conteniendo a f~(%).
Entonces 2y € 7 asi que el Lema [.2.5 nos da ¥ € Q_OX — 0% UFrQ. Por tan-
to, ¥ € QT y f.(¥) = % (ver Proposicién 1.2.10). Luego (f(2))7 C f.(Q7).

La otra inclusion es trivial. O

Las aplicaciones propias mondtonas tienen un comportamiento especial so-
bre los dendritas como muestra el siguiente teorema que extiende ([38]; 5.5).
Para ello recordamos que dados dos espacios admisibles X e Y, una sobre-
yeccion continua f : X — Y se dice hereditariamente mondtona si para todo
subcontinuo B C X y para todoy € Y, (f|z)"'(y) = f~'(y) N B es conexo de
B.

Teorema IV.1.3 (c.f. ([38]; 5.5)). Un continuo generalizado de Peano X es
un dendrita si y solo si toda sobreyeccion propia y mondtona f : X — Y es

hereditariamente mondtona.

Demostracién. Supongamos que X es un dendrita y B C X un subcontinuo
y por tanto un dendrita compacto (II.1A.3(b)). Entonces para todo y € Y,
(fle) Y (y) = f~Y(y)NB C B donde f~!(y) es conexo de X, pues f es monéto-
na; y aplicando la Proposicién I1.1A.7(c) tenemos que (f|5)"!(y) es un conexo

de B.

Veamos la suficiencia. Supongamos que X no es un dendrita, entonces
por la Proposicién I1.1A.3(a) sabemos que existe una curva cerrada 3 C X.
Tomemos un arco I' C ¥; la clausura de su complemento en Y, IV, también es
un arco y la interseccién I' NIV son dos puntos p y ¢ de X. Consideramos la
descomposiciéon Z de X que consiste en los puntos de X — I y I'. Entonces
el cociente Y = X/Z es un continuo generalizado de Peano (I1.1.4), y la
proyeccion f : X — Y es monétona. Por hipétesis la restricciéon f|. deberia

ser monGtona pero f~1(f(p)) = {p, q} lo que es una contradiccion. O
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§IV.2. Aplicaciones confluentes I

En esta seccién estudiamos el comportamiento de las extensiones de Freu-
denthal de aplicaciones confluentes propias. Comenzamos recordando que da-
dos dos espacios topolégicos X e Y, una sobreyeccién continua f: X — Y se
dice confluente si para cualquier subcontinuo B C Y tenemos que f(A) = B

para cualquier componente A C f~1(B).

El origen de esta definicion, debida a Charatonik, es un antiguo resultado
de Whyburn donde se establece que las aplicaciones propias abiertas son con-
fluentes ([82]; 11.1). Obsérvese que se sigue inmediatamente del Lema I11.1.3

que

Lema IV.2.1. Cualquier aplicacion cerrada (en particular, si f es propia) y

monotona f : X — Y es confluente.

El siguiente ejemplo muestra la necesidad de la hipotesis de que f sea

cerrada en el Lema I1V.2.1.

Ejemplo IV.2.2. Consideremos el siguiente continuo W C R? conocido como
circulo polaco.
a7 ae as

aope

Qg

N
i

az as

Figura IV.1: W circulo polaco.

Definamos la aplicacién inyectiva f : Rso — R? tal que f(Rso) = Wy
envia cada intervalo [n — 1,n] C Rso con n > 1 sobre el arco v,-1, C W que

une a,_1 con a, en W. Observemos que f es mondtona pero no es cerrada (o
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equivalentemente, propia). Pero ademds, para el continuo C' C W resaltado en

la siguiente figura

ao

Figura IV.2: Continuo C en el circulo polaco.

tenemos que f~1(C) =[0,1]U[4, +00) C Rso y f([0,1]) = 701 # C por lo que

f no es confluente.

La siguiente proposicién muestra que las aplicaciones mondtonas y con-

fluentes coinciden para funciones reales propias

Proposicién 1V.2.3. Cualquier sobreyeccion confluente propia f: R — R es

mondtona.

Demostracién. Supongamos que f~!(yo) no es conexo para algin 3, € R,
asf que podemos encontrar 2 € R—f~1(y) tal que f~!(yo) corta a los intervalos
abiertos (z,00) y (—o0, z). Mds atn, como f es sobreyectiva, entonces también
lo es la aplicacién inducida f, : F(R) = {£oo} — F(R) = {£oc}. Por tanto f,

es necesariamente biyectiva. Supongamos que f,(c0) = 00y fi(—00) = —0c0.

Por otro lado, como z ¢ f~!(yo) tenemos que yo < f(2) 6 yo > f(2).
Supongamos que ocurre lo primero y apliquemos la confluencia de f al intervalo
cerrado [f(z), c0) para obtener un conjunto cerrado, conexo no compacto, esto
es, un intervalo de la forma [a,00) con z € [a,00) v f([a,0)) = [f(z), 00).
Aqui usamos la suposicién f,(co) = oo. Entonces [z, 00) C [a,00) y por tanto
existe un g € f~(yo) N [a, 00), para el que alcanzamos la contradiccién y, €
[f(2),00). Argumentos similares se emplean para las otras opciones f,(oc0) =

—o0 e yp > f(2). O



80 Capitulo IV: Sobre la extensién de Freudenthal de aplicaciones propias confluentes

La siguiente proposicion recoge una propiedad que sera de utilidad mas
adelante. La demostracion es andloga a la presentada para el caso compacto

en [59].

Proposicién IV.2.4 (cf. ([59]; 13.27)). Sean X,Y,Z espacios admisibles y

sean f1: X =Y y fo: Y — Z aplicaciones propias. Entonces se verifican:

(a) Si f1 y fo son confluentes, entonces f = foo f1 es confluente.

(b) Si f = foo f1 es confluente, entonces fo es confluente.

También usaremos los siguientes lemas

Lema IV.2.5 (c.f. ([59]; 13.19)). Sea X un continuo generalizado de Peano
y sea B un subcontinuo de X. Entonces, existe una sucesion decreciente de
entornos abiertos y conexos de B, {W,}n>1, tales que las clausuras W, = B,

son subcontinuos de Peano y B = () _, B,.

Demostracién del Lema IV.2.5. Escogemos una sucesién exhaustiva de X
formada por subcontinuos de Peano (Teorema I1.1.3(d)) {K,}s>1 para la que
podemos asumir sin pérdida de generalidad que B C K, y seguimos esencial-
mente la demostracién del Lema ([59]; 13.19) con Y = K. Explicitamente, por
([59]; 8.4) ¥ ([59]; 8.9), dado n > 1 podemos encontrar un recubrimiento de B
por subconjuntos abiertos conexos Uy, ..., U,, con las siguientes propiedades
para cada 1 < k < m = m(n): (i) didm(U;) < I; (ii) Uy N B # @; y (ii)
cada Uy, es localmente conexo (de hecho cumple la propiedad! S). Conside-
remos el abierto W,, = |J;-, Ux. Nétese que W, es conexo por (ii). Ademds,
B, =W, = Ui, U, es localmente conexo y por tanto un continuo de Peano
pues cada Uy, lo es por ([59]; 8.5). Aqui usamos que cualquier unién finita de
cerrados localmente conexos es localmente conexa ([45]; Thm. 1, pag. 230).
Por (i), se sigue que B =", B, =1~ Wa. O

Lema IV.2.6 (c.f. ([59]; 13.38)). Sea [ : X — Y wuna sobreyeccion confluen-

te entre espacios admisibles. Dados cualquier subconjunto B C'Y y cualquier

'Un subconjunto no vacio Y € X de un espacio métrico X se dice que tiene la propiedad
S si para cada € > 0 hay un nimero finito de subconjuntos conexos Aj,..., A, de Y tales

que Y = JI_, A; con didmetro didm(A;) < € para cadai=1,...,n.
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componente A C f~Y(B), entonces la restriccion ]7 = fla: A — B es con-

fluente.

Demostraciéon. Observemos que dado cualquier continuo C' C B y cualquier
componente D C f1(C) = AN f7(C), la componente Dy C f~1(C) C
f~YB) que contiene a D corta a A y por tanto, Dy C AN f~1(C). Asi que,

necesariamente, D = Dg y f(D) = f(Dy) = C ya que f es confluente. O

Seguidamente destacamos algunas propiedades que se preservan por
aplicaciones propias confluentes como una extension de resultados clasicos so-
bre aplicaciones confluentes entre continuos. Comenzamos con el siguiente le-
ma que permite usar sucesiones exhaustivas para reducir las demostraciones a

resultados conocidos en la teoria de los continuos.

Lema IV.2.7. Dada una aplicacion propia f : X — Y entre espacios admi-

sibles, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) f es confluente.
(b) flp-1a) : f7H(A) — A es confluente para cada subconjunto A C'Y.

(¢) flq—r) + fTHE) — K es confluente para cada subconjunto compacto
KcCY.

Demostracién. (b) = (c) es obvio; més atn (a) = (b) es inmediato, pues
para cualquier subcontinuo C' C A, aplicamos que f es confluente para obtener
que cualquier componente conexa H C f~1(C) C f~1(A) verifica f(H) =C'y

el resultado sigue.

También (c) = (a) se comprueba sin dificultad. En efecto, dado cualquier
subcontinuo C' C Y la restriccion fo = f|p-1c) : [71(C) — C, es confluente
por hipétesis luego tenemos que f(H) = fo(H) = C para cualquier compo-
nente H C f~1(C) = f,1(C). O

Nota IV.2.8. Por el Teorema II.1.3(d), los subconjuntos compactos en el
Lema IV.2.7(c) se pueden reemplazar por subcontinuos de Peano siempre que

Y sea un continuo generalizado de Peano.
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Teorema IV.2.9. Las aplicaciones confluentes propias preservan las siguien-

tes clases de espacios:

(a) Dendritas.
(b) Grafos.

(¢) Arboles.

Demostracién. Como los grafos dendriticos son arboles, (c¢) sigue directa-
mente de (a) y (b). Para demostrar (a) observamos que la imagen de cualquier
sobreyeccién propia f : X — Y es un continuo generalizado de Peano (11.1.4).
Entonces el Teorema I1.1.3(d) nos da una sucesién exhaustiva {Y, },>1 de sub-
continuos de Peano tales que la restriccion f, = f|-1y,) : f7H(Y,) — Y, es
confluente para cada n > 1. Aqui aplicamos la Nota IV.2.8. Es més, por el
Lema IV.2.6 la restriccién f,|g : H — Y, es también confluente para cada
componente H C f~1(Y,). En particular, H es un dendrita por la Proposicién
I1.1A.3 y por tanto cada Y,, es un dendrita por ([59]; 13.40), y también lo es
Y, otra vez por la Proposicién I1.1A.3.

Para demostrar (b) usamos de nuevo que la restriccion f|y : H — Y, de f
a cualquier componente H C f~1(Y},) es una aplicacién confluente para todo
n > 1. Ahora H es un grafo por ([59]; 9.10.1), y entonces ([59]; 13.31) establece
que Y,, es un grafo para todon > 1. Asi Y = [J 7, Y, es una unién localmente

finita de grafos compactos y por tanto un grafo localmente finito. O

Nota IV.2.10. Como vemos en el teorema anterior, las aplicaciones con-
fluentes propias imponen importantes restricciones a sus imagenes. Véase, por
ejemplo, el Corolario IV.6.11 para el caso en el que el dominio de la aplicacion
considerada sea R> 6 R. Destacamos también el Corolario VI1.4.2 y el Teore-
ma VI.4.5 donde se observan interesantes relaciones entre la homotopia en el

infinito del dominio y del codominio impuestas por estas aplicaciones.

En contraste a lo que ocurre con las aplicaciones mondtonas y abiertas
(Proposiciones IV.1.1 y IV.1.2), las extensiones de Freudenthal de aplicaciones
confluentes no tienen por qué ser confluentes como muestra el siguiente ejem-

plo.
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Ejemplo IV.2.11. Consideremos el continuo generalizado X de la siguiente

figura

»
I

w
Q

Figura IV.3: Continuo generalizado X .

y el continuo generalizado Y que se representa a continuacién

p3 P4

Q1 q2 g3 q4 g5

Figura IV.4: Continuo generalizado Y .

donde las sucesiones {p,}n>1 C E'y {qn}n>1 C F convergen a 0 (por ejemplo
pn=(%,0)y ¢, = (£, -5)). Definamos una aplicacién f : X — Y que envie 4
y D homeomorfamente sobre Gy andlogamente B y C sobre E' y I, respecti-
vamente. Es inmediato comprobar que f es propia y confluente. Sin embargo,

si consideramos las compactificaciones X e Y
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Figura IV.5: X compactificacion de X.

q2 q3 qa

Figura IV.6: Y compactificacion de 'Y .

la extensién de Freudenthal f: X — Y no es confluente. En efecto, basta
considerar el continuo H C Y representado en la Figura IV.6 y observar que
S7YH) = TUJ es la unién disjunta de las componentes I y J representadas

~

en la Figura IV.5 cuyas imédgenes no coinciden con H ya que f(I)NF =2y

~

f(J)NE=g@.

Sin embargo, para aplicaciones confluentes propias ligeras cuyos codominios

sean continuos generalizados de Peano tenemos (comparese con ([59]; 13.29))
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Teorema IV.2.12. Sea f: X — Y un sobreyeccion propia ligera entre conti-
nuos generalizados y supongamos ademds que Y es localmente conexo. Enton-

ces, [ es confluente si y solo si f es abierta.

Recordemos que una aplicacién f : X — Y se dice ligera si cada fibra

/7 Yy) es totalmente disconexa.

Demostracién del Teorema IV.2.12. Como se mencion6 antes, Whyburn
ya demostré que las aplicaciones abiertas son siempre confluentes ([82]; 11.1).
Para probar el reciproco, sea U C X cualquier abierto y tomemos un y € f(U).
Como Y es localmente conexo, y admite una base numerable de entornos
{Vi}n>1 formada por subcontinuos de Peano encajados (IV.2.5). Més an,
dado x € f~!(y) la confluencia de f establece que f(H,) =V, para la compo-
nente de x H,, C f~1(V,,) (i > 1). Nétese que H,,,1 C H,. Por consiguiente la
interseccién H = (1), -, H, es un continuo ([45]; Thm. 4, pag. 170) que contiene
a xy por tanto y € f(H) C (1,5, Vo = {y}. En particular, H estd contenido
en la fibra totalmente disconexa f~!(y), por lo que H sélo tiene un elemento
H = {z} C U. En particular, existe un ng tal que H, C U si n > ng ([59];
1.7). Asi, y = f(z) € f(H,) =V, C f(U) muestra que f(U) es un entorno de
y para todo y € f(U); esto es, f(U) es un conjunto abierto y f es abierta. [

El teorema anterior nos conduce a un analogo parcial de las Proposiciones

IV.1.1 y IV.1.2 para las aplicaciones confluentes

Teorema 1IV.2.13. Sean X e Y continuos generalizados y supongamos
ademds que Y es localmente conexo. Entonces, cualquier sobreyeccion propia
f: X =Y es confluente si y solo si su extension de Freudenthal f: X-Y

es confluente.

Demostracién. La condicién suficiente es obvia (IV.2.7). Supongamos que
f es confluente, entonces el teorema de factorizacién monétona-ligera ([24];
6.2.22) establece que f = fy0 f1 es la composicién de una sobreyeccién monéto-
na propia f; : X — Z y una sobreyeccién ligera propia fo : Z — Y. Obsérvese
que Z es también un continuo generalizado pues cualquier aplicacién propia
preserva la metrizabilidad y la compacidad local (1.1.10). Mas ain, como f es

confluente, también lo es fo (IV.2.4(b)) y el Teorema IV.2.12 establece que fo
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es una aplicacién abierta. Por consiguiente, las extensiones de Freudenthal fl
y j/; son monotonas y abiertas por las Proposiciones IV.1.1 y IV.1.2, respec-

tivamente. Asi, ﬁ y ]/c; son aplicaciones confluentes y por tanto también lo es

En [49], Lelek y E. D. Tymchatyn introdujeron una nocién diferente de
aplicacion confluente f : X — Y que requiere que para todo C' C Y cerrado y
conexo y para toda cuasicomponente Q C f~(C) se cumpla que f(Q) = C;
ver ([49]; 1.4(c”)). Como las cuasicomponentes coinciden con las componentes
para espacios compactos ([45]; Thm. 2, pag. 169) las dos definiciones son equi-
valentes para estos espacios. El siguiente corolario extiende este hecho al caso

no compacto.

Corolario IV.2.14. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia entre continuos

generalizados donde Y es localmente conexo. Entonces son equivalentes:

(a) f es confluente en el sentido de Lelek-Tymchatyn.

(b) f es confluente.

(¢) ParatodoT CY conexo y toda cuasicomponente @ C f~(T'), f(Q) =T.

Demostracién. (a) = (b) es inmediato pues para un continuo C las compo-
nentes y las cuasicomponentes de f~1(C) coinciden al ser f~(C) compacto.
Aqui usamos que f es propia. Es mas, (c) = (a) es trivial. Para probar (b)
= (c) observamos que la extension f: X — Y es confluente y por tanto lo es
de la forma de Lelek-Tymchatyn. Ahora aplicamos ([49]; 3.1(iii)) para obtener
que toda cuasicomponente ) C f_l(F) = [YT) cumple que f(Q)=T. O

gIV.3. Aplicaciones confluentes I1

Esta seccion contiene una demostracion alternativa del Teorema IV.2.13
basada en una extension de ([59]; 13.22) y ([59]; 13.20) a la categoria propia que
se establece en el Teorema IV.3.1. Aparte del posible interés de este resultado

en si mismo, la nueva demostracion requiere de la mayoria de lemas técnicos
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necesarios para tratar con las aplicaciones semi y débilmente confluentes a
las que no es posible extender la demostracién corta del Teorema 1V.2.13 que

dimos en en la Seccién §IV.2.

Si C denota una clase de subconjuntos conexos del espacio Y, diremos que
una sobreyeccion continua f : X — Y es C-confluente si para cualquier conjun-
to B € C y cualquier componente C' C f~1(B), se tiene la igualdad f(C) = B.
El siguiente teorema muestra que otras familias de subconjuntos conexos pue-
den reemplazar a la familia de los subcontinuos para establecer la confluencia

de una aplicacién propia con codominio localmente conexo. Explicitamente,

Teorema IV.3.1. Sea f : X — Y una sobreyeccion propia con'Y un continuo
generalizado de Peano. Entonces [ es confluente si y solo si f es C;-confluente

para cualquiera de las siguientes clases de subespacios conexos de Y (1 <i <

3):
(a) Cy es la clase de los subcontinuos de Peano.

(b) Cy es la clase de los subcontinuos generalizados de Peano.

(c) Cs3 es la clase de los subespacios abiertos conexos (o, equivalentemente,

subcontinuos generalizados de Peano abiertos).

El la demostracion del Teorema IV.3.1 usaremos el siguiente lema.

Lema IV.3.2. Sea f: X — Y wuna sobreyeccion propia Cs-confluente con Y
un continuo generalizado de Peano. Entonces dados U C'Y abierto conexo y
una componente H C f~YU), la restriccion g = flg : H — U también es

Cs-confluente.

Demostracién. Sea V C U abierto y conexo. Sea L C g~ (V) = f~Y (V)N H
una componente. Se comprueba sin dificultad que L es una componente conexa
de f~1(V). En efecto, si Ly es la componente conexa de f~(V') que contiene a
L, entonces L C LoN H # @ y por consiguiente Ly C H. Por lo tanto L = L
es una componente de g~'(V). Asi, por hipétesis, f(L) =V Cc U = f(H) y
por tanto g(L) = V. O
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Demostracién del Teorema IV.3.1. Si f es confluente, entonces es ob-
vio que f es Cj-confluente. La implicacién (b) = (c) también es inmedia-
ta. Seguidamente probamos (a) = (b). Para ello, dado un continuo gene-
ralizado de Peano C' C Y, sea C' = (J~, (), una sucesién exhaustiva de
subcontinuos de Peano de C' (Teorema I1.1.3(d)). Entonces, dada cualquier
componente A C f~YC) y x € A existe ng con f(x) € C, para todo
n > ng. Asi, para las componentes A, C f~}(C,) que contienen a x te-
nemos que A, ¢ Ay A, C A, para todo n > ng. Mas ain, por (a)
f(UnZnO An) = UnZno Cn=C C f(A), luego f(A) =C.

Finalmente veamos que si f es Cz-confluente también es confluente. En
efecto, el Lema IV.2.5 garantiza que todo subcontinuo C' C Y se puede escribir
como una interseccion C' = ﬂ;ozl B,, donde B, = U, es un subcontinuo de
Peano, U, es abierto conexo y C' C U,,; C U, para todon > 1. Si A C
HC) =N, f~1(U,) es una componente, tenemos que A C H; C f~1(U)
para cierta componente Hi; ademads, la Cs-confluencia establece que f(H;) =
U;. Aplicando el Lema 1V.3.2 a la restriccién f; = f|y, : Hy — U; obtenemos
que f(Hs) = Uy para cualquier componente Hy C ffl(Ug) C H;. Procediendo
por induccidn, construimos una sucesion {H,},>1 tal que para cada n > 1,
H, ;1 es una componente conexa de f~(U,41) C H,y f(H,) = U,. Aqui f,, =

fla, : Hy : H, — U, es la restriccién correspondiente.

Obsérvese que si D,, C f~1(B,,) es la componente de f~!(B,,) que contiene
a H,, tenemos que D, C D,, (n > 1) puesto que H,,1 C H, y f~Y(Bns1) C
f71(B,). Es mds, la interseccién (), D, es un continuo ([45]; Thm. 4, pdg.
170) y A C N, Dy € YN, Bn) = f7HC). Por tanto A = (2, D,
va que A C f71(C) se ha supuesto que es una componente. Ademds, dado
y e C =", U, tenemos que f~(y)NH, # @ para todo y pues f(H,) = U,.
Como U, ; C U, para todo n > 1 se sigue por la compacidad de f~!(y) que

la interseccion de cerrados encajados

n=1

WD) =f"wn (ﬂ Dn> =

no es vacfa. Es decir; existe # € A = (2, D,, con f(z) = y. Por tanto,
f(A) =C'y f es confluente. O
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Nota IV.3.3. Sien las hipdtesis del Teorema IV.3.1 prescindimos de que Y sea
localmente conexo, entonces el resultado no se tiene en general. Por ejemplo,
la aplicacién propia confluente f : X — Y entre continuos generalizados del
Ejemplo IV.2.11 no es Cy-confluente. En efecto, manteniendo la notacién em-
pleada alli, el subcontinuo generalizado £ = F' UG C Y satisface que f~1(FE)
es la unién disjunta de dos componentes, Ay CUD, y f(A) esta estrictamente

contenida en F.

Para la segunda demostracion del Teorema IV.2.13 también necesitamos

los siguientes lemas.

Lema IV.3.4. Sean f : X — Y wuna sobreyeccion propia entre continuos
generalizados y H un abierto de Y. Dado cualquier componente D C f_l(H)
con DNF(X) # @, se tiene la igualdad

p=D_Fxy "

En particular, DN X = D — F(X) # @ es siempre no vacio.

Demostracién. Comenzamos fijando una sucesién exhaustiva {K,},>1 en
X y escribiendo A = D —]:(X)f_ " Es dlaro que D — F(X) Cc AcC D.

Aqui usamos que D es cerrado en J?_l(H ).

Mas atn, dado cualquier final € € D escribimos ¢ = (Q,),>1 donde Q,, C
X — intK, es una cuasicomponente y Q)11 C ), vy consideramos cualquier
entorno abierto W de € en f_l(H ). Como ]?_1 (H) es abierto en X , también lo es
W. Asi, la topologia de X nos proporciona un ng > 1y un conjunto N abierto
en X de frontera FrN C intk,, tal que N* = N es un entorno de & con N* C
W C J?_l(H ). Obsérvese que @, C N para todo n suficientemente grande. Por
otro lado, podemos aplicar el Lema [.4.13 para encontrar un continuo M C H

tal que

McQn c N cWwc f\H)

cone € My MNFrK,, # @. Por lo tanto M C D por definiciéon de compo-

nente y
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G£MNXC(WND)NX =Wn(D - F(X))

muestra que € € A, asi D C A y la demostracion termina. O

Lema IV.3.5. Sea f: X — Y la extension de Freudenthal de una sobreyeccion
propia entre continuos generalizados. St H C Y es abierto, entonces cualquier

componente D C ]/C\*l(H) es la clausura en ffl(H) de la union de la familia

Cp = {C componente de f~' (H — F(X)) con C C D}.

Demostracién. Como D es cerrado en Z = f_l(H ), tenemos WCDCZ C
D. Reciprocamente, cualquier componente U C D — F(X) estd contenida en
alguna componente C' C f~' (H — F(X)) C Z,y asi U C C' C D. Entonces el
Lema IV.3.4 establece que D = D — f(X)Z C Ucee, . O

Demostracién (alternativa) del Teorema IV.2.13. La suficiencia es ob-
via. Supongamos pues que f es confluente. Por el Teorema 1V.3.1, para ver que
J?es confluente bastara probar que J?es Cs-confluente. Para esto, sea H C Y un
subconjunto abierto conexo cualquiera. Por la Proposicién I11.1.11, H — F(Y)

también es abierto y conexo en Y y el Teorema IV.3.1 establece que

F(C) = H— F(Y) (IV.3.A)

para toda componente C' C f~'(H — F(Y)).

Seguidamente aplicamos el Lema IV.3.5 para obtener para cualquier com-
ponente D C f~Y(H) = Z

— "

f@zf( U CZ> Qf( U C) —H-F) Yy
cecp cecp

donde Cp es la familia de todas las componentes C C f~'(H — F(X))

contenidas en D. Aqui (I) sigue del Lema II1.2.13 aplicado a la restriccion

]?: 7 = f_l(H) — H que es una aplicacién propia. Més atn, (II) sigue de ser

H — F(X) denso en el abierto H. O
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§IV.4. Aplicaciones débilmente confluentes

Como una amplia generalizacion de las aplicaciones confluentes, Lelek in-
trodujo en [46] la clase de las aplicaciones débilmente confluentes; ver también
[47]. Recordemos que una sobreyeccién continua f : X — Y entre espacios to-
pologicos se denomina débilmente confluente si para todo subcontinuo B C Y
existe alguna componente conexa C' C f~'(B) tal que f(C) = B. Es obvio
que las aplicaciones confluentes son débilmente confluentes. Mas generalmente,
dada una familia C de subconjuntos conexos de Y se dice que f es débilmente
C-confluente si para todo B € C existe alguna componente C' C f~1(B) con
£(C) = B.

El sencillo ejemplo que sigue muestra que el Teorema IV.3.1 no se cumple

en general para la clase de las aplicaciones débilmente confluentes.

Ejemplo IV.4.1. Consideremos el continuo generalizado X que se representa

en la siguiente figura:

Figura IV.7

Por A; (i > 1) denotamos a las circunferencias descritas en la Figura IV.7
y tomamos Ay = {0}. Mds ain, los B; son segmentos de longitud decreciente
que convergen a oo con A; N B; = @ sii#jy A; N B; = {a;}. De esta forma
definimos X = (Uizo A)uUuUDU (UQl B;) donde U y D son los arcos

exteriores superior e inferior, respectivamente, que unen 0 con oc.
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Maés atin, por I'; (i > 1) denotaremos a los arcos punteados de extremos i,
e ig con I'y = {0}. Obsérvese que I'; N A; = {a;}. Ademads, sean A, . y A, _ las
semicircunferencias de A; que quedan por encima y por debajo del segmento
E, respectivamente. Obsérvese que, fijado ¢, para todo j > ¢+ 1, I, N A; es
un par de puntos {pé,qj-} con p;- €eAi+y q§ € A, _ que convergen a i, € iq,

respectivamente, ver Figura IV.7.
Sea Y el grafo obtenido como la unién de A; con la semirecta [0, 00).

0@1 2 3

A

Y

Figura IV.8

Definimos la aplicacién f : X — Y que lleva a; en @ para todo ¢« > 0
y tal que la imagen del segmento B; es homeomorfa al intervalo [i,i + 1]
para todo 7 > 1. Ademas, f es la identidad sobre A;; finalmente, si ¢ > 0
y D;+ y D;_ denotan la unién disjunta de subarcos en A, y A;_ (j > 1),
respectivamente, contenidos en la regiéon comprendida entre I'; y ['; 1, entonces
[ lleva de manera obvia Dy, y Dy _ sobre A, y A;_, respectivamente, e

igualmente y D; U D; _ sobre el segmento [i,7 + 1] (i > 1).

No es dificil comprobar que f es propia y débilmente confluente. Sin embar-
go, f no es débilmente Cs-confluente; en efecto, dado el abierto conexo 2 C Y

representado en la siguiente Figura,

Figura IV.9

para cualquier componente A C f~1(f2), tenemos que A C U 6 A C D.
Aqui usamos que f es propia. Asi f(A) = Q, U[l,+00) # Q 6 f(A) =
Q_UJ[l,400) #Q donde Q. = QN A 4.

Sin embargo atin podemos demostrar el siguiente resultado parcial.
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Teorema IV.4.2. Toda sobreyeccion propia débilmente Cs-confluente f : X —
Y entre continuos generalizados donde Y es localmente conexo es débilmente

confluente.

La demostracién del Teorema IV.4.2 asi como otras demostraciones en esta
seccion y en las secciones siguientes usa el siguiente hecho: Dada una sucesiéon
de subcontinuos {C),},>1 en un espacio compacto X, la convergencia de una
sucesion x,, € C,,, garantiza que el limite inferior LiC,, es no vacio, y entonces
([45]; Thm. 6, pag.171) establece que

Hecho 1V .4.3. El limite superior LsC,, es un subcontinuo de X.

Demostracién del Teorema 1V.4.2. Sea C' C Y un subcontinuo. Por el
Lema IV.2.5 existe una sucesion decreciente de entornos abiertos y conexos
C C U, tales que U, = B, es un subcontinuo de Peano para cada n y C =
ﬂn21 B,,. Por hipdtesis para cada n existe una componente W,, C f~(U,) con
fW,) = U,, vy asi, f (Wn) = U, = B,. Aqui usamos el Lema III.2.13. Sea
yo € C'y x, € W, con f(x,) = yo. Puesto f~(yo) es compacto, podemos
suponer que la sucesién {z,},>1 converge a algin xq € f~'(yo) (esto siempre
se tiene para alguna subsucesion). Sea Ly = LsWW, el continuo en f~! (Ul)

que nos da (IV.4.3). Afirmamos que

F(Lo) = C. (IV.4.A)

En efecto; dado z € Ly existe una sucesién z, € W,,, C ! (U—ns) conver-
giendo a z. Como (o, [~ (Un,) = f7(C) se sigue que f(z) € C. Recipro-
camente para todo y € C, se tiene f~'(y) N W, # @ para todo n y podemos
escoger una sucesién {p,},>1 con p, € f~(y) N W,. Esta sucesién admite
una subsucesion que converge a algin p, € f~*(y) N Loy por compacidad. Por
consiguiente, y € f(Lg) y se tiene la igualdad (IV.4.A). Ahora, es inmediato
que f(Hy) = C para la componente Hy C f~1(C) que contenga a L. O

Si el dominio (y por tanto el codominio por (II.1.4)) de una sobreyeccién
propia débilmente confluente f : X — Y es un continuo generalizado de Peano,

obtenemos el analogo al Teorema IV.3.1. Esto es,
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Teorema IV.4.4. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia con X un continuo
generalizado de Peano. Entonces f es débilmente confluente si y solo si f
es débilmente C;-confluente (1 < i < 3) para cualquiera de las clases C; de

subespacios conexos de Y en el Teorema IV.5.1.

Demostraciéon. Probaremos el siguiente diagrama de implicaciones

1
d. confluente % d. Ci-confluente

®3)

d. Cs-confluente <(27—) d. Cy-confluente
Noétese que (1) y (2) son obvios. Es mas (3) es el Teorema IV.4.2. Finalmen-
te, supongamos que f es débilmente C;-confluente y sea C' C Y un subcontinuo
generalizado de Peano. Por el Teorema I1.1.3(d) podemos encontrar una su-
cesién exhaustiva de C, {C,},>1, formada por subcontinuos de Peano. Por
hipétesis existe una componente H, de K,, = f~(C,) con f(H,) = C,.

Obsérvese que {K, },>1 forma una sucesiéon exhaustiva de f~1(C), y por
la conexién de H,, podemos encontrar una sucesion x,, € H, NFrK; # & para
todo n > 2. Entonces, por compacidad, existe una subsucesién {z,;}32, que
converge a algin xy € FrK;. Ademas, z( € int Ky y podemos elegir un entorno
abierto y conexo de xg € © C intK, y un jy suficientemente grande tal que
Ln;

Como © C K,, (n > 2), tenemos que © C H,,, para todo j > jo y por tanto

€ ©N H,, para todo j > jo. Aqui usamos que X es localmente conexo.

C H

@CH%cHn njors C -

jo+1

Sea H C f~}C) la componente conexa tal que © C H; entonces
U;ijo Hnj CHy

c=\J¢c, = fH,)crHCcC

J=Jjo J=Jjo

con lo que f(H) = C'y por tanto f es débilmente Co-confluente. O
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A pesar del fallo del analogo al Teorema IV.3.1, aiin podemos demostrar la
versiéon del Teorema [V.2.13 para aplicaciones débilmente confluentes. Explici-

tamente,

Teorema IV.4.5. Sean X e Y un continuos generalizados con 'Y localmente
conexo. Entonces, cualquier sobreyeccion propia f : X — Y es débilmente
confluente si y solo si su extension de Freudenthal J?: X — Y es débilmente

confluente.

Demostracién. La condicion suficiente es obvia. Supongamos que f es débil-
mente confluente y sea C' C Y un continuo. Por el Lema IV.2.5 existe una
sucesion decgeciente {Up}n>1 de entornos conexos y abiertos C' C U, tales que
(i) P, = EY es un subcontinuo de Peano; y (ii) C' = 5, P, Més atn, la
Proposicién I1.1.11 establece que W,, = U, — F(Y) es un conjunto abierto
y conexo en Y para todo n > 1. Por tanto W,, es un continuo generaliza-
do de Peano y entonces, para cada n, existe una sucesién exhaustiva de W),
formada por subcontinuos de Peano {K['},>; por (II.1.3(d)). Puesto que f
es débilmente confluente, para cada par (n,7) existe una componente conexa
H! C f~Y(KP) tal que f(H!) = K. Dado p; € K7, como [ es propia, la
interseccién no vacfa f~!(p;) N HP es compacta para todo i > 1. Asi, cual-
quier sucesion {x;};>1 C f~'(p1) N H contiene una subsucesién que converge
a algin punto zy € f~!(p;). Para facilitar la notacién podemos asumir que 2,
es el limite de la sucesion completa. En tal caso, para todo n > 1 el continuo
L, =LsH C X dado por (IV.4.3) satisface

LT < F (W) =7,

Veamos que W,, C f(Ln) y asi f(Ln) = P, para todo n > 1. En efecto;
sea x € W, y sea iy el minimo de los 7 tales que x € K. Tomemos a; €
f~Yx) N H # @ para todo i > iy. La compacidad de f~!(x) implica que la
sucesion {a; };>;, admite una subsucesion que converge a algin a € L,Nf~!(z);
esto es, x = f(a) € f(Ln) Por otro lado, la condicién (ii) sobre los P, implica
que dado z € C existe ¢, € L, C [ 1(P,) C f*(P)) con f(gy) = 2 Por
tanto, la sucesiéon {¢,},>1 C ]?*1(2), contiene una subsucesiéon, que podemos

suponer que es la sucesion completa, convergiendo a algin ¢y € f’l(z). Por
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consiguiente podemos aplicar de nuevo (IV.4.3) para obtener el continuo Ly =

LsL, C ffl(Pl). Seguidamente probamos

flLy)=C (IV.4.B)

Para ello observamos que cualquier x € Lj es el limite de una sucesién
xs € Ly, . Por continuidad, f(l’) es el limite de la sucesién f(l’s) € P,, que
cae en la sucesion encajada de subcontinuos de Peano {P,},>1 y asi f(l’) €
ﬂn21 P, = C. Reciprocamente, para cualquier y € C', usamos (ii) para escoger
una sucesion y,, = f(x,) € P, = f(Ln) que converge a y con x, € L,. Puesto
que f es propia, existe una subsucesién {z,, }r>; convergente a algun zy € L.

~ ~

De esto sigue inmediatamente que y = f(x¢) € f(Lo).

~

De (IV.4.B) se sigue trivialmente que f(H) = C para la componente H C

]?_1<C) que contiene a Lj y con esto termina la demostracién. O

Al igual que para las aplicaciones confluentes, Lelek y Tymchatyn intro-
ducen en [49] una definicién mas general de aplicaciéon débilmente confluente.
Explicitamente, una aplicacién f : X — Y, con f~1(y) compacto para todo
y € Y, es llamada débilmente confluente si cumple que para todo C' C Y
cerrado y conexo existe una cuasicomponente @ C f~1(C) tal que f(Q) = C
([49]; 1.4(w’)). Esta definicién equivale a la habitual en el ambiente compacto
donde las cuasicomponentes coinciden con las componentes (ver ([45]; Thm.

2, pag. 169)). Para el caso no compacto podemos demostrar
Corolario IV.4.6. Sea f : X — Y una sobreyeccion propia entre continuos
generalizados donde Y es localmente conexo. Entonces son equivalentes:

(a) f es débilmente confluente en el sentido de Lelek-Tymchatyn.

(b) f es débilmente confluente.

(c) Para todoT CY conexo eriste una cuasicomponente Q C f~1(T') tal que

f(@Q)=T.

Demostracién. (a) = (b) es obvio. De forma similar (¢) = (a) es trivial.

Veamos (b) = (c). El Teorema IV.4.5 nos asegura que F:X =Y esuna
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aplicacion débilmente confluente entre espacios compactos. Por lo tanto, f
es débilmente confluente en la forma de Lelek-Tymchatyn. Ahora, aplicando
([49]; 3.4(iii)) tenemos que existe una cuasicomponente ) C ]?_1(1“) = f4T)
que cumple que f(Q) =T. O

gIV.5. Aplicaciones semiconfluentes

Las aplicaciones semiconfluentes, introducidas por T. Mackowiak en [51],
forman una clase intermedia entre las aplicaciones confluentes y las débilmente
confluentes. Recordemos que una sobreyeccion continua f : X — Y es semi-
confluente si para todo subcontinuo B C Y y para todo par de componentes
conexas C;, D C f~(B) se verifica que f(C) C f(D) 6 f(D) C f(C). De las

definiciones se deduce inmediatamente el siguiente

Lema IV.5.1. Una aplicacion f : X — Y propia y confluente entre dos

espacios admisibles es semiconfluente.

En esta seccién estudiamos las extensiones de Freudenthal de las
aplicaciones propias semiconfluentes. Observemos que la extensién de Freu-
denthal ]? X =5 Y dela aplicacion confluente del Ejemplo IV.2.11 no es

semiconfluente.

La relacién entre aplicaciones semiconfluentes y débilmente confluentes no
es obvia. Usaremos el siguiente lema, analogo a un resultado de T. Mackowiak
([51]; 3.1) para continuos, para comprobar que las aplicaciones semiconfluentes
son débilmente confluentes. La demostracién es la misma que en el caso com-
pacto pues la compacidad de las preimagenes de los continuos esté garantizada

para aplicaciones propias.

Lema IV.5.2 (c.f. ([51]; 3.1)). Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia y
semiconfluente donde X eY son dos espacios admisibles. Para cada subconti-
nuo B deY y para cada familia € de componentes de f~*(B) tal que la unién

U{C : C € €} es cerrada en X, existe una componente C' € € cuya imagen
por f es mazimal en el sentido de que f(C") = f(J{C : C € €}).

Lema IV.5.3 (c.f. ([51]; 3.2)). Toda aplicacion propia semiconfluente entre

dos espacios admisibles es débilmente confluente.
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Demostraciéon. En efecto; sea B un subcontinuo de Y. Al ser f propia,
f~YB) es compacto; y aplicando el Lema IV.5.2 para la familia 4 de to-
das las componentes de f~1(B), existe una componente C' € % tal que
f(c = f(U{C; C € €}) = f(f~%(B)) = B por lo que f es débilmente

confluente. O

Al contrario que en el caso de las aplicaciones débilmente confluentes, los
resultados para aplicaciones confluentes en la seccién §IV.3 se extienden di-
rectamente a las aplicaciones semiconfluentes. En particular, el analogo del
Teorema IV.3.1 se tiene para aplicaciones semiconfluentes. Explicitamente, si
definimos para cualquier clase C de subconjuntos conexos la nocién de aplica-
cién C-semiconfluente tal y como se hizo en la seccion §IV.2 para aplicaciones

confluentes, podemos enunciar y demostrar el siguiente

Teorema IV.5.4. Sea f : X — Y una sobreyeccion propia con'Y un continuo
generalizado de Peano. Entonces f es semiconfluente si y solo si f es C;-
semiconfluente (1 < i < 3) para cualquiera de las clases C; en el Teorema
I1V.3.1.

En la demostracion del Teorema IV.5.4 usaremos el siguiente lema

Lema IV.5.5. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua y consideremos la

interseccion Z = (), Zn de una sucesion decreciente de subconjuntos com-
pactos. Entonces f(Z) =), f(Zn).

Demostracién. Es claro que f(Z) C (5, f(Z,). Reciprocamente, conside-
remos = € (1,5, f(Zy), entonces x = f(2,) donde 2, € Z, C Z;. Puesto que
/1 es compacto, existe una subsucesion {zn]. }j>1 que converge a algin w € Z;.
Como la interseccion de los 7, es Z, es facil comprobar que w € Z, y por

tanto z = f(w) € f(Z). O

Demostracion del Teorema IV.5.4. Recordemos que C; C C; D C3z son
las clases de subcontinuos de Peano, subcontinuos generalizados de Peano y
subconjuntos abiertos y conexos de Y, respectivamente. Asi, es claro que las
aplicaciones semiconfluentes son C;-semiconfluentes y que las aplicaciones Co-

semiconfluentes son Cs-semiconfluentes.
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Supongamos ahora que f es C;-semiconfluente y tomemos cualquier C' € Cs.

Si dos componentes A, B C f~!(C') verifican

f(A) = f(B) # @ # f(B) = f(A),

existen y = f(a) € f(A) — f(B) ey = f(b) € f(B) — f(A) cona € Ay
be B.SeaI' C C un arco que une y e y'. Aqui usamos que C' es arco-conexo.
Si D y D' son las componentes de a y b en f~1(T') respectivamente, entonces
o f(D)C f(D'") C f(B)ypor tanto y = f(a) € f(B), o bien f(D') C f(D) C
f(A) y por tanto v/ = f(b) € f(A). Alcanzamos una contradiccién y por tanto

f es Ca-semiconfluente.

Finalmente, supongamos que f es Cs-semiconfluente y sean dos compo-
nentes cualesquiera P,Q C f~'(C) con C C Y un subcontinuo arbitrario.
Aplicando el Lema IV.2.5 podemos escribir C' = ﬂn21 (), como una intersec-
cién de continuos de Peano C, = U, que son las clausuras de una sucesién
decreciente de entornos abiertos y conexos U, D C. Por lo tanto, para cada
n > 1 encontramos componentes P,, @, C f~'(U,) con PC P,y Q C Q,. Es

mas, como

PeBc )0 =),
n=1 n=1

se sigue que la interseccién conexa () -, P, coincide con la componente P. De

manera similar Q = (02, Q.

Mas aun, por hipdtesis, para cada n > 1, tenemos f(P,) C f(Q,)

6 f(Qn) C f(Py) yast, f(P) C f(Qn) 6 f(@n) C f(Pn) por el Lema
[11.2.13.

Supongamos que existe una subsucesién {n;};>; con f (P—n]) cf (Q—n])

para cada j > 1. Entonces el Lema IV.5.5 establece que

fPYC () f(B) () f(@n) = FQ)

En caso contrario, existe un ng tal que f (@) cf (E) para todo n > ng
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y, de manera similar, el Lema IV.5.5 establece que f(Q) C f(P). Esto muestra

que f es semiconfluente y termina la demostracién. O

Al igual que se hizo con las aplicaciones confluentes, usamos el Teorema

IV.5.4 para demostrar

Teorema IV.5.6. Sean X un continuo generalizado e Y un continuo genera-
lizado de Peano. Cualquier sobreyeccion propia f : X — Y es semiconfluente

sty solo si su extension de Freudenthal f : X — 'Y es semiconfluente.

Demostracién. La suficiencia es obvia. Supongamos pues que f es semicon-
fluente. Por el Teorema IV.5.4 serd suficiente comprobar la Cs3-semiconfluencia
de f Para esto, sea H C Y un subconjunto abierto conexo. Entonces H—F(Y")
es conexo por la Proposicién 11.1.11 y como [ es Cs-semiconfluente (Teorema
IV.5.4) tenemos, para dos componentes cualesquiera C,C" C f~' (H — F(Y)),

que

f(C) C f(C) 6 f(C) C f(O). (IV.5.A)

~

Por otro lado, dadas dos componentes D, D’ C Z = f~'(H) aplicamos el
Lema IV.3.5 para obtener

p=|Jc yp=|J (IV.5.B)
cecp C'eCpy
donde Cp es la familia de componentes C' C f~! (H — F(X)) con C C D. De

forma similar Cp/. Supongamos que

-~ ~ ~

(D)= f(D)y# @y f(D)— f(D)#2

-~ -~ -~ ~

ysean d € D,;d € D' con f(d) ¢ f(D")y f(d) ¢ f(D). Por (IV.5.B) encon-
tramos sucesiones z, € C, € Cp y z, € C!, € Cp que convergen a dy d',
respectivamente. Entonces (IV.5.A) establece una subsucesion {n,};>; tal que

para todo 7 > 1

f(Cny) C f(C,,) CHG f(Cy,) C f(Cy) CH (Iv.5.0)



§IV.6: El caso especial de las aplicaciones que preservan finales 101

Supongamos que se da el primer caso. Entonces

H —7

H
fld) e f (U c) cf <U O;,) OF(Uc, | '€ Ry avso)
j=1 j=1

que es una contradiccién. Aqui aplicamos el Lema I11.2.13 a la restriccion
fiz= ffl(H) — H para obtener (I), y (II) sigue de (IV.5.B). De forma

similar razonamos con el segundo caso en (IV.5.C). O

gIV.6. El caso especial de las aplicaciones que

preservan finales

Como se vi6 en la Proposicién IV.1.1, la monotonia se transfiere sin dificul-
tad y con total generalidad a las extensiones de Freudenthal. En esta seccién
probaremos que las extensiones de Freudenthal preservan la confluencia y la
confluencia débil de aplicaciones fieles en los finales entre continuos generali-

zados. Por contra, esto no es cierto para aplicaciones semiconfluentes.

La propiedad crucial se establece en la siguiente

Proposicién IV.6.1. Sea f : X — Y una sobreyeccion débilmente confluente
y fiel en los finales entre continuos generalizados. Entonces, para cada sub-
continuo C C Y con C NF(X) # @ la familia T = Jo de componentes

de f_l(C’) que cortan a F(X) se reduce a un unico elemento D que ademds

-~

cumple f(D) = C.

En la demostracion de la Proposicion IV.6.1 usaremos los siguientes lemas.

Lema IV.6.2. Cualesquiera dos componentes distintas D; € J (j = 1,2)

o~ o~

tienen imdgenes disjuntas f(D1) N f(Ds) = &.
Demostracién. Supongamos, en el caso contrario, que E = f(D;) N J/C\(DQ)
contiene al menos un punto p € E. Sea {K;};>1 una sucesién exhaustiva de Y’

para la que p € int K. Entonces, (1.4.12) aplicado a cada continuo M; = f(Dj)
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(7 = 1,2) nos dice que la componente de p en MZ] = M; N K;, digamos I’f,

necesariamente corta a la frontera

Fry, M C F} = FrK, N M.

Para cada i > 1, la unién I'; = I} U T es un continuo tal que

[iNE £ @ parai >nyj=1,2. (IV.6.A)

Es maés, como f es débilmente confluente, para cada ¢ > 1 existe una
componente A; C fHT;) con f(A;) = I';. En particular, f~*(p) N A; # @
para todo ¢ > 1 y existe una sucesiéon {a;};>; con a; € A; y f(a;) = p. Como
f es propia, podemos suponer sin pérdida de generalidad que esta sucesion
converge a algiin ag € f~!(p). Sea L = LsA; C f~1(C) el subcontinuo de X
proporcionado por (IV.4.3), y sea Dy C ]?_1(0) la componente que contiene a

-~

L. Si My = f(Dy) afirmamos que cada interseccion

MynM; #@ (j=1,2) (IV.6.B)

contiene como minimo un final, y asf la suposicién de que f es fiel en los finales

establece que D = Dy = D5 y la intersecciéon E debe ser vacia siempre que

Dy # Ds.

Fijemos cualquier n > 1. Por (IV.6.A) podemos encontrar una sucesién

{y?}isn C TN F! y por tanto una sucesion {z};s, con 27 € A; y f(a?) = yo.

Como f es propia y FrK, es compacto, la sucesiéon {z7};>, C f1(F})
contiene una subsucesiéon que converge a algin zj € LN f~Y(F!) € Dy N

S7HFY). Aqui usamos que L = LsA; es un limite superior. Observemos que

yo = flag) € MyN Fy C My My NFrK, (n>1)

forman una sucesién no acotada, y por tanto contiene una subsucesién que
converge a algun final en MyN M. De forma similar, MyN M, contiene al menos

un final. Esto demuestra la afirmacion (IV.6.B) y la demostracién termina. [
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Lema IV.6.3. La union disjunta

Z=| |{p; D e g} (IV.6.C)

es cerrada y por tanto compacta en J?_l(C). En particular, la union disjunta

~ o~

f(Z) = Upey [(D) dada por el Lema IV.6.2 es un conjunto compacto en C' y

~

por tanto la restriccion E : 7 — f(Z) es una aplicacion cerrada.

Demostracion. Para ello consideramos cualquier sucesion z,, € D,, € J que
converge a algun z € ]?*1(0) y escojamos un final €, € F(X)N D,, para cada
n. El limite superior L = LsD,, es un subcontinuo de ffl(C) que contiene a
xo (IV.4.3) y, por la compacidad de F(X), la sucesion {e, },>1 contienen una
subsucesion que converge a algun final £g. Entonces ¢y cae en el limite superior
L y si Dy es la componente de xy en ffl(C) obtenemos que ¢g € L C Dy y

por tanto zy € Z. Esto muestra que Z es un conjunto cerrado. O

~

Lema IV.6.4. Con la notacion del Lema IV.6.3 se cumple la igualdad f(Z) =
C.

Demostracién. En efecto, cualquier final e € C'N F(Y) cae en la imagen de
Z por la definicién de la familia 7. Por otra parte, si y € C'— F(Y') tomemos
una sucesion exhaustiva de compactos {Y,},>1 en Y con y € Y;. Usando
(I.4.12), para cada n, la componente de y, C,, C Y,, corta la frontera FrY,,.
Como f es débilmente confluente, existe una componente B, C f~(C,,) tal
que f(B,) = C,. Notemos que B, N f~(y) # @ para cada n > 1 y por tanto
existe una sucesién b, € B, tal que f(b,) = y. Como f~'(y) es compacto,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que {b,},>1 converge a algin
bo € f~(y). Sea B = LsB,, el continuo en f~!(C') obtenido aplicando (IV.4.3).
Obviamente, by € B e y = f(by) € f(B). Més ain, puesto que C,, N FrY, # &
para todo n > 1, existe una subsucesién {ns}s>; y puntos ¢s € C,, NErY,,
que convergen a algun final n € F(Y'). Puesto que f(B,) =C, (n > 1)y f es

propia, existe una sucesion

{zeter € f ({astz U {n}) € f7H(O)
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con f(z;) = qs, que converge a algtn final y € F(X) N B. Por consiguiente,
f(u) = n y por tanto BN F(X) # &. Asi, la componente de f~!'(C') que
contiene a B pertenece a la familia 7, de donde y € f(B) C f(2). O

Demostracion de la Proposicién IV.6.1. Observemos primero que pues-
to que cada D € J es una componente de ffl(C), J es la familia de todas
las componentes del compacto Z. Por lo tanto ([45]; Thm. 3, pdg.148) propor-
ciona una aplicaciéon continua ¢ : Z — € en el conjunto de Cantor €, tal que
las fibras de ¢ son las cuasicomponentes (= componentes por compacidad, ver
([45]; Thm. 3, pag.169)) de Z; esto es, los conjuntos D € J.

De acuerdo con los lemas anteriores, la familia G = {f(D), D e J} esuna
descomposicién de f(Z ) =C.Sea m: C — C/G la aplicacién cociente. Por
otro lado, sabemos que la restriccion E : Z — (C es una sobreyeccion cerrada
(IV.6.3) y (IV.6.4)). Entonces fz es una aplicacién cociente y también lo
es la composicién WOE : Z — (C/G. Més aun, la aplicacién ¢ : C/G — €
dada por ¥([z]) = ¢(z) cuando 7f(z) = [z] estd bien definida puesto que
F(2),f(z)) € Dsiysolosizz €D por el Lema IV.6.2. De esta forma el

diagrama conmutativo

establece que 1 es continua ([24]; 2.4.2) y entonces, la conexién de C' muestra
que ¢(Z) = ¢Yr(C) es constante en el espacio totalmente disconexo €. Por

~

tanto J se reduce a una unica componente Dy f(D) = C. O

A continuacién usamos la Proposicion IV.6.1 para demostrar

Teorema IV.6.5. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia entre continuos
generalizados que es fiel en los finales de Freudenthal. Entonces f es (débil-
mente) confluente si y sélo si su extension de Freudenthal ]?: X — Y también

lo es.



8IV.6: El caso especial de las aplicaciones que preservan finales 105

Para la demostracién necesitamos el siguiente

Lema IV.6.6. Sea X un continuo y A # X un subcontinuo no trivial de X.
St K C X es un subconjunto compacto tal que AN K = &, entonces existe un
continuo B en X con KNB=2 yACDB.

Demostracién. Si d(A, K) = 6 > 0, consideremos el abierto G = {z €
X; d(z, A) < 2} parael cual A C Gy KNG = @. Aplicando ([45]; Thm. 4, p4g.
173) obtenemos un continuo B con A C B C G. En particular KNB =@. O

Demostracién del Teorema IV.6.5. Obviamente si f es (débilmente) con-
fluente también lo es f. Mas atn, el reciproco en el caso de la confluencia débil

es un consecuencia inmediata de la Proposicion 1V.6.1.

Ahora, supongamos que [ es confluente y sea C' C Y un subcontinuo
que contiene como minimo un final entonces, ffl(C) se reduce a la unica
componente dada por la Proposiciéon IV.6.1. En efecto, si D C f_l(C) es
una componente que no corta a F(X), la imagen f(D) = f(D) C C es un
continuo en Y con f(D)NF(Y)= 2. Aplicando el Lema IV.6.6 encontramos
un subcontinuo A C C tal que f(D) C Ay ANF(Y) = @. Mas ain, como D
es una componente de f_l(C), es también una componente de f~!(A) y por la

confluencia de f, necesariamente f(D) = A lo cual es una contradicciéon. [

La siguiente proposicién es complementaria de la Proposiciéon IV.6.1 para
la extension de Alexandroff de una aplicacién propia f : X — Y vista como

una aplicacién fiel en co. Explicitamente,

Proposiciéon IV.6.7. Sea f : X — Y wuna aplicacion débilmente confluente
entre espacios admisibles. Entonces para cualquier subcontinuo C C Yt con

oo € C, tenemos que fT(Dy) = C para la componente oo € D, C (f7)71(C).

Demostracién. Sea { K, },>; una sucesién exhaustiva de Y. Dado p € C' —
{o0}, aplicamos el Lema 1.4.11 a la componente de p para obtener una sucesién
creciente de continuos {C%},>1 talquep € C7, CY 1 — K, # @y CE C Ch,, C
C).

Por hipdtesis, para cada continuo C? existe una componente conexa DP C

f7HCP) tal que f(DP) = CP. Nétese que ademds cada DP es un continuo



106 Capitulo IV: Sobre la extensién de Freudenthal de aplicaciones propias confluentes

pues f es propia. Por tanto para cada n existe d? € DP tal que f(dP) =
p. Como {d”},>1 C f~!(p) es una sucesién en el compacto f~!(p), existe
una subsucesion, que supondremos la sucesiéon completa, que converge a un
punto d € f~'(p). Sea D} = LsDP el continuo en f~!(C') dado por (IV.4.3).
Observemos que oo € Df para todo p puesto que f(D! ) — K, = Cl - K, #

& para todo n > 1y Dj es cerrado en X . En particular, el conjunto

Do= |J Dj
peC—{o0}

es conexo y por tanto Dy C Dy. Mds atin, para cada p € C'— {oo}, f(df) = p,
y asi C C f(Dy) C f(Ds) C C, lo que implica f(Dy,) = C. U

Como consecuencia inmediata de la Proposicién IV.6.7 se obtiene

Teorema IV.6.8. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia entre espacios
admisibles. Entonces [ es (débilmente) confluente si y sdlo si f©: Xt — Y+

también lo es.

Demostracion. La suficiencia es obvia. Mas atn, el reciproco en el caso de

la confluencia débil es una consecuencia inmediata de la Proposicién IV.6.7.

Para la confluencia, el mismo razonamiento que se usa en la demostracion

del Teorema IV.6.5 demuestra que necesariamente (f7)~'(C) es conexo. [

El siguiente ejemplo muestra que los Teoremas IV.6.5 y IV.6.8 no se cum-

plen para aplicaciones semiconfluentes.

Ejemplo IV.6.9. Consideremos el continuo generalizado Y que consiste en la
espiral Sy y en el intervalo abierto Ey y su copia homeomorfa X tal y como

se representan en la Figura IV.10.
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Figura IV.10

Sea f: X — Y la aplicacion propia definida como la identidad fuera del
cuadrado A y definida en A por la proyeccion representada en la Figura IV.11

para cada nivel.

Figura IV.11

Se puede comprobar sin dificultad que f es semiconfluente pero f*: X+ —
Y " no lo es. Para esto 1ltimo, observemos que la contraimagen del continuo
C C Ey = S en la Figura IV.12 consiste en la componente D dada por la Pro-
posicién IV.6.7 y dos componentes mas Dy, Dy C (f7)71(C) cuyas iméagenes

no son comparables por inclusién.
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Figura IV.12

Finalizamos el capitulo presentando dos consecuencias del Teorema IV.6.8.

Corolario IV.6.10 (c.f. ([63]; Thm. 4)). Si f : X — Y es una sobreyeccion
propia donde X es un continuo generalizado e 'Y es tipo rayo o tipo linea (en

particular siY =Rsg 0 Y =R). Entonces f es débilmente confluente.

Demostracién. Supongamos que Y es tipo rayo. Entonces Y es tipo arco
(II1.1.6) y por ([63]; Thm. 4) la extensién f™ : XT — YT es débilmente

confluente y del Teorema IV.6.8 se sigue que f es débilmente confluente.

SiY = lim{R, g,} es tipo linea, tenemos que Y es un continuo generalizado
“p

con dos finales (I11.4.2), de donde se sigue facilmente que la sobreyeccién Y —
Z = h’m{]lA%, gn} en (I11.2.1) es un homeomorfismo y por tanto Y es tipo arco.
Ahora se sigue de nuevo por ([63]; Thm. 4) que la extensién de Freudenthal

f: X — Y es débilmente confluente y por tanto f es débilmente confluente
(IV.2.7). O

En ([60]; 3.1y 3.2) S. B. Nadler caracteriza los espacios localmente conexos
y métricos que son la imagen por una aplicacion confluente de la semirecta y
la recta euclidea respectivamente. Mediante el uso del Teorema IV.6.8 pode-
mos dar una demostracion alternativa para el caso de las imagenes propias.

Explicitamente

Corolario IV.6.11. La imagen de una semirecta bajo una aplicacion propia

confluente es también una semirecta. Mdads aun, la imagen por una aplicacion
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propia y confluente de una recta es o bien un recta o una semirecta.

Demostracién. Sea f : R — Y una sobreyecciéon propia y confluente. Por
el Teorema IV.6.8 fT : S! = Rt — YT es confluente, entonces Y+ es
homeomorfo a S* o al intervalo [0,1] por ([59]; 13.31). En el primer caso
Y =Yt — {0} Z R. En el segundo caso, como Y = Y+ — {oc0} es cone-

x0, entonces 0o es uno de los extremos de Y, y asi ¥ = Rs,.

Si reemplazamos R por la semirecta R>g, entonces Y+ = [0,1] es ahora

homeomorfo a un arco ([59]; 13.31) y como antes Y = R-,. O
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Capitulo V

Sobre la topologia de los
continuos de Peano localmente

2-conexos

Recientemente C. Thomassen ([74] y [75]) ha obtenido una serie de in-
teresantes resultados sobre continuos de Peano con alta conexién local. Las
demostraciones originales no reparan en la intima conexion de esos resultados
con potentes teoremas clasicos debidos a K. Kuratowski, S. Claytor y K. Bor-
suk. En este capitulo nos aproximamos a los teoremas de Thomassen desde

este enfoque alternativo y los generalizamos al caso no compacto.

§V.1. Enunciado de los teoremas principales

En este capitulo damos demostraciones puramente topoldgicas de los dos

siguientes teoremas' que generalizan los resultados en [75].

Teorema V.1.1. Sea X un continuo generalizado de Peano 2-conexo y lo-
calmente plano. Entonces X es un subconjunto cerrado de una superficie Mx
cuyo borde OMx = | |,c; R consiste en una sucesion (posiblemente vacia o fi-
nita) de copias de la recta euclidea. Ademds, la inclusion i : X C My es fiel
en los finales. En el caso particular de que X sea compacto la superficie Mx

es cerrada (esto es, compacta y sin bordes).

'La terminologia atin no definida se dard en las secciones posteriores.
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Es mas, My esta determinada por X en el siguiente sentido

Teorema V.1.2. Un espacio métrico unidimensional Y se sumerge como sub-
congunto cerrado de X si y solo si'Y también lo hace en Mx. Mas aun, dado
una inmersion (cerrada) ¢ 1Y — My, la inmersion ¢ @ Y — X se puede
elegir de manera que el homeomorfismo i, : F(X) = F(Mx) se restringe a un
homeomorfismo p(Y)” = (V).

Como una consecuencia del Teorema V.1.2, la planaridad local de los con-
tinuos generalizados localmente 2-conexos estd caracterizada por una de las
dos curvas Ly y Ly (ver Figura V.2) anadidas por Claytor en [17] a los dos
grafos prohibidos de Kuratowski K33 y K5 para caracterizar la planaridad de

los continuos de Peano. En concreto demostramos

Teorema V.1.3. Sea X un continuo generalizado de Peano (posiblemente

compacto) localmente 2-conexo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X no es localmente plano en p € X.
(b) Eziste una inmersion ¢ : Ly — X tal que o(p1) = p.

(c) Eziste una inmersion ¢ : Ly — X con o(ps) = p.

(a) Ks (b) K33
Figura V.1: Grafos de Kuratowski.
Este teorema nos proporciona una caracterizaciéon alternativa a la dada

por Thomassen en ([75]; 4.6) usando grafos completos infinitos. Aunque el

teorema de Thomassen es méas fuerte que el teorema anterior en el sentido
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L1 = cyb
& ) P, El

L[]

b
L[]

Figura V.2: Curvas de Claytor L1 y Lo.

que todo grafo completo infinito contiene las curvas Ly y Ly (Nota V.6.4), el
Teorema V.1.3 pone de manifiesto que las curvas de Claytor son las configura-
ciones prohibidas minimas que caracterizan la planaridad local de un continuo
de Peano localmente 2-conexo. Usaremos también las curvas de Claytor para
mostrar que no es cierta un conjetura de Thomassen sobre la caracterizacién

de la planaridad de los continuos de Peano; ver el final de la Seccién §V.3.

§V.2. Continuos de Peano localmente 2-

conexos

Comenzamos con la siguiente

Definicién V.2.1. Un espacio X se dice 2-conezo si ningiin punto separa X.
Mas generalmente, un espacio X se dice n-conezro si ningin conjunto con a
lo més n — 1 puntos separa X. Por un espacio w-conexo queremos decir un

espacio que es n-conexo para todo n > 1.

La correspondiente version local de 2-conexion es clara.

Definicién V.2.2. Un espacio X se denomina localmente 2-conexo si para
cada x € X y cualquier entorno U de z existe otro entorno V' C U tal que

V —{z} es conexo.
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El siguiente lema nos muestra que la 2-conexién local implica de hecho la

w-conectividad.

Lema V.2.3. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.
Entonces cualquier conjunto conexo abierto U C X es w-conexo. Mds aun, si
la clausura U es localmente conexa (es decir, U es un continuo generalizado

de Peano) entonces U es también w-conezo.

Demostracién. El abierto U es un continuo generalizado de Peano y por
tanto es arcoconexo (Nota II.1.1); esto es, U es 1-conexo. Supongamos por
inducciéon que U es n-conexo, y dados =,y € U sea A = {ay...a,} C U —
{z,y}. Por la hipétesis de induccién existe al menos un arco v C U que une
x a y tal que v N A contiene a lo mas a a,. Si a, € v entonces escogemos un
entorno 2-conexo de a,, V C U, tal que (AU{z,y})NV = {a,} y modificamos

~ dentro de V' para obtener un nuevo arco 7' con Y N A = &.

Supongamos que U es localmente conexo. Dados 1, 22 € U y un conjunto
S C U — {1, 72} que consiste en n puntos (n > 1), usamos la conexién local
para encontrar pequenos entornos abiertos y arcoconexos Wy y Wy de z1 v x4,
respectivamente, en U con (W1UW3)NS = @. Entonces escogemos y; € UNW,
e yo € UNW; v aplicamos la primera parte del lema a U para obtener un arco
v C U—S que une 4, a y». Facilmente encontramos un arco en YUW,UW, C U

que una xr; a T y evita a S. U

Lema V.2.4. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo
y sea U un entorno abierto de un continuo C' C X. Entonces existe un entorno
V Cc U deC que es un continuo de Peano w-conexo y cuyo interior es conexo

y por tanto un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.

Demostraciéon. De acuerdo con el Lema IV.2.5 podemos encontrar un en-
torno abierto W O C tal que C C W C W C U y tal que W es un subcontinuo
de Peano de X. Entonces por el Lema V.2.3 concluimos que V = W cumple

las condiciones requeridas. O

Con el fin de simplificar la escritura establecemos la siguiente

Definicién V.2.5. Por un w-entorno de un subconjunto A entendemos un

continuo de Peano w-conexo V' cuyo interior es un conjunto abierto y conexo
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(es decir, un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo) que contiene

a A.

El Lema V.2.4 lleva a

Corolario V.2.6. Cualquier subcontinuo de un continuo generalizado de
Peano localmente 2-conexo admite un base de entornos formada por w-

entornos.

Concerniente a la n-conexién, G. Nobeling [61] y L. Zippin [84] extendieron
un teorema clasico de K. Menger para grafos a continuos y continuos genera-

lizados respectivamente. Explicitamente,

Teorema V.2.7 ([84]; Principal Theorem, pdg. 96). Sea X un continuo gene-
ralizado de Peano n-conexo. Dados dos puntos cualesquiera p,q € X, existen
n arcos independientes en X que van desde p a q (es decir, los arcos son

disjuntos dos a dos excepto en {p,q}).

Finalizamos esta seccion con el enunciado del siguiente lema consecuencia

del teorema de Nobeling-Zippin anterior.

Lema V.2.8 ([84], pag. 112). Para cualquier n > 1 sean A = {aq,...,a,}
y B = {by,...,b,} dos conjuntos disjuntos en un continuo generalizado de
Peano w-conexo X. Entonces existen n arcos independientes 7y, ..., Y, que
conectan todos lo puntos en A con todos los puntos en B; esto es, los arcos
son disjuntos dos a dos y sus extremos caen en AU B. Es mds, dado cualquier

x € X — B existen n arcos independientes desde v a B.

§V.3. Planaridad de los continuos de Peano

localmente 2-conexos

Esta seccion reune algunos resultados y observaciones relativos a la plana-
ridad de los continuos (generalizados) de Peano. Comenzamos resaltando que
un resultado reciente debido a Thomassen [74] que caracteriza la planaridad
de los continuos de Peano localmente 2-conexos es una consecuencia inmedia-

ta de un antiguo teorema debido a Claytor [17]; compérese con ([64]; 1.2).
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Aqui demostramos este hecho directamente para continuos generalizados de

Peano. Para esto usaremos la siguiente extension del teorema de Claytor.

Teorema V.3.1 ([4]; 1.1). Sea X un continuo generalizado de Peano. Enton-

ces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) X se sumerge en S* (o equivalentemente en R? si X # S?).
(2) Cualquier subcontinuo K C X se sumerge en S2.
(3) X no contiene ningin conjunto homeomorfo a Ks, Ks3, L1, Lo.

(4) La compactificacion de Freudenthal X se sumerge en S.

Como senald el mismo Claytor ([17]; Thm. C) las curvas Ly y Ly son
redundantes si X es 2-conexo. Mas precisamente, el punto limite p; € L; en
la Figura V.2 no separa L; en X y se puede encontrar un arco v; C X — {p;}
desde un punto z; € ¥; a un punto y; € L; — ¥;. Las uniones L; Uy y
Ly U 5 contienen una copia de K33y Ks, respectivamente. En efecto, puesto
que p; ¢ ; existe un entorno U; C L; de p; con U; N~y; = &. Entonces la unién
de un pequeno "bloque” B; C U; con los arcos [y;, z;] C L; v vi es K33 6 Kj;
ver Figura V.3.

A

Y1 L1
Figura V.3: K373 =BU [yl,xl] Um.
De esta manera se sigue como una consecuencia directa del Teorema V.3.1

la siguiente extensién de ([74]; Thm. 4.3)

Teorema V.3.2 (c.f. ([74]; Thm. 4.3)). Un continuo generalizado de Peano
localmente 2-conexo se sumerge en la 2-esfera si y solo si X no contiene a

ninguno de los grafos de Kuratowski K5 y Ks 3.
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Nota V.3.3. Merece la pena mencionar que anteriormente a su teorema ge-
neral, Claytor di6 en [18] una larga y algo engorrosa demostraciéon del caso
especial cuando X es 2-conexo. Ver [58] para una demostracién corta de este
caso especial; y por tanto una demostracion alternativa més al Teorema de
Thomassen en ([74]; 4.3).

Seguidamente resaltamos que las curvas no planas L; y Ly dadas por el
Teorema de Claytor son contraejemplos a la siguiente afirmacién sugerida por

Thomassen en [74] como posible teorema.

Afirmacién V.3.4 ([74]; 4.5). Un espacio X conexo, localmente conexo, com-
pacto y metrizable (esto es, un continuo de Peano) X se sumerge en la 2-esfera
sty solo si X no contiene a ninguno de los grafos de Kuratowski Kss y Ks y

a ninguna tachuela con agujeros.

En [74] por una tachuela con agujeros se entiende la uniéon D' = DUT" de un
subespacio de la 2-esfera D C S? compacto, localmente conexo y esencialmente
3-conexo junto con un arco I'. Més atin, la interseccion D NI = {q} se reduce
a un extremo de I' y ¢ no cae en la frontera de las caras de D en el sentido de

[74]; esto es, las componentes del complemento S? — D.

Figura V.4: Tachuela con agujeros

Recordemos un espacio D se dice que es esencialmente 3-conexo si para
cualesquiera elementos z,y € D la diferencia D — {z,y} es conexa o tiene
precisamente dos componentes, uno de los cuales es un arco desde = a y.

Notemos que una inmersién de D en S? es tinica por ([64]; Thm. 2).

Es inmediato comprobar que las curvas de Claytor L; no contienen una

copia de K33 6 K5. A continuaciéon veremos que tampoco contienen una ta-
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chuela sin agujeros, y asi la Afirmaciéon V.3.4, tal y como se enuncia, no se
tiene para L;. En efecto, cualquier subespacio D C L; esencialmente 3-conexo
es necesariamente 2-conexo y asi, esta contenido en un “bloque” B C L;. Esto
sigue directamente del hecho de que cada punto en el arco une dos bloques
consecutivos de L; es un punto de corte de L;. Por consiguiente D es un grafo
por ([59]; 9.10.1). Por lo tanto cualquier unién D' = DUT C BUT de D con
un arco I' tal que D N T es un extremo de I' es un grafo plano. Por lo tanto

D' no puede ser una tachuela.

Nota V.3.5. Mencionamos aqui que S. Mardesi¢ y J. Segal demostraron en
([54], Thm. 1) que un poliedro P contiene una curva de Claytor L; si y sdlo si

contiene una copia del subespacio Fy, C R? llamado disco con antena

Fy = {(z,y,0);2% + y* <1} U {(0,0,2);0 < » < 1}.

Figura V.5: Disco con antena

Por lo tanto un poliedro P es plano si y sélo si P no contiene ninguno de los
grafos de K33, K5 y ningun disco con antena. Notemos que F; es una tachuela

sin agujeros.

Es bien conocido que los grafos K33 y K5 no juegan el mismo papel en
el criterio de planaridad de Kuratowski-Claytor para los continuos de Peano
del Teorema V.3.1. De hecho cualquier inmersiéon K5 C G en un continuo
(generalizado) de Peano 3-conexo da lugar a una inmersién K33 C G ([36]) y
asi K3 3 es suficiente para caracterizar la planaridad en la clase de los continuos
de Peano 3-conexos. Seguidamente probamos que los papeles de K33 y Kj

resultan ser equivalentes bajo la asuncién de 2-conexion local.



§V.3: Planaridad de los continuos de Peano localmente 2-conexos 121

Proposiciéon V.3.6. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente

2-conexo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X no es plano.
(b) Existe una inmersion Ks3 C X.
(c) Existe una inmersion Ks C X.

Lema V.3.7. Sea K33 C X un grafo bipartito con vértices {a1,as,a3} y
{b1,b2,b3} en un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo X . Su-
pongamos que existen dos arcos distintos a, 3 C X tales que (aU )N K33 =
{p1,p2,q1, 02} y « corre entre p1 € (a1,b3) y pa € (az,b3) y B corre entre

¢1 € (by,a3) y g2 € (by,a3). Entonces existe una inmersion Ks C X .

Demostracién. Aplicamos el Corolario V.2.6 para obtener w-entornos dis-
juntos en X Ay, Ay, , By, By de las aristas [aq,p1], [ag, p2], [b1,q1] v [b2, g2l
respectivamente. Sean sé, sé € A; (1 < j < 3) los dltimos puntos en las in-
tersecciones a N A; v [a;, bj] N A;, respectivamente. De manera similar, sean
th, t € B; (1 < j < 3) los tltimos puntos en 5N B; y [a;,b;] N By, respecti-
vamente. Como A; y B; son w-conexos, el Lema V.2.8 nos permite encontrar
cuatro arcos independientes a;'» CA; (0<j<3yi=1,2) que conectan un

punto a; € intA; a 3; De manera similar escogemos cuatro arcos independien-

tes 7/ C B; que unan un punto b, € intB; a th.

Aplicamos otra vez el Corolario V.2.6 para obtener un w-entorno 2 C X
de la arista [az, bs| evitando la unién aUBU (U, ;_; 5lai, bs]). Sean pa,, pp, C Q2
(1 = 1,2) cuatro arcos independientes que unan un punto v € intQ2 a los
ultimos puntos en las intersecciones 2 N [a;, b;] y € N [b;, as] respectivamente.
Ahora es facil encontrar una copia de K, con vértices a;, I;Z (1=1,2) y v, en
la unién Q U (U?Zl(Ai U Bl)) U K. O

Demostracién de la Proposiciéon V.3.6. (a) = (b) Fue observado antes
del enunciado del teorema. Més atn (¢) = (a) es obvio. Queda comprobar
(b) = (c¢). Sea L C X un grafo bipartito con vértices {ay, as, as} y {b1, b2, b3}.
Sera suficiente encontrar dos arcos a y 3 bajo las condiciones del Lema V.3.7.

Para esto procedemos como sigue. Sean {2,, vy {2, w-entornos disjuntos de as
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y b3, respectivamente, que eviten la unién {J; ;_; »[a;, bj]. Aqui usamos el Co-
rolario V.2.6. Sean a} € Q,, y b5 € @, (1 = 1,2,3) los tltimos puntos en
las intersecciones [az, b;] N Qg v [a;, bs] Ny, respectivamente. Como int$2,, e
int{,, son localmente 2-conexos, y por tanto w-conexos (Lema V.2.3), el Teo-
rema V.2.7 proporciona circunferencias ¥,, C int{2,, y ¥, C int{},,. Entonces
unimos los puntos a} a ¥, por tres arcos disjuntos 723 C Qq,. Aqui aplica-
mos el Lema V.2.8. De forma similar, los puntos b5 se unen a Y, por tres
arcos disjuntos v;, C ,. Ahora no es dificil localizar una nueva copia L de
Kzzen LU (Ui 57,) U (Uizi076,) U Xy U X, tal que L admite dos arcos
a C X, v [ C X, bajo las condiciones del Lema V.3.7 y la demostracion
queda completada. O

Conjetura V.3.8. En [3] se da una caracterizacién de los continuos generali-
zados de Peano que son sumergibles como conjuntos cerrados en R? (es decir,
sin puntos de acumulacién) usando los grafos de R. Halin. Parece viable un
resultado similar a la Proposicién V.3.6 de forma que los continuos generaliza-
dos de Peano localmente 2-conexos que admitan una inmersién plana cerrada
quedarian caracterizados por un par de grafos prohibidos que consistan en un

grafo de Kuratowski y un grafo de Halin.

§V.4. La estructura de los continuos generali-
zados de Peano localmente planos y lo-

calmente 2-conexos.

Esta seccién proporciona una demostracion alternativa del resultado de
Thomassen en [75] que establece que un entorno tipico en un continuo (ge-
neralizado) de Peano X localmente plano y localmente 2-conexo es topoldgi-
camente equivalente a una 2-esfera de la que han sido borrados los interiores
de una sucesién de discos disjuntos dos a dos de diametros decrecientes. Las
circunferencias que bordean estos discos seran esenciales en las demostraciones
de los resultados mas importantes del capitulo que presentamos en la siguiente

seccion.

Recordemos que un espacio X se dice que es localmente plano si cada punto
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x € X admite un entorno plano, y por tanto una base de entornos de conjuntos

planos. El siguiente lema es una consecuencia inmediata del Corolario V.2.6.

Lema V.4.1. Sea X wun continuo generalizado de Peano localmente plano
y localmente 2-conexo. Cada punto x € X admite una base numerable de

entornos B, = {C7}i>1 que consiste en w-entornos planos.

Como una consecuencia de ([45]; Thm. 4(ii), pdg. 512) dada cualquier in-
mersién ¢ : Cf — S? de CF € A,, cada componente R C S? — ¢(C¥) es un
disco abierto cuya frontera FrR es su circunferencia borde. Esta observacion

nos lleva a la siguiente

Definicién V.4.2. Una carta de X en z € X es un par (C7¥, ) donde C¥ es
un w-entorno plano de z y ¢ : C¥ — S? es una inmersién. Un punto z € X
se dice que es terminal si existe una carta (C7, ) para algin z € X tal que

r € intC? y p(z) € FrR cae en la frontera de una componente R C 5% —¢(C?).

En este hueco no hay puntos de X

“alrededor” de x, pero si de y

z es terminal

¥ no es terminal

Figura V.6: Puntos terminales y no terminales.

Para comprobar que los puntos terminales en la Definicién V.4.2 estan bien
definidos podriamos usar un teorema reciente de Thomassen ([64]; Thm. 2),
que muestra que los continuos de Peano planos y 3-conexos admiten una tnica
inmersién en S? para garantizar que la definicién de punto terminal no depende
de la carta usada en su definicion. Merece la pena remarcar que ese resultado
de Thomassen ya estaba incluido en un antiguo articulo de V. W. Adkisson
([1]; Thm. IT). De cualquier forma, en aras de la completitud, seguidamente

presentamos una demostracién independiente de este hecho en la Proposicion
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V.4.7 mas adelante asi como de otras propiedades de las cartas. Comenzamos

con el siguiente

Lema V.4.3. Sea U C S? un subespacio localmente 2-conexo para el que existe
una circunferencia S tal que U NS = (s,t) es un arco abierto y U evita una

de las componentes de S* — S. Entonces U — S es (arco) conexo.

Demostracién. Dados a, b € U — S sea p C U un arco que corre desde a a b,
y sea ag, by € U el primer y tltimo punto en pNS # & (si es vacio, no hay nada
que probar). Elegimos un arco [p, q| C (s,t) que contiene en su interior el arco
[ag, bo] (posiblemente ag = by). Sea W C U un abierto conexo tal que [p, ] C W
y a,b & W. Por el Lema V.2.3 W es w-conexo y también lo es W — {w} para
cualquier punto w € (ag,by) (posiblemente w = ag = by si ag = by). Por el
Teorema V.2.7 encontramos dos arcos independientes 1,7, C W desde p a q
(es decir, v N2 = {p,q}) que evitan w. Sea x% € ~; el 1ltimo punto de
en el arco abierto (s,w) y xb € ~; el primer punto después de % en (w,t).
Un comprobacién sencilla muestra que el Teorema de Jordan excluye los casos
ri, 22 € (p,w) y 2k, 22 € (w,q). Por lo tanto xi > p 6 xf > ¢ para algin
i=1,2.SeaT' Cv; C W el subarco que corre desde x} a x5. Como a,b ¢ W se
usa otra vez el Teorema de Jordan para garantizar que pNI" # @ y facilmente

se encuentra un arco en p UI' C U que une a con b fuera de S. O

Mas adelante usaremos las siguientes propiedades bésicas de las cartas.

Lema V.4.4. Dada una carta (C¥, ), las componentes R,, C S* — p(C¥) son
numerables; en particular, didam(R,,) — 0 y didm(FrR, ) — 0 si hay un nimero

infinito de componentes distintas.

Demostracién. Es consecuencia de ([45]; Thm. 6, pag. 231) y ([45]; Thm.
10, pag. 515). 0

Lema V.4.5. Para cualesquiera carta (CF, ) y componentes Ry, Ry C S* —
©(CF), la interseccion ¢~ (FrRy NFrRy) NintCY es vacia si FrRy # FrRy.

Demostraciéon. Supongamos lo contrario; es decir, que existe z € FrR;NFrRy
tal que ¢~ !(2) es un punto interior en C¥. Sea L; C R; U {z} un arco tal que

z € L;. Aqui usamos que R; UFrR; es un disco cerrado.
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Consideremos un pequeiio disco cerrado D C S? alrededor de z y un subar-
coL C LiULy con 0L = 0DNL. Sean E; y E5 las dos componentes de D — L.
En ambas componentes existen sucesiones de puntos de ¢(C¥) que convergen
a z. En efecto, de otra forma L; y Ly quedarian unidos por arcos que no

cortarian las fronteras FrK; U FrK,.

Por otro lado, como el interior U = intCy es un entorno localmente 2-
conexo de ¢~ '(z), podemos encontrar un entorno 2-conexo de z W C U N
0 1(D) y puntos p; € Wy~ (FE;) que se pueden unir por un arco I’ C W—{z}.
Entonces, ¢(U) N L # @ por el Teorema de Jordan, lo que contradice que
o(U)N (L —{z}) = @ por construccién.

U N D no es 2-conexo

D

¢ (CF)

Figura V.7

O

Lema V.4.6. Sean (CF,¢) y (C},¢) dos cartas en un continuo generalizado
de Peano localmente plano y localmente 2-conexo. Supongamos que z € intC*N
intC?¥ es un punto tal que p(z) € FrR para alguna componente R C S*—p(CY).
Entonces existe una componente R' C S* —p(C¥) con (z) € FrR'.

Demostracién. Sea Cf C intCy N intC} un w-entorno plano de z. Como
S% — p(CF) C §% — p(CF) sea R’ C S? — p(CF) una componente que contiene
R. En consecuencia ¢(z) € R C R,y asi ¢(z) € FrR’.

Seguidamente tomamos un entorno abierto conexo U C C} de z tal que
U NS es un arco abierto donde S = ¢! (FrR’). Por el Lema V.4.3, U — S es



126 Capitulo V: Sobre la topologia de los continuos de Peano localmente 2-conexos

conexo y por tanto ¥ (U) — 1(S) también lo es y esta contenido en una de las

dos componentes de S? — ¢(S) = Ry U Ry, digamos (U — S) C R.

Ahora probamos que 1(z) pertenece a la clausura de una componente Ry C
5% —p(CY) con Ry C Ry, luego 9(z) € FrRy y el lema queda demostrado. En
efecto, como ¥ (z) € (S) = FrR, existe una sucesién z,, € Ry que converge
a 1(z). Esta sucesion cae eventualmente fuera de ¢/(C}) pues de lo contrario,
como U es un entorno de z, existiria una subsucesiéon de {x,},>; contenida en
Y(U—S) C Ry. Ast z, € Ry —3(CY) para n suficientemente grande. Entonces
consideramos las componentes R;, C S* —4(CY) C S* —¢(S) con z,, € R,
Notemos que R!, C Ry pues x,, € Ry. Afirmamos que la familia R = {R], },,>1
es finita. En efecto, si suponemos que R es infinita , el Lema V.4.4 implica que
didm(R!) — 0y asi didm(FrR!) — 0. Como U es un entorno de z existe algin
no tal que FrR!, C ¥(U) sin > ng. En consecuencia FrR!, C (U)NRy C (S)
para todo n > ng lo que es imposible ya que cada FrR! al igual que ¥(.S) son
circunferencias. Asi R es necesariamente finita y existe Ry € R que contiene

una subsucesion de {x, },>1. Luego ¥(2) € Ry. O

Como una consecuencia inmediata del Lema V.4.6 se obtiene

Proposicion V.4.7. La definicion de un punto terminal no depende de la

eleccion de las cartas.

Gracias a la Proposicion V.4.7 tenemos un conjunto bien definido 7 C X
formado por todos los puntos terminales de X. Llamaremos a 7 el conjunto
terminal de X. Por un arco (abierto) o circunferencia terminal entendemos

un arco (abierto) o circunferencia contenida en 7.

Observemos que el Lema V.4.5 y la independencia de las cartas en la defi-
nicién de punto terminal (V.4.7) muestran que dado cualquier w-entorno plano
C¥ y cualquier punto terminal ¢ € 7 N intC¥ existe una unica circunferencia
St(x’i) C CF tal que t € St(x’i) y @ <St($’i)> es la frontera de una componente de
S% — p(C¥) para cualquier inmersién ¢ : C¥ — S%. Llamamos a St(w’i) circun-
ferencia caracteristica de t en C¥. Obsérvese que no todos los puntos de St(x’i)

deben ser terminales.

Lema V.4.8. Si (C¥,p) es una carta y z € CF es el punto limite de una
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sucesion z, € ¢~ (FrR,) — T de puntos no terminales situados en la frontera

de componentes R, C 5% — ¢(C¥), entonces z ¢ intCY.

Demostracién. En caso contrario existiria un ng tal que z, € intC¥ sin > ny.
Pero esto indica que z, deberia ser un punto terminal al estar sobre el borde

de una componente de 5% — o(C¥). O

Lema V.4.9. Cualquier z € T NintCY cae en un arco abierto contenido en
T N S Es mds, cualquier arco (abierto) I' C T NintCY¥ es parte de la

circunferencia caracteristica S e algin z € T .

Demostracién. Cada z € intC¥ N7 es un punto interior en la circunferencia
caracterfstica '™ y por lo tanto existe un arco abierto z € I' C intC N ng’i),

y todos los puntos de I' son terminales por definicion.

Cualquier arco I' C 7 N intCY se puede expresar como una unién disjunta
I'=|er (Sl(f’i) N F). Entonces existe sélo una S5 con I' € S5%% pues de
otra forma podriamos expresar el continuo I' como la unién disjunta de una
familia numerable de cerrados, lo que contradice ([45]; Thm. 6, pag. 173). Si T’
es un arco abierto, razonamos tal y como lo hicimos anteriormente para cada
arco en una sucesién creciente de arcos I'y € --- C I',, C ... recubriendo a
I. O

Definicién V.4.10. Un trioide es la unién de tres arcos [a, b, [a, c], [a,d] que

dos a dos unicamente tienen en comun el punto a.

Proposiciéon V.4.11. El conjunto terminal T no contiene un trioide.

Demostracién. Si A = [a,b] U [a,c] U [a,d] C T es un trioide entonces cual-
quier w-entorno plano C contiene un trioide A" C A en su interior y por el
Lema V.4.9 A’ estd contenido en la circunferencia caracteristica Séw’i) lo cual

es una contradiccion. O

La proposiciéon anterior nos permite determinar la naturaleza topoldgica

del conjunto terminal 7. Concretamente,

Proposicién V.4.12. Cada componente arcoconexa de T es una circunferen-

cta o un arco abierto terminal que es un conjunto cerrado de X .
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Demostracién. Sea ¢ C 7 una componente arcoconexa de 7. El Lema
V.4.9 implica que si z € C'NintCY, entonces C' contiene un arco abierto I',
con z € I',. En particular C' # {z}. Méas aun, el arco I', C S(m) es parte de
la circunferencia caracteristica de z en C? y la interseccién 11" = ¢ n s
es un abierto de S, En efecto, cualquier y € I @D o5 un punto terminal en
S o C? y por tanto y € C' NintC?. Al igual que para z, existe un arco
abierto I'y C I @) ya que S también es la circunferencia terminal de y en

C¥. De hecho tenemos que

I = ¢ NintC? (V.4.A)

lo que probaré que 1%

es también abierto de C'; esto es, C' es localmente la
recta euclidea y por la clasificacion de las 1-variedades se sigue que C' es una

circunferencia terminal o un arco abierto terminal.

Veamos la igualdad en (V.4.A). Sip € I.” () entonces p es un punto terminal
y p € CNintCY. Reciprocamente, todo punto ¢ € C' N intC? debe estar en
5L pues en caso contrario debe existir un arco de ¢ a I', C 5L que sélo
corta a I', en su punto final y por tanto 7 contiene un trioide lo que contradice

la Proposicion V.4.11.

Seguidamente comprobaremos que todo arco abierto terminal C' = (a, b) es
un conjunto cerrado en X. En efecto, de lo contrario debe existir una sucesion
{wy, }n>1 C (a,b) que converge a algin w € X —C'. Entonces, dado cualquier w-
entorno plano C}* de w encontramos ng con w, € intC}” si n > ny. Ademas las
circunferencias caracteristicas Si" en C! no son terminales (de otra forma,

Slw) C (a,b) lo que es imposible), y podemos encontrar puntos x,, € Slwd

Si existe un ny tal que Sl(uw’f) contiene un numero infinito de w,, entonces
w e Sw y necesariamente w € 7 ya que w € intC}”. Mas ain, por el Lema
V.4.9 ex1ste un arco abierto I' C quflf) N7 conw € I' y asi I' contiene infinitos
w,. En particular w € I' C C pues wn € C; este no es el caso y necesariamente

existen infinitas circunferencias Swn Por lo tanto diam (Swn ) — 0 por la

primera parte del Lema V.4.4 y la sucesion x,, € Sy (w VT converge a w ya

que w, — w. Esto contradice el Lema V.4.8 y la demostracion concluye. [

Corolario V.4.13. 5i X es compacto, entonces toda componente arcoconexa
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de T es una circunferencia.

Denotemos por @77 a la familia de todas las componentes arcoconexas de
7. A continuacién demostraremos que la subfamilia «7f C /7 formada por
todas las circunferencias terminales es una sucesion nula en el sentido de la

siguiente definicion.

Definicién V.4.14. Una colecciéon A = {A4;} de subconjuntos de didmetro no
nulo de un espacio admisible X se dice que forma una sucesion nula si para
cualquier compacto K y cualquier € > 0 sélo un ntimero finito de los conjuntos

A; con A; N K # & tiene didmetro didm(A;) > € mayor que e.

Nota V.4.15. (a) En caso de que la distancia sobre X sea la restricciéon de
una distancia sobre la compactificacién por un punto X, la condicién sobre

el conjunto compacto K es redundante.

(b) Nétese que de la definicién se sigue que A = ;2 U2 {4 € A; AN
K, # @y didam(A) > jl} es en efecto una sucesion. Aqui {K,},>; es una

sucesion exhaustiva de X.

Proposicion V.4.16. La familia <7 es una sucesion nula de circunferencias

disjuntas dos a dos.

Demostraciéon. Supongamos que existen ¢y, un conjunto compacto Ky y una
sucesién S, ..., S, ... de circunferencias terminales tales que didm(.S,) > €
y S, N Ky # @ para todo n > 1. La compacidad de K nos permite asumir
que una sucesion z,, € S,, N K, converge a un punto xy € K. Sea (C}°, ¢) una
carta en xo tal que didam(C;°) < ¢ asi que S, — C° # @ para todon > 1. La
convergencia de {z,},>1 implica la existencia de algin ny tal que z,, € intC;®

si n > ng. Por el Lema V.4.9 cada circunferencia caracteristica Sﬁo’l) debe

contener puntos z, € fflo’i) — 7 no terminales pues S, # S;S;io’i) para todo n
ya que diém(Sg(chO’i)> < diam(C;°) | y esto contradice el Lema V.4.8 ya que
Tg € lntCZaCO ]

Para los arcos abiertos terminales tenemos

Proposicion V.4.17. La familia o/ — o7 = {A.} de arcos abiertos termi-

nales es localmente finita en X y por tanto numerable.
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Demostracién. Si {A,} no es localmente finita en el punto z € X entonces
existe una sucesion as; € A,, (s > 1) de puntos en diferentes A, tal que
{as}s>1 converge a z. Fijado un w-entorno plano de z, C¥, tenemos que existe
sp con ag € CF para s > sg y cada as (s > sg) determina una circunferencia
caracteristica Séf’i) C C?. Es mas, en cada una de ellas podemos encontrar
Ts € Séfvi) — T # @ pues en caso contrario (gfl) C A,, que es imposible.
Ademas, sélo puede existir una cantidad finita de tales circunferencias pues
si no diém(Séf’i)) — 0 (Lema V.4.4) y como {as}s>1 converge a x € intC?
también lo hace la sucesién {z;}s>1 y ello estd en contradicciéon con el Lema

V.4.8.

Como la familia {Séf’z)} es finita, entonces infinitos a, caen en una
s>1

misma circunferencia caracteristica S(gf(’)i). En particular, x € Séf(’f), yo €T es
necesariamente un punto terminal. Ahora el Lema V.4.9 nos proporciona un
arco abierto ' C 7N Sa(tf(;i) conteniendo a z y por tanto a casi todos los as que
aparecen en S(Sfol) Pero entonces, I' C A, para infinitos n, y esto contradice

que los A, sean disjuntos. O

§V.5. S-curvas en una superficie

Recordemos que por una curva se indica un continuo generalizado de Peano
unidimensional. M&s atn, una S-curva en una superficie M es una curva X C
M cuyo complemento M — X = (J7  intDy es la unién de los interiores de
una sucesién de discos cerrados disjuntos dos a dos Dy, C M — OM (k > 1).
Noétese que OM C X.

Nota V.5.1. Igual que en el caso compacto ([9]; pdg. 82) las condiciones de que
X sea una S-curva en M son equivalentes a que los discos cerrados disjuntos
D = {Dy}y>1 formen una sucesién nula y la unién D = (J;~, Dy sea densa
en M. Como usaremos esta segunda definicién alternativa y la observacion en
[9] no contiene una demostracién y sélo se refiere al caso compacto, damos
en la seccion auxiliar §V.5A una demostracion de esta equivalencia ya que no
hemos encontrado una referencia adecuada en la literatura para el caso que

nos ocupa.
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Lema V.5.2. Sea D = {D;};>1 una sucesion nula (posiblemente vacia) de
discos cerrados disjuntos dos a dos en el interior de la superficie M, entonces
existe una S-curva C C M — |J,~,intD;. En particular cualquier superficie

contiene una S-curva.

Demostracion. Extenderemos D a una sucesién nula de discos cerrados dis-
juntos dos a dos B = {B;},>1 cuya unién |-, By sea densa en M. Esto es

equivalente a decir que C' = M — .~ | int B, es una S-curva de acuerdo con la
Nota V.5.1.

Para construir la sucesion B consideramos el conjunto cerrado F =
@ UOM. Si ' = M no hay nada que hacer. En caso contrario, sea
D = {d,},>1 un subconjunto numerable denso en el subespacio abierto M — F'.
Definimos inductivamente una sucesién B' = {B}};>; tal que B} es un disco
cerrado de centro d,; y radio €; donde d,,; es el primer elemento en {dn}nznﬁ1
tal que d, ¢ JI_) By y ¢; < % se elige de forma que B} N (U_IB,UF) =@

. Comenzamos con n; = 1, y escogemos ¢; < 1 con B N F = @.

Es claro que todos los discos en B’ son disjuntos dos a dos. Es més, M —F C
U;; B}; en efecto, dados x ¢ Iy cualquier entorno abierto 2 de z, sea
d, € DNQ. Sin # n; para todo j entonces nj, < n < nj4+1 para algin jo

y d, € B, para algin k < jy. Asi z € U]Oil Bj. Definimos B =D U B’ y por
tanto M = (M — F)U F C |U{B; B € B}. O

Un teorema debido a Borsuk ([9]; 7.4) establece que cualesquiera dos S-
curvas en una superficie cerrada M son homeomorfas. Los mismos argumentos,
basados en el Teorema de descomposicién de Moore ([21]; §25 Thm. 1), también
funcionan para S-curvas en una superficie arbitraria con borde, compacta o

no. En concreto,

Teorema V.5.3. La inclusion i : A C M de cualquier S-curva en una Su-
perficie M es fiel en los finales. Mas aun, dada la inclusion i’ : A" C M de
otra S-curva, existe un homeomorfismo v : A — A’ tal que el diagrama de

homeomorfismos
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F(A) o F(A)

1%
1%

conmuta.

En la demostracion del Teorema V.5.3 aplicamos algunos resultados pro-
fundos sobre descomposién de superficies. En concreto, dada una sucesion nula
de discos cerrados D = {Dj}r>1 es una superficie M, la aplicacién cociente
m: M — M/D que lleva cada Dy a un punto *; es una descomposicién se-
micontinua de tipo celular ([21]; §2, Prop. 9) y el Teorema de Moore sobre

descomposiciones de tipo celular de superficies establece

Teorema V.5.4 ([21]; §25, Thm. 1). El cociente w : M — M/D es una des-
composicion de M fuertemente reducible; y asi para cualquier conjunto abierto
U C M con\J,—, D C U existe un homeomorfismo f : M — M/D tal que

f =m en el complementario de U.

Corolario V.5.5. Sea {D,};>1 una sucesion nula de discos cerrados disjuntos
dos a dos en la superficie M, entonces la inclusion M —|J;°, intD; = McM

es fiel en los finales.

Demostracién. Por el Teorema V.5.4, M/D es una superficie y ([21]; §21;
Thm. 4) aplicado a {*, = 7(Dy)}r>1 muestra que existe una triangulacién
M/D = |K| (que consideramos una igualdad) tal que el 1-esqueleto K evita
al conjunto {*}>1. Por lo tanto 77!(K"') es un conjunto cerrado en M que
evita | J,—, Dy. Mds atin, el Teorema V.5.4 aplicado al conjunto abierto U =
M — 7= }(K"') proporciona un homeomorfismo f : M — M/D tal que f =
sobre 7 H(K') y asf 7 : 7 1(K') — K! es un homeomorfismo. En particular
f~Y:|K| — M es una triangulacién de M tal que cada disco de D cae en el
interior de un triangulo de K. Entonces, para cada triangulo o € K la familia
Dy, = {Dy, Dy C into} es una sucesién nula en o que no corta a do. Obsérvese
que cada diferencia 0 = o — [ J{intDy; Dy, € D, } = (p, cp, (0 — intDy) es un

conjunto compacto conexo.
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Sea {N;};>1 una sucesion creciente de poliedros N; = |K;| triangulados
por subcomplejos finitos K; C K tales que N; C int/N;4; y las intersecciones
E; = N; N (M — N;) son unidimensionales. Para cada j, sea va] C Nj el
subconjunto N; = N; — U{intDy; Dy € D,, 0 € K,}.

La familia {JAV;}J.ZI es una sucesion creciente de conjuntos compactos en
M vy, es més, como K' C M es facil comprobar que existe una correspondencia
biunivoca entre las componentes de M — intN; y M — intJA\f; que lleva la com-
ponente C' C M — intN; a la componente C=C—\{Dy €D,;0CC}.
De aqui se deduce que la inclusion M C M induce un homeomorfismo

F (M) = F(M), O

Ahora podemos demostrar el Teorema V.5.3.

Demostracién del Teorema V.5.3. Sean D = {Dy}r>1 vy D' = {D} }i>1
dos sucesiones nulas de discos cerrados disjuntos dos a dos en el interior de
M que definen las S-curvas A = M — |J,o,intD, y A" = M — |, intDy,
respectivamente. Como se hizo en la demostracion del Corolario V.5.5, aplica-
mos el Teorema V.5.4 a la aplicacién cociente 7w : M — M /D para conseguir
una triangulacién K de M/D tal que el l-esqueleto K! evita al conjunto
{m(Dg) bi>1 U{m(D}) }e>1 y asi K se levanta a una triangulacion de M, tam-
bién denotada por K, para la que cada disco de D U D’ cae en el interior
de un tridangulo de K. En particular, para cada tridangulo o € K las familias
D, = {Dy; Dy C inte} y D! = {D;; D, C into} son sucesiones nulas en o
evitando do, tal que AN o and A’ N o son S-curvas en o que contienen Jo.
Seguidamente aplicamos a cada ¢ un teorema debido a Whyburn ([83]; Thm.
3) para obtener un homeomorfismo ¢, : ANo — A’ No que es la identidad
sobre do C AN A’. Entonces ¢ = (J,cpc 0o : A = A’ es el homeomorfismo

requerido.

Es més, puesto que K' € AN A’y ¢ se restringe a la identidad sobre K,
obtenemos el diagrama donde todas las flechas, salvo ¢,, estdn inducidas por

inclusiones
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En este diagrama los tridngulos interiores conmutan y i, e 7, son homeo-
morfismos por el Corolario V.5.5. Ademas usamos el hecho bien conocido de
que los finales de Freudenthal de un poliedro quedan determinados por el 1-
esqueleto de cualquier triangulacién para obtener que k, es un homeomorfismo.

Entonces i’ p, = i, y la demostracién queda completada. O

Recordemos que un subespacio U C M se dice universal para una categoria
topoldgica P si cualquier P € P se puede sumergir como un subespacio cerrado

de U. La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata del Teorema

V.5.3.

Proposiciéon V.5.6. Cualquier S-curva U en una superficie M es universal
para la categoria P de conjuntos cerrados unidimensionales de M. Mas ain,
dado un conjunto cerrado unidimensional C' C M existe una inmersion cerrada
p: C — U para la que el homeomorfismo i, : F(U) = F(M) inducido por
la inclusion U C M en el Corolario V.5.5 se restringe a un homeomorfismo

p(C) = C7.

Demostracién. Si C € Py F' = C UOJM entonces intF' = & por el Lema
V.5A.6 y por lo tanto M — F = M. Sea {D,};>1 una sucesién nula de discos
cerrados disjuntos contenidos en el conjunto abierto M — F para el cual M —
FC m como en la demostracion del Lema V.5.2. Entonces M = m
pues M — F es denso en M. Esto es suficiente para probar que Z = M —
U2, intD; es una S-curva (Nota V.5.1). Entonces el teorema V.5.3 establece

un homeomorfismo ¢y : Z — U y por consiguiente una inmersién cerrada

p:CCF CZ Y para la que se comprueba facilmente que .(p(C) N
F(U)) =CnF(M) para la inclusién i : U C M. O
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8§V.5A. Sobre la definicién de S-curva

A continuaciéon vamos a comprobar la afirmacion hecha en la Nota V.5.1
para el cerrado X = M —(J;~, int D, obtenido como el complementario de una
familia de discos cerrados D = { Dy },>; disjuntos dos a dos en una superficie

M. Esto es, las condiciones

(1) X es un continuo generalizado de Peano.

(2) dimX =1
que definen a X como una S-curva en M son equivalentes a

(1’) La familia D = {Dy},>1 es una sucesién nula en M.

(2") La unién (J,o, Dy, es densa en M.

Empezamos con el siguiente lema.

Lema V.5A.1. Sea Cy = CUD C M un continuo union de un disco D y un

continuo C. SiintD — C' # & entonces Cy — intD también es un continuo.

Demostracién. Si z € intD — C entonces Cy — {x} sigue siendo conexo.
Aqui usamos que D es 2-conexo (V.2.1). Haciendo uso de la existencia de una
retraccién r : D — {z} — 0D, la extendemos a una retraccién v : Cy — {z} —

0D U (C' —intD) = Cy —int D, lo que demuestra que Cy — int D es conexo. [

Lema V.5A.2. Supongamos que se cumple (1’) y sea C C M un subcontinuo.
Si Do ={Dy € D; DyNC # & y Dy — C # @} el conjunto Cy = CU{Dy €

De} es un continuo.

Demostracién. La conexion de Cj es obvia. Para ver la compacidad, sea
{zs}s>1 C Cp una sucesion arbitraria en Cj. El tnico caso a estudiar es cuando
Ts € Dioy y {Dk(s)}521 es una subfamilia infinita de discos. Entonces tomamos
un compacto K C M con C' C int K y observamos que por ser D una sucesion

nula sélo un numero finito de los discos en D¢ intersectan FrK. Asi pues
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la sucesion {w}.>1 contiene una subsucesién {z,};>1 convergente a algin
zg € K. Escogiendo puntos y; € Dy(s;)NC' tenemos que por ser D una sucesion
nula, {y;};>1 también converge a zy y por tanto xy € C' C Cy. Asi pues Cj es

compacto. U

Lema V.5A.3. La condicion (1°) implica la condicion (1).

Demostracion. Bastara demostrar que X es conexo y localmente conexo.

Para ver que X es conexo? elegimos una sucesién exhaustiva de M, { M, };>1,
formada por superficies compactas y conexas ([10]; 3.1). Ahora, dados dos

elementos z,y € X elegimos M; con x,y € intM; y consideramos la subfamilia

El conjunto

Lo = M; — | J{intDy; Dy C My}

es un continuo pues coincide con la intersecciéon

Ly = ﬁ (M, — O{intDk; Dy C Mz})

j=1 k=1

obtenida como interseccion de superficies compactas conexas. Aqui usamos
que ninguna superficie puede ser separada por una cantidad finita de discos.
Noétese ademas que OM; C Ly pues ningin punto del borde posee un entorno
homeomorfo a un disco abierto. Mds atin, si DY = {Dy € D;; Dy — M; # @}
tenemos por el Lema V.5A.2 que L, = Ly U {Dy; Dy, € D} es un continuo y

por el Lema V.5A.1 lo es cada conjunto en la interseccion

00 J
L= (L1 — [ J{intDy; Dy € DS})
j=1

k=1

que coincide con

L= M, —| J{intDy; Dy € Di} = M; — | J{intDy; D, € D} C X,

2Para la conexién no se usa la condicién (1°).
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asi pues L es un continuo en X que contiene a = e y. Con ello hemos probado

que X es conexo.

Se puede seguir un razonamiento analogo para probar que X es localmente
conexo. En efecto, dado x € X sea U C M un entorno de x homeomorfo al
disco unidad B? y con x como imagen del origen. Si V' C U es el entorno
correspondiente al disco de radio %, sea Dy = {Dy € D; DNV # @}. Por
la condicién (17) sélo una cantidad finita de discos Dy € Dy posee algun
punto fuera de U pues en caso contrario existiria una sucesién Dy, € Dy con
Dy.NFrU # @y Dy, NV # & lo que implica que didm(Dy,) > d(FrU,V) > 0
para todo s > 1. Sea N C V un entorno de x tal que si Dy € Dy corta a
N entonces Dy C U. Podemos suponer que N corresponde al disco de radio
¢ en B2 Ahora razonamos como en el caso de la conexién méas arriba para

demostrar que

NNX =N —| J{intDy; Dy e Dy} CUNX

es un subcontinuo de U N X. Esto demuestra que X es localmente conexo y

termina la demostracién. O

Lema V.5A.4. La condicion (1) implica la condicion (17).

Demostraciéon. Supongamos por el contrario que existen €y > 0, un com-
pacto Ky y una sucesion de discos D,, = Dy, tales que D, N Ky # Oy
didam(D,,) > €y para todo n > 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que existe una sucesion z, € D, convergiendo a algin xg € K. Escogiendo

un compacto mayor, si es necesario, podemos suponer ademas que xg € int K.

Consideramos los discos D,, en la compactificacion por un punto de X,
X ™. De acuerdo con ([59]; 4.18) existe una subsucesién de estos discos que
converge a un continuo Z C XT. Podemos suponer que tal subsucesién es

toda la sucesion {D,,},>1. Notese que zy € Z.

Sea U un disco en M entorno de xq y sean U,, C U discos también entornos
de z tales que diam(U,,) < 5. En particular Z—U; # & pues en caso contrario

Z C Uy y para n suficientemente grande D,, C Uy y diam(D,,) < 2.
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Escogemos un punto zy € Z — U; y sucesiones® z,, € 0D, NUs y z, €

0D,, — Uy convergiendo a xg y 2, respectivamente.

Sea €2 = U; — Us la corona circular comprendida entre los discos U; y Us,.
Pasamos a escoger para cada n > 1 un arco I',, C dD,, que atraviese () y tenga
un extremo en cada componente de 02 = F} LI F5. Para ello se toma uno de
los arcos en 0D,, entre x,, y z,, sea [/ | y por conexion se observa que I/, debe
cortar tanto a F; como a Fy y se escoge I',, C I'), como el subarco comprendido

entre el ltimo punto en I, N F} y el primero después de él en tocar Fs.

La sucesién de arcos {I',},>1 posee una subsucesiéon que converge a un
continuo I'y € © ([59]; 4.18). Por simplificar la notacién suponemos que toda

sucesion converge a I'g. Nétese que Tg N F; # & (i = 1,2).

Como int{2 es un abierto en M, la interseccion W,, = int{)ND,, es un abierto
en el disco D,, que contiene al arco abierto I'® =T, — (F;UFy) = ', — FrQ. En
particular, la componente conexa W C W, que contiene a 'Y es un abierto
(arcoconexo) de D,, contenido en int{). Ademads todo arco ¥ C int{2 que cruce
T, debe tocar a W? — dD,,. En efecto, W! — dD,, es arcoconexo y debe estar
contenido en una de las dos componentes en que la unién disjunta I') LITY
divide a intQ). Es mas, (W? —dD,,) UT? es un abierto en dicha componente y

necesariamente corta a ¥ fuera de T'0.

Como los arcos I',, forman parte del cerrado X, entonces I'y C X y si
y € intQ2 N Ty (recordar que I'y corta a F; y F5) entonces por la condicién
(1) debe existir un entorno (arco) conexo N C X de y en X contenido en
intQ2 N X. Pero entonces si y, € I',, son puntos convergiendo a y, debe existir
ng > 1 tal que y, € N si n > ny. Ahora bien, todo arco en N C intf) de y a
Yn, atraviesa I', 41 o bien todo arco en N C intf) de y a y,,4+1 atraviesa I',,.
En cualquier caso, hay arcos en N C X que tocan el interior de algin D,, que
es disjunto con X. Llegamos a una contradiccién y D debe ser necesariamente

una sucesion nula. O

Lema V.5A.5. Las condiciones (2) y (2’) son equivalentes.

3Estas sucesiones siempre existen pues si E es un disco entorno de o con ENOD,, = &,
como 0D, divide M en dos componentes conexas (una de las cuales es intD,,) y necesaria-
mente D, N E # &, se sigue que E C intD,, y F seria disjunto con los demas discos D,, lo

que es una contradiccién. Analogamente para zg.
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Este lema es consecuencia inmediata del siguiente resultado bien conocido.

Lema V.5A.6. Sea M una n-variedad. Para todo cerrado X C M se tiene
que it X = & s1 y solo st dim X <n — 1.

Demostracion. Es claro que int X = @ si y sélo si para todo U C M homeo-
morfo a la bola cerrada unidad B™ se tiene que inty (U N X) = @&. Usamos
([25]; 1.8.12) para concluir que esto ltimo equivale a que dim(UNX) < n—1.
Ahora se recubre M = |J~ | U,, por una cantidad numerable de copias de B"

y se sigue de ([25]; 1.5.3) que

[e.e]

dim X = dim (U(Un ﬂX)) <n-—1.
n=1

Reciprocamente, si dim X < n —1 entonces dim(UNX) < n—1 para todo

U como antes por ([25]; 1.2.2) y por tanto inty (U N X) = & para todo U, de

donde intX = @. O

Demostracién del Lema V.5A.5. Sila unién D = J;, Dy, es densa, tam-
bién lo es | J, , int Dy, y por tanto int(M — | J,~, intDy) = intX = &, de donde
dim X < 1 por el Lema V.5A.6. De ser X conexo (ver la nota al pie en la

pagina 136) se sigue que dim X = 1.

Reciprocamente, si dim X = 1 de nuevo el Lema V.5A.6 nos dice que
intX = @ y la unién (J,-, intDy es densa, de aqui se sigue inmediatamente

que D es denso. O

§V.6. Demostraciones de los resultados prin-

cipales

Estamos preparados para probar los teoremas enunciados en la Seccién
§V.1. Comenzamos con la sucesién nula @77 de circunferencias terminales de
X en la Proposicién V.4.16 y formamos el conjunto My = X U{cS; S € <}

que consiste en la unién de X y conos disjuntos dos a dos ¢S = ixx[?ﬁ], S e df.

Consideramos el espacio topoldgico obtenido dotando al conjunto My con la
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topologia para la cual la familia de conjuntos {U? };>; definidos seguidamente

en los apartados (a)-(c) forman una base de entornos de cada x € My.

(a) Siz € ¢S — X entonces {U!};>1 es una base de entornos de « en el cono
abierto ¢S — S.

Ur

Mx

Figura V.8

(b) Siz € X — 7 entonces UF = CF U {cS; S C CF} donde {CF};>1 es una
base de entornos de x que consiste en w-entornos planos. Puede verse
una ilustracién de UP en la siguiente figura.

Anadiendo conos que se

hagan pequenos de acuerdo
con sus bases

Topologia de X Topologia de Mx
alrededor de p e X — T alrededor de p

Figura V.9

(¢) Siz € T y sucomponente arcoconexa [, C 7 es un arco abierto, enton-
ces UF = C*U{cS; S C CF}. Delo contrario, si E, es una circunferencia
entonces UF = C* U {cS: § C C*, 8 # S&Yuwe x [0, 77) donde
{W?};>1 es una base de entornos de z en la circunferencia caracteristica
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Sioh W x [0, 5] denota el subconjunto obvio del cono S Ver
Figura V.10.

Figura V.10

Demostracién del Teorema V.1.1. Dada cualquier carta (C¥, ¢) podemos
suponer que la frontera de cada componente R, C S? — p(C¥) contiene algtin
punto terminal (y por tanto es una circunferencia caracteristica) pues en caso
contrario z € intC{ serfa el limite de una sucesion z € ¢ ' (FrR,, ) —7 lo que

contradice el Lema V.4.8.

Es mas, si # € intC} es terminal, entonces podemos suponer ademas que
su circunferencia caracteristica S$"” es la tnica que hay en C que contiene
algin punto terminal, pues en caso contrario existiria una sucesion de circunfe-
rencias caracteristicas S(i’i) C CY con puntos z,, € S(i’i) —T y tal que {yn}n>1
convergiendo a x. Pero entonces diém(SZSi’i)> — 0 por el Lema V.4.4 y por
tanto los puntos no terminales z,, convergen a x € intC¥ lo que contradice el
lema V.4.8.

Bajo las condiciones anteriores extendemos la inmersiéon ¢ : C¥ — S? a
una inmersiéon @ : U — S? como sigue. Para cada circunferencia terminal
S € ofcon S CCF (S # S s es terminal) ¢ es la extensién cono
que lleva ¢S sobre la componente de S? — p(C?) acotada por ¢(S). Si ademds
r es terminal entonces ¢ se define como la extensién cilindrica de ¢[w= que
lleva W} x [0, H%] en la componente acotada por ¢ (Séx’i)>; esto es, ¢(z,t) =
(p(x),t) siidentificamos dicha componente con el disco.
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parte terminal

Figura V.11

De esta forma, salvo que = € X esté situado sobre un arco abierto terminal,
U? es homeomorfo por ¢ a un entorno euclideo de ¢(x) en S?. En otro caso UY
es homeomorfo a un entorno de ¢(z) en el complemento S? —int B? de un disco
abierto con ¢(r) € dB2. Ver Figura V.11. Por tanto, todos los puntos de My
tienen entornos euclideos bidimensionales y por ellos My es una superficie cuyo

borde coincide con la familia localmente finita de arcos abiertos terminales en
o/ — a7 ver la Proposicién V.4.17.

Es una consecuencia inmediata de la definicién de My que la familia de
conos {cS; S € 4Zf} es una sucesién nula (Definicién V.4.14) y asi el Coro-
lario V.5.5 establece que la inclusién i : X C My induce un homeomorfismo
F(X) = F(My). O

Nota V.6.1. Obsérvese que My es una superficie cerrada siempre que X sea

compacto.

Ahora estamos preparados para demostrar el Teorema V.1.2. Puede verse

una idea de la demostracion en la Figura V.12.

Demostraciéon del Teorema V.1.2. Usamos el Lema V.5.2 para extender
la sucesion nula de conos disjuntos dos a dos ¢S C My — OMx sobre cir-
cunferencias terminales S € &/f a una sucesién nula de discos cerrados
B = {B;}i>1 tal que M3, = Mx — Uz21 intB; es una S-curva en Mx. Asi que,
dada una inmersién cerrada ¢ : Y — My de un espacio métrico unidi-

mensional, usamos la Proposiciéon V.5.6 para obtener una nueva inmersién
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p: () — My C X, para la cual la inclusién i : My — My induce un
homeomorfismo pi(Y)NF (M) = (Y)NF(M). Aqui las clausuras estdn en

las correspondientes compactificaciones de Freudenthal.

£S
— A —— [\

Teorema Extender la familia
V.1.1 de conos hasta que
el complementario

sea una S-curva en Mx
y aplicar la Proposicién V.5.6 a Mx

Figura V.12: Boceto de la demostracion del Teorema V.1.2.

Se puede comprobar que la inmersién ¢ = py : Y — X satisface la igualdad
n (@(Y) N f(X)) =yY(Y)NF(My). Aqui usamos el diagrama conmutativo

de homeomorfismos

F(Mx)

F(Mx)

1%
1%

F(X)

inducidos por las inclusiones correspondientes. O

Nota V.6.2. Esta claro que la superficie My se puede extender a una super-
ficie M\;{ sin borde anadiendo una copia del semiplano Rzzo a cada componente
de OMx = [ ],.; R. Sin embargo, ejemplos sencillos muestran que no todas las
curvas en M\; se pueden sumergir topolégicamente como un conjunto cerrado
en X. En efecto, esto ocurre para X = My = ]RQEO, ]/\4\; = R? y el reticulo
ZxRUR x Z C My.

Seguidamente usamos el Teorema V.1.2 para probar el Teorema V.1.3. Para

esto necesitaremos ademés el siguiente lema; compdrese con ([75]; 4.2).

Lema V.6.3. Sea X un continuo generalizado de Peano localmente 2-conexo.
Si {xn}n>1 C X es un sucesion que converge a g € X entonces existe un
arco [a,b] C X que contiene a xo en su interior y tal que una subsucesion de

{Zn}n>1 cae en uno de los subarcos determinados por xy.
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Demostracién. Como X es w-conexo (Lema V.2.3), dados dos puntos a, b €
X —{zg} el Lema V.2.8 nos dice que existen dos arcos independientes que co-
rren desde xg a a 'y b, respectivamente y por tanto existe un arco I' = [a,b] C X
que contiene a xy en su interior. Si I' contiene infinitos puntos de la sucesion,
no hay nada que probar. Supongamos que I' " {z,,},,>1 se reduce a un ntimero
finito de puntos, de manera que podemos asumir sin pérdida de generalidad
que I' N {z,},>1 = @. Usamos el Corolario V.2.6 para obtener un w-entorno
Wi de xy. Tampoco hay pérdida de generalidad en suponer que {x, }n,>1 C Wi.
Consideremos tres puntos 41, ¥, yz3 € Wi N [zg,b] en el interior del subarco
[z9, b]. Usando el Lema V.2.8 de nuevo encontramos tres arcos disjuntos (ex-
cepto en 1) Vi, 74, 74 C Wy desde x1 a vy, y2, y3, respectivamente, que evitan
7g. Sea z; el primer punto en la interseccién v} N T. Como minimo dos de los
tres puntos {z1, 22, 23} caen en uno de los subarcos de [a, b] determinados por
xo. Otra vez, por el Corolario V.2.6 escogemos un pequeno w-entorno Wy C Wy
de z que evite la unién 3 U532 U434 donde 5! C 4} es el subarco comprendido
entre z7 y z;. Tomamos xz,, € W5 y obtenemos tres arcos desde z,, al arco
I' tal que dos de ellos tocan a I en el mismo subarco. Procediendo inductiva-
mente de esta forma, obtenemos una sucesién encajada de w-entornos de xq
{Wi}k>1 y una subsucesion {z,, }x>1 C {Zn}n>1 con z,, € Wy y tal que para
todo k > 1 existen dos arcos p;. y pi desde x,,, al mismo subarco de T, digamos
[0, b], que verifican pi N p? = {x,, } v pi N pl = @ si k # k. Entonces es facil
cambiar el subarco [z, b] para obtener un nuevo arco I C T'U {pi};;lf desde
a a b, pasando por xg, y tal que la subsucesiéon {x,, }r>1 es parte del subarco
[V que va desde zy a b. Ver Figura V.13. O

Wi

Figura V.13
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Seguidamente procederemos a demostrar V.1.3.

Demostracién del Teorema V.1.3. Probaremos (a) <= (b). Mediante el
uso de la Proposicion V.3.6 la misma demostracién con los cambios obvios

demuestra (a) <= (c).

La demostracién de (b) = (a) es obvia. Veamos (a) = (b). Se presentan

dos casos:

Caso A: Supongamos que existe un entorno abierto conexo U de p tal que
W = U —{p} es localmente plano. Entonces W es un continuo generalizado de
Peano localmente plano, localmente 2-conexo y por tanto existe una superficie
My que satisface el Teorema V.1.1. Mas atn, el punto p se corresponde, a
través del homeomorfismo F(W) = F(My ) en el Teorema V.1.1, con un final
aislado ¢ € F(My) que no puede ser plano pues, de lo contrario U seria
localmente plano en p. Por consiguiente existe una sucesion de asas o gorros
cruzados (usamos la clasificacion de las superficies abiertas en [44]) en My, que
convergen a ¢, y no es dificil encontrar una inmersién cerrada v : Lj — My,

del grafo infinito no conexo L] = L; LIR5( de la Figura V.14

By

By

B3

RZO

Figura V.14: El grafo L.

de tal forma que los finales co y oo’ son aplicados a e, cada bloque B; cae en
un asa o un gorro cruzado, y Rs( sortea todas las asas y gorros cruzados tal y

como se indica en la Figura V.15.

4En efecto, si {K,},>1 es una sucesién exhaustiva de U y {U,},>1 es una base de
entornos abiertos conexos encajados de p con U,, — {p} conexo, entonces {K,, — Uy }n>1 €s
una sucesién exhaustiva para W — {p} y p se identifica con el final e € F(W) dado por
e=Un —{p})n>1-
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Caso A: p € X posee un
entorno abierto U que no

es localmente plano i
tinicamente en p Teorema V.1.1 aplicado

aW=U-{p}

Myy = Superficie con un final

Figura V.15: Teorema V.1.1 aplicado a W = U — {p}.

Entonces aplicamos el Teorema V.1.2 para obtener una inmersion cerrada
) LY — W para la cual la inclusién ¢ : W — My, satisface i.(p) = € si p es
considerado como un final de Freudenthal de W. En consecuencia | induce
una inmersion ¢y : Ly = Ly U{p1} — U = W U {p} con ¢1(p1) = py el
teorema esta probado si p es un punto no plano aislado. La idea gréafica puede

verse en el esquema de la Figura V.16.

Aplicamos el Teorema V.1.2
en la situacién de la Figura V.15

Extendiendo 9} con ¢(p1) =p

ML, m

[ Y(p1) =p
U

Figura V.16: Conclusion del Caso A en la demostracion de (a) = (b).

Caso B: En lo que sigue probamos el teorema para el caso en que existe
una sucesion {p;};>1 que converge a p tal que X no es localmente plana en
ningtn p;. Usando el Lema V.6.3 existe un arco I' = [a,b] C X con p € (a,b) y

una subsucesién de {p; };>1 en uno de los subarcos de I' definidos por p, digamos
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[p,b]. De hecho podemos suponer sin perder generalidad que {p;}i>1 C [p, 0]
para toda la sucesién. Ahora aplicamos el Corolario V.2.6 para encontrar una
sucesion nula {C;};>1 donde cada C; es un w-entorno de p;. Como intC; es un
continuo generalizado de Peano no plano y localmente 2-conexo, contiene una

copia K; C intC; del grafo K3 3; ver Proposicién V.3.6.

Caso B: Existe {p;};>1 sucesién de puntos
donde X no es localmente plano y p; — p

Se traza un arco I' que contenga la
sucesién y el limite en su interior y
se toman w-entornos C; de p;
disjuntos dos a dos

Figura V.17: Copia de K33 en cada intC;.

Para cada ¢ > 1 consideramos los puntos r;, s; € C; definidos como el
primero y el ultimo punto en la interseccién C; N T, respectivamente. Como
el complemento C; — V; del conjunto de vértices de K; sigue siendo w-conexo,
obtenemos arcos disjuntos p; y o; en C; — V; que unen r; y s; con K, res-
pectivamente. Aqui usamos el Lema V.2.8. Entonces se observa, después del
estudio de los casos originados por las posibles posiciones (esencialmente tres)
de los puntos de interseccién p; N K; y o; N K;, que el grafo G; en la Figura
V.18

Figura V.18: El grafo G;.
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se sumerge en K; U p; Uo; C C; con G; N FrC; = {s;,r;}. Ahora se puede
encontrar facilmente una copia de la curva de Claytor L; en la unién I' U

(Ujs1 Gi) con p en el lugar de p;. Esto finaliza la demostracion.

Se une K3 3 dentro de C;
con el primer y ultimo
punto de I' N C;

Aparece L1 en X

Figura V.19: Conclusion del Caso B en la demostracion de (a) = (b).

0

Nota V.6.4. Como se indico al final de la Seccién §V.1, Thomassen carac-
teriz6 en ([75]; 4.6) el fallo de la planaridad local de X en el punto p por
la existencia de un grafo completo infinito K, C X conteniendo a p. Es in-
mediato comprobar que L; (andlogamente, L) se puede sumergir en el grafo
completo K, cuyos vértices son los puntos marcados en grueso en la repre-
sentacion de Ly en la Figura V.2. Por tanto la caracterizacién de Thomassen
implica el Teorema V.1.3. No obstante, creemos de interés el resaltar, como
hace este teorema independientemente del resultado de Thomassen, que bas-
ta la presencia de una copia de L; (o equivalentemente L) para caracterizar
la no planaridad de X alrededor de p sin necesidad de utilizar el grafo K,

considerablemente mas complicado.



Capitulo VI

Propiedades homotoépicas de las
aplicaciones confluentes en la

categoria propia

En este capitulo establecemos algunas propiedades de naturaleza homotépi-
ca para las aplicaciones confluentes en la categoria propia. Analizamos en este
marco la caracterizaciéon debida a J. H. Case y R. E. Chamberlin de los con-
tinuos tipo arbol asi como el teorema de T. B. McLean sobre la preservacién
de los espacios tipo arbol por aplicaciones confluentes. Damos contraejemplos
para los correspondientes andlogos propios y extendemos resultados de varios
autores en la teoria clasica de los continuos a espacios no compactos. Final-
mente, describimos el comportamiento de estas aplicaciones respecto a los
pro-grupos fundamentales, generalizando resultados de J. Grispolakis y otros
autores. Dejamos abiertas dos cuestiones que creemos de interés (Cuestion
VI.3.8 y Conjetura VI1.4.6).

§VI.1. Homotopia propia y finales de Freu-
denthal

Esta seccion recoge varios resultados de la literatura que relacionan los fina-
les de Freudenthal con el tipo de homotopia propia de un continuo generalizado
de Peano. Ademas, como una aportacién original, extendemos la equivalencia

entre tipos de homotopia propia de arboles y tipos de homeomorfia de los con-
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juntos cerrados del conjunto de Cantor a los continuos generalizados de Peano

dendriticos.

Como es habitual, [X,Y] denota el conjunto de las clases de homotopia
de aplicaciones X — Y. En la categoria propia el conjunto correspondiente
de clases de homotopia propia se denotard por [X,Y],. Referimos a [73] para
los resultados elementales de la teoria de homotopia clasica usados en este
capitulo. A continuacién recopilamos algunas definiciones basicas de la cate-
goria propia y su teoria de homotopia necesarias en este capitulo; ver [6] 6 [33]
para una tratamiento completo sobre estos aspectos, ver [62] para una revi-
sion general de la teorfa de homotopia propia. Comenzamos recordando que
las clases de homotopia propia de rayos en [Rxq, X], se llaman finales fuertes
de X. Se puede comprobar facilmente, usando la descripcion de los finales de
Freudenthal en la Proposicién 11.1.13, que un final fuerte [r] € [R>, X], de-
fine un tnico final de Freudenthal r,(c0) € F(X). De esta forma, existe una

aplicacion bien definida

p: [Rso, X1, — F(X) (VLLA)

que es sobreyectiva para espacios cuyos finales de Freudenthal son definidos por
rayos. Este es el caso de los continuos generalizados de Peano; ver Proposicion
I1.1.14.

Es bien conocido que el espacio de finales es un invariante del tipo de

homotopia propia del espacio. Explicitamente

Proposicién VI.1.1 ([6]; 1.9.13). Si f, g : X — Y son propiamente homotopi-

cas entre espacios admisibles, entonces f. = g, : F(X) — F(Y).

Demostracién. Sea H : X x I — Y una homotopia propia entre f y g. Si
consideramos p; : X x I — X la proyeccién naturale i, : X — X x 1 (e =0,1)

son las inclusiones i.(x) = (z,€), en el siguiente diagrama
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F(X) _ F(X x 1) ; F(X)
g He fu
F(X)
tenemos que
tdF(x) = T0x °P1x = L1x°Dls- (VI.1.B)

Pero p; es propia y mondtona, luego pi. es un homeomorfismo (I11.2.12).
Por lo tanto de (VI.1.B) se obtiene que igp. = i1, y por consiguiente f, =
H*O'L.O*:H*O'L.l*:g*- U

Corolario VI.1.2. Sea f : X — Y wuna equivalencia de homotopia propia
entre espacios admisibles. Entonces f, : F(X) — F(Y) es un homeomorfismo.

Esto es, toda equivalencia de homotopia propia es fiel en los finales.

Si denotamos por Cantor la subcategoria llena de Top de los espacios
compactos 0-dimensionales (o equivalentemente los espacios homeomorfos a
subconjuntos cerrados del conjunto de Cantor; ([24]; 6.2.16)) y por CG C

Topp la subcategoria llena de los continuos generalizados, existe un funtor

F : CG — Cantor

que lleva X en un conjunto de finales y toda aplicaciéon propia f: X — Y en
CG en su aplicacién inducida f, : F(X) — F(Y) definida en la Proposicion
[.2.8 (ver también Nota 1.4.5).

Ademas, de acuerdo con la Proposicion VI.1.1, F factoriza a través de la

categoria homotopica de CG.

CG (VL1.C)

CG/:p 7 Cantor
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Si Tree C CG es la subcategoria llena de los arboles se tiene

Teorema VI.1.3 ([6]; I11.1.10). El funtor F induce una equivalencia de cate-

goriast

F : Tree/ ~,— Cantor

En particular dados dos drboles T y T" obtenemos una biyeccion

F 1,7, = Top(F(T), F(T")).

Ademds T tiene el mismo tipo de homotopia propia que T" si y solo si F(T)

y F(T") son homeomorfos.

Si consideramos Dend C Topp la subcategoria llena de los continuos

generalizados de Peano dendriticos, tenemos el siguiente resultado:

Teorema V1.1.4. La inclusion ¥ : Tree C Dend induce una equivalencia de

categorias homotopicas

U : Tree/ ~,— Dend/ ~,

Del teorema anterior se deduce inmediatamente

Corolario VI.1.5. Dos dendritas son propiamente homotopicamente equiva-

lentes si y solo si sus espacios de finales de Freudenthal son homeomorfos.

Como consecuencia de los Teoremas VI.1.4 y VI.1.3 tenemos

Corolario V1.1.6. El funtor F en (VI.1.C) induce una equivalencia de cate-

gorias

F : Dend/ ~,— Cantor

'Una equivalencia de categorias entre las categorias C y D se define como un par de
funtores S : C — D, 7 : D — C junto con isomorfismos naturales Idc = 7 oS e Idp =
SoT.
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En particular obtenemos para los continuos generalizados de Peano

dendriticos D y D' una biyeccion

F:[D, D], = Top(F(D), F(D'))

Para la demostracion del Teorema VI.1.4 consideraremos la compactifica-
ciéon de Freudenthal de D y usaremos retracciones r; : D — A, C D dadas
por la bien conocida “aplicacion del primer punto” ([59]; 10.26). En concreto,
con la notaciéon empleada en la demostracion del Teorema I11.4.3 se construye
D= m como la clausura de una union creciente de dendritas compactos
T = Ay C Ay C Ay C ... donde cada diferencia A;;; — A; consiste en un
arco ;41 que toca a A; en un unico punto. Parametrizamos el arco por una
aplicacién 741 1 [0,1] — Aipq C D con 7i41(0) = 4; N 7,1 v denotamos por
x; al extremo 7,;41(1).

i+1

i

y 7’;+1<.§U> =% N Al six € Ai+1 — Al

: Ay — A; estd dada por it (z) = xsix € 4

La retraccién natural r

Maés aun, T§+1 se extiende a la retraccion r; : D — A; que lleva x € D— A;
en el punto r;(z) = A? N A; que es interseccién de A; con el tinico arco A\¥ C D
que va de x a A;. De hecho, si j; : A; — D es la correspondiente inclusion,
la sucesién {j;or;};>1 converge uniformemente a la identidad idp; ver ([59];

10.27).

Teorema VI.1.7. Todo continuo generalizado de Peano dendritico D tiene
el mismo tipo de homotopia propia que cualquiera de sus drboles de finales
T C D (I1.1.18). De hecho T es un retracto propio de deformacion fuerte de
D.

Demostracién. Definimos las homotopias H; : A; x I — A; dadas por
Hi(x,t)=xsiz € A1y Hi(x,t) = vi(st) si z =y(s) € Ay — Ai_1.

A partir de las homotopias H; definimos H : D x 1 — D como si-

gue. Tomamos H(z,1) = x para todo € D y si [0,1) = U, [, HLJ

entonces para t € [%,HLJ definimos H(x,t) = jH;(ri(x),&(t)) donde

&(t) = (i+1)[it — (i — 1)]. Nétese que H(x, 5+) = jiHi(ri(x),0) = ji1ri-1(2)
y H(z,%4) = j;Hy(ri(2),1) = jiri(z).
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Es claro que H es continua sobre D x [0,1) ya que es continua en los
cerrados D x [%, HLJ (i > 1) que forman una familia localmente finita en
D x [0,1). Asi pues sblo es necesario comprobar la continuidad de H sobre
D x {1}. Para ello usaremos que la sucesién {j; - r; };>1 converge uniformemente
a tdp como se indicé anteriormente. En efecto, sea U C D un entorno abierto
localmente conexo (y por tanto arcoconexo) de zy € D. Sea € > 0 tal que
B. C U donde B. es la bola abierta de centro zy y radio €. En particular, la
convergencia uniforme de la sucesién {j;o7;};>1 nos permite encontrar ig > 1

tal que d(r;(z),r) < § para todo i > iy y o € D.

En particular, si Be es la bola abierta de centro xy y radio § tenemos que

d(ri(x), xo) < d(ri(x),x) + d(x, x9) < €

para todo z € Bs. Asf pues, r;(z) € B C U para todo x € Bg e i > ig y por
tanto A7, que es el inico camino en Ddexa ri(z) € A;, esta contenido en U
por ser éste arcoconexo. Ademas, si r;(x) € A; — A;_1, el subarco I'Y C ~; de

ri(z) a A;_q estd contenido en A? | C U si i > iy + 1.

Figura VI.1

Es més, de la definicién de la homotopia H; se deduce inmediatamente

1 17—

- ,
Hi(ri(z),t)=TY C X, CU (2, §t<,21)

para i > ip + 1. En caso de que r;(x) € A;_ entonces H;(r;(x),t) = ri(z) =
ri—1(z) € U. Por tanto, de la definicion de H se sigue



§VI.1: Homotopia propia y finales de Freudenthal 155

H(ng ( ‘0 1D cU
2 ’lo—|—1

lo que demuestra la continuidad de H. Puesto que H '(¢) = {e} x I para

todo final ¢ € F(D) = F(T), se sigue inmediatamente que la restriccion
H : D x I — D es una homotopia propia entre jorg e idp, y ro : D — T es un

retracto de deformacién fuerte en la categoria propia. O

Demostracién del Teorema VI1.1.4. Sea

® : Dend/ ~,— Tree/ ~,

el funtor definido como sigue: dada la dendrita D € Dend escogemos un arbol
de finales fijo ip : Tp C D y una retraccion por deformacion rp : D — Tp
dada por el Teorema VI.1.7. Mas atn, si D = T es un arbol entonces escogemos
Tp =T y rp = idp. Entonces, si f : D — D’ es una aplicacién en Dend,

definimos

O(fl=[rpofoip|:Tp — Tp

de acuerdo con el diagrama

D/

[id] [rp/)=lip] ™t

Entonces la composicién ¥o® : Dend/ ~,— Dend/ ~, es naturalmente

equivalente a Idpend/~, por medio de la equivalencia natural

{[rp]: D — V®(D)="Tp}
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I [/] b
D
D
77777777777 > 5= !
Tp vo[fl=o[f] Tpr = V(D)

Es mds, la composicién Ve ® = Idyee/~, €s el funtor identidad por defini-
cién de &. O

El Teorema VI.1.7 también establece que cualquier dendrita es contractil.
De hecho ambas condiciones son equivalentes y cualquiera de ellas caracteriza
a los espacios dendriticos entre los continuos generalizados de Peano unidimen-
sionales. Explicitamente tenemos las siguientes caracterizaciones de naturaleza

homotopica; compdrese con ([69]; 3).
Teorema VI.1.8. Sea D un continuo generalizado de Peano unidimensional.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) D es un espacio dendritico.

(b) D es un retracto de deformacion propia fuerte de cualquier drbol de
finales T C D. Si F(D) = @ (esto es, D es compacto) entonces T puede

ser cualquier arbol en D.
(¢) D es contrdctil.
(d) El grupo fundamental mi(D,dy) = 0 es trivial.

(e) D es no recubrible; esto es, los unicos espacios recubridores de D son

los triviales.
(f) D es contrdctil respecto a cualquier grafo G.

(g) D es contrdctil respecto a S*.

Nota VI.1.9. Recordemos que todos los dendritas son espacios unidimensio-
nales. Esto sigue del Teorema I11.4.3 y ([24]; 7.3.1). Alternativamente, se puede
usar el Corolario I1.1A.6 como sigue. Sean z € D y U un entorno abierto de

x. Es claro que cada componente en FrU se reduce a un punto (y por tanto



§VI.1: Homotopia propia y finales de Freudenthal 157

dim(FrU) = 0; ver ([24]; 6.2.9) pues, de otra forma, cualquier componente
conexa no trivial C' es arcoconexa por el Corolario II.1A.6, y entonces es facil
encontrar un ciclo en la unién de los arcos 'UaU B donde I' C C'y a y 3 son

arcos en D que unen z ¢ I' con los extremos de T

Demostracién del Teorema VI.1.8. Obsérvese que (a) = (b) es el Teore-
ma VI.1.7 mientras que (b) = (¢) = (d) y (f) = (g) son obvias. Ademas, (d)
= (e) es un hecho bien conocido en teoria de homotopia (ver ([26]; 3.4.32)).

(e) = (f) Supongamos que existe f : D — G que no es homotdépicamente
trivial. Al ser G un grafo, su recubridor universal p : G — G es un arbol.
Es més, podemos asegurar que G es un grafo cuyos vértices y aristas son el
levantamiento por p de los vértices y aristas de G ([73]; 3.8.3). Entonces la
construccion llamada pull-back, nos da un espacio recubridor D de D que

encaja en el siguiente diagrama

_ 7 _
D-———- >
|
|
q: p
y
D 7 G

donde D = {(z,d) € G x D, p(z) = f(d)}, f(z,d) =z y q(z,d) = d.

Al ser D no recubrible por hipétesis, el espacio recubridor D es necesaria-

mente trivial; esto es, existe un diagrama conmutativo

1%

D D x F

por lo que tenemos que escogiendo una seccion s : D — D la composicion

f = pofos factoriza a través de G.
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~ I ~
D G
A /4
/ ~
fos 7
s/\ q /// p
\ v
NY s
D 7 G

En consecuencia f deberia ser homotdépicamente trivial lo que contradice la

suposicién de partida.

So6lo queda demostrar (g) = (a). Por reduccion al absurdo supongamos que
D no es dendritico; es decir, que existe una inmersion f : A < D donde A es
una curva cerrada simple. Al ser X unidimensional, ([24]; 1.9.2) nos asegura

que existe una extensién de f a todo X, F': D — S,

A€ D

¥
Ax St

Por hipétesis F' es homotopicamente trivial y por tanto del diagrama anterior
se desprende que id también lo es. Como ésto no es posible por el bien conocido

Teorema de la no retraccién, la demostracion concluye. O

§VI.2. Aplicaciones confluentes y aplicaciones

propiamente esenciales

En la teoria de homotopia ordinaria una aplicacion homotdpica a una apli-
cacién constante se denomina inesencial (en otro caso se dice esencial). El
siguiente lema nos da una caracterizacion intrinseca en la categoria propia de

aquellas aplicaciones propias con codominio un grafo que son inesenciales.

Lema VI.2.1. Sea f : X — G una aplicacion propia de un continuo gene-
ralizado X en un grafo G. Entonces f es inesencial si y solo si f = gor es

una composicion de aplicaciones propias donde g : T — G esta definida en un
arbol T
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Demostracién. Supongamos que f es inesencial, entonces por ([73]; 2.2.3)

existe un levantamiento de f

X

al espacio de recubrimiento universal de GG que es un arbol localmente fini-
to. Aqui usamos que G es localmente finito. Mas atn, fes propia; en efecto,
puesto que f es propia, f~1(7(K)) es compacto para cualquier conjunto com-
pacto K C G y la conmutatividad del diagrama anterior establece la inclusién
FUK) € fH(x(K)). Asi el conjunto cerrado f~1(K) es compacto.

Al ser fes propia, el espacio conexo T' = f(X ) es un subérbol cerrado de
G.Sear: X — T la restriccién de fsobre la imagen. Es mas, aunque 7 no es
propia en general, la restriccién g = |y : T' — G es propia; en efecto, sea L C
G un compacto. Como f es propia, f~1(L) es compacto y entonces también lo
es f(f~Y(L)). Se comprueba inmediatamente que g~(L) C f(f~*(L)) y por
tanto el conjunto cerrado g~*(L) es compacto. De esta forma obtenemos la

factorizacién requerida f = rog.

El reciproco sigue directamente del hecho de que cualquier arbol es

contractil. O

En la teoria de homotopia propia los puntos son reemplazados por arboles

para tener en cuenta los finales de los espacios. Asi,

Definicién VI.2.2. Dada una aplicacién fiel en los finales h : T'— Y donde
T es un arbol, diremos que una aplicacion propia f : X — Y es propiamente

h-inesencial si existe un diagrama de aplicaciones propias

X Y
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que conmuta salvo homotopia propia. Diremos que f es propiamente inesen-
ctal cuando sea propiamente h-inesencial para todo h. De otra manera, f se
dird propiamente h-esencial o propiamente esencial, respectivamente. Natu-
ralmente, si X 6 Y (y, necesariamente también X en este caso) es compacto
entonces todo queda reducido a las aplicaciones esenciales e inesenciales ordi-

narias.

Nota VI.2.3. Un ejemplo trivial de aplicaciéon propia que es inesencial pero
propiamente h-esencial para todo h es la inclusion de la recta real R en la

unién Y del eje OX con una sucesion de circunferencias C), de radios n > 1.

N

Figura VI.2

~
Il

En contraste, cualquier aplicacién fiel en los finales f : X — G de un con-
tinuo generalizado a un grafo que sea inesencial es propiamente h-inesencial
para algin h. En efecto, en la factorizacién f : X 5 T L G a través de
un arbol 7' proporcionada por el Lema VI.2.1 podemos reemplazar, si es ne-
cesario, el arbol T por su subarbol cerrado ¢(X) C T de forma que no hay
pérdida de generalidad en asumir que g es sobreyectiva. Esto establece que
la aplicacién inducida g, : F(X) — F(T') también es sobreyectiva (II11.2.12).
Como f, es un homeomorfismo, se sigue que g, y por tanto h,, son inyectivas,

y consecuentemente son homeomorfismos. Asi, f es propiamente h-inesencial.

Nota VI1.2.4. Notemos que para los espacios de llegada con un tnico final
fuerte, las aplicaciones propiamente esenciales coinciden con las aplicaciones
propiamente h-esenciales para cualquier h fijado. Recordemos que R™ con n >
2 es un ejemplo cldsico de espacio con un final fuerte (una demostracién sigue

directamente del Lema VI.3.11 mas adelante).
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Incluimos en esta seccién dos resultados sobre la esencialidad de las
aplicaciones propias confluentes. Comenzamos con la extension al caso no com-
pacto del conocido resultado en la teoria de continuos que establece que las
aplicaciones confluentes de continuos sobre grafos no contréctiles son esencia-

les; ver ([59]; 13.39) para una demostracion.

Proposiciéon VI1.2.5. Cualquier sobreyeccion confluente propia f : X — G

de un continuo generalizado sobre un grafo no contrdctil es esencial.

Demostracién. En otro caso, por el Lema VI.2.1, f: X 5 T 2 G factoriza
a través de un arbol 7. Entonces puesto que la composicién f = hog es con-
fluente, por la Proposicion 1V.2.4 se tiene que también lo es h. Pero entonces,

el Teorema IV.2.9 establece que GG es un arbol, lo que es una contradiccion. [

Nota VI.2.6. En el enunciado de la Proposicion VI.2.5 no se puede prescindir
de la suposiciéon de que f sea propia. En efecto, la aplicacion exponencial

f:R — S f(s) = ¥ es confluente inesencial y no propia.

El siguiente teorema no tiene analogo en la teoria de homotopia ordinaria

pues el plano euclideo R? es contréctil.

Teorema VI.2.7. Sea X un continuo generalizado. Cualquier sobreyeccion

confluente propia f : X — R? es propiamente esencial.

Demostracion. De lo contrario, supongamos que f no es propiamente esen-
cial. Entonces existe una homotopia propia H : X x I — R? con H|x 0, = f
vy H|xxpy = ior donde i : Rsg — R? puede suponerse que es la inclusién
x — (z,0) de acuerdo con la Nota VI.2.4. Como H es propia, existe un sub-

conjunto compacto L C X con

H(X-L)xI)cR*-B (VL.2.A)

donde B denota el disco unidad abierto en R? centrado en el origen. La com-
pacidad de f(L) nos permite encontrar un a > 0 suficientemente grande tal

que S, N f(L) = @ para la circunferencia S, C R? de radio a. Por lo tanto,

H(f (S xI)CH(X—L)xI)CR?*—B.
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Ademas, como f es confluente, también lo es su restriccién f|;-1(g,) :
F7YS.) — Sa, (IV.2.7) y por tanto, si A es un componente conexa de f~!(S,)
tenemos que f(A) = S, y la restriccién sobre la imagen f, = f : A — S,
es confluente (IV.2.6), y por tanto esencial ([59], 13.39). Sin embargo, la res-
triccion H : A x I — R? — B es una homotopia entre f|4 : A — R* — By

Lo

4, donde esta composicién factoriza a través del intervalo r(A) y entonces
es inesencial. Finalmente, la retraccién obvia p : R? — B — S, es una equiva-
lencia de homotopia y por tanto f, = pe f|4 es inesencial. Esto conduce a una

contradiccion y la demostracién concluye. O

Nota VI1.2.8. Como una consecuencia del Teorema VI.2.7, no hay aplicaciones
propias confluentes R" — R? para n > 3. Esto sigue del hecho bien conocido
de que el conjunto de las clases de homotopia propia [R™, R?], = * se reduce
al elemento trivial; ver ([6]; V.4.11) para una demostracién. Obsérvese que
la proyeccién natural R® — R? es confluente. Discutiremos la existencia de

aplicaciones propias confluentes con més detalle en la Secciéon §VI.4.

§VI.3. Algunas propiedades homotdépicas re-
lacionadas con los espacios tipo arbol

en la categoria propia

Segin el Teorema IV.2.9, las aplicaciones propias confluentes preservan
arboles. Comenzamos discutiendo si dichas aplicaciones preservan también los
espacios tipo arbol. De hecho, el Teorema IV.2.9 muestra que esta cuestion
tiene una respuesta positiva bajo la suposicion de conexion local puesto que los
espacios tipo arbol localmente conexos son exactamente dendritas tal y como
se demuestra en el Teorema II1.4.3. Esto nos permite reescribir el Teorema

IV.2.9 como sigue

Teorema VI1.3.1. La imagen por una aplicacion confluente propia y sobre-
yectiva de un continuo generalizado de Peano tipo drbol es un continuo gene-

ralizado de Peano tipo drbol.

Seguidamente procedemos a analizar el caso general sin la suposiciéon de

conexion local. Para continuos, McLean demostro el siguiente
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Teorema VI1.3.2 ([52]; Thm. 2.1). Si f : X — Y es una aplicacion confluente
de un continuo unidimensional X tipo drbol a un continuo unidimensional Y,

entonces Y es tipo drbol.

La demostracién depende de manera crucial de la siguiente caracterizacion

homotépica debida a Case y Chamberlin de los espacios tipo arbol.

Teorema VI1.3.3 ([13]; Thm. 1). Un continuo unidimensional X es tipo drbol

sty solo si cualquier aplicacion continua sobre un grafo compacto es inesencial.

Una extension parcial del teorema anterior al ambiente no compacto es el

siguiente

Teorema VI1.3.4. Sea X un continuo generalizado unidimensional. Si, para
cualquier grafo G, cada sobreyeccion propia f : X — G es inesencial, entonces

X es tipo arbol.

Demostracién. Por la versién propia del Teorema de Freudenthal (I11.4A.2),

X = lim{X,, f,} es un limite inverso de grafos con aplicaciones de enlace
“p

propias f, : X,4+1 — X,. Denotemos por 7w, : X — X, las proyecciones

canoénicas.

Para cada n > 1 consideramos el recubrimiento universal p, : )A(;L — X,
y escojamos un punto (22),s; € X. Como la aplicacién 7, es inesencial, da-
do 20 € p-l(z0), existe un levantamiento 7, : X — X, con mn(z) = 0.
Aqui usamos ([73]; 2.4.1). De forma similar, la propiedad de recubrimiento de
homotopias ([73]; 2.2.3) nos da aplicaciones f,, : )?;:1 — X, con ﬁl(xforzl) = 59:
tal que ppo fr = fooDnir.

Igual que se hizo en la demostracion del Lema VI.2.1, consideremos para
cada n > 1 el subarbol T,, = 7,(X) C )f(vn para el que las restricciones p,, :
T, — X, ym : X — T, de p, y m,, respectivamente, son aplicaciones
propias. Mas atn, se puede comprobar sin dificultad que jA’;L(TnH) =T,y
que j:;L : Thi1 — T, es propia. Sea Y = ﬁn{Tn, j:;L} el correspondiente limite
inverso y ¢, : Y — T, las proyecciones cz:nénicas. Tenemos asi el siguiente

diagrama conmutativo
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3

q1 q2 q3

Finalmente, observemos que las aplicaciones p,, inducen una aplicacion p :
Y — X parala cual la aplicacién ¢ : X — Y definida por ¢(x) = (T (x))n>1 €8
una seccién; esto es, po ¢ = idx. En efecto, ¢ esta bien definida por la unicidad
de levantamientos ([73]; 2.2.2) pues tanto f,, e 7,31 como 7, son levantamientos

0 N4
de m, por z). Més aun

(P Tn(2))nz1 = (T () )1

Ademés, como ¢ 1(A) C p(A) para cualquier conjunto A C Y, se sigue
que ¢ es una inmersién propia, y asi ¢(X) es un conjunto cerrado conexo de

Y. Es més, ¢(X) = lim{q,(¢(X)), ]A”;’L} para las correspondientes restricciones

de f, (II1.2.6) y asi, X es homeomorfo al espacio tipo arbol ¢(X) obtenido
como limite inverso de subérboles ¢, (¢(X)) C T,,. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Teorema VI.3.4 no es

cierto incluso para aplicaciones fieles en los finales.

Ejemplo VI1.3.5. Consideremos el subespacio X C R? descrito en lineas grue-

sas en la Figura VI.3 y denotemos por G la cuerda de circulos {C,},>1 (nu-

merados de izquierda a derecha) de didmetro + y segmentos horizontales lo-

1
calizada en mitad de la misma figura. Si X_; y X; son los subespacios de X
por encima y por debajo de GG, respectivamente, definimos la sobreyeccién pro-

pia fiel a los finales f : X — G como sigue. Para cualquier z € X, (e = +1),
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f(x) € TS NG es el primer punto en la interseccion del grafo G con la semirecta

e ={z+ A0,¢€); A > 0}.

Figura VI.3

Tenemos que f es esencial ya que en caso contrario, por la Nota VI.2.3, la
aplicacion f = hog es una composicion de aplicaciones propias con h definida
sobre un arbol 7" con un sélo final, y por tanto del mismo tipo de homotopia
propia que Rx( (VI.1.3). Pero esto conduce a una contradiccion pues los rayos
g=flrR: R=ZRs0—> Gy ¢ = flr, : Ra = Rs¢ — G representan diferentes
finales fuertes de G. En efecto, si no es asi existe una homotopia propia H :
Rsg x I — G con H(z,0) = g(z) y H(z,1) = ¢'(x). Entonces, escogemos
no > 1 suficientemente grade para que C,, N H({0} x I) = &. Mas atn,
sean Py y P; las clausuras de las componentes compacta y no compacta del
complementario G' — C,,,, respectivamente, y r : G — C,, la retraccién que
lleva todo P; al punto x; = P,NC,, (i = 0,1). Seguidamente usamos que H
es propia para encontrar mg > ng con H([mg,00) X I) C P; y observamos

que la composicién F' = roH : [0,mo] x I — C,, restringida al borde 0L

de L = [0,mg] x I define un lazo o« = F|s;, que coincide con g U ¢" sobre
A = [m 20 x {0,1} y lleva las componentes de (0,0) y (m,0) en L — A

sobre xg y 1, respectivamente. Por tanto, a representa un generador del grupo
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fundamental m (C,,,) = Z pero, por otro lado, a es nulhomotépica por F. Esta

contradicciéon muestra que g y ¢’ definen distintos finales fuertes de G.

Queda comprobar que X es un espacio tipo arbol. En efecto, veremos que
X = @{Tn, fn}, donde T,, (n > 0) es el arbol que consiste en la unién por
un puntg de una copia [0,4, n,] del intervalo [0,n] C Rsq con la semirecta Rx
mediante la identificaciéon n = ng, junto con un segmento extra A, = [v,,0,]

anadido en 0,; ver Figura VI.4.

Figura VI.4:

Comenzamos definiendo para cada n > 0 la sobreyeccién propia 7w, : X —
T, como la proyeccién obvia en el subespacio de X que cae en el semiplano
{(xz,y) € R* : x > n} y la aplicacién lineal que lleva los [(n) = 4n? — 2n + 1
segmentos que forman el arco poligonal R, C X que va desde v a 0_, en [(n)
intervalos consecutivos adyacentes que cubran el segmento A,. Finalmente,
todos los segmentos contenidos en {(z,y) € R* : # < n} que no tocan R,
y contienen 0_, con k > n, son llevados linealmente sobre [0,,n,], mientras
que los segmentos que contienen Oy, con k > n, son llevados linealmente sobre
0, n].

Seguidamente definimos, para cada n > 0, la aplicacién de enlace f,;1 :
Ty+1 — T, como la aplicacién lineal a trozos que es la identidad en [0, co) U
(04, na] y lleva el intervalo [n,, (n + 1),] sobre [n,n + 1] de la forma obvia.
Maés atn, f, lleva los primeros I(n) segmentos de los [(n 4 1) que componen la
particiéon 7,41 (R,11) = A,.1 de A, sobre los [(n) segmentos de la particién
mn(Ry) = A, ylos [(n+ 1) — I(n) intervalos restantes tal y como se especifica

en la Figura VL.5.

Se comprueba sin dificultad a partir de las definiciones que tanto 7, como
fn son aplicaciones propias para las que f,om,»1 = m, para todo n > 0.

También se puede comprobar que la aplicacién ¢ : X — lim{T,,, f,} definida
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Figura VL.5: f,(An41) C Th.

por ¢(x) = (mo(x), m (), ma(x),...) es una biyeccién propia y por tanto un

homeomorfismo, demostrando asi que X es tipo arbol.

En caso de restringirnos a los continuos generalizados de Peano, tenemos el

siguiente resultado que anade dos nuevas caracterizaciones a aquellas ya dadas
en los Teoremas I11.4.3 y VI.1.8.

Teorema VI.3.6 (c.f. ([13]; Thm. 1)). Sea X wun continuo generalizado de

Peano unidimensional. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es tipo drbol.

(b) Cualquier aplicacion propia fiel en los finales f : X — G en un grafo es

propiamente h-inesencial para algun h.

(¢) Cualquier aplicacion propia f : X — G en un grafo es inesencial.

Demostracién. La implicacién (c) = (b) es la Nota VI.2.3. Ademds (a) =
(c) es obvio ya que todo drbol es contréctil. Finalmente, para probar (b) =
(a) bastard ver que X es una dendrita ya que por el Teorema I11.4.3 todo
dendrita es tipo arbol. Para ello, supongamos por el contrario que existe una
curva cerrada simple ¥ C X (ver Proposicién I1.1A.3). Si {K,},>1 es una
sucesién exhaustiva de subcontinuos de Peano de X (I1.1.7), podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ¥ C intK;. Sea r : X — T una sobreyeccion fiel
en los finales (VI.1.7), para la que podemos suponer sin pérdida de generalidad

que 7(K7) = vp es un vértice de T
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Consideremos el grafo G definido identificando un punto de X con vy €
T. Usando la unidimensionalidad de X, y por tanto de K, extendemos la
aplicacion id Ur : X U FrK; — X a una aplicacion r1 : K1 — Y. Aqui usamos
([24]; 7.4.13). Asi, pegando r; y r|x_intx, tenemos una aplicacién fiel en los
finales bien definida f : X — G que es esencial pues f es la identidad sobre X
y por tanto propiamente h-esencial para toda aplicacion h fiel en los finales.

Esto contradice (d) y la demostracion termina. O

Al igual que el Teorema de Case y Chamberlin (VI.3.3), el Teorema
de McLean (VI.3.2) tampoco es cierto en la categoria propia; esto es, las
aplicaciones confluentes propias no preservan los continuos generalizados ti-

po arbol tal y como muestra el siguiente

Ejemplo VI1.3.7. Sea X C R? el continuo generalizado con dos finales dibu-
jado con linea gruesa en la Figura VI.6. El espacio X es tipo arbol, de hecho
tipo linea; en efecto, X = @{Tn, fn} donde T,, = R es la linea en la Figura
V1.6 que consiste en las dos se;nirectas Ry vy R,y junto con el arco en X limitado
por los dos “picos” de altura n. Mas ain, la aplicaciéon canoénica w, : X — T,
lleva x = (x1,22) con x1 < 0 (27 > 0, respectivamente) al primer punto en la
interseccion I, N7, donde I', la semirecta horizontal que empieza en x y corre
hacia la derecha (izquierda, resp.). Las aplicaciones de enlace f,, : 1,11 — T},
se definen de una manera similar. No es dificil comprobar que 7, y f, son

sobreyecciones propias para todo n > 1y que X = lim{T,, f,}.
o

R T, ' p,
R, Ry
X =
-1 = -3 -3 0 -~
Figura VI.6

Por otro lado, si Y es el continuo generalizado de la Figura VI.7 tomamos la

sobreyeccion propia f : X — Y que lleva 0 a w, deja fijos los puntos que quedan

—_n

a la derecha de % en X y lleva =4

a "L Nétese que f es confluente pues
n
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cualquier continuo C' C Y es un arco contenido o bien en el rayo Ry = f(Ry)

o en su complemento Y — Rs.

i Ry = f(R)

b.<
Il

N|—

Figura VL.7

Sin embargo, Y no es tipo arbol (o equivalentemente tipo rayo). En efecto,
supongamos por un momento que Y = @{Yn, gn} con aplicaciones canénicas
Gn : Y — Y, donde Y,, es un arbol para Capda n > 1. De hecho, podemos reem-
plazar, si fuera necesario, los arboles Y;, por los subarboles cerrados ¢,(Y) C Y,
y todavia Y = En{qn(Y), h,} para las restricciones de h,, = gy|q,(v) (111.2.6).
De esta forma poci?emos asumir sin pérdida de generalidad que las aplicaciones
¢n son sobreyectivas y los arboles Y,, tienen un tnico final. En particular las
compactificaciones Y, = Y,, son dendritas (II.1A.5). Es més, de acuerdo con
la Proposicién 111.1.6, Y = lin{Y,f, g.F} es un limite inverso “punteado” con

las extensiones ¢! : YT — Y.t como aplicaciones canénicas.

Sea Y = AU B la descomposicién de Y en los dos subcontinuos generaliza-
dos simétricos y cerrados obvios con AN B = Ry U{w}. Para los subcontinuos
correspondientes AT, BT C Y, cada interseccién ¢ (AT)Ng (B™) es también
un subcontinuo pues Y, es una dendrita y por tanto unicoherente (I1.1A.7(c)).
Miés atin, lim{q,(A*) N g (BT),3,7} = At N BT para las restricciones ob-
vias de g, @.6(1))), y entonces AT N BT = RS U {w} debe ser conexo. Esta

contradiccién muestra que Y = f(X) no es tipo arbol.

Cuestion VI.3.8. En el ejemplo anterior X tiene dos finales mientras que Y



170 Capitulo VI: Propiedades homotdpicas de aplicaciones propias confluentes . ..

solo tiene uno. Por tanto, todavia permanece abierta la cuestién de determinar
si las aplicaciones propias confluentes fieles en los finales preservan los espacios

tipo arbol.

Junto con la caracterizacién homotopica de los continuos tipo arbol de
Case-Chamberlin (VI.3.3), el otro ingrediente fundamental de la demostracion
en [52] de la invarianza de los continuos tipo drbol bajo aplicaciones confluentes
es el hecho de que dado un grafo G y una aplicacion confluente f : X — VY

entre continuos, la aplicacién

f*e Y6l — [X,6]

definida por f#([g]) = [g- f] refleja el elemento trivial; esto es, g es inesencial
si y solo si también lo es go f. Seguidamente probamos dos analogos propios
a esta propiedad. Comenzamos con el siguiente teorema que proviene de un
resultado de Lelek ([48]; pdg.229).

Teorema VI1.3.9. Sea f: X — Y wuna sobreyeccion propia y confluente entre
continuos generalizados. Si para la aplicacién propia g : Y — R? la composi-

cion go f : X — R? es propiamente inesencial, entonces también lo es g.

Para la demostracién del Teorema VI.3.9 observamos que el resultado ori-

ginal de Lelek en [48] se extiende facilmente a

Proposiciéon VI.3.10. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion propia confluente
entre espacios admisibles. Si g : Y — S' es una aplicacion continua tal que

gof: X — St es inesencial, entonces g : Y — St es inesencial.

Demostracién. Sea p : R — S* el recubrimiento universal de S dado por la
funcién exponencial f(t) = e*™. Puesto que g- f es homotépicamente trivial,
existe un levantamiento ¢ : X — R de go f. Debido a que f es propia, el
subconjunto A, = ¢(f1(y)) C p~'(g(y)) = Z es compacto, y por tanto finito.

Sea m,, el minimo de A, en el orden de R.

La aplicacién ¢ : Y — R definida por ¢(y) = m, es continua. En efecto,
para cualquier subconjunto compacto K C Y, f~}(K) es también compac-

to. Aqui usamos que f es propia. Es mas, por el Lema IV.2.7 la restriccion
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f: f7YK) — K es confluente y para cualquier componente H C f~(K)
la restriccion f|y : H — K es también confluente (IV.2.6). Entonces la de-
mostracion del teorema ([48]; pdg. 299) aplicado a f|y demuestra que v es
continua en el compacto arbitrario K C Y, de aqui se sigue que 9 es continua
en todo Y. 0J

La demostracion del Teorema VI.3.9 también usa el siguiente lema bien
conocido en teoria de homotopia propia. Por completitud damos aqui una

demostracion.

Lema VI1.3.11. Sea X un espacio admisible. Para cualquier espacio compacto
K la proyeccion canonica p; : K xR>yg — K induce una biyeccion entre clases

de homotopia

P [X,K X RZO]p — [X, K]

Demostracién. Sea r : X — R una aplicacién propia®, entonces para
cualquier aplicacién f : X — K la igualdad f(z) = (f(z),r(z)) define una
aplicacién propia f : X — K X R>¢ pues FYK x [0,a]) € r~([0,d]) para

todo a > 0. Claramente py.[f] = f, v asi p1. es sobreyectiva.

Més aun, si f,g : X — K x R5( son aplicaciones propias y H es una
homotopia entre p; o f vy p; o g consideramos la aplicacién H:XxI— Kx R
dada por H(z,t) = (H(z,t), F(x,t)) donde F : X xI — Rsg es una homotopfa
propia de ps o f a peog. Aqui usamos el hecho bien conocido de que [ X, R>o], =
{*} se reduce a un elemento®. Igual que fen la primera parte, H resulta ser

una homotopia propia entre f y ¢, y asi py, es inyectiva. O

Demostracién del Teorema VI1.3.9. Sea H : X x I — R? una homotopia
propia entre go f y la composicién ¢or donde r : X — R>( es una aplicacion

propia e i : Rso < R? puede suponerse la inclusién canénica x +— (z,0) (ver

2Tal aplicacién puede ser construida por el siguiente argumento bien conocido: si { K i}izo
es una sucesion exhaustiva de X con Ko = &, el Teorema de extensiéon de Tietze proporciona
aplicaciones continuas f; = K;j11 — K; — [j,j + 1] con f;(FrK;1) =7+ 1, f;(FrK;) = j.
La unién de las f; define una sobreyeccién propia sobre Rxg.

3Nétese que (1—t) f(x)+tg(z) es una aplicacién propia de X x I en R>g si f,g: X — Rxq

son propias.
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Nota VI.2.4). Si B es el disco unidad abierto, sea K C X un subconjunto
compacto tal que r~([0,1]) c Uy HY(B) C U x I donde U = intK. Ahora
elegimos otro compacto L C Y tal que ¢g%(B) Cc V. y K C f~ (V) con
V = intL. Entonces, para Z = f~1(Y = V) = X — f~1(V) la restriccién de H

H:ZxIc(X-U)yxI—R-B
es una homotopia entre las composiciones de restricciones

7L 1,00) 5 R2- B

zLy-vSLR-B
donde fes sobreyectiva y confluente (IV.2.7).

Sip:R?*— B=S"x[l,00) — S! es el retracto de deformacién definido
por la proyeccion obvia sobre la circunferencia unidad, la composicion peogo f:
Z — S es inesencial puesto que [1,00) es contrictil. Asi, la Proposicién
VI.3.10 aplicada a ]7 establece que pog es inesencial también. Por tanto g es
inesencial, y asi es propiamente inesencial por el Lema VI.3.11; esto es, existe

un diagrama de aplicaciones propias

y _v—-R2_p

RZO

que es conmutativo salvo homotopia propia, digamos G : g =~ kon. Exten-
demos 1 a una aplicacién propia 7 : Y — Rsy usando el teorema de Tietze.
Aqui usamos que Y —V es un conjunto cerrado con un complemento de clausu-

ra compacta y que n es propia. Finalmente, consideramos la aplicaciéon propia

gUGUE-7: Y x{0Ju(Y = V) xITUY x {1} - R> - B CR?
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y usamos otra vez el teorema de Tietze para extender esta aplicacion a una
homotopia propia F' : Y x I — R? entre g y ko7. Esto demuestra que g es

propiamente inesencial. ]

El resultado final de esta seccién es el siguiente andlogo propio de un re-
sultado clésico debido a S. Eilenberg ([23]; Thm. 5); ver ([45]; Thm. 4, pag.

433) para una demostracion.

Teorema VI1.3.12. Sea f : X — Y wuna sobreyeccion mondtona propia entre
continuos generalizados. Si para una aplicacion propia g : Y — G en un grafo
G la composicion gof : X — G es propiamente h-inesencial, entonces g es

propiamente h-inesencial.

Demostracion. Por hipdtesis, existe una homotopia propia H : hoa =~ go f
donde h : T — G es fiel en los finales y T" es un arbol. Como T' es contractil,
existe un levantamiento h : T — G de h al recubrimiento universal de G,
7 : G — G ([73]; 2.4.1). Es mas, como h es propia, también lo es h (ver la
demostracién del Lema VI.2.1) y por tanto T = A(T) C G es un subérbol
cerrado. Ademas, como h es fiel en los finales, las restricciones hg : T — T y

Qo : T — Gdeh y T, respectivamente, son también fieles en los finales (VI1.2.3).

Por otro lado, la propiedad del levantamiento de homotopia de 7 ([73];
2.2.3) permite encontrar una homotopia H:XxI— GconneH =H
y H(z,0) = heo. En particular, ¢(x) = H(z,1) es un levantamiento de la
composicion go f. Usando el mismo argumento que antes, H es también propia,
y 4 = fI(Xx[) C G es un subérbol cerrado. Sean H' : Xx1 — Zyq: Z — G

las restricciones de H y m, respectivamente.

Como [ es monétona, f~1(y) es conexo para todo y € Y. Es més, la imagen
&(z) de cualquier x € f~!(y) cae en el conjunto discreto 7~ 1(g(y)), y por tanto
£(x) = w, es constante sobre f~!(y), para todo y € Y. Mds atin, la aplicacién
7:Y — G definida por g(y) = w, es continua. Para esto usamos que 7 es una
aplicacién cociente y 7g(y) = ¢g(y). El argumento usual de la demostracién del
Lema VI.2.1 demuestra que g es propia. Nétese que go f = £ por definicion.
Sea YV = g(Y) C G el subdrbol correspondiente y g1 : ¥ — Y yVq Y - G

las restricciones de g y 7, respectivamente.
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Finalmente, encontraremos una aplicaciéon § : Y — T tal que g sea pro-
piamente homotopica a ho 3, estableciendo que g es propiamente h-inesencial.
Para esto, observamos que las aplicaciones definidas anteriormente forman un

diagrama conmutativo

h
P
X—o oM .5
. . qo0
0 Jo
X x1 i 77— @
. J1
11 q1
\j( f Y g1 i\/-'_

N

donde i.(x) = (z,€) (e = 0,1). Como estas inclusiones son obviamente equiva-
lencias de homotopia propia, son fieles a los finales (VI.1.2). Ademés, como H’
es sobreyectiva, también lo es la aplicacion inducida H] : F(X x I) — F(Z)
(1.2.10), y asi jo. : F(T) — F(Z) es sobreyectiva. Como se comprobé anterior-
mente, qq es fiel a los finales y asi, jo. es también inyectiva. Por consiguiente
7o es fiel en los finales, y la composicion v : T " T 9% 7 es una aplicacion de
arboles fiel en los finales y por tanto una equivalencia de homotopia propia; ver
Teorema VI.1.3. Obtenemos la aplicacién 3 como la composicién § = o ji0qq
donde ¢ es una inversa homotopica de 1. En efecto hof3 = qothopojiog; es

propiamente homotépica a qgojiog1 = q1091 = g. 0

§VI.4. Representacion de clases de homotopia
propia mediante aplicaciones confluen-
tes

En la Nota VI.2.8 habiamos destacado que, aunque las proyecciones canéni-

cas son ejemplos triviales de aplicaciones confluentes ordinarias, no existen
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aplicaciones propias confluentes R® — R? para n > 3. En esta seccién mos-
tramos que este hecho es detectado por el pro-grupo fundamental. Para esto,
recordemos que una aplicacion p : X — Y satisface la propiedad de levan-
tamiento de caminos salvo homotopia (relativa) (PLC, para acortar) si dado
un camino « : I = [0,1] — Y y un punto z € p~!(a(0)), existe un camino
a: 1 — X tal que @(0) = z y poa es homotodpica a « con la homotopia fija en
los extremos. Esta propiedad fue probada para aplicaciones propias abiertas
por S. Smale ([72]; 1) y mas tarde fue extendida para aplicaciones propias
confluentes por J. Grispolakis ([34]; 3.4).

Seguidamente extendemos el teorema de Grispolakis-Smale a rayos.

Explicitamente,

Teorema VI.4.1. Sea f : X — Y una sobreyeccion propia confluente entre
continuos generalizados de Peano. Supongamos que Y es LC'. Entonces, dado
cualquier rayo o : Rsg — Y y cualquier punto x € f~*(a(0)) existe un rayo
a:Rsg— X tal que a(0) = x y foa es propiamente homotdpico a « con una

homotopia fija en a(0) = f(x).

Recordemos que un espacio Z se denomina LC' (localmente simplemente

conezo) si cada punto z € Z admite una base de entornos simplemente conexos.

Demostracién. * Comenzamos fijando una sucesién exhaustiva {K,},>; de
Y, y para cada y € Y consideramos un par de entornos suyos, Cy y W, con

las siguientes propiedades:

(i) C; C intW; es un continuo en el interior de un subconjunto simplemente
conexo W;. Aqui usamos la propiedad LC' y la conexién local para

encontrar W; y Cj.

(ii) Siy € K,, — K, entonces W, C intK, ;1 — K,,_» para todo n > 1 con
K, =K,=2a.

4Se puede dar una demostracién alternativa usando el Teorema VI.4.5 que se establece
mas adelante junto con la bien conocida descripcién del conjunto (punteado) de finales
fuertes como limite derivado del pro-grupo fundamental (ver ([33]; 16.1.1) o ([6]; V.4.7))
y el hecho de que toda torre de conjuntos (punteados) finitos es pro-isomorfa a una torre
cuyas aplicaciones de enlace son sobreyectivas. Nos ha parecido mads interesante dar una

demostracién directa y reducir al minimo el lenguaje de pro-categoria en esta Memoria.
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Entonces aplicamos la compacidad de las diferencias D, = K,, — intK,_
para reducir las familias {Cy},ey v {Wy}yey a dos familias numerables
C = {C;}j>1 y W = {W;};>1, respectivamente, cuyos interiores recubren Y’
y todavia satisfacen las propiedades (i) y (ii) asi como la siguiente propiedad

adicional:

(iii) Cada diferencia D, esta cubierta por los interiores de un nimero finito

de conjuntos en C.

Notemos que la condicién (iii) muestra que los dos recubrimientos C y W

son localmente finitos.

Para cada k > 0 aplicamos el lema de Lebesgue para obtener una particion
Ji de Jp = [k, k + 1] tal que cada subintervalo en J se envia por a en un
conjunto de C. La reunién de todas las particiones 7, es una particién de toda
la semirecta completa en pequenos intervalos Iy = [as, as11] (0 < s < 00) con

ap = 0y tal que para cada s > 0 a(I;) C Cj) para algin j(s).

Ahora estamos preparados para probar el teorema: Aplicamos que [ es

confluente para garantizar que la componente Dy C f _1(C’j(o)) de zg =z €

[ ((0)) satisface f(Dg) = Cj().

Por el Lema IV.2.5, Dy es la interseccién de una sucesion decreciente de
subcontinuos de Peano que contienen Dy en su interior; en particular, existe
un subcontinuo de Peano By con Dy C intBy y f(By) C intWj(). Sea ap un
arco en By que une x con un punto r; € Dy N f~ (a(ay)) # @. Entonces los
caminos en Wj), ajo,a,) ¥ f oo son homotépicos con una homotopia Hj fija

sobre los extremos. Aqui usamos la condicién (i).

Repetimos el argumento previo con la componente Dy C f _1(Cj(1)) de x1,
para la cual encontramos un subcontinuo de Peano B; con D; C intB; C
B, C f’l(inth(l)). Elegimos un arco a; C B; que une x; con un punto
s € Dy N fYalay)) # @. Aqui aplicamos de nuevo que f es confluente.
Ahora la condicién (i) establece que los caminos en Wy, aja;,a0] ¥ o0 son

homotdépicos con una homotopia H; fija en los extremos.

Procedemos inductivamente de esta manera para obtener una sucesion de

caminos & C f~1(intWj)) (s > 0) con puntos finales z, y 2,41 donde zy =



§VI.4: Representacién de clases de homotopia propia mediante ... 177

ry z, € fa(as)) para todo s > 0y homotopias Hy : I x I — W

entre «

las,a11] ¥ ot relativas a los extremos. Pegando todos estos caminos

definimos una aplicacién continua & = (J-, as : Rsg — X.

Es mas, por la condicién (iii) anterior la aplicacién « es propia; en efecto,
como f es propia, dado un conjunto compacto K C X, sea K, un conjunto
compacto de la sucesién exhaustiva original de Y para la cual K C intf~!(K,,).
Ahora, como « es propia existe un entero positivo kg con «a([kg,o0)) C Y —
K, +o. Ademsds, por la propiedad (ii) los conjuntos W; que cortan Y — K, 4o
no cortan a K,,. Asi que, por definicién, a([ko,00)) € X — f7Y(K,) C X — K;
esto es, a }(K) C [0, ko]. De igual forma se puede comprobar que la unién
H =, Hs : I xI — Y es una homotopia propia entre a y foa. Esto

finaliza la demostracion. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema VI.4.1 obtenemos

Corolario V1.4.2. Bajo las hipétesis del Teorema VI.4.1 la aplicacion f in-

duce una sobreyeccion entre finales fuertes

f* : [RZ(JvX]p - [RZ(JvY]p
fi([a]) = [feal.

En particular,

Corolario VI1.4.3. No existe una aplicacion confluente propia f : X — Y
entre poliedros localmente compactos (mds generalmente, espacios ANR®) si

X tiene un final fuerte e Y mds de uno.

Ejemplo VI.4.4. Sea W una 3-variedad contractil tipo Whitehead ([53]) para
la cual es sabido que el producto W xR = R* es homeomorfo al espacio euclideo
4-dimensional. Por lo tanto la proyeccion W x R — W es una aplicacion
confluente no propia R* — . De hecho, ninguna aplicacién confluente R* —

W puede ser propia puesto que R* tiene un final fuerte mientras que W tiene
infinitos ([33]; 16.4.13).

5Un espacio X se dice ANR en una clase de espacios H si X € H y para todo Y € H, tal
que X C Y es un subconjunto cerrado, se tiene que para todo entorno X C N en Y existe

una retraccién r : N — X; ver Ch. I §3 y §4 de [55] para mds detalles.
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Como una consecuencia de la propiedad PLC, Grispolakis demuestra en
([34]; 3.7) que si la clase de homotopia (ordinaria) de una aplicacién propia
f: X — Y entre continuos generalizados de Peano (siendo Y LC*) se repre-
senta por una sobreyeccion confluente entonces la familia de clases a derecha
(equivalentemente, izquierda) m (Y, y)/ Imf, es finita. Originalmente, este teo-
rema fue probado para aplicaciones abiertas propias por Smale [72]; ver tam-
bién ([31]; 7.4) y ([20]; 3.1) para otros resultados homotépicos previos sobre

aplicaciones monotonas entre continuos de Peano.

El hecho de que los espacios implicados en la Nota VI.2.8 y el Ejemplo
VI1.4.4 sean contréctiles demuestra que el grupo fundamental no basta para
distinguir las clases de homotopia propia representadas por aplicaciones con-
fluentes. Asi, aparece el problema de determinar estas clases de homotopia.
Usando el llamado pro-grupo fundamental, podemos facilmente transferir el

teorema de Grispolakis a la categoria propia como sigue.

Teorema VI1.4.5. Sea f : X — Y wuna aplicacion propia entre continuos
generalizados de Peano, con Y LC*Y, que es propiamente homotdpica a una
sobreyeccion confluente. Entonces, para cualquier rayo o : R>g — X, la torre
cociente pro—my (Y, f o)/ Im(pro— f.) es isomorfa a una torre de conjuntos fi-
nitos en la pro-categoria de torres de conjuntos punteados (Set,, tow—Set,).
Es mdas, st f es propiamente homotopica a una sobreyeccion mondtona, en-
tonces pro—f, es un epimorfismo en la pro-categoria de torres de grupos
(Gr,tow—Gr).

Demostraciéon. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es ya
una aplicacion confluente. Sean {L;},>; una sucesién exhaustiva de Y y U; C
X—f"YL;)y W; CY—Lj; las componentes determinadas por a([t;, c0)) C U
y fa([tj,00)) C W;, respectivamente, donde {¢;},>1 es una sucesién creciente
en [0,00). Tenemos que el pro-morfismo inducido pro—f, : pro—m (X, a) —

pro—m (Y, foa) estd representado por el diagrama conmutativo

7T1(X)

m1(Ur, afty)) T (Up, a(ty)) =— -

Je J1x Jn

T (Y) =——m (W1, fa(t)) (W, falty)) =— -
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donde f,, denota la correspondiente restriccién de f.

De acuerdo con el Teorema IV.3.1(c) tenemos que, para todo j > 1,
f(U;) = W, por ser f confluente y U; componente de X — f~(L;) = f~H(W).

Finalmente, por el Lema IV.2.6 tenemos que cada f; es también confluente.

Ahora aplicamos ([34]; 3.7) a cada f; para obtener que f;_ (m(U;,z;)) tiene
indice finito en (W, f(x;)) para todo j > 0 con Uy = X y Wy = Y. De
esta forma, el tipo de isomorfismia de la torre pro—m (Y, f o)/ Im(pro—f,)
en (Set,, tow—Set,) estd representado por una sucesién inversa de conjuntos

finitos.

De forma similar, para aplicaciones mondétonas obtenemos que cada f;_es
sobreyectiva por ([31]; 7.4) y por tanto pro—f, es un epimorfismo por niveles
en (Gr,tow—Gr). O

El reciproco del mencionado teorema de Grispolakis para aplicaciones
mondtonas de n-variedades compactas (n > 3) a poliedros compactos fue
demostrado por J. Walsh ([77]) quien en una serie de articulos extendié este
resultado a aplicaciones abiertas y ligeras con codominio espacios ANR com-
pactos. Mas tarde Grispolakis extendio los resultados de Walsh a aplicaciones
confluentes en [34]. Conjeturamos que el siguiente andlogo del teorema de

Grispolakis en ([34]; 3.8) es cierto en la categoria propia.

Conjetura VI.4.6. El reciproco del Teorema VI.4.5 es cierto para
aplicaciones propias f : X — Y donde X es una n-variedad abierta cone-
xa (n > 3) e Y un espacio ANR.
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Apéndice A

Filtros

La versién general de final de Freudenthal que incluimos en esta Memoria
esta basada en la nocion de filtro. Este apéndice contiene las nociones basicas
de teoria de filtros usadas en esta Memoria. Dado un conjunto X sea A C P(X)
una familia de subconjuntos de X conteniendo a X y cerrada por intersecciones
finitas. Un A-filtro % es una subfamilia % C A tal que:

(a) o ¢ %.
(b) Si A,B € %, entonces ANB € % .

(¢c) SSBe« yBC Acon A€ A, entonces A € % .

Una base de un A-filtro es una familia no vacia & C A tal que:

(a) O ¢ B.

(b) Si A, B € A, existe C € Btal ANB D C.

Claramente, si # C A es una base de A-filtro, entonces la familia formada
por todos los subconjuntos en A que contienen a algtin elemento de A es
un A-filtro, llamado A-filtro generado por A, que sera denotado por % ().
Cuando A = P(X) coincide con la familia de todos los subconjuntos de X,

los A-filtros se llaman simplemente filtros sobre X.

Decimos que = es un punto de acumulacion de un A-filtro % si v €

(U; Uec%}.
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Es claro que todo A-filtro es base de un filtro sobre X. Entonces se sigue

inmediatamente de ([24]; 3.1.24)

Proposicién A.1. Todo A-filtro sobre un espacio compacto de Hausdorff tiene

un punto de acumulacion.

Si el conjunto de A-filtros sobre un conjunto X es no vacio, se define la
siguiente relacion de orden parcial: el A-filtro %4 es mds fino que el A-filtro %,
si U O U,. Se lamard A-ultrafiltro sobre X a los elementos maximales para
esta relacién de orden. Obsérvese que si {% }rex es una familia de A-filtros
totalmente ordenada por la relacién anterior, entonces % = |J{%; k € K} es
un A-filtro sobre X. Entonces se deduce del Lema de Zorn que todo A-filtro
esta contenido en un A-ultrafiltro aunque este no tiene por qué ser tnico. El

siguiente resultado es inmediato.

Proposiciéon A.2. Son equivalentes:

(a) % es un A-ultrafiltro sobre X.
(b) SiAe Ay ANU # @ para todo U € % , entonces A € % .
(b) SiAe Ay X —Ac A entonces Ac U 6 X —Aec¥.

Ejemplos A.3. (a) Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto,
la familia A de los conjuntos cerrados (abiertos, respectivamente) con
frontera compacta es cerrada para intersecciones finitas y contiene a X.
En efecto, FrX = & e intersecciones finitas de abiertos (cerrados) son
abiertos (cerrados). Ademds para cualquier par de conjuntos Fr(ANB) C
FrAUFrB (]24]; 1.3.2) lo que implica que Fr(A N B) es compacto si FrA
y FrB lo son.

(b) Dado un = € X, si A contiene al conjunto unitario {z}, entonces la
familia %, = {A € A; 2 € A} es un A-ultrafiltro. Estos filtros son

llamados triviales’.

'Es obvio que la clase A de los cerrados con frontera compacta en el Ejemplo A.3(a)

contiene todos los conjuntos unitarios.



Apéndice B

La pro-categoria de torres y

limites inversos

En este apéndice resumimos brevemente el lenguaje de las pro-categorias
que usaremos en esta Memoria. Referiremos a [55] para un tratamiento exhaus-
tivo de estas categorias. Recordemos que dada una categoria C la pro-categoria
de sucesiones inversas (o torres) en C, denotada por tow—C, es la categoria
de sucesiones inversas X = X; «— Xy < ... en C y donde los morfismos
[+ X — Y estén representados por clase de equivalencia f = [({n;}, {f;});>1]

de pares donde {n,};>; es una subsucesion creciente tal que el diagrama

Xy <—— Xy
i fit1
Yj Yin

es conmutativo en C para todo j > 1 (las flechas horizontales son los morfis-
mos de enlace). Dos pares ({n;},{f;j});>1 y ({m;},{f;})j>1 son equivalentes
si existe una subsucesiéon {k;};>1 con k; > n;, m; para todo j > 1 para la cual

los diagramas
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son conmutativos para todo j > 1 (las flechas horizontales son los morfismos

de enlace).

En particular, un pro-morfismo f : X — Y representado por el diagrama

conmutativo

es un isomorfismo en tow—C si y sélo si para todo j existe 7/ > j y un

morfismo g; : Yy — X, en C tal que el diagrama

an an/
fi o fir
Y. Y

conmuta. Ver ([55]; Thm. 5.1, pag. 112). En particular, si consideramos la torre
X' =X,, «— X, < ... donde {n;};>1 es una sucesion estrictamente creciente

se tiene que
Lema B.1 ([55]; Thm. 1, pdg. 8). X y X’ son pro-isomorfas en tow—C.
Tanto para la descripcién de los finales que presentamos en la Proposicion

[.3.15 como para otros resultados de la Memoria, necesitamos también conocer

el concepto de limite inverso de torres de espacios topologicos.

Maés generalmente, consideramos la categoria Set formada por los conjun-

tos y aplicaciones entre ellos. Sea

una sucesion inversa en tow—Set, que también denotaremos por {X,, f,}. El

limite inverso de X es el objeto
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Obsérvese que para cada j > 1 existe una aplicacién natural 7, : lim X —

X,, dada por la restriccién de la proyeccién natural [ o, X, — X,,. Nétese

que fp 0 Mpi1 = Ty

Esta misma construccion puede ser realizada en la categorias algebraicas
habituales (grupos, anillos, médulos) y los morfismos son homomorfismos en la
categoria correspondiente. El limite inverso también pertenece a esa categoria.
Puede que el limite inverso no exista para torres en una categoria arbitraria,
pero si existe entonces es tnico pues el limite inverso esta caracterizado por la

siguiente propiedad universal

Proposicién B.2 ([33]; Cap. 11, §2, pdg. 235). Sean X = {X,,, fu}n>1 una
torre en tow—C para la cual existe el limite inverso lim X. Supongamos que
existe una familia de morfismos {p, : ¥ — X,} pcw;algzin objeto Y y tal
que fn © Ppi1 = pp para cada n > 0. Entonces existe un unico morfismo

g:Y — lim X tal que m, 0 g = p,.

Y
I
I
19
I
Y Pn+1
Pn X n+

Tn Tn+1

Xn fn Xn+1

Los limites inversos son invariantes por pro-isomorfismos

Teorema B.3. Si X y X’ son torres pro-isomorfas en tow—C, entonces lim X

—

es isomorfo a im X’ en C si uno de estos limites existe.
p

En particular, si C = Top es la categoria de los espacios topoldgicos y
las aplicaciones continuas, tenemos que el limite inverso de la sucesion inversa

X = {X,,, fu}n>1 se considera como subespacio del espacio producto [ [, _ Xn,

neN
esto es,
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Teorema B.4 ([24]; 2.5.5). Sea X = {X,, fu}nen una sucesion inversa en
Top y denotemos por T, la topologia de X,, para cadan > 1. Dado X, = lim X

se verifica que

B={m'(U); U € Tp}n>

es base de la topologia de X . Mds atun, si para cada n > 1 se fija una base

B,, de la topologia de X,,, entonces se verifica que la subfamilia de B

B = {m, (U); U € By}
también es una base de la topologia de X .

En el siguiente resultado destacamos algunas propiedades de los espacios
de una sucesion inversa que son heredadas por su limite inverso y que nos

seran de utilidad en la Memoria.

Teorema B.5. Sea X = {X,,, fu}nen una sucesion inversa en Top y X, =

lim X su limite inverso; entonces se verifican la siguientes propiedades:

—

(a) Si X, es de Hausdor(f para cada n > 1, también lo es X, ([24]; Thm.
2.5.2). Es mds Xo es cerrado en ], . X ([24]; Thm. 2.5.1).

(b) Si X, es segundo numerable (resp. primero numerable) para cadan > 1,
también lo es Xo ([24]; 2.5.E).

(c) Si X, metrizable para cada n > 1, también lo es X ([24]; 4.2.5).

(d) Si X, es compacto no vacio para cada n > 1, también lo es X, ([24];
3.2.13).

(e) Si X, es continuo para cada n > 1, también lo es X, ([24]; 6.1.20).

También usaremos la siguiente proposicion.

Proposicién B.6 ([12]; pag. 233). Sea X = {X,,, fn}nen una sucesion inversa
de espacios compactos en Top y sean 7, : Xoo = lim X — X, las proyecciones

naturales de su limite inverso. Entonces se cumple:
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(a) Para cada compacto A C Xoo, {Tn(A), falrnii(4)fnen es una sucesion

wwversa con aplicaciones de enlace sobreyectivas y

lgn{ﬂ-n(A)? fn|7rn+1(A)} =A= (H 71-n(14)> nX.

(b) Dados dos cerrados A, B C X tales que ANB = C # @&, si C, =
Tn(A) N, (B)

C — lgn{cny fn|Cn+1}'

También usaremos en esta Memoria torres para las cuales fijamos el primer
elemento. Més precisamente, sea (C,tow—C) C Pair(tow—C) la subcate-
goria llena de pares de tow—C cuyos objetos son morfismos X — X donde
X es una torre en tow—C y X es un objeto de C identificando con la torre
constante Xy = Xy = ... De esta forma un objeto de (C,tow—C) puede ser
identificado con una torre X% = X « X; «+ X, « ... donde el objeto X
estd fijado. Con esta identificacién, un morfismo en (C,tow—C) X° — Y°
puede ser representado por un triple (fo, {n;}, {f;});>1 donde fo : Xo — Yj es

un morfismo en C y los diagramas

Xo

X, -~ X
J

Tj+1
fo fi fi+1
Yo Y, Yo

son conmutativos. Nétese que lim X = lim X°.
P

Las pro-categorias (C, tow—C) son especialmente adecuadas para definir
los invariantes algebraicos en la categoria propia. Asi, si Gr es la categoria
de grupos, se define en (Gr,tow—Gr) el andlogo al grupo fundamental de la

siguiente manera.

Definicién B.7. Dado un espacio propiamente basado (X, a); esto es, un rayo
a:Rsg — X en el espacio admisible X, el pro-grupo fundamental de (X, «)

es el objeto en (Gr,tow—Gr)
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pro—my (X, ) = {m (X, zo) «— m (U1, 21) «— m (U2, 22) «— ...}

definido como sigue. Sea {K;};>1 una sucesién exhaustiva de X y 0 = 5 <
ty < ...t, < ... una sucesién creciente con «([t;,00)) C X — K. Entonces
tomemos U; C X — K la componente conexa determinada por «(][t;, 00)) con
xj = a(tj) y Uy = X. Los homomorfismos de enlace son las composiciones de
los inducidos por inclusiones y los isomorfismos de cambio de punto de base a

lo largo del rayo a.

El tipo de isomorfismo de la torre pro—m; (X, ) es independiente de la
sucesién exhaustiva y del representante del final fuerte [a], pero depende de
este final fuerte; ver ([6]; V.4.10) para un ejemplo bien conocido debido a L.

C. Siebenmann.

Una aplicacion propia f: (X, a) — (Y, fo«) induce un morfismo pro—f, :
pro—m (X, a) — pro—m (Y, fea) en la categoria (Gr,tow—Gr) como sigue.
Elegimos una sucesién exhaustiva {L,};>; de Y. Si f; : U; — W; denota la res-
triccién de f a las componentes U; C f~1(Y —L;) y W; C Y —L; que contienen

a a([t;,00)) y fa([tj,00)), respectivamente, el diagrama conmutativo

1 (X7 .CU(])

7T1(U17371) 7T1(U27372)

f* fl* f2>~<

(Y, f(20)) =———m(Wh, f(z1)) =—— M (W, f(22)) =— -

representa el pro-morfismo pro—f,, donde las flechas verticales son las
aplicaciones inducidas por fy f; entre los grupos fundamentales. La torre ima-
gen de pro— f,, Im(pro—f,), viene dada por Im(pro—f,) = {Imf, « Imf;, «—
Imfy, « ...} donde los homomorfismos enlace son las restricciones de aquellos
de pro—m; (Y, f-a). La torre cociente pro—m (Y, f o)/ Im(pro—f,) esta enton-
ces definida nivel a nivel por las correspondientes clases a derecha (o, equiva-
lentemente, izquierda). Notemos que esta torre no es en general un objeto en

(Gr,tow—Gr) sino un objeto en la categoria (Set., tow—Set,) de torres de



191

conjuntos punteados y aplicaciones de conjuntos punteados como morfismos

de enlace.

Recordemos que un pro-morfismo f : G'={Gy— G« ...} - H =
{Hy < Hy < ...} en (Gr,tow—Gr) representado por el diagrama conmuta-

tivo

Po P1 P2
GO Gm GnQ

qo q1 q2

es un epimorfismo en (Gr,tow—Gr) si y sélo si fy es sobreyectivo y dado
i > 1 existe k(i) > i tal que ¢;o ... oqre—1 C Imf; o, equivalentemente, que

G° es pro-isomorfa en (Gr,tow—Gr) a la torre imagen

Im(i)o ={Imfy < Imf; «— Imfy — ... }

Anélogamente f es un monomorfismo en (Gr,tow—Gr) si fj es inyectivo
y para todo i existe ng;) > n; tal que ker f; C ker(p;o ... opyuy—1). Ver ([55];
Cap. 11, §2).
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