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Resumen

A lo largo de los anos, numerosos autores han estudiado la forma del tensor de
curvatura de una variedad Riemanniana para intentar clasificarla. Buena parte de los
trabajos que han aparecido sobre la materia son los que se centran en ver qué ocurre
cuando la curvatura seccional, holomorfa o ¢-seccional de la variedad es constante y
consisten en generalizar su tensor de curvatura. Asi aparecieron en Geometria Com-
pleja los espacios de curvatura holomorfa constante generalizados a partir de las va-
riedades Kaehlerianas con curvatura holomorfa constante y en Geometria de Contacto
los espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados a partir de las variedades
Sasakianas con curvatura ¢-seccional constante.

En la presente memoria, daremos un paso mas alld y analizaremos qué ocurre
al generalizar el tensor de curvatura de un (s, u)-espacio o un (k, u, V)-espacio cuya
curvatura ¢-seccional en un punto no dependa de la elecciéon de la ¢-secciéon en dicho
punto (en la literatura cientifica, suele decirse en inglés que sea “pointwise constant”).
Definiremos asi los (k, u)-espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados y
los (K, i, v)-espacios de curvatura ¢-seccional constante generalizados, estudiando como
se comportan cuando tienen estructura de contacto métrica, casi-cosimpléctica o casi-
Kenmotsu. Daremos resultados de obstruccion o ejemplos en todos los casos posibles.






Summary

Throughout the years, many authors have studied the form of the curvature tensor
of a Riemannian manifold in order to classify this last one. A good portion of the works
that have appeared on the topic concentrate on what happens when the sectional, holo-
morphic or ¢-sectional curvature of the manifold is constant and consist in generalising
its curvature tensor. This way appeared in Complex Geometry the generalized com-
plex space forms from the Kahlerian manifolds with constant holomorphic curvature
(known as complex space forms) and in Contact Geometry the generalized Sasakian
space forms from the Sasakian manifolds with constant ¢-sectional curvature (known
as Sasakian space forms).

In the present work, we will go one step further and analyse what occurs when we
generalise the curvature tensor of a (k, pt)-space or a (k, i, v)-space whose ¢-sectional
curvature in a point does not depend on the election of the ¢-section in such a point
(is “pointwise constant”). We will then define generalized (k, j1)-space forms and gene-
ralized (K, p, v)-space forms, studying how they behave when they have contact metric,
almost cosymplectic or almost Kenmotsu structures. We will give obstruction results
or examples in all the possible cases.
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Introduccion

Una parte destacada de la Geometria Diferencial consiste en estudiar el tensor
de curvatura de una variedad Riemanniana. Numerosos gedmetras se han dedicado a
definir herramientas que permitan determinarlo para proporcionar clasificaciones de
dichas variedades.

Una de esas herramientas es la curvatura seccional de una variedad, que recorda-
remos a continuacion. Para cada punto p de M y cada subespacio m de dimensién 2
del espacio tangente a M en p, T,M, se define la curvatura seccional K,(m) de m como
K, () = gp(Ry(u,v)v,u), donde u y v son vectores de m ortonormales. Si K,(m) es
constante para toda seccion plana 7 de T,M y para todo punto p de M, entonces se
afirma que M es un espacio de curvatura constante. Es bien conocido que el tensor de
curvatura de M satisface entonces la siguiente ecuacion

RX,Y)Z = K{g(Y,Z2)X — g(X, Z)Y},

para cualesquiera campos diferenciables X, Y y Z, siendo k£ una constante. Como
ejemplos notables de espacios de curvatura constante podemos encontrar los espacios
euclideos (k = 0) o las esferas con sus métricas usuales (k = 1).

Si analizamos las variedades complejas desde un punto de vista Riemanniano, ve-
remos que presentan un comportamiento analogo al descrito anteriormente. En efecto,
dada (M, J, g) una variedad Kaehleriana, se define para cada campo unitario X la cur-
vatura seccional holomorfa de X como la curvatura seccional K (X, JX) de la seccion
plana generada por X y JX. Si todas las curvaturas seccionales holomorfas tienen el
mismo valor constante ¢, entonces se dird que M es un espacio de curvatura holomorfa
constante c y se sabe que su tensor de curvatura tiene la forma:

R(X,Y)Z = Z{g(Y, )X — (X, 2)Y + g(JY, 2)JX — g(JX, 2)JY +2¢(X, JY)JZ}.

Ahora bien, es posible modelizar estos espacios tomando como modelos el espacio
proyectivo complejo CP"(c) (si ¢ > 0), el espacio euclideo complejo C* (si ¢ = 0) o el
espacio hiperbolico complejo CH"(¢) (si ¢ < 0).

F. Tricerri y L. Vanhecke dieron un paso més alla en su trabajo [56] al presentar la
nocion de espacio de curvatura holomorfa constante generalizado como aquella variedad
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casi-Hermitica cuyo tensor de curvatura satisface la expresion

R(X,Y)Z = fi{g(Y,Z2)X — g(X, Z)Y'}
+ f2{g(JY, Z)JX — g(JX, Z)JY +2¢(X,JY)JZ},

donde f; y f2 son dos funciones diferenciables en M. Posteriormente, diversos autores
realizaron trabajos sobre este tipo de variedades, destacando |52], en el que Z. Olszak
dio interesantes ejemplos en dimension 4.

Es natural preguntarse qué ocurre en dimension impar al estudiar el analogo natural
de las variedades casi-Hermiticas: las variedades casi-contacto métricas. Dada una va-
riedad Sasakiana (M, ¢, &, 1, g), recordamos que una seccion plana w de T, M generada
por un vector unitario X, ortogonal a &, y por ¢ X recibe el nombre de ¢-seccion y que
su curvatura seccional K () se conoce como curvatura ¢-seccional. Si todas sus curva-
turas ¢-seccionales toman el mismo valor ¢, se dice que M es un espacio de curvatura
¢-seccional constante ¢ y se comprueba que su tensor de curvatura puede escribirse de
la siguiente forma:

3
R(X.Y)Z = S {4, 2)X — g(X, 2)Y}
c—1
1 {9(oY, Z2)pX — g(¢ X, Z)9Y +29(X, ¢Y)9Z
+n(X)n(2)Y —n(Y)m(Z)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)ED
Estos espacios también pueden ser clasificados, dependiendo de si ¢ > —3, ¢ = =3 o
c < —3.

En [2], P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo introdujeron el concepto de espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado (generalized Sasakian space form en
inglés, que abreviaremos como g.S5.s.f.) como aquella variedad casi-contacto métrica
cuyo tensor de curvatura toma la forma

RX,Y)Z = fi {g(Y,2)X —g(X, Z)Y}
+ fo {9(0Y, Z)0 X — g(0 X, Z)9Y + 29(X, Y )0 Z}
+ f3 {n(XOn(2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)ES,

siendo f1, fo v f3 funciones diferenciables en M. Esta escritura puede abreviarse como
R = fiR, + foaRy + f3Ra,
donde Ry, Ry y R3 son los tensores definidos por:

Rl(Xa Y)Z = g<Yv Z)X - g(X> Z)Y7
Ro(X,Y)Z = g(X,02)0Y — g(Y,0Z)pX +29(X,¢Y)0Z, (0.0.1)
R3(X,Y)Z =n(X)n(Z2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E.
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Tras estudiar las propiedades fundamentales de dichos espacios y obtener algunos resul-
tados de obstruccion, encontraron ejemplos no triviales en cualquier dimension, usando
para ello diferentes herramientas geométricas tales como los productos alabeados o los
cambios conformes (y similares) de métrica (ver [5]). En un trabajo posterior, [3], P.
Alegre y A. Carriazo analizaron con mas detalle la estructura de los ¢.5.s.f.’s llegando,
entre otras, a la conclusion de que si la correspondiente variedad es de contacto métrica
y tiene dimension mayor o igual que 5, las funciones fi, fo, f3 han de ser constantes. En
[4] dieron caracterizaciones de las subvariedades de estos espacios, ademas de estudiar
sus curvaturas seccional y escalar y su tensor de Ricci. Para mas informacion sobre el
trabajo original de P. Alegre y A. Carriazo, véase [1].

Hay también varios articulos recientes sobre el tema realizados por diversos auto-
res. En [6], P. Alegre, A. Carriazo, Y. H. Kim y D. W. Yoon dan resultados sobre
la desigualdad de B.-Y. Chen para subvariedades de espacios de curvatura holomorfa
constante generalizados y ¢.5.s.f.’s. En [7], los dos primeros autores, junto con C. Ozgur
y S. Sular, estudian cuando una subvariedad slant de un g¢.S.s.f. hereda tal estructu-
ra, obteniendo resultados generales y algunos ejemplos explicitos. R. Al-Ghefari, F. R.
Al-Solamy y M. H. Shahid estudian en [8] y [9] las subvariedades CR de ¢.5.s.f.’s. En
[38], S. Hong y M. M. Tripathi tratan la curvatura de Ricci de estos espacios, mientras
que en [41], U. K. Kim da resultados en el caso de que sean conformemente llanos o
localmente simétricos. Por altimo, D. W. Yoon y K. S. Cho estudian en |58 inmersio-
nes de productos alabeados en ¢.5.s.f. s, estableciendo desigualdades entre invariantes
intrinsecos y extrinsecos.

No obstante, existen ejemplos destacados de variedades de contacto métricas cuyo
tensor de curvatura adopta una forma mas general que el de los g.5.s.f.”s, como los
(K, pu)-espacios con estructura de contacto métrica, curvatura ¢-seccional constante y
dimension mayor o igual que 5. Recordemos que una variedad casi-contacto métrica
(M2 ¢ € m, g) se dice (k, u)-espacio si su tensor de curvatura satisface la igualdad

R(X,Y)E = w{n(Y)X —n(X)Y} + p{n(Y)hX — n(X)hY}, (0.0.2)

1
para todos X,Y en M, donde k y p son constantes, h = §L5¢ y L es la derivada de

Lie usual.

D. E. Blair, T. Koufogiorgos y V. J. Papantoniou fueron los primeros en interesarse
en los (k, pt)-espacios con estructura de contacto métrica en [11], si bien los denominaron
variedades de contacto métricas en las que & pertenece a la distribucion (k, p)-nula. En
ese articulo probaron que la condicion anterior es invariante por transformaciones D,-
homotéticas, aunque las constantes si varfan. Los (k, p)-espacios engloban a las varie-
dades Sasakianas (k = 1, h = 0), pero son mas interesantes los ejemplos no-Sasakianos.
El clasico es el de un fibrado tangente esférico de una variedad Riemanniana llana con
curvatura seccional constante distinta de 1, dotado de la estructura de variedad de
contacto métrica usual ([11]).



En [15], E. Boeckx fue el primero en llamar a estas variedades (k, u)-espacios,
clasificandolos al ano siguiente en [16]. R. Sharma generalizo la definicion en [54], donde
estudio las variedades de contacto métricas que verificaban la condicion (0.0.2) para k 'y
1 funciones diferenciables en M independientes de la eleccion de los campos vectoriales
X e Y. Estas nuevas variedades se llaman (k, u)-espacios generalizados. Méas tarde,
T. Koufogiorgos y C. Tsichlias probaron en [46] que en dimensiones mayores o iguales
que 5 las funciones x, u deben ser constantes y presentaron ejemplos en dimension 3
con funciones no constantes. Posteriores autores estudiaron variedades casi-contacto
métricas satisfaciendo la ecuacion (0.0.2), pero con estructura casi-cosimpléctica: H.
Endo en |31], [32] y [33] y P. Dacko en |25]. Por tanto, de ahora en adelante usaremos
el nombre (k, 11)-espacio para denotar una variedad casi-contacto métrica que verifica
la condicion (0.0.2) y especificaremos cualquier estructura adicional.

T. Koufogiorgos prob6 en [43] que si un (s, p)-espacio M tiene estructura de con-
tacto métrica, curvatura ¢-seccional constante F'y dimension mayor o igual que 5,
entonces su tensor de curvatura es de la forma
F+3 F—-1 F+3

()

R1+ T—K,

1
1 1 R3+R4+—R5+(1 —M)RG,

2

R:

donde R;, Ry, R3 son los tensores definidos anteriormente en (0.0.1) y Ry, R5, R¢ vienen
dados por

Ri(X,Y)Z = g(Y, Z)hX — g(X, Z)hY + g(hY, Z)X — g(hX, Z)Y,
Rs(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY + g(¢hX, Z)phY — g(¢hY, Z)phX, (0.0.3)
Re(X,Y)Z = n(X)n(Z)hY —n(Y)n(Z2)hX + g(hX, Z)n(Y),§ — g(hY, Z)n(X)E,

para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z en M.

El objetivo de la primera parte de este trabajo es introducir el concepto de (s, p)-
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado como aquella variedad casi-
contacto métrica cuyo tensor de curvatura tenga la forma

R = fiR\ + foRo + fsRs + faRa + f5Rs + feRs.,

donde f1,..., fs son funciones diferenciables en M y Ry, ..., Rg los tensores anterior-
mente vistos en (0.0.1) y (0.0.3). Estos espacios surgen de manera natural a la vista del
desarrollo de esta parte de la Geometria Diferencial y es obvio que engloban a los espa-
cios de curvatura ¢-seccional constante generalizados (basta tomar fy = f5 = fs = 0),
con los que comparten algunas propiedades. Por ejemplo, el hecho de que para un
(K, p)-espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado es equivalente ser varie-
dad Sasakiana y ser variedad K-contacto.

Por razones obvias, el nombre en inglés de un (k, i1)-espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado debe ser generalized (K, p)-space form. Para simplificar la nota-
cion, de aqui en adelante usaremos la abreviatura g.(k, p)-s.f.
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Mas recientemente, T. Koufogiorgos, M. Markellos y V. J. Papantoniou introdujeron
en [44] el concepto de wariedad (k, p, v)-contacto métrica como aquella variedad de
contacto métrica (M, ¢,&,n, g) cuyo tensor de curvatura satisface la igualdad

R(X,Y)E = s{n(Y)X —n(X)Y} + p{n(Y)hX — n(X)hY} (0.0.4)
+v{n(Y)ohX —n(X)phY'}, a
para todos X,Y en M, donde k, © y v son funciones.
Probaron que, en dimensién mayor o igual que 5, K y i son necesariamente constan-
tes y v se anula, luego las variedades (k, p, v)-contacto métricas son en particular (k, p1)-
espacios. Demostraron también que al aplicarles transformaciones D,-homotéticas si-
guen siendo variedades (K, i, v)-contacto métricas, aunque con distintas funciones, re-
sultado que usaron para proporcionar infinitos ejemplos en dimensiéon 3 con v una
funcién no nula.

Ahora bien, otros autores también han estudiado variedades casi-contacto métricas
satisfaciendo la igualdad (0.0.4), pero con estructuras distintas. Tal es el caso de P.
Dacko y Z. Olszak, que en [26] definieron un (k, p, v)-espacio casi-cosimpléctico como
la variedad casi-cosimpléctica que cumple (0.0.4), pero con &, i, v funciones variando
exclusivamente en la direccion del tensor €. En [27] dieron ejemplos de dicho tipo de
espacios.

G. Dileo y A. M. Pastore analizaron en 29| los (&, i, v)-espacios con estructura casi-
Kenmotsu. Especificamente, lo que ellas llamaron variedades en las que & pertenece a
la distribucion (k,p)-nula (para nosotros (k,u)-espacios) y variedades en las que &
pertenece a la distribucion (k, u)'-nula (con nuestra notacion, (k, 0, —u)-espacios).

Analogamente al caso de los (k, pt)-espacios, unificaremos notaciones definiendo un
(K, 1, v)-espacio como aquella variedad casi-contacto métrica que satisfaga la igualdad
(0.0.4) para k, 1, v funciones. Especificaremos aparte cualquier estructura adicional.

En la segunda parte de este trabajo estudiaremos el tensor de curvatura de los
(K, 1, V)-espacios con estructura de contacto métrica (s6lo en dimension 3, puesto que
en dimension mayor o igual que 5 la funcion v se anula), casi-cosimpléctica y casi-
Kenmotsu. Ello dara pie a la definicion de (k, p, v)-espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado como aquella variedad casi-contacto métrica cuyo tensor de
curvatura tenga la forma

R = fiRi+ faRa+ f3Rs + faRa+ f5Rs + feRe + [7R7 + fsRs,

donde fi,..., fs son funciones diferenciables en M, R, Ry, R3 los tensores anterior-
mente vistos en (0.0.1) y Ry, Rs, R en (0.0.3). Los tensores R; y Rg son los siguientes:

R:(X,Y)Z = g(Y, Z)ohX — g(X, Z)dhY + g(¢hY, Z)X — g(¢hX, Z)Y,
Rs(X,Y)Z =n(X)n(Z)phY —n(Y)n(Z)phX + g(¢hX, Z)n(Y)E — g(ohY, Z)n(X)E.
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Este tipo de variedad se denotara M(fi,..., fs) y en inglés se llamara generalized
(K, i1, v)-space form, que simplificaremos de aqui en adelante como g.(k, i, v)-s.f. Es
obvio por definicion que los g.(k, i, v)-s.f’s engloban a los g.(k, p)-s.f.’s (basta tomar
fr=1fs=0).

Para llevar a cabo nuestro estudio hemos estructurado esta memoria de la siguiente
manera. En primer lugar, presentamos un capitulo de preliminares, en el que se recogen
los distintos tipos de espacios casi-contacto métricos y sus respectivas propiedades.
Ademas, daremos la definicion y algunos resultados del tensor h que usaremos a lo
largo de la memoria, asi como unificaremos algunas notaciones que en la literatura
suelen variar dependiendo del autor.

El segundo capitulo, que consta de cuatro secciones, engloba el trabajo realizado
sobre ¢.(k, p1)-s.f.’s. Asi, en la primera seccion comprobaremos que algunos resultados
validos para los ¢.5.s.f.’s son también ciertos para los g.(k, it)-s.f.’s. Partiendo de algu-
nas identidades que se cumplen para el tensor de curvatura de una variedad Sasakiana
obtendremos igualdades similares para g.(k, it)-s.f.’s, que después compararemos con
los obtenidos en [2| para g¢.S.s.f. s.

En la Seccion 2.2 veremos que los g.(k, i1)-s.f.’s con estructura de contacto métrica
son (k,p)-espacios generalizados con k = f1 — fs v u = fi — fs, luego podremos
usar la numerosa literatura existente sobre este tipo de variedades. Probaremos que
en dimension mayor o igual que 5 son (—fg, 1 — fg)-espacios con curvatura ¢-seccional
constante 2fg — 1. Es més, se cumple que fy = 1, fs = 1/2 y que fi, fo, f3 dependen
linealmente de fg, que resulta constante. Daremos un método para la construcciéon de
infinitos ejemplos de este tipo. En dimension 3 demostraremos que la escritura del
tensor de curvatura de un g¢.(k, p)-s.f. no es tnica y daremos varias propiedades y
resultados que los clasifican parcialmente. Al final de la seccion comprobaremos que los
ejemplos de (k, p)-espacios generalizados con k y p no constantes que T. Koufogiorgos
y C. Tsichlias dan en [46] son g¢.(k, it)-s.f.’s con funciones fi, f3 y fi no constantes.

El hecho de que las transformaciones D,-homotéticas dejen invariante la condicion
(0.0.2), aunque para distintas funciones k y p, nos llevara a estudiar en la Seccion 2.3
como afectan estas transformaciones a un g.(k, pt)-s.f. Veremos que las nuevas varieda-
des asi obtenidas no seréan, en general, g.(k, it)-s.f.’s, pero que si lo son si redefinimos
los g.(k, p)-s.f-’s M(fi1,..., fs) con el tensor

Re(X,Y)Z = g(hY, 2)hX — g(hX, Z)hY + g(6hX, Z)$hY — g(ohY, Z)éhX
dividido en dos de la forma R; = R51 — 52 para

Rs1(X,Y)Z =
R:5(X.,Y)Z =

(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY,
(ShY, Z)ohX — g(6hX, Z)dhY,

Q

con funciones f51 y fs52. Los espacios asi definidos, que denominaremos g.(x, ft)-s.f.’s
con Ry diwvidido M(f1,..., f51, f52, fe) englobaran a los g.(k,u)-s.f.”s M(fi,..., fs)
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de forma trivial. Gracias al Teorema 2.3.5, sabemos que si realizamos una trans-
formacion D,-homotética sobre un g.(k, it)-s.f., lo que obtenemos es un g.(x, p)-s.f.
con Ry dividido, luego bastaria hacer transformaciones de los ejemplos obtenidos en
la seccion anterior para conseguir infinitos ejemplos de g.(k, p)-s.f.’s con Rs dividido
M(f1,- -5 fsa, fs.2, fo)-

La situacién es especial en dimensiéon 3, donde podemos escribir el tensor Rso
en funcion de R; y Ry, luego si transformamos D,-homotéticamente un g.(k, it)-s.f.
M(f1,..., f¢) volvemos a obtener otro. Este hecho nos proporcionara infinitos ejemplos
de espacios con funciones no constantes, pues bastaria transformar los obtenidos en la
Seccion 2.2.

En la tltima secciéon de este capitulo, 2.4, probaremos que si una variedad tiene
estructura trans-Sasakiana, entonces h = 0. Por tanto, los ¢.(k, pt)-s.f.’s con estructura
trans-Sasakiana son en realidad g¢.5.s.f.’s, ya estudiados en [3]. También incluiremos
algunos resultados sobre C'(«)-variedades.

El tercer capitulo consta de tres secciones, en las que se recogeran los resultados ob-
tenidos sobre g.(k, i, v)-s.f.’s. Asi, en la Seccion 3.1 estudiaremos el tensor de curvatura
de un (k, u1, v)-espacio con estructura de contacto métrico y dimension 3. Probaremos
que dicho tensor no tiene escritura tnica y que puede tomar, entre otras, las formas

R:FR1+(F—I€)R3+/JJR4+VR7:FR1+(F—/€)R3+MR4—VR8,

donde F' es la curvatura ¢-seccional de la variedad. Esto nos llevard a definir los
g-(K, i, v)-s.f.’s como vimos anteriormente, englobando a los ¢.(k, it)-s.f.’s. Por tanto,
los ejemplos de (k, i1, V)-espacios con v no nulo que aparecen en [44] son en particular
g-(k, p,v)-s.f.’s, para los que calcularemos explicitamente el tensor de curvatura. Vere-
mos asimismo que el reciproco se cumple, es decir, que un g¢.(k, i, v)-s.f. M(f1,..., fs)
con estructura de contacto métrica es un (s, i, v)-espacio con kK = f1 — f3, p = fs— f¢
y v = fr — fs. Usaremos dicho resultado y los que aparecen en [44] para probar que,
cuando la dimension es mayor o igual que 5, fy =1, fs =1/2, fr = fs =0y fi, fo, f5
dependen linealmente de fs, que sera constante.

En la Seccion 3.2 llevaremos a cabo un estudio detallado sobre los ¢.(k, i, v)-s.f.’s
con estructuras casi-cosimpléctica y casi-Kenmotsu, presentando resultados profundos
y concluyentes. Tal y como ocurria para la estructura de contacto métrica, con cualquie-
ra de las dos estructuras mencionadas se cumple que un g.(k, p, v)-s.f. M(f1,..., fs)
es un (k, i1, v)-espacio con kK = f1 — f3, u = fs — fo y v = fr — fs. En dimension mayor
o igual que 5, hallaremos la forma del tensor de curvatura de un (., u, v)-espacio con
estructuras casi-cosimpléctica (y cumpliendo x < 0) y casi-Kenmotsu (con £ < 1). En
el primer caso

R = —/ﬁJRg — R572 — ,LLRG — I/Rg

y en el segundo

R=—-Ri — (k+1)R3y — Rs» — pllg + Ry — (v — 1) Rs.

IX



Esto supone la justificacion de la definicién de los tensores R; y Rg y la introduccion
de g.(k,p,v)-s.f.”s con Ry dividido M(f1,..., fs1, f52,..., fs) de manera analoga a
como se hizo con los g.(k, u)-s.f.’s con Ry dividido M(f1,..., fs1, [52, f6). En todos
los casos posibles, presentaremos ejemplos explicitos o demostraremos la no existencia
de los espacios tratados, tanto con estructura casi-cosimpléctica como con estructura
casi-Kenmotsu. Por ejemplo, probaremos que un (k, i, v)-espacio de dimension 3 con
cualquiera de las estructuras tiene tensor de curvatura

R:FR1+(F—/€>R3+LLR4+VR7,

luego sera un g.(k, i, v)-s.f., de los que daremos ejemplos.

En la ultima seccion del tercer capitulo, daremos primero la escritura del tensor de
Schouten y el tensor de Weyl de un g.(x, u, v)-s.f. M(f1,..., fs) en funcion de fi, ..., fs
y los tensores R, ..., Rg. Usaremos dicho resultado para dar condiciones necesarias y
suficientes para que un g.(k, u,v)-s.f. sea conformemente llano en el caso de que la
dimension sea mayor o igual que 5 y el tensor h satisfaga algunas propiedades natu-
rales. Probaremos también algunos resultados si la estructura es de contacto métrica,
casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu. Por tltimo, analizaremos los g.(k, i1, )-s.f.’s con
estructura de contacto métrica que sean conformemente simétricos, £-conformemente
llanos y ¢-conformemente llanos. Es de senalar que, aunque no se haya estudiado lo
anterior para g.(k, 1)-s.f.’s, no es necesario hacerlo, puesto que los g.(k, p, v)-s.f.’s en-
globan a los anteriores.

Esto ilustra perfectamente la ventaja de usar marcos cada vez mas amplios para
analizar espacios que antes se estudiaban de manera méas o menos dispersa, lo que
supone una de las razones por las que hemos introducido los espacios que definimos.

Por 1ltimo, incluimos un capitulo de conclusiones escrito en inglés, requisito im-
prescindible para optar a la mencién de “Doctor Europeo” bajo la normativa actual
(al igual que el resumen en inglés). Cerramos la memoria con una lista de las refe-
rencias bibliograficas que se han ido citando a lo largo de la misma, a la que hemos
anadido los articulos [20] y [21], donde recogemos los resultados principales del segun-
do capitulo y [19], [10], articulos en preparacién que reuniran los resultados del tercer
capitulo. En una pégina final, recopilamos las definiciones de los principales tensores
que mencionamos en la memoria, para mayor comodidad del lector.

Finalmente, me gustaria aprovechar esta introducciéon para dar las gracias al Pro-
fesor Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio por todo el tiempo y esfuerzo que me ha dedicado
a lo largo del proceso de elaboracion de este trabajo, y por darme &nimos cuando mas
lo necesitaba. También querria agradecer al Director del Departamento de Geometria
y Topologia, Profesor Dr. D. José Luis Cabrerizo Jaraiz, el haber puesto a mi disposi-
cion los medios necesarios para llevar a cabo mi investigacion. Asimismo, este estudio
ha sido facilitado por las becas que he disfrutado, que me fueron concedidas por la
Universidad de Sevilla (FPI, del 1 de enero al 31 de agosto de 2008) y el Ministerio de
Educacion (FPU, del 1 de septiembre de 2008 hasta el presente).
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo recordaremos los distintos tipos de estructuras casi-contacto
métricas y sus principales propiedades. A continuaciéon daremos la definicién y algunas
propiedades del tensor h y por tultimo fijaremos ciertas notaciones que usaremos mas
adelante. Para mas detalles ver [11].

A lo largo de esta memoria todas las funciones seran diferenciables y las variedades
conexas a menos que se especifique lo contrario.

1.1. Variedades casi-contacto métricas

Se define el tensor de curvatura de una variedad Riemanniana M con conexién
Riemanniana V como

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 7,

para cualesquiera campos X,Y,Z en M. Dados X,Y,Z W campos tangentes a M,
notaremos

R(X.Y.Z,W) = g(R(X.Y)Z,W).
En general, si T es un tensor de tipo (0, 3) sobre M, utilizaremos la misma notacion
para referirnos al tensor de tipo (0,4) dado por

T(X,YV,Z, W) = g(T(X7Y>Z7 W),

para cualesquiera campos X, Y, Z, W en M.
Se dice que una variedad de dimension 2n+ 1, M** ™! es una variedad casi-contacto
si existen ¢ un tensor de tipo (1,1), un campo vectorial £ y una 1-forma 7 tales que

n(§) =1, (1.1.1)
¢*(X) = =X +n(X)¢, (1.1.2)



para todo campo X en M. Se dice que £ es el campo de estructura y que M tiene una
(¢, &, m)-estructura.
Una variedad casi-contacto M?"*1 verifica las siguientes propiedades:

P€ =0, (1.1.3)
no¢ =0, (1.1.4)
rango(¢) = 2n. (1.1.5)

Una métrica g en M se dice adaptada a la estructura casi-contacto si verifica

9(X, €) = n(X), (1.1.6)
9(¢X7¢Y):g(Xay)—U(X)U(Y)a 1.1.7

para todos X,Y campos en M2+,

Una variedad casi-contacto dotada de una métrica adaptada g se llama wvariedad
casi-contacto métrica y se dice que tiene una (¢,&,n, g)-estructura o una estructura
casi-contacto métrica. A lo largo de esta memoria se usara M en lugar de (M, ¢, &, 1, g)
siempre que no haya lugar a confusion.

En una variedad casi-contacto métrica se cumple

9(X,9Y) = —g(¢X,Y), (1.1.8)

para cualesquiera campos X,Y en M. En particular g(X,¢»X) = 0 para todo X en
A2t
Llamaremos 2-forma fundamental de M y denotaremos por ® a la 2-forma definida
por
P(X,Y) = g(X, ¢Y), (1.1.9)

para cualesquiera X,Y campos en M?" ™!, En virtud de (1.1.8), se verifica que ® es
antisimétrica (necesario para ser 2-forma) y, como ¢ tiene rango 2n, n A ®" # 0.

Se dice que una variedad casi-contacto métrica M?**! es de contacto métrica si
® = dn. En ese caso n se llama forma de contacto 'y cumple n A (dn)"™ # 0.

Usaremos la siguiente notacion

(Vxd)Y = VxoY — ¢V Y, (1.1.10)

para cualesquiera campos X,Y en M.
Por otra parte, en una variedad de contacto métrica se verifican las siguientes
ecuaciones:

Vep =0, (1.1.11)
Vel = 0. (1.1.12)



Una variedad de contacto métrica M se denomina variedad K -contacto si £ es un
campo de Killing con respecto a g. Se prueba que una variedad de contacto métrica es
K-contacto si y solo si se verifica

Vx§ =—9¢X, (1.1.13)

para todo campo X en M.
De hecho, toda variedad casi-contacto métrica con Vx& = —¢X es una variedad
K-contacto (Proposicion 1.1.1. de [1]). Ademas, en una variedad K-contacto se verifica

(Vx@)Y = R(¢, X)Y,

para todos X, Y campos en M.
Se dice que la estructura casi-contacto de M?"*! es normal si el tensor de torsion
de Nijenhuis, dado por

[6.0/(X,Y) = ¢*[X, Y] + [¢X, 0] — 9[0X, Y] — ¢[X, ¢Y],

verifica la siguiente ecuacion:

[0, ¢1(X,Y) = —2dn(X,Y)E.

Una variedad de contacto métrica normal se denomina variedad Sasakiana. Se prue-
ba que toda variedad Sasakiana es K-contacto, aunque el reciproco no es cierto en
general (si en dimension 3, ver [11]). Ademads, una variedad casi-contacto métrica es
Sasakiana si y solo si

(Vx6)Y = g(X,Y)E —n(Y)X. (1.1.14)

para cualesquiera campos X,Y en M.
Puede demostrarse que la siguiente igualdad es cierta en toda variedad Sasakiana

R(X,Y)E = n(Y)X — n(X)Y, (1.1.15)

para todos X,Y campos en M.

Una variedad cosimpléctica es una variedad casi-contacto métrica normal con ny ®
formas cerradas. Se demuestra que una variedad casi-contacto métrica es cosimpléctica
siy solo si Vo = 0, es decir, si y solo si ¢ es paralelo con respecto a V. El ejemplo ca-
noénico de este tipo de espacio es el producto de una variedad de Kaehler y un intervalo
de la recta real, donde la estructura compleja es la restriccion de ¢ a las subvarie-
dades integrales. Sin embargo, hay ejemplos de variedades cosimplécticas que no son
globalmente el producto de una variedad de Kaehler y una variedad 1-dimensional (ver
[23] para dimension 3 y [48] para dimension mayor o igual que 5). Para mas detalles,
consultar [11].



Recordamos asimismo que una variedad casi-contacto métrica M se dice que tiene
una estructura trans-Sasakiana (o, 3) si existen « y [ funciones diferenciables en M
tales que

(Vx@)Y = alg(X,Y)E = n(Y)X) + B(g(0 X, Y)E —n(Y)9X), (1.1.16)

para todos X,Y en M.

Podemos observar que una variedad cosimpléctica es una variedad trans-Sasakiana
con @ = = 0 y que una variedad Sasakiana es aquella con « = 1y = 0. A las
variedades trans-Sasakianas con « = 0y 3 = 1 se les llama variedades de Kenmotsu.
Otros casos ampliamente estudiados son las variedades a-Sasakianas (8 = 0) o las
B-Kenmotsu (o = 0).

J. C. Marrero probo en [47| que toda variedad trans-Sasakiana (o, 3) de dimension
mayor o igual que 5 es de tipo (0, 3) o («,0).

Una variedad trans-Sasakiana («, 3) verifica las siguientes igualdades

Vx§=—agX + (X —n(X)$), (1.1.17)
dn = ad. (1.1.18)

Por tltimo, veamos dos tipos de variedades que engloban en particular a las cosim-
plécticas y Kenmotsu.

Se dice que una variedad casi-contacto métrica M es casi-cosimpléctica si dn =0y
d® = 0, donde ® viene dada por (1.1.9). Seria cosimpléctica si fuera casi-cosimpléctica
y la estructura casi-contacto fuera ademéas normal (equivalente a que V¢ = 0).

Llamaremos casi- Kenmotsu a una variedad casi-contacto métrica M tal que dn = 0
y d® = 2n A ®. Si ademas es normal, sabemos que es Kenmotsu.

En ambas estructuras se cumple que Ve¢ = 0 (ecuaciones (2.10) de [51]| para la
estructura casi-cosimpléctica y (2.5) de [42] para la estructura casi-Kenmotsu).

1.2. El tensor h

1
En una variedad casi-contacto métrica, se define el tensor h como h = §L§¢, siendo

L la derivada de Lie usual.
Proposicién 1.2.1. Se cumple que h§ = 0.
Demostracion. Por definicion,
2h§ = (Le@)§ = Le(d€) — oLk = [€, €] — ¢[€, 6] = 0,
donde se ha usado (1.1.3). O



Probaremos ahora un sencillo pero muy ttil lema:
Lema 1.2.2. Si M es una variedad de contacto métrica, entonces noh = 0.

Demostracion. Como (1.1.11) es cierto en variedades de contacto métricas, obtenemos
que

(90 WX = n(hX) = g(hX,€) = 5o((Led) X, ) = 2a(lE, 0X] — 9lE, X €)
= 20(VeX — Voxt — VX +9VxE,E) = 2g((Ved)X — Voxt + 6V, €)
= S0(-Vox€ + 6VxE€) = 5[-0(Vex6, &) + n(6VxE)] =0,

para todo campo X en M.
En la ultima igualdad se ha usado (1.1.4) y que 29(V4x&, &) = (9 X)g(&, &) = 0 por
ser £ unitario. O

Los siguientes resultados se prueban en [11]:

Lema 1.2.3. En una variedad de contacto métrica, h es un operador simétrico,
Vx&é=—0X — phX, (1.2.1)
para todo campo X, h anticonmuta con ¢ y trh = 0.

Lema 1.2.4. Una variedad de contacto métrica M*"t! es una variedad K-contacto si
y solo si S(&,€) = 2n, siendo S el tensor de curvatura de Ricci.

Nota 1.2.5. Del Lema 1.2.3 se deduce que si X es un autovector de h asociado al
autovalor X\, entonces h¢o X = —phX = —A¢pX y por tanto ¢X es autovector de h
asociado a —A.

Otra consecuencia de este lema es una demostracion mds simple del Lema 1.2.2:

(noh)X =n(hX) = g(hX,§) = g(X,h§) =0,
para todo campo X, en virtud de la Proposicion 1.2.1.

Teorema 1.2.6. Dada una variedad de contacto métrica, h = 0 si y solo si & es un
campo de Killing.

El Teorema anterior es equivalente a afirmar que una variedad de contacto métrica
es K-contacto si y solo si h = 0. Este resultado podria probarse facilmente teniendo en
cuenta que una variedad de contacto métrica siempre cumple (1.2.1), luego la férmula
(1.1.13) seria cierta siy solo si h = 0.



Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento del tensor h cuando la variedad tie-
ne estructura de contacto métrica. Veremos que en el caso de que sea casi-cosimpléctica
o casi-Kenmotsu, h cumple lemas analogos al 1.2.3. En efecto, gracias al articulo [31]
para variedades casi-cosimplécticas y el [28] para variedades casi-Kenmotsu, tenemos
que:

Lema 1.2.7. En una variedad casi-cosimpléctica, h es un operador simétrico,
Vx&=—0phX, (1.2.2)
para todo campo X, h anticonmuta con ¢ y trh = 0.

Lema 1.2.8. En una variedad casi-Kenmotsu, h es un operador simétrico,
Vxé=—¢*X — ohX, (1.2.3)
para todo campo X, h anticonmuta con ¢ y trh = 0.

Es facil comprobar que en ambas estructuras se sigue cumpliendo que h& = 0 (que es
cierto para toda variedad casi-contacto métrica) y que noh = 0 (porque h es simétrica

y h& = 0).

1.3. Algunas notaciones

En este apartado se fijan algunas notaciones que en la literatura suelen variar segin
el autor.

Sean M una variedad Riemanniana de dimension n y {ey,...,e,} una referencia
local ortonormal. Se define el tensor de Ricci, S, como

S(‘X? Y) = ZR<6’Z)X7 Y7 ei)7
i=1

y de ahi el operador de Ricci, QQ, como el tensor que verifica
S(X,Y) =9(QX,Y),

para cualesquiera X,Y campos en M. Por lo tanto,
QX = Z R(X, ei)ei.
i
Definiremos la curvatura escalar como sigue:

T = ZS(ej,ej) = ZR(% e;,€j,€;) =1trQ.
J .3
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Es preciso senalar que algunos autores usan definiciones alternativas. Asi, también
podemos encontrar:

1 1 :
T = m ;S(ej,ej) = m ;R(ei,6j7€j,€i) = mtTQv

al igual que

1
T = ZR(ei,ej,ej, e;) = 5757’@.

1<j

A continuacién presentaremos otros conceptos que aparecen normalmente en la
literatura:

Dada una variedad casi-contacto métrica de dimension 2n + 1, (M?"*1 ¢, &1, ),
una ¢-base es una base ortonormal {e;, ..., e,, e, ..., pe,, £}

Se llama ¢-seccion de M en p € M a una seccion II C T,(M) tal que II =
Span{X,, X, } para cierto vector X, unitario y ortogonal a &,. Se define la curva-
tura ¢-seccional de IT como

K(X,¢X) = R(X, 06X, 06X, X).

Anélogamente se define la curvatura &-seccional de la &-seccion II = Span{X,,,}
para cierto vector X, unitario y ortogonal a , como

K(X,§) = R(X, &6 X).
Mas generalmente, escribiremos
K(X,Y)=R(X,Y)Y, X),

para cualesquiera campos X,Y.

Por dltimo, recordaremos la identidad de Ricci para un tensor (1,1), andloga a
la que K. Yano proporcion6 en [57| para l-formas y tensores (2,1). Dado un tensor
(1,1) T en una variedad Riemanniana M, se comprueba facilmente que se satisface la
Identidad de Ricci para T

R(X,Y)TZ —TR(X,Y)Z = (VxVyT)Z — (VyVxT)Z — (VixyT)Z,  (1.3.1)

para todos X, Y, Z campos en M, donde R es la curvatura de Riemann de M.






Capitulo 2

(k, 1)-espacios de curvatura
¢-seccional constante generalizados

2.1. Definicién y primeros resultados

En esta seccion daremos la definicion formal de (k, p)-espacios de curvatura ¢-
seccional constante generalizados, que englobara a los ¢.5.s.f.’s y a los (k, ju)-espacios
con estructura de contacto métrica, curvatura ¢-seccional constante y dimensiéon mayor
o igual que 5. Probaremos resultados generales sobre estos espacios y estudiaremos
algunas identidades interesantes que verifica su tensor de curvatura.

Definicién 2.1.1. Diremos una variedad casi-contacto métrica M es un (k, p)-espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado si existen funciones fi, fa, fs, f1, [5 ¥
fe en M tales que

R = fiRi+ faRy + f3Rs + faRs + f5R5 + feRe, (2.1.1)

donde R es el tensor de curvatura de M y Ry, Ro, R3, R4, R5, Rg son los tensores dados
por

Ri(X,Y)Z =g(Y,2)X — g(X, 2)Y,

Ro(X,Y)Z = g(X,02)dY — g(Y,02)9X + 29(X, 8Y )¢ Z,

Ry(X,Y)Z =n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E,
Ri(X,Y)Z = g(Y, Z)hX — g(X, Z)hY + g(hY, Z)X — g(hX, Z)Y,

Rs(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY + g(¢hX, Z)phY — g(ohY, Z)phX,
Re(X,Y)Z = n(X)n(Z)hY —n(Y)n(Z)hX + g(hX, Z)n(Y )€ — g(hY, Z)n(X)E,

1
para cualesquiera campos vectoriales X,Y, Z, siendo h = §L§¢ y L la derivada de Lie

usual.



Denotaremos tal variedad como M(f1,..., fs). En inglés utilizaremos el nombre
generalized (k, p1)-space form, que abreviaremos por g.(k, p)-s.f. a lo largo de esta me-
moria.

Nota 2.1.2. Es obvio que los (k, p)-espacios con estructura de contacto métrica, curva-
tura ¢-seccional constante ¢ y dimension mayor o igual que 5 son ejemplos naturales de

c+3 c—1 c+ 1
g.(/ﬁ,u)-s.f.’s, donde f; = T7f2 = T,f:a = 1 K, fa=1,f5 = §7f6 =1-pu

son constantes (como vimos en la Introduccion). También lo son los g.S.s.f.’s (definidos
en [2]) para fy = f5 = fo =0y fi, f2, f3 no necesariamente constantes.

Gracias al Teorema 1.2.6, los siguientes resultados que eran ciertos para g.S.s.f.’s
siguen siéndolo para g.(k, p)-s.f.’s:

Teorema 2.1.3. Sea M (f1,..., f¢) un g.(k, p)-s.f. Si M es K-contacto, entonces fs =
fi — 1. Ademas, M es Sasakiano.

Demostracion. Si M es K-contacto, sabemos por el Teorema 1.2.6 que h = 0, luego
Ry = Rs = Rg = 0 y el tensor de curvatura de M(fi,..., fs) tiene la forma R =
3

6
Z fiR; = Z fiR;. Por tanto, M es un ¢.5.s.f. con estructura K-contactoy obtenemos
i=1 i=1
el resultado buscado usando la Proposicion 3.6 y el Teorema 3.7 de [2]. O

Teorema 2.1.4. Sea M(fi,..., fs) un g.(k, pu)-sf. Si M es Sasakiano, entonces fo =
fs=hHh-1L

Demostracion. Por hipotesis, puede probarse igual que en el teorema anterior que M
es un ¢.S5.s.f. con estructura Sasakiana. Luego fo = f3 = f1 — 1 por el Teorema 3.15 de
[2]. m

Nota 2.1.5. Una variedad Sasakiana es siempre K-contacto, pero el reciproco no es
cierto en general, solo en dimension 3. Sin embargo, hemos visto que ambos conceptos
son equivalentes para g.(k, p)-s.f.’s.

Usando los Lemas 1.2.3 y 1.2.4 se obtiene:

Teorema 2.1.6. Sea M (f1,..., fs) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto métrica.
Si en M se cumple que fz3 = fi — 1, entonces M es Sasakiano.

Demostracion. Sea M?** ™! una variedad de contacto métrica cumpliendo f3 = f; — 1.
Sabemos por el Teorema 2.1.3 que bastaria con probar que M es K-contacto, que es
equivalente a demostrar que S(&, &) = 2n, en virtud del Lema 1.2.4.

En efecto, dada una referencia local ortonormal {e;, ..., es,, &}, entonces
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R(eia§7§76i) = fl{g(faf)g(ei, Gi) - 9(6175)9(5760}
+ folg(ei, #§)g(d€, e:) — g(&, dE)g( e, €;) + 2g(es, p€)g(P€, €i) }
+ fa{n(e)n(€)g(§; e)) — n(§)n(€)g(e: e:)
+ g(ei, n(§)g (&, ei) — g(&, Emnlei)g(&, ei)}
+ f{9(&, §)glhes, i) — glei, §)g(hE, e:)
+g(h&,&)g(es, e) — g(hes, §)g(€, ei) }
+ fs{g(hg, &)g(hes, e;) — g(hes, §)g(hE, e;)
+ g(dhei, §)g(Phe, ei) — g(dhE, §)g(phe;, ei)}
+ fo{n(e)n(€)g(hs, e:) —n(&)n(§)g(hei, e;)
+ g(hei, n(§)g (&, ei) — g(hE, E)nlei)g(€; ei)}
= fi— fs+ (fa— fo)g(he;, e;) = 1+ (fa — fo)g(hei, e;),

donde hemos aplicado (1.1.1), (1.1.3), la Proposicion 1.2.1 y la hipotesis f; — f3 = 1.
Asi,

S(E,€) = Z R(ei, &, e:) + R(E,€,€,€) = Z(l + (fs— fo)g(hei,e:)) =

=2n+(fi— f6>z g(he; e;) = 2n+ (fa — fo)trh = 2n,

pues trh = 0 tal y como indica el Lema 1.2.3. [

Calcularemos a continuacion la curvatura ¢-seccional K (X, ¢X), la curvatura &-
seccional K(X,&) y K(¢X,§) en los g.(k, pt)-s.f.’s.

Proposicion 2.1.7. Sea M(f1,..., fo) un g.(k, pu)-s.f. Entonces la curvatura ¢-seccional
de la ¢-seccion generada por un campo X unitario y ortogonal a & viene dada por

K(X,0X) = fi +3fs+ fag((h — oho) X, X).

Si M tiene ademds estructura de contacto métrica, entonces la curvatura ¢-seccional
es
K(X7¢X) = fl +3f27

luego no depende de la eleccion de X.

Demostracion. Dado X un campo unitario y ortogonal a £, la curvatura ¢-seccional de
la seccion generada por {X, X} es:
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K(X,¢X) = R(X,$X,0X,X) =
= [i{9(¢X, 0 X)g(X, X) — g(X, 9 X)g(¢X, X)}
+ fo{9(X,6°X)g(6° X, X) — g(¢X, ¢ X)g(6X, X)
+29(X, 0°X)g(¢? X, X)}
+ f3{n(X)n(¢X)g(¢ X, X) — n(¢X)n(¢X)g(X, X)
+ 9(X, o X)n(6X)g(§, X) — g(¢X, 9 X)n(X)g(§, X)}
+ f1{g(¢X, 0 X)g(hX, X) — g(X, 9X)g(h¢ X, X)
+ g(h¢ X, 0X)g(X, X) — g(hX, 9 X)g(¢X, X)}
+ fs{9(ho X, 9 X)g(hX, X) — g(hX, ¢ X)g(h¢ X, X)
+ 9(9ph X, 9 X)g(pho X, X) — g(dho X, 9 X)g(dhX, X)}
+ fo{n(X)n(¢X)g(ho X, X) — n(¢X)n(¢X)g(hX, X)
+ g(hX, 0 X)n(¢X)g(€, X) — g(he X, 9 X )n(X)g(§, X)},

y teniendo en cuenta (1.1.2), (1.1.4) y (1.1.7) obtenemos:

K(X,¢X) = fi +3f2 + fa{g(hX, X) + g(h¢ X, 9X)} =
= fi+3fa+ f4g((h — ¢h¢)X,X)

Si M tiene estructura de contacto métrica, entonces h¢ = —¢h en virtud del Lema
1.2.3 y obtendriamos

(h — ¢h¢)X = (h+ he*) X = h(X + ¢*X) = h(X — X) = 0.

Por tanto, K (X, $X) = f1 + 3 f2, como queriamos demostrar. O

Proposicion 2.1.8. Sea M(f1,..., fo) un g.(k, p)-s.f. Entonces la curvatura §-seccional
de la &-seccion generada por un campo X unitario y ortogonal a & viene dada por

K(X. ) =fi—fs+ (fa— fo)g(hX, X).

Demostracion. Dado X un campo unitario y ortogonal a &, la curvatura &-seccional de
la seccion generada por {X,E} es:
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K(X,§) = R(X,&,§X) =

= [1{9(£,§)g(X, X) — g(X,&)g(&§, X)}

+ fo{g(X, #§)g(d€, X) — g(&, 9€)g(d X, X) + 29(X, ¢€)g(#S, X) }

+ fs{n(X)n(§)g(&, X) —n(&)n(€)g(X, X)+
+9(X;En(§)g(€, X) — g(&,En(X)g(§, X)}

+ f{9(&, §)g(hX, X) — g(X,§)g(h, X)
+g(h&,§)g(X, X) — g(hX,§)g(§, X)}

+ f5{g(h€, §)g(hX, X) — g(hX,§)g(h, X)
+ g(ohX, §)g(9h, X) — g(ph&, &) g(oh X, X)}

+ fe{n(X)n(§)g(hX, X) — n(&)n(§)g(hX, X)
+ g(hX, En(§)g(§, X) — g(h&, En(X)g(§, X))},

y teniendo en cuenta (1.1.1)), (1.1.3) y la Proposicion 1.2.1 obtenemos

K(X,&) = fi — fs+ (fa— fo)g(hX, X),
como queriamos demostrar. [

Corolario 2.1.9. Sea M(fi,..., fs) un g.(k,p)-s.f. Si X es un campo unitario y or-
togonal a &, entonces

K(¢X, &) = fi — f3+ (fa — fo)9(ho X, 6 .X).

Por tanto, si M es una variedad de contacto métrica,

K(@X,6) = fi— fs— (fa — f6)9(hX, X).

Demostracion. Dado X un campo unitario y ortogonal a &, ¢ X es también unitario y
ortogonal a &, luego obtendriamos por la Proposicion 2.1.8 que

K(¢X,8) = fi — f3+ (fs — f6)g9(ho X, 9 X).

Si M tiene estructura de contacto métrica, entonces h¢p = —o¢h y tendriamos
g(hoX,0X) = —g(ohX,9pX) = —g(hX, X) para todo campo X ortogonal a £. Por
tanto,

KX, &) = fi—fs = (fa— fo)9(hX, X),

como queriamos demostrar. O]

Estudiaremos ahora algunas identidades que cumple el tensor de curvatura de un
g-(K,p)-s.f., v las compararemos con las de las variedades Sasakianas. El siguiente
resultado aparece en [11], pag. 94:
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Lema 2.1.10. Sea M una variedad Sasakiana. Si llamamos
ﬁ(X, Y, Z, W) =dn(X,Z)g(Y,W) —dn(X,W)g(Y, Z)
—dn(Y, Z)g(X, W) + dn(Y, W)g(X, W),
entonces tenemos que
R(X,Y,Z,oW) + R(X,Y,¢Z,W) = —P(X,Y, Z,W), (2.1.2)
para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z, W en M y
R(¢X, Y, 0Z, oW) = R(X,Y, Z, W), (2.1.3)
R(X,0X,Y,¢Y) = R(X,Y,X,Y) + R(X, Y, X, 0Y) — Zﬁ(X, Y, X,0Y), (2.1.4)

para cualesquiera X,Y, Z W ortogonales a &.

Denotaremos ahora
P(Xa Ya Z> W) = g(Xa ¢Z>9(Y? W) - g(X7 ¢W>9(Y7 Z)
para cualesquiera campos vectoriales X,Y, Z, W en M. En particular, si M es una

variedad de contacto métrica, P = P. Estudiaremos a continuacion si se cumplen unas
identidades andlogas a las del Lema 2.1.10 para g.(k, 1)-8.f.’s.

Teorema 2.1.11. Si M(f1,..., f¢) es un g.(k, p)-s.f., entonces

R(X,)Y, Z,oW) + R(X,Y,0Z W) = —(f1 — fo)P(X,Y, Z, W) (2.1.5)
— f{P(RX,Y, Z, W)+ P(X,hY,Z, W)} —2fs P(hX,hY, Z, W).
para cualesquiera campos X, Y, Z, W ortogonales a &.
Demostracion. Dados X, Y, Z, W ortogonales a £, tenemos que
R(X,Y, Z, W)+ R(X,Y,0Z, W) =
— Fi{g(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, o)}
+ fo{9(X. 62)9(0Y, W) — (Y. 6Z)g <¢X OW) +29(X, 9Y )g(0Z, W)}
+ f{n(X)n(2)g(Y, W) — n(Y)n(Z)g(X, oW)
+9(X, Z)n(Y)g(&, oW) — g(Y, Z)n(X)g(&, oW)}
+ [{g(Y, 2)g(h X, oW) — g(X, Z)g(hY, oW)
+9(hY, Z)g(X, oW) — g(hX, Z)g(Y, oW )}
+ fs{g(nY, Z)g(h X, oW) — g(hX, Z)g(hY, oW)
+ 9(6hX, Z)g(ShY, oW) — g(9hY, Z)g($hX, sW)}
+ fe{n(X)n(2)g(hY, oW) — n(Y)n(Z)g(hX, W)
T g(hX, Z)n(V)g(€, 6W) — g(hY, Z)n(X)g(€, W)} +
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+ /i{g(Y,02)g(X, W) — g(X, 0Z)g(Y, W)}
+ fo{9(X,0°2)g(6Y, W) — (Y, ¢* Z)9(6.X, 6W) + 29(X, ¢V )g(¢* Z, W)}
+ fs{n(X)n(02)g(Y, W) = n(Y)n(¢Z)g(X, W)
+9(X,0Z)n(Y)g(§, W) — g(Y, Z)n(X)g(&, W)}
+ ffg(Y,02)g(h X, W) — (X, 6Z)g(hY, W)
+9(hY, 02)g(X, W) — g(hX,¢Z)g(Y, W)}
+ fs{g(hY, 0Z)g(hX, W) — g(hX, 6 Z)g(hY, W)
+ 9(0hX, 0Z)g(ohY, W) — g(ohY, ¢Z)g(¢hX, W)}
+ fe{n(X)n(02)g(hY, W) = n(Y)n(92)g(hX, W)
+9(hX,0Z)n(Y)g(§, W) — g(hY, 6 Z)n(X)g(&, W)},
de donde, usando (1.1.2), (1.1.7) y (1.1.4) y agrupando términos resulta
R(X,Y, Z,6W) + R(X,Y,$Z, W) =
= [i{g(Y, 2)g9(X, oW) — g(X, Z)g(Y, oW) + g(Y, 0Z)g(X, W) — g(X, $Z)g(Y, W)}
+ f2{9(X,02)g(Y, W) — g(Y,0Z)g(X, W) + g(X, Z)g(Y, W) — g(Y, Z)g(X, oW)}
+ f{g(Y, 2)g(hX, W) — (X, Z)g(hY, W) + g(hY, Z)g(X, oW) — g(hX, Z)g(Y, W)
+9(Y,02)g(hX, W) = g(X,0Z)g(hY, W) + g(hY, ¢Z)g(X, W) — g(hX, 0Z)g(Y, W)}
+2f5{9(hY, Z)g(hX, W) — g(hX, Z)g(hY, W)
= g(hX,0Z)g(hY,W) + g(hY, ¢Z)g(h X, W)}.
Bastarfa utilizar la definicién de P para obtener (2.1.5). O
Nota 2.1.12. El resultado anterior es la version para g.(k,p)-sf.’s de la ecuacion

(2.1.2) del Lema 2.1.10. St M(fi,..., fs) tuviera estructura Sasakiana, entonces h =0
(por el Teorema 1.2.6) y obtendriamos que

RIX,Y,Z, W)+ R(X,Y,6Z, W) = —(f1 — f-)P(X,Y, Z,W) (2.1.6)

para cualesquiera X, Y, Z, W ortogonales a . Comparando esta ecuacion con (2.1.2) y

usando P = P (por tener la variedad estructura de contacto) se deduce que f1— fo =1,
lo que ya sabiamos por el Teorema 2.1.4.

En el caso de los g.S.s.t’s, f1 = f5 = fo¢ = 0, asi que se obtendria directamente
(2.1.6) (Proposicion 3.14 de [2]).

Teorema 2.1.13. Si M(f1,..., fs) es un g.(k, u)-s.f., entonces

para cualesquiera campos X eY ortogonales a & y Z, W arbitrarios, dondei = 1,2,3,6.
Por tanto:

R(¢pX, Y, 02, oW ) — faRy(X, 9Y, 02, W) — f5R5(0X, ¢Y, ¢ Z, W)

2.1.8
:R(X,Y;Z,W)—f4R4(X,}/,Z,W)_f5R5(X,Y,Z,W> ( )
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Si M(f1,...,[fs) tiene estructura de contacto métrica, se cumple también que
Ry(¢X,0Y,0Z,oW) = —Ry(X,Y, Z, W),
R5 (X, 0Y,0Z,9W) = Rs(X,Y, Z, W),
luego:
R(¢X,0Y,0Z,0W) = R(X,Y, Z, W) — 2f4Ry(X,Y, Z, W). (2.1.9)
Demostracion. Dados X, Y ortogonales a &, tenemos que
Ri(0X, Y, 0Z, oW) = g(¢Y, 0Z)g(0 X, oW) — g(¢ X, 0Z)g(dY, W)
=9(Y, 2)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)
=R(X,)Y,Z, W),

Ry(6X, Y, 0Z,oW) = g(¢X, ¢*Z)g(¢*Y, ¢W) — g(8Y, ¢* Z)g(6° X, oW
+29(0X, 6°Y)g(¢°Z, W)
=9(X,02)g9(¢Y, W) — g(Y, 9Z)g(¢X, W)
+29(X, ¢Y)g(9Z, W)
= Ro(X,Y, Z, W),
R3(9X, Y, 02, W) = n(dX)n(6Z)g(¢Y, oW) — n(¢Y )n(¢Z)g(d X, W)
+ 9(¢X, 0Z)n(9Y)g(&, oW) — g(8Y, 6 Z)n(¢X)g(&, oW)
=0=R3(X,Y, Z, W),
Re(¢X, 0Y, 9Z, oW) = n(¢X)n(¢Z)g(heY, oW) — n(¢Y )n(¢2)g(hg X, oW)
+ 9(h¢ X, 0Z)n(¢Y)g(&, oW) — g(hoY, ¢ Z)n(6X)g(&, oW)
=0=Rs(X,Y,Z, W),
donde se han utilizado (1.1.2), (1.1.7) y (1.1.4). Esto prueba las ecuaciones (2.1.7),
mientras que (2.1.8) resulta trivialmente de (2.1.1) y (2.1.7).

Si M(f1,..., fs) tiene estructura de contacto métrica, entonces sabemos por el Lema
1.2.3 que ¢h = —h¢. Si ademas usamos que X, Y son ortogonales a &, obtenemos que:

Ry(¢X, Y, 0Z,9W) = g(¢Y, ¢0Z)g(h X, oW) — g(¢ X, 62)g(hoY, oW)
+ g(hdY, 0 2)g(¢ X, oW) — g(he X, 9 Z)g(dY, oW')
= —g(Y, Z)g(hX, W) + g(X, Z)g(hY, W)
—g(hY, Z)g(X, W) + g(hX, Z)g(Y, W)
= —Ry(X,Y, Z, W),
Rs(¢ X, 0Y,0Z,9W) = g(hoY, ¢Z)g(ho X, W) — g(ho X, 9Z)g(hoY, W)
+ 9(ohd X, ¢Z)g(dhoY, oW) — g(ohdY, $Z)g(pho X, W)
=g(hY,Z)g(hX, W) — g(hX, Z)g(hY, W)
+ g(ph X, Z)g(ohY, W) — g(ohY, Z)g(¢hX, W)
= Rs(X,Y, Z,W).
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Usando estas igualdades en (2.1.8) deducimos (2.1.9). O

Nota 2.1.14. El teorema anterior es la adaptacion para g.(k,p)-s.t.’s de la ecuacion
(2.1.3) del Lema 2.1.10. Si M(fi, ..., fs) tuviera estructura Sasakiana, entonces h =0
por el Teorema 1.2.6, luego Ry = Rs = 0 y los resultados coincidirian. En el caso de
los g.S.s.8s, fa= fs = fo =0, asi que se obtendria directamente (2.1.3) sin necesidad
de exigir condiciones adicionales (Proposicion 3.17 de [2]).

Debido a las propiedades de simetria del tensor R, podriamos cambiar en el enun-
ciado del teorema la hipdtesis “X,Y ortogonales a & y Z,W arbitrarios” por “Z,W
ortogonales a & y X, Y arbitrarios”.

Teorema 2.1.15. Si M(f1,..., fs) es un g.(k, n)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica, entonces

R(X,$X,Y,8Y) = R(X,Y.X,Y) + R(X,$Y. X, §Y)
—2(fi — o) P(X,Y,X,8Y) — 2f,P(X,Y,hX,6Y)

para cualesquiera campos X, Y ortogonales a &.

Demostracion. Dados X, Y ortogonales a &, sabemos por la Proposicion 3.18 de [2| que
el tensor de curvatura R de un ¢.S.s.f. M(f1, fo, f3) cumple

R(X,6X,Y,0Y) = R(X,Y,X,Y) + R(X,¢Y, X, ¢Y)
—2(f1 = )P(X,Y, X, 9Y).

Usando (1.1.4) y el hecho de que n(X) = n(Y) = 0 si X,Y son ortogonales a £ se
obtiene facilmente que

R6(X7 ¢X7 Ya ()bY) = RG(Xv Y7X7 Y) = RG(Xa (bYaX? ¢Y) =0.

Por tanto, dados X, Y campos cualesquiera ortogonales a &, el tensor de curvatura
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de un g.(k, p)-s.f. cumplira

R(X,6X,Y,¢Y) — R(X,Y,X,Y) — R(X, Y, X, ¢Y)
= =2(f1 — fo) P(X,Y, X, ¢Y)
+ fa{9(¢ X, Y)g(hX, 0Y) — g(X,Y)g(hd X, ¢Y)
+ g(h¢X,Y)g(X,9Y) — g(hX,Y)g(¢X, #Y)
(hX,Y) + g(X, X)g(hY,Y)
Y, X)g(X,Y)+ g(hX, X)g(Y,Y)
Y, X)g(hX,Y) + g(X, X)g(hoY, ¢Y)
g(ho X, X)g(X,8Y) + g(hX, X)g(8Y,¢Y)}
+ f5{9(he X, Y)g(hX,9Y) — g(hX,Y)g(ho X, ¢Y)
+ 9(ohX,Y)g(dho X, 9Y) — g(6hg X, Y)g(oh X, ¢Y')
— g(hY, X)g(hX,Y) + g(hX, X)g(hY,Y)
— g(ohX, X)g(dhY,Y) + g(dhY, X)g(¢hX,Y)
—9(
—g(

X)g
X
X

—g(Y,
—g(h
—9(¢
(h
h

heY, X)g(hX, oY) + g(hX, X)g(hoY, ¢Y)
ohX, X)g(ohoY, ¢Y) + g(0hdY, X)g(ohX, ¢Y )}

y teniendo en cuenta (1.1.7), (1.1.8) y el Lema 1.2.3 obtenemos

R(X,¢X,Y,¢Y) — R(X,Y,X,Y) — R(X,8Y, X, ¢Y)
= —2(f1 - fz)P(Xa Y, X, ¢Y)

—2f{9(X,9Y)g(hX, oY) + g(X,Y)g(hX,Y) — g(Y,Y)g(hX, X)}
= =2(fi = L)P(X,Y, X,9Y) = 2o P(X, Y, h X, ¢Y),

que es resultado que buscabamos. O

Nota 2.1.16. El resultado anterior es la version para g.(k,p)-s.f.’s de la ecuacion
(2.1.4) del Lema 2.1.10. Si M(f1, ..., f¢) tiene estructura Sasakiana, entonces sabemos
por el Teorema 1.2.6 que h = 0 y obtenemos que

R(X,9X,Y,¢Y) = R(X,Y, X,Y) + R(X, ¢Y, X, ¢Y)

_9(fy — B)P(X,Y. X, 6Y) (2.1.10)

para cualesquiera X,Y campos ortogonales a . Comparando esta ecuacion con (2.1.4)
y usando que P = P se deduce que f; — fo = 1, hecho ya sabido por el Teorema 2.1.4.

En el caso de los g.S.s.t.’s, fy = f5 = fo = 0, asi que se obtendria directamente
(2.1.10) (Proposicion 3.18 de [2]).
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2.2. g.(k,pu)-s.f.’s con estructura de contacto métrica

Hemos visto en la seccion anterior que si M(fi,..., fs) es un g.(k, p)-s.f. con
estructura de contacto métrica y f; — f3 = 1, entonces es Sasakiano. Ahora bien, esto
significa en particular que h = 0, luego nuestra variedad es un ¢.S.s.f. M(f1, f2, f3)
con estructura Sasakiana. Asi, si M es conexa y tiene dimensién mayor o igual que 5,
sabemos por [3| que las funciones f1, f2, f3 han de ser constantes.

Pero quedé abierto el problema de qué ocurre en el resto de los casos. ;Es posible
encontrar ejemplos de g.(k, p)-s.f.’s que tengan estructura de contacto métrica con
funciones no constantes? Demostraremos en esta seccion que esto no es posible si la
dimension es mayor o igual que 5, pero que existen ejemplos en dimension 3. Para ello
usaremos el concepto de (k, p)-espacio generalizado.

Recordamos que una variedad casi-contacto métrica M se dice un (k, j1)-espacio
generalizado si existen x y p funciones diferenciables tales que

R(X,Y)E = r{n(Y)X = n(X)Y} + p{n(Y)hX — n(X)hY}, (2.2.1)

para cualesquiera campos diferenciables X,Y en M, donde h es el operador definido
en la seccion de Preliminares. Si k y p son constantes, se les llama (k, ut)-espacios,
habiendo sido estudiados en primer lugar en [12]| con estructura de contacto métrica,
aunque todavia no eran denominados de esa forma.

Veamos primero que los g.(k, it)-s.f.’s con estructura de contacto métrica son va-
riedades de este tipo.

Teorema 2.2.1. Si M (f1,..., fs) es un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica,
entonces es un (K, t)-espacio generalizado, con k = f1 — fs y u = fa — fs-

Demostracion. Basta usar la definicion de g¢.(k, u)-s.f. y las propiedades de h en una
variedad de contacto métrica para obtener:

R(X,Y)E = (fr = fs){n(Y)X —n(X)Y} + (fa = fo){n(Y)hX —n(X)nY},
para todos X, Y. Il

Sabemos por los Teoremas 2.1.4 y 2.1.6 que un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., fe) con es-
tructura de contacto métrica es Sasakiano si y solo si k = f; — f3 = 1. Bajo las mismas
hipotesis, también sabemos que fo = f3 (Teorema 2.1.4) y que h = 0 (en una varie-
dad Sasakiana, ¢ es un campo de Killing y aplicamos el Teorema 1.2.6, luego podemos
tomar fy = f5 = fe = 0.

En el resto de esta seccion estudiaremos g¢.(k, p)-s.f.’s M(f1,..., fs) no-Sasakianos,
i.e., aquéllos con kK = f1— f3 # 1. En este caso, kK < 1, tal y como se deduce del siguiente
teorema de [12]:
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Teorema 2.2.2. Si M*"*! es un (k,u)-espacio con estructura de contacto métrica,
entonces k < 1. St k = 1, entonces h =0 y M es una variedad Sasakiana. St k < 1,
entonces M admite tres distribuciones integrables y ortogonales entre si, D(0), D(X) y

D(=)), determinadas por los autoespacios de h, donde X = /1 — k. Ademds,

R(X5\,Y\)Z_x = (k — w){9(oY\, Z_2) 0 X5 — g(6 X\, Z_»)0Y)},
R(X 5, Y_2)Zy = (k= ){g(9Yx, Z0)0 X\ — g(@ X\, Z0)Y 2},
R(X\, Y2 Z o\ = kg(0Xn, Z-2)9Y_x + png(9 X, Yor)0Z -y,

R(X\,Y_\)Zx = —rg(pY_x, Zx)9Xx — pug(dY_x, X2)9 2,

R(Xy\, YA)Zy = (2(L + A) — p){g(Yx, Z0) Xa — g(Xx, Z0)Va},
R(X_3,Yo0)Zon = (21 = A) = p){g(Yor, Zon) Xox — g(Xon, Zo0) Y0

donde X)\,Y)\,Z)\ € D()\) Y X_)\,Y_)\,Z_)\ S D(—A)

Nota 2.2.3. Por el Teorema anterior, para un (K, pu)-espacio con estructura de contacto
métrica es equivalente el ser “no-Sasakiano” y cumplir que Kk < 1, luego de aqui en
adelante usaremos ambas condiciones indistintamente.

Nota 2.2.4. Cuando escribimos que M es un (k, p)-espacio generalizado con estructura
de contacto métrica y k < 1 queremos decir que la funcion k cumple la condicion en
todo punto de M. Ello no supone ninguna condicion extra en el caso de que la variedad
sea de dimension mayor o igual que 5 por el Teorema 2.2.7, que presentaremos mds
adelante. En dimension 3, bastaria tomar B = {p € M /| k(p) = 1} y redefinir M
como M — B, que seria subconjunto abierto de M y por tanto también variedad.

En [43] se prueban los siguientes resultados, el primero de los cuales fue la inspira-
cion para la definicion de los g.(k, p)-s.f.’s:

Teorema 2.2.5. Sea M un (k,p)-espacio con estructura de contacto métrica y di-
mension mayor o igual que 5. Si la curvatura ¢-seccional en cualquier punto de M es
independiente de la eleccion de la ¢-seccion en ese punto, entonces es constante en M
y el tensor de curvatura viene dado por

F+3 F—-1 F+3

1
R = (T) Ry + <T> Ry + <T - Fé) R3+R4+§R5+(1 — )R, (2.2.8)

donde F' es la curvatura ¢-seccional constante. Ademds, si k # 1, entonces = Kk + 1
y F=-2rk—1.

Teorema 2.2.6. Sea M un (k,p)-espacio con estructura de contacto métrica no-
Sasakiana y dimension mayor o igual que 5. Entonces M tiene curvatura ¢-seccional
constante si y solo st p =K+ 1.

También tenemos los siguientes teoremas, probados en [46]:
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Teorema 2.2.7. Si M*" es un (k, p)-espacio generalizado con estructura de contacto
métrica no-Sasakiana y dimension mayor o igual que 5, entonces las funciones Kk y
son constantes, i.e., M*" ™! es un (k, u)-espacio.

Teorema 2.2.8. Sea M un (k, pu)-espacio generalizado con estructura de contacto mé-
trica no-Sasakiana. Si Kk y p satisfacen la condicion ak+by = ¢ (con a,b, ¢ constantes),
entonces K y [ son constantes.

Aplicando los resultados anteriores a un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., fs) con estructura
de contacto métrica, obtenemos:

Teorema 2.2.9. Si M(f1,..., f¢) es un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica
no-Sasakiana y a(fi — f3) +b(f1— f6) = ¢ (a,b,c constantes), entonces f1 — f3 y fa— fo
son constantes.

Demostracion. Obviamente bastaria usar los Teoremas 2.2.1 y 2.2.8. [

Asimismo, podemos probar la unicidad del tensor R de un g.(x, pt)-s.f. de dimension
mayor o igual que 5 bajo determinadas hipotesis.

Lema 2.2.10. Si M(f1,..., fe) es un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica,
k= f1— f3 <1y de dimension mayor o iqual que 5, entonces la escritura de su tensor
de curvatura es unica.

Demostracion. Supongamos que el tensor de curvatura de un g.(k, p)-s.f. puede escri-
birse como

R = fiR + foRy + f3Ra+ faRs + f5Rs + f6Rs

R=fIRi+ foRo+ fsRy+ fiRa+ i Rs + f¢ Rs.

Entonces tenemos en particular que

(i DR+ (fo— f3)Re + (fs — f3) R4
+ (fa = fI)Ra+ (fs — f5)Rs + (fs — f5)Re)(X,Y)Z =0,

para todos X, Y, Z campos en M.

Ademés, sabemos por el Teorema 2.2.1 que M es a la vez un (f1 — f3, f1— f¢)-espacio
generalizado y un (fy — f3, fi — f&)-espacio generalizado, luego f1 — fs = ff — f5 vy
fa— fo = fi — fi. Aplicando el Teorema 2.2.7 obtenemos que f; — fs, f4 — f¢ son
constantes, luego M es un (f; — f3, fs — fs)-espacio y aplicando el Teorema 2.2.2
obtenemos que TM = D(0) & D(A) & D(—\), donde A = /1 — f1 + f3 > 0.

Si elegimos en (2.2.9) campos X,Y € D(\) unitarios y ortogonales entre si (posible
porque la dimension es mayor o igual que 5) y Z = ¢.X, obtenemos que:

—(fa=F3)+ (fs = fa)XN =0. (2.2.10)

(2.2.9)
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Tomando ahora X,Z € D(—\) campos unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢Z,
conseguimos:

—(fo=1£3) = (fs = )N =0 (2.2.11)
Para campos X,Y € D(\) unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢.X, resulta:
fa—f3=0. (2.2.12)
Si tomamos ahora X = Z € D(\) unitario e Y = ¢ X, se sigue que:
(fi—=f)+3(f2—f3)=0. (2.2.13)

De (2.2.9) conseguimos las dos ecuaciones siguientes para elecciones X,Y € D(\)
unitarios y ortogonales entre si, Z = X; y X, Y € D(—)\) unitarios y ortogonales entre
si, Z =Y, respectivamente:

—(fi = 1) = 2M(fa = f2) = N(fs = f5)
(fi = f1) = 2Mfa = f1) + X (fs — £3)

Si reunimos las ecuaciones (2.2.10)-(2.2.15), obtenemos el siguiente sistema:

—(fo=f3)+ (s = )N =
~(fo=f3) = (fs = )N =
fo— 15 =
hi=ff+3(=f) =
—(fi=f1) =2Mfa = fD) = N(fs = f3) =
(fi— ) =2Xfa— D)+ X(fs— f2) = J
Como A > 0, obtenemos que
flzfika f2:f;7 f4:f1a f5:f5*
Ademas, sabiamos que k = f1 — f3 = f{ — fi y que p = f1s — fo = fi — [, luego
fs=1,  fe=fs-

Concluimos por tanto que la escritura del tensor de curvatura de Riemann R es
unica. [

0, (2.2.14)
0, (2.2.15)

)

O O O O OO

En particular, de este lema se deduce:

Corolario 2.2.11. Si M(f1,..., f¢) es un g.(k, p)-s.f. de dimensidn mayor o igual que
5 con estructura de contacto métrica y k = f1 — f3 < 1, entonces M es llana si y sdlo
si f; =0 para todov=1,...,6.
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Demostracion. Si M es llana, R admite una escritura con funciones nulas, que por el
Lema 2.2.10 es tinica. El reciproco es trivial. Il

Finalmente probamos el siguiente teorema, en el que demostramos en particular
que las funciones de un g.(k, p)-s.f. de dimension mayor o igual que 5 y estructura de
contacto métrica no-Sasakiana son constantes y estan relacionadas entre si. El reciproco
se obtendra como consecuencia directa del Teorema 2.2.5.

Teorema 2.2.12. Sea M (f1,..., f¢) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto métrica.
S1 M es no-Sasakiano y de dimension mayor o igual que 5, entonces tiene curvatura
¢-seccional constante F' y se verifican las siguientes expresiones:

fo+1 fo—1 3fe+1
fi= 5 0 2T T f3= 5
Ja=1, f5= %, fe = constante > —1,
K= —f6 = constante < 1, (2.2.16)
W= 1—fs = constante < 2,
F= 2f6 — 1 = constante > —3.

Es decir, M es un (—fs, 1 — fo)-espacio con curvatura ¢-seccional constante F' = 2 fg—
1> -3.

Reciprocamente, sea M una variedad de contacto métrica de dimension mayor o
igual que 5. Si M es un (—fe, 1 — fg)-espacio con curvatura ¢-seccional constante F' =
2fs — 1 > =3, entonces es un g.(k,p)-s.f. M(fi,..., fs) no-Sasakiano, con estructura
de contacto métrica y cuyas funciones verifican las ecuaciones (2.2.16).

Demostracion. Sabemos por el Teorema 2.2.1 que M es un (f; — f3, f1 — fs)-espacio
generalizado y, por el Teorema 2.2.7 que f; — f3, f4 — fs son constantes. Luego M es
un (f1 — fs, fa — fs)-espacio y aplicando el Teorema 2.2.2 obtenemos que el tensor
de curvatura cumple las ecuaciones (2.2.2)-(2.2.7) para k = f1 — f3 , u = fi — fs,
X)\,Y)\, Zy € D()\) y X,,\,Y,)\, Z_y € D(—)\)

R(Xo, YA)Z = (fi — f3 = fa+ fe)lg(@Yn, Z-2)pXx — g(¢ X, Z_\) YA},
R(X 2, Y22y = (i = fs = fa+ f6){g(oYr, Z0)9 X — g(¢ X x, Z2)dY-2},
R(Xx, Y_\)Z_x = (f1 — f3)9(0Xx, Z_2)dY_x + (fs — f6)9(0 X, Y_2)PZ_3,

R(X5,Y_0) 2y = =(f1 = f3)9(9Y_x, Z3)0 X\ — (f1 — f6)g(dY_x, X)) 9 Z),

R(X\,Y2)Zx = (1 + V1 = fi+ f3) = fa+ fo)lg(Ya, Z0) Xa — g(X, Zx)Ya},
R(X Y 0)Z oy = U= V1T= fi+ fs) = fa+ f){g(Yor, Z)X 53— g(Xx, Z0)Y 0}

Por otra parte, gracias a la expresion que tiene el tensor de curvatura de un g.(k, u)-
s.f. v al hecho de que estamos trabajando en una variedad de contacto métrica, obte-
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nemeos:

R(X\,Ya)Zx = (fo— fs(1 = fr + fs){yg
R(X_\,Y_\)Zx = (fo— fs(1 = fi + fs)){g
R(X5\ Yo Zox = =(fa+ f5s(1 = f1+ [3))9(6Xx, Z-3)9Y_\ = 2fag(dXn, Y_3)9Z

+ (fr = (1= fi 4+ f3))g(Yor, Z-5) X,
R(X5,Y_2)Zx = (fa+ f5(1 = fi + f3))9(0Y_x, ZX) X\ + 2fo9(dY_x, X2)pZ\
+ (=i + fs(1 = fr+ f3))g(Xx, Z0) Y-,

R(X5,Y3)20 = (i fs(1 = fi+ fo) + 20/ T= Ji + Js)
x {g(Ya, Z)) X — g(X, Zy)Ya},

RO\ Yo Zon = (fi+ (0= fit o) = 2f/T= i+ Jo)
X {g(y_/\, Z_A)X_,\ — g(X_)\, Z_)\)Y_A}.

(6Y, Z_2)9p X\ — g(d Xy, Z_»)dYr},
(OY_x, Zx)p X\ — g(0X_x, Z))dY_ )},

Igualando los dos conjuntos de ecuaciones conseguimos:

(fl —fa—fat+ fﬁ){g(¢YAa Z—/\)¢X/\ - 9(¢XA> Z—/\)¢Y/\} =
= (fo— fs(1 = fi + fs)){g(@Ys, Z_2)dXx — g(0 X, Z_x)pYA},

(fi = fa— fa+ fo){g(dY_r, Z0)0 X 5 — g(6X_x, Z\)9Y_2} =
= (fo— fs(1 = fi + f5)){g(oY-r, Z0)p X _x — g(6X_»x, Zx)PY_1},

(fi = £3)9(9 X\, Z2)dY_x + (fa — f6)g9(p X\, YN )9Z 5 =
= —(fot+ fs(1 = fi + [3))9(d X\, Z_2)dY_\ — 2fo9(0 X, Y_2)0Z_\+  (2.2.19)
+ (i = fs(1 = fi + f3))g(Y_x, Z_\) X,

— (f1 = [3)9(dY_x, Zx) X — (fa — fo6)g(dY_x, X2)9Z\ =
= (fo+ fs(1 = fi+ f3))9(dY_x, Z0) 0 X + 2fo9(pY_r, X2) P Z\+ (2.2.20)
+ (=fi+ f5(1 = fi+ f3))9(Xnx, Zy)Y_,
QA+ V1= fi+ f3) = fat fo){g(Ya, Z0) X0 — g(Xn, Z)Ya} =
=i+ (L= fi+ fs) +2fa/1 = fi 4+ f3){g(Yn, Z0) Xx — 9(X», Z0)Ya},

A= V1=fi+ f3) = fat+ fe){g(Yor, Z )X x —g(Xn, ZN)Y 0} =

=(fi+ (1= fi+f3) =2fa/1 = fi+ fa){g(Yor, Z_x) X\ — g(X_\, Z20)Y10 )
(2.2.22)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.21)

Como la dimension es mayor o igual que 5, podemos tomar en la ecuacion (2.2.17)
X, e Y, ortogonales y unitarios, asi que si Z_, = ¢.X, obtenemos

(fi = fa = fat fo)(=oYn) = (fo — fs(1 = fr + f3))(—0Y))
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y deducimos que
fi—fa—fatfo=Fo—fs(1 = fi+ f3) (2.2.23)

Analogamente, podemos tomar en la ecuacion (2.2.18) X_, e Y_, ortogonales. Asi,
si Zy = ¢ X _, obtenemos la misma ecuacién que antes.

De (2.2.19) conseguimos tres ecuaciones, dependiendo de la eleccion que hagamos.
Si tomamos Y_, y Z_, ortogonales y unitarios y X, = ¢Z_), obtenemos:

—(fi = f3) = fa+ f5(1 = fi + fa). (2.2.24)
Para Y_) y Z_, ortogonales y unitarios y X, = ¢Y_,, resulta:
—(fa—fo) =2f2 (2.2.25)
Si tomamos ahora Y_, = Z_, unitarios y X, = ¢Y_,, se sigue que:
—(fi = f3) = (fa—fo) = f1 + 3fo. (2.2.26)

De (2.2.20) conseguimos las tres ecuaciones anteriores para elecciones X, L Z,,
Y_)\ = ¢Z)\; X)\ 1 Z)\,Y_A = qbX)\ y X>\ = Z)\,Y_A = qbX)\, respectivamente.
En (2.2.21) escogemos X, = Z) L Y) unitarios y obtenemos

l—fit+fs)=fatfo=fi+ (1= fit+fs) +2fa/1 = fi+ f5. (2.2.27)

Por tltimo, si en (2.2.22) tomamos Y_, = Z_, L X_, unitarios resulta

20=V1-fi+fa)=fat fos=fi+t (0= fi+fa)=2fu/1—fi+ f5. (2.2.28)

Si reunimos las ecuaciones (2.2.23)-(2.2.28) y las ordenamos, obtendremos el si-
guiente sistema compatible indeterminado

fi—fo—fa—fat+fet+ fs(1—fi+f3) =

it fo—fa+ fs(L—=fi+ f3)

2fo+ fa— Jo

2f1+3fa— fa+ fa—Jo

A=A+ f)F2fu—DVI=fit fas+ fi+fa—fe—2
FA=fitf)+20—fovi—fi+ s+ fi+fa—fo—2 = )

cuya solucion es:

I
coocoocoo
NV

_fﬁ"’l _f6_1 _3f6+1
fl_ 9 ’ f2_ 9 ) f3_ 2 )
1
Ji=1, J5s = > fe arbitraria.

25



Luego k =fi—fa=—fo, n=Ja—fe=1—foy F'= f1 +3f» =2fs — 1. Ahora
bien, sabiamos que x es una constante menor que 1, luego fs es una constante mayor
que —1 y obtenemos asi el resultado buscado.

Probaremos ahora el reciproco. Dado un (—fs,1 — fg)-espacio con estructura de
contacto métrica, dimensién mayor o igual que 5 y curvatura ¢-seccional F' = 2fg—1 >
—3, resulta entonces que fg debe ser una funcion constante mayor que —1. Basta aplicar
ahora el Teorema 2.2.5 con F' = 2fs — 1 para obtener que la variedad tiene tensor de
curvatura

f6+1R1+f6_1 3fe+1

2 2

luego es un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., f¢) con estructura de contacto métrica y funciones
fi,..., fe cumpliendo las ecuaciones del enunciado. Es obvio que el espacio es no-
Sasakiano porque Kk = f; — f3 = —fg < 1. m

R = Ry +

1
Ry + Ry+ 3Rs + JoRs, (2.2.29)

Nota 2.2.13. Observamos que f4, f5 # 0, luego no hay ejemplos de g.S.s.f.’s que sean
no-Sasakianos y de dimension mayor o igual que 5 (algo ya visto en [3]).

Ejemplo 2.2.14. Daremos ahora un método para construir (—fs, 1 — fs)-espacios con
estructura de contacto métrica, dimension mayor o iqual que 5 y curvatura ¢-seccional
F = 2f¢ — 1 para cada funcion fg constante y mayor que —1, que sabemos por el
teorema anterior que serdn ejemplos de g.(k, p)-s.t.’s M(f1,..., fs) con estructura de
contacto métrica:

Sea M*"*(n > 1) una variedad con curvatura seccional constante ¢ > —1 y distinta
de 1. Entonces su fibrado tangente esférico con la métrica usual, (TYM, ¢1,&1,m, 01),
es un (K, pu)-espacio con estructura de contacto métrica, donde Kk = ¢(2 —c) # 1 y
= —2c <2 (Teorema j de [12]).

Mediante una transformacion D,-homotética (donde a es una constante positiva)

S — - 1
obtenemos (Tle ¢7§ﬂﬁ7 g)) con gb = ¢17§ = aglvﬁ =amy g = ag + (I(CL - 1)771 ® m.
Sabemos gracias a [12] que esta variedad es un (R, i)-espacio con estructura de contacto

s . kt+ad =1 . pt2a—-2
métrica, dondeﬁ:T#lyu:—.

_9 o
Si elegimos a = H—2 > 0, entonces w =K+ 1 y (1M, $,£,7,9) tiene curvatura

¢-seccional constante F = —(K + i) en virtud de los Teoremas 2.2.5 y 2.2.6.
Por tanto, K = —fe,mn=1—fs y F =2fs — 1 si y sdlo si

(3 = fo)c* + (10 + 2fg)c + (3 — fo) = 0.

Si fo = 3, esta ecuacion tiene solucion ¢ = 0, que en particular es mayor que —1 y
distinta de 1. Si fg # 3, entonces la ecuacion tiene soluciones reales distintas de 1

5 fot AT F 1
‘- 3— fo ’
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por ser fg mayor que —1. Ademds, si tomamos la raiz positiva se comprueba que ¢ es
también mayor que —1. Asi que hemos conseguido ejemplos de (—fs, 1 — fo)-espacios
con las condiciones buscadas para toda fg > —1.

El Teorema 2.2.12 también se puede demostrar aplicando el Teorema 2.2.5. En efec-
to, si M(f1,..., fe) es un ¢.(k, u)-s.f. con estructura de contacto métrica y dimension
mayor o igual que 5, entonces M es un (k, p)-espacio con k = fi — fs < ly pu= fi— fs
constantes en virtud de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.7. Ademaés, sabemos por el Teorema,
2.1.8 que su curvatura ¢-seccional es F' = f; + 3 f2, luego no depende de la eleccion de
la ¢-seccion en cada punto y podemos aplicar el Teorema 2.2.5, del que obtenemos que
F' es constante en M y el tensor de curvatura tiene la forma:

F+3 F-1 F+3
R = + R2+( +

1
e - 1 —
1 Ry + 1 1 /f> R3+R4+2R5+( 1) R,
donde Kk = fi — fs < 1, u = fs — foe v FF = f1 + 3f2 son constantes. Como k < 1,
entonces u = k+1=fi—f3+1y F=-2k—1=—-2f; +2f3 — 1 y el tensor se
escribiria

—fitfs+1l  —fitfs—1_  —=3fi+3fz+1 1
htfstly —htfi-1p,  —3fi+3f Ryt Rat SRot (— fi+ f3) Ro.

f= 9 9 2 2

Comparando la forma del tensor R en (2.1.1) con la expresion anterior, sabemos
por la unicidad de la escritura del tensor de curvatura en dimensién mayor o igual que
5 (Lema 2.2.10) que:

fi= #; fa=1,
R £ I
fy= NEShEL fo= i+
De donde volvemos a obtener los mismos valores de fi,..., fs que en (2.2.16). El

resto de constantes se consiguen de k = f; — f3 < 1 (que implica fg > —1), u= fi— fs
y F'=fi+3f.

. Qué podemos decir si dimM = 37 Primero veremos que la escritura del tensor de
curvatura de un g¢.(k, p)-s.f. de dimensioén 3 que tenga estructura de contacto métrica
no es unica. Esto contrasta con lo que ocurre en dimension mayor o igual que 5, donde
sabemos por el Lema 2.2.10 que si lo era.

Utilizaremos para ello el siguiente lema, que aparece en [45].
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Lema 2.2.15. Si M3 un (k, u)-espacio generalizado de contacto métrico, entonces
h? = (k — 1)¢°.
Si ademds k < 1, sabemos que existe en todo punto una ¢-base {X, ¢ X, &} tal que
hX = AX, hoX = - pX, h§ =0,
donde \ = /1 — k.
Denotaremos a la ¢-base del Lema anterior h-base.

Teorema 2.2.16. Sea M3(fy,..., fs) un g.(k,p)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica tal que kK < 1. St su tensor de curvatura puede escribirse simultdineamente como

R = fiRi + faBRo + f3Rs + faRa + f5Rs + feRs (2.2.30)

R=fiRi+ fsRo + f3Rs + fi Ry + fiRs + fi R, (2.2.31)

entonces las funciones f; y f, i =1,...,6, estan relacionadas de la forma siguiente:

F=h+f L=L-f/3 [fi=f+]
fi=h+f fi=rfe+ 7,

donde f y f son funciones diferenciables en M.

(2.2.32)

Demostracion. Por el Teorema 2.2.1 y el Lema 2.2.15, podemos tomar una h-base
{X, X, £} Si calculamos ahora K (X, §), K(¢X,£) vy K(X,¢X) usando tanto (2.2.30)
como (2.2.31), obtenemos que

K(X,9X) = fi+3f = fi +3f3,
K(X,8) = fi—fs+(fa— fo)g(hX, X) = f7 — f5 + (fi — fs)9(hX, X),
K(¢X,8) = fi — f3 = (fa— fo)g(hX, X) = f{ — f3 — (fi — f5)9(hX, X),

en virtud de las Proposiciones 2.1.7 y 2.1.8 y del Corolario 2.1.9.
Como hemos tomado una h-base,

ghX, X)=V1—-rkg(X,X)=vV1—£k>0.

Sumando y restando las dos tltimas ecuaciones resulta entonces el siguiente sistema
compatible indeterminado

fT=f)+3(f5-f) = 0
(fi=h)—(f5—fs) =
(fi—f)—-(fs—f) = 0

cuya solucion general puede escribirse como (2.2.32). O

e}
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Nota 2.2.17. En las condiciones del teorema anterior, si k = f1 — f3 = 1, entonces
M? es Sasakiana y por tanto un g.S.s.f. M(fy, fo, f3). P. Alegre y A. Carriazo prueban
en [3] que la relacion existente entre las funciones vendria dada por

fi=h+f f=L-Ff3 f=K+]
donde f es una funcion diferenciable en M.

Nota 2.2.18. También podemos preguntarnos qué relacion tienen f5 y fZ bajo las
condiciones del teorema anterior, ya que no aparecen entre las relaciones del enunciado.
Ello se debe a que el Rs = 0 si M3 tiene estructura de contacto métrica, luego podemos
tomar f5 y fi funciones arbitrarias, como veremos en los prozimos Lema y Teorema
respectivamente.

Veremos a continuacion que el reciproco del Teorema 2.2.16 también es cierto. Para
ello presentaremos primero un lema técnico:

Lema 2.2.19. Sea M? una variedad casi-contacto métrica. Entonces se cumple que:
Ry = 3(R; + R3). (2.2.33)
Si ademds M? tiene estructura de contacto métrica, entonces:

R; =0, (2.2.34)
R¢ = —Ry. (2.2.35)
Demostracion. Para obtener (2.2.33) basta realizar los calculos correspondientes utili-
zando una ¢-base. Para las otras dos ecuaciones necesitamos la hipotesis de contacto

meétrico para poder usar que h es un operador simétrico y que anticonmuta con ¢ (por
el Lema 1.2.3). ]

Teorema 2.2.20. Sea M3(fy,..., fs) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. St definimos las funciones f7, f3, f35, [{, f¢ como en (2.2.32) para ciertas fun-
ciones f,f en M y tomamos fZ arbitraria, entonces M?> es también un g.(k, u)-s.f.

MP(fY, o 1)

Demostracion. Si usamos la definicion de g.(k, p)-s.f. y (2.2.32) tenemos:

6 6
R=Y fiRi=> fiRi+ (f(—R1 + %R'z — Rg) = f(Ra+ R) + (fs — f5*)35) :
=1 i=1

Para obtener (2.2.31) serfa suficiente aplicar el Lema 2.2.19. O

Ahora bien, aunque la escritura de R no sea unica, podemos elegir una destacada:
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Corolario 2.2.21. Sea M3(f1,..., fs) un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. Entonces su tensor de curvatura puede escribirse como

R=fiRi+ f3Rs + fi Ry,
es decir, es también un espacio M3(f7,0, f3, £,0,0), donde

fi=h+3f [i=f+3fk [fi=f—/T-
Demostracion. Bastaria usar el teorema anterior con f = 3fy, f = —fsy f& =0. O

Nota 2.2.22. Si queremos considerar una forma unica del tensor de curvatura de un
g.(k, p)-s.f. de dimension 38 y estructura de contacto métrica, elegiremos R satisfaciendo
fs = fz = f& =0y diremos que tiene forma canonica.

Ya probamos que si un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., fs) tiene estructura de contacto mé-
trica y fi — f3 = 1, entonces el espacio es Sasakiano. Si f; — fs = 0, sabemos por el
corolario anterior que el espacio puede escribirse como M (f;,0, f5,0,0,0), luego es un
g.5.s.f. con estructura de contacto métrica (ya estudiados en [3]).

D. Blair, T. Koufogiorgos y V. J. Papantoniou clasificaron en [12] los (k, f)-espacios
con estructura de contacto métrica y dimension 3 mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.2.23. Si M es un (k, p)-espacio con estructura de contacto métrica y
dimension 3, entonces M es o Sasakiano (k = 1,h = 0) o localmente isométrico a uno
de los siguientes grupos de Lie con métrica invariante a izquierda: SU(2) (o SO(3) ),
SL(2,R) (0 O(1,2) ), E(2) (grupo de los movimientos rigidos en un 2-espacio euclideo)
o E(1,1) (grupo de los movimientos rigidos en un 2-espacio de Minkowsksi).

Es mds, esta estructura puede ocurrir en los siguientes casos:

-mﬂmoSOB)m1—A—g>oy1+A—g>o.

1—A—g<og/1+A—§>o
« SL(2,R) 0 0(1,2) si { ¢
1—A—%<0@;1+A—g<0

-E@)ml—A—§:Oyu<2

-EGJ)%1+A—g:0yu>2

Ahora utilizamos los Teoremas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.23 para probar el siguiente resul-
tado:
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Teorema 2.2.24. Sea M3(fy,..., fs) un g.(k,u)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. Si fi1 — fs £ 1y fy — fe son constantes, entonces M cumple que

2 +3fe—fa+ fa—fs =0,

y es localmente isométrico a uno de los siquientes grupos de Lie con métrica invariante
a izquierda: SU(2) (0 SO(3)), SL(2,R) (0 O(1,2)), E(2) (grupo de los movimientos
rigidos en un 2-espacio euclideo) o E(1,1) (grupo de los movimientos rigidos en un
2-espacio de Minkowski).

Es mds, esta estructura puede ocurrir en los siguientes casos:

.&ﬂmoSO@)ml—A—g>oy1+A—g>o.

1—)\—g<0 Yy 1+>\—g>0
» SL(2,R) 0 O(1,2) si 3 ¢
1—A—§<03/1+A—g<0

-E@)ml—k—g:Oyu<2

-EGJ)%1+A—5:Oyu>2

donde k = f1 — f3, \=+V1—Krk ypu=—-2f —3fs + fs.

Demostracion. Si fi— f3 # 1y fi— fs son constantes, entonces tenemos por el Teorema
2.2.1 que M es un (k, pi)-espacio con k = fi—f3 # 1y p = fi— fs. Aplicamos el Teorema
2.2.2 y obtenemos que R, el tensor de curvatura de M, debe cumplir las 6 ecuaciones
(2.2.2)-(2.2.7). Si sustituimos en ellas la forma que tiene R en un g.(k, jt)-s.f., veremos
que las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) no aportan informacion porque

G(dYn, Z_3)d X\ — g(d X, Z_2)0Y\ = 0 = g(@Y_x, Zx)0X_\ — g(¢X_x, Z»)pY .

Ello se debe a que la variedad M es de dimension 3, luego dimD () = dimD(—)\) = 1.
Por tanto, dados ¢X, ¢Yy, Z_\ € D(—A), podemos escribir ¢ X\ = p1Z_\ y oY) =
p2Z_y, para ciertas funciones p; y po. Sustituyendo, obtenemos que

9(OYN, Z_\) X\ — g(dXn, Z_\)OYx = p1p2g(Z_x, Z_\)Z_» — p1p29(Z_, Z_\)Z_» = 0.

La otra igualdad se obtiene de forma analoga.
Las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7) tampoco son utiles porque

IV, Zx) X — g(X, Z3)YA = 0= g(Y_x, Z_0) X5 — g(X_\, Z-0) Yo
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En efecto, si X, Y, Zyx € D()\), entonces podemos escribir Yy = p3 X, y Z) = paX),
para ciertas funciones p3 y p4, y obtenemos que

gV, Zx) X — g(Xa, Z3)Yx = p3pag(Xa, Xa) Xn — p3pag( Xy, X5) Xy = 0.

La otra igualdad se prueba andlogamente.
Si tomamos en (2.2.30) Y_, = Z_ unitarios y X\ = ¢Y_,, entonces —(f; — f3) —

(fa—fo) = f1 +3fa

Si tomamos ahora en (2.2.5) X, = Z, unitarios e Y_), = ¢X,, entonces obtenemos

de nuevo —(f1 — f3) — (fs — fo) = f1 + 3 /o
De aqui se obtiene directamente que 2f1+3fo—f3+fa—f6 =0y u = —2f1—3fo+ f3.
Bastaria aplicar el Teorema 2.2.23 para obtener el resto del enunciado. O

Nota 2.2.25. La férmula del teorema anterior generaliza la ecuacion (3.5.9) de [3], que
era cierta para g.5.s.f.s M3(f1, fa, f3) con estructura de contacto métrica no-Sasakiana.

D. E. Blair, T. Koufogiorgos y R. Sharma estudiaron en [13| las variedades de
contacto métricas que cumplen Q¢ = ¢ y obtuvieron la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.26. Dada una variedad de contacto métrica (M3, ¢,€,1m,9), las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) M es n-FEinstein,
(1) Qo = oQ,

(i11) M es un (k,0)-espacio, para cierta constante K,

donde Q) denota el operador de Ricci.

Recordemos que una variedad n-Finstein es una variedad de contacto métrico cum-

pliendo
Q=al +n®E,

donde a, b son funciones diferenciables en M.

Gracias al Teorema 2.2.1, sabemos que un ¢.(k, p)-s.f. M(f1,..., fs) con estructura
de contacto métrica cumple la condicion (iii) siy sélo si f1— f3 es constante y fy— fg = 0.
Comprobaremos a continuacion cuando se cumplen las condiciones (i) y (ii), para lo
que primero hallaremos Q:

Proposicion 2.2.27. Sea M*"L(fy, ..., f¢) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Entonces el operador de Ricci Q) viene dado por:

Q=Cnfi+3fa=fs)[ = Bfa+ Cn—1)fs)n@&+ ((2n—1)fa— fo)h.  (2.2.36)

Si, ademds, suponemos que k = f1 — f3 # 1 y p = fy— fe son constantes, entonces
M es un (K, p)-espacio no-Sasakiano y

Q=02n—-1)—nu) I+ 21 —n)+n2+p))n@&+ (2(n — 1)+ p)h.  (2.2.37)
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Demostracién. Tomamos una ¢-base {e1,...,e,, der, ..., e, EFen M*H(f . .. fe).
Entonces, en virtud de (2.1.1):
R(X,e;)e; = fi{X — g(X, ei)es} + 3f29(X, dei)pe; — fan(X)E
+ fu{hX — g(X, e;))he; + g(he;, ) X — g(hX, e;)e; }
+ f5{g(he;, e;)hX — g(hX, e;)he; — g(hX, de;)phe; + g(he;, pe;)ph X }
- fﬁg(heia ei)U(X)f>
R(X, dei)pe; = [1{X — g(X, pei)peit + 3fog(X, e;)e; — fan(X)E
+ fi{hX — g(X, dei)hge; — g(hei, €)X — g(hX, de;)ge;}
+ fs{—g(he;,e;)h X + g(hX, pe;)phe; + g(hX, e;)he; — g(he;, pe;)ph X}
+ fog(hes, e;)n(X)E,
R(X, ¢ = (fi = sHX = n(X)E} + (fa — fo)hX

Luego

QX = ZRX e eZ+ZRX de;)pe; + R(X,€)E =

=1

= fifnX - Zg()@ ei)e; +nX — Zg(X, gei)pe; + X —n(X)&}
i=1 =1

+3f{)_(9(X, dei)ge; + g(X, e)e:)}

=1

— fa{nn(X)€ + nn(X)€ + X — n(X)E}

+ fa{nhX + Z (X, e;)he; + g(he;, e;) X — g(hX, e;)e;)

+nhX + Z (X, gei)he; — glhes, e) X — g(hX, de;)de;) + hX}

i=1

+ f5{z<9(h€z'7 ei)h X — g(hX,e;)he; — g(hX, ge;)dhe; + g(he;, de;)phX)

=1

+ Z g(he;, e;)hX + g(hX, pe;)dhe; + g(hX, e;)he; — g(he;, pe;)phX)}

+f6{z heuez +g heuez)) (X)é_hX}:

donde usamos el Lema 1.2.3 y el hecho de que podemos escribir hX tanto como

n n

WX = (g(hX, e)ei + g(hX, de)de; + g(hX,6)€) = > (g(hX, e;)ei + g(hX, de;)ge:)

i=1 i=1
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CcOomo

hX =h (Z(Q(Xa ei)ei + g(X, dei)pe; + g(X, §)§)> =) (9(X, e)he; + g(X, dei)hoes),

i=1 i=1
obteniendo

QX = 2fiX +3f{X — n(X)E} — f5{X + (20 — Un(X)E} + (20 — 1) fihX — fghX
=@2nfi+3fa = f3)X = Bfa+ (2n = 1) fz)n(X)§ + ((2n — 1) fs — fo)h X,

para todo X.

Sik=fi—fs# 1y u= fi— f¢ son constantes, entonces M es un (x, j1)-espacio no-
Sasakiano. Si su dimension es mayor o igual que 5, se cumplen las ecuaciones (2.2.16)
en virtud del Teorema 2.2.12 y obtenemos:

+1 -1 3fs+1

=n(fo+1)—2=n(l-p+1)—2=2(n—-1)—ny,

~3fy — fs(2n — 1) = _3f62— L 3f62+ 1

=n(—2fs—fo) +2—n=n2k+p—-1)+2—-n=
=n(26+p) +2—-2n=2(1 —n) +n(2c + p),
fiCn—1)—fs=2n—14+p—1=2(n—1)+ L.

(2n—1)=-3nfs+2—n=

Si la dimension de M es 3 (n = 1), entonces sabemos que 2f; +3fo — fs+ fus — fe =0
por el Teorema 2.2.24, luego:

2fi+3fa— fa=—(fa— fo) = — 1,
—3fo—f3=2f —2fs+ fa—foe =2+ p
f4_f6:,u7

como queriamos demostrar. Il

Nota 2.2.28. La proposicion anterior generaliza el Teorema 3.8 de [3], que se demostrd
para g.8.8.f.’s. En [12] se prueba que la expresion (2.2.37) es cierta para todo (k,pu)-
espacio con estructura de contacto métrica y dimension 2n+ 1 con k < 1.

Nota 2.2.29. Podemos observar que del resultado anterior se deduce que si
M*H(f1, . fe) es un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica con h # 0,
entonces es n-Einstein si y solo f4(2n — 1) — f¢ = 0. En particular, M>(fi,..., f¢) con
h # 0 cumple la condicion (i) de la Proposicion 2.2.26 si y sdlo si fy — fo = 0.

Usando la Proposicion 2.2.27 también podemos probar lo siguiente:
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Proposicion 2.2.30. Sea M*"1(fy, ..., f¢) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Entonces

Qo — ¢Q =2((2n — 1) f1 — fo)ho,
donde Q) denota el operador de Ricci en M.

Demostracion. Sustituyendo en (2.2.36) el campo X por ¢.X y utilizando (1.1.4) obte-
Lemos:

QX = (2nfi +3f2 — f3)0X + ((2n — 1) f1 — fo)hoX.
Aplicamos ahora ¢ a (2.2.36) y usamos (1.1.3) y ¢ph = —he:

PQX = (2nf1 +3fy — f3)0X — ((2n — 1) fs — fs)ho X.

Luego
Qo X — pQX =2((2n — 1) fy — fo)ho X,
para todo X. n

Nota 2.2.31. En [12] se prueba que un (k, j1)-espacio con estructura de contacto métri-
ca y dimension 2n+1 cumple que Q¢ — pQ = 2(2(n— 1)+ p)he. Esta formula coincide
con la de la proposicion anterior en el caso de g.(k,p)-s.f’s M"Y f1, ..., f¢). En
efecto, si M es Sasakiana entonces h = 0 y es trivial. Podemos suponer asi que M
es no-Sasakiana. St n = 1, los resultados coinciden exactamente pues = fy — fg. St
n > 1, entonces fy(2n — 1) — fe = 2(n — 1) + p si y sélo si fy = 1, que es cierto en
virtud del Teorema 2.2.12.

Es de senalar que en la Proposicion 2.2.30 no ha sido necesario que fi— fs y fa— fo
fueran constantes, tal y como se supone en [12].

Nota 2.2.32. De la proposicion anterior se deduce que un g.(k, p)-s.f. M (f o0 fe)
con estructura de contacto métrica y h # 0 cumple Qp = ¢Q siy sélo si f4(2n—1)—fs =
0. En particular, M3 con h # 0 cumpliria la condicion (ii) de la Proposicion 2.2.26 si
y solo si fy — fo = 0.

Podemos resumir los resultados anteriores en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.33. Sea M3(f1,..., fs) un g.(k,p)-s.f. con estructura de contacto
métrica y h # 0. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) M3 es n-Einstein,

(i) Qb = ¢Q,
(iii) M3 es un (f1 — f3,0)-espacio, donde fi — f3 es una constante,
(v) fi—fs =0,
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donde @) denota el operador de Ricci.

Nota 2.2.34. Un g.(k, p)-s.f. M3(f1,..., f¢) con estructura de contacto métrica y h =
0 es un g.S.s.f., luego las tres primeras condiciones son siempre ciertas, como ya se
probo en [2] y [3]. Ademds, Ry = Rs = Rg = 0, asi que podemos tomar fy = f5 = fo =0
y se cumpliria en particular la cuarta condicion.

Nota 2.2.35. Obsérvese que la Proposicion 2.2.33 significa en particular que si un
g.(k, p)-s.f. M3(f1,..., fs) con estructura de contacto métrica y h # 0 cumple que
fi— fe =0, entonces fi — f3 es una constante. St h = 0, sabemos por la Nota anterior
que f1 — f3 es otra vez constante. Esto seria un caso particular del Teorema 10 que R.
Sharma prueba en [54]:

“Sea M una variedad de contacto métrica. Si R(X,Y)Z = r(n(Y)X — n(X)Y)
para cierta funcion k independiente de la eleccion de los campos X e Y, entonces Kk es
constante en M.

D. Blair y H. Chen probaron en [14] el siguiente teorema, que mejora la clasificacion
de las variedades de contacto métricas que cumplen Q¢ = @@ dada en [13]:

Teorema 2.2.36. Sea M? una variedad de contacto métrica tal que Qp = ¢Q. Enton-
ces M3 es Sasakiana, llana o localmente isométrica al grupo de Lie SU(2) o SL(2,R)
con métrica invariante a izquierda. En el dltimo caso, M? tiene curvatura &-seccional

constante k < 1 y curvatura ¢-seccional constante —k (la estructura puede darse en
SU(2) si k >0y en SL(2,R) para k <0).

Del teorema anterior se puede deducir la proposicion siguiente:

Proposicion 2.2.37. Sea M3(fi,...,fs) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Si f1 — fs # 1y fa— fe =0, entonces f1 — fs y f1 + 3f2 son constantes y se
cumple que 2f; + 3fy — f3=0.

Demostracion. Como f;— fe = 0, ya probamos que M? cumple Q¢ = ¢Q. Ademas, M3
es no-Sasakiano porque es un (f; — f3,0)-espacio con f; — f3 # 1. Luego, por el teorema
anterior, el espacio es llano o cumple que K(X,§) = —K(X,¢X) = Kk es constante,
para todo X unitario y ortogonal a &.
Ahora bien,
K(X,6X) = fi + 3>

KX, §)=fi—fs—(fa—[fs)g(hX, X) = fi — f3
en virtud de las Proposiciones 2.1.7 y 2.1.8.
Si M3 es llana, entonces K (X, ¢X) =0= K(X,¢), luego fi+3fo = —(fi—f3) =0
(y constante, en particular) y concluimos que 2f; +3f, — f3 = 0.
Si K(X,§) =k =—-K(X,¢X), entonces f; — f3 = —(f1 + 3f2) = Kk es constante y
2f1+3f2— f3=0. L
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Nota 2.2.38. Fl resultado anterior podria haber sido obtenido como caso particular
del Teorema 2.2.24. En efecto, si f1 — f¢ = 0, entonces fi — f3 # 1 es constante
y estamos en las hipdtesis del citado teorema, consiguiendo asi la ecuacion buscada:
2f1+3fa— f3 = 0. De ella deducimos que fi+3fy = —(f1 — f3) también es constante.

Estudiaremos ahora el valor de la curvatura escalar:

Proposicion 2.2.39. Sea M3(fi,..., fs) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Entonces

T = 2(3f1 + 3f2 — 2f3)

Ademds, si k= f1 — f3# 1 y u= fys — fe son constantes, se tiene que

T=2(k — p).
Demostracion. La curvatura escalar de M3 es por definiciéon

3

T = Z R(ei, e;,€j,€),

1,j=1

donde {ey,es,e3} es una base ortonormal cualquiera en M?3. Si tomamos una ¢-base
{X, ¢X, £}, entonces:

T =R(X,0X,0X,X) + R(X,£,& X) + R(6X, X, X, 0X) + R(¢X, £, £, X)+
+R(E X, X, ) + R(E, 90X, 0X,§) =
=2K (X, ¢X) + 2K(X,€) + 2K (6X,€) =
=2(K(X, 0X) + K(X,§) + K(¢X,§)),

y usando las Proposiciones 2.1.7 y 2.1.8 y el Corolario 2.1.9 obtenemos:

T=2(fi+3fa+ fi— fat+ (fa—fo)g(hX, X)+ fi — fs = (fa — f6)9(hX, X)) =
=2(3f1+3f2 —2fs).
Ademés, si k = f1 — f3 # 1y p = fi — fs son constantes, se tiene por el Teorema

2.2.24 que
2fi+3fa—fa+ fa—fe =0,

luego
3fi+3fe=2fs=2fi+3fa—f3)+ (fi = f3) = —(fa— fo) + (/L = f3) =k — p,
como queriamos demostrar. Il

Nota 2.2.40. En [12] se calcula T para (K, p)-espacios con estructura de contacto
métrica y de cualquier dimension, pero en la proposicion anterior no ha hecho falta
usar que Kk y [ sean constantes para probar el resultado general.
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Corolario 2.2.41. Sea M3(f1,..., fs) un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica y k = fi — fa # 1,0 = fi4 — fe constantes. Entonces el operador de Ricci en M?
puede escribirse:

Q=—<n—%>[+(3;~:—%)n®5+<n—%>h.

Demostracion. Si sustituimos n = 1 en la formula del operador de Ricci () obtenida
en la Proposicion 2.2.27 tendriamos que

QX = —puX + (26 + n(X)E + phX,

para todo X. Basta usar ahora que la curvatura escalar es 7 = 2(k — ) por la Propo-
sicion 2.2.39. O

Usando las formulas de () y 7 dadas por las Proposiciones 2.2.27 y 2.2.39 y la
expresion que relaciona ambas con R en una variedad Riemanniana de dimensiéon 3,

R(X,Y)Z =g(Y, 2)QX — g(X, 2)QY + g(QY, 2)X — g(QX, Z2)Y

- SV, 2)X — g(X. 2)Y),

(2.2.38)

para cualesquiera X, Y, Z, llegamos a la misma expresion que se conocia del Corolario
2.2.21:

Proposicion 2.2.42. Sea M3(f1,..., f¢) un g.(k, u)-s.f. M3(f1,..., fs) con estructura
de contacto métrica. Entonces, la forma candnica de su tensor de curvatura viene dada
por:

R=(fi+3fs)Ri+ (3f2 + f3)Rs + (fs — fo)Ra.

St ademds k= f1 — fs # 1 y u= f1 — fo son constantes, se tiene que:
R=—(rk+p)R — (26 + p)Rs + phRy.

Demostracion. Ya hemos probado que 7 = 2(3f1 +3fo —2f3) y QX = aX +bn(X)E +
phX, donde a = 2f; +3fy — f3, b = —(3fa + f3) v u = f1 — f6. Usando (2.2.38)

38



obtenemos:
—9(QX, 2)Y = S(g(Y. 2)X — g(X. Z)Y) =

=ag(Y, Z)X + bg(Y, Z)n(X)€ + pg(Y, Z)hX
—ag(X, Z2)Y —bg(X, Z)n(Y)§ — ng(X, Z)hY
+ag(Y, 2)X + p(Y)n(Z2)X + pg(hY, Z)X
—ag(X, 2)Y —bn(X)n(2)Y — pg(hX, 2)Y
—(Bfi+3fa—2f)Ri(X,Y)Z =
=2aR (X, Y)Z +b(—R3(X,Y)Z) + pRy(X,Y)Z
—(Bfi+3fa—2f3)Ri(X,Y)Z =
= Afi+6fo—2f)Ri(X,Y)Z + (3fo+ f3) Ra(X,Y)Z+
+ (fa = fo) Ra(X,Y)Z — (3f1 + 3fa — 2f3) Ri (X, Y) Z =
=(fi+3f)R(X,Y)Z+ (Bfs+ f3)Rs(X,Y)Z + (fs — fo)Ra(X,Y)Z.

Siademas k = fi—f3 # 1y u = f4— f¢ son constantes, se tiene por el Teorema 2.2.24
que 2f1 +3fo— fs+ fa— fo =0, luego fi+3fo=—(k+pu) y3fao+fs=—2k—p). O

Por tltimo, comprobaremos que el ejemplo de (&, p1)-espacio generalizado con estruc-
tura de contacto métrica, dimensiéon 3 y &, 0 no constantes que dan T. Koufogiorgos y
C. Tsichlias en [46] es un g.(k, p)-s.f. M3(f5,0, f5, f5,0,0) con ff, f¥, f no constantes.

Ejemplo 2.2.43. Sea M3 la variedad M = {(z1,72,73) € R / w3 # 0}, donde
(21, T2, x3) son las coordenadas usuales de R3. Los campos

0 0 2x; 0 1 0 1 0

€y — —2.252%3—

61:_ _— 63———
oxy’ Oxy  x3 Oxre  220x5 23 0o
3 3

son linealmente independientes en cada punto de M y se tiene que:

2

le1, €0 = —5€3, [ea, €3] = 2e1 + —36€3, le1, e3] = 0.
23 T3
Sean g la métrica Riemanniana definida por g(e;,e;) = 6i,1,7 = 1,2,3, V su

conezion Riemanniana y R el tensor de curvatura de g.

Sea 1 la 1-forma definida por n(X) = g(X,e1), para todo campo X en M, que es
una forma de contacto porque n N\ dn # 0. En efecto,

0 0 0
n=mn (8_331) dry +n (6732) dzo + 1 (6_.:1:3) dxs,
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de donde podemos calcular
n = dr, — 2x925dxs, dn = —2x5dx* A dus.

Por tanto, n A dn = —225dxy A dxo A dxz # 0 en M por la definicion de la variedad.
Sea ¢ el tensor (1,1) definido por

per =0, ¢ey=e3, ez = —ea.
Usando la linealidad de ¢,dn y g se prueba que
77(61> = 17 ¢2(X) =—-X+ U(X)elv dU(X> Y) = g(Xa ¢Y>,

para todos X,Y en M. Luego (¢,e1,1,9) define una estructura de contacto métrica en
M. Usando la formula de Koszul se obtiene:

1 1 1
Veleg = <—1 + —2> €3, Veleg = (1 — —2) €9, V6263 = <1 + — ] e,

T3 L3 3&%
1 1 1 1
Vo == (15g) o Tarr= (1) en Ve (e )=
1
Velel = O, V@eg = 0, Veseg = —362.
T3
1 .
El tensor h cumple he; = 0,hey = Aep, hes = —Aez, donde A = —;. Si ponemos
T3

1 1
=2 <1 — —2) y k =1— —, puede comprobarse que
x3 T3

R(X,Y)§=r(n(Y)X —n(X)Y) + p(n(Y)hX — n(Y)hX),

luego hemos visto que M es un (K, pu)-espacio generalizado con K, p funciones diferen-
ciables y no constantes en M.

Veremos que M es también un g.(k,p)-s.f. (en forma candnica, para simplificar
los cdlculos) M(f5,0, f3, ££,0,0). Para ello calcularemos R(e;,e;)ex, 4,j,k = 1,2,3,
usando tanto la definicion de curvatura Riemanniana

R(ei, ej)ek = VeiVejek — Vej Veiek - V[ei,eﬂek
como la formula R = Z fiR; e impondremos que coincidan para todo i,j, k. Co-

i=1,34
mo el sistema que obtendremos resultard compatible, esto significard que los tensores
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de curvatura definidos de las dos maneras serdn iguales para determinadas funciones

fi 13, 14

De la definicion se sigue que las curvaturas no triviales son:

R(e1,e3)es = —R(ea, e1)es = (k + pM)ey,

R(e1, ea)es = —R(eq, e1)e3 = 0,

R(ey,e3)er = —R(es,e1)er = (—k + Ap)es,
R(e1,e3)es = —R(es, eq)es =0,

R(ej,e3)es = —R(es, e1)es = (kK — pA)ey,
R(ey,e3)e; = —R(es, ea)e; =0,

R(es, e3)es = —R(es, ex)es = (k+ p— 2X7)es,
R(eq,e3)es = —R(es, e9)ez = —(Kk 4+ — 2X7)eq

Por otra parte, sabemos que todo g.(k, u)-s.f. M(ff,0, f3, f+,0,0) con estructura de
contacto métrica es un (K*, u*)-espacio generalizado con v* = fy — f5, u* = fi. Si

usamos la formula R = Z fiR;, obtenemos:

i=1,3,4
R(ei,ex)e; = —R(eg, e1)e; = — (K" + Ap¥)ea,
R(e1,ez)ea = —R(eq,e1)ea = (K" 4+ A\u')eq,
R(e1,es)es = —R(eq, e1)e3 =0,
R(e1,e3)er = —R(es,e1)er = (—K* + Au)es,
R(e1,e3)ea = —R(es, e1)ex = 0,
R(ey,e3)es = —R(es, e1)es = (K — Au¥)eq,
R(es, e3)e; = —R(es, ez)e; =0,
R(es, e3)es = —R(es, ex)es = —fres,

R(ez,e3)es = —R(es, ez)es = fles.

S igualamos las ecuaciones anteriores resulta que:

( —(k+Aples = —(K" + Au")es
(k+Aper = (K" +Au")er
0 =0
(—k+Au)des = (—K" + Au")des
0 =20
(k= Aer = (k" = \)es
0 =0
(k+p—2X)es = —fles
[ —(k+p—2X)ex = ffey
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lo que se reduce al siguiente sistema:

K+ = R+ A\
K—Au = K= A\u*
fi =~k p—2X).

Este sistema es compatible determinado, cumpliendo su solucion

ko= K=f—-f;
po= w=J
Fo= —(k+p—2X.
de donde se deduce que
(.. 2 1 2
i = —3+—2+—4+—6
I3 T3 I3
fr = 4+2+2+2
. 1'%1 vy af
= 211—-—=).

Concluimos que el ejemplo anterior es un g.(k,p)-s.f. con estructura de contacto
métrica M3(f;,0, 3, f+,0,0), donde ff, f3, [+ son funciones no constantes.

Nota 2.2.44. Veamos como el Ejemplo 2.2.43 nos permite ilustrar los resultados ob-
tenidos anteriormente.
La curvatura escalar de la variedad del ejemplo es por definicion

T = R(ey, eq,€9,e1) + R(ey, e3,e3,61) + R(eg, e1,e1,e3) + R(ea, €3, €3, €2)+
R(es,e1,e1,e3) + R(es, ez, €2, €3) =
g(R(eq1,e2)es,e1) + g(R(er, e3)es, e1) + g(R(ea, e3)es, e2)) =

2(
= 2(g9((+" + Aut)er, 1) + g((57 = ApT)er, er) + g(frea, €2)),

_|_

y usando los cdlculos ya realizados obtendriamos
T=2(K"+ MR = A ) =207 +267) = 2031 — 2f5) =
=2|-1+ 2 ! + 2
N xi a3 a§)

Esto coincide con el valor de T que se obtendria mediante la formula de la Proposicion

2.2.39:

r=2sf 438 -2 =20 -2 =2 (<14 5 - S 5,

7
r3 T3 T3
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pues f3 =0.
Conocemos explicitamente el valor de la curvatura de Riemann de la variedad del
ejemplo, luego podemos también calcular su operador de Ricci, que por definicion seria

QX = R(X,e1)e1 + R(X, e2)es + R(X, e3)e3
= fT(R1(X,e1)er + Ri(X, e2)es + Ry (X, e3)es)
+ f3(R3(X, er)er + R3(X, ea)ea + R3(X, e3)es)
+ fr(R4(X, e1)er + Ra(X, e2)es + Ry(X, e3)e3)
=21 X = f5(X +n(X)§) + fihX
= (2f7 = 5)X = fin(X)€ + fihX
- (—2+%+%>X— <—4+%+%+%) N(X)E +2 (1—%) hX,

3 3 3 3 3
ast que
cw—¢Q=4(r—%)h¢

T3

Ambas formulas coinciden con las de las Proposiciones 2.2.27 y 2.2.30, para valores

2 1 2
fi==3+5+5+%, fa=/fs=1e=0,
I3 Tz Ty
2 2 2 1
I T N _o(1-—=).
=t gty fi ( )

Sin embargo,

%H%ﬁ—h+h—ﬁ=%#0
3

2 1 2 2 1
—o(—1+ S-S )22 -1+ S - =) =2k
T ( T3 x§+w§>%( T3 ) (5 = 1)

no contradicen el Teorema 2.2.24 o la sequnda formula de la Proposicion 2.2.39 porque
la variedad no satisface la hipdtesis de ser k y p constantes.

Ejemplo 2.2.45. El sequndo ejemplo de (k,p)-espacio generalizado con estructura
de contacto métrica y dimension 3 dado por T. Koufogiorgos y C. Tsichlias en [{6]
es también un g.(k, p)-s.f. de contacto métrico M3(f5,0, f5, f5,0,0) con funciones no
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constantes:

( 2 1 10
i = =3-——=+=+-—
3 r3®
. 2 2 10
S T
1
o= 2(1+—).
\f4 <+$34>

No realizaremos las comprobaciones correspondientes porque resultarian andlogas a
las del Ejemplo 2.2.435.

2.3. g.(k,u)-s.f.’s y transformaciones D,-homotéticas

En esta seccion estudiaremos como afectan las transformaciones D,-homotéticas a
los g.(k, pt)-s.f.’s. Veremos que la nueva variedad obtenida no es en general un g¢.(k, y1)-
s.f. (aunque si en dimension 3), pero que un pequeno cambio en la definicion del tensor
de curvatura de la variedad original harfa que lo fuera. Daremos infinitos ejemplos
de espacios en cualquier dimensiéon con estructura de contacto métrica. Por ultimo
comprobaremos como afectaria este cambio en la definicion a los resultados ya probados.

Dada una variedad casi-contacto métrica (M, ¢, &, n, g), se recuerda que una trans-
formacion D,-homotética viene definida por

G0 E=1

=& TM=an, g=ag+ala—1)nemn, (2.3.1)

donde a es una constante positiva (ver [55]). Estd claro que la variedad transformada
(M, p,£,m,9) es también casi-contacto métrica y que

- 1
h = —h. 2.3.2
- (23.2)

Ademas, es bien conocido ([12], [46]) que si a un (k, 1)-espacio generalizado con es-
tructura de contacto métrica se le aplica una transformaciéon D,-homotética se obtiene
un (%, f1)-espacio generalizado con estructura de contacto métrica y

_ k+a® -1 _ p+2a—2
Rt —, = (2.3.3)

para cada a > 0.

Veamos primero como afectan la transformaciones D,-homotéticas al tensor de
curvatura de una variedad casi-contacto métrica o de contacto métrica.
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Lema 2.3.1. Si (M, ¢,¢&, n,_g) es una variedad casi-contacto métrica con conexion Rie-
manniana V, la conexion V de (M, $,£,7,9) viene dada por

a —

2a

HX)VrE+ (V) VxE = Y g(X)Y +0(1)X, Ve, (2.3.4)

VxY =VxY + ! {9(Vx&Y) +g(Vy&, X) — g(X)Y +n(Y)X, Veb) }¢

a —

T3

para todos X,Y campos en M siendo {e1,...,ea,, } una base local ortonormal de
campos.

Ademds, si (M, ¢,€,m, g) tiene estructura de contacto métrica, entonces (M, $,€,7,9)
es también de contacto métrica y se verifica que

_ —1
VXY:VXY—i—a

—9(hX, 9Y)¢ — (a = D{n(X)eY +n(Y)oX}, (2.3.5)

para todos X,Y campos en M.

Demostracion. Sabemos que la conexion V estd determinada a partir de g por la for-
mula de Koszul

29(VxY,Z) = Xg(Y, Z) + Y4(X, Z) — Zg(X,Y)
para X,Y, Z campos en M.

Si desarrollamos la expresion usando la definicion de g y el hecho de que a es
constante obtendremos

2a9(VxY, Z) +2a(a — 1)n(VxY)n(Z) =
= X(ag(Y,Z) +ala — L)n(Y)n(Z)) + Y (ag(X, Z) + a(a — L)n(X)n(Z))
— Z(ag(X,Y) +ala — Dn(X)n(Y)) + ag([X,Y], Z) + a(a — D)n([X, Y])n(Z)
+ag([Z, X],Y) + a(a — Un([Z, X))n(Y) — ag([Y; Z], X) — a(a — Dn([Y, Z])n(X) =
=2a9(VxY, Z)+ala —1){n(2)(29(VxY,§) + g(Y,Vx&) + g(X, Vy§))+
+n(Y)(9(Z,Vx€) — 9(X,V2E)) + n(X)(9(Z, Vy§) — 9(Y,Vz,€))}.

Luego
9(VxY,Z) + (a = )n(VxY)n(Z) =
= 4(VxY. 2) + S 0(2)20(TxY.E) + 9(Y.Vx€) + g(X, Vrg))  (236)
+n(Y)(9(Z, Vx&) — 9(X, VzE)) + n(X)(9(Z, Vv§) — g(Y,VzE))}.
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Si tomamos en (2.3.6) X e Y ortogonales a £, quedaria
— — a—1
9(VxY, Z) + (a = Un(VxY)n(Z) = g(VxY, Z) + ——n(Z)n(VxY — VyX).

Por tanto, si Z = £ entonces obtenemos

a—+1 a
a U(VXY) +

n(VxY) = Q_CLIU(VyX).

Si Z es ortogonal a &, entonces
9(VxY,2) = g(VxY,Z).

Asi pues, dados X e Y ortogonales a  y {ey, ..., ea,, &} base local ortonormal, se
obtiene

2n

VxY =) g(VxY,e)e +n(VxY)s =
=1
2n

1 1
= 9(VxY,e)e + (%ﬁ(vxy) - a2a U(VYX)> £ =
=1
2n 1
= > g(VxY.ee +n(VxY)E = S—((VxY) +n(Vy X)) =
=1
—vyy -2 _aln(vXY + Vy X)L (2.3.7)

Tomamos en (2.3.6) X ortogonal a £ e Y = ¢, con lo cual

9(Vx& Z) + (a = 1)n(Vx&)n(Z) =
= §(Vx6, 2) + S (1(2)g(X, V) + 9(Z,Vx€) — 9(X, V58],

1
donde hemos usado que n(Vx¢) = §X(g(§,£)) = 0 por ser £ unitario.

Por tanto, para Z = &£ se obtiene

n(Vx€) = 0.
Si Z es ortogonal a &, se verifica

a+1

— -1
9(Vx&, 7) = “—9(Vx&, 2) = “5=g(X, V26).
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Asi pues, dados X ortogonal a £, Y = £y {ey,..., e, } base local ortonormal,

resulta

2n

Vxé =Y g(Vx& e +n(VxE)é =

=1

2n
— Z (“ ; 1g(vX§, ei)e — “; 1g(X, Veif)ei) = (2.3.8)

a—l—l

donde hemos vuelto a usar que n(Vx§) = 0.
Ahora consideramos en (2.3.6) X = e Y ortogonal a . Entonces
— — a—1
9(VeY, Z)+(a=1n(VeY)n(Z) = g(VeY, Z)+——n(Z)n(VeY ) +9(Z, Vv ) —g(Y, VzE) }-

Si tomamos sucesivamente Z = £ y Z ortogonal a £ resulta que

n(VeY) =n(VeY),

(Z2,Vy§) —g(Y,VzE)}.

9(VeY, Z) = g(VeY. Z) +

Asi pues, dados X =&, Y ortogonal a f v {e1,...,ea,,&} base local ortonormal, se

obtiene

2n
VeY = Zg(vgY, eie; +1(VeY)E =

=1

- Z ( (VeY. e+ = aler. Ve~ glv. ve@ei}) (Ve =

2n 2n
= Zg(VgY, ei)ei +1(VeY)§ + CLQ;l (Z 9(Vy&, ei)e; — ZQ(K vei§>ei> =
i=1 i=1 i=1

(2.3.9)

€5

Por tltimo, si elegimos X =Y = £ en (2.3.6) resulta
9(Ve§, Z) + (a = 1)n(Ve&)n(Z) = ag(Vet, 2).

47



Si tomamos sucesivamente Z = £ y Z ortogonal a £ obtenemos
n(Vel) =0,

9(Ve€, Z) = ag(Ve, Z).
Luego

Vel = 9(Vebei)ei +n(Veb)e = a > g(Vel, e5)e; = aVel. (2.3.10)
=1 1=1

Finalmente, si tomamos X e Y dos campos cualesquiera, los descomponemos de la
forma X = X + nX)eY = Y + n(Y)E, con X e Y ortogonales a &, y usamos las
ecuaciones (2.3.7)-(2.3.10), resulta:

VxY = VgV +n(X)VeY + X (n(Y))E +1(Y)V & + n(X)n(Y) Vel =
VY — %n(vif + v X)e

a—1

2 <Vn(Y))~(+n X)Y+2n(X gg Zg Y +n Y)X,Veif)e,) .
Considerando que
(VY +ViX) = —g(Vx&Y) +n(X)g(Vel, Y) = 9(Vy&, X) +n(Y)g(Vel, X)

¥y que

_|_

N(Y)X +(X)Y +2p(X)n(Y)E = n(X)Y +n(Y)X,

se tiene que

VxY =VxY + %{g(vxé, Y) = n(X)g(Vel,Y) + g(Vy&, X) —n(Y)g(Vel, X))}

XY 4n)x§ — Z g(X)Y +n(Y)X = 2n(X)n(Y)E, Ve, €)ei}

=1

1
Basta observar que g(§, V&) = —el( (€,€)) = 0 y agrupar para obtener (2.3.4).

Si M tiene estructura de contacto métrica, se cumplen la Proposicion 1.2.1 y el
Lema 1.2.3 y unos meros calculos dan

9(Vx&Y) +g(Vy&, X) — gn(X)Y +n(Y) X, Vel) = 29(hX, 9Y),
Voxyynmxé = —n(X) (@Y + ohY) —n(Y) (X + ¢ohX),

Z g(X)Y +0(Y)X,Ve&)e; = n(X) (@Y + hoY) +n(Y)(¢X + hoX).
Basta sustituir en (2.3.4) para obtener (2.3.5). O
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Utilizaremos ahora (2.3.5) para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. Si (M, ¢,&,n, g) es una variedad de contacto métrica con curvatu-
ra Riemanniana R, el tensor de curvatura de Riemann R de (M, ¢,£,7,9) viene dado
por

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z
+ (a = D{—9(X,02)9Y + g(Y,0Z)pX — 29(X, 9Y)9Z
+0(X)(Vye)Z —n(Y)(Vx9)Z +n(Z)(Vyd)X — (Vxo)Y)}

+ I {g(Tyoh)X — (Vx0h)Y, Z)€ + g(0hY, Z2)6hX — g(6hX, Z)hY )
F(a= D)) X~ n(X)Y)}

@I 6 gt 216~ n(X)g(hY. 2)8) 2311)

_I_

para todos X,Y, Z campos en M.
Demostracion. Sean XY, Z campos cualesquiera en M. Si desarrollamos la expresion
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VixyZ

usando la ecuacion (2.3.5), tras largos calculos obtenemos

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z
+ (@ = D{-=n(X)d(VyZ) —=n(VyZ)pX +n(Y)d(VxZ) + n(VxZ)pY
—g(hY,0Z)pX + g(hX,$Z)9Y — 29(X, Y )pZ
+n(Z)(VyopX = VxoY +¢(VxY — Vy X))
— X((2))oY +n(X)VyoZ +Y (n(Z))pX —n(Y)Vx9Z}

N %{g(hX, OVy Z)E — g(hY, pV x Z)E

+ X(g(hY,02))§ =Y (g(hX, 0Z))¢
— g(h[X,Y],02)€ — g(hY,pZ)ohX + g(hX, 9Z)phY '}

+(a—1)*n(2)(n(Y)X —n(X)Y)}

+ O g, 26 - (X)a(hy. 2)6). 2312)

Si usamos ahora el Lema 1.2.3 y el hecho de que V es la conexion de Levi-Civita
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de g, el sumando de coeficiente (@ — 1) de la expresion (2.3.12) se escribiria:

—n(X)p(VyZ) —n(VyZ)pX +n(Y)d(VxZ) +n(VxZ)pY

—g(hY,9Z)pX + g(hX,$Z)9Y — 29(X, Y )pZ

+n(Z)(VyoX — VxoY + ¢(VxY — Vy X))

= X((2))pY +n(X)VyoZ +Y (n(2))pX —n(Y)Vx9Z
=(=n(VyZ) —g(hY,0Z) +Y (n(2)))pX

+((VxZ) +g(hX,9Z) — X(n(2)))9Y —29(X, Y )pZ

+n(X)(Vy9)Z —n(Y)(Vx9)Z +n(Z)(Vy9)X — (Vxd)Y)
=(=n(VyZ) = g(hY,0Z) + n(Vy Z) — g(¢Y, Z) — g(¢hY, Z))pX

+((VxZ) +g(hX,9Z) —n(VxZ) + g(¢X, Z) + g(oh X, Z))pY — 29(X, oY )9 Z

+n(X)(Vy9)Z —n(Y)(Vx9)Z +n(Z)(Vy9) X — (Vxd)Y)
=—g9(X,0Z)pY +g(Y,9Z)pX — 29(X, ¢Y)pZ

+0(X)(Vy)Z —n(Y)(Vxd)Z +n(Z)((Vyd) X — (Vx9)Y).

Y el término que multiplica al coeficiente (a — 1)/a:

9(hX, ¢Vy Z)§ — g(hY, oV x Z) + X(g(hY, 02))€ = Y (9(hX, ¢Z))¢

—g(h[X,Y],02)§ — g(hY, ¢ Z)phX + g(hX, ¢ Z)phY

=(—g(phX,VyZ) + g(phY,Vx Z) — g(Vx¢hY, Z) — g(Vx Z, phY')

+9(VyohX, Z) + g(Vy Z,¢hX) + g(oh(VxY = VyX), Z))¢

+ g(hY, ¢Z)¢hX + g(hX,Z)$hY

=(—g(Vx@hY, Z) + g(VyohX, Z) + g($hV xY, Z) — g(¢hVy X, Z))E
+g(hY, 0Z)phX + g(hX,¢Z)phY

=9(Vyoh)X — (Vxoh)Y, Z)€ + g(hY, 6 Z)phX + g(hX, 9Z)phY.

Sustituyendo ambas expresiones en (2.3.12) se llega a (2.3.11), la ecuacién que
buscabamos. O

_ Dada una variedad de contacto métrica (M, ¢,€,m,9), se definen los tensores Ry, .. .,
Rg de manera andloga a como se hizo con Ry, ..., Rgen (0.0.1) y (0.0.3). Daremos ahora
un par de lemas que seran tutiles para demostrar el proximo teorema.

Lema 2.3.3. Sea (M, ¢,&,n,g) una variedad de contacto métrica con curvatura Rie-
manniana R y tensores Ry, ..., Rg definidos como en (0.0.1) y (0.0.3). Entonces los
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tensores Ry, ..., Rg cumplen

R(X,Y)Z = “R\(X,Y)Z — (a — V(Y )(2)X — n(X)n(2)Y),

Ry(X,Y)Z = %RQ(X, Y)Z,
Ry(X,Y)Z = Ry(X,Y)Z + (a — (Y Jn(Z)X — n(X)n(Z)Y),

para cualesquiera X,Y y Z campos en M.
Demostracion. Solo hay que sustituir en Ry, ..., R las igualdades (2.3.1) y (2.3.2). O

Lema 2.3.4. Sea M*"' un (k,u)-espacio generalizado con estructura de contacto
métrica. Entonces

(Vx@)Y = g(X +hX,Y)E —n(Y)(X 4+ hX), (2.3.13)
(Vxoh)Y — (Vyoh)X = ¢((Vxh)Y — (Vyh)X) = (2.3.14)
= (1= r){n(Y)X —n(X)Y}+ (1 = p){n(Y)hX — n(X)Y},

para todos X, Y campos en M.

Demostracion. Similar a la dada para (s, p)-espacios con estructura de contacto mé-
trica en el Lema 3.1 de [12]. S6lo hay que tener en cuenta que estamos suponiendo que
la funciéon x cumple kK =1 0 kK < 1 en todo punto de M, como ya comentamos en la
Nota 2.2.4. ]

Teorema 2.3.5. Sea M(fi,..., fo) un g.(k, pn)-s.f. con estructura de contacto métrica
(0,€,m,9). Entonces el tensor de curvatura de Riemann R de la variedad obtenida
mediante una transformacion D,-homotética puede ser escrito como

R(X,Y)Z = (%R1 + ¥§2 + %((a —1)fi+ fs+1—ad°)R;

B+ afiot (@ - Dfit fo- 20— DR (x)z O30

+(a = 1){g(onY, Z)phX — G(¢hX, Z)phY },

para todos X,Y, Z campos en M.
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Demostracion. Si aplicamos el Lema 2.3.4 a la expresion (2.3.11) y usamos la definicion
de los tensores R, ..., Rg obtendremos
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z
+(a—1D){—Ro(X,Y)Z — R3(X,Y)Z — Rs(X,Y)Z
+(Y)n(2)X =n(X)n(2)Y) + (Y )n(Z2)hX —n(X)n(Z)hY )}

FE(h — fo = DR(XY)Z 4 (i~ fo— DE(X,Y)Z

+ (fi = fo =) )In(2)X —n(X)n(2)Y)
+ (fa = fo = V(Y )(Z)hX — n(X)n(Z2)hY)
+ g(phY, Z)6hX — g(ohX, Z)phY'}
+(a— 1) {n(Y)n(2)X —n(X)n(2)Y}

O R (X2 (Y 2)hX (X2 )Y ).

Si ahora agrupamos términos resulta que:
E(Xv Y)Z = flRl(X7 Y)Z + (f2 —a+ 1)R2(X7 Y)Z
1
+ a((a —Dfi+ fs+1—0d")Rs(X,Y)Z + faRu(X,Y)Z + fsR5(X,Y)Z

F (@ 1)f+ fo—2a— Ro(X,Y)Z
+ O fot @ = D0NZ)X — a(Xn(2)Y)

Lo (fs = fo+2(a — D){n(YIn(Z2)hX —n(X)n(Z)hY)

+ T{g(qﬁhY, Z)phX — g(phX, Z)phY }. (2.3.16)
Si usamos el Lema 2.3.3 en (2.3.16) y ordenamos, entonces

R(X,Y)Z = ﬁRl(X Y)Z + 22 §+ Y5(x,v) 2

+ %((a ~ DA+ fs+1-a*)Rs(X,Y)Z + fiRa(X,Y)Z
FafsRo(X,Y)Z 4 (@ = Dfa+ fo—2a—1))Re(X,Y)Z
n aT_l{g(¢hY, Z2)6hX — g(ohX, Z)ohY ).

Para obtener la ecuacion (2.3.15) bastaria observar que
9(OhY, Z)phX — g(¢hX, Z)phY = a(g(ohY, Z)phX — G(ohX, Z)phY)
en virtud de (2.3.1) y (2.3.2). O
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Nota 2.3.6. Observemos en primer lugar que, al realizar una transformacion D,-
homotética con a # 1 a un g.(k,p)-s.f. el resultado deja de ser un g.(k,p)-s.f. No
obstante, el teorema anterior sugiere que seria 1util redefinir el concepto de g.(k, p)-s.f.

M(f1,...,fs) con el tensor
Rs(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY + g(6hX, Z)6hY — g(@hY, Z)ohX
dividido en dos de la forma Rs = Rs1 — Rs2 para

Rs1(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY,
R52(X,Y)Z = g(¢hY, Z)phX — g(ohX, Z)hY, (2.3.17)

con funciones fs1 y f52.
Es obvio que los espacios asi definidos, que denominaremos g.(k,u)-s.f.’s con Rs
dividido M (f1,..., fs.1, f5.2, f6) englobardn a los g.(k, p)-s.t.’s M(fi,..., f¢) porque

R = fiRi + foaRo + f3R3 + fiRy + f5Rs + fe R
= fiR1 + foRa + f3R3 + faBRs + fsRs1 — f5Rs2 + feRe,
luego bastaria tomar fs1 = fs5 y fs2 = —fs5. Asi, el Teorema 2.3.5 indica que si

realizamos una transformacion D,-homotética sobre un g.(k, p)-s.f., lo que obtenemos
es un g.(k, p)-s.f. con Ry dividido, cuyas funciones vendrdn dadas por:

—_fl —_fz—CH—l
fl_;’ 2 — a )
?3_%((G_1)f1+f3+1—62), fi=fa (2.3.18)

?5,1 = afs, ?5,2 =—afs +a—1,
To= (= 1Dfit fo—2a— 1)),

De hecho, podemos generalizar el Teorema 2.3.5, partiendo ya de un g.(k, u)-s.f. con
Rs5 dividido, obteniendo entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.3.7. Sea M(fi,..., fs1, fs2, f6) un g.(k, p)-s.f. con Rs dividido y estruc-
tura de contacto métrica (¢,&,m,q). Entonces el tensor de curvatura de Riemann R
de la variedad obtenida mediante una transformacion D,-homotética puede ser escrito
como

Ry + iz((a —Dfi+ fs+1—a*)Rs + fiR4
a (2.3.19)

+ af5,1E5,1 + (afs2+a— 1)E5,2 + é((a — D) fs+ fo —2(a — 1))E6-
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Demostracion. La primera parte de la prueba es igual que la de (2.3.11). La primera
ecuacion que cambiaria seria (2.3.16), que quedaria:

RX,Y)Z = AR(X,Y)Z + (fa—a+ 1)Ra(X,Y)Z
+ é((a —1)fi+ fs+1—-a)Ry(X,Y)Z + [1Ri(X,Y)Z

a—1

+ fs1Rs1 (X, Y)Z + <f572 + ) Rs2(X,Y)Z

(@ Dit fo—2a—D)R(X,Y)Z
= fata® = D{n(YIn(Z)X —n(X)m(Z)Y}

(fa = fo + 2(a = 1) {n(Y)n(2)hX —n(X)n(Z)hY}.

_|_

a
a—1

+
a

Para conseguir (2.3.19) basta usar el Lema 2.3.3 y el hecho de que
R571(X7 Y)Z = CLE5’1 (X, Y)Z,

Rs2(X,Y)Z = aRs5(X,Y)Z,
para todos X,Y,Z en M. O

Nota 2.3.8. Observemos que, tal y como indica el Teorema 2.3.7, al realizar una trans-
formacion Dy-homotética sobre un g.(k, p)-s.f. con Rs dividido, obtenemos nuevamente
un espacio de este tipo, cuyas funciones vendrdin dadas por (2.3.18) salvo

75,1 = af5,17 7572 == le572 +a — 1.

En dimension 3, al transformar D,-homotéticamente los g.(k, 1)-s.f.’s, volvemos a
obtener g.(k, p)-s.f.’s, es decir, espacios sin el tensor Ry dividido. Esto ocurre gracias
al Lema 2.2.19 y al siguiente resultado:

Lema 2.3.9. Sea M? un (k, p)-espacio generalizado con estructura de contacto métri-
ca. Entonces:

Rso = (k= 1)(R1 + Ry), (2.3.20)

Demostracion. Si k = 1, se cumple que h = 0 por el Teorema 2.2.2, luego %52 = 0 por
definicién y la ecuacion (2.3.20) es trivial.

Si k < 1, sabemos por el Lema 2.2.15 que existe una ¢-base { E, o E, £} satisfaciendo
hE = AE, donde A = /1 — k. Si calculamos Ry(X,Y)Z y Rs52(X,Y)Z para todos
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XY, Z € {E,¢pFE, £}, es facil comprobar que los tnicos valores no nulos son:
Ry(E, ¢pE)e = =3¢ E,
RQ(E7¢E)¢6 = 3E7
Rs5(E,pFE)e = —(k — 1)pE,
Rs5(E,¢pE)¢pe = (k — 1)E.

Kk—1

Por tanto, R52(X,Y)Z =

ria sustituir la formula (2.2.33), Ry = 3(R; + R3), en la ecuacion anterior para obtener
(2.3.20). 0

Ry (X,Y)Z, para cualesquiera campos X, Y, Z. Basta-

De los Lemas 2.2.19 y 2.3.9 podemos obtener una generalizacion del Corolario 2.2.21,
que da la forma canonica del tensor de curvatura de Riemann de un g.(k, p)-s.f. de
dimensién 3 y estructura de contacto:

Proposicién 2.3.10. Sea M3(f1,..., fs1, f52, f6) un g.(k,p)-s.f. con Ry dividido y
estructura de contacto métrica. Entonces su tensor de curvatura puede escribirse como

R = fiRy + f3Rs + fi R4,
donde

fi=h+3fa+(fso+ fs2)(fi— f3—1),
fs=F+3fL+(fsn+ fs2)(i— 3 —1),
fff = f1— Je
Demostracion. Sik = f1—f3 = 1, entonces la variedad es Sasakiana, luego en particular
es un ¢.5.s.f. M(fi, fo, f3) con fo = f3 = f; — 1. Obtendriamos el resultado que

buscamos por el Corolario 2.2.21 (también puede usarse [3]).
Si k= f1 — f3 <1, tenemos por el Lema 2.2.19 y la expresion Rs = R5; — R52 que

R = fiRi + foRo + fsR3 + faRy + f51Rs51 + f52R52 + fo s
= fiR1 + 3fo(R1 + Rs) + fsRs + faRs + f51R52 + f52R52 — foRa
= (fi+3f2) R+ (fs +3f2)Rs + (fa — fo)Ra+ (f51 + f52) Rs2.

Aplicando ahora el Lema 2.3.9, obtenemos que

Jfi+3f2) By + (fs +3fa) Rz + (fa — fo)Ra + (fs1 + f52) Rs2

it 3f2) R+ (fs +3f2)Rs + (fa — fo)Ra+ (fsa + f52)(f1 — fs — 1)(B1 + R3),
fit3fa+ (fsn+ f52)(fi — f3— 1)1

3+ 3fa+ (fsn + f52)(fi = fs— 1)) B3 + (fa — fs)Ra,

como queriamos demostrar. Il

R:

+

N~ o~ —
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De la Proposicion 2.3.10 y el Teorema 2.3.5 se consigue el siguiente resultado, que
prueba que en dimension 3 un g.(k, pu)-s.f. sigue siéndolo al ser deformado por una
transformacion D,-homotética. Para ello se utilizard la escritura candnica del tensor
de curvatura descrita en la Nota 2.2.22.

Teorema 2.3.11. Sea M3(f1,0, fs, f1,0,0) un g.(k, u)-s.f. con estructura de contac-
to métrica (¢,€,m,9). Entonces el tensor de curvatura de Riemann R de la variedad
obtenida mediante una transformacion Dg-homotética puede ser escrito como

R= ?1§1 + 73§3 + ?4§47

donde
?1:%((Qa—1)f1—(a—1)f3—3a2+2a—|—1),
fy= %(2(@ — i+ (2—a)fs —4a® + 20+ 2), (2.3.21)

— 1
Fa=—(fi+2(a—1))
POIF tanto; (Ma 57 E? ﬁv g) seria un g'(ﬁaﬂ)_s'f' M3(71’07737747070)'

Demostracion. Dado M3(f1,0, fs, f1,0,0), aplicamos el Teorema 2.3.5 con fo = f5 =
f6 = 0 y obtenemos que la variedad transformada seria un g.(k, it)-s.f. con Rs dividido
M3(f1,..., fs1, f52, fs), cuyas funciones vendran dadas por:

~ ~ —a+1
f1:£7 f2: )
a a

fo= gla= DA+ Ht1-a)  Fi=f
J?5,1=0, ﬁm:a—l,
fo=—((a—1)fi~2a 1))

Aplicando ahora la Proposicién 2.3.10, obtenemos que la variedad transformada tiene
tensor de curvatura:

E = 71§1 + 73E3 + T4_R47
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donde

Fo=h+3fh+ (Faa+ ) (L= fs—1)
f1 —a+1

=21 +3
a

Fo=Fs+3f+ (Far+ fsa) (L= fs— 1)

— (@ =D+ o 1-a) 437
-0 (L Le-nnrnri-e)-1).

Fo=fi-Fo=fi=((a—1fi— 20— 1),

Bastarian unos célculos para conseguir (2.3.21). O

Ejemplo 2.3.12. Si tomamos el Ejemplo 2.2.43, que ya comprobamos que es un
g.(k, p)-s.f. M3(f1,0, f3, f1,0,0) con estructura de contacto métrica para funciones no
constantes

fi=3s 24l 2
b vy wy o af

2 2 2
fs=—4+ S+ 5+

2 2
I3 Tz Ty

1
f4:2(1_:c_§)’

al hacerle una transformacion Dy-homotética obtendriamos nuevamente un g.(k, p)-s.f.

M3<71707737747070) con
- 1 , 20 1  2a
ﬁ:_(*“+ﬁ+;+ﬁ)

a? 3 3 3
?_2 22+a+ +a
e B

para cada a > 0 constante arbitraria.
Por tanto, hemos conseguido infinitos ejemplos de M3(f1,0, f3, f4,0,0) de contacto
métrico, es decir, de g.(k, p)-s.f. con fq, fs, f4 funciones no constantes.
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Cabe ahora plantearse como cambiarian los resultados ya probados en las secciones
2.1 y 2.2 al sustituir el concepto de g¢.(k, p)-s.f. por el de g.(k, p)-s.f. con Rs dividido.
Reescribiremos a continuacion algunos de ellos. Obviamente, en las correspondientes
demostraciones solo senalaremos aquellos pasos en los que se produce algin cambio
significativo.

Los tres primeros resultados no varian:

Teorema 2.3.13. Sea M(f1,..., f51, [52, f6) un g.(k, u)-s.f. con Rs dividido. Si M es
K-contacto, entonces f3 = fi — 1. Ademds, M es Sasakiana.

Demostracion. Apenas cambia porque si M es K-contacto, h = 0 y tendriamos que
R5 - R5’1 - R572 - O D

Teorema 2.3.14. Sea M(f1,..., f51, f52, f6) un g.(k, u)-s.f. con R5 dividido. Si M es
Sasakiana, entonces fo = f3 = f1 — 1.

Demostracion. Si M es Sasakiana, h = 0, luego Rs = Rs; = Rs2 = 0. El resto
permanece igual. O

Teorema 2.3.15. M (fi,..., fs1, f52, f6) un g.(k, p)-s.f. con R5 dividido y estructura
de contacto métrica. Si en M se cumple que f3 = f1 — 1, entonces M es Sasakiana.

Demostracion. Apenas varia porque, dada una base local ortonormal {e;,, ..., ea,, &},
entonces

R5(6i;§7£76i) = R5,1(€z‘,§7§7 61;) = R5,2(€i,f7§,€i) =0,

y el resto seguiria igual. O

La curvatura ¢-seccional K (X, ¢X) si que varia, aunque la &-seccional K(X,¢) y
K(¢pX, &) permanecen iguales:

Proposicién 2.3.16. Sea M (fi,..., f51, f52, f6) un g.(k, u)-s.f. con Ry dividido. En-
tonces la curvatura ¢-seccional de la ¢-seccion generada por un campo X unitario y
ortogonal a & viene dada por

K(X,¢X) = fi+3f>+ f1g((h — ¢he) X, X) (2.3.22)
+ (fsq + f52)(9(ho X, 0 X)g(hX, X) — g(hX, X )g(ho X, X)).

Si M tiene ademds estructura de contacto métrica, entonces la curvatura ¢-seccional
de {X,pX} es

K(X,0X) = fi+3fa— (fs1 + f52)(9(hX, X)* + g(hX, 6 X)?). (2.3.23)
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Demostracion. En lugar de

K(X,¢X)=...
+f5{9(h¢ X, 9 X)g(hX, X) — g(hX, pX)g(ho X, X)
+ 9(ohX, 9 X)g(0ho X, 0 X) — g(0hd X, 9 X)g(dhX, X)} + ...

tendriamos que poner

K(X,0X)=...
+ fs.1{9(ho X, 6 X)g(hX, X) — g(hX, ¢ X)g(ho X, X)}
+ f52{—9(0h X, ¢ X)g(dhd X, X) + g(oho X, X )g(dhX, X )} + ...

y obtendriamos (2.3.22).
Si M es una variedad de contacto métrica, entonces h¢ = —@h en virtud del Lema
1.2.3 y se sigue que

(h — ¢hd)X = (h+ ho*) X = h(X + ¢*X) = h(X — X) =0,
de donde se concluye (2.3.23). O

Proposicion 2.3.17. Sea M(fi1,..., f51, f52, f6) un g.(k, u)-s.f. con Ry dividido. En-
tonces la curvatura &-seccional de la &-seccion generada por un campo X unitario y
ortogonal a & viene dada por

K(X, &) = fi— fs+ (fa— fo)g(hX, X).

Demostracion. Dado X un campo unitario y ortogonal a £, los calculos de K (X, &) no
varian respecto a los de la Proposicion 2.1.8 porque

R5(X>£a€7X) = R5,1<X7€7£>X) = R5,2(X7£757X) = 0
y el resto permaneceria igual. ]

Corolario 2.3.18. Sea M(fi1,..., fs1, 52, fs) un g.(k, p)-s.f. con R dividido. Si X
es un campo unitario y ortogonal a &, entonces

K(¢X,8) = fi — fs+ (fa — f6)9(ho X, 6 X). (2.3.24)

Por tanto, si M es una variedad de contacto métrica,
K(¢X,8) = fr — f3— (fa — fo)g(h X, X). (2.3.25)
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Demostracion. Dado un campo X unitario y ortogonal a &, ¢X también lo es, luego
(2.3.24) se deduce directamente de la proposicion anterior.

Si M tiene estructura de contacto métrica, entonces h¢p = —¢h por el Lema 1.2.3
y se cumple que g(hpX,pX) = —g(phX,pX) para todo campo X ortogonal a &.
Sustituyendo en (2.3.24), obtenemos (2.3.25). O

Andalogamente puede demostrarse que el Teorema 2.1.15 no varia si tomamos el
tensor Rj; dividido, y que los Teoremas 2.1.11 y 2.1.13 quedarian:

Teorema 2.3.19. Si M(f1,..., fs1, fs2, fs) es un g.(k, u)-s.f. con Rs dividido, enton-
ces

RIX,Y,Z,¢W) + R(X,Y,6Z,W) = —(f — f-)P(X,Y, Z,W)
— F{P(hX,Y, Z, W) + P(X,hY, Z, W)} = (fs1 — fs2)P(hX, Y, Z,W).

para cualesquiera campos X, Y, Z, W ortogonales a &.

Teorema 2.3.20. Si M(fi,..., fs1, fs2. f6) es un g.(k, p)-s.f. con Rs dividido, enton-
ces

Rz(qbXa ¢Y> ¢Z7 ¢W) = RZ(X> Y7 Z7 W)a

para cualesquiera campos X e Y ortogonales a & y Z, W arbitrarios, donde i = 1,2,3,6.
Por tanto:

- f5,1R5,1 (¢X7 (bY’ ¢Zv ¢W) - f5,2R5,2(¢X7 ¢Y7 qva ¢W) =
- R(X7 Ya 27 W) - f4R4(X> Y7 Z7 W) - f5,1R5,1(Xa Yva Z7 W) - f5,2R5,2(X7 Ya 27 W)

Si M(f1,...,[fs) tiene estructura de contacto métrica, se cumple también que
R4<¢X7 ¢Y7 qbZa qu) - _R4(X7 }/7 Z? W)7
R5,1<¢X7 ¢Ya ¢Za ¢W> = RS,l(Xa Y7 Za W)>
R5,2(¢Xa gb}/v ¢Zv ¢W) = R5,2(X7 Y) Zv W))

luego:

Ya hemos reescrito todos los resultados de la Seccion 2.1. Veamos ahora algunos
resultados destacados de la Seccion 2.2.

El Teorema 2.2.1 sigue siendo cierto para g.(k, p)-s.f.’s con R dividido y estructura
de contacto métrica.
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Teorema 2.3.21. Si M(f1,..., fs1, f52, fs) es un g.(k, p)-s.f. con R dividido y estruc-
tura de contacto métrica, entonces es un (K, p)-espacio generalizado, con kK = f1 — f3

y = f1— fe.
La demostracion apenas varia respecto a la del Teorema 2.2.1, y por tanto se omite.

Usando la nueva notacién que hemos introducido, podemos escribir de la siguiente
forma un resultado que Boeckx demostro en [15] y que esta basado en [12]:

Teorema 2.3.22. Sea M un (k,u)-espacio con estructura de contacto métrica no-
Sasakiana, i.e., con k < 1. Entonces su tensor de curvatura R viene dado por:

_ _H> _K (_H_>

R<12R1 R+ (1= 5 — ) Ry
1 H 2
2 "o

+R4—|— R571+ R5,2+(1_,U)R6-
11—k 11—k

Nota 2.3.23. Es de senalar que el Teorema anterior significa que todo (k, p)-espacio
con estructura de contacto métrica no-Sasakiana es un g.(k, u)-s.f. con Ry dividido

1 u)2 k— )2
M(1—ﬁ,—ﬁ,1—ﬁ—m,1, 12 s M/,l—u)

27 2 2 -k 1-—k
Esto no entra en conflicto con el Teorema 2.2.12 porque, si k = —f¢ y p=1— fg,
entonces
1— & — B 1— =f —fe—ﬂ 1 1
R ZRsy = —2R —2 2 Rsy=—(Rs1 — Rs2) = =R
1= 5,1+1_H 5,2 I+ f 51T I+ f 5,2 2( 5,1 5.2) 51t

luego la variedad seria un g.(k, p)-s.f. con el tensor Ry sin dividir.

Finalmente estudiaremos como afectaria la division del tensor Ry al Teorema 2.2.12.

Teorema 2.3.24. Sea M(f1,..., f51, f52, f6) un g.(k, u)-s.f. con Ry dividido y estruc-
tura de contacto métrica. St M es no-Sasakiano y de dimension mayor o igual que 5,
entonces se verifican las siguientes expresiones:

f1:f6;_17 f2:f62_17 f4:17
foy = Jo+ 1 oy = 2(—f3+ fo)
o fo+ 1 TP T 2y — fo+ 1

(2.3.26)
fs, f¢ constantes ,  2f3 — fo > —1,

—2f3+fe+1
K=t

—1— s
2 ) 2 fﬁ
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—2 1
%, 1 — fo |-espacio con 2f3 — fg > —1.
—2f3+ fo+1
2
contacto métrica, dimension mayor o igual que 5 y cumple que 2fs — f¢ > —1, en-
tonces es un g.(k, u)-s.f. con Ry dividido M(fi,..., f51, f52, f6), donde las funciones

fi,- -, fe satisfacen las ecuaciones (2.3.26).

Es decir, M es un (

Reciprocamente, si M es un < .1 — fo |-espacio con estructura de

Demostracion. Sireproducimos la demostracion original con el tensor Rj dividido vere-
mos que cambian todas las ecuaciones menos la tercera. El sistema tiene una incégnita
adicional pero el mismo niimero de ecuaciones:

fi—fo—fos—=fatfo—fs2l=fi+[f3) =
ht+fo=fos—=fio(l=fi+ f3) =

2fa+ fa—fs =
2fi+3fa—fa+ fa—fo— (fsu+ fo2)A = fi+ f3) =
al=fi+fa)+2(fu—DVI-fi+fo+ it fu—fe—2 =
foal=fi+fa)+20 = fu)Vi=fi+fos+ i+ fu—fe—2 = J

Es compatible indeterminado y su solucion deja sin determinar dos de las funciones en
lugar de una como en el Teorema 2.2.12 debido a la incégnita extra que aparece en él:

S OO oo o

+1 1
f1:f62 5 f2:f62 , ‘](‘4:17
f6+1 2(_f3+f6) ‘ ‘
T2y fo+ 1 BT A bitrarias.
o 2fs — fo+ 1 f52 2fs— fot 1 f3,f¢ arbitrarias
El resto del resultado se obtiene del hecho de que Kk = f; — f3 = # <1y

i =1— fg son constantes, luego f3 y fg también deben serlo.
23+ fs+1
2
contacto métrica, dimensién mayor o igual que 5 y cumple que 2f3; — fg > —1, entonces
M es una variedad no-Sasakiana y fs, fs deben ser funciones constantes (Teoremas 2.2.2

—2f3+ fo+1
— 5  YHK= 1— fe

Reciprocamente, si M es un 1= f6) -espacio con estructura de

y 2.2.7). Basta aplicar ahora el Teorema 2.3.22 con k =

para obtener que M es un g.(k, j1)-s.f. con Rs dividido:
M<f6+1’f6_1 Jo+1 2(=fs + fs) fa)-

SO g
9 2 EL "2fs— fo+ 1 2f3— fo+ 1

Luego M seria un g.(k,p)-s.f. con Rs dividido M(f1,..., fs1, f52, fs), donde las fun-
ciones fi,..., fg cumplirian las ecuaciones (2.3.26). O
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Nota 2.3.25. Es fdcil comprobar que si fs1 = —fs2 = f5, los tltimos resultados
coinciden con los de los g.(k, p)-s.t.’s. En efecto, la Proposicion 2.5.16 seria la misma
que la 2.1.7 porque f51+ f52 = 0 y del Teorema 2.3.19 obtendriamos la misma formula
que de 2.1.11 porque fs1 — fs2 = 2fs. Andlogamente, los Teoremas 2.1.13 y 2.53.20
coincidirian porque

_f5,1R5,1 - f5,2R5,2 = _f5R5,1 + f5R5,2 = _f5(R5,1 - R5,2) = _f5R5-

Finalmente, si suponemos en el Teorema 2.3.24 que fs1 = —fs2 = f5, eso signi-
fot+1 2(=f3+ fo) 3f6+1
= —— = — = — | = de dond
fica Ql.te f50 2fs— fo+ 1 f5.2 2fs— fot 1 Uegol [ 5 0 G€ donae
deducimos que k = —fg y que fg > —1. Por lo que se cumpliria el Teorema 2.2.12.

Ya vimos en el Ejemplo 2.3.12 modelos de g.(k, p)-s.f.’s con Rs dividido de dimen-
sion 3 y estructura de contacto métrico. Para terminar esta seccion daremos dos tipos
de ejemplos de g.(k, p)-s.f.’s con Rs dividido de dimensién mayor o igual que 5.

Ejemplo 2.3.26. Sabemos por el Teorema 2.2.12 que todo g.(k, p)-s.t. M(f1,..., fs)
con estructura de contacto métrica, dimension mayor o igual que 5 y cumpliendo f; —

fs <1 esun (—fs,1 — fo)-espacio cuyas funciones f1,..., fe satisfacen:
_ fet1 _fe—1 _3fs+1
fl - 9 ) f2 - 9 ) f3 - 9 )
1
fi=1, 5 = 2 f¢ = constante > —1.

Ademds, construimos en el Ejemplo 2.2.1/ modelos de este tipo de espacio para
toda fo > —1. Si le aplicamos a dichos ejemplos transformaciones D,-homotéticas,
obtenemos por la Nota 2.3.6 g.(k, p)-s.f.’s con Ry dividido M (fy, ..., f51, f52: f6) con
funciones constantes

— f6+1 — f6—2&+1 — 1 —
fl:T’ 2= T o, f3=2—a2((a+2)f6—2@2+a+2), fi=1,
_ a — a— 2 — 1

f5,1:§a f50= 5 feza(f6_a+1)>_1

para toda constante a >0 y fg > —1.

Es fdcil comprobar que las funciones f, ..., fq satisfacen las ecuaciones del Teo-
rema 2.3.24. Ademds, si a # 1 (la variedad transformada es distinta de la original),
entonces 7571 #* —?572, luego los nuevos ejemplos no son g.(k, p)-s.f.’s.

Usaremos la Nota 2.3.23 para obtener el siguiente tipo de ejemplos.
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Ejemplo 2.3.27. Sea M una variedad de dimension mayor o iqual que 5 y curvatu-
ra seccional constante ¢ > —1(c # 1). Entonces el fibrado tangente esférico de M,
(T\ M, ¢1,&1,m,91), es un (K, p)-espacio con estructura de contacto métrica, donde
K=c2-=c¢c)#1ypu= —2c (ver Teorema 4 de [12]). Por la Nota 2.5.23, T'M
es también un g.(k, p)-s.f. con Ry dividido M(fi,..., fs1, f5.2, fs) con funciones

fi=1+c¢, fa=rc, fa=1—c+c,
c+1 c(3—c¢)
fa=1, f571 = m, f5,2 = m, foe =1+ 2c.

Si le aplicamos ahora a TyM una transformacion Dg-homotética, obtenemos por el
Teorema 2.8.7 ejemplos de g.(k,p)-s.f.’s con Rs dividido M(fy,..., fs, f59, f6) con
funciones

71:0—517 ?2:$a ?3:%(_@24‘(0"‘1)@4‘@_1)2)7
_ — +1 - +1 - 1
fi=1, f5,1:((lcc_—1)2), f5,2:%—17 fﬁza(—a+2(c+1)),

que dependen de los pardmetros ¢ > —1(c # 1) y a > 0.
Estos espacios son en particular de dimension mayor o igual que 5 y estructura de

(c—1)° < 1.

contacto métrica no-Sasakiana porque k = f; — fqa =1 — 5
a

Nota 2.3.28. Los ejemplos 2.3.27 también pueden obtenerse con un razonamiento
similar al del Ejemplo 2.2.14. En efecto, por el reciproco del Teorema 2.3.2/, to-
do ((=2fs+ fo+1)/2,1 — fs)-espacio con estructura de contacto métrica, dimension
mayor o igual que 5 y que cumpla 2fs — fo > —1 es un g.(k,p)-s.f. con Rs di-
vidido M(f1,..., fs1, f52, f6), donde las funciones fi,...,fs cumplen las ecuaciones
(2.3.26). A continuacion construiremos espacios de este tipo para cualesquiera cons-
tantes f3, f¢ > —1.

Sea M*"*(n > 1) una variedad con curvatura seccional constante ¢ > —1 y distinta
de 1. Entonces el fibrado tangente esférico con la métrica usual, (Ty M, ¢1,&1,m, 1),
es un (K, p)-espacio con estructura de contacto métrica, donde k = c¢(2 —¢c) # 1 y
= —2c <2 (Teorema 4 de [12]).

Mediante una transformacion D,-homotética (donde a es una constante positiva)
obtenemos (T\M,$,€,7,7), que sabemos que es un (R, [)-espacio con estructura de

21 2a — 2
contacto métrica donde K = Ha—z #lyp= ,u—{——a.
a
-2 1
Exigimos ahora que k = % ypu=1— fs, es decir, que
c2—c)+a*—=1 —=2fs+fe+1 —2c+2a-2
a? B 2 ’ a =1
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Si despejaramos f3 y fe en términos de a y ¢ y calculdramos el resto de las funciones
usando (2.3.26), entonces volveriamos a obtener el Ejemplo 2.3.27. Ahora bien, nos
interesa ver que existen constantes a > 0 yc > —1(c # 1) cumpliendo ambas ecuaciones
para todas las constantes f3, fg tales que 2f3 — fg > —1.

De la segunda ecuacion tenemos que a(fs +1) = 2(c+1). Como a >0y c > —1,
deducimos que fg > —1, lo cual, unido a que 2fs — fg > —1, hace que f3 > —1. Luego
2(c+1)

Jo+1

(fe+4fe—4fs =1 =2(f¢ +4fs+3)c+ fe +4fs—4fs —1=0.

podemos escribir a = , que sustituido en la primera ecuacion da:

Si fE+4fs —4fs —1 =0, esta ecuacion tiene solucion ¢ = 0, que en particular es
mayor que —1 y distinta de 1.
Si fE+4fs —4fs — 1 #0, entonces la ecuacion tiene soluciones reales

L JEH A+ 3F2fe+ 1)V202Ss — fo+1)
fe+4fe—4f3—1
porque 2fs — fe > —1. Ademds, si tomamos la raiz positiva se comprueba que ¢ es tam-

bién mayor que —1, por lo que hemos consequido ejemplos de ((—2fs + fo +1)/2,1 — f6)-
espacios con las condiciones buscadas para todas fs3, f¢ > —1.

7&17

2.4. g.(k,pn)-s.f.’s con otras estructuras

Veremos en esta seccion que si una variedad tiene estructura trans-Sasakiana, en-
tonces h = 0, luego todo g.(k, p)-s.f- M(f1,..., fe) con estructura trans-Sasakiana es
un g.S.s.f. También repasaremos el concepto de C'(a)-variedad y comprobaremos que,
bajo algunas hipoétesis, son también ¢.5.s.f.’s. Asi, ni la estructura trans-Sasakiana ni
la de C'(a)-variedad resultaran interesantes a la hora de estudiar los g.(k, p)-s.f.’s, a
diferencia de lo que ocurria con los g.S.s.f.’s (ver [3]).

Probaremos a continuacion un par de propiedades que las variedades con estructura
trans-Sasakiana tienen en comin con las de contacto métricas, seguidas del resultado
principal y un corolario:

Proposicién 2.4.1. Sea M una variedad trans-Sasakiana. Entonces:
Vep =0 y Ve£=0.
Demostracion. Usando la definicion obtenemos:
(Ved)Y = a(g(&,Y)E = n(Y)E) + Bg(0€, Y)E —n(Y)es) = a(n(Y)§ —n(Y)E) = 0.
De la propiedad (1.1.17) se deduce: V¢& = —agg + 5(€ —n(§)E) = 0. O
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Proposicion 2.4.2. Si M es una variedad trans-Sasakiana, entonces h = 0.

Demostracion. Si operamos y usamos las propiedades habituales

2hX = (Le) X = Le¢pX — oL X = [€,0X] — 0[¢, X] =
= VepX — Vyx€ — ¢VeX + ¢VxE = (Vep) X — Vyx& + ¢V xE,

de donde se deduciria en virtud de (1.1.17) y la proposicion anterior que

2hX = =Vyx€ + oVxE = ad’X — B(¢X —n(¢X)E) — ad®X + B(6X — n(X)¢€) =0,
para todo campo X en M. Il

Corolario 2.4.3. Toda variedad trans-Sasakiana con estructura de contacto métrica
es Sasakiana.

Demostracion. En virtud de la Proposicién anterior sabemos que h = 0. Ahora bien,
toda variedad de contacto métrica que cumpla h = 0 es K-contacto, luego V& =
—¢X. Si comparamos esa formula con (1.1.17) deducimos que v = 1y 8 = 0, que es
precisamente una de las caracterizaciones de las variedades Sasakianas. O

D. Janssens y L. Vanhecke definieron en [39] una casi C'(«)-variedad como aquella
variedad casi-contacto métrica para la que existe a € R tal que para todos X,Y, Z, W
campos diferenciables en M se cumple que

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,6Z,¢W) + a{—g(X, Z)g(Y, W) + g(X, W)g(Y, Z)
+9(X,02)9(Y, oW) = g(X, oW)g(Y, 02)}.

Se define una C'(«)-variedad como una casi C'(«)-variedad que ademas es normal. Es
bien conocido que las variedades cosimplécticas son C(0)-variedades, las a-Sasakianas
C(a?)-variedades y las -Kenmotsu C(—3?)-variedades.

A continuacion veremos que si una C'(«)-variedad tiene curvatura ¢-seccional cons-
tante, su tensor de curvatura estid completamente determinado.

Teorema 2.4.4. [39] Sea M una C(a)-variedad de dimension mayor o igual que 5.
Entonces la variedad tiene curvatura ¢-seccional constante F' si y solo si es un g.S.s.f.

M F—|—3a’F—a,F—a .
4 4 4

Nota 2.4.5. El resultado anterior engloba a otros de diversos autores para variedades
Sasakianas (ver [49]), cosimplécticas (ver [22]) y Kenmotsu (Teorema 3.6.1 de [40]).
Ademas, podemos decir algo mds si la dimension es 3 en el caso de las variedades
G-Kenmotsu.
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Proposicion 2.4.6. [55] Si M? es una variedad 3-Kenmotsu, entonces es un g.S.s.f.

M (% +26% + 24,0, g +36% + 3ﬁ'>, donde T es la curvatura escalar de la variedad.
Ademds, el operador de Ricci puede escribirse como

T T
Q= (3+8+0)1—(5+38+30)nw¢
Otra version de la primera parte de este resultado se demuestra en particular en

[3, Teorema 4.7|, como consecuencia del estudio de los ¢.5.s.f’s con estructura trans-
Sasakiana. La segunda parte se obtiene por el Teorema 3.10 del citado articulo.
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Capitulo 3

(k, 1, v)-espacios de curvatura
¢-seccional constante generalizados

3.1. Definicion y primeros resultados

En esta seccion estudiaremos el tensor de curvatura de Riemann de los (s, i, v)-
espacios con estructura de contacto métrica, que esta totalmente determinado en di-
mension 3. Veremos también como les afectan las transformaciones D,-homotéticas.

Los (k, i, v)-espacios con estructura de contacto métrica fueron definidos reciente-
mente en [44] como variedades de contacto métrico (M, ¢,&,n, g) tales que su tensor
de curvatura satisface

RX,)Y)E=r{n(Y)X —n(X)Y}+pu{n(Y)hX —n(X)hY}
+u{n(Y)ohX —n(X)ohY}, (3.1.1)

para funciones diferenciables x, 4y v en M independientes de la eleccion de los campos
XeY.

Fue probado en [44] que todo (k, u1, V)-espacio con estructura de contacto métrica de
dimension mayor o igual que 5 es un (k, u)-espacio (v = 0, kK y p constantes), pero que
existen ejemplos en dimension 3 con v # 0 y k no constante. Se demostrd ademaés que
k < 1y que la variedad es Sasakiana si y solo si kK = 1. Si kK # 1 es constante, entonces
v = 0y la variedad seria un (k, u1)-espacio. Por ello, se define un (k, i, v)-espacio con
k, it v v funciones, aunque no incluyamos la palabra “generalizados” en su nombre,
pues no tendria mucho sentido un (s, u, v)-espacio con funciones k, f1, v constantes (a
diferencia de lo que ocurria con los (k, p)-espacios, donde £ y p son constantes, y los
(K, iv)-espacios generalizados, donde £ y p son funciones).

Nota 3.1.1. En dimension 3, igual que hicimos anteriormente para (k, j1)-espacios
generalizados (ver Nota 2.2.4), cuando escribimos que M es un (k, u,V)-espacio con
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k=1 0k <1 queremos decir que la funcion k cumple la condicion en todo punto de
M. En lo sucesivo, cada vez que supongamos que k # 1, estaremos considerando que
Kk < 1 en todos los puntos de M. Para ello bastaria tomar B = {p € M /| k(p) = 1}
y redefinir M como M — B, que seria subconjunto abierto de M y por tanto también
variedad.

Veremos a continuacion qué forma adopta el tensor de curvatura de un (s, i, v)-
espacio de dimensién 3.

Teorema 3.1.2. Sea M? un (k, i, v)-espacio con estructura de contacto métrica. En-
tonces su tensor de curvatura puede escribirse como

R:(5—2/€)R1+<§—3R>R3+/LR4+I/R7,

donde T es la curvatura escalar de M, los tensores Ry, R3, Ry son los mismos que
aparecen en (2.1.1) y Ry viene dado por

Re(X,Y)Z = g(Y, Z)hX — g(X, Z)ShY + g(0hY, 2)X — g(6hX, 2)Y,  (3.1.2)
para todos X,Y, Z campos en M.

Demostracion. Recordamos la ecuacion (2.2.38), que es valida para toda variedad Rie-
manniana 3-dimensional

R(X,Y)Z = g(Y, 2)QX — g(X, 2)QY +¢(QY, 2)X — g(QX, Z)Y

- (3.1.3)
donde 7 es la curvatura escalar y () el operador de Ricci.
Gracias a la Proposicion 3.1 de [44] también sabemos que:
Q:(%—n)]—(%—3m>n®£+uh+y¢h. (3.1.4)

Substituyendo la ecuacion (3.1.4) en (3.1.3) obtenemos:

3.
R(X,Y)Z = g(Y, Z) ((% m) X - (f - 3/~e> N(X)E + phX + u¢hx>
Y

>
~9(X,2) ( % - /<c> - (g . 3f<;) n(Y)E + phY + V¢hY)
+ (g — k) (¥, Z)X — (g —3k) (Y )n(Z)X

+pg(hY, Z)X +vg(ohY, Z)X
_ (% — 1) g(X, 2)Y + (— — 3k) n(X)n(2)Y
—ug(hX, 2)Y —vg(ohX, Z2)Y

— S(9(Y. 2)X = g(X, 2)Y)
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Y agrupando términos podemos escribir:

R(X,Y)Z = (% - 2&) Ri(X,Y)Z + (% - 3/4;) Rs(X,Y)Z + uRy(X,Y)Z
+ v {g(Y, 2)hX — g(X, Z)phY + g(ohY, Z)X — g(6hX, Z)Y}.

Basta definir el tensor R; como se ha hecho en (3.1.2) para conseguir el resultado
deseado. O

Ahora bien, podemos interpretar los coeficientes del Teorema 3.1.2 mediante el
siguiente resultado:

Proposicion 3.1.3. Sea M3 un (k, u,v)-espacio con estructura de contacto métrica.

Entonces su curvatura ¢-seccional es F' = — — 2k.

Demostracion. Sea {E, ¢pE, £} una ¢-base. Debido a que la dimension de M es 3, existe
una sola ¢-seccion, luego la curvatura ¢-seccional F' = R(X, ¢ X, X, X) en un punto
p € M no depende de la eleccion de X y podemos escribir F' = R(E, ¢oE, ¢FE, E).

Si usamos ahora el Teorema 3.1.2 obtenemos:

F = R(E,0E, 0B, E) = (5 — 2) Ru(E,6E, 6B, E) + (5 = 3r) Ry(E, 6B, 6, E)
+MR4(E7 ¢E7¢Ea E) + VR7(Ea ¢E7¢E7E)
Ahora bien, por las propiedades de la ¢-base y el Lema 1.2.3, resulta que:

R\(E,¢E,¢E, E) =g(¢E,¢E)g(E, E) — g(E,¢E)g(¢E, E) = g(E, E)* =1,
Ry(E,9E, ¢F, F) =g(¢E, 9E)g(hE, E) — g(E, dE)g(hdE, E)
+g(hoE, ¢E)g(E, E) — g(hE, ¢E)g(¢E, E)
=g(hE, E) + g(h¢E, ¢E) = g(hE, E) — g(ohE, oE)
=g(hE, E) — g(hE, E) + n(hE)n(E) =0,

Analogamente se comprueba que

Rs3(E,¢E,¢FE,E) = R;(E,¢oE,¢FE, E) = 0.
Concluimos por tanto que
F = R(E,$E,¢E,E) = % — 9%,
que es lo que buscabamos. O

Es obvio entonces que el Teorema 3.1.2 puede enunciarse también de la siguiente
forma:
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Corolario 3.1.4. Sea M? un (k, u, v)-espacio con estructura de contacto métrica. En-
tonces su tensor de curvatura puede ser escrito como

R = FR1 + (F — /{)Rg + [LR4 + l/R7, (315)

donde F' es la curvatura ¢-seccional y Ry, R3, Ry, Ry son los tensores definidos en
(2.1.1) y (3.1.2).

Nota 3.1.5. El Corolario anterior podria usarse para proporcionar una demostracion
alternativa del Corolario 2.2.21. En efecto, si M3(fy,..., fs) es un g.(k,p)-s.f. con
estructura de contacto métrica, entonces M es en particular un (k, it)-espacio generali-
zado con k = f1— f3, p= fa— fo (Teorema 2.2.1) y curvatura ¢-seccional F = f1+3 fo
(Proposicion 2.1.7). En virtud del corolario anterior y el hecho de que un (k, j1)-espacio
generalizado es un (K, , v)-espacio con v =0, obtenemos que

R=FRi+ (F —k)Rs+ pRys+vRr = (fi + 3f2)Ri + (fs + 3f2)Rs + (f1 — fo) Ra,
como queriamos probar.

Nota 3.1.6. El Corolario 3.1.4 también se podria haber obtenido de manera andloga
al Teorema 4.1 de [43] (enunciado en esta memoria como Teorema 2.2.5), que afirma
que un (K, p)-espacio con estructura de contacto métrica, dimension mayor o igual que
5 y curvatura ¢-seccional F = K (X, ¢X) independiente de X tiene tensor de curvatura

R:

Frsp c g, (H —/<:> R3+R4+1R5+(1—M)R6,
4 4 4 2
y F' es constante.

La hipotesis sobre la dimension solo se utiliza para probar que F' es constante, no la
forma de R, luego el razonamiento también es vdlido en dimensién 3, donde K (X, pX)
siempre es independiente de X. Al adaptar dicha demostracion al caso de los (/@ [y v v)-
espacios con estructura de contacto métrica obtendriamos que la formula de R(X Y)Z
no varia si X Y son campos ortogonales a &:

RX.V)Z =" (7, 2)X —g(X, 2)7)

F (R, 62067 — 7, 02)0X + 20(X, 67)07)
+9(Y, Z)hX — g(X, Z)hY + g(hY, Z)X — g(hX, Z)Y

+ %(g(hf/, ZVhX — g(hX, Z)hY + g(ohY , Z)¢phX — g(¢hX, Z)phY)

F N e N N T
_ I3R1(X,Y)Z+ R(X. V)2 + RyX.V)Z + SRo(R. )2
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En [{4] se prueba que todo (k,u,v)-espacio con estructura de contacto métrico
cumple:

R(&, X)Y = r(g(X,Y)E+n(Y)X)+u(g(h X, Y)E—n(Y)hX)+v(g(ohY, X)f—n(stéhX))-
3.1.6

Por lo tanto, si usamos el hecho de que cualquier campo puede escribirse como
X = X +n(X)¢, donde X es ortogonal a &, consequimos

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z - n(Y)R(¢, )?)Z +n(X)R(E,Y)Z
_F+3 Ro(X,V)Z + Ru(X,V)Z + %1%5(55,?)2

Rl()?,i?)ZJrF
— (Y >{K< (X, 2)6+n0(2)X) + u(g(hX, Z)¢ — n(Z)hX)
+v(g(¢hZ, X)E — n(Z)phX)}
n(X){k(g(Y,2)E = n(2)Y) + u(g(hY , Z)§ — n(Z)hY)
v(g(ohZ,Y)E — n(Z)phY )}

_ Tras unos cdlculos donde utilizamos la definicion de los tensores Ry, .. .,
X = X —n(X)¢, obtenemos la formula del tensor de curvatura R(X,Y)Z para cuales-

Re y que

quiera campos X, Y, Z:

F+3

R(X.Y)Z == (Ry(X,Y)Z + Ry(X,Y)Z) + LR (x,v)Z

+ (Ru(X,Y)Z + Re(X,Y)Z) + %R5(X, Y)Z

— kRy(X,Y)Z — pRe(X,Y)Z — v{n(X)n(Z)$hY — n(Y)n(Z)hX
+ g(dh X, Z)n(Y ) — g(ohY, Z)n(X)E}

F+3 L x vz (? —n) Ry(X,Y)Z

F
Ri(X,Y)Z +

+ Ry(X,Y)Z + §R5(X, Y)Z + (1 - p)Re(X,Y)Z

—v{n(Xn(Z2)phY —n(Y)n(Z)phX
+ 9(ohX, Z)n(Y)E — g(ohY, Z)n(X)EY.

St denotamos por Rg al término que multiplica a v, es decir,

Rs(X,Y)Z =n(X)n(Z)phY —n(Y )n(Z)phX (3.17)
+ g(oh X, Z)n(Y)E — g(ohY, Z)n(X)E, o

podemos escribir el tensor de curvatura de Riemann como

F+3 F—-1 F+3 1
R = 1 R1—|— 4 R2+(T—KJ)R3+R4+§R5+(1—,&)R6—1/R8,
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que usando el Lema 2.2.19 quedaria:

F+3 F-1 F+3
R=——Ri+3——(R + Rs) + (T_“) Ry + Ry + (1 — p)(—Ry) — vRs
F4+3 _F-1 F+3 F-1
:( jl_ +3 1 >R1—|—<—I —/<L+3—4 )R3+(1—1—|—M)R4—VR8

= FR1 + (F — /i)Rg + /JJR4 — VRg.
Este resultado coincide con (3.1.5) gracias al siguiente lema:

Lema 3.1.7. Sea M? una variedad de contacto métrica. Entonces se cumple que:
Rs = —R;. (3.1.8)

Demostracion. Probar (3.1.8) seria equivalente a probar que (R; + Rg)(X,Y)Z = 0,
donde XY, Z son campos de una ¢-base {F,¢FE,£}. Ahora bien, si usamos las pro-
piedades (1.1.2) y (1.1.7) de una variedad casi-contacto métrica obtenemos que, dados
X,Y, Z campos cualesquiera:

(R7+Rs)(X,Y)Z = g(¢Y, 0Z)phX — g(6X, 6Z)$hY — g(¢hY, Z)¢* X +g(6hX, Z)¢*Y.

Por tanto, como ¢§ = h& = 0, es obvio que (R; + Rg)(X,Y)Z = 0si X,Y o Z
son el campo &. So6lo quedarian por comprobar dos casos, que se anulan gracias a las
propiedades de h (Lema 1.2.3):

(Rr + Rs)(E, ¢E)E = g(¢°E, 9E)OhE — g(0E, pE)phd E
— 9(ohoE, E)*E + g(¢hE, E)¢°E
= —g(E, ¢E)¢hE — hE + g(hE, E)E — g(¢hE, E)$E
= —hE + g(hE, E)E + g(hE, ¢E)¢E = —hE + he = 0,
(Rr + Rs)(E, 0E)oE = g(¢*E, ¢* E)phE — g(¢E, ¢*E)ph¢ E

— g(OhdE, 9 E)P*E + g(phE, ¢E)¢°E
= g(B, E)hE + g(¢E, E)AE + g(h¢E, E)E — g(¢hE, $E)¢E
= OhE + g(h¢E, E)E + g(h¢E, $E)$E = ShE + hoE
— GhE — ¢hE =0,

lo que finaliza la demostracion. ]

Ejemplo 3.1.8. El Corolario 3.1.4 también implica que los ejemplos de (k,p,v)-
espacios de dimensidn 3 con funciones no constantes dados en [/4] tienen tensores de
curvatura de la forma (3.1.5), asi que sélo habria que calcular la curvatura ¢-seccional
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F para obtener el tensor explicitamente. A continuacion veremos en detalle el Fjemplo

4.2 de [44].
Sea M? la variedad M = {(x,y,2) € R® / 2 > 0}, donde (z,y, z) son las coordena-

das usuales de R3. Los campos
Ve L en 1 n 1.\ 90 n 0
—|=4+zc+— -z —+ —
2 2:) YT ¢ oy 0z’

donde c es una constante no nula, son linealmente independientes en cada punto de M
y se tiene que:

0
es = (2y + 22)3_35 +

€1 = €2 = 5,

or’ oy

1
le1,e2] =0, [e1,e3] = e“zey,  [en, €3] = 2e1 — (?JC +zc+ 5) €2.

Sean g la métrica Riemanniana definida por g(e;, e;)
conexion Riemanniana y R el tensor de curvatura de V.

Sea n la 1-forma definida por n(X) = g(X,e1), para todo campo X en M, que es
una forma de contacto porque n A dn # 0. Sea ¢ el tensor (1,1) definido por

= 51']', ’l,j = 1,2,3, V su

¢61 = 0, gbeg = €3, qbeg = —€9.

Usando la linealidad de ¢,dn y g se prueba que
n(en) =1, ¢*(X)

9(¢X,0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),

para todos X,Y en M. Luego (¢,e1,1,9) define una estructura de contacto métrica en
M. Usando la formula de Koszul se obtiene:

= X +n(X)er, dn(X,Y)=g(X, oY),

1
Vees=|(—-1— 56“2) es,
1 CcT
Ve e3 = 1+§e z | ea,
Vees= (14 2e fret =
€3 = 26 z ) e yc + zc P €,
1
Ve,€2 = | yz + zc+ —) es,
2z

El tensor h cumple hey = 0,hes = Aeg, heg =

1
Veer=(—-1-— —ecxz) €3,
2
\V4 =1 Lo
e3€1 = 26 Z | €2,
1 CT
Veea=| -1+ §e z) €1,
ve3€3 = 0.

1
—Xes, donde N = 56“2. Puede

comprobarse que M es un (K, i, v)-espacio de dimension 3 con estructura de contacto

chx

4

métrica, k =1 — =2+ e"zyv=c#N0.
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Por la definicion de curvatura de Riemann y los cdlculos anteriores hallamos la
curvatura ¢-seccional

3 3 3 1
F=— <3 + 502342 + 3yzc® + 2izy + 2 + 222 — 162@22) ,

y concluimos que la variedad tiene tensor de curvatura de Riemann
R:FR1+(F—H>R3+MR4+VR7,
donde K, pu, v, F' son conocidos.

Es natural plantearse si es posible escribir la curvatura ¢-seccional de un (s, i, v)-
espacio en funcion de x, p y v. Esto simplificaria las cuentas necesarias para obtener
el tensor de curvatura de la variedad, pues no tendriamos que calcular los distintos
valores de Ve, 1,7 = 1,2,3. Para ello necesitaremos los siguientes lemas, el primero
de los cuales es una generalizaciéon del Lema 2.2.15:

Lema 3.1.9. [44, Lemas 4.2 y 4.4] Si M*"*1 es un (k, p,v)-espacio de contacto mé-
trico, entonces

h? = (k — 1)¢°.

Si ademds k < 1, sabemos que existe en todo punto una base local ortonormal {e;, pe;, &}
tal que

hei = )\eiv hqbel = _)\¢€ia hg = Oa
para todo i =1,...,n, donde A = /1 — K.

Lema 3.1.10. [18, Lema 2.1] Sea M?® una variedad de contacto métrica. Dada una
¢-base {E,¢FE, &} tal que hE = \E, en los puntos en los que h # 0 se cumple que

VeE = —adFE, Vit = —(A+ 1)8E,

V§¢E = aE, ngEf = —()\ - 1)E,

VEoE = — 5 (OB)N) + B+ (A4 1§, Vouk = — 5 (EO) + BISE + (0~ )&
VB = 5-((9B)() + AV, Vos6E = o5 (B + B)E.

donde « es una funcion diferenciable, A = S(§, E), B = S(&,0F) y S es el tensor de
Ricci de M.

Usando el Lema anterior y los resultados de [44], obtenemos que:
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Proposicion 3.1.11. Sea M? un (k, u, v)-espacio con estructura de contacto métrica.
St k < 1, su curvatura ¢-seccional tiene la forma

F=—r—p- 4%2((]5@))2 +((¢E)(V)*) + %(Ez(k) +(¢E)* (V). (3.1.9)

donde A = /1 —k y{E,0FE,&} es una ¢-base tal que hE = AE. De forma equivalente,
F' puede ser escrita como:

ﬁ((E(’f))2+((¢E)(m))2)_4

1
F = —k—p— —
e (1—r)

(E*(rk)+(oFE)*(k)). (3.1.10)

Demostracion. Sabemos por el Lema 3.1.9 que existe una ¢-base {E,¢pFE, £} tal que
hE = MAE, donde A = /1 — k > 0. Por tanto, h # 0 en todo punto de M y se cumplen
las ecuaciones del Lema anterior. Ademaés, tenemos por la Proposicion 3.1 de [44] que
a=pu/2y que S X) =0 para todo campo X tal que n(X) = 0, luego A = B = 0.
Sustituyendo en las ecuaciones del lema, éstas quedarian:

VeE = —50F. Vit = ~(A+1)0F,
VeoE = gE Vopé = —(A— 1)E,
VeoE = o (GE)NE+ (A6 VesE = BB + (A~ 1)&
1 1
ViE = 51 (6E)(\OE. VordE = 5 E(VE.

Si usamos ahora que [E,¢E] = VgoE — VypE y la definicion de curvatura ¢-
seccional, en virtud de las ecuaciones anteriores tenemos la formula (3.1.9):

F =R(E,¢E,$E, E) = g(V 5V sp0E — VopVsoE — Vip snoE, E)
— =t B (GEB0) ) + 68) (0B ) = (B0 - 15 (6E)0)*

3 2 2 1 2 2
— 12 (BOD? + (BEYN)?) + 5 (B2 (N) + (0B ().

= — K —

Bastaria utilizar ahora que A = /1 — k > 0 para obtener (3.1.10). O

Nota 3.1.12. Si usamos la formula (3.1.9) para calcular la curvatura ¢-seccional en
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el Ejemplo 3.1.8, obtenemos que

3 9 1 2
F =R(es, e, €3,€2) = =k — it = 755 ((e2(N))” + (e3(V)*) + 55 (€3(N) + e5(A)

3+ U e 3 + 22c+ = L) e
= — — e Z— — zZC Z C e
4 e2cm 2 y 2

1 3 3 cT o2
3y22c+ Sytze+ 28+ Sy £ 34+ S ) ce®
Ty 2 2 c

3 3c 3 1
- <3 + §c2y + 3yzc® + 2_y +-— 2 +c 162%22) :

que coincide con lo ya calculado en el ejemplo.

Nota 3.1.13. Si suponemos que k solo varia en la direccion de &, de la ecuacion
(3.1.10) se deduce que F' = —k — u. Por tanto, el Corolario 3.1.4 quedaria:

Corolario 3.1.14. Sea M? un (k, p, v)-espacio con estructura de contacto métrica. Si
k < 1 sdlo varia en la direccion de &, entonces su tensor de curvatura puede ser escrito

como
R: —(Ii—f-/L)Rl — (2H+M)R3+MR4+VR7, (3111)

donde Ry, Rs, Ry, R7 son los tensores definidos en (2.1.1) y (3.1.2).

Estudiaremos ahora como afectan las transformaciones D,-homotéticas al tensor de
curvatura de un (k, i, v)-espacio con estructura de contacto métrica M3,

Ya sabemos por [44] que al aplicar una transformacion D,-homotética (a > 0) a un
(K, 1, v)-espacio con estructura de contacto métrica obtenemos otro (R, [, 7)-espacio
con estructura de contacto métrica, donde

k+a?—1 +2a — 2 v
R - gt 5z (3.1.12)
a a a
Por el Corolario 3.1.4, dicha variedad transformada tiene tensor de curvatura que
puede escribirse de la siguiente forma:

R=FR, + (F —R)Rs + iRy + VR,
donde F es la curvatura ¢-seccional y Ry, Rs, R4, R7 son los tensores previamente de-
finidos. _ _
Ahora bien, podemos relacionar la curvatura ¢-seccional F' con la curvatura ¢-

seccional de la variedad original, F. Sea X un campo ortogonal a € y unitario respecto
a g. Entonces

9X.E) =-g(X,€) = g(X.6) + (a — D)g(X,€) = ag(X,€) =0
9(X, X) =ag(X, X) + a(a = Dn(X)n(X) = ag(X, X),
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luego X es también ortogonal a £ respecto a g y cumple que g(X, X_) =1/a.
Por tanto, si usamos (2.3.1) y la formula (2.3.11), que relaciona R y R, obtenemos:

F=R(X,0X,0X,X) = g(R(X,¢X)pX, X) = G(R(X, 6X)¢X, X)
=9(R(X, ¢X)oX, X) = 3(a — 1)g(X, X)g(X, X)

+ L (g(hX, 0X)g(0hX, X) — g(hX, X)g(hX, X))

a—1

—aR(X,$X)$X, X) — 3

1 —1
—a—F — 3%
a

— (= (gAY, X)? + g(hX, 6X)?)

— (a—1)(g(hX, X)* 4+ g(hX,$X)?).

a

Es decir, que la curvatura ¢-seccional puede escribirse como

_ 1 1
F—-F_3%
a

— — (a = 1(g(hX, X)* + g(hX, 6X)"). (3.1.13)

Si k = 1, entonces K = 1 y la variedad transformada es Sasakiana, luego h =0 y

obtenemos que
— 1 -1
F=-F-3""" (3.1.14)
a a

Si k < 1, entonces £ < 1 y sabemos por el Lema 3.1.9 que existe una ¢-base
{X, 06X, £} tal que hX = AX y ho X = —A\¢X, donde X\ = /1 — E. Por tanto,

1 —
g(hX. X)? + g(hX,¢X) =1 —F= —"
a
y tenemos que
- 1 a—1 a-—1 1 a—1
F:EF—B i (1—;@)25}7— " (Ba+1— k). (3.1.15)

Podemos utilizar la formula (3.1.15) para cualquier £ porque coincide con (3.1.14)
para k = 1. Asi, el tensor de curvatura R del (k, u, v)-espacio transformado tiene la
siguiente forma:

R= ?111_31 + 73E3 + 7411—34 + 77—}_%77

donde
— 1 -1
Fi=—F -2 "(3a+1—-r),
a
11 ,
f3 :EF—I—;((CL—Z)/@—ZLG +2a +2),
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y F' es la curvatura ¢-seccional de la variedad original. Luego podemos determinar por
completo la curvatura de la variedad transformada conociendo tnicamente los &, u, v
y F' originales.

A continuacion extenderemos la nocion de (k, p)-espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado (g.(k, pv)-s.f.) hasta englobar a los (k, p, v)-espacios.

Definiciéon 3.1.15. Un (k, p, v)-espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado es una variedad casi-contacto métrica cuyo tensor de curvatura puede ser escrito
como

R = fiRy + faRy + f3R3 + faRa + f5R5 + foRe + f7R7 + fsRs, (3.1.16)

donde fy,..., fs son funciones arbitrarias en M, Ry, ..., Rg son los tensores que apa-
recen en (2.1.1), Ry es el tensor de (3.1.2) y Rs el de (3.1.7). Lo denotaremos por

M(flv”'7f8)'

Por analogia con los g.(k, u)-s.f.’s, en inglés los denominaremos generalized (k, u, v)-
space forms ¥, por brevedad, de ahora en adelante utilizaremos la abreviatura g.(k, p, v)-
s.f.’s.

Es obvio que, en virtud del Corolario 3.1.4, los (k, i, v)-espacios con estructura de
contacto métricay k < 1 son g.(k, i, v)-s.f.’s con funciones f; = F| fs = F—k, fy = u,
fr=vy fa=fs=fs = fs =0, donde F es la curvatura ¢-seccional de la variedad.

Podemos obtener facilmente el siguiente resultado, que coincidiria con el Teorema
2.2.1 en el caso de que el g.(k, i, v)-s.f. cumpliera f; = fs = 0.

Proposicion 3.1.16. Si M(f1,..., fs) es un g.(k, u,v)-s.f. con estructura de contacto
métrica, entonces es un (k, i, v)-espacio con k = f1 — fs, p= fa— fe yv = fr — fs.

Demostracion. Ya sabiamos por el Teorema 2.2.1 que

(fiR1 + foRo + fsRs + fiRs+ f5Rs + foRe)(X,Y)E =

=(=HB) V)X =—nX)Y}+(fi— fo){n(Y)hX —n(X)hY}.
Es facil comprobar que
R (X, Y)§ =n(Y) ohX —n(X) ¢hY,
Rs(X,Y)§ = —(n(Y) ohX —n(X) ¢hY).

Luego podemos concluir que la variedad es un (f; — f3, fa — f6, fr — fs)-espacio. O

80



Podemos plantearnos ahora coémo cambiarian los resultados probados en las seccio-
nes 2.1 y 2.2 al sustituir el concepto de g¢.(k, p)-s.f. por el de g.(k, u, v)-s.f. Reescribire-
mos a continuacion algunos de ellos, en los que senalaremos solamente aquellos pasos
en los que se produce algin cambio significativo.

Los tres primeros resultados no varian. En las demostraciones de los dos primeros
basta usar que los tensores R; y Rg se anulan si h = 0. Para el tercer resultado daremos
una demostracién alternativa, mas corta que la original.

Teorema 3.1.17. Sea M(f1,..., fs) un g.(k,u,v)-s.f. Si M es K-contacto, entonces
fa= fi — 1. Ademds, M es Sasakiano.

Teorema 3.1.18. Sea M(fy,..., fs) un g.(k,p,v)-st. Si M es Sasakiano, entonces
fo=fi=hH-1

Teorema 3.1.19. Sea M (f1,..., fs) un g.(k, u, v)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. Si en M se cumple que f3 = fi — 1, entonces M es Sasakiano.

Demostracion. Si f3 = f1—1, sabemos por la Proposicion 3.1.16 que M es un (., i, V)-
espacio con k = f; — f3 = 1, luego es Sasakiano por el Teorema 5.3 de [44]. [

Veremos ahora que las curvaturas ¢-seccional K(X,¢X), E-seccional K(X,¢) y
K(¢X,&) de un g.(k, p, v)-s.f. varian respecto a las de un g.(k, pt)-s.f.

Proposicion 3.1.20. Sea M(fi,..., fs) un g.(k,u,v)-s.f. Entonces la curvatura ¢-
seccional de la ¢-seccion generada por un campo X unitario y ortogonal a & viene dada
por

K(X,¢X) = fi+3f2+ fag((h — 0ho) X, X) + frg((¢h + he) X, X).  (3.1.17)

Si M tiene ademds estructura de contacto métrica, entonces la curvatura ¢-seccional
de {X,pX} es
K(X,0X) = f1+3/2. (3.1.18)

Demostracion. Dado un campo X unitario y ortogonal a &, sabemos por la Proposicion
2.1.7 que

K(X,9X) =(fiRi + - + [s[s)(X, 0 X, 90X, X)
=f1+ 32+ fag((h — ¢hd) X, X)
+ f7R7(X7 (Z)Xa (bXaX) + f8R8<X7 (bXa ¢X7X)
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Ahora bien, podemos calcular

Re(X, 90X, 0X, X) =g(6X, X)g(phX, X) — g(X, ¢ X)g(phX, X)
+ g(pho X, 6 X)g(X, X) — g(6hX, ¢ X)g(6X, X)
=g(dhX, X) + g(ho X, X) = g((¢h + h) X, X),
Rg(X, 90X, 0 X, X) =n(X)n(X)g(¢ho X, X) — n(¢X)n(¢X)g(phX, X)
+ g(phX, 6 X)n(¢X)n(X) — g(¢ho X, o X)n(X)n(X) = 0,

que al sustituir en la férmula anterior nos da (3.1.17).
Si M es una variedad de contacto métrica, entonces h¢ = —¢h en virtud del Lema
1.2.3 y se sigue que

(h — ohd) X = (h+ h¢*) X = h(X + ¢*X) = h(X — X) =0,
9((oh + ho) X, X) = g((oh — ¢h) X, X) = 0,
de donde obtenemos (3.1.18). O

Proposicion 3.1.21. Sea M(f1,...,fs) un g.(k,p,v)-s.f. Entonces la curvatura &-
seccional de la &-seccion generada por un campo X unitario y ortogonal a & viene dada
por

K(X,8) = fi = fa+ (fa = fo)g(hX, X) + (f7 — fs)g(oh X, X). (3.1.19)

Demostracion. Dado X un campo unitario y ortogonal a &, tenemos por la Proposicion
2.1.8 que

K(X,8) = fi— fs+ (fa— fo)g(hX, X) + frR7(X, &, & X) + fsRs(X, €, €, X).
Por la definicion de los tensores R; y Rs, es facil comprobar que
R7(X,8,6,X) = —Rs(X,£,¢, X) = g(ohX, X),
que sustituyendo en la formula anterior nos da (3.1.19). O

Corolario 3.1.22. Sea M(f1,...,fs) un g.(k,p,v)-s.f. Si X es un campo unitario y
ortogonal a &, entonces

K(0X,8) = fi = fa+ (fa = fo)g(ho X, 6 X) + (fr — f3)g(ho X, X). (3.1.20)

Por tanto, si M es una variedad de contacto métrica,
K(9X,8) = fi — [ — (fa— fo)g(hX, X) — (fr — fs)g(oh X, X). (3.1.21)
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Demostracion. Dado un campo X unitario y ortogonal a &, ¢X también lo es, luego
(3.1.20) se deduce directamente de la proposicion anterior.

Si M tiene estructura de contacto métrica, entonces h¢ = —@h y se cumple que
g(hoX,0X) = —g(¢hX,¢X) para todo campo X ortogonal a £. Sustituyendo en
(3.1.20), obtenemos (3.1.21). O

Ya hemos reescrito los resultados méas importantes de la Seccion 2.1. Veamos ahora
los més destacados de la Seccion 2.2. El primero, el Teorema 2.2.1, ya fue generaliza-
do para g.(k, i, v)-s.f.’s con estructura de contacto métrica en la Proposicion 3.1.16,
que afirma que todo g.(k, i, v)-s.f. con estructura de contacto métrica es un (k, u, v)-
espacio. Por tanto, podemos usar los numerosos resultados de [44]. Entre otros, el
Teorema 4.1 prueba que todo (k, u,V)-espacio con estructura de contacto métrica y
dimension mayor o igual que 5 es Sasakiano o (k, p)-espacio. Por tanto, un g¢.(k, u, v)-
s.f. con estructura de contacto métrica y dimensiéon mayor o igual que 5 es Sasakiano
(v sus funciones relacionadas entre si por el Teorema 3.1.18) o es un (., y1)-espacio, es
decir, cumple que v = 0 y K, i son constantes.

Por un razonamiento similar al del Teorema 2.2.12, se prueba que el siguiente re-
sultado es cierto:

Teorema 3.1.23. Sea M (f1,..., fs) un g.(k, u, v)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. St M es no-Sasakiano y de dimension mayor o iqual que 5, entonces tiene cur-
vatura ¢-seccional constante F 1y se verifican las siguientes expresiones

Ja=1, f5= %, fe = constante > —1,
K = —fe = constante < 1,
= 1—fs = constante < 2,
v=  fi=fs =0
F= 2f — 1 = constante > —3.

Es decir, M es un (—fs, 1 — fo)-espacio con curvatura ¢-seccional constante F = 2 fg—
1>-1.

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 3.1.16 y el Teorema 4.1 de [|44] que la
variedad es un (k, i, v)-espacio con k = f1— f3, u = f4— f¢ constantesy v = f;— fg = 0.
Es decir, que M es en particular un (k, p)-espacio cuyo tensor de curvatura satisface
las ecuaciones (2.2.2)-(2.2.7) del Teorema 2.2.2, la primera de las cuales es:

R(X\,YA)Z oy = (fi = f3 = fa+ fo){9(oYa, Z_2)0 X\ — g(¢ X, Z_2)0Ya}, (3.1.22)

83



para todos campos Xy, Yy € D(A) y Z_\ € D(—\).

Por otra parte, gracias a la expresion que tiene el tensor de curvatura de un
g-(k, p,v)-s.f. v al hecho de que estamos trabajando en una variedad de contacto mé-
trica, también obtenemos que:

R(X\,YA)Z oy = (fa = [5(1 = fi + f)){g(dY, Z-2)d X\ — g(6 Xy, Z-1)pYa} (3.1.23)
+ fiv/1 = fi + f5 g(oYn, Z_x) X — g(0 X, Z_2) Y2, h

para todos campos X,Y\ € D(A\) y Z_\ € D(—\).
Igualando las ecuaciones (3.1.22) y (3.1.23) conseguimos:

(fr = fs = fa+ fs){9(oYn, Z-2)9Xn — g(¢Xh, Z_2) 9o} =
= (fo = fs(L = fi + fs){g(@Ya, Z2)dXx — g(¢ X, Z_2)pYa} (3.1.24)
+ fi/1 = fi + f5 g(oYn, Z_\) X0 — g(6 X, Z-2) Y.

Como la dimension es mayor o igual que 5, podemos tomar en la ecuacion (3.1.24)
campos X e Y, unitarios y ortogonales entre si, luego eligiendo Z_, = ¢ X, obtenemos

(fi = fa—= fa+ fo)(=0YA) = (fo — fs(1 — f1 + f3))(—0dYA) — faY),

luego

fi—fa—=fatfo=fo—fs(1 = fi+fs),
J7=0.

De la ultima ecuacion y de v = f; — fg = 0, deducimos que fs = 0. Por tanto, la
variedad es un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., f¢) y el resto del resultado lo obtenemos aplicando
el Teorema 2.2.12. O

Nota 3.1.24. Ya sabiamos que un g.(k, p,v)-s.f. M(f1,..., fs) con estructura de con-
tacto métrica y dimension mayor o igual que 5 no-Sasakiano cumple que v = f7 — fg =
0, pero hemos podido probar también que f; = fs = 0. Por tanto, no eristen g.(k, i, V)-
s.t.’s de dimension mayor o igual que 5 y estructura de contacto métrica que no sean
g.(k,u)-s.f.’s. En efecto, si el g.(k,u,v)-s.f. fuera no-Sasakiano, podemos aplicar el

Teorema anterior y si es Sasakiano, entonces h = 0, luego en particular tendriamos
que Ry =---= Rg = 0.

Veremos a continuacion qué ocurre en dimension 3. Analogamente a lo que pasa
en el caso de g.(k,pu)-s.f.’s, la escritura del tensor de curvatura de Riemann de los
g-(K, p,v)-s.f.’s con estructura de contacto métrica y dimension 3 no es unica:
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Teorema 3.1.25. Sea M3(fy,..., fs) un g.(k, u, v)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica tal que kK < 1. St su tensor de curvatura puede escribirse simultdneamente como

R=fili + foRo + f3Rs + faRs + fsRs + foRe + frRr + fsRs (3.1.25)

Y
R=f{Ri+ f3Rs + f3R3 + fyRa + f5 Rs + fo Re + f7 Ry + [ R, (3.1.26)
entonces las funciones f; y f, 1 =1,...,8, estan relacionadas de la forma siguiente:

f1:f1+f7 f2: Q_f/37 f§:f3+f7
fZ:f4+?7 fék:f6+77 f’;:f7+77 f§:f8+?a

donde f, f y? son funciones diferenciables en M.

(3.1.27)

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.16, la variedad es un (k, v, v)-espacio con
"i:fl_ffi:ff_fga
p=fi—foe=fi—Js,
v=f—Jfs=[fr—[§

Por otro lado, sabemos en virtud de la Proposicion 3.1.20 que la curvatura ¢-seccional
es

F=f+3fa=f+3f.
Reuniendo todas las ecuaciones resulta entonces el siguiente sistema compatible

indeterminado
(ff = fl) +3(fi-f) =0
(fi—f)=(fs—fs) =0
(fi—=f)—(fs—f) = 0
(f7 f?) (fs fs) =0
cuya solucion general puede escribirse como (3.1.27). O

Veremos a continuaciéon que el reciproco del Teorema 3.1.25 también es cierto.

Teorema 3.1.26. Sea M3(f, ..., fs) un g.(k, u, v)-s.f. con estructura de contacto mé-
trica. Si definimos las funciones ff, 3, f3, [+, f& [+, fa como en (3.1.27) para ciertas

funciones f, 7,7 en M y tomamos fZ arbitraria, entonces M3 es también un g.(k, i, v)-
s.b MP(ff, ..., f3).

Demostracion. Si usamos la definicion de g¢.(k, i, v)-s.f. y (3.1.27) tenemos:

8 8
R=) fiRi=)Y [R
=1 =1

FF(=Ry+ SRy = Rs) = F(Rat Ro) + (fs — f2)Rs — T(Rq + Ry).

Para obtener (3.1.26) seria suficiente aplicar los Lemas 2.2.19 y 3.1.7. O
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Corolario 3.1.27. Sea M3(f1,..., fs) un g.(k,u,v)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Entonces su tensor de curvatura puede escribirse como

R=fiRi + fsRs + fi Ry + f7 Ry,
es decir, es también un espacio M3(f7,0, f3, £7,0,0, f3,0), donde

fi=h+3f fs=Ff+3f fi=fi—fe, fr=Ff—TJs

Demostracion. Bastaria usar el teorema anterior con funciones f = 3fs, f = —fs,

f=~fsy f;=0. =

Nota 3.1.28. Si queremos considerar una forma unica del tensor de curvatura de un
g.(k, u,v)-s.f. de dimension 3 y estructura de contacto métrica, elegiremos R satisfa-
ciendo f5 = f¥ = f¢ = f§ =0 y diremos que tiene forma candnica.

Nota 3.1.29. Si M3(fy,..., fs) es un g.(k, u,v)-s.f. con estructura de contacto métri-
ca, sabemos por las Proposiciones 3.1.16 y 8.1.20 que M? es un (k, 1, v)-espacio con
k= fi—f3, u= f1— fo, v = fr — fs y curvatura ¢-seccional F' = fi + 3fo. Por tanto,
aplicando el Corolario anterior concluimos que su tensor de curvatura puede escribirse
como

R=(fi+3f2)Ri+ (fs+3f2)Rs+ (fa — fo)Re + (fr — fs) Rz
=(fi+3f) R+ ((fi +3f2) = (i = f3))Rs + (fa — fo)Re + (fr — fs) Rz
= FRy + (F — k) Ry + pRy + v Ry,

que coincide con la ecuacidn (3.1.5) del Corolario 3.1.4.

También podemos calcular el operador de Ricci y la curvatura escalar de un g.(x, u, v)-
s.f. con estructura de contacto métrica y dimension 3 (si su dimension es mayor o igual
que 5, serfa por el Teorema 3.1.23 un g¢.(k, p)-s.f. y bastaria aplicar la Proposicion

2.2.27).

Proposicion 3.1.30. Dado un g.(k, u,v)-s.f. M3(f1,..., fs) con estructura de contacto
métrica, el operador de Ricci tiene la forma

Q= 2f+3fr—f3) = Bfa+ fs)n@E+ (fa = fo)h + (fr — fa)oh (3.1.28)

y la curvatura escalar viene dada por
T =2(3f1 4+ 3fs — 2f3). (3.1.29)
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Demostracion. Tomemos ahora una ¢-base {E,¢FE,{}. Usando la definicion del ope-
rador de Ricci y la formula (2.2.36), con n = 1, obtenemos:

QX = (2fi+3f2 — f3)X = Bfa + fs)n(X)E + (fa — fo)h X
+ f7(R:(X, E)E + R7(X, 0E)oE + Rz (X, §)§) (3.1.30)
+ fs (Re(X, E)E + Rs(X, oE)pE + Rg(X, €)E) .

Podemos calcular facilmente que

Rz (X, 9E)QE =¢phX — (X, 9E)hE — g(ohE, E)X — g(¢ohX, 9E)PE,
R7 (X, §)§ =ohX.

Por tanto,

Re(X,E)E + R7(X,9E)¢E + R7 (X, §)§
= ¢ohX + g(X, E)hoE + g(¢hE, E)X — g(phX, E)E
+ 6hX — g(X, OE)RE — g(6hE, E)X — g(¢hX, 6E)OE + ShX
= 30hX + h(—g(X, pE)E + g(X, E)oE) — (9(¢hX, E)E + g(ph X, pE)dE)
= 3¢hX + h(g9(¢X, E)E + g(¢X, 9E)9E) — (g(ohX, E)E + g(¢ohX, 9 E)pE)
— 36hX + hoX — 6hX = 36hX — ohX — ohX — OhX.

(3.1.31)
Analogamente, se calcula que
Rg(X, E)E + Rg(X,¢E)pE = 0,
Rs(X,§)§ = —ohX,
luego
Rs(X, E)E + Rg(X,0F)pE + Rg(X,£)¢ = —phX. (3.1.32)

Al sustituir (3.1.31) y (3.1.32) en (3.1.30) obtenemos (3.1.28).
Hallamos por ultimo la curvatura escalar usando la ¢-base anterior y la férmula
(3.1.28):

T=1trQ =g(QE,E) + g(QoE, pE) + g(Q¢, §) =
=3(2fi+3f2 — f3) = Bfa+ f3) = 2(3f1 + 3f2 — 23).
La ecuacion (3.1.29) queda asi probada. O

Nota 3.1.31. Las formulas (3.1.28) y (3.1.29) son una generalizacion para g.(k, p, v)-
s.f’s de las probadas para g.(k, p)-s.f’s: (2.2.36) (con n = 1) y la ecuacion de la
Proposicion 2.2.39.
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Nota 3.1.32. Por el Corolario 3.1.4, el tensor de curvatura de un g.(k,p,v)-s.f.
M3(fi1,..., fs) puede escribirse como

R=fiRi + fs Ry + fi Ry + f7 Ry,

con funciones ff = F, f5 = F—k&, ff = py f3 =v. En virtud de las formulas (3.1.28)
y (3.1.29), el operador de Ricci y la curvatura escalar también vienen dados por:

Q=Q2f =) = fin@&+ fih+ fioh = (k + F)I + (k — F)n ® § + ph + voh,
T=2(3f7 —2f]) =2(F + 2k).

Corolario 3.1.33. Dado un g.(k,u,v)-s.f. M3(fi,..., fs) con estructura de contacto
métrica,

Qo — dQ = 2((fa — fo)hd + (fr — fs)h). (3.1.33)
Por tanto, en los puntos donde h # 0, Q¢ = ¢Q si y sdlo si f4 — fo = fr — fs =0.

Demostracion. Por la formula (3.1.28),

Q¢ — ¢Q = (fa — fo)(he — ¢h) + (fr — fs)(¢ho — ¢°h).

Bastaria aplicar el Lema 1.2.3 para obtener (3.1.33).
Por tanto, Q¢ = ¢Q si y solo si

(fa— fo)ho + (fr — fe)h = h((fa — fo)o + (fr — fs)I) = 0.

Donde h # 0, esta ecuacion es equivalente a que (fy — fs)oX + (fr — fs)X = 0, para
todo campo X ortogonal a £. Recordamos por ultimo que X y ¢X son ortogonales
entre si, luego esta ultima ecuacion es equivalente a fy — fo = fr — fs = 0. m

Ahora bien, sabemos por la Proposicion 2.2.26 que, para una variedad de contac-
to métrica (M3, ¢,£,1m,g), la condicion Q¢ = ¢Q es equivalente a ser n-Einstein y a
ser (k,0)-espacio, para cierta constante . Por tanto, teniendo en cuenta el Corola-
rio anterior y la Proposicion 3.1.16, podemos generalizar la Proposicion 2.2.33 para

g.-(K, i, v)-8.1. s:

Proposicion 3.1.34. Sea M3(fy,..., fs) un g.(k, p, v)-s.f. con estructura de contacto
métrica. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes en los puntos donde h #

0:
(i) M3 es n-Einstein,
(1) Qo = oQ,

(iii) M? es un (f1 — f3,0)-espacio, donde fy — f3 es una constante,
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(iv) fa—fo=fr— fs=0,

donde ) denota el operador de Ricci.

En resumen, los g.(k, i, v)-s.f.’s con estructura de contacto métrica son (k, p)-
espacios si la dimension es mayor o igual que 5 (ya estudiados en la Seccion 2.2) o
(K, , v)-espacios si la dimension es 3 (estudiados en [44]).

Sin embargo, los g.(k, i, v)-s.f.’s de dimensién mayor o igual que 5 son méas intere-
santes de estudiar con otras estructuras. Aunque veremos en la siguiente seccidén que
no existen en dimensién mayor o igual que 5 si la estructura es casi-cosimpléctica o
casi-Kenmotsu, si que existen si escribimos el tensor R; dividido (como ya hicimos para
el caso de contacto métrico). Daremos asimismo ejemplos explicitos.

3.2. g.(k,u,v)-s.f.’s con otras estructuras

En esta seccion estudiaremos como se comportan los g.(k, i, v)-s.f.’s con estructuras
casi-cosimpléctica y casi-Kenmotsu, cuyas definiciones se recogieron en la secciéon 1.1.
En primer lugar, se prueba el siguiente resultado de forma anéloga a la Proposicion
3.1.16, pues h tiene las mismas propiedades de simetria y anticonmutatividad con ¢
(ver Seccion 1.2).

Proposicion 3.2.1. Si M(f1,..., fs) es un g.(k, u,v)-s.f. con estructura casi-cosim-
pléctica o casi-Kenmotsu, entonces es un (K, i, v)-espacio con k = f1 — f3, p= f1— fo

yv=fr—fs.

Por tanto, podemos usar los variados resultados para (k, p, v)-espacios que aparecen
en la literatura.

El siguiente lema generaliza la ecuacion (3.1.6), que era cierta para estructura de
contacto métrica.

Lema 3.2.2. Dado M un (k, p, v)-espacio casi-cosimpléctico o casi-Kenmotsu, se cum-
ple que

R(&,X)Y = k(g9(X,Y)E = n(Y)X) + pu(g(hX,Y)§ —n(Y)hX)
+v(g(ohX,Y)E —n(Y)phX),

para todos X, Y campos diferenciables en M.
Demostracion. Por la definicion de (k, p, v)-espacio y las propiedades de Ry h se tiene
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que para todos los campos X,Y, 7

g(R(&, X)Y, Z) =g(R(Y, Z)§, X)
=g(k(n(2)Y —n(Y)Z) + p(n(2)hY —n(Y)hZ)
+v((Z)phY —n(Y)phZ), X)
=g(r(g(Y, X)§ —n(Y)X) + u(g(hY, X)§ —n(Y)hX)
+v(g(phY, X)§ —n(Y)ohX), Z),

y usando que h es simétrica y que h¢ = —¢h obtendriamos la ecuacion buscada. [

Nos centraremos en primer lugar en los g.(k, i, v)-s.f.’s con estructura casi-cosim-
pléctica. Por la Proposicion 3.2.1 sabemos que son (k, p, v)-espacios casi-cosimplécticos,
que han sido ampliamente estudiados. Para p = v = 0, P. Dacko publico [25], donde
demostraba que x debe ser constante, y H. Endo present6 multiples resultados en [31]
y [32]. Este ultimo autor también examind en [33] y [34] los espacios con v =0y &, i
constantes. Posteriormente, P. Dacko y Z. Olszak estudiaron en [26] y [27] los (k, u, v)-
espacios casi-cosimplécticos con k, u y v funciones que sélo varian en la direccion del
campo &.

Probaremos a continuacion algunos resultados para cualesquiera funciones k, u y v,
que extienden y completan los anteriormente publicados.

Proposicion 3.2.3. Si M*"™! es un (k, u, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica,
entonces
h? = ke, (3.2.1)

luego k <0 y k=0 sty solo si h=0. Ademds,

(Vyoh) X — (Vxoh)Y =x(n(Y)X —n(X)Y) + u(n(Y)hX —n(X)RY)

Hu(n(Y)ohX — n(X)ohY), (3.2.2)
Vedh =ph + voh, (3.2.3)
&(k) =2vk, (3.2.4)

para todos X,Y campos en M.

St k=0, entonces h =0 y M es variedad cosimpléctica si su dimension es 3.

Si k < 0, los autovalores de h son 0 (con multiplicidad 1) y +\ = +v/—k (cada
uno con multiplicidad n). Ademds, se cumple que p = —2g(VeX, ¢X) para todo campo
X autovector de h asociado al autovalor X o —A\.

Demostracion. Podemos deducir de la definicion de (k, u, v)-espacio o del Lema 3.2.2
que
R(& X)€ = k¢*X — phX — vophX, (3.2.5)
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para cualquier campo X. Ademaés, podemos calcular:

R(&, ¢X)§ = —rpX — pho X — vhX,
PR(E,0X)E = —kd* X — phX — vohX. (3.2.6)

Uniendo las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6), obtenemos que

S (REX)E — ORIE 6X)E) = ng?X.

Ahora bien, sabemos por el Lema 1.2 de [31] que en una variedad casi-cosimpléctica
se cumple que

S (RIEX)E — ORIE 6X)E) = WX,

[gualando ambas ecuaciones obtenemos (3.2.1). Dado un campo X ortogonal a &,
tenemos entonces que

g(hX, hX) = g(h2X’X) = Hg(¢2X7X) = —/ig(X,X),

luego x < 0 y deducimos que x = 0 si y s6lo si h = 0 por ser h simétrica.

Si k = 0, entonces b = 0 y en virtud de (1.2.2) obtenemos que V& = 0. Si M
es de dimension 3, basta aplicar el Corolario 5.6. de [51], que dice que una variedad
casi-contacto métrica de dimension 3 es cosimpléctica si y solo si V& = 0.

Por ser M casi-cosimpléctica, tenemos por el Lema 1.1 de [34] que

R(X,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y,

por lo que bastaria igualar esta ecuacion y (3.1.1) para conseguir (3.2.2).
Si hacemos Y = ¢ en (3.2.2), deducimos que

(Veph) X — (Vxoh)é = —k¢?> X + phX + vohX.
Por otro lado, si usamos hé =0, Vx& = —¢phX y (3.2.1), entonces
(Vxoh)E = Vxohé — 9hVx€ = phohX = —¢*h*X = h*X = k¢? X,

y al sustituir en la ecuacién anterior obtenemos (3.2.3).

Si k = 0, entonces (3.2.4) es trivial. Si k < 0, por las propiedades de ¢ y de h
sabemos que los autovalores de h son 0 (con multiplicidad 1) y +£A = +1/—r # 0 (cada
uno con multiplicidad n). Tomemos un campo unitario X, autovector de h asociado al
autovalor A = \/—x (denotado X € D())), que es ortogonal a & y cumple por (3.2.3)
que

(Veph) X = phX + vohX = AuX + AvoX. (3.2.7)
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Multiplicando (3.2.7) por $.X a ambos lados se tiene que

(Veoh) X, 0 X) = g(VeAp X — 9hVe X, 6 X)

(EN)PX + AV 0 X — 9hV X, 6X)

(A) +Ag(Vep X, 0X) — g(dhVe X, 0 X) = (N) — g(Ve X, oho X)
(

3) — (VX hX) = () — Ag(VeX, X) =€) = — 55 £(w),

g
g
§
§

de donde despejando obtenemos (k) = —2M\?v = 2kv, es decir, (3.2.4).
Si hacemos ahora el producto de (3.2.7) por X:

A= g((Veoh) X, X) = g(VeAoX — 9hV X, X) = g(§(A)9X + AV 9 X — phV X, X)
= —2X\g(VeX, 0X).

Ademaés, tenemos por hipotesis que A # 0, luego p = —2¢(VX, ¢X) para todo X €
D()).

Si tomamos X autovector de h asociado al autovalor —\, volvemos a conseguir las
mismas ecuaciones. O]

Nota 3.2.4. P. Dacko y Z. Olszak demostraron en [26] que si en un (K, p,v)-espacio
generalizado con estructura casi-cosimpléctica y funciones k, | y v que solo varian en
la direccion de & se cumple que k = 0 en un punto, entonces k se anula en todo punto.
Si el espacio tiene dimension mayor o igual que 5, demostraremos mdas adelante que las
funciones k, p y v solo varian en la direccion de € (Teorema 3.2.8), luego la funcion
k es nula o menor que 0 en todo punto de la variedad.

En dimension 3, andlogamente al caso de contacto métrico (ver Nota 3.1.1), cuando
escribamos que M es un (K, p, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica y k = 0 o
k < 0 también querremos decir que la funcion Kk cumple la condicion en todo punto de
M. Para ello bastaria tomar B = {p € M | k(p) = 0} y redefinir M como M — B,
que seria subconjunto abierto de M y por tanto también variedad.

Demostraremos ahora algunas formulas que necesitaremos en resultados posteriores.

Proposicion 3.2.5. Si M es un (k, i, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica y
k < 0, entonces para cualesquiera campos X,Y se cumple:

(Vx@)Y = g(hX,Y)§ —n(Y)hX, (3.2.8)
(Vyh)X — (Vxh)Y = s(n(X)oY —n(Y)oX +29(X, #Y)E) (3.2.9)
+ p(n(X)phY —n(Y)ohX) — v(n(X)hY —n(Y)hX).
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Demostracion. Por el Lema 1.2 de [34], sabemos que
2(Vix9)Y = —R(§, X)Y = oR(E, X)9Y + 9R(§, ¢ X)Y — R(£, ¢ X)¢Y.
Usando ahora la formula de R(&, X)Y del Lema 3.2.2, conseguimos que
(Vix@)Y = r(n(Y)X = g(X,Y)S),

para todos X, Y. Si sustituimos X por hX y usamos la Proposicion 3.2.3 y el hecho de
que Vep = 0 (por ser la variedad casi-cosimpléctica), obtenemos

—k(Vxd)Y = k(n(Y)hX — g(hX,Y)E).

Como ademés tenemos que k < 0, la ecuacion (3.2.8) se deduce ya trivialmente.
Puede comprobarse facilmente que

(Vxoh)Y — (Vyoh)X = (Vx¢)hY — (Vyd)hX + d((Vxh)Y — (Vyh)X). (3.2.10)
Ahora bien, sabemos por (3.2.8) que
(Vx@)hY — (Vy¢)hX = g(hX, hY)E — n(hY)hX — g(hY, hX){ + n(hX)hY =0,
luego por (3.2.2) y (3.2.10) tenemos que

O(Vxh)Y — (Vyh)X) = (Vxoh)Y — (Vyoh)X =
= s((X)Y =n(Y)X) + p(n(X)hY —n(Y)hX) + v(n(X)ohY —n(Y)ohX).

Si aplicamos ¢ a ambos términos y usamos las propiedades del operador h,

(Vyh)X = (Vxh)Y = =n((Vxh)Y — (Vyh) X)§ + k(n(X)oY —n(Y)oX)
+u(n(X)phY —n(Y)ohX) — v(n(X)hY —n(Y)hX). (3.2.11)

Por otro lado, de h& = 0, (3.2.1) y (1.2.2) obtenemos que:
n((Vxh)Y) = g(VxhY,§) = —g(Vx& hY) = —g(hVx&Y) = g((Vxh)E,Y),
(Vxh)é = Vxhé — hVx& = hohX = —k¢*X = ko X.
De ambas ecuaciones deducimos
n((Vxh)Y = (Vyh)X) = g((Vxh)§,Y) — g(Vyh)§, X) = —2kg(X, ¢Y),
que al sustituir en (3.2.11) da (3.2.9). O

Nota 3.2.6. Aunque la ecuacion (3.2.9) del Lema anterior se haya probado inicamente
para k < 0, es también trivialmente cierta para Kk = 0. En efecto, si k = 0, entonces
h* = 0 por la ecuacion (3.2.1) y obtenemos que h = 0 por ser h un operador simétrico.
FEs obvio por lo tanto que se cumple (3.2.9).
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A continuaciéon demostraremos que en dimension mayor o igual que 5, las funciones
K,y v s6lo varian en la direccion de &. Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.7. Si M es un (k, u,v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica, entonces

E(R)((Y)X = n(X)Y) + () (n(Y)RX — n(X)hY) + (1) (n(Y)phX — n(X)phY)
— X(k)¢?Y + X(p)hY + X (v)ohY + Y (k)¢*X — Y (u)hX — Y (v)phX = 0,
(3.2.12)
para todos X,Y, Z campos en M.

Demostracion. Probaremos el resultado de manera similar al Lema 4.3. de [44], que
afirma que la ecuacion (3.2.12) es cierta para (k, i, v)-espacios con estructura de con-
tacto métrica. Si derivamos la ecuacion (3.1.1) a lo largo de un campo arbitrario Z,
obtenemos que

VzR(X,Y)§=Z(k)(n(Y)X = n(X)Y) + Z(1)(n(Y)hX — n(X)hY')
+Vz(n(Y)X = n(X)Y) + Vz(n(Y)hX —n(X)hY)
+Vz(n(Y)phX —n(X)phY),

para todos X,Y, Z.
Ahora bien, si usamos (1.2.2) y el hecho de que V es la conexiéon de Levi-Civita de
g, tenemos que

Vz(n(Y)X =n(X)Y) =Z(n(Y) X +n(Y)VzX — Z(n(X))Y —n(X)VzY
=(9(VzY, &) +g(Y,Vz)) X +n(Y)V2X
—(9(VzX, &) +9(X,VZE))Y —n(X)VzY
=n(VzY)X = g(Y,0hZ) X +n(Y)V X
— ((VzX)Y = g(X,9hZ)Y + n(X)V2Y)),

para todos X,Y, Z.
Si desarrollamos analogamente los otros sumandos conseguimos:

VzR(X,Y)E=Z(k)(n(Y)X = n(X)Y) + Z(1)(n(Y)hX — n(X)hY)
+Z(w)(n(Y)phX — n(X)phY')
+r(N(VZY)X — g(Y,0hZ)X +n(Y )V zX
— ((VzX)Y = g(X,9hZ)Y +n(X)VzY))
+u(n(V2Y)hX = g(Y, 6hZ)hX + n(Y)V 20X
— (N(VzX)hY — g(X,9hZ)hY + n(X)VzhY))
+u((V2Y)ohX — g(Y, phZ)phX + n(Y )V z0hX
— (N(VzX)phY — g(X, phZ)phY + n(X)V z9hY')),
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para todos X,Y, Z.
De la expresion anterior, (3.1.1) y (1.2.2), deducimos que

(VZR)(X,Y)E = VZR(X,Y)E = R(V,X,Y)E — R(X,VzY)E — R(X,Y)V ¢
= Z(k)(n(Y)X = n(X)Y) + Z(u)(n(Y)hRX — n(X)hY)
+ Z(v)(n(Y)phX —n(X)phY')
+ r(—g(Y,0hZ) X + g(X, phZ)Y)
+ u(=g(Y,0hZ)hX + g(X, ohZ)hY +n(Y)(Vzh) X —n(X)(Vzh)Y)
+v(=g(Y, 0hZ)phX + g(X, phZ)phY +n(Y )(Vz0h) X —n(X)(Vz9h)Y),
+ R(X,Y)ohZ,

para todos X,Y, Z.
Si sustituimos la expresion anterior en la segunda identidad de Bianchi

(VZR)(X,Y)§ + (VxR)(Y, Z2)§ + (Vy R)(Z, X)§ = O,

obtenemos que

+
+n(X)((Vyoh)Z — (Vzoh)Y))
+ R(X,Y)ohZ + R(Y, Z)phX + R(Z, X )phY =0,
(3.2.13)
para todos X,Y, Z.
Usando la ecuacion (3.2.9) y la Nota 3.2.6, puede comprobarse que

n(Y)(Vzh)X = (Vxh)Z) +n(Z)(Vxh)Y — (Vyh)X) +n(X)((Vyh)Z — (Vzh)Y)
= —26(n(Y)g(¢X, Z) + n(Z2)g(¢Y, X) +n(X)g(¢Z,Y))E.

De la ecuacion (3.2.2) obtenemos que

n(Y)(Vzoh)X — (Vxoh)Z) +n(Z)((Vxoh)Y — (Vy¢h)X)
+n(X)(Vyoh)Z — (Vz9h)Y) = 0.
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Sustituyendo ambas ecuaciones en (3.2.13) quedaria:
Z(r)(n(Y)X —
X(&)(2)Y =n(Y)Z) + X
Y(r)(n(X)Z - Y

(n( —n(X)hY) + Z(v)(n(Y)phX — n(X)phY)

((2)RY —n(Y)hZ) + X(v)(n(Z)ohY —n(Y)phZ)
( —(Z)hX) +Y (v)(n(X)phZ — n(Z)phX)

(2)g9(0Y, X) +n(X)g(0Z,Y))§

+ R(X,Y)¢hZ + R(Y, Z)¢hX + R(Z, X)¢hY = 0.

Si hacemos Z = ¢ en esta tultima ecuacion, tenemos que:

§(r) (V)X = n(X)Y) + £(p)(n(Y)hX — n(X)RY) 4 £(v)(n(Y)9hX — n(X)phY)
— X(K)P*Y + X()hY + X (v)phY + Y (k)$*X — Y (u)hX — Y (v)phX,
— 2kpg(0Y, X)E + R(Y,€)¢hX + R(€, X)phY = 0. (3.2.14)

Basta usar el Lema 3.2.2 y la ecuacion (3.2.1) para comprobar que

— 2kug(oY, X)& + R(Y,§)phX + R(§, X)phY
= —2kpg (oY, X)& + kg(X, 9hY)E + pg(hX, ohY )€ + vg(ph X, phY)E
— rg(Y, 0hX)E — ng(hY, ohX)§ — vg(phY, ohX)§
= — 2rug (oY, X)& + 2ug(hX, ohY)§ = —2kpug(Y, X)E + 2kug(dY, X )€ = 0,

que al sustituir en (3.2.14) nos da (3.2.12). O
Podemos usar el Lema anterior para probar lo siguiente:

Teorema 3.2.8. Si M*" es un (k, p, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica de
dimension mayor o igual que 5, entonces

para todo campo X ortogonal a &, es decir, las funciones k, p y v solo varian en la
direccion de &.

Demostracion. Si k = 0, entonces h = 0, luego podemos tomar  =v =0en (3.1.1) y
el resultado se obtendria trivialmente.

Si k < 0, podemos tomar, gracias a la Proposicion 3.2.3, una base ortonormal
{e1, ... en, P€1,...,0e,,E}F tal que he; = Ae;, donde A = /—k # 0. Por el lema
anterior, sabemos que se cumple (3.2.12).

Si tomamos X = e;,Y = ¢e; en (3.2.12) y hacemos el producto con e; y ¢e;,
obtenemos que para cualquier ¢t = 1,...,n:

—oei(k) = Adei(p) + Aei(v) =0,
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ei(k) — Ae;(p) — Age;(v) = 0.
Si elegimos X =e;,Y = e;, con ¢ # j (posible porque la dimension es mayor o igual
que 5) y hacemos el producto por e; y ¢e;, entonces para todo ¢ =1,...,n:

ei(k) + Ae;(p) =0,

e;(v) = 0.

Si hacemos X = ¢e;, Y = ¢e; (con i # j) en (3.2.12), y multiplicamos por e; y ¢e;,
tenemos que para cualquier z = 1,...,n se cumple:

gei(k) — Apei(p) =0,
pe;(v) = 0.

Uniendo todas las ecuaciones se obtiene un sistema de solucion
ei(k) = dei(k) = ei(p) = dei(p) = ei(v) = ges(v) =0,

para todo?=1,...,n.
Luego X (k) = X(u) = X(v) = 0, para todo campo X ortogonal a &. O

Por tanto, si la dimension es mayor o igual que 5 podemos usar los resultados de
|26] v |27], que resumiremos a continuacion. La dimension 3 se estudiaré aparte al final
de la seccion.

Proposicion 3.2.9. [26] Sea M*" ™ un (k, u, v)-espacio con estructura casi-cosimpléc-
tica, donde Kk, u, v solo varian en la direccion de €.

St k =0 en algun punto de M, entonces Kk es la funcion idénticamente nula en M
y h =0, luego se cumpliria que R(X,Y )¢ = 0 para todos X,Y en M. Ademds, M es
localmente el producto de un intervalo abierto y de una variedad casi-Kaehler.

Si k < 0, entonces los autovalores de h son 0 (con multiplicidad 1) y +v/—k (cada
uno con multiplicidad n). En particular, k es constante si y sdlo si v = 0.

Counsideremos una transformacién D-homotética de la estructura casi-contacto mé-
trica (¢,&,1n,g) (ver [26]) definida como

— - 1
¢_¢’£_B

donde « es una constante positiva y 4 una funcion que soélo varia en la direccion de &
y no se anula en ningin punto de la variedad.

& n=0n g=ag+ (B> —anen, (3.2.15)

97



Proposicién 3.2.10. /26, Prop.1 y 2/ Si (M,¢,£,n,9) es una variedad casi-cosim-
pléctica, el tensor h y la conexion de Levi-Civita V de la variedad transformada se
relacionan con los originales de la siguiente forma:

- 1
h=h. (3.2.16)
2 _
vy = vy = E g ve s e e2an

para todos X,Y campos en M.

Proposicion 3.2.11. [26, Prop.3 y 7] Los (k, p, v)-espacios con estructura casi-co-
simpléctica, donde K, p, v sdlo varian en la direccion de £, se transforman en (R, [, 7)-
espacios con estructura casi-cosimpléctica con

Ko_ v —&(P)

= 7=

R =

9 M= ) )
5 p 5
donde ®, 71,7 sélo varian en la direccion de €.
Por tanto, todo (k,p,v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica y £ < 0 puede

e

Por la Proposicion 3.2.11 podemos obtener la forma que adquiere el tensor de cur-
vatura de Riemann de un (., y1, v)-espacio casi-cosimpléctico estudiando la forma de un
(K, iv)-espacio con dicha estructura. Por la Proposicion 3.2.3, sabemos que estos ultimos
cumplen {(k) = 0, luego en dimension mayor o igual que 5 k serfa constante y p s6lo
variarfa en la direccion de €. Esto implica que podemos usar los resultados de [34],
pues, aunque en dicho articulo Endo se centra en (k, u)-espacios casi-cosimplécticos
con k, it € R, un repaso de las demostraciones nos lleva a comprobar que también
son ciertos en el caso de que p no sea constante pero so6lo varie en la direccion de &.
Podemos utilizar entonces el Teorema 3.1 de [34], que quedaria asi en nuestro caso:

transformarse en un (—1,7,0)-espacio casi-cosimpléctico con i =

Teorema 3.2.12. Si M es un (k, j)-espacio con estructura casi-cosimpléctica y k < 0,
donde K, p solo varian en la direccion de &, entonces

R(Xo,YA)Z-x = {g(¢Yn, Z-2)9 X — g(6Xx, Z-2)9Ya},
R(X 5, You) 2y = k{g(@Y-x, Z0)0 X\ — g(d X, Z0)Y 1},
R(X,\,Y—A)Z—,\ = —fig(XM ¢Z—A)¢Y—,\,

R(XA, Yf)\)Z)\ = —HQ(ZA> ¢Yf,\)¢X>\,

R(X), Y))Z\ =0,
R(X_\,Y_\)Z_» =0,

donde X4y, Yy, Z1\ son autovectores de h asociados a los autovalores £\ = £/ —kK.
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Usando el teorema anterior y el Lema 3.2.2, daremos explicitamente la forma que
adquiere el tensor de curvatura de un (s, j1)-espacio con estructura casi-cosimpléctica
y £ < 0. Recuérdese que los tensores Ry, ..., Rg estan definidos en (2.1.1) y Rs2 en
(2.3.17).

Teorema 3.2.13. Sea M un (k,p)-espacio de dimension mayor o igual que 5 con
estructura casi-cosimpléctica y k < 0. Entonces su tensor de curvatura de Riemann
puede escribirse como

R= —K,Rg — R572 — /LRE;

Por tanto, M es un g.(k, u)-s.f. con R dividido M (fi,..., fs1, fs.2, fé) con funciones
fi=Ffh=0,fs=—kK fi=/1=0, fs0=—1y fo=—n

Demostracion. Como k < 0, sabemos por la Proposicion 3.2.9 que TM = D()\) @&
D(=)) @ < £ >, donde A = /—k > 0. Dado X campo diferenciable en M, podemos
escribir X = X, + X, +n(X)&, donde X, es un autovector de h asociado al autovalor
+\. Entonces, por las propiedades de R obtenemos que

R(X, Y)Z :R(X)\ + X,)\, Y)\ + Y,)\)(Z)\ + Z,)\) + T}(X)R(f, Y)Z
+n(Y)R(X,§)Z +n(Z)R(Xx + X5, YA+ Y.,)¢,

de donde usando (2.2.1) conseguimos

R(X,Y)Z = R(X) + X 3, Y+ Y 0)(Zy + Z3) + n(X)R(EY)Z + n(Y)R(X, €)Z.

(3.2.18)

Por el Lema 3.2.2 (con v = 0) y la definicion de los tensores Ry, ..., Rg, podemos
comprobar que

N(XVR(E,Y)Z +n(Y)R(X,€)Z = —kR3(X,Y)Z — uRs(X,Y)Z. (3.2.19)

Por el Teorema 3.2.12, obtenemos que

RXHZ+ XN +Y)(2+2Z2)) =
—R(Xx, Y2)Z + R(X2, YA) Zox + R(Xx, Y_2)Zn + R(Xx, Y1) Z
FR(X_0,YA) 2+ RX_2, YA Zon + R(X 2, Yor) 2y + R(Xor, Yor) Zon
=k{g(Xx, 0Z_3)dYx — g(Ya, 0Z_») X\ + g(Y_x, 02))pXx — g(Xy, 0Z_\)pY_»
— 9(Xx, 9Z20)9Y + g(Ya, 0Z_2) X\ — g(Yor, 023) X\ + g(X_x, 9Z3)9Y 2}
=r{(9(Xx, 9Z-2) — 9(X 1, 023) (oY) — Y1)
—(9(Yx, 0Z_x — g(Y_x, 0Z3)) (0 X5 — X))}
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Ahora bien, de la descomposicion X = X, + X_, 4+ 1(X)¢& puede deducirse que X, =
1

LY —n(X)E + %hX) v que X — %(X (X — %hX), luego
RXH\+ X\, YA+ Y )2+ 7)) =
= r{(g(Xx, 0Z5) — g(X_x, 9Z3)(9Yr — #Y_)
+ (9(Yox, 0Z5) — g(Ya, 0Z_5) (0 X) — 0 X_5)}

. ) | | (3.2.20)
= i{59(hX, 07)56hY — £g(Y, 62) 3 6hX )}
— 1= 9(0hX, Z)ORY + g(6hY, Z)0hX} = ~Rsa(X,Y)Z.
Sustituyendo (3.2.19) y (3.2.20) en (3.2.18), concluimos que
R(X,Y)Z = —kRsy(X,Y)Z — uRe(X,Y)Z — Rs2(X,Y)Z,
para todos X, Y, Z campos en M. Il

Nota 3.2.14. Por el Teorema anterior, todo (k,0)-espacio casi-cosimpléctico con k =
constante < 0 tiene tensor de curvatura R = —kR3 — R5 2, lo que coincide con el Lema
5 de [25].

Ademds, el teorema es andlogo al Teorema 2.3.22, que trata los (K, pu)-espacios con
estructura de contacto métrica y k < 1.

Ejemplo 3.2.15. Por la Proposicion 3.2.11, sabemos que todo (k,u,v)-espacio con
estructura casi-cosimpléctica y £ < 0 puede transformarse en un (—1,7,0)-espacio

. P. Dacko y Z. Olszak dieron en [27] modelos de

casi-cosimpléctico con 1 =
—K

ejemplos de (—1,u,0)-espacios con estructura casi-cosimpléctica, que denotaron por

N(p). En virtud del Teorema 3.2.13, estos espacios son g.(k, u)-s.f.’s con Rs dividido

M(f17'~'7f5,17f5,27f6) con funciones
fi=f2=0, f3=1, f4:f5,1:07 f5,2:—1 yfez—u-

Usaremos ahora las transformaciones D-homotéticas dadas por (3.2.15) para con-
seguir a partir del teorema anterior el tensor de curvatura de un (s, i, v)-espacio de
dimensiéon mayor o igual que 5 con estructura casi-cosimpléctica y x < 0.

Corolario 3.2.16. Si M es un (k, pu, v)-espacio de dimension mayor o igual que 5 con
estructura casi-cosimpléctica y k < 0, entonces su tensor de curvatura de Riemann
puede escribirse como

R = —:‘iR3 - R572 - ,MRG - I/Rg.
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Demostracion. Si descomponemos los campos en M de la forma X = X + n(X)¢E,
donde X es un campo ortogonal a &, obtenemos:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +n(X)R(E,Y)Z +n(Y)R(X,€)Z.
Por el Lema 3.2.2 y la definicion de los tensores Ry, ..., Rg, comprobamos que
N X)R(EY)Z +nY)R(X,§)Z = —kR3(X,Y)Z — nRe(X,Y)Z + vRs(X,Y)Z,
que al sustituir en la ecuacién anterior da
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — kRs(X,Y)Z — uRs(X,Y)Z + vRs(X,Y)Z.  (3.2.21)

No conocemos en general R(X',?)Z para un (K, i, v)-espacio, pero si usamos las
transformaciones D-homotéticas (3.2.15) con @ = 1y 8 = \/—k, obtenemos una va-
riedad transformada que es un (—1,71)-espacio, con & = u/v/—k. Esto ese debe a la
Proposicion 3.2.11, que puede aplicarse gracias a que las funciones k, i, v so6lo varian
en la direccion de & por el Teorema 3.2.8.

Dado X campo ortogonal a & respecto a g, entonces

G(X.8) = %ao?,f) — By(X.6) =0,

luego también es ortogonal a & respecto a §. Sabemos pues por el Teorema 3.2.13 que
se cumple

R(X,Y)Z = Rs(X,Y)Z — Rs2(X,Y)Z —iRs(X,Y)Z = —R55(X,Y)Z,
para todos X,Y,Z campos en M. Ademds, si usamos (3.2.15) y (3.2.16), podemos
comprobar que Rs2(X,Y)Z = —1/kR52(X,Y)Z para todos X, Y, Z, luego

s
R(X,Y)Z = =Rs5(X,Y)Z. (3.2.22)
K

Basta ahora ver la relacion entre R(X,Y)Z y R(X,Y)Z.
Si sustituimos o = 1y § = y/—k en la formula (3.2.17) y usamos (3.2.4), obtenemos
que

V¥ = V¥ = g6 g+ on(Xn(v e,

Por la definicion del tensor de curvatura de Riemann

R(X,Y)Z =VVyZ -VyV3Z -V 372
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y el hecho de que X (k) = Y (k) = 0 (Teorema 3.2.8), tras algunos calculos se llega a

|
RX, V)7 = RX, V)7 + °F

(— (gth Z) Xf+9(¢hX Z) Yf
+ (9(ohY, V;(Z> — 9(¢hX, V3 2) (3.2:23)
+Y(9(¢hX, Z)) — X(g(ohY, Z)) + g(6h[X Y], 2))€).

Ahora bien, V€ = —/=rV € = V=rohX = —¢hX, luego

—g(¢hY , Z)V 36 + g(ohX, Z)V& = g(6hY , Z)phX — g(6hX, Z)phY = Rs(X,Y)Z.

Por las propiedades de la conexion de Levi-Civita y la ecuacion (3.2.2), se obtiene
que

g(OhY V3 Z) — g(6hX, V3 Z) + Y (g(¢hX, Z)) — X (g(¢hY , Z))
+9(oh[X, Y], Z) = g(Vyoh) X — (Vgoh)Y, Z) = 0.

Si usamos las dos formulas anteriores en (3.2.23), conseguimos

e oo 1
RX.V)Z = RX, V)7 + "Ry 0(X, V)2,

que al sustituir en (3.2.22) y despejar nos da
R(X,Y)Z = —R55(X.Y)Z, (3.2.24)

para todos X, Y, Z campos en M.
Sustituyendo (3.2.24) en (3.2.21), concluimos que

R(X,Y)Z = —kRs(X,Y)Z — uRe(X,Y)Z + vRs(X,Y)Z — Rs5(X,Y)Z,

para todos X, Y, Z campos en M. O

Cabe ahora plantearse si los (k, i, v)-espacios de dimension mayor o igual que 5
con estructura casi-cosimpléctica y k < 0 pueden ser ¢.(k, p,v)-s.f.’s M(f1,..., fs). La
respuesta la encontramos en el siguiente resultado. Los ¢.(k, p, v)-s.f.’s de dimension 3
con estructura casi-cosimpléctica se estudiaran al final de esta seccion junto con los de
estructura casi-Kenmotsu.

Proposicion 3.2.17. No ezisten g.(k, u,v)-s.t.’s M(f1,..., fs) de dimension mayor o
wgual que 5 con estructura casi-cosimpléctica y k = f1 — f3 < 0.
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Demostracion. Probaremos el resultado por Reduccién al Absurdo. Supongamos que
existe un g.(k, p, v)-s.f. M(f1,..., fs) de dimension mayor o igual que 5, con estructura
casi-cosimpléctica y k = f1 — f3 < 0. Asi,

R:f1R1+"'+f8R8.

Como su estructura es casi-cosimpléctica, M es también un (f; — fs, f1 — fo, fr — fs)-
espacio con f1 — f3 <0, fy— fo v fr— fs variando solo en la direccion de £ (Proposicion
3.2.1 y Teorema 3.2.8). Podemos aplicar entonces el Corolario 3.2.16 y obtener que el
tensor de curvatura se escribe como

R=—(f1— f3)R3s — Rs» — (fs — f6)Re — (f7r — [f3)Rs.
Igualando ambas expresiones de R y usando que Rs = R5; — 52 obtenemos que

(fi(Ri+ Rs) + faRa + fa(Ra + Re) + fsRs1 + (1 — fs)Rs 2 + f7(R7 + Rs))(X,Y)Z =0,
(3.2.25)
para todos X,Y,Z en M.

Sabemos por la Proposicion 3.2.9 que TM = D(A) @ D(=\)® < & >, donde
dimD(X) = dimD(—\) = n > 2 (porque la dimension es mayor o igual que 5). Si
tomamos en la ecuacion (3.2.25) X,Y € D(A) campos unitarios y ortogonales entre si
y Z = ¢ X, entonces obtenemos que

—fot+ (A= f5)(fi—f3) =0, fr=0.
Si elegimos X, Z € D(—\) unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢Z se obtiene que
Lo+ (= f5)(fr = f3) =0, fr=0.
Tomando X, Z € D()) unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢X, conseguimos que
Ja=0.
Si X = Z € D(A) es unitario e Y = ¢X, entonces
2fi+3f2—f3=0.
Si elegimos X, Y € D()\) unitarios y ortogonales entre si y Z = X, deducimos que

fi+fs(fs—fi)+2fu/fs—fi=0, fr=0.

Se obtiene andlogamente para X,Y € D(—\) unitarios y ortogonales entre si y
Z =Y, que
i+ fs(fs—fi)—2fi/fs—fr =0, fr=0.
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Uniendo todas las ecuaciones obtenemos el siguiente sistema:

fit fs(fs—=fi) +2fa/fs— i =

fit fs(fs—=fi) =2fu/fs—fi =

fr = 0}

Si usamos el hecho de que f; — f3 < 0, deducimos que f; = fo = f3 = f4 =

fr =0y fs = 1, que es una contradiccion con la hipotesis f; — f3 < 0. Por tanto,
no existen g.(k, p, v)-s.f.’s M(f1,..., fs) de dimension mayor o igual que 5, estructura
casi-cosimpléctica y Kk = f; — f3 < 0. O

—fo+ (1= fs)(fi—fs) = 0)
fot(I=fs)(fi—fz) = 0
fa =0

2fi+3fa—fz = 0 »
0
0

Nota 3.2.18. El Corolario 3.2.16 y la Proposicion 3.2.17 sugieren que seria ttil in-
troducir el concepto de g.(k, u,v)-s.f. con Rs dividido de manera andloga a como ya
hicimos para los g.(k, p)-s.f.’s con Rs dividido. Definimos pues un g.(k, p,v)-s.f. con
R dividido M (fi,..., f51, f5.2,---, fs) como una variedad casi-contacto métrica cuyo
tensor de curvatura puede escribirse como

R = fiRy + faRy + fsRs + faRy + f51R51 + f52R52 + feRe + f7R7 + fsRs.

Como R; = Rs1 — Rso, es obvio que todo g.(k,p,v)-sf. M(fi,...,fs) es un
g.(lﬁ, My l/)—S.f. con R5 leldldO M(fl, ey f571, f572, Ce ,fg) con f5’1 = f5 Yy f5’2 = —f5.

En virtud del Corolario 3.2.16, todo (k,u,v)-espacio de dimension mayor o igual
que 5 con estructura casi-cosimpléctica y £ < 0 es un g.(k, u,v)-s.f. con Rs dividido

M(fi, .., fs51, f52,..., fs) con funciones:
fi :f2:f4:f5,1:f7:0, f3 = —K, f5,2=—1, Jo = —n, fs=—v.

Ejemplo 3.2.19. Ya vimos en el Ejemplo 3.2.15 que P. Dacko y Z. Olszak dieron
en [27] modelos de ejemplos de (—1, 1, 0)-espacios con estructura casi-cosimpléctica. Si
le hacemos una transformacion D-homotética a estos espacios obtendremos (R, i, V)-
espacios casi-cosimplécticos con

1 1t £(8)

R=——<0, u==,7v=— .
B B 3
Por la Nota anterior, si estos espacios transformados tienen dimension mayor o
igual que 5, entonces son g.(k, p, v)-s.f.’s con Rs dividido M (f1,..., fs1, fs2,---, fs)
con funciones:

£(8)
B

fi=fa=0, f3 fo=fs1=0, fsa=—1, fﬁz—%, fr=0, fs=

1
= @7
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FEs de resaltar que, en este caso, fs1 # —fs2 y fs es en general una funcion no cons-
tante, luego estos espacios no son g.(k, u,v)-sf’s M(fi,..., fs) o g.(k, u)-s.f.’s con Rj
dividido M(f1,..., fs1, f5.2, fs). Esto justifica la definicion y estudio de los g.(k, j1, V)-
s.f.’s con R5 dividido M(fl; ceey f5’1, f5’2, ce fg)

Es facil comprobar que también se cumple para los g.(k, i, v)-s.f.’s con Rs dividido
un resultado analogo a las Proposiciones 3.1.16 y 3.2.1.

Proposiciéon 3.2.20. Si M(f1,..., fs1, f52,..., fs) es un g.(k, p,v)-s.f. con R divi-
dido con estructura de contacto métrica, casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu, entonces

es un (K, p,v)-espacio con k = f1 — f3, p= fa— fo yv = fr— fs.

Demostracion. Anéloga a la de la Proposicion 3.2.1. Basta sustituir Rs5(X,Y){ = 0
por R571(X, Y)é = R5’2(X7 Y)§ =0. ]

Antes de continuar probaremos la unicidad de la escritura del tensor de curvatura de
Riemann de un g.(k, pt, v)-s.f. con Rs dividido M(f1,..., fs1, f52, ..., fs) de dimension
mayor o igual que 5 con estructura casi-cosimpléctica y x < 0.

Teorema 3.2.21. Si M*VY(f1,..., fs1, f52,---, fs) es un g.(k, p,v)-s.f. con Ry di-
vidido de dimension mayor o igual que 5 con estructura casi-cosimpléctica y £ < 0,
entonces la escritura de su tensor de curvatura es unica.

Demostracion. Supongamos que podemos escribir el tensor de curvatura de Riemann
de M como

R = fiR1+ faRa+ f3Rs+ faRa+ f51R51 + f52R52 + feRe + [rR7 + fsRs

R=f{Ri+ fsRe+ f3Rs + f{Ra+ f51R51 + f52R52 + f6 Re + f7 R + f3 s,

para ciertas funciones f;, f*, i1 =1,...,8.
Entonces

(fi— DR+ (fo— fo)Re+ (fs — f3)Rs + (fa — f1) R4 (3.2.26)
+(fsn = fo1)Bsn + (fs2 — f52)Bs2 + (fo — fo)Re + (fr — f7)Re + (fs — f3)Rs = 0.

Por otro lado, sabemos por la Proposicion 3.2.20 que M es un (k, i, v)-espacio con

k=fi—fa=f—[3,
w=fi—fo=[fi—Js (3.2.27)
v=fr—fs=17—Js
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Aplicando la Proposiciéon 3.2.9 obtenemos que
TM =D\ @& D(=\)d <& >, (3.2.28)

donde +\ son autovalores del operador h, A > 0y dimD()\) = dimD(=)\) =n > 2
(porque la dimension es mayor o igual que 5).

Si tomamos en la ecuacion (3.2.26) X,Y € D()\) campos unitarios y ortogonales
entre siy Z = ¢ X, entonces obtenemos que

o= f5+ X (fs2— fiy) =0, fr—fr=0.

Si elegimos X, Z € D(—\) unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢Z se obtiene que
—(fa= f5) + XN (fs2— [a2) =0, fo—fi=0.
Tomando X, Z € D()) unitarios y ortogonales entre si e Y = ¢ X, conseguimos que
fa—f5=0.
Si X = Z € D(A) es unitario e Y = ¢X, entonces
—(fi = £7) = 3(fa = £3) + No(fsn — f50) + A2 (fs2 — f32) = 0.

Si elegimos X,Y € D()\) unitarios y ortogonales entre si y Z = X, deducimos que

fie=fr2M(fa = f) + X (fsn = f51) =0, fr—f7 =0,
Se obtiene anélogamente para X,Y € D(—A\) unitarios y ortogonales entre si y
Z =Y, que
fr=fr=2Mfa = )+ N (fsn = f51) =0, fr—fr =0,

Uniendo todas las ecuaciones obtenemos el siguiente sistema:

fo=fs + XN (fs2— foa) =

—(fa=f3) + N (fs2 — [52)

fa—[3

—(fi=f1) = 3(fa = f3) + N(fs1 — for) + X(fs2 — f22)
fo= 20 fa = f1) + XN (fsn — f21)

fr = f1=2X(fa = f5) + N (fs1 — f21)

fr—f = 0

que podemos resolver usando que A > 0. Su solucién seria:
h==h-fi=h-fi=hi—fs1=l2—fs2=1r— 7 =0.
Por las ecuaciones (3.2.27), tenemos también que
fs—fs=Tf—fs=1/fs—fs =0,

y concluimos que f; = f paratodo? = 1,...,8. Asi, la escritura del tensor de curvatura
es 1nica. O

|
cCoococo oo
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Es de senalar que el teorema anterior también es cierto si la estructura es de contacto
métrica y k < 1 o si la estructura es casi-Kenmotsu y k < —1:

Teorema 3.2.22. Si M*" X (f1,..., fs1, f52,-- -, fs) es un g.(k, p, v)-s.f. con Ry dividi-
do de dimension mayor o igual que 5 con estructura de contacto métrica y kK <1 o con
estructura casi-Kenmotsu y k < —1, entonces la escritura de su tensor de curvatura es
unica.

Demostracion. Analoga a la del Teorema 3.2.21. S6lo cambiaria el resultado necesario
para obtener (3.2.28), que en el caso de estructura de contacto métrico seria el Lema

3.1.9 y en el caso casi-Kenmotsu la Proposicion 3.2.28, que presentaremos més adelante.
m

Ejemplo 3.2.23. (Continuacion del 3.2.19) Si elegimos 3 no constante en el Ejem-
plo 3.2.19, entonces fs # 0, luego dichos ejemplos de g.(k, u,v)-s.f.’s con R dividi-
do M(fi,..., fs1, fs52,-.-, fs) con estructura casi-cosimpléctica no pueden ser g.(k, j1)-
s.f.’s con R dividido M(f1,..., fs1, f5.2, f6), en virtud del teorema anterior.

Nota 3.2.24. El Teorema 3.2.21 proporciona una demostracion de la Proposicion
3.2.17 alternativa a la que dimos originalmente. En efecto, supongamos que existe una
variedad de dimension mayor o igual que 5 que es un g.(k, u,v)-s.f. M(f1,..., fs) con
estructura casi-cosimpléctica y k = fi — f3 < 0. Entonces M es también un g.(k, ji, v)-

s.f. con R dividido M(f1,..., fs1, fs2,--., fs) con fs1 = f5 y fs2 = —f5, luego
R= fiRi + foRo + fsRs + faRy + fsR51 — f5R52 + fel + frR7 + fsRs.

Por otra parte, como la variedad tiene estructura casi-cosimpléctica, es también un

(fi = fas fa = fo, fr — f3)-espacio con fi — f3 < 0, fs — fo y fr — fs variando sdlo
en la direccion de & (Proposicion 3.2.1 y Teorema 3.2.8). Podemos aplicar entonces el
Corolario 3.2.16 y obtener que el tensor de curvatura se escribe como

R=—(fi— f3)Rs— Rs2— (fa— fo)Re — (fr — f3)Rs.

Por el Teorema 3.2.21, las funciones de las dos escrituras del tensor de curvatura
R deben coincidir, asi que tendriamos en particular que fs = 0 y fs = 1, lo cual es
absurdo. La no eristencia queda asi probada.

También podemos usar el Teorema 3.2.21 para determinar algunas de las funciones
de un g.(k, p,v)-s.f. con Ry dividido M(f1,..., fs1, f52,...,fs) de dimensién mayor
o igual que 5, estructura casi-cosimpléctica y f; — f3 < 0, andlogamente a como ya
hicimos en el Teorema 2.3.24 para estructura de contacto métrica.

Teorema 3.2.25. Sea M(fi,..., f51, f52,---, fs) un g.(k, u,v)-s.f. con Ry dividido y
estructura casi-cosimpléctica. St M es de de dimension mayor o igual que 5 y se cumple
que f1 — f3 <0, entonces M verifica

hi=f=fi=fa1=/=0, fs0=-1, f3>0,
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y f3, fe, fs son funciones que sdlo varian en la direccion de &. FEs decir, M es un
(—f3, —fs, — f3)-espacio con f3 > 0.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.20, sabemos que M es un (k, u, v)-espacio con
k=fi—fs <0, u=fi—fsyv = fr— fs. Estamos pues en las condiciones del
Corolario 3.2.16, luego el tensor de curvatura de Riemann puede escribirse como

R = —K)Rg — R572 — ,U/R(; — I/RB = _(fl - f3)R3 - R5,2 - (f4 - f6)R6 - (f7 - fB)R

Por la definicion de g.(k, u,v)-s.f. con Rs dividido y la unicidad de la escritura del
tensor de curvatura (Teorema 3.2.21), obtenemos que

h=h=f=f1=/=0, fs5=-1L

Por tanto, k = —f3, u = —f¢ y v = —fs. Por hipotesis, fi — f3 = —f3 < 0, luego
f3 > 0. El resto del resultado se obtiene por el Teorema 3.2.8, que afirma que &, py v
solo varian en la direccion de &. O]

Analizaremos ahora el caso de los ¢.(k, i1, v)-s.f.’s con estructura casi-Kenmotsu,
que sabemos por la Proposicion 3.2.1 que son (k, u, v)-espacios casi-Kenmotsu. G. Dileo
y A. M. Pastore estudiaron en [29] los (k, ut)-espacios y (x, 0, v)-espacios casi-Kenmotsu
con K, 4, v constantes, aunque usaron una notacion diferente. Entre otros resultados,
probaron que si un (k, p1)-espacio es casi-Kenmotsu, donde «, 1 € R, entonces k = —1
y h =0 (Teorema 4.1). Si un (&, 0, v)-espacio es casi-Kenmotsu, con x,v € Ry h # 0,
entonces £ < —1 y v = 2 (Proposiciéon 4.1). También dieron ejemplos de (—1—\?,0, 2)-
espacios con estructura casi-Kenmotsu para todo A € R.

Dichos resultados se pueden generalizar para k, u, v funciones:

Proposicion 3.2.26. Si M es un (k, p, v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu, en-

tonces
h? = (k +1)¢?, (3.2.29)

luego k < —1 y Kk = —1 si y solo si h = 0. Ademds,

Veh = (v —2)h — pgh, (3.2.30)
(k) = 2(k + 1)(v — 2), (3.2.31)

(Vy@h)X — (Vx@h)Y = (s + 1)(0(Y)X — n(X)Y) + p(n(Y)hX — 5(X)hY)
+ (v —1)(n(Y)phX — n(X)phY). (3.2.32)

Demostracion. Por la definicion de (k, p, v)-espacio, sabemos que
R(& X)€ = k¢p* X — phX — vohX. (3.2.33)
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Ademaés, podemos calcular
R(&,6X)E = —koX — phoX — vhX,
PR(E,0X)E = —kd* X — uhX — vohX. (3.2.34)
Uniendo las ecuaciones (3.2.33) y (3.2.34), obtenemos que

1
5 (R(E X)E = GR(E 0X)8) = no’X.
Ahora bien, sabemos por la Proposicion 5 de [28] que una variedad casi-Kenmotsu
cumple
1
S (R(E X)E = OR(E, 6X)€) = —0X + h°X.

Por tanto, k¢® = —¢* + h? y concluimos (3.2.29). Dado un campo X ortogonal a
&, tenemos entonces que

g(hX,hX) = g(h*X,X) = (k+1)g(¢"X, X) = —(r + 1)g(X, X),
luego Kk < —1 y deducimos que xk = —1 si y s6lo si h = 0 por ser h simétrico.
Tenemos por la Proposicion 5 de 28] que
(Veh)X = —¢X — 2hX — ¢h*X — ¢R(X, €)E.

Si usamos (3.2.29) y la definicion de (k, i, v)-espacio, obtenemos (3.2.30).
Para demostrar la tercera igualdad derivaremos la primera en la direccion de &.

Obtenemos que
Veh? = €(k)¢° + (k + 1) Ve (3.2.35)

Como Vg = 0 (ver [51]), entonces Vep? = 0, pues (Ve?) X = (Ved)oX + ¢(Ved) X
para todo campo X.
Pero, usando (3.2.30), podemos escribir

(Veh*) X =(Veh)hX + h((Veh)X)
=(v —2)W*X — puodh*X + (v — 2)h*X — phohX = 2(k + 1) (v — 2)$*X,
en virtud de (3.2.29).

Sustituyendo los valores de V¢¢? y de V¢h? en (3.2.35), conseguimos (3.2.31).
Por la Proposicion 4 de [28] se cumple que

R(X,Y)E = (Vyoh)X — (Vxoh)Y +n(X)(Y — ¢hY) —n(Y )(X — ohX),
de donde al despejar y usar la definicion de (k, i, v)-espacio obtenemos
(Vyoh)X — (Vxoh)Y =R(X,Y)§ = n(X)(Y — ohY) + n(Y)(X — ohX)
=&+ 1)(n(YV)X = n(X)Y) + u(n(Y)hX —n(X)hY)
+v =1 (n(Y)ohX — n(X)phY),
y por lo tanto (3.2.32). O
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Nota 3.2.27. Es obvio que la Proposicion 3.2.1 y la ecuacion (3.2.31) implican que
un g.(k, p,v)-s.f. M(f1,...,fs) con estructura casi-Kenmotsu debe satisfacer £(k) =
E(fi — f3) = 2(fi — fs + 1)(fr — fs — 2). Por tanto, si k = fi — f3 es constante,
entonces dicha constante es —1 (caso especial detallado en la siguiente proposicion) o
v=fr—fs=2

Andlogamente, un g.(k, p)-s.f. M(f1,..., fs) con estructura casi-Kenmotsu cumple
que £(f1 — f3) = —4(f1 — fs +1). Por tanto, si k = f1 — f3 es una constante, entonces
dicha constante es —1.

FEsta situacion contrasta con lo que ocurre para los g.(k, p)-s.f.’s M(fi,..., fs) con
estructura casi-cosimpléctica, de los que sdlo podemos afirmar por la ecuacion (3.2.4)

que satisfacen que £(f1 — f3) = 0.

La ecuacion (3.2.29) de la Proposicion anterior hace que el valor de x juegue un
papel importante a la hora de estudiar el comportamiento de los (k, i, v)-espacios con
estructura casi-Kenmotsu. A continuacion estudiaremos estos espacios segin £ = —1
0 K < —1, consiguiendo resultados que generalizan los contenidos en [29].

Proposiciéon 3.2.28. Sea M?"™! un (k, u,v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu.

Si k= —1, entonces h = 0 y M***! es localmente el producto alabeado M’ X p» N*™,
donde N?" es una variedad casi-Kaehler, M' un intervalo abierto de coordenada t y
f? = ce? para alguna constante positiva c. Ademds, es una variedad de Kenmotsu si
la dimension es 3 (n=1).

Sik < —1(h#0) entonces M no es una variedad de Kenmotsu y los autovalores
de h (iguales a los de ¢h) son 0 (con multiplicidad 1) y £\ = £v/—1 —k # 0 (cada
uno con multiplicidad n). Ademds, se cumple que p = —2g(VeX,0X) para todo X
autovector unitario de h asociado a *\.

Demostracion. Si k = —1, se obtiene por (3.2.29) que h = 0. Por el Teorema 2 de [28]
sabemos que M?"*! es localmente el producto alabeado M’ X 2 N**, donde N?" es una
variedad casi-Kaehler, M’ un intervalo abierto de coordenada ty f? = ce? para alguna
constante positiva c. Al sustituir 2 = 0 en la ecuacion (1.2.3) tenemos que V& = —¢? y
por la Proposicion 3 de |28] conocemos que toda variedad casi-Kenmotsu de dimension
3 cumpliendo dicha propiedad es de Kenmotsu.

Si K < —1, entonces se deduce de (3.2.29) y de las propiedades de h que los au-
tovalores de h son 0 (con multiplicidad 1) y +v/—1 — k (cada uno con multiplicidad
n). Como (¢h)? = h?, los autovalores de ¢h coinciden con los de h. Ademas, de h # 0
deducimos por la Proposicion 2.4.2 que M no tiene estructura trans-Sasakiana luego,
en particular, no es variedad de Kenmotsu.

Si tomamos X autovector unitario de h asociado a A # 0 (que denotaremos X €
D())), obtenemos de (3.2.30) que

ENX + AVeX — hVeX = A(v — 2)X — AuoX,
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que al multiplicar por ¢.X da
=AM =Ag(VeX, 9X) — g(hVeX, 9X) = 20g(Ve X, 9X).

Como A # 0, entonces u = —2¢(VeX,¢X). Si tomamos X € D(—\), volvemos a
conseguir la misma ecuacion. O]

Analogamente a como hicimos en la Proposicion 3.2.5 para estructura casi-cosim-
pléctica, demostraremos ahora algunas formulas para (k, i, v)-espacios con estructura
casi-Kenmotsu que necesitaremos en resultados posteriores.

Proposicion 3.2.29. Si M es un (k,p,v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu y
Kk < —1, entonces para cualesquiera campos X,Y se cumple:

(Vxd)Y =g(hX + ¢X,Y)E —n(Y)(hX + ¢X), (3.2.36)
(Vyh)X — (Vxh)Y =(k+ 1)(n(X)oY —n(Y)oX — 29(¢.X,Y)E) (3.2.37)
+u(n(X)ohY —n(Y)ophX) — (v — 1)(n(X)RY —n(Y)hX).

Demostracion. Sabemos por la Proposicion 2.5 de [29] que en toda variedad casi-
Kenmotsu se cumple que

= 2AVux®)(Y, Z) +20(Y)g(Z, X — ohX) — 20(Z)g(Y, X — phX). (3.2.38)

Ahora bien, por el Lema 3.2.2, se calcula que

9(R(€, X)Y, Z) — g(R(&, X)8Y, 6Z) + g(R(E, 6X)Y. 62) + g(R(E, $X)oY, Z) =
— 2kg(n(2)X — g(X, 2)E. ).

Por otro lado,

(Viax®) (Y, Z) =Vx (®(Y, Z) — ®(VyxY, Z) — (Y, Vix Z)
=hX(g(Y,0Z)) — 9(VixY,0Z) — g(Y,oVix Z)
=hX(9(Y,92)) — hX(g(Y,0Z)) + g(Vix9Z,Y) — g(Y,¢Vix Z)
=9(Vix9Z,Y) — g(Y,0VixZ) = g((Vix9)Z,Y).

Sustituyendo en (3.2.38) se deduce que
kg((Z2)X —g(X, 2)6,Y) = g(Vax ) Z,Y )+n(Y)g(Z, X —¢hX)—n(Z)g(Y, X —¢phX),
para todo Y, luego
k(N(Z2)X — 9(X, 2)€) = (Vix9)Z + 9(Z, X — ohX)§ —n(Z)(X — ohX),
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de donde se obtiene

(Vix9)Z =((2)X — g(X, 2)§) — 9(Z, X — ohX)E +n(Z)(X — ¢hX) =
=(k+1)(n(2)X — 9(X, 2)&) + 9(Z, phX)E — n(Z)phX.

Si sustituimos X por hX y usamos (3.2.29) y el hecho de que k < —1, conseguimos
(Voex$)Z = —g(hX + ¢X, Z){ +1(Z)(hX + ¢X).

Como Vep =0, entonces Vyex¢ = —Vxo+n(X)Vep = —Vx¢ y deducimos (3.2.36).
Un célculo sencillo da

(Vxoh)Y — (Vyoh)X = (Vx¢)hY — (Vy9)hX + ¢((Vxh)Y — (Vyh)X).
Por otro lado, sabemos por (3.2.36) que

(Vxd)hY — (Vyp)hX =g(hX + ¢ X, hY)E — n(hY)(hX + ¢X)
—g(hY + @Y, hX)§ +n(hX)(hY + ¢Y) = 0,

luego por (3.2.32) tenemos que

P((Vxh)Y = (Vyh)X) = (Vxoh)Y — (Vyoh)X = (k+ 1)(n(X)Y —n(Y)X)
+un(X)hY —n(Y)hX) + (v = 1)(n(X)phY —n(Y)phX).

Si aplicamos ¢ a ambos términos y usamos las propiedades del operador h,

(Vyh)X — (Vxh)Y = —n((Vxh)Y — (Vyh)X){ + (6 + 1)(n(X)oY —n(Y)eX)
+u(n(X)phY —n(Y)ohX) — (v — 1)(n(X)hY —n(Y)hX). (3.2.39)

Por otro lado, de h€ = 0 y las ecuaciones (3.2.29) y (1.2.3), conseguimos que
(Vxh)§ = —hX + (k+ 1)¢X,
asi que

n(Vxh)Y = (Vyh)X) = g(Y, (Vxh)€) = g(X, (Vyh)§)
= g(Y,~hX + (5 + 1)¢X) — g(X, —hY + (k + 1)¢Y)
= —g(Y,hX) + (5 + 1)g(Y,0X) + g(X,hY) — (rk + 1)g(X, ¢Y)
=2(k +1)g(¢X,Y),

que al sustituir en (3.2.39) da (3.2.37). O
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Nota 3.2.30. Es notable la similitud entre la ecuacion (3.2.36) para estructura casi-
Kenmotsu y la ecuacion (3.2.8) para estructura casi-cosimpléctica. De hecho, la expre-
sion de esta ltima es “parte” de la primera. Ambas ecuaciones han sido probadas para
k < 0 en el caso casi-cosimpléctico y k < —1 en el caso casi-Kenmotsu, luego h # 0
(por (3.2.1) y (3.2.29)). Si también fuesen ciertas para h = 0, entonces se cumpliria
(1.1.16) con (o, B) = (0,0) y (o, B) = (0, 1) respectivamente, luego las variedades serian
cosimpléctica y de Kenmotsu respectivamente.

Nota 3.2.31. Aunque la ecuacion (3.2.37) del Lema anterior se haya probado inica-
mente para k < —1, es también trivialmente cierta para k = —1. En efecto, si k = —1,
entonces h* = 0 por la ecuacion (3.2.29) y obtenemos que h = 0 por ser h un operador
simétrico. Es obvio entonces que se cumple (3.2.37).

Puede probarse de forma similar a como se hizo para variedades casi-cosimplécticas
que el siguiente teorema es cierto:

Teorema 3.2.32. Si M es un (k, p, v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu, entonces
se cumple de nuevo (3.2.12):

§(r)(n(Y)X = n(X)Y) + &) (n(Y)hX — n(X)hY) +E(v)(n(Y)phX — n(X)ohY)
— X(k)Q?Y + X (u)hY + X (v)phY +Y (k)¢*X — Y (u)hX — Y (v)phX =0,

para todos X,Y, Z campos en M.
Por tanto, si la dimension de la variedad es mayor o igual que 5,

para todo campo X ortogonal a &, es decir, las funciones kK, y v solo varian en la
direccion de &.

Demostracion. Andloga a la del Lema 3.2.7 y el Teorema 3.2.8 para variedades casi-
cosimplécticas. Bastaria usar la ecuacion (1.2.3) (Vx& = —¢*X — ¢hX) en lugar de
(1.2.2) (Vx& = —¢phX) y las Proposiciones 3.2.26 y 3.2.29 en lugar de las Proposiciones
3.2.3 v 3.2.5. 0

Estudiaremos a continuacion la forma que tiene el tensor de curvatura Riemanniana,
en un (k, i, v)-espacio casi-Kenmotsu con k < —1. Si kK = —1, conocemos su estructura
local por la Proposicion 3.2.28 y sabemos que h = 0, luego todo g.(k, y,v)-s.f. es un
g.S.s.f. Primero presentaremos un par de resultados que generalizan los que en [29]
aparecen para (k,0, v)-espacios, donde k y v son constantes.
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Proposicion 3.2.33. Sea M un (k, p, v)-espacio casi-Kenmotsu con k < —1. Entonces
R(X,Y)pZ — opR(X,Y)Z =
= g(¢*X + OhX, Z)(hY + 6Y) — g(¢*Y + 6hY, Z)(hX + ¢X)
—g(hY + oY, 2)(¢*X + ohX) + g(hX + ¢ X, Z)(¢*Y + ¢hY)
+ w(n(Y)(9(¢X, Z2)§ —n(2)9X) — n(X)(9(¢Y, Z)§ —n(Z)¢Y))
—vRe(X,Y)Z + uRs(X,Y)Z,

para todos X,Y, Z campos en M.
En particular, st X, Y, Z son ortogonales a &, entonces

R(X,Y)¢Z — ¢R(X,Y)Z =
=g(—X 4+ ohX, Z)(hY + ¢Y) — g(=Y + ohY, Z)(hX + ¢X) (3.2.40)
—g(hY + oY, Z) (=X + ohX) + g(hX + ¢ X, Z)(—=Y + ¢hY).
Demostracion. Sea p un punto fijo de M y X, Y, Z campos locales tales que (VX), =
(VY), =(VZ), =0. La identidad de Ricci para ¢, (1.3.1), quedaria en ese punto:
R(X,Y)$Z — 6R(X.Y)Z = Vx(Vy)Z — Vy(Vxo)Z. (3.2.41)
Usando (3.2.36), (1.2.3) y el hecho de que VZ = 0 en p, obtenemos:

Vx(Vy¢)Z =Vx(g(hY + ¢Y, Z)6 — n(Z)(hY + ¢Y))
=X (g(hY + @Y, Z))§ + g(hY + @Y, Z)Vx§
— X((2))(hY +¢Y) —n(Z)Vx(hY + ¢Y)
=g(VxhY + VxoY, Z)¢ — g(hY + ¢Y, Z)(¢°X + ¢hX)
+ g(¢*X + ohX, Z)(hY + ¢Y) — n(Z)(VxhY + VoY)
=g(¢*X + ohX, Z)(RY 4 ¢Y) — g(hY + @Y, Z)(¢*X + phX)
+9(Vxh)Y + (Vx9)Y, Z2)§ —n(Z)((Vxh)Y + (Vxp)Y).

Si intercambiamos los campos X e Y para calcular Vy(Vx¢)Z y sustituimos en
(3.2.41), conseguimos:

R(X,Y)¢Z — ¢R(X,Y)Z =
= g(¢*X + ohX, Z)(hY + @Y) — g(¢*Y + ¢hY, Z)(hX + ¢X)
— g(hY + @Y, Z)(¢* X + ¢hX) + g(hX + ¢ X, Z)(¢°Y + ¢hY) (3.2.42)
+9((Vxh)Y — (Vyh) X + (Vx9)Y — (Vy¢) X, Z)¢
—n(Z)(Vxh)Y = (Vyh) X + (Vx@)Y — (Vy¢)X).
Utilizando (3.2.36) y (3.2.37), obtenemos que
(Vxh)Y — (Vyh) X + (Vx9)Y — (Vyo) X
= k(N(Y)opX —n(X)pY — 29(X, pY)E)
+u(n(Y)phX — n(X)ohY) —v(n(Y)hX —n(X)hY),
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asi que los dos tltimos sumandos de (3.2.42) quedarian

g(Vxh)Y — (Vyh) X + (Vx9)Y — (Vyo)X, Z)¢
—n(Z)(Vxh)Y — (Vyh)X + (Vx9)Y — (Vy¢)X)
= r(n(Y)g(¢X, Z)§ —n(X)g(8Y, Z)§ — 2n(Z)g(X, ¢Y)§
—n(Y)n(2)pX +n(X)n(Z)eY +2n(Z)g(X, ¢Y)§)
+ u(n(Y)g(ohX, Z2)¢ — n(X)g(ohY, Z)E — n(Y)n(Z)phX + n(X)n(Z)phX)
+v(=n(Y)g(hX, Z)§ +n(X)g(hY, Z)§ +n(Y)n(Z)hX +n(X)n(Z)hY).

Por tanto, deducimos al sustituir en la ecuacion (3.2.42) que:

R(X,Y)¢Z — ¢R(X,Y)Z =
= g(¢*X + ¢ohX, Z)(hY + oY) — g(¢*Y + ¢hY, Z)(hX + ¢X)
— g(hY + oY, 2)(¢*X + ohX) + g(hX + ¢ X, Z)(¢*Y + phY)
+ r(n(Y)(9(0X, Z2)§ = n(Z)0X) — n(X)(g(¢Y, 2)§ —n(Z)¢Y))
+ u(
+v(=

n(Y)g(ehX, Z)¢ —n(X)g(ohY, Z2)§ — n(Y)n(Z)phX + n(X)n(Z)phX)
n(Y)g(hX, Z)§ +n(X)g(hY, Z)§ +n(Y)n(Z)hX —n(X)n(Z)hY).

Por la definicion de Rg y Rg obtenemos finalmente la primera ecuacion que buscamos.
Si los campos son ortogonales a &, entonces n(X) = n(Y) = n(Z) = 0 y las ultimas
tres lineas se anulan, consiguiendo (3.2.40). O

Lema 3.2.34. Sea M*"*! un (k, u, v)-espacio casi-Kenmotsu con k < —1 una funcion
que solo varia en la direccion de £. Entonces

(Vxoh)Y = g((k+ 1)¢*X — ¢hX,Y )¢
+n(Y)((k 4+ 1)¢* X — ohX) +n(X)(uhY + (v —2)phY),

para todos X,Y, Z campos en M.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.28, ¢h tiene autovalores £\ = +v/—1 —xk # 0.
Podemos escribir TM = D'(A\) & D'(—\)® < £ >, donde D'(£\) es el conjunto de los
autovectores de ¢h asociados al autovalor £\.

Por la ecuacion (3.2.32), sabemos que (Vy¢ph)X — (Vx¢h)Y = 0 para todos X, Y
ortogonales a &. Si tomamos X, Z € D'(\) y Y € D'(—\), entonces tenemos por ser ¢h
simétrico que

0=g((Vyoh)X — (Vxoh)Y,Z) = g(Vy¢hX — ¢hVy X — VxohY + ¢hVxY, Z)
=9(Vy(AX) = Vx(=AY), Z) — g(Vy X — VxY,¢hZ)
=g(Vy(AX)+ Vx(\Y),Z) = \g(Vy X — VxY, Z).
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Como k sélo varia en la direccion de £ y X, Y son campos ortogonales a &, entonces
obtenemos que

0=9(Vy(AX) + Vx(XY),Z) = Ag(Vy X — VxY, Z)
“\g(Vy X + VY, Z) = \g(Vy X — VY, Z) = 22g(VxY, Z).
Ahora bien, A # 0, luego 0 = g(VxY,2) = X(9(Y,2)) —9(VxZ,Y) = —g(VxZ,Y),
de donde deducimos que VxZ € D'(A\)& < & > si X,Z € D'()\). Analogamente se
prueba que VxZ € D'(=\)@ < & >s1 X, Z € D'(—\).

Tomamos ahora una base ortonormal {ey, ..., e,, de;, ... pe,, £} tal que e; € D'(N),
¢e; € D'(—X). Dados X, Y ortogonales a &, se obtiene por (1.2.3) que

VxY = Z(Q(VXY, e)ei + g(VxY, de;)oe;) + g(—X + phX, Y )E.

Si X,Y € D'()\), entonces

g(vav (2561) :Ou

luego

Usando que k solo varia en la direccion de £ y que X es en particular un campo
ortogonal a ¢ deducimos que

(Vxoh)Y =Vx¢hY — ¢hVxY = A\VxY — ¢hVxY
=\ g(VxY,ee + AA — Dg(X,Y)§
- lZg(vXY, ei)phe; + (A — 1)g(X,Y)phé
=\ Z g(VxYeei + AN = Dg(X,Y)E= XD g(VxY,ee;
:/\()\l — 1g(X,Y)E. 1

Si X,Y € D'(—\), se prueba andlogamente que (Vxoh)Y = A(A+ 1)g(X,Y)<E.
Tomando ahora X € D'(A\) e Y € D'(—\), se cumple que

9(VxY.e;) =0,
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luego

VxY = g(VxY, ge)de;.

Usando de nuevo que k so6lo varia en la direccion de £ y que X es un campo ortogonal
a & obtenemos que

(Vxoh)Y =VxohY — ¢hVxY = —A\VxY — ¢hVxY
= — A Zg VY, pe;)pe; — Z g(VxY, pe;)phoe;

:—)\Zg (VxY, de; ¢61+AZg (VxY, ¢e;)pe; = 0.

Si X € D'(—=)\) eY € D'()), se prueba anélogamente que (Vx¢h)Y = 0.
Ademas, sabemos por las ecuaciones (1.2.3) y (3.2.29) que

(Vxoh)§ = Vxohé — 9hV x& = oh¢* X + ohohX = —phX — N*¢*X
Finalmente, tenemos por (3.2.30) que
Veoh = (Ved)h + 6(Veh) = (v — 2)h — pudh) = jh + (v — 2)h.

Dado X un campo arbitrario, podemos escribir X = X, + X_, + n(X)¢, donde
Xy € D'(N\)y X_, € D'(—)). Entonces se obtiene que

(Vxoh)Y =(Vx,0h)Yr + (Vx,0h)Y_\ + (Vx_,0h)Yx + (Vx_,¢h)Y_
(V) (Vxaex ,0h)E +n(X)(Veph)Y.

Aplicando todo lo obtenido anteriormente se concluye que:

(Vxdh)Y =A(A = 1)g(Xx, Y2)€ + A(A + 1)g(X_x, Y25)€
(VYA = DXy + AN+ 1)X_y)
(X)) (uhY + (v — 2)phY). (3.2.43)

1 1 1 1
Si escribimos X, = §(X —n(X)¢+ ngﬁhX) y X_\ = §(X —n(X)¢ — nghX) y

usamos que —\? = k + 1, obtenemos que

A= DX+ DX 5 = MAMX+ X ) — (X — X)) (3.2.44)
=AM X —n(X)¢) — %d)hX = —N¢’X — ohX = (k + 1)¢° X — ¢phX,
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luego

AN =1 g(Xn Y&+ AN+ 1)g(Xy, Yo, )6 =
=AA = Dg(X5, Y)E+ AN+ 1)g(X_x, Y)E
=gAA = DX\ + XA+ DX\, YV)E=g((k+ 1)p*X — ohX,Y)E. (3.2.45)

Bastaria sustituir (3.2.44) y (3.2.45) en (3.2.43) para obtener lo que buscibamos. [

Proposicion 3.2.35. Sea M un (k,p,v)-espacio casi-Kenmotsu con k£ < —1 una
funcion que solo varia en la direccion de €. Entonces

R(X,Y)¢hZ — $hR(X,Y)Z = (3.2.46)
= (k+2)(g(Y, Z)phX — g(X, Z)phY + g(¢h X, Z)Y — g(¢hY, Z)X),

para todos X, Y, Z campos ortogonales a &.

Demostracion. Por la identidad de Ricci de ¢h, (1.3.1), tenemos que:
R(X,Y)ohZ — ¢hR(X,Y)Z = (VxVyoh)Z — (VyVxoh)Z — (Vixy10h)Z. (3.2.47)

Ahora bien, por el Lema anterior y (1.2.3) sabemos que para todos X, Y, Z campos
ortogonales a £ se cumple que:

(Vyoh)Z = —g((k + 1)Y + ¢hY, Z)¢,

(Vydh)\VxZ = —g((k + 1)Y + ¢hY,Vx Z2)€ — g(—X + ¢hX, Z)((k + 1)Y + ¢hY).

Por tanto, usando otra vez (1.2.3) y el hecho de que  solo varia en la direccion de
& obtenemos:

(VxVyoh)Z =Vx(Vyoh)Z — (Vyoh)VxZ
= — Vx(g((k + 1)Y + ¢hY, 2)¢)
+9((k+1)Y + ¢hY, VxZ) + g(—X + ¢hX, Z)((k + 1)Y + ¢hY)
= — g((k+ 1)VxY + VxohY, 2)¢ — g((k + 1)Y 4+ ¢hY, Z)(X — ¢hX)
+g(=X + ohX, Z)((k + 1)Y + ¢hY), (3.2.48)

para todos X, Y, Z campos ortogonales a €.
Anéalogamente se prueba que:

(VyVxoh)Z = — g((k+ 1)Vy X + VyohX, 2)¢ — g((k + 1) X 4+ ¢hX, Z)(Y — ¢hY)
+g(=Y + ohY, Z)((k + 1) X + ¢hX), (3.2.49)

para todos XY, Z campos ortogonales a &.
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Ademés, como dn = 0, sabemos que [X,Y] es ortogonal a £ si X e Y lo son, luego
(Vixy1oh)Z = —g((s + DX, Y]+ ¢h[X, Y], Z)¢, (3.2.50)

para todos X, Y, Z campos ortogonales a &.
Sustituyendo (3.2.48), (3.2.49) y (3.2.50) en (3.2.47) y usando las propiedades de h
tenemos que:

R(X,Y)ohZ — ¢hR(X,Y)Z = g((Vyoh)X — (Vxoh)Y, Z)¢
= (k+2)(g(Y, 2)phX — g(X, Z)phY + g(¢phX, Z)Y — g(phY, Z)X),

para todos X, Y, Z campos ortogonales a €.
Aplicando finalmente (3.2.32) concluimos que se cumple (3.2.46). O

Basta utilizar las ecuaciones (3.2.40) y (3.2.46) para probar el siguiente teorema de
forma anéaloga a la Proposicion 4.2 de [29].

Teorema 3.2.36. Si M es un (k, p, v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu y k < —1
una funcion que solo varia en la direccion de &, entonces

R(X), Y))Z_» =0,
R(X_\,Y_\)Zx =0,
R(X\, Y 2)Z oy == (k+2)g(Y-x, Z-2) X,
R(X, Y_0) 2y =(k +2)9(Xy, Z)) Y-y,
R(X), Y)Zx =(k +2X)(g(Yx, Z0) Xx — g( X, Z))Y)),
R(X 0, Y ) Zor = — 20)(g(Y 2, Z3) Xy — g(X 0, Z2)Y3),

donde X1y, Yin, Ziy son autovectores de ¢oh asociados a autovalores =X = £/ —1 — K.

Por el teorema anterior y el Lema 3.2.2, podemos dar explicitamente la expresion
del tensor de curvatura de un (k, i, v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu y k < —1.

Teorema 3.2.37. Si M es un (k, ju, v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu y r < —1
una funcion que solo varia en la direccion de &, entonces su tensor de curvatura de
Riemann puede escribirse como

R = —Rl — (H + 1)R3 — R572 — ,LLRﬁ —+ R7 — (l/ — 1)R8

Por tanto, M es un g.(k, p,v)-s.f. con R5 dividido M(f1,..., fs1, fs.2,--., fs) con fun-

clones

flz—l, fQZO, f3:—<l€+1), f4:0,
J51 =0, Js2=—1, Jo = — 1, fr=1, fa=—-1).

119



Demostracion. Como k < —1, sabemos por la Proposicion 3.2.28 que TM = D'(\) &
D'(=\)® < £ >, donde A = v/—1 — k . Por tanto, dado un campo diferenciable en
M, podemos escribir X = X, + X_, + n(X)¢, donde X, es un autovector de ¢h
asociado al autovalor +\, es decir, X1, € D’(+\). Entonces, por las propiedades de R
obtenemos que

R(X,Y)Z = R(Xx+ X_3, YA+ Y_.)(Zx + Z_y) + n(X)R(E,Y)Z +n(Y)R(X, &) Z.

(3.2.51)
Por el Lema 3.2.2 y la definicion de los tensores Ry, ..., Rg, podemos comprobar
que
N X)R(EY)Z +nY)R(X,£)Z = —kR3(X,Y)Z — uRs(X,Y)Z — vRs(X,Y) Z.
(3.2.52)

Por el Teorema 3.2.36, obtenemos que

RX)+ X\ YN+ Y )2+ Z_))
=R(X),Y))Z\+ R(X\,Y2\)Z_»+ R(X),Y_)\)Zx+ R(X\,Y_»)Z_»
+ R(X_\,Y2)Z\+ R(X_\,Y\)Z A+ R(X_\,Y_2) 2+ R(X_\,Y_\)Z_»
=(r + 2X0)(9(Yx, Z2) Xi — 9(Xi, Z)Y))
+(k =20 (g(Yor, Z_A) X 3 —g(X_\, Z_2)Y_))
+(k 4+ 2)(9(Xa, Z0)Y_r — g(Yor, Zox) X — g(Ya, Z0) X a4+ 9(Xa, Z20)Y0).
Ahora bien, de la descomposicion X = X, + X_, 4+ n(X)& puede deducirse que X, =
1(X — n(X)¢ + %qﬁhX) y que X_\ = l(X —n(X)¢ — %thX), luego no es dificil

2 2
comprobar que:
1 1 1
9(YVx, Z3)Xx — 9(Xx, Z0)Ya = Z((Rl + R3) + elbet X<R7 + R3))(X,Y)Z,
1 1 1
g, Z )X x—g(Xox, Z3)Yon = Z((Rl + R3) + ﬁRs,z - X(R7 + Rs))(X,Y)Z,

G( X0, ZN)Y_x —g(Yor, Z_3) Xn — g(Ya, Z0) Xx + 9( XA, Z2))Y)

1 1
= 5(—(Rl + R3) + pr)(Xa Y)Z.
Por tanto, aplicando que A\* = —(k + 1) obtenemos:

R(Xn+ X\, Y+ Y2+ Z2))
1 1 1
= Z((’f +2X)((R1 + R3) + ERE”Q + X<R7 + Rg))
1 1
—f- (Ii — 2/\)((R1 + Rg) + ER&Q — X
2
+ (k+2)(=2(Ry + R3) + FRE,,Q))(X, Y)Z
- (—Rl - R3 - R5’2 + R7 + Rg)(X, Y)Z

(R; + Rs)) (3.2.53)
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Sustituyendo (3.2.52) y (3.2.53) en (3.2.51), concluimos que
R = —Rl — (H + 1)R3 — R572 — /LRG + R7 — (V — 1)R8,
que es lo que buscabamos. O

Nota 3.2.38. Por el Teorema 3.2.32, podemos prescindir en el teorema anterior de la
hipotesis “k es una funcion que solo varia en la direccion de £ si la dimension es mayor
o 1gual 5. En dimension 3 es posible simplificar la escritura del tensor de curvatura,
como veremos mas adelante en el Corolario 3.2.47.

Ejemplo 3.2.39. Por el Teorema anterior, los ejemplos que G. Dileo y A. M. Pas-
tore dieron en [29] de (—1 — X\?,0,2)-espacios con estructura casi-Kenmotsu, don-
de X es un nimero real positivo, son en particular g.(k,p,v)-s.f’s con Ry dividido

M(fi,..., fs1, f52,- -, fs) con funciones

f1:_17 f2:07 f3:)\2>07 f4:07
f5,1:07 f5,2:_17 f6:07 f7:17 f8:_1

Ademds, como f7, fs # 0 y la escritura del tensor de curvatura es inica si estos ejemplos
tienen dimension mayor o igual que 5 (Teorema 3.2.22), sabemos que no pueden ser

g.(k, p)-s.f.’s con Ry dividido M (f1,..., f51, f5.2, f6)-

Cabe ahora plantearse si los (k, i, v)-espacios con estructura casi-Kenmotsu y xk <
—1 de dimension mayor o igual que 5 pueden ser g.(k, u,v)-s.f.’s, es decir, si se puede
escribir su tensor de curvatura sin dividir 75 en R5; y Rs52. La respuesta es negativa,
como veremos en el siguiente resultado. Los g.(k, i, v)-s.f.’s de dimension 3 con estruc-
tura casi-Kenmotsu se estudiaran al final de esta seccién junto con los de estructura
casi-cosimpléctica.

Proposicion 3.2.40. No ezisten g.(k, u,v)-s.t.’s M(f1,..., fs) de dimension mayor o
igual que 5 con estructura casi-Kenmotsu y k = f1 — f3 < —1.

Demostracion. Probaremos el resultado por Reduccion al Absurdo. Supongamos que
M(f1,...,fs) esun g.(k, u,v)-s.f. con estructura casi-Kenmotsu y k < —1, de dimen-
sibn mayor o igual que 5. Entonces M es también un g.(k, i, v)-s.f. con Ry dividido

con fs1 = f5y fs2 = —fs, asi que
R = fiRi + faRy + f3R3 + faRa+ f5R51 — fsRs2 + feRe + frR7 + fsRs.

Por otro lado, M es un (fi1— f3, fa— fs, fr— fs)-espacio con k = f1— f3 < —1 funcion
que sélo varia en la direccion de £ (Proposicion 3.2.1 y Teorema 3.2.32). Aplicando el
Teorema 3.2.37 obtenemos que su tensor de curvatura puede escribirse como

R=—-Ri—(fi—fs+1)R3s — Rs2 — (fa— fs)Re + Rr — (fr — fs — 1) Rs.
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Por el Teorema 3.2.22, el tensor de curvatura tiene escritura tinica, luego obtenemos
en particular que fs =0y f5 =1, lo cual es absurdo. Por tanto, no existen g¢.(k, i, v)-

s.f.’s M(fi,...,fs) de dimension mayor o igual que 5, estructura casi-Kenmotsu y
K= f1 — f3 < —1. ]

Nota 3.2.41. Las Proposiciones 3.2.17 y 8.2.40 significan la no existencia de g.(k, p, v)-
sf’s M(fi,...,fs) de dimension mayor o igual que 5 con estructuras casi-Kenmotsu
o casi-cosimpléctica y h # 0. Las demostraciones de ambos hechos usan el que la escri-
tura del tensor de curvatura de un g.(k, p, v)-s.f. con R dividido de dimension mayor
0 igual que 5 es unica y que el tensor de curvatura de un g.(k, u,v)-s.t.’s M(f1,..., fs)
de dimension mayor o igual que 5 con estructuras casi-Kenmotsu o casi-cosimpléctica
y h # 0 incluye el término —R5 4 pero no Rs ;.

También podemos usar el Teorema 3.2.22 para determinar algunas relaciones entre
las funciones de un g.(k, u,v)-s.f. con Rs dividido M(f1,..., f51, f52,..., fs) de di-
mension mayor o igual que 5, estructura casi-Kenmotsu y f; — f3 < —1, analogamente
a como ya hicimos en el Teorema 2.3.24 para estructura de contacto métrica y en el
Teorema 3.2.25 para estructura casi-cosimpléctica.

Teorema 3.2.42. Sea M(fi,..., f51, fs52,---, fs) un g.(k, u,v)-s.f. con Ry dividido y
estructura casi-Kenmotsu. Si M es de de dimension mayor o igual que 5 y cumple que
f1— f3 < —1, entonces M wverifica

i=-1, fo=fi=f5.=0, fs50=-1, =1, f3>0,

y f3, fe, fs son funciones que sdlo varian en la direccion de &. Es decir, M es un
(=1 fs; =fo; 1 = fs)-espacio con f3 > 0.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.20, sabemos que M es un (k, i, v)-espacio con k =
fi—fa< =1, u=fi—foyv= fr — fs. Estamos pues en las condiciones del Teorema
3.2.37, luego el tensor de curvatura de Riemann puede escribirse como

R= —R1 - (I{—f— 1)R3 - R572 - ,MRG +R7 - (l/ - 1)R8
=R —(fi—fs+1)R3 — Rso — (fs— fo)Re + Ry — (fr — fs — 1) Rs.

Por la definicion de g.(k, u, v)-s.f. con Rs dividido y la unicidad de la escritura del
tensor de curvatura (Teorema 3.2.22), obtenemos que

fi==1 fo=fa=/f51=0, 52=-1, fr=1
Por tanto, k = —1 — f3, p = — fs y v = 1 — fs. Por hipotesis, fi — f3 = —1— f3 < —1,

luego f3 > 0. El resto del resultado se obtiene por el Teorema 3.2.32, que afirma que
K, iy v solo varian en la direccion de &. [
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Por ultimo, veremos qué ocurre en el caso de que un g¢.(k, p, v)-s.f. con estructura
casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu tenga dimension 3. Usando el Lema 3.2.2, podemos
probar un anélogo del Teorema 3.1.2 para estas estructuras.

Teorema 3.2.43. Sea M? un (k, i, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica (res-
pectivamente casi-Kenmotsu) y £ < 0 (resp. k < —1). Entonces su tensor de curvatura
puede escribirse como

R:<%—2/<;)R1+<%—3m>R3+uR4+VR7,

donde 7 es la curvatura escalar de M y los tensores Ry, R3, Ry, R7 son los que aparecen
en (2.1.1) y (3.1.2).

Demostracion. Recordamos en primer lugar la ecuacion (2.2.38), que es valida para
toda variedad Riemanniana de dimension 3:

R(X,Y)Z =g(Y,2)QX — g(X, 2)QY + g(QY, Z)X — g(QX, Z)Y

~ 50V DX —g(X.2)Y).

Tomemos ahora una ¢-base {F, ¢E, £} tal que hE = AE, donde A = \/—k (resp.
A = +/—1— k), que es posible gracias a la Proposicion 3.2.3 (resp. 3.2.28). Usando el
Lema 3.2.2 y esta base puede calcularse que

Q¢ =R(¢,E)E + R(&, 0E)oE + R(,€)¢
=(k + M€ + (k — A€+ 0 = 2kE.

Si hacemos Y = Z = £ en (2.2.38) y usamos que Q¢ = 2k y g(QX,Y) = g(QY, X),
obtenemos:

R(X,€)§ =QX = n(X)Q€ +n(QE)X —n(QX)¢ — (X = n(X)¢)
=QX — 2m(X)E + 26X = 26 (X)€ = Z(X = n(X)¢)
= <2/<a — %) X+ (g —4/4:) n(X)¢+ QX.

Despejando QX y haciendo Y = £ en (3.1.1) podemos escribir:

QX =R(X,§)¢ — (20— 2) X = (5 — 4r) n(X)¢

2 2
k(X — n(X)E) + phX + v¢hX — (2/{ - g) X - (% - 4/{) n(X)¢
— (% - /{) X + (3/4 - %) N(X)E + uhX + vohX.
Si sustituimos la expresion de QX anterior en (2.2.38) y usamos las definiciones de
Ry, R3, Ry y R7, conseguimos finalmente la ecuacion buscada. Il
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El siguiente resultado puede probarse andlogamente a como se hizo en el caso de
variedades de contacto métricas:

Proposicion 3.2.44. Sea M3 un (k,u,v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica
(resp. casi-Kenmotsu) y £ < 0 (resp. K < —1). Entonces su curvatura ¢-seccional es

F= T_ 2K.
2
Por tanto, el Teorema 3.2.43 puede ser reescrito como:

Corolario 3.2.45. Sea M3 un (k, i, v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica (resp.
casi-Kenmotsu) y k < 0 (resp. k < —1). Entonces su tensor de curvatura tiene la forma

R:FR1+(F—I€>R3+/LR4+VR7,

donde F' es la curvatura ¢-seccional y Ry, Rz, Ry, Ry son los tensores definidos en
(2.1.1) y (3.1.2). En particular, M es un g.(k,p,v)-s.f. M(F,0,F — k, 11,0,0,v,0).

Nota 3.2.46. Es de senalar que la expresion del tensor de curvatura del Corolario ante-
rior coincide con la obtenida en el Corolario 8.1.4 para (K, i, v)-espacios de dimension
3 con estructura de contacto métrica. Ello se debe a que en las tres estructuras (casi-
cosimpléctica, casi-Kenmotsu y de contacto métrica), el tensor h cumple las mismas
propiedades: es simétrico y anticonmuta con ¢ (Lemas 1.2.3, 1.2.7y 1.2.8).

Bajo algunas hipotesis extra, podemos escribir F' en funciéon de &, con lo que el
tensor de curvatura quedaria determinado. El resultado siguiente para estructuras
casi-cosimpléctica y casi-Kenmotsu es andlogo al Corolario 3.1.14 para estructura de
contacto métrica:

Corolario 3.2.47. Sea M? un (s, u,v)-espacio con estructura casi-cosimpléctica. Si
k <0y K, u,v solo varian en la direccion de &, entonces su tensor de curvatura puede
ser escrito como

R = —Fde — 2I<LR3 + LLR4 + I/R7,

donde Ry, Ry, Ry, R7 son los tensores definidos en (2.1.1) y (3.1.2).

Sea M3 un (k,u,v)-espacio con estructura casi-Kenmotsu. Si k < —1 es una fun-
cion que solo varia en la direccion de &, entonces su tensor de curvatura puede ser
escrito como

R=—(k+2)R; —2(k+ 1)Rs + uRy + vR;.

Demostracion. En dimension 3, F' = R(X,¢X, ¢X, X) no depende de la eleccion de
X unitario, luego podemos tomar X = FE, un autovector de h asociado al autovalor
A = /—k # 0, por la Proposicién 3.2.3 si la estructura es casi-cosimpléctica.

No conocemos en general la curvatura ¢-seccional de un (k, i1, v)-espacio, pero si
usamos las transformaciones D-homotéticas (3.2.15) con a = 1y 3 = y/—k, obtenemos
una variedad transformada que es un (—1, 1)-espacio, con i = ju/v/—k.
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Razonando de forma similar a como se hizo en la demostracion del Corolario 3.2.16,
se obtiene que, para todos X,Y, Z campos en M

1
R (X,Y)Z,
K

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +

donde X = X +n(X)¢ v X es ortogonal a €.
Por tanto, tenemos en particular que:

K+

; L Rso(E, 0B, 0B, E).  (3.2.54)

F =R(E,¢E,¢E,FE) = R(E,¢E,¢E, E)

Por otro lado, como E es un campo unitario respecto a g y ortogonal a &, por
(3.2.15) también es unitario respecto a g y ortogonal a &, luego en virtud del Teorema
3.2.12 se cumple:

— o 2 2
Por la definicion del tensor Rs 9, (2.3.17), y las propiedades de h (Lema 1.2.7):
Rs2(E, 0B, 0F, E) = g(0hX, X*+9(hX, X)* = N(g(¢X, X)*+9(X, X)) = N = —&.

Sustituyendo las dos tltimas ecuaciones en (3.2.54) obtenemos que

1
Fo14"% (—K) = =K.
K
Basta sustituir ' = —k en el Corolario 3.2.45 anterior para conseguir lo que bus-

cadbamos.

En el caso de tener estructura casi-Kenmotsu, tomamos X autovector de ¢h aso-
ciado al autovalor A = /—1 — k # 0 (posible por la Proposicion 3.2.28). Sabemos por
el Teorema 3.2.36 que F' = —(k + 2)g(¢ X, ¢X)g(X, X) = —(k + 2) y concluimos que
R=—(k+2)Ry —2(k+ 1)R3 + uRy + vR;. O

Nota 3.2.48. Las expresiones del tensor de curvatura del Corolario 3.2.16 y el Teorema
3.2.37 coinciden con las del Corolario anterior en el caso de que la dimension sea 3.
En efecto, puede comprobarse que las ecuaciones (2.2.33), (2.2.34), (2.2.35), (3.1.8) son
ciertas st la estructura es casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu, aunque originalmente
probamos las tres ultimas solo para estructura de contacto métrica.

Si la estructura es casi-cosimpléctica, se prueba andlogamente a la ecuacion (2.3.20)
que R5 9 = Kk(R1+ R3). Por tanto, el tensor de curvatura de la variedad puede escribirse
como:

R=-— HR?, — R5’2 — /JRG - VRS = —IiRg - K(Rl + Rg) — /J(-R4) — V(—R7)
=—kR; —2kR3+ pRy + vR;.
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Si la estructura es casi-Kenmotsu, también puede demostrarse que Rso = (k +
1)(Ry + R3), luego el tensor de curvatura tendria la forma

R:—Rl —(/€+1)R3—R5’2—/LR6+R7— (V—l)Rg
= — R1 — (Ii -+ 1)R3 — (/i + 1)(R1 + Rg) — /J(-R4) + R7 — (V — 1)(—R7)
=—(k+2)R; —2(k+ 1)Rs + uRy + vRy.

Ejemplo 3.2.49. Por el Corolario anterior, los ejemplos de (—1, u,0)-espacios casi-
cosimplécticos (con p variando unicamente en la direccion de ) que aparecen en [27]
son en dimension 3 ejemplos de g.(k,u)-s.f.s M>(f1,..., fs) con funciones:

fi=1 fo=0, fs=2, fa=p, fs5=7rf6=0.

Andlogamente, los ejemplos de (—1—M\%,0, 2)-espacios casi-Kenmotsu (con \ un ni-
mero real positivo) que aparecen en [29] son ejemplos de g.(k, pu,v)-s.£7s M3(f1, ..., f3)
con funciones:

fi==1+X, fo=0, 5=2N, fi=fs=fs=0, fr=2, fs=0.

Finalmente, es razonable plantearse qué ocurre si la variedad de dimension 3 tiene
estructura casi-cosimpléctica y x = 0 o casi-Kenmotsu y Kk = —1.

Si M3 es un (k, u, v)-espacio casi-cosimpléctico con k = 0, entonces h = 0y M es
una variedad cosimpléctica por la Proposicion 3.2.3. En virtud de la Proposicion 2.4.6
(con B = 0), obtenemos que el tensor de curvatura de la variedad puede escribirse como

R = gRl + gRg, resultado que coincide con el Teorema 3.2.43.

Analogamente, si M? es un (k, i, v)-espacio casi-Kenmotsu y x = —1, entonces
h =0y M es una variedad de Kenmotsu por la Proposiciéon 3.2.28. En virtud de la
Proposicion 2.4.6 (con = —1), obtenemos que el tensor de curvatura de la variedad

puede escribirse como R = (g + 2) R+ (g + 3) R3, resultado que vuelve a coincidir

con el Teorema 3.2.43.

3.3. g.(k,u,v)-s.f.’s conformemente llanos

En esta seccion daremos primero condiciones necesarias y suficientes para que un
g-(K, i, v)-s.f. sea conformemente llano en el caso de que la dimensién sea mayor o
igual que 5 y el tensor h satisfaga algunas propiedades. Obtendremos también algunos
resultados si la estructura es de contacto métrica, casi-Kenmotsu o casi-cosimpléctica.
Por ultimo, estudiaremos los g.(k, p, v)-s.f.’s con estructura de contacto métrica que
sean conformemente simétricos, é-conformemente llanos y ¢-conformemente llanos.
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Por la definicién de los tensores Ry, ..., Rg es facil ver que se anulan si h = 0.
Por tanto, los g.(k, p,v)-s.f.’s M(f1,...,fs) con h =0 son g.5.s.f’s M(fi, f2, f3), que
fueron ya estudiados en el caso de ser conformemente llanos por U. K. Kim en [41].
Entre otros, probo el hecho de que un g¢.S.s.f. M (f1, f2, f3) de dimension mayor o igual
que 5 es conformemente llano si y solo si fo = 0. Daremos en esta secciéon un resultado
similar en el caso de que h # 0 (como en secciones anteriores, supondremos que h = 0
0 h # 0 en todos los puntos de M).

Por tltimo, estudiaremos qué ocurre cuando un g.(k, i, v)-s.f. es conformemente
simétrico, £-conformemente llano o ¢-conformemente llano.

Veamos primero la forma que adquieren la curvatura escalar y el operador de Ricci
en un g.(k, 1, v)-s.f. M(fi,..., o)

Proposicion 3.3.1. Dado un g.(k, i, v)-s.f. M*"TY(f1, ..., fs) tal que h es un operador
simétrico cumpliendo h¢ = —¢h, el operador de Ricci tiene la forma

Q=02nfi+t3fa—f)—Bfa+(2n-1)fs)n®¢

F(@n = 1) fu— fi)h+ (20— 1)fs — fi)oh (331
y la curvatura escalar viene dada por
T=2n((2n+1)f1 +3f2 — 2f3). (3.3.2)

Demostracion. Generalizaremos a dimension arbitraria la prueba de la Proposicion
3.1.30 (para dimension 3), que solo utilizaba la hipotesis de contacto métrico para que
h fuese un operador simétrico cumpliendo h¢ = —oh.

Tomemos una ¢-base {e1, ..., e,, de1, ..., de,, &} Usando la definicion del operador
de Ricci y la formula (2.2.36) obtenemos:

QX =(2nf1 +3fy — f3)X — Bf2 + f3(2n = 1)IN(X)§ + (fa(2n — 1) — fo)h X

+fr (Z(R7(X, e;)ei + Re(X, dei)de) + Re(X, 5)5) (3.3.3)

i=1

+/s (Z(Rs(X, ei)ei + Rs(X, dei)de;) + Re(X, 5)5)

=1

Podemos calcular facilmente que

R7(X, ei)ei + R7(X, ¢€i)¢€i :2¢hX + h (g(QSX, ei)ei + g(ng, ¢€l)¢€l)

— (9(0hX, e;)e; + g(oh X, de;)de;)
R7(X,6)§ =phX.
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Por tanto,

n

Y (Re(X, er)ei + Re(X, gei)ges) + Re(X, )€ = (2n + 1)phX

i=1

+h (Z(9(¢X, pe;)de; + g(9X, €i)€z‘)> — > (g(¢hX, e)e; + g(ShX, de;)des)

i=1 =1

= (2n+ 1)phX + hoX — ¢hX = (2n — 1)phX. (3.3.4)
Anéalogamente, se calcula que

Rs(X, e;)ei+Rs(X, pe;)pe; = 0,
Rg(X,§)§ = — oh X,

luego

> (Rs(X,e:)e; + Rs(X, ge;)des) + Rs(X,€)€ = —phX. (3.3.5)
i=1
Al sustituir (3.3.4) y (3.3.5) en (3.3.3) obtendriamos (3.3.1).
Hallamos por ultimo la curvatura escalar usando la ¢-base anterior y la férmula
(3.3.1):

T=trQ =Y (9(Qei, e5) + 9(Qoes, pe)) + 9(QE, ) =
=1

O

Nota 3.3.2. Las propiedades “h es simétrico” y “h¢ = —ph” son ciertas si la variedad
tiene estructura de contacto métrica, casi-Kenmotsu o casi-cosimpléctica, por ejemplo.
Por tanto, el resultado anterior generaliza la Proposicion 3.1.30 para estructura de con-
tacto métrica y es cierta ademds para estructuras casi-cosimpléctica y casi-Kenmotsu.

Se recuerda que una variedad Riemanniana se dice que es conformemente llana si
es localmente conforme a una variedad llana. El tensor de Schouten de una variedad

M?" 1 se define como )
-

L=~ Q+4n(2n—1)

I 3.
- , (3.3.6)

y el de tensor de Weyl como

W(X,Y)Z = R(X,Y)Z — (¢(LX,2)Y — g(LY, 2)X + ¢(X, Z)LY — g(Y, Z)LX),
(3.3.7)
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para todos X, Y, Z campos en M.

Si la dimension de una variedad M es mayor o igual que 5, es bien sabido que
M es conformemente llana si y solo si el tensor de Weyl W se anula idénticamente.
En dimension 3, este tensor siempre es nulo y la variedad es conformemente llana
si y solo si el tensor de Schouten es un tensor de Codazzi, es decir, si cumple que
(VxL)Y — (VyL)X =0, para todos X,Y campos en M. De hecho, si una variedad M
tiene dimension 3, entonces W = 0 es equivalente a que se cumpla la ecuacion (2.2.38),
que sabemos es cierta para toda variedad Riemanniana M3.

Veamos qué forma adquieren los tensores de Weyl y de Schouten en un g.(k, p, v)-s.f.
M2n+1(f17 EIRI) f8)

Proposicion 3.3.3. Dado un g.(k, u,v)-s.f. M2 f1, ..., fs) tal que h es un operador
simétrico cumpliendo h¢ = —@oh, el tensor de Schouten tiene la forma

L= (£t grmgh) T+ (oot 5] no

2n—1 2n —1
] ) (3.3.8)
— — h — — h
(f4 o 1f6> (f7 — 1fs) ¢
y el tensor de Weyl viene dado por
3 3
W= 5 JoRi+ faRo— foR3+ feRa+ fs Rs+ fo R+ JsR7+ fsRs.
n—1 2n —1 2n —1 2n—1 ( )
3.3.9

Demostracion. Para obtener (3.3.8) basta sustituir las formulas (3.3.1) y (3.3.2) en
(3.3.6), la definicion del tensor L.

Usando ahora (3.3.8) y la definicion de los tensores Ry, ..., Rg, hallamos que

9(LX,Z)Y — g(LY, Z)X + g(X, Z)LY — g(Y, Z)LX =

= (fl + 2n3— 1f2) R(X,Y)Z + (2713— 1f2 + f3) R3(X,Y)Z
1

2n—1

T (f4 _ ! fﬁ) Ri(X,Y)Z + (f7 _

—— ) ReX. )2

Si sustituimos ahora esta tltima formula en la definicion del tensor de Weyl, (3.3.7),
y aplicamos (3.1.16), conseguimos
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8
W:ZfiRi_ <f1+ 2n3— 1f2> Ry — (2713— f2+f3> Rs

i=1

1
1 1
— (f4 i 1f6> Ry — <f7— - 1f8) Ry

3
=— foRy + foRy —

on — 1 ST Rl R s LT
+ f5Rs + fele + o 1f8R7 + fs R,
que es lo que buscabamos. Il

Nota 3.3.4. Dado un g.(k,u,v)-s.f. M3(f1,..., fs) tal que h es un operador simétrico
cumpliendo h¢ = —o¢h, el tensor de Weyl viene dado por

W = —=3foR1 + faRy — 3faRs + feRa + fsRs + feRe + fsl7 + fsRg
=fo(=3(R1 + R3) + R2) + fsRs + fo(Ra + Re) + fs(R7r + Rs).

FEs facil ver entonces que se cumple W = 0 en wvirtud de las ecuaciones (2.2.33),
(2.2.34), (2.2.35) y (3.1.8), que afirman que

RQ = 3(R1 + Rg), R5 == O, R6 = —R4 Uy Rg = —R7.

Aunque las tres iltimas solo las probamos para estructura de contacto métrica, real-
mente solo se necesita que h sea un operador simétrico cumpliendo h¢ = —oh.

Teorema 3.3.5. Sea M*""1(fi,..., fs) un g.(k,u,v)-s.f. de dimension mayor o igual
que 5. Si h # 0, h es siméltrico y cumple h¢p = —oh, entonces M es conformemente

llano si y solo si fo = fsRs = fe = fs =0.

Demostracion. Como la dimension es mayor o igual que 5, la variedad M?"*! es con-
formemente llana si y solo si el tensor de Weyl W se anula.
Por la ecuacion (3.3.9), es obvio que si fo = f5Rs = fo = fs = 0 entonces W = 0.
Si W = 0, entonces se cumple en particular que W (X, )¢ = 0 para todo campo X
ortogonal a £. Gracias a la ecuacion (3.3.9), esto significa que

2(1—n)
: 2(1 —n)
Ahora bien, como 2n+1 > 3, entonces o1 < 0y obtenemos que fghX + fsphX =
n —_

0. Aplicando que hX y ¢hX son ortogonales entre si y que h # 0, tenemos que fg =
fs = 0. Por tanto, el tensor de Weyl (3.3.9) satisface la ecuacion

W =—

f2R1+ f2Ry — foRs + fsRs = 0. (3.3.10)

2n —1 2n — 1
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Si tomamos ahora X = ¢Y y Z =Y, donde Y es un campo unitario ortogonal a &,

6(1 —
obtenemos que %fggﬂf = 0. Aplicando nuevamente el hecho de que 2n + 1 > 3,
/”L —
6(1 —
obtenemos que M < 0, luego fo = 0.
n JE—
Por tanto el tensor de Weyl seria W = fs Rs = 0 y concluiriamos la prueba. O

Nota 3.3.6. Dado un g.(k, p,v)-s.f. M*" X (fi,..., fs) con dimension mayor o igual
que 5 y h =0, entonces Ry = -+- = Rg =0, luego M es un g.S.s.t. M(f1, fa, f3). U. K.
Kim probé en [11] que estos espacios son conformemente llanos si y sdlo si fo = 0. El
Teorema 3.3.5 es obviamente una generalizacion de este resultado porque en el caso de
que tengamos h = 0, podemos tomar f5 = fo = fs = 0 directamente.

Nota 3.3.7. La condicion fsRs = 0 del Teorema 3.3.5 no es en general equivalente a
f5 = 0 porque el tensor Ry puede ser idénticamente nulo, como ocurre en dimension 3.
Sin embargo, si fs =0, es obvio que fsRs =0 y si Rs = 0, entonces f5 es una funcion
arbitraria, luego podemos elegir en particular fs = 0.

En virtud de la Nota 3.3.2, tenemos que las variedades con estructura caso-cosim-
pléctica o casi-Kenmotsu cumplen las propiedades de h que exigimos en la Proposicion
anterior. Ahora bien, sabemos por la Proposicion 3.2.17 que no existen g¢.(k, i, v)-s.f.’s
de dimension mayor o igual que 5 con estructura casi-cosimpléctica y h # 0 (equivalente
a k < 0). Analogamente, tampoco existen g.(x, i, v)-s.f.’s de dimension mayor o igual
que 5 con estructura casi-Kenmotsu y h # 0 (equivalente a k < —1) por la Proposicion
3.2.40.

En dimension 3 si que existen ¢.(k, i, v)-s.f.’s casi-cosimplécticos con h # 0 (k <
0). P. Dacko y Z. Olszak dan en [24] una familia de ejemplos de variedades casi-
cosimplécticas y conformemente llanas, pero no cosimplécticas o localmente llanas, que
dependen de un pardmetro real a. Si tomamos a = 0, entonces obtenemos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.3.8. Sea M = R?2xR, C R? el semiespacio superior de R? y denotemos por
(7,9, 2) a las coordenadas cartesianas de R? restringidas a M. Definimos la estructura
casi-cosimpléctica (¢, €,1n,9) en M como

o L0 ) 10 )

or oy %oy 2o @ZO’
0
= — :d
§ 55 1= 0%

1
gzsza:@da:—i—;dy@dy—i—dz@dz.
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La 2-forma fundamental es ® = 2dx Ady. Se cumple que dn = d® = 0 y que si notamos

3
R<€i7 ej>€k = Z Rz‘jklelu

i=1

entonces las unicas componentes no nulas del tensor de curvatura R son:

1 2
Rig12 = 2 Rozp3 = o
Si tomamos la ¢-base global
10 0 0
61—2%, 62_20_y_¢61’ 63—&—57
entonces
1 1
h61 = —€9, h€2 = —€q, heg = O,
z z
1 1
dphe, = ——ey, phes = —e, phes = 0,
z z

luego puede comprobarse que

Rer,e2)es =0 = =5 (n(ea)es — u(er)es) = S (nlea)oher — nler)ohes)
Rer,es)es =0 = =5 (nfex)es — nler)es) = ~(n(es)ohe — n(er)ohes),
R(ez, e3)es = — %62 = —%(77(63)62 —n(ez)es) — %(77(63)@62 — 1(e2)Phes).

Por tanto, el ejemplo es un (—1/2%,0,—1/z)-espacio con estructura casi-cosimpléctica.
Como k = —1/2% < 0 y la curvatura ¢-seccional es F' = R(ey, 2, €3,€1) = Rygn = 1/22,
se deduce del Corolario 3.2.45 que su tensor de curvatura tiene la forma

1 2 1
R= R+ Ry — ~Ry,
z z z

donde Ry, R3, Ry son los tensores usuales. En particular, la variedad M es un g.(k, p, v)-

s.f. M (1/22,0,2/22,0,0,0,—1/2,0).

Ahora bien, también existen ejemplos de g.(k, p, v)-s.f.’s con R dividido de dimen-
sion mayor o igual que 5 y estructura casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu, como vimos
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en los Ejemplos 3.2.23 y 3.2.39 respectivamente. Seguiremos a continuacién un razona-
miento analogo al del Teorema 3.3.5 para demostrar que no pueden ser conformemente
llanos.

En primer lugar, calcularemos el operador de Ricci y la curvatura escalar de un
g-(K, 1, v)-s.f. con Rs dividido con estructura casi-cosimpléctica o casi-Kenmotsu, como
ya hicimos en la Proposicion 3.3.1 para g.(k, p, v)-s.f.’s. Como ambas estructuras tienen
en comun que h es un operador simétrico y que h¢p = —¢h, probaremos el resultado en
general para variedades cumpliendo estas condiciones.

Proposicion 3.3.9. Dado un g.(k, i, v)-s.f. con Rz dividido M?" " (f1, ..., fs1, fs2, .-+, f3)
tal que h es un operador simétrico cumpliendo h¢ = —¢h, el operador de Ricci tiene
la forma

Q=02nfi+3fa—fz)[ =B+ (2n—-1)fz)n®¢

H(@n = Dfi— fobh+ (@0 == F)oh— o+ frt 05

y la curvatura escalar viene dada por
7 =2n((2n+ 1) f1 + 3fs — 2f3) — (fs.1 + fs2)trh®. (3.3.12)
Demostracion. Tomemos una ¢-base {e1, ..., e,, ¢e1, ..., de,, EFen M*(f1 ... fz).

Usando la definicion de g.(k, p, v)-s.f. con Ry dividido y las propiedades de h, obtenemos
R(X7 61)% R(Xv ei)ei y R(X> 5)51

R(X,e)e; = [I{X — g(X, ei)es} + 3 fog9(X, dei)pe; — fan(X)E
+ fu{hX — g(X, e;)he; + g(he;, ) X — g(h X, e;)e; }
+ fs1{g(hei, e;))h X — g(h X, e;)he;}
+ fs2{—g(hei, pei)ph X + g(hX, de;)phe; }
— feg(hes, e:)n(X)E
+ fr{ohX + g(X, ;) hoe; + g(ohe;, e;) X — g(phX, e;)e; }
— fsg(ohei, ei)n(X)E,

R(X, gei)pe; = fL{X — g(X, gei)pei} + 3fag(X, ei)e; — fsn(X)E
+ fa{h X — g(X, dei)hoe; — g(hei, e;) X — g(hX, de;) e}
— f51{g(hei, e)hX + g(hX, de;)hoe; }
— fs2{g(dhe;, e;)phX + g(hX, e;)he;}
+ feg(hes, es)n(X)E
+ fr{ohX — g(X, ¢e;, pei)he; — g(dhe;, e,) X — g(phX, e;)pe; }
+ fsg(@hes, ei)n(X)¢E,

R(X,8)¢ = (i = fs{X = (X)) + (fa — fo)hX + (f7 — fs)phX.
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Sustituyendo las féormulas anteriores en la definiciéon del operador de Ricci, tras
algunos calculos obtenemos:

QX =) R(X,e)ei + > R(X, ¢ei)de; + R(X, §)E =
i=1 i=1

— @nfy 3 — )X — (32 + (20— 1) fa)n(X)E
+((2n = 1)fs — fo)hX + ((2n — 1) f7 — fs)phX

n

+ f5,12(9(h€z‘, ei)hX — g(hX, ei)he; — g(he;, e;)h X — g(hX, de;)hoe;)
i=1

+ f5722(g(¢h6i, ei)phX — g(ohX, e;)phe; — g(dhe;, e;)phX — g(hX, e;)he;)
i=1

= 2nfi+3fo = )X = Bf2+ (2n —1)f3)n(X)§

+((2n = 1) fs — fo)hX + ((2n — 1) f7 — f3)phX

n

— f51 ) _(9(hX, e)he; + g(hX, de;)hoe;)
=1

- f5,22(g(¢hX, e;)phe; + g(hX, e;)he;).
i=1
(3.3.13)
Ahora bien, es facil ver que

Z( (hX,e;)he; + g(hX, pe;)hoe;) = (Z (hX,e;)e; + g(hX, c;SeZ)ngeZ)) = KX,
=1

=1

3

> (9(¢hX, e;)phe; + g(hX, e;)he;) = h (Z(g(hX, pei)pe + g(hX, ei)ei)> = h?X.

=1

Insertando ambas expresiones en (3.3.13) obtenemos que

QX = (2nfi+3fo — f3) X — (3f2 + (2n — 1) fs)n(X)¢
+((2n— 1) fs— fo)hX +((2n — 1) fr — fs)ohX — (fs1 + f52)h?X

para todo X.

Hallamos por tltimo la curvatura escalar usando la ¢-base anterior y la formula
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(3.3.11):

T =lrQ = Z(Q(Q€i7 ei) + 9(Qei, de;)) + g(QE, )
i=1

— (fs1 + f5.2) <Z(g(h2€i, e;) + g(h*pe;, oei)) + g(h*¢, 5))

i=1

=2n((2n 4+ 1) f1 + 3fa — 2f3) — (fs1 + fs2)trh?,
luego la formula (3.3.12) queda probada. O

Nota 3.3.10. Sila variedad de la Proposicion anterior es un g.(k, u, v)-s.f. M(f1,..., fs),
es decir, no tiene el tensor Ry dividido, entonces podemos escribir el tensor de curva-
tura con fs1 = f5 y fs2 = —f5. Tenemos en particular que fs1 + fs2 =0, asi que las
formulas (3.3.11) y (3.3.12) coinciden con (3.3.1) y (3.3.2).

Hallaremos ahora los tensores de Schouten y de Weyl de un g.(x, u, v)-s.f. con Rs
dividido cumpliendo que h es un operador simétrico y que h¢ = —oph.

Proposiciéon 3.3.11. Dado un g.(k, u, v)-s.f. con Rs dividido M** X (f1,..., fs1, fs2,- -+, [s)

tal que h es un operador simétrico cumpliendo h¢ = —o¢h, el tensor de Schouten tiene
la forma
L 1f+ 3f+ (fs + fso)trh® ) I
=— - r
2 \"" T on—177 T op(2n — 1)V TP

+ (2713— 1f2 + f3) ne§— <f4 - in_ 1f6) h — <f7 — 2n1— 1f8) oh (3.3.14)

! (fs1 + f5,2)h2;

+2n—1

y el tensor de Weyl viene dado por

1
W(X, Y)Z = (— on — 1 <3f2 + %(f&'),l + f572)t7"h2) Rl + fQRQ — o — 1f2R3
+ o — 1f6R4 + f5.1R51 + f52R52 + f6 s
1
+2n — 1st7 + sts> (X,Y)Z

(fon + fs2)(g(W*X, Z2)Y — g(h*Y, Z)X + g(X, Z)h*Y — g(Y, Z)h*X).
(3.3.15)

2n —1
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Demostracion. Analogamente a como hicimos en la Proposicion 3.3.3, para obtener
(3.3.14) basta sustituir las formulas del operador de Ricci y la curvatura escalar, (3.3.11)
y (3.3.12), en (3.3.6), la definicion del tensor L.

Usando ahora (3.3.14) y la definicion de los tensores Ry, ..., Rg, hallamos que

g(LX.2)Y — g(LY, Z)X + g(X, Z)LY — g(Y, Z)LX

= ((fl + 2n3— 1f2 + m(ﬂs,l + f5,2)t7“h2) Ry + (2713— 1f2 + f3) Rs

n (f4 e 1f6> R+ <f7 e 1f8) R7) (X,Y)Z

2n1_ (s + Fs2)g(PX, 2)Y = oY, 2)X +g(X, 2)WY = g(Y, Z)h*X).

+

Si sustituimos ahora esta tltima férmula en la definicion del tensor de Weyl, (3.3.7),
y aplicamos la definicion de g¢.(k, i, v)-8.f. con Rs dividido, conseguimos

i 3 trh?
W(X,Y)Z = () fiRi— (f1 21 S )
=1

B (2713— i +f3) - (f4 B 2n1— 1f6) - (f7 T 1f8> R7) ez
(fon + f52)(g(B*X, 2)Y — g(h?Y, 2)X + g(X, Z)h*Y — g(Y, Z)h*X),

(fs1 + f5,2)) Ry

2n—1

2

= (— <2n3— 1f2 + zn(g@h_ 0 (fsp+ f5,2)) Ry + foRy —
1

2n —1
1

2n—1

on — 1720

+ feRa+ fs1R51 + fs0R52 + foRe +

o — 1f8R7 + f8R8> (X, Y)Z

(fsq + [52)(9(WP X, 2)Y — g(h?Y, 2)X + (X, Z2)h*Y — g(Y, Z)h* X),

que es lo que buscabamos. O

Nota 3.3.12. Si el espacio de la Proposicion anterior es un g.(k, u, v)-s.f. M(f1,..., fs),
es decir, no tiene el tensor Rs dividido, entonces tenemos en particular que fs1+ f52 =
0, asi que las formulas (3.3.14) y (3.3.15) coinciden con (3.3.8) y (3.3.9).

Usando la formula del tensor de Weyl obtenida y los Teoremas 3.2.25 y 3.2.42, de-
mostraremos a continuacion que no existen g.(k,u,v)-s.f.’s con R dividido
M(fi,..., fs1, f52,..., fs) de dimension mayor o igual que 5 con estructura casi-
cosimpléctica y f; — f3 < 0 que sean conformemente llanos. Lo mismo ocurre si la
estructura es casi-Kenmotsu y f; — f3 < —1.
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Teorema 3.3.13. Sea M*" " (f1,..., fs1, [5.2,-- -, fs) un g.(k, i, v)-s.f. con Ry dividido
de dimension mayor o igual que 5. St tiene estructura casi-cosimpléctica cumpliendo
que fi—f3 < 0 (resp. estructura casi-Kenmotsu cumpliendo que f1— f3 < —1), entonces
no puede ser conformemente llano.

Demostracion. Sabemos que, como la dimension de la variedad M?*"*! es mayor o
igual que 5, entonces es conformemente llana si y solo si el tensor de Weyl W se anula.
Razonaremos por Reduccién al Absurdo, es decir, supondremos que W se anula y
llegaremos a una contradiccion. Para ello, calcularemos en primer lugar el valor que
toma.

Supongamos que la estructura de M es casi-cosimpléctica y que cumple f; — f3 < 0.
Entonces sabemos por el Teorema 3.2.25 que

h=f=f=f1=f=0 fs0=-1, f3>0.

Ademas, por la ecuacion (3.2.1) y el hecho de que k = f; — f3 = —f3 tenemos que
h* = — f3¢* (y en particular i # 0 en todo punto). Sustituyendo ambos resultados en
(3.3.15) obtenemos que el tensor de Weyl es:

W) Z= (- Rt pRi— Ryt fR
) - 2n<2n_1)3 1 277,—16 4 5,2 646
g feRa + f8R8> (X,Y)Z
s B, 2)Y — gV, Z)X + g(X, 2)6Y — g(Y, Z)6X).
(3.3.16)

Ahora bien, es facil comprobar que
tr¢® = —2n (3.3.17)
y por la definicion de R; y R3 tenemos que
JSPX.2)Y — g(§Y, 2)X + 9(X, Z)8*Y — g(Y. Z)$*X
=—9(X, 2)Y +9(Y, 2)X —g(X, 2)Y +g(Y,2)X

(3.3.18)
+n(X)n(2)Y =n(YV)n(Z)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)§
=2R(X,Y)Z + R3(X,Y)Z.
Por tanto, si sustituimos (3.3.17) y (3.3.18) en (3.3.16), obtenemos que
1
w =on 1f3R1 + o — 1f6R4 — R59 + feRe + o — 1ng7 + fsRs
T on 1f3(231 + R3)
__ ! fsR1 — ! fsRs + ! feRa — Rs2 + feRe + ! fsR7 + fsRR
=5, T g sl o Jehu 52+ Jolle + 5 Jsliz + Jalls,
(3.3.19)
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Anéalogamente, si suponemos que la estructura de M es casi-Kenmotsu y que cumple
f1 — f3 < —1, entonces sabemos por el Teorema 3.2.42 que

fi==1 fo=fa=f51=0, fs0=—1, fr=1, f3>0.

Ademas, por la ecuacion (3.2.29) y el hecho de que k = f; — f3 = —1— f3, tenemos que
h?* = (=1 — f3+ 1)¢* = —f3¢* (v en particular h # 0 en todo punto). Sustituyendo
ambos resultados en (3.3.15) obtenemos que el tensor de Weyl es:

WEZ = (- pm e L bR - Reyt fR
) - 27?,(2”-1) 341 277,—1 61414 5,2 646
+ oy — lfSR7+f8R8> (X,Y)Z
1
— S B9 X, 2 — g6, )X + (X, 2)6Y — g(Y, 2)5X).

(3.3.20)
Si sustituimos ahora las formulas (3.3.17) y (3.3.18) (que son ciertas para cualquier
estructura casi-contacto métrica y en particular para estructura casi-Kenmotsu) en
(3.3.20), obtenemos otra vez (3.3.19). Por tanto, continuaremos la demostracién para
ambas estructuras a la vez.

Si el tensor de Weyl se anula, en particular se cumple que W(X,£){ = 0 para
todo campo X ortogonal a . Por la definicion de Ry, ..., Rg y las propiedades de h,
obtenemos entonces al sustituir en (3.3.19) que

2(1

%—__?Uﬁhx + fsphX) = 0.

2(1 —
Ahora bien, 2n + 1 > 3, luego % < 0 y deducimos que fehX + fsohX = 0.
n —
Como hX y ¢hX son ortogonales entre si y h # 0 en todo punto, tenemos que fg =

fs = 0. Por tanto, el tensor de Weyl tiene la forma

1

W=—g il

s fsRs — Bsa (3.3.21)

Tomamos ahora X = ¢Y y Z =Y, donde Y € D(\) = D(\/f3), que es posible
porque A = v/—k = \/f3 cuando la estructura es casi-cosimpléctica (Proposicion 3.2.9)
y porque A = v/—1 — k = \/f3 en el caso casi-Kenmotsu (Proposicion 3.2.28). Entonces

Ri(¢Y) Y)Y =¢Y
R3(¢Y,Y)Y =0
Rs2(¢Y, Y)Y = — XY = —f39Y,
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que sustituyendo en la ecuacion (3.3.21) nos da

2(n—1)
——2f30Y = 0.
o — 1 VEX
: 2(n—1) :
Aplicando ahora que o1 > 0, obtenemos que f3 = 0. Esto contradice el que
n J—
hayamos probado anteriormente que f3 > 0 en ambas estructuras, lo que concluiria la
prueba. O

Veremos finalmente qué ocurre en el caso de que la variedad tenga estructura de
contacto métrica. Recordamos primero un teorema que F. Gouli-Andreou y N. Tsola-
kidou probaron en |35]:

Teorema 3.3.14. Sea M una variedad de contacto métrica tal que & sea un autovec-
tor del operador de Ricci Q). Si M es conformemente llana, entonces tiene curvatura
constante 0 ¢ 1.

Sabemos ademas por [50] que:

Teorema 3.3.15. Una variedad de contacto métrica con curvatura constante es, o bien
de curvatura constante 1 y Sasakiana, o bien de dimension 3 y llana.

Usando ambos teoremas podemos probar:

Teorema 3.3.16. Sea M*"*' un (k, u,v)-espacio con estructura de contacto métrica
conformemente llana. Entonces M es, o bien de curvatura constante 1 y Sasakiana, o
bien de dimension 3 (n = 1) y llana.

Demostracion. Sabemos por el Lema 4.2 de [44] que un (k, u, v)-espacio de contacto
métrico cumple Q€ = 2n&, luego £ es un autovector de Q y aplicando el Teorema 3.3.14
obtenemos que M tiene curvatura constante 0 6 1. Por el Teorema 3.3.15, concluimos
que, o bien M tiene curvatura constante 1y es Sasakiana, o bien es de dimension 3 y
llana. O]

Como todo g.(k, i, v)-s.f. con estructura de contacto métrica es un (k, i, v)-espacio
(Proposicion 3.1.16), deducimos del Teorema anterior lo siguiente:

Corolario 3.3.17. Sea M*"(fy, ..., fs) un g.(k, u,v)-s.f. con estructura de contacto
métrica conformemente llana. Entonces M es, o bien de dimension 3 (n = 1) y llana
(luego podemos tomar f1 = --- = fs =0, escritura de R que seria la candnica), o bien
es Sasakiana y de curvatura constante 1 (luego es un g.S.s.f. M(fy1, fa, f3) con fi =1
y fo = f3 =0, escritura de R que seria la candnica en dimension 3).
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Demostracion. M es un (k, u, v)-espacio por la Proposicion 3.1.16, luego por el Teo-
rema anterior sabemos que es, o bien de curvatura constante 1 y Sasakiana, o bien de
dimension 3 (n = 1) y llana.

Si es llana, entonces podemos tomar f; = --- = fg = 0, escritura que no es unica
por el Teorema 3.1.26. R tiene la forma canonica porque fo = f5 = fg = fs = 0 (Nota
3.1.28).

Si es Sasakiana, entonces es un g.5.s.f. M(f1, fo, f3) cumpliendo fo = f3 = f1 — 1
(Teorema 2.1.4). Ademads, su curvatura ¢-seccional F' = f; + 3f, = 4f; — 3 debe ser
1, luego fi =1y fo = f3 = 0. El resto del resultado se obtiene al aplicar de nuevo el
Teorema 3.1.26 y la Nota 3.1.28. O

Por tltimo, estudiaremos qué ocurre cuando un g.(k, i, v)-s.f. es conformemen-
te simétrico, &-conformemente llano o ¢-conformemente llano. Recordaremos en pri-
mer lugar estas definiciones. Dado un punto p de una variedad casi-contacto métrica
(M, ¢,€,m,9), el espacio tangente T,,(M) puede descomponerse como

T,(M) = o(T,(M))® < & >
y el tensor de Weyl W puede tomarse como una aplicacion:
W s T(M) x T, (M) x Ty(M) — $(T,(M))® < & > .
Resulta natural considerar los tres casos siguientes:
L W:T,(M)xT,(M)xT,(M) —< &, >, es decir, la proyecciéon de la imagen de
W sobre ¢(T,(M)) es cero. Esto es equivalente a que
gW(X,Y)Z,¢T) =0,

para todos X, Y, Z, T campos de M. Se dice en tal caso que la variedad es confor-
memente simétrica. Las variedades K-contacto cumpliendo esta propiedad fueron
estudiadas en |36].

2. W T,(M)xT,(M)xT,(M) — ¢(T,(M)), es decir, la proyeccion de la imagen
de W sobre < &, > se anula. Esto es equivalente a que

W(X,Y)¢ =0,

para todos X, Y campos de M. La variedad se llama entonces &-conformemente
llana. El estudio del caso K-contacto puede verse en [37].

3. W o(T,(M))xp(T,(M))x¢(T,(M)) —< &, >, es decir, cuando W se restringe
a ¢o(T,(M)) x ¢(T,(M)) x ¢(T,(M)), la proyeccion de la imagen de W sobre
¢(T,(M)) es cero. Esto es equivalente a que

g(W(eX,9Y)9Z,¢T) = 0,
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para todos X,Y,Z, T campos de M y se dice en tal caso que la variedad es
¢-conformemente llana. Las variedades K-contacto con dicha propiedad fueron
estudiadas en [37] y las Sasakianas en [30].

Nota 3.3.18. La condicion del caso 2 deberia ser g(W(X,Y)Z. &) = 0 para todos
X, Y, Z campos en M, pero podemos simplificarla gracias a que se comprueba facilmente
por la definicion del tensor de Weyl que éste cumple

W(X,Y,Z,T)=-W(X,Y,T,7),
para cualesquiera campos X,Y, Z,T en M.

Nota 3.3.19. Ademds de los tres casos que acabamos de ver (M tiene estructuras
conformemente simétrica, {-conformemente llana o ¢-conformemente llana), habria
otro que apareceria naturalmente:

W (T, (M) x §(Tp(M)) x §(T,(M)) — ¢(T,(M)).

Es decir, que gW(oX, oY )pZ, &) = 0 para todos X,Y,Z campos en M. Por la Nota
anterior, esta condicion es equivalente a que W(X,Y)& = 0 para todos X,Y campos
ortogonales a &, luego seria un caso particular de estructura &-conformemente llana.

Si M(f1,...,fs) es un g. (K, u,v)-s.f. con estructura de contacto métrica y dimen-
ston mayor o igual que 5, se comprueba tras unos meros cdlculos que dicha condicion
se cumple siempre.

En dimension 3, ya sabemos que el tensor de Weyl W se anula idénticamente.

En dimension mayor o igual que 5, un g.(k, p,v)-s.f. M(f1,..., fs) con estructura de
contacto métrica cumple en particular que f; = fs = 0 en virtud del Teorema 3.1.23.
Nos centraremos entonces en estudiar los g.(k, p)-s.f.’s M(f1,..., f¢) con estructura

de contacto métrica y dimensién mayor o igual que 5. Distinguiremos dos casos, segin

i—=fz=1lofi—fs <l

Teorema 3.3.20. Sea M (f1,..., fs) un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica
y dimension mayor o igual que 5. Si fi — f3 =1, entonces M es un g.S.s.f. Sasakiano
M(f1, f1 — 1, fi — 1) &-conformemente llano. Ademds, son equivalentes:

1. M es conformemente llano,
2. M es conformemente simétrico,
3. M es ¢-conformemente llano,

4. M tiene curvatura seccional constante iqual a 1.
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5 fi=1.

Demostracion. Como f; — f3 = 1, sabemos por los Teoremas 2.1.4 y 2.1.6 que M es
Sasakiana y que fo = f3 = f; — 1. La curvatura ¢-seccional es, por la Proposicion
21.7, F = f1 +3fy = 4f1 — 3. Ademaés, h = 0, luego Ry = R; = R¢ = 0 y por (3.3.9)
obtenemos que

W= _23JE p Rt SR = 25{2 1
Un sencillo calculo sirve para comprobar que W(X,Y)¢ = 0, para todos X,Y en M,
luego M es &-conformemente llana.

Si fi = 1, entonces W = 0, luego la variedad es conformemente llana, y en particular
conformemente simétrica y ¢-conformemente llana. Ademas, en tal caso fo = f3 = 0,
luego R = R; y puede comprobarse que K(X,Y) = 1 para todos X, Y campos unitarios
y mutuamente ortogonales en M.

Si la variedad es conformemente simétrica, podemos aplicar el resultado principal
de [36], que dice que toda variedad K-contacto que sea conformemente simétrica tiene
curvatura constante 1.

Por el Teorema 3.1 de [30] sabemos que una variedad Sasakiana de dimensién mayor
o igual que 5 es ¢-conformemente llana si y solo es localmente isométrica a la esfera
unidad, es decir, si su curvatura seccional es 1.

Finalmente, si M tiene curvatura seccional 1, entonces en particular F' =4f;—3 =1,
por lo que f; = 1. m

Rs.

Nota 3.3.21. El Teorema 3.3.5 no es aplicable a la variedad del Teorema anterior
porque no se cumple la hipdtesis h # 0 debido a que en una variedad Sasakiana se
satisface h = 0.

Por otra parte, si que nos encontrariamos en las condiciones del Corolario 3.3.17,
del que se deduce que si la variedad es conformemente llana, entonces es Sasakiana, de
curvatura seccional igual a 1 y funciones f; =1, fo = --- = fs =0, resultado contenido
en el Teorema anterior.

Habiendo estudiado ya el caso f; — f3 = 1, veamos ahora el caso f; — f3 < 1:

Teorema 3.3.22. Sea M (f1,..., f¢) un g.(k, p)-s.f. con estructura de contacto métrica
y dimension mayor o iqual que 5. Si fi — f3 < 1, entonces:

1. M no es conformemente llana.

2. M es &-conformemente llana si y solo si fy = —fo = fs=fs=1/2, f1=1y
Je = 0.

3. M no es ¢-conformemente llana.

4. M no es conformemente simétrica.
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Demostracion. Como su dimension es mayor o igual que 5, si la variedad M fuera
conformemente llana, tendriamos por el Corolario 3.3.17 que seria Sasakiana. Por tanto,
se cumpliria que f; — f3 = 1 (Teorema 2.1.4), contradiciendo una de las hipotesis del
teorema.

Por el Teorema 2.2.12, sabemos que

 fet1 fe—1 C3fet1
fl_ 9 ) f2_ 9 ) f3_ 2 )
1

Ji=1, fs= 5’ fe = constante > —1,
lo que, al sustituir en (3.3.9), nos da

3(fe — 1) fe—1 3(fe — 1) o 1
W=—-——"—=LR Ry — R Ri+ =R Rg. (3.3.22

TP R B T R e R 5+ folte. (3.3.22)

La variedad es £-conformemente llana si y solo si W(X,Y)¢ = 0, para todos X, Y
campos en M. Ahora bien, de un breve calculo se deduce que

2(1—n)

WX Y)E =7

Je(n(Y)hX —n(X)hY).

La variedad es de dimension mayor o igual que 5 (n > 1) y h no es nulo porque
fi— fs <1, luego M es &-conformemente llana si y solo si fg = 0. Por las ecuaciones
anteriores, esto es equivalente a que sea un g.(k, p)-s.f. M(1/2,—-1/2,1/2,1,1/2,0).

Demostraremos ahora que M no es ¢-conformemente llana por Reduccion al Ab-
surdo. Supongamos que lo sea, es decir, que g(W(¢pX, Y )oZ),dT) = 0 para todos
X,Y,Z, T campos en M. Entonces por (3.3.22) se cumple que

+ 2nfi 1R4 + %R5 + fGR(,') (0X, Y, 0Z,¢T) = 0,

para todos X,Y, Z, T campos en M.
Es facil ver que R3(¢X, oY, 0Z, ¢T) = Re(¢pX, Y, ¢Z, ¢T) = 0. Por el Teorema
2.1.13, dados X, Y, Z,T campos ortogonales a &, R;(¢pX, oY, 0Z, ¢T) = R{(X,Y,Z,T)

sit#£4y Ry(oX,0Y,0Z, ¢T) = —Ry(X,Y, Z,T), luego tendriamos que
3(f6—1) Jo—1 Jo

W(X,Y,Z,T):(——2(2n_1)R1+ ;R

1
1R4+ —R5> (X,Y,Z,T)=0,

2
(3.3.23)
para todos X, Y, Z, T ortogonales a &.

143



Como k = — fg < 1, puedo tomar X = Z campo unitario autovector de h asociado
al autovalor A = /1 + fs, que serd en particular ortogonal a &. Si elegimos asimismo
Y =T = ¢X ortogonal a &, entonces obtenemos que

Ri(X,0X,X,¢X) =— 1
Ro(X,0X, X, 0X) = — 3,
R4<X7¢X7X7¢X> =
Rs(X, 90X, X, 0X) =

3(1

—:T)(fﬁ — 1) = 0 Ahora bien, n > 1, por lo

=0,
0

Sustituyendo en (3.3.23), quedaria que

2n
que fs =1, y la ecuacion (3.3.23) se reduciria a
1 1
W(X,Y,Z.T) = (—2 R+ §R5) (X,Y,Z,T) =0, (3.3.24)
n j—

para todos X, Y, Z, T ortogonales a &.

Si elegimos ahora X,Y € D(A\) = D(y/T+ fs) = D(v/2) campos unitarios y orto-
gonales entre si (posible porque la dimension de la variedad es mayor o igual que 5),
Z =Xy T =Y, entonces

Ry(X,Y,X.Y)=—2V2,
Rs(X,Y,X,Y) =—2.

2v/2
2n — 1

De la ecuacion (3.3.24) obtenemos que — 1 = 0, que es equivalente a que

1
n=+2+ 5 € N, lo cual es imposible.

Demostraremos también por Reduccion al Absurdo que M no es conformemente
simétrica. Si lo fuera, entonces g(W(X,Y)Z),¢T) = 0 para todos X,Y, Z,T campos
en M, es decir, que

3(fe — 1 —1 3(fe — 1
S (2((%? ] 1)) ) —il_ fG : . ng - 1)) 3 (3.3.25)
+2ni Ryt Rs f6R6) (X,Y, Z,6T) =0,
para todos X,Y, Z, T campos en M.
Si tomamos Y = Z = £, entonces %ﬂ)ﬂg(h){, ¢T) = 0, para todos X, T

campos en M. Como k = —fg < 1, podemos elegir X € D(\) unitario y T = ¢X, por
lo que g(hX,¢T) = =X = —/1+ fs # 0, luego fs = 0.
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Sustituyendo en (3.3.25), quedaria que

3 1 3
Ry — Ry +

W(X,Y,Z,¢T) = (m 2 2(2n — 1)

1
R3 + §R5) <X7}/;Z7¢T) = 07

(3.3.26)
para todos X, Y, Z, T campos en M.
Elegimos por tltimo X € D(A) = D(1) unitario, Y = ¢X y Z =T = X. Entonces

3 1 3 1
Ry — =Ry + Ry + —R5) (X, X, X, $X) = 0.

W(X, 06X, X,0X) = (m 277 2020 —1) 2

Ya sabiamos que

Rl(X7 qbeXa ¢X) = - ]-7
R2<X7¢X7X7 d)X) - 3)
R5<X7 (bXaXa (bX) =0.

Ademas, R3(X, X, X,¢X) = 0 porque X, »X son ortogonales a £. Por tanto, de
3

3 3(n-1
(3.3.26) se deduce que —m + 5= % = 0, lo cual es imposible porque la

dimension es mayor o igual que 5. ]

Nota 3.3.23. Hay ejemplos de g.(k, p)-s.f.’s M(1/2,—1/2,1/2,1,1/2,0) con estructu-
ra de contacto métrica de dimension mayor o iqual que 5 pues basta tomar fg =0 en
el Ejemplo 2.2.14.
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Conclusions

Having finished the main part of this work, we will use this last chapter to summarise
the principal results that were presented in it. First of all, we recall that the aim of its
first part was to introduce the concept of generalized (k, u)-space form as an almost
contact metric manifold whose curvature tensor has the form

R = fiRi + foRy + f3R3 + faR4 + f5Rs + fo R,

where f1,..., f¢ are differentiable functions on M and Ry,..., Rg are the tensors given
by
Ri(X,Y)Z =g(Y,2)X — g(X, 2)Y,
Ro(X,Y)Z = g(X,0Z)pY — g(Y,02)9X + 29(X, ¢Y )¢ Z,
Ry(X.Y)Z = n(X)n(2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E,
Ry(X,Y)Z =g(Y,Z)hX — g(X, Z)hY + g(hY, Z)X — g(hX, 2)Y,
Rs(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY + g(ohX, Z)phY — g(phY, Z)phX,
Re(X,Y)Z = n(X)n(Z2)hY —n(Y)n(Z)hX + g(hX, Z)n(Y)§ — g(hY, Z)n(X)E,

1
for every vector fields X, Y, Z, where h = §L5¢ and L is the usual Lie derivative.

These spaces appeared naturally and included the generalized Sasakian space forms.
They were denoted as M(f1,. .., f¢) and their name shortened to g.(k, p)-s.f.

After a brief chapter of Preliminaries, the g.(k, it)-s.f.’s were studied in the second
chapter, which had four sections. In the first section we proved that some results that
are true for ¢.5.s.f.’s also hold for g.(k, p)-s.f.’s. Using some identities satisfied by the
curvature tensor of a Sasakian manifold we obtained similar ones for g.(k, p)-s.f.’s,
which we compared later to the ones presented in [2]| for g.S5.s.f.’s.

In the Section 2.2 we saw that the g¢.(k,u)-s.f.’s with contact metric structure
are generalized (k,p)-spaces with k = f; — f3 and p = f; — f6, so we were able to
use the abundant literature that exists on such type of manifold. Then, we proved
that in dimension greater than or equal to 5 they are (—fs, 1 — f5)-space forms with
constant ¢-sectional curvature 2 fs — 1. Moreover, they also satisfy that fy = 1, f5 = 1/2
and that fi, fo, f3 depend linearly on fg, which is constant. We gave a method for
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the construction of infinitely many examples of this type. In dimension 3 we proved
that the writing of the curvature tensor of a ¢.(k, p)-s.f. is not unique and we gave
several properties and results that classify them partially. At the end of the section
we checked that the examples of generalized (k, pt)-spaces with non-constant x and p
that T. Koufogiorgos and C. Tsichlias give in [46] are g.(k, ut)-s.f.’s with non-constant
functions f1, f3 and fy.

The fact that the D,-homothetic deformations leave invariant the condition

R(X,Y)§ = r{n(Y)X —n(X)Y} + p{n(Y)hX —n(X)hY},

although with different functions « and u, led us to study in the Section 2.3 how these
deformations affect a g.(k, p)-s.f. We saw that these newly obtained manifolds were
not, in general, g.(k, it)-s.f.’s, but that they would be if we redefined the g.(x, p)-s.f. s
M(fi,..., fs) with the tensor R5 divided in two as R; = R51 — Rs 2 for

Rs1(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY.
Rsa(X,Y)Z = g(6hY. Z)hX — g(6hX, Z)phY.

with functions f5; and f52. The spaces thus defined, which we called g¢.(k, p)-s.f.’s with
divided Rs and denoted as M(f1,..., fs1, fs2. fs), included trivially the g¢.(k, p)-s.f.’s
M(fi,..., f6). Thanks to Theorem 2.3.5, we proved that if we apply a D,-homothetic
deformation to a g.(k, )-s.f., we obtain a g.(k, p)-s.f. with divided Rs, hence it would
be enough to deform the examples obtained in the previous section in order to get
infinitely many examples of g.(k, p)-s.f.’s with divided Rs M(f1,..., fsq1, f5.2, f6)-

The situation is special in dimension 3, where we can write the tensor %55 in terms
of Ry and Ry, so if we D,-homothetically deform a g.(k, p)-s.f. M(f1,..., fs) we obtain
another one. This fact provided us with many examples of spaces with non-constant
functions, because we can transform the ones obtained in the Section 2.2.

In the last section of the first chapter, 2.4, we proved that if a manifold has trans-
Sasakian structure, then h = 0. Therefore, the g.(k, pt)-s.f.’s with trans-Sasakian struc-
ture are really ¢.5.s.f.’s, already studied in [3|. We also included some results on C'(«a)-
manifolds.

In the third chapter, organised in three sections, we recalled the concept of (k, i, v/)-
space, notation that we used to refer to the almost contact metric manifolds that satisfy
the equality

R(X,Y)E = r{n(Y)X —n(X)Y} + p{n(Y)hX — n(X)hY'}
+ v{n(Y)phX — n(X)phY '},

for k,p,v functions, specifying apart any additional structures (like contact metric,
almost cosymplectic or almost Kenmotsu).
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In Section 3.1 we studied the curvature tensor of a contact metric (k, u, v)-space
of dimension 3. We proved that such a tensor does not have a unique writing but can
take, among others, the forms

R:FR1+(F—/{)R3+MR4+VR7:FR1+(F—I{)R3+MR4—I/R8,

where F'is the ¢-sectional curvature of the manifold and the tensors R; and Rg are
the following:

Ri(X,Y)Z = g(Y, 2)phX — g(X, Z)phY + g(¢hY, Z2) X — g(¢hX, Z)Y,
Rs(X,Y)Z =n(X)n(Z)phY —n(Y)n(Z)phX + g(ohX, Z)n(Y)E — g(phY, Z)n(X)E.

This lead to the definition of a generalized (k, i, v)-space form as an almost contact
metric manifold whose curvature tensor has the form

R = fiRi + foRy + f3Rs + faRy + fsRs + fels + frR7 + fsRs,

where f1,..., fs are differentiable functions on M and Ry, ..., Rg the previously defined
tensors.

This type of manifold was denoted by M(fi,..., fs) and its name shortened to
g-(K, p, v)-s.f. They trivially included the g.(k, pt)-s.f.’s. Thus, the examples of contact
metric (k, p, v)-spaces with non-zero v that appear in [44] are in particular g.(k, u, v)-
s.f.’s, for which we calculated explicitly the curvature tensor. We also saw that the
converse is true, i.e. that a contact metric ¢.(k, u,v)-s.f. M(f1,..., fs) is a (k, u,v)-
space with k = f1 — f3, u = f4 — fs and v = f; — fs. We used that result and those
that appear in [44] to prove that, when dimension is greater than or equal to 5, fy = 1,
fs =1/2, f = fs = 0 and that f1, f2, f3 depend linearly on fs, which is constant.

In the Section 3.2 we carried out a detailed study of the g¢.(k, u,v)-s.f.’s with al-
most cosymplectic and almost Kenmotsu structures, presenting profound and conclu-
sive results. As it happened for the contact metric structure, with any of the two
mentioned structures it holds that a g¢.(k, p, v)-s.f. M(f1,..., fs) is a (k, p, v)-space
with Kk = f1 — f3, u = f4 — fs and v = f7 — fs. In dimension greater than or equal to
5, we found the writing of the curvature tensor of a (k, i, v)-space with almost cosym-
plectic structure (satisfying x < 0) and almost Kenmotsu structure (v < —1). In the
first case,

R=—kKkR3 — Rs 9 — pRe — vRg

and in the second
R = —Rl — (/‘i + 1>R3 — R572 — ,LLRG + R7 — (l/ — 1>R8

This meant the justification of the definition of the tensors R; and Rg, as well as the
introduction of the g.(k, p, v)-s.f.’s with divided Rs M(f1,..., fs1, f52,.-., fs) analo-
gously as it was done for the g.(k, p)-s.f.’s with divided Rs M(fi,..., fs1, f52, f6). For
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all the possible cases, we presented explicit examples or we proved the non-existence
of the mentioned spaces, for both almost cosymplectic as well as for almost Kenmotsu
structures.

For example, we showed that a (k, u, v)-space of dimension 3 with any of the struc-
tures has curvature tensor

R:FR1+(F—H>R3+MR4+VR7,

hence it will be a g¢.(k, i1, v)-s.f., of which we gave instances in the Example 3.2.49.

In the last section of the third chapter, we first gave the writing of the Schouten and
the Weyl tensors on a g.(k, i, v)-s.f. M(f1,..., fs) in terms of the functions fi,..., fs
and the tensors Ry,..., Rg. We later used that result to give necessary and sufficient
conditions for a g.(k, u, v)-s.f. to be conformally flat if the dimension is greater than
or equal to 5 and the tensor h satisfies some natural properties. We also proved some
results in the case that the structure is contact metric, almost cosymplectic or almost
Kenmotsu. Lastly, we analysed the contact metric g.(k, i1, ¥)-s.f.’s which are conforma-
lly flat, £-conformally flat or ¢-conformally flat. It is worth mentioning that, even if we
did not study such a situation for g.(k, p)-s.f.’s, it is not necessary to do so, because
the ¢.(k, u, v)-s.f.’s include them.

This illustrates perfectly the advantage of offering larger frameworks in order to
analyse spaces that were previously studied in a more or less disperse way, which
constitutes one of the reasons for which we have introduced the spaces defined.
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Formulas

Recordaremos aqui las definiciones de los tensores Ry, --- , Rg para mayor comodi-
dad del lector:

Rl(X7 Y)Z = g(Y7 Z)X - g(X7 Z>Y>

Ro(X,Y)Z = g(X,0Z)9Y — g(Y,02)pX + 29(X, ¢Y)dZ,

R3(X,Y)Z = n(X)n(Z2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E.
Ri(X,Y)Z = g(Y, Z2)hX — g(X, Z)hY + g(hY, Z)X — g(hX, Z)Y,

Rs(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY + g(¢ohX, Z)ohY — g(¢hY, Z)dhX,
Re(X,Y)Z = n(X)n(Z)hY —n(Y)n(Z)hX + g(hX, Z)n(Y)E — g(hY, Z)n(X)E,
R:(X,Y)Z = g(Y, Z)6hX — g(X, Z)ohY + g(ohY, Z)X — g(¢hX, 2)Y,

Ry(X,Y)Z = n(X)n(Z)phY —n(Y)n(Z)phX + g(¢ohX, Z)n(Y )E — g(ohY, Z)n(X)E.

También podemos escribir el tensor Rs como Rs = R51 — 52, donde

Rs1(X,Y)Z = g(hY, Z)hX — g(hX, Z)hY,
R52(X,Y)Z = g(¢hY, Z)phX — g(ohX, Z)ohY.
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