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. INTRODUCCION

Dentro de los muchos e interesantes campos de investiga-
<cién de la Mecénica Estadistica, el estudio.de las fluctua-
ciones en sistemas de muchas particulas ha adquirido en los
dltimos afios una gran re}evantia. Ello es debido a que, éde-
mas del interés que presentan las fluctuaciones dentro del
marco de la Fisica, su influencia se sabe que es esencial pa-
ra describir fenémenos en otros campos tan diversos como la
Ecoiogfa, la Econometria, la Quimica, la Sociologia, etc(1).
En todas estas disciplinas, ge trata con sistemas formados
por un gran. nimero de elementos, donde los conceptos probabi-
listicos juegan uﬁ pépel esencial y donde las fluctuaciones

.

bueden incluso generar un orden observable,.

La descripcién macroscbpica o determinista de los siste-
mas se efectua a partir de leyes muy generales, tales como
la de conservacidn de la masa, la energia, etc., que son com-
pletédas por aproximaciones mds o menos fenomenoldgicas. En
.esta descripcidn no se tiene en cuenta el cardcter discreto
de los sistemas o, en otras pa]abras; las variables que deter-
minan el sistema se supone que son funciones normales que
obedecen a ciertas ecuaciones diferenciales de evolucidn tem-
poral. En resumen,. se desprecianlfas fluctuaciones de estads
variables. Sin embargo, en muchas situaciones, el efecto de
~estas fluctuaciones es esencial para unaicorrecta'descripcién
del sistema. EI problema que se aborda en la presente tesis
es precisaménte como tener en cuenta las fluctuaciones y ana-
lizar su efecto sobre el comportamiento observable del siste-

ma. ) 4

En el caso de sistemas lineales, prdoximos al equilibrio
rmico, el problema de las fluctuaciones estd bastante bien

. wentendido, tanto desde un punto de vista estocdstico como

e¢sde un punto de vista mecanico-estadistico. La situacidn
es distinta para sistemas no lineales. Diversos investiga-

dores utilizan distintos enfoques iniciales y distinta meto-



dologia, introduciendo diversas aproximaciones que llevan a
resultados distintos. Y esto ocurre tanto en los tratamien-
‘tos estocdsticos o fenomenoldgicos como en los que parten

de una formulacidénmicroscépica de los sistemas.

En principio, toda la informacidn que puede observarse a
nivel macroscdpico est3 contenida implicitamente en las ecua-
ciones microscbdpicas del movimiento de todas las particulas
que forman el sistema . Sin embargo, al extraer esta infor-
macién no es tarea fécil., Precisamente, éste es el objetivo
fundamental de la Mecanica Estadistica. Naturalmente, serfa
imposible resumir aqui toda la investigacidn realizada en es-
te sentido. Queremos, sin embargo, destacar dos resultados
reciéntes referentes a sistemas no lineales. Concretamente
nos referimos a la obtencidn de las ecuaciones hidrodindmicas
no lineales para fluifdos en regimen laminar y de la ecuacidn
de ltas fluctuaciones de las variables hidrodindmicas en situa-

(2),(3)

ciones alejadas del equilibrio térmico

A pesar de lo dicho en el parrafo anterior, todavia no
existe una justificacidn microscdpica satisfactoria de_los’
fenbmenos irreversibles nolineales, observables a nivel ma-
croscépico. Por esta razdn algunos autores handesarrollado
un programa de trabajo menos ambicioso. En lugar de paftir
"de una descripcidn microscépica, proponen partir de lo que
se ha dado en llamér una formulacidén mesoscdpica, intermedia -
entre la descripcidn puramente macroscépica o determinista,
que no tiene en cuenta las fluctuaciones, y la descripcidn
hamiltoniana. Esta formulacidn mesoscépica va mas alla de
‘1la puramente determlnlsta, en el sentido de que introduce
las fluctuaclones mediante hnpotesus fenomenologlcas’que pre-
tenden representar, al menos en sus aspectos esencnales, el

comportamiento discreto de la Naturaleza.

* A lo largo de toda la tésis, utilizaremos un fenguaje'fT-
sico. Sin .embargo, los resultados son directamente traslada-
bles a otras disciplinas; Asf, por ejemplo, el término par-
bt?culas~puedé sustituirse por las individualidades de que se

trate.



“.Una descripcidn mesoscdpica muy utilizada es la conocida
con el nombre de descripcién de tipo Langevin.' El orfgeh
estd en el tratamiento que dio Langevin .al movimiento de
una particula pesada en el seno de un fluido en equilibrio
(movimiento Browniano). La ley macroscdpica, que da cuenta
del decaimiento de la velocidad de la particula como conse-
cuencia de su friccidn en el fluido, se convierte en una ecua-
cién estocdstica mediante la introduccidn de .un término de
fuerza aleatoria con propiedades adecuadas. Este término re-
presenta de modo aproximado el efecto de las muchisimas coli-
siones entre la particula Browniana y las particulas que con-
forman el fluido. De este modo, quedan incorporédaslas fluc-
tuaciones a la descripcidn ﬁacroscépica,‘ Posteriormente, es-
te proéedimiento ha sido generalizado y utilizado para descri-=-
bir las fluctuaciones de las variables relevantes de un siste-
ma que se encuentra préximo a una situacidn de equilibrio(h).
Esta es precisamente la base de la Termodindmica de los Proce-
s0s Ifreversibles en la regidn lineal. Este modo de proceder
en la regién lineal ha sido también justificado desde un pun-
to de vista Mecénico—Estadetico(5), por lo. que hay pocas du-
das acerca de su vilidez en dicha regidén. Sin embargo, su
extensidn directa al caso de ecuaciones macroscdpicas no li-
neales es objeto de fuertes criticas. Mas alin, se ha demos-
trado a partir de un andlisis microscdpico, su inconsistencia
en el caso de las ecuaciones hidrodindmicas no lineales en

(3),(6)

régimen laminar La conclusidn es que no se puede dar
cuenta de las fluctuaciones afadiendo siﬁplemente un término
aleatorio a las leyes fenomenolégicas no lineales y sustitu-
yendo las_ variables de las leyes fenomenoldgicas por varia-
bles estocédsticas, Es necesério alterar la propia estructu-

ra de las ecuaciones. .

Otro tipo de descripcidn mesoscdpica es la denominadq de
Fokker-Planck, también basada en la descripcion de Fokker vy
'Planck’de] movimiento Browniano. La velocidad de la particu-
la Browniana se considera como una variable‘estocéstica Vi

se busca una ecuacidn de evolucidn para la distribucidon de



(7)

prot-iil.idades de la misma . De nuevo, en la regibén lineal

par<ce“liaber un consensogeneral acerca de la validez del -mé-
todo, mientras que aparecen grandes dificultades en los sis-

“temazwno Lineales. Van Kampen ha criticado duramente el uso

wonmpmac{iorcs de Fokker-Planck como punto de partida para
esiugiar Vas fluctuaciones en sistemas nolineales, sobre la

"base “ique una tal descripcidn representa una aproximacion

:parte de lo que se desprecia es del mismo.orden que

:incluye. La cuestidn no estd a nuestro entender

.. Parece ser que,‘efectivamente, cuando se parte
de“uw;%ecuacién‘maestra, la objecidn dé van Kampen es correc-
ta. Sin.embargo, cuando se realiza un estudio microscdpico

de sistemas hamiltonianos, es poéible obtener ecuaciones gene-
ralizadas de Fokker-Planck no lineales al menos en el caso
de algunos modelos estudiados.(g)’(g). Estas ecuaciones con-
tienen, no obstante, expresiomes formales de muy dificil eva-
luaciodn ekp}Tcita. ’

.

Para fntentar aclarar um poco la cuestidn de la validez de
“una descripcidn mediante una ecuacidén de Fokker-Planck de

los sistemas no lineales, nosotros hemos estudiado un modelo

hamiltoniano de particula Browniana interaccionandocon un fo-

(10)

co térmico y sometida a un campo de fuerzas no lineal
“ndedondosadecuadamente 1a interaccidn entre la particula
%?%Wﬁiéﬂﬁ“y el foco se obtiene, bajo condiciones bien defini-
. das, una ecuacidn de. Fokker-Ptanck con un término convectivo
no lineal. E1 modelo hamiltoniano considerado es suscepti-

7

Bie de generalizacibén tanto al caso en que la particula Brow-

nteraccione con mas de un bafo térmico, como al caso
en. ue la interaccidén Browniana-foco sea tal que conduzca a
ecuaciones de Fokker-Plack mo lineales con la nolinealidad

(1)

.apareciendo también en el té&rmino difusivo

:¥cera posibilidad de descripcidon mesoscédpica la

uso de ecuaciones maestras para la distribucién
de probabilidades de las .variables fisicas. AquT,-como en

la descripcidn de Fokker-Planck, se admite que el proceso qUe
"se estudia es Markoviano. En general, es de esperar que,

con una buena eleccién de las variables y en una escala de



tiempo adecuada, una descripcidn Markoviana sea aceptable.
La justificacidn microscdpica del uso de ecuaciones maestras
es también un importantisimo problema de la Mecanica Estadis-

esl12)

tica, que ha sido tratado por muchos autores Sin embar-

go, excepto paraalgunos modelos sencillos, la ecuacidn maes-
tra es una ecuacidn escrita ad hoc, usando razonamientos fi1-

sicos muy generales y una gran dosis de intuicidn.

Cualquiera que sea la descripcién mesoscépjéa utilizada, que-
da el prob1éma de la resolucién de la ecuécién de partida, sea
la de Fokker-Planck, Langevin o una ecuacidn maestra. La so-
lucion exacta de estas ecuaciones queda fuera de nuestro al-
cance, excepto en algunos modelos lineales muy sencillos, tri-
viales desde un punto de vista fisica, tales como el de una
particula Browniana lfbre. En general,vhay que. acudir a méto-

dos asintdticos aproximados.

" Para sistemas descritos por una ecuacibén de tipo Fokker-

: (9),(13)

Planck no lineal, Zwanzig y otros autores , han pro-
puesto métodos de ataque basados en el uso‘de cumulantes.
La idea de estos trabajos es la de obtener ecuaciones de evo-
lucidn para los valores medios de las variables fisicas de -in-
terés que‘tengan en cuenta las fluctuaciones, que invariable-
mente van a influir en el comportamiento observable. Dado
‘que los cumulantes obedecen una jerarquia de infinitas ecua-
ciones,a fin de obtener ecuaciones cerradas, se recurre a
truncamientosmas o menos justificados de la jerarquia, o a
aproximaciones acerca del comporgamiento de los cumulantes.
Tendremos ocasién.dé comentar esfos trabajos en el capitulo
siguiente. R ‘ ) -
. . . _

Para el caso en que se parte de una ecuacidn maestra, dos
son los principales métodos asintdticos que se han propuesto
para tratar las fluctuaciones: el denominado desarrollo

(14)

de Kuho(15). En ambos casos se tiene en cuehta que en todo .

de van Kampen y el basado en la hipbtesis de extensividad

sistema macroscdpico existe un parametro, L ., que a veces



cide con el tamafio del sistema,tal'que mide la amplitud

R "ﬁegias fluctuaciones, en el sentido de que.gi fl 5 00 el -
efecto de las fluctuaciones es pracficamente despreciable.
‘Los dus métodos permiten obtener las ecuaciones macroscdpi-
cas“xﬁdeterminfstasque corresponden al orden de aproximacidn
en gue las fluctuaciones no juegan ningﬁn papel. También da

gsenta de la evolucidn de las fluctuaciones, asi como desu in

scia en las ecuaciones de evolucidn de los valores me-

Conviene sefialar que estos desarrollos asintdticos

zn de ser validos cuando cuando el sistema se encuentra

»z¢yca de una inestabilidad. La razén de ello es que en es-
tas situacfones criticas, las fluctuaciones se amplifican
enormemente incluso si £l —» oo . ¥, por tanto, no és 1 el
dnico pardmetro que va a caracterizar la influencia de las

(16).‘ : : .

fluctuaciones

En el capitulo siquiente de esta memoria se realiza -un
esfqdio critico de las diversas teorTas estocasticas utili-
zadas. para describir las fluctuaciones en los sistemas no

"lineales. En particular, se presemtan con cierto detalle
los métodos ééinféticos de van Kampen y Kubo, que son apli-

cados al modelo de movimiento Browniano mno lineal antes men-~

cionado. Las dos teorfas llevan a resultados idénticos, al

hasta el orden de aproximacién considerado. Conviene

sefidiar que, incluso en el primer orden no trivial,la nolinea-
- lidad del sistema acopla la evolucidn de las fluctuaciones
con la evolucidn de los valores medios, de modo que las ecua-

ciones de transporte no coinciden «on las ecuaciones macros-

picas que se obtendrian si despreciaramos por completo el
" efecto de las fluctuacfones. En otras palabras, las ecuacio-

nes macroscbédpicas son renormalizadas por las fluctuaciones.

A winque el origen fisico de las fluctuaciones estd en las
=zzracciones de la particula Browniana con las que componen
foco térmico, la noliﬁea]idad alitera sustancialmente las
fluctuaciones asi como el. efecto de las mismas sobre los va-

3 ‘lores medios+ Es decir, si no hay foco térmico, no hay gene-



3

radiéﬁ.de fluctuaciones, y por tanto no habri disipacidn.
Si hay fdéco térmico pero el probﬁemé es lineal, Ias-fluc1
tuaciones no influyen en absoluto en la ecuacién de trans-
-porte, de modo que:.la disipacidén es debida exclusivamente a
la interaccién con el foco. Si hay foco térmico y ademés
nolinealidad, las fluctiaciones renormalizan la ecuacidn de
transporte e influyen sobre los efectos disipativos.

En el siguiente capitulo, que constituye la parte mas ori- -
ginél.de la tesis, se‘presenta una justificacidon Hamiltonia-
na de los métodos estocdsticos desarrollados en el Capitulo
L. Parpigndo de un Hamiltoniano en que las parffculas del
foco no interaqcibnan entre si, pero estdn acopladas a la
bart?cu]a Browniana, se obtiene Eigurosamente una ecuacidn
de Langevin no lineal. Como en problemas andlogos, uno espe;
ra que el éfecfo de las condiciones iniciales no sea importan-
te, debido al rédpido decaimiento de las mismas en la escala
de tiempo de la magnitud fisica que se estudia. Nosotros to-
maremos como condfciéﬁ inicial una en que no se conocen exac-
.tamenfe las posiciones y velocidades de cada una de las par-
ticulas del foco; sino que éstas estdn distribuidas probabi-
lTsticamente. Este tipo de condicidn inicial viene sugerido.
por el método general de la Mecédnica Estadistica o, si se pre-
figre, por. 1a Teorfa de la Informacidén. Se demuestra enton-
“ces que el térmiho de fuerza afeatoriaque aparece en la ecua-
cidn de Langevin tiene las propiedades deseadas. Ademds si
la dindmica del sistema posee ciertas caractefristicas bien
definidas, la ecuacidn de Langevin obtenida se vuelve Marko-
viana. V

-

A continuacién abordaremos el problema de la deduccidn de
fa correspondiente ecuacién de Fokker-Planck. Ello no se ha-
ce, como-es corfiente en las teorfas estocdsticas, usando la
ecuacidn de Langevin como punto de partida,sino que se obtie-
ne directamente a partir de la ecuacidén de Liouville para el
sistema completo foco-Browniana. Como ya ha apuntado Zwan-

(9)

zig , a partir de un Hamiltoniano pueden obtenerse tanto



ecuaciones de Langevin comn de Fokker-Planck, pero el paso

directo de unas a otras no esti exento de dificultades.

Utilizando técnicas de proyectores independientes del
tiempo, se obtiene, a partir del hamiltoniano, una ecuacidn
formal no lineal y no Markoviana de tipo Fokker-Planck. A
continuacidn se estudia detenidamente bajo que circunstancias
es posible pasar a una ecuacidn de Fokker-Planck sin efectos
de memoria. La sencillez del Hamiltoniano permite ia real i-
zacidn de los cdlculos explicitos, asi como establecer clara-
mente el rango de validez de las aproximaciones que se efgc—
tuan. La ecuacidon de Fokker—Planck‘obtenida se dti]iza para
analizar la situacidn particular en que la particula Brownia-
na esté'desp]azada sélo ligeramente de su situacidn de equi-
librio. EI resu]tado'que se obtiene es el mismo due se ob-
tendr7a usando el algoritmo de Mori directamente sobre 1la '

(9),(17)

ecuacién de Liouville

El Gl1timo apartado del Capitullo Ill, estd dedicado a pre-
sentar un nuevo método para abordar el problema de la renor-
malizacidn de las ecuaciones de transporte y del compertamien-
to de las fluctuaciones en sistemas descritos por ecuaciones
de Fokker-Planck no‘lineales. En vez de presentar el método
de un modo general y abstracto, hemos preferido por sencillez
y a efectos de companacién aplicarlo al caso de la particula
_Browniana estudiado con anterioridad. Este método pretende
justificar, desde un punto de vista mas fdndamental, los re-
sultados obtenidos en el Capitulo |l usando las teorfias de

van Kampen y Kubo.

Para ]lévar a cabo esta tarea,vse utidizan prpyectbres de-
pendientes del tiempo. Esta técnica ha sido utilizada repe-
tidamente por distintos autores para abordar diversos proble-
mas de la Mecéanica Estadistica. “La clave para su utilidad
estd en la eleccidn del proyector a utilizar o, mis exacta-
mente,*en la funcidén de distribucidn de refefencia,que, se
escoja. Este punto sera discutido con gran detalle més ade-

“lante. En cualquier caso, se ha encontrado una solucidn for-



mal de la ecuacidn de Fokker-Planck,‘la cuél pérmite escri-
bir una expresidén, también formal, para los valores medios
de cualquier variable dindmica. Esta expresidn contiene
efectos de memoria, es decir es no Markoviana, y altamente
no liheal, por lo que resulta poco manejable desde un punto

de vista matemitico.

En este punto, introducimos nuestra hipdtesis fundamental
_acerca del comportamiento temporal de las~f]uctuaciones.en

relacién con los valores medios. Supondremoé que las fluc-
tuaciones son de intensidad 9 duracidn tales que decaen muy
rapidamente en la escala de tiempo caracteristica de los Qa—
lores medids. Esta hipdtesis entronca directamente con las
realizadas en otros problemas de la Mecinica Estadistica del
no-equilibrio, tales como en los problemas hidrodinamicos,
o en la hropia deduccidn de Té'ecuaci6n Fokker-Planck. All1

se admite que las variables irrelevantes decaen muy rapida-

mente comparadas con las variables de interés.

Admitida esta hipdtesis se obtienen expresiones Markovia—
nas para los valores medios. A fin de comparar con los7r¢sul-
tados de las teorifas fenomenoldgicas obtenidos en el capitu-
to anterior, se hace un desarrollo en potencias del paréametro

X felacionado con la amplitud de las fluctuaciones, vy
que es precisamente el considerado en las.mencionadés teorias

estoclsticas. :

Finalmente, se resumen las principales conclusiones que

se deducen del estudio que hemos realizado.
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I, -TEORIAS ESTOCASTICAS

En este capitulo abordaremos el probleﬁa de las fluctua-

ciones en remas macroscoOpicos desde un punto de vista

LA

-fenomennifcirn. Recordaremos, en primer lugar, la teorfia
estocastica cl&sica del movimiento Browniano de una parti-

cula pesada inmersa en un bafio térmico en equilibrio, utili-

7

zando s ivamente la descripcidon de tipo Langevin 'y la des-

cripci&in?~. tipo Fokker-Planck. A continuacidn se afadira

una fuerz.: externa no lineal actuando sobre la particula Brow-
niana. Un caso particular de esta situacidn es el denomina-~
do oscilador de Duffing en el que el potencial externo con--

tiene términos de segundo y cuarto orden.

Esta descripcidn estocastica de una particula Browniana
ha sido el purito de partida de numerosas teorias que inten-
tan explicar las fluctuaciones de las variables macroscopi-

-cas de un sistema. En la regidn lineal, proxima al equili-

brio, una descripcién de tal tipo parece ser legitima. Sin

by

- -

embargo, la extensidn a la regidn no lineal, en la que las

ecuaciones macroscdpicas son intrinsecamente no lineales no -

(18

aparece tan clara. -Aqui analizaremos las teorias de Keizer,

(18) oo (15)

.en sistema no lineales.

de van Kampen

para describir el efecto de las
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|. Teorfas estocdsticas del movimiento de una particula

Browniana

’

La descripcién estocadstica del movimiento de una parti-
cula Browniana en el seno de un fluido en equilibrio cuenta
con una bibliogfaffa muy extensa , que arranca de los famo-

sos trabajos de Einstein 19)

- -
La descripcidn de Langevin de este proceso consiste en
admitir que la velocidad de la particula Browniana es una

variable aleatoria, cuya evolucién temporal viene dada por’

Z? —-;r wf‘+ ;:/6/

(1)

donde ke .répresenta el coeficiente de friccidndel flui-
do y f%g es una fuerza aleatoria que pretende represen-
tar, de modo fenomenol8gico, el efecto de las miltiples co-
lisiones entre la partfcula Browniana y las moléculas del
flufdo. Esta fuerza aleatoria se supone distribuida con
arreglo a una ley de probaﬂilidades de Gauss, con los dos

primeros momentos dados por

,('l-:’/é/>=0 | (2a)

| r- ‘ -ZAT '
{5/f)fj/é)>= 2, J/é-e_)&)

(2b)

donde los paréntesis angulares indican un promedio sobre
la ley aleatoria de F(t) y donde T mide la temperatura ab-

soluta del flufido.



5.

Dada la linealidad de la ecuacién (1), la velocidad V es

también una variable aleatoria con una ley de distribucién

(7)

‘muestra que todas las propiedades estadisticas del proceso

Gaussiana. Siguiendo el método de Wéng-Uh]enbeck se de-

pueden cvluasmforse a partir del conocimiento de la matriz de
Xq (t2-t) ~definida como

autocorvela

(b-t) = {Cut) ey f - &

.

donde las llaves ‘indican el promedio sobre la distribucidn

inicial de.velocidades de la partfcula Browniana

Veamos a continuacidn la descripcidn de Fokker—Planck de
este problema? La Ec. (1) garantiza que el proceso es.Mar“
koviano,'de;modo que si P(?;V;t) representa la probabi]idad
de encontrar la partfbula Browniana en un entorno del punto
F, V, en el instante t vy KM(F-A?,3—A3[A7',A3) es la
probabilidad de que se produzca una transicién de F-A7, 7-43

2 - . )
a r,v en un intervalo At , podemos escribir

o) = [dA8T) d(83) Ky, (F-47, 7-85] 87, 45)

(4)

P(F-a¢, #-87 ; t-4¢)

*

Admitiendo que para infervalos At suficientemente cortos
la velocidad de la particula permanece practicamente constan-

te, podemos escribir

Cg e Ll E

Ky, (707, 5-87 | 8%, 48) = Ly, (747, 745/ 85) S [p#-54¢)  (5)
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Intfodu;ieﬁdn la Ec. (5) en (4) y suponiendo que Lsc es
apreciable=rnlo para valores pequeiios de Av " podemos efec-

tuar un desarrollo en serie de Taylor, que tras algunos cal-

- (7)

culos .conduce a

123 (A;AQPP) o

donde

(oFY, = [d17) 87 L, Gi#[47) (7)

(A 85) = [d(87) 47 45 Ly, (%5147)

(8)

R ) L . .
Nétese:gue estamos admitiendo que los walores medios (7) vy

(8) existen incluso en el limite At —>0, Admitiremos

ademés.que Jos mencionados valores medios pueden ser calcu-

mifad bt tir de la ecuacidn de Langevin (1), esto es, que
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at. )

2 ‘ ‘ :
. i 742 wdé/fl (F/z}) | .

“~N
[
<l
O
1
N
i
§Y~
$4
<y
I
Lo

}

[4

| +/9/dzdz (Fk}?ﬁ[}

(10)

Teniendo en cuenta (2a) y (2b) obtenemos
- S -
<Av>dé: - » At
(11)
2 2 -
o347y = L st » ls o
(12)

Introduciendo los resultados (11) .y (12)en (6) nos queda

finalmente

D)

St

L

WV

P _ ;" P 3 2 .[ﬂ kT EL_]
= .‘_'3'3";?*7,7'7 v+ = 3FP 0 Gy
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Esta ecuac1on se conoce con el nombré de eéuacién de Fokker-
Planck Las hipbtesis basicas que se admitén para obtehér-
“la son: a) quehel proceso eés Markoviano y b)‘que los momen-
tos pueden ser calculados usando la ecuacidn de Langevin vy
promediando sobre la ley de distribucidén de la fuerza alea-

toria.

‘Hasta ahora, hemos consideradb el movimiento Browniano de

una partfcula libre. El1 resultado ha sfdo_la obtenCiéH de
-una ecuacidn de Fokker-Planck lineal. Dada la confusidn

que existe en la literatura, conviene especificar lo que en-.
tendéremés por linealfdad‘o.no linealidad de la ecuacién de
Fokker-Planck. Generalizandb'ﬁ13) a un proceso Markoviano

genérico, podemos escribir

2R(7;8 2 [a pf,
é@f‘f—— = - ;? %Z I[IL(JJ:P(y/QV

(14)

-

Si el término ‘A;(g) es una funcién lineal de la y
Eﬁefﬁj es una constante, la ecuacidn (14) diremos que es

-una ecuacidn de Fokker-Planck lineal. En caso contrario,

la ecuacidn de Fokker-Planck se considerard no lineal. EI

problema de_si una ‘ecuacién Fokker-Planck no lineal es una

buena'descripciéh de las fluctuaciones en los sistemas

no lineales es un problema abierto. Ya comentaremos mas ade-

lante las objeciones que van Kampen hace a una tal descrip-

cién. Nosotros ahora vamos a comprobar que, al menos para

un sistema sencillo como el mencfonado qscilador DuFfing,

es posible escriBir'una ecuacién de Fokker-Planck no lineal.

En el capftulo siguiente se demostrard como esta ecuaciéﬁ

no lineal puede obtenerse micrdscépicamente a partir de un

Hamiltoniano, con condiciones'iniciales adecuadas y bajo hi-

‘pbtesis bién‘definidas. ' j
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Considere.os el movimiento monodimenional de una partfcula
sometida a un campo de fuerzas externas -U'(X) e inmersa

en un fluTdo en equilibrio a la temperatura T. La ecuacidn

desdurersvsicorrespondiente a este sistema es

| ‘_(f- = v
4 - (15a)
5%:;-‘u(ﬁd - YJ’+-Iﬂg
(15b)
con F(t) Gaussiana y tat que~
SFy=o  ; SFUFE)) = 22 5EE)
| (16) -

donde = RTY | :

Obsewsmure. que la ecuacibn de Langevin correspondiente a es-
te castG-es no lineal debido al término U'(x). Sin embargo,
.el proceso [ x(t), V(Q] es Markaviano, A partir de (15)

se obtiene

»

e At

A = . u'(xjAf - Vv At + F/f)dg )
, : 17

3
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Arpv = [ZLI/X)+YJ]ZA62 “Z[ZZ'/¥/+7V]Af

At 4¢ At

/Fé’ﬂf- * // P F)ds 45"
t o ° '

L]

(18)

Promediando (17) y (18) con 1a ley de probabilidades de la
fuerzalaleatoria e identificando estos resultados con (Aokw,‘
<AJAO>Sb ~se obtiene

o Ay, - [ubg 1] 4
o | (19)

o L)
{podvd = [Z(KX)H’V] At + 2« 4t
At .; (20)

La introduccién de '(19)‘y (20) en la correspondiente ecua-

“cidén (16) nos lleva a

22b,vit) L OB . %) 92 2. v P
;év _—tf-;—-;-&- Z(/’d—a—';v‘-)/)',(‘f?)* pyE; 1)

La ecuacién (21) es la ecuacidn de Fokker-Planck no lineal

~

que describe las propiedade.s estadisticas de la particula

Browniana cuya ecuacién de Langevin es (15).
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La obtencidn de la ecuacidén de Fokker-Planck no lineal para

©16n de probabilidades (21) puede hacerse con mas

la distr?

rigor matematico usando la teorfa de las ecuaciones diferen-

ciales Q§top§§ticas(20). Sin embargo, no hemos de olvidar

O R i

quendnorrneenemientos se basan en la validez de la ecuacidn

de langoedaude partida, por lo que desde un punto de vista

fisico, »» marece util un mayor rigor en el paso de (15)a
y g p :

(21).
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“5ystemas lineales

Las ideas expuestas en el apartado anterior pueden extender-
~se sinw:ficultad a situaciones més genera]es. La fisica
wmnacm05aég§ca trata con -magnitudes asociadas con sistemas com-
. puestos por un nimero enorme de particulas, Estas magnitudes
JrmaxrnstOpicas tales como la carga éléctrica, la densidad, la
xowmreniracion de reactivos quimicos, la velocidad local de

~ami®lauTdo, etc. obedecen a una serie de ecuaciones que se ob-

it 3, a nivel macroscopico, a partir de consideraciones
‘generales y de principios de conservacidn, junto con ciertas
hipbtesis de naturaleza femomenoldgica, tales como la ley de
Ohm o la ley de Fick. Si Tlamamos @ al conjunto de varia-
bles macroscépicas necesarias para describir el estado de un
sistema, las ecuaciones macroscOpicas pueden escribirse for-

malmente como
T4 = ;’(a) (22)

donde f(a) es en general umna funci@n noelineal de las a . ‘
~Desde un punto de vista estricfo, fa descripcidn macroscdpi-
. ra de un sistema no es .completa, pues aparecen ciertos coefi-
cientes cuyos valores no pueden ser determinados por la teo-
g&i&y.ﬁfshﬁfe otra objecién a las ecusaciones macroscdpicas

que es a.la que nosotros prestaremes mas atencidn. La des-
cripcidn macroscépica desprecia et cardcter de la naturale-

za y trata las variables macroscépiicas como si correspondie-
sen a sistemas rigurosamente contimuos. En otras palabras,\
: incluyen las fluctuaciones de las variables macroscdpi-

- v

»tas . Bien es verdad que, en muchas situaciones, estas fluc-

tuaciones no alteran la validez de la descripcidn macroscdpi-

.
C@.ovrogds

..embargo, como temdlremos wcasidén de comprobar a lo
odwrgoows vesta memoria, en ciertos casos el papel de las fluc-

es muy relevante.

Esl problema de las fluctuaciones cae de lleno dentro de la

Mecdnica Estddistica de no;equilibrio;~dado que, »en principio,
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“toda la informacidon estd contenida en las ecuaciones micros-
copicas. Pero el paso de una descripcidén microscépica a una
macroscépica no es tarea facil. Pbr’ello, en una teorfa es-
tocastica lo que se hace es afiadir las fluctuaciones en las
ecuaciones macroscdpicas de una manera ad hoc. Un ejemplo

de este proceder lo hemos visto en el apartado anterior, en
donde el movimiento de la partfcula Browniana ha sido estudia-
do afadiendo a la descripcidn determinista una fuerza alea-
.toria, que pretende representar el efecto.de las colisiones

de todo el bafio con la particula Browniana.

Revisemos brevemente la teoria estocdstica de las fluc-
tuaciones €n sistemas lineales. Decimos que un sistema es
lineal si las variables macroscépicas obedecen a ecuaciones

fenomenoldgicas lineales. Esto es, si .

- 2 =-Ya (23)
siendo ‘n una matriz constante.

Dado el éxito obtenido por el método de Langevin o Fokker-
Planck con el movimiento Browniano, podemos usar los mismos
razonamientos para incluir fluctuaciones en (23). Para ello
consideramos una serie de variables estocdsticas A que

obedecen a una ecuacidn de tipo Langevin.

d=-YA+kly o

en que K(t) es una funcidn que varfa muy ‘répida e irregular-
mente con el tiempo, y que, por tanto, sdlo puede describir-
se mediante sus propiedades estocisticas. En concreto, se

-

supone

(Kky=o0  (25) -
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donﬁeH@< > significa promediar sobre un tiempo largo com-
paraslv con las variaciones de K(t) y corto comparado con el
tiempo fenomenoldgico de relajacién 'A/YBA . También puede
considegarse como promedio sobre un colectivb, Ademas se

B T )

iy -
BN

(Kkig k(e)y = [ S1t-t) (26)

@70 entonces que las leyes fenomenoldgicas (23) se re-

B
- cupks=n rapidamente sin m3s que promediar en la Ec. (24).

Adem3s la funcidén de autocorrelacidon de equilibrio

<A/")A/f)>¢¢ | (27)

puede vitenerse facilmente. De hecho,

.k |
</4/0)A[f)>4§ = (ﬂ‘}e; e (28)

De modo an3logo al seguido en el apartado anterior, se pue-

de .pas2r..a la descripcidn de Fokker-Planck para la funcidn

fbucidn de probabhilidades de las variables A, P(A,t).

ot (29

(4)

wmulacnon es la seguida por Onsager y Mach]up en

: a termodinamica de los procesos irreversibles para

cercanos a una situacién de equilibrio.



Posteriormente, este método ha sido extendido y generaliza-

(4) (21)

ha demostrado la certeza de una tal

do por Fox y Uhlenbeck
(5)

y por Bixon y Zwanzig entre
muchos otros. Mori
descripcibn para sistemas que inicialmente se encuentran
cerca del equilibrio total, partiendo de una formulacidn ha-
miltoniana del sistema y bajo ciertas condiciones de es-

calas temporales..

Conviene por Gltimo sefialar que si se exige que la Ec. (29)
tenga como solucién estacionaria la distribucidén de equili-
brio, se establece uha relaéién entre [’ , la amplitud de
la correlacién de la fuerza aleatoria y Y, el término
de disipacidén. Este teorema denominado de fluctuacidn-disi-
paci6n”por ligar las fluctuaciones con_lé‘disipacién, cons~-
pituye la base del denominado método de Green-Kubo para la

obtencidn de coeficientes de transporte.
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3. ‘Simtewmss no lineales

Un sistema se dice no lineal si la ecuacidén macroscépica es

«%2 entrada, recalquemos otra vez que la teorfa

wlduactrzaciones para sistemas no lineales no estd tan

bien wwmtendida como en el caso Fineal.

' PataMwW :blemas del tipo movimiento Browniano de una parti-

cula saﬁar’da a wna fuerza externa no lineal, parece ser que

no hay®iz!a de que una descripcidén estocdstica de tipo Lan-
gevin no lineal o Fokker-Planck no lineal, es vadlida. Esto g
viene corroborado por el andlisis microscbépico del problema-

que presentaremcs en el siguiente capftulo,

Otro tipo de problemas no limeales lo constituyen las ecua-
ciones hidrodinadmicas. Estas ecuaciones son,intrinsecamente
no 1inea]es en cualquier situaciodn ?éjana al equilibrio.
‘Por analogfa con el movimiento Br;wniano, Landau vy Lifshitz(h)
propusieron describir las fluctuaciones de las magnitudes
hidrodindmicas afiadiendo al tensor de presiones y al flujo de
calor sendos térﬁinos aleatorios con propiedades estocdsticas
bien definidas. Este modo de proceder no es valido, en el
caso .no,lineal,dado que, ademds de no recuperarse las ecua-

gioneowsnrToscbpicas al tomar valores medios, no conducen a

dos bien establecidos de la teorfa lineal, como ha
‘sido analizado porﬂFox(zz). El problema de la obtencidn de
las ecmaciones hidrodindmicas mo Iineales para describir
fIUIdORu@Q .regimen laminar, asi coma el de las fluctuaciones,
ha side™ anal|zado recientememte por Brey, Zwanzig vy Dorfmaéz)(3)
Estos autores han obtenido las ecuacione; no lineales-de Na-

vier-Stokes a partir de la ecwacidén de Liouville, asi como

icdmmes de evolucidn de las fluctuaciones én esta apro-

. waxicpequefios gradientes de las variables hidrodindmi- '
cad sy M regimen laminar. E! método seguido parece ser
util‘pgfé abordar el problema de la hidrodindmica en el orden
de Burnett vy supefiores, permitiendo el estudio de la diver-

(23)

gencna de los coefIC|entes de transpote h;drodlnamccos
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%

Parece ser. por tanto, que en aquellas situaciones en que

la Mecénic&@w.Jadfstica ha ‘avanzado lo suficiente, las difi-
cuitades ‘de las teorfas estocdsticas se clarifican y resuel-

ven. Ahora bien, existen multitud de situacfones donde un

g . S - . - .
wmdanwscOpico no es ain factible, tal y como por
equmr | Lapforesdotemas de reacciones quimicas, los sistemas
ecoldgicoswate. - Para este tipo de problemas, van Kampen. pro-

zflice una descripcidon '"mesoscépica' de los mis-

pone que ses
mos. En pwmimiipio, una posible descripeidn mesoscdpica es

la de afadii<rn término estocdstico a la ecuacidn macroscdpica,

siguiendo t:u.+idea de Langevin en el problema del movimiento

Browniano, obteniéndose por tanto ecuaciones de Langevin no

lineales o de Fokker-Planck no lineales. No obstante, van

(4)

Kampen s..criticado duramente el uso de una descripcidn de

tipo Langewi® o Fokker-Planck y en su lugar propone una des-
cripcién mesoscépica en términos de una ecuacidén maestra. Se
parte de la funcién de distribucidén de probabilidades compues-

ta P(q],qz..L,t). Esta funcidon obedece a una ecuacibn

@ .

Brt) =/4¢ w0359 -t 2,0

| - (30)

T g M BN ¥ e,

;dondésq={q1,q2...,} y W(g/q'), com q?éq{, representa la
probabilidad de transicidn entre g" y @q por unidad de tiem-
po. Admitir que la Ec. (30) es vilida implica admitir que

el proceso estocdstico descrito por P{q) es un proceso de
Markov. £Esta es una hipdtesis fuerte, gue en la mayorfa de
las aplicaciones es sdlo aproximadamente Eierta.'}Un proble-

ma dificil, spocvro obviamente interesamte, es el de establecer

msggrstra a partir de una descripcidn microscdpica

' Tal estudio estableceria claramente la escala

como permitiria obtener las expresiones explfcitas de las

- probabilidades de transicién, Hasta la fecha este programa
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no ha sido desarrollado satisfactoriamente en general, De
cualquier forma las probabilidades de transicidn W(ql/q').
tienen normalmente una interpretacién fisica directa en tér-
mino de cantidades microscépicas,Atales como secciones efi-

caces, etc.

Sefialaremos ademds que, a menudo, para establecer una ecua-
cibén maestra no se requieren mas hipdtesis que las que hay
que admitir para establecer las propias ecuaciones macrescd-
picas. En apartados posteriores presentaremos el denominado
desarrollo J¢x propuesto por van Kampen para obtener infor-
macidn partiendo de una ecuacidédn maestra, pero antes vamos>a
comentar otro método de analisis de fluctuaciones en sistemas

no lineales debido a Keizer.
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El-wftodo de Keizer

En los Gltimos afos, Keizef(]s)ha venido desarrollando una

teoria feromenoldgica de las fluctuaciones en sistemas no
lineales, yue estd basada en tres postulados. La formula-
cién original de Keizer es del tipo Langevin, pero Fox(ZA)

wicurhademesirado que los mismos resultados pueden deducirse a

“dsmsires hipotesis de Keizer son:

Jer. postulado Sea n el conjunto de las variables aleato-
.rias de interés, vy (nz;su valor medio condicionado por un va-

lor inicial.ng.  Se admite que existe una ecuacidn cerrada de

evolucibébn para- (nh que puede ser no lineal y que puede es-
cribirse en términos de lo que Keizer denomina '"sucesos ele-

mentales''.

i_ <wiy, = R; ‘/(('De}~ (31)

Esta ecuacidn se supone equivalente a la ecuacidn macroscdpi-
ST e procesos elementales son tales que n,., aumenta o
disminusae una cantidad infinitesimal hkj "y a ellos asocia-

mos unas cantidades \c; y \V;{ QUe.mﬁden, respectivamente,

las contribuciones pbsitivas y megativas de los procesos ele-
mentales a la evolucién de <m£% . Las desviaciones entre

e gy (nk se denotan por, Snit), o sea

r (Y - (”}4 + Snf%/ (32‘)’

2° postulado

Las desviaciones obedecen a una ecuacién lineal

- " (33)
d Suty = _{/[(Q] Sele) + XI&
ot - o
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&

donde l1a matriz H tiene elementos que se obtienen como

ncionales de las R;(<nd)

g o= S Rl
g - | (34)
S ), |

derivada=

N LI M

Y dondﬁwwkﬁﬁ es un término aleatorio tal que su valor me -

La funcién X (t) es Gaussiana y no estacionaria, con el

segundo momento dado por

(35)

& X XBY= [0 5les)

donde

/; B Zk: * [V/ai W + %i /g/]w/- - 8)

A'nUeSETﬁ'entender, la 1Timitacidén mis fuerte de este método

L

es la de admitir la existencia de una ecuacidn cerrada para
los valores medios, y que ademds coincide con la ecuaciédn
macroscopica. Esto es, una ecuacidén de evolucidn para los
valores:medios independiente, no renormalizada por‘las fluc-

tuaciones.

L

de la cinética quimica, de la ecologia, e incluso

(18)

#sesion de Boltzmann fluctuante . Un caso particu-~

larmente interesante donde este método ha sido aplicado es el

(6)

de las ecuaciones hidrodindmicas . Los resultados obteni-

dos coinciden plenamente con los resultados obtenidos median-

(2),(3)

te teorias microscbépicas més fundamentales

-



(14)

5. Desarrollo 11 de van Kampen

La idea bdsica del método es que en todo sistema macros-
.cApico exisrte un pardmetro aQ o, que usualmente estd rela-
swfwnagoeore ] tamafio del sistema, de modo que para valores
de . 0 suficientemente grandes las fluctuaciones son re-

lativamente pequefias.

Para nuestro estudio, siguiendo a van Kampen considerare-

R ' R . -
mos un sistema descrito por la ecuacidn maestra

(37)

Bla,) = L [l Ples) ]

donde n es una variable discreta. Definimos los momentos

aP(n) como

.

ot
%o(n)z 2‘;/ ln") W(”/”}j ;S: 43 (38)

La lTnea de razonamiento de van Kampen puede esquematizarse

en los siguientes puntos:

A.- Supongamos que . \%/(”}ln) 'depende de SL en la for-

ma

i . (39)

o W)= ) |8 (5 5 a) XG55 )

Debido a la presencia del factor Q B
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B S m_ﬂéé admite un desarrollo de Taylor con respecto
g v e e feT argumento, pero es una funcidn discreta del se-

guondo. El factor iLﬂ) puede ser absorbido sin problemaé
introduciendo una escala apropiada para la variable tiempo.

Los momeriss ap(n) se transforman en
$p00==7/KQ/f}[3%) : (40)

9“M%@ﬁw§my~ﬁp una funcidn cuya expresidn no explicitamos aquf.
En lo que sigue, y por sencillez en el cdlculo, supondremos

que é', @1).-- . se anulan.

Sustituyegdo_(39) en (37) y usando la variable # = n-n'

squeda

Bl ) T8 [52 o)l -E (3920

(41)

- ....#B.~ Admitamos que la variable estocdstica n consta de una-
CorswnimpaTte macroscdpica .Q.Y(Q , que es puramente determinista,
mas_cOfrggciones debidas a las'fluctuaciones, que son de or-
o 3§ﬁﬁﬁ. Es decir, esperamos que P(n,t) sea una distribu-
cibn mwy“ﬂoca]izadé alfededor de {1 ?ﬂ) " con una anchura del
orden de gfh . La cantidad {1 ?R} representa, por tanto,

el miximo de P(n,t) para cada valor de t. AsT pues escribir

T AR S
o s
%
n= 1Y + 27 x (42)
Somg iR orarfoier estocdstico de n se ha trasladado por consi-

ommiente a la variable x, Definimos una nueva distribucidn

o T\(x;&) tal que

i
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Plut) b = Nlst)dx = 0" 2oy 2% ;) 4x

(43)
de modo que se tiene
9", ?_/L:ny‘[xz«,é/aaz . 9_?/
ot _ Y Y
La distribucidn n (X;E) obedecéré la ecuacidn

- %y *f’/e) M = o) L4 [wmg""(x-;f”‘,)/.,) N{x-5% ¢

96

_ Y S (e ) N Y = fla

4-//1

DN E T u”i --'/if(mz :9) Nt ¢)

5 IX A Ixt

(44)
P
C.- lgualemos los coeficientes de los distintos érdenes
en fL en la ecuacién (4L4). Si definimos una variab]e

.temporal T  por

-

f{ﬂ)t .=_QZ .
. (45)
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entonces los términos dominantes a ambos lados de (44) son

e v, :
sommae o deegrden (L s Y al igualarlos resulta

o

df on . 20 ywg (g
AT Jx ’x
«&.mwf&m;ﬁm%ucién de esta ecuacidn nos da

$lz) = Lvdly) - q?(,o,,.,} | (46)

que constituye la ecuacién macroscdpica de evolucidn de la
variable n. '

o : ’
D.-. Los términos de orden i) nos daran la aportacidn de-
-bida a las fluctuaciones en el orden mds bajo. Identifican-
do en (44) nos queda |

N _ ;' ' 1o 3 / g .‘ 937
5t /2;— ”i’;/M/;;*” *5/%:”£(%V}/;i

™

G A ‘ ‘ ‘2
= - /(y) %x”’ +£~" A %_z
\ x

(47)

" "%¥s decir las fluctuaciomes de n alrededor de la parte ma-
croscdpica vienen gobermadas por una ecuacidén de Fokker-Planck
) R w ‘ "
fﬁ%ﬂﬁ@%@ﬁaﬁ%ghéen el orden a .

L

oxh@ correccidn de orden siguiente nos lleva a

-1
N _ 2 it
2= { ) X +1>42

, g |
57 3 ;-(,”xz»c-; L2 q;'”x3+~~/ 1
) X B { ' .

a



2 A -1
+j 52{2+ﬂ @' x +5524¥x+o /0
%2 y3 N7

(48)

Una ecuacidén de Fokker-Planck no lineal que se hubiera obte-
‘nido afiadiendo términos fluctuantes a la descripcidn macros-
qépica, contendrta todos los térm}nos contenidos en'}as dos
primeras llaves de (48), pero ignorarifa las restantes contri-
buciones, que contienen términos del primef orden en Q- .

" Es decfr, la aproximacidn de la descripcidn de las fluctuacio-
nes por una ecuacién de Fokker-Planck no lineal es inconsis-
tenfg, al menos para stistemas donde es posible partir.de una
ecuécién maestra. Este resultado, es la causa por la que van
‘Kampen ha criticado tan duramente el uso de los métodos de

Eangevin vy Fokker-Planck para describir fluctuaciones en sis-
temas no lineales en general. Naturalmente, esto no signifi-
ca que dichos métodos n6 sean aplicables en algunas situacio-
nes concretas, como por ejemplo veremos en el caso de un os-

‘cilador no lineal.

A partir de las expresiones anteriores, podemos obtener las
ecuaciones de evolucién de los momentos. AsT de (47) se

obtiene

z | (49)

Obsérvese que ésta es la ecuacidn variacional correspondiente
a la ecuacién macroscdpica. Dado que esta ecuacidn-variacio-

nal determina la estabilidad de 1a solucidn macroscdpica,
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resulta que la estabilidad macroscdpica tambié&n determina
si la parte del valor medio debida a las fluctuaciones cre-

ce o0 no con el tiempo.

Para el segundo momento se obtiene también de (47)

! t
froy Ay il gy,

Si tomamos como condicidn inicial Nixjo) = §(x) resulta
que para t=0, <x>o':0 y (’(7')0 =0 , por lo que <">ef;° pa-
ra todo t>0 . En resumen, hasta el orden Q° resulta

que

(rz)é =..(Z wlt) + O1) (51)

) °
es decir, hasta el orden Al , la parte macroscépica de n

coincide con su valor medio.

Nétese que si ¥lz) es estable, de la Ec. (50) se sigue que
{x*) permanece finito. Este hecho es crucial. Si (X cre-
-ce exponencialmente con el tiempo, la separacién en potencias

de £l no es vilida mas que para un tiempo del orden de L

, -l : .
Reteniendo hasta el orden Q1 , tenemos la ecuacidn

‘ . g, - |
:T(E (x) = () <x) +I/ﬂ ¥ (¢)<S + 067 (52)
y, por tanto, ya no coinciden el valor medio de n con $u_
valor macroscSpico. Se dice que la ecuacidén de evolucidn

macroscbpica es‘renormalizada por el efecto de las fluctua-

:ciones.



34

6. - Ecuaciones de traﬁspérte a partir de la ecuacibn de
Fokker-Planck

Hemos - visto que algunds sistemas pueden ser descritos

fenomenolégicamente mediante una ecuatidn de Fokker-Planck

no lineal. Tal ocurre con el oscilador no lineal mencioﬁa-
do anteriormente, en que la no linealidad se debe a un cam-
po de fuerzas externo. Un problema de considerable interés
-es la obtencidn de ecuaciones de transborte a partir de una
ecuacidén de Fokker-Planck. Enfendemos por ecuacidn de trans-
porte una ecuacidén Markoviana y cerrada pafa la evolucidn.
temporal de los primeros momentos (valores medios) de las

(9) (25)°

variables estudiadas

Consideremos la ecuacidn de Fokker-Planck (21). A par-

tir de eila se.obtiene |nmed|atamente

) R
Z% T (53a)

4y :~(u(x/> )f<u>
ot (53b)

donde <’>L significa valor medio en el instante t. Las
ecuaciones (53) no son ecuaciones de transporte, pues no
son cerradas en (Xz: y (oz'- . Esto se debe a que, en

‘"general,
(u’(x)% # UW(ey) (54)

Es claro que si no existiesen fluctuaciones iniciales y

tampoco seé generasen en el transcurso del tiempo, esto es, .
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si.P(x,v,t) fuese cero ekcgpto para x=x0(t) y v=vo(t), los
dos miembros de (54) serTan iguales y tendrfamos las deno-

minadas ecuaciones macroscdpicas:

C{_Xg_‘[\" = V;[é}
Ak

(55a)
Abl) ) - Vil -
dE . | | (55b)

Ahora bien, ésta no es una déscripéién cdmp]eta del movi-
miento de la particula Browniana, ni-siqufera con condicio-
nes iniciales adecuadas. En efecto la funcidn de distribu-
cfén supuesta es facil ver que no'es solucidn de la ecuacidn

de Fokker-Planck, excepto en el caso trivial &= O

: , .
Supongamos que 'ulx)admite un desarrollo en serie de

la forma " ' .
. : , -
Z(I(X} = Z[,((’Oe} + (\(- (x}é) ﬂ”/(x%/fz_; (x-{x%} Z(”’/(x%h... (56)
lﬁtroduciendo este desarrollo en (53b), se obtiene

(a = )’(v) - U (()6) (y (y))z> Z(”/(’dt)"' ceo .
(57) .

Sl

¢

A la vista de (57) podemos sacar varias consecuencias.
Primero, la descripcidn macroscdpica no fluctuante, no coin-’

cide con la descripcidn en términos de valores medios. Segun-

do, si el desarrollo es convergente, una ecuacidon de trans-
porte existe, pero renormalizada por las fluctuaciones

Tercero, las fluctuaciones  son la causa de la



relacién (54). As? pues, vemos que, incluso aunque las
fluctuaciones sean de pequefia duracidn e intensidad tal
como ocurre lejos de una inestabilidad, tienen un efecto
importantisimo en la evolucidén de los valores medios, dado
que se aéoplan a los mismos como consecuencia de la no 1i-

nealidad del sistema.

Se plantea entonces el problema de como tratar el efec-
to de estas fluctuaciones. Este asunto ha sido plahteadq
.con gran luCidez'por Nordholm vy Zwanzig(13). Egtos auto-
res introducen los cumulantes de la distribucién <aﬂd--'rq412

definidos como

<a€l)._;’. sz>é :(—I)T

(58)

° .

(11

s %'a‘
donde 4%(‘?) <:€ >.' es la funcidn caracteristica de
la distribucidn P(a). Es facil ver que los distintos tér-
- “’ -
minos <(x-(x%) 2; en el desarrollo (57) son proporcio-

nales a algunos de los cumulantes de g b:,v;é) .

Usando una generalizacidn del método de Picard de apro-
ximaciones sucesivas para las ecuaciones integrales no li-

(26)

neales , se demuestra forma]mehte la existencia de una
renormalizacidn por las fluctuaciones de las ecuaciones. de .-
transporte macroscépicaé. Sin embargo, este modo de proce;
der no es adecuado para obtener resultadés concretos. Por
ello, los citados autores proponen distintas estrategias,
basadas bien en hipdtesis de equilibrio o de equilibrio lo-
‘cal, bien en un corte de la jerarquia de ecuaciones diferencia-
les a las que obedecen los cumulantgs de distintos 6rdenés,
desprec}anQO los cumulantes de orden superior a uno dado.
Otras veces, un desarrollo en potencias de.un parametfro ca-
racteristico de la intensidad de la no linealidad permite

(13) (9)

justificar el trunqamiehto de la.jerarquia
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7. Desarrollo en «

Ahora vamos a aplicar el método Je‘van-Kampen a la ecua-
‘cién de Fokker-Planck (24) que es la ecuacién maestra de _
la partfcula Browniana.,  El pardmetro & juega el mismo pa-
pel que jugaba Q! en la eéﬁacién maestra considerada en
el apartado 5. Como se'puede comprobar, si o=0 la Ec.(21)
admite como solucién una distribucién de Diiac alrededor de
un punto fasico (xo(t),vo(t)), que evoluciona en el tiempo
segiin las ecuaciones (55).  Estamos ante un problema esen- .
_cialmente determinista, en el sentido de que no aparecen
"fluctuaciories generadas por el si;temavdurante su evolucidn.
Esto indica que el pardmetro & ., que es una medidé.de‘la
-amplitud de la fuerza aleatoria, estd relacionado con la
~amplitud de las fluctuaciones de las variables estocés;fcas

~de la partfcula Browniana.

‘w.Rartimos pues de la ecuacidén de Fokker-Planck

Y I T Y 2
ﬁ"'”ﬁ*u_{x)é_«}'*),aw/vzj*“;’ﬁ
(59)

Y realizamos la sigdiente transformacidn dependiente del

tiempo
X = ¢/e/~+a?'/‘(f

A= Sb/é} +“"//L‘Z
T (60)

‘Las Ecs. (60) expresan la idea de que las variables esto-
¢4sticas x y v constan de una parte macroscbpica determinis-

ta &“), () y de una parte fluctuante, que admitimos
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1 o -
que es del orden de «™ | La distribucién de probabilida-

des se transforma en

Plv;e) ;» P4 +e"s, pot < - 168

S(61)
Por otro tado
U)= U(Prag) = W¢/+,"szu’/¢/ PhegUR
/ o{ f IZ(”’[‘&/ ( |
62
Tenfendq en cuenta que
’/29? EY R S
ax ~ g v 2
| | Uy . _’é .
éﬁv: 22i+.a % 22—-+ « %’é!l
FY Y 25 27 S
' - (63)
‘Lé Ecr‘(59)-se traﬁéforma en
ag_‘-’lfgaﬂ_‘/l«//aﬁ_- 5&9/7 oY
s Ty T Tyl

Zﬂ+9j_

y/ a/’ * )/ p) 2. ‘ . :

7 Y
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My .
Igualando los términos de orden -% ° obtenemos las ecuacio-
nes macroscdpicas | :
= - U -V ¥ -
(65)

Introduciendo (65) en (64) nos queda

N /
2= ?gf Zefu/é)éli +y9 /?ﬂ/+9/7

1% gt ") o ,
g g 0

(66)

A partir de (66) podemos encontrar las ecuaciones de evo-

lucidén de los distintos momentos de f Y 7 En particular -

se obtienen sin dlllcultad
4 qy - 1D} “‘Y (?;%z’*"‘ﬂ"’/ffkf% o
(68)
57 (f)é- = X (5-7%

(69)



| | (70)
3 1 .22("(49}(‘ 2 r(‘l) #2 -x”zzz”’(yy(;?) + 0l)
b 2= | f?% A ¢
| (71)

A partir de (65)-(68) resulta que los valores medios

obedecen las ecuaciones

6'( Ixd = vy
b (72a)
. | ! . ' ,' ’/1 i .
| 04%4,2— 2 YV -t Yy U)oU) s
- L UG) L5 4 OF) ‘ (72b)

Ahora bien, observemos que

. | 'é ) L 3 ;z »
Wleq)= U)o UGy 4 4« 10H) 1Y+

(73)
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Introduciendo (73) en (72b), nos queda la ecuacién de  trans-

. 3
porte vilida hasta el orden «*2

ES

! L 3/,
vy = -V - Uley) ’.2'/.“"-2( (#) & 525 + O™
‘ | R (74)
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donde

. ((f‘>% = gt -y |
(75)

que es un cumulante de segundo orden.

Dado que queremos restringirnos a términos de orden
en la ecuacidén de transporte, el cumulante de segundo or-
den ha de ser evaluado en el ‘orden cero. Usando las Ecs.

(67)-(71) tenemos que en el orden cero en %

S

_ ﬂ<(fz>% = ey

(76a)"

LKy = - U Ly ~Yagpy - <o)

(76b)
d s . o v
7 ((7}% = 2%/;%/ ((57)%. .2}’((7)2_ + A 17y

donde + es la solucidn de las ecuaciones deterministas

(65).

La Ec. (7@) muestra cémo las fluctuaciones, caracteriza=- °.
das por los cumulantes, renormalizan la ecuacidn macroscd-
pica. Por otro lado, l§ evolucién de las fluctuaciones de-
pende del estado macroscdpico conéiderado. " En el apartado
anterior comentabamos que uno de los procedimientos propues-
tos por Zwanzig y Nordholm para tratar el efecto de las

fluctuaciones consiste en sustituir los cumulantes por sus

<
valores de equilibrio. Esto es, aproximar

d oy = - mé _ ’l('/(x%} -4 %"Ysé/((gﬁg? (1)

&
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Vemos que esta aproximacién no es sistematica, pues no co-

rresponde a un desarrollo en ningln parametro bien defini-
(27) .
do .
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8.  £1 método de Kubo

Otro método interesante para resolver asintdticamente

la ecuaciéusmaestra es el propuesto —por

res(]S)

Kubo -y colaborado-

. TEste método viene sugerido por la siguiente obser-

vacién de ia Mecinica Estadfstica del Equilibrio.

La fun-
v, xd%u de distribucidn de probabilidades de una macrovariable

2

S S

wpisfstema macroscdpico en equilibrio térmico a la tem-
a 3T viene dada por

 (x) 0 ¢
ZZ(XV =(C e =C e

(78)

s e nde -ée(yo- es, cambiada de signo, la energfa libre del

sistema dividida por KgT (KB’ constante de Boltzmann), 4;(#

es ,ée por unidad de volumen fL del sistema, vy

a - (79)
S tuseBEd walor més probable X de X se determina haciendo ma-

,H%x@gﬁﬁﬁtﬁifée(X) . Si desarrollamos alrededor de este valor y

“~yetenemos hasta los términos cuadridticos, la distribucidn

- de flucinaciones obedece la ley Gaussiana
2 o ‘
- lle&ﬁ B () (x-&Jz
- 2 2%
B(X) «x e © o« e (80)

-

Comvrrrewede evidehi_:emente, &e = X_'/-ﬂ- s

Hay que -sefialar que (78) contiene mucha mds informacidn

Una notable excepcidn ocurre cuan-

- .do el

=.4n funcién h

sistema se encuentra cerca de un punto critico, donde

puedé perder la analiticidad, implicitamen-
~~te supuesta en la aproximacién Gaussiana. '
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"*“ﬁwbﬁﬁﬁééééﬁﬁgs colaboradores han generalizado este concepto
o .eextensividad a situaciones de no equilibrio mediante lo
gue se denomina hipdtesis de Kubo (Kubo's Ansatz). Suponen

que la fdnciﬁﬁ de diétribucién de una variable extensiva

P(X,t) en ﬂﬂ §hstante t toma la forma asintdtica

-

(81)

Plit)x C apfat (e

(16)

~ pQ¢&-M(}§¢@fandes.Suiuki ha demostrado rigurosamente la
pfopiedad de extensividad cuando el Hamiltoniano dindmico

del sistema y la macrovariable que se considera, son exten=
sivos, en el sentido de que vienen expreéédos como integra-

les de volumen de densidades locales.

™ T e

‘wg@o-esta memoria, vamos a aplicar el método de Kubo, ori-
giﬁariamenté desarrollado para la ecuacidén maestra, a la
- situacién concreta que nos interesa, esto es, el oscilador

de Duffing descrito mediante la ecuacién de Fokker-Planck

, Afﬁg“iiﬂgh 9? ') P 2 [ o’P
3:_ i X +"ZUX)37 v )"}U/.r )+ vl (82)

dﬁ#ﬁé\§ﬁ§OHdFemos que X juega el papel de un pequefio pard-

metro. La hipdtesis de extensividad nos permite escribir

Pl vit) < e«f[:i ‘Bﬁ(x,tf;{}/' .(83).

ST it X 0 , e introduciendo (83) en (82) se tie-
fﬁﬁéf%ﬂﬂ%ﬂ%&f%ﬁ;ﬁgV}é) obedece la ecuacidn

ey
Sk

¢

o LM, dl L e %) Ok
RS Y -7 :)?'4. ,u{X)?'; * .U’ _37 f{&,}-’- -
| (84).
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=g f inamos la funcidén caracterfstica

ﬂ]x?um)

o J/z st < Jdxdr e Phov; ) (85)

CLheerTmae€ e 7én satisface

Az RG] gy

(86)

que se obtiene sin m&s que derivar con respecto al tiempo
en la Ec. (85), usar la Ec. (82), realizar algunas integra-

ciones por partes, teniendo em cuenta que

. 4 (ixopr) o |
e 2T 'Mp/x,u,éi %{“3)‘}9”/‘/4;‘/ (87)

s

) : “i’y' i 9 «
—donde f““‘%) representa wun operador que se obtiene sus-

. tituyendo cada potencia de x en U'{x) por la derivada par-
~ugdal con respecto a A de orden.idéntico al de la poten-

cia. e S

weotsddmitamos que la fufcidn caracterfstica puede escribirse

- COMO

Vopt) = G opf2 #0 e
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LLevando (88) a (86) se tiene

9&¢=3‘

&I\
s
NS
]

\@
e
TR~ .

PJ

®

, ‘
Rx

=
TN

5&

-y/:_(_ 95;‘0%+ ;(l_/}/./. O« x...)

(89)

Y, por tanto, en el 1Tmite 5@% 0 nos queda
Y o= A% w(2%) N 2% 2, )
£ . / (” / a/~"/‘- C o (90) -

Es fécil ver que la Ec. (90) es consistente con la ecuacidn

-(84). De hecho, (84) se obtiene a partir de (90), sin mas
que hacer ’ ‘

vt )= %l pit)-Ax-pv (91)

de donde sigué

o, _ 3y

EY Y’

2% __ 9%‘/.,
ax ~ S
%jg.: x J %ié. =
oA 3/*

(92)

La relacidén (91) es consecuencia de



C+t @

| o _ _1(,1’,‘74,',,) .
e 0 A

C~100 )
| (93)

A ¢' &v/o/‘;:~ /5%/4 /é/')"‘/"’.// |
(94)

El paso de (93) a (94) est3 basado en el método del,punfo
de silla, donde el punto de silla X , }L estd dado por

la rdiz real de las dos Gltimas Ecs. (92).

Tratemos ahora de encontrar la ecuacidn de evolucidn de

los momentos en la aproximacidén en que (88) es vdlida. De

la definicidon de 4’ , (85), y de la ecuacién (88) se dedu-

ce que

>:0(€_‘/L_/ = %Lg_ .
L= " 55 s 32 hrzo (95)

P Ve (96)

Por tanto, a partir de (90). resulta

Fe-h /”9/*/‘ HrgA

= k<fu%‘ o ;‘ T ' ék ’(97a)
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D % _ (%) % Yex
2. _..[’ = u(ﬁ)_??/:«}/@)&i’u&%)
. ’ o

(97b)

Analogamente para los cumulantes de segundo.orden se tiene

. (xzc; = «x’)% = at

azzw/ _ o« %
Wl -

(§v>e =y = qt Ty w,&/
4 t : D)% }AJ/‘ A
<Vz>‘ ¢ = (( Vﬁ% - 0(2 91-44 ¥ - 91%/
1/ s 1 . 10

donde el subindice cero indica que deben tomarse

después de efectuar las derivaciones.

"~ (98a)

(98b)

(98¢)

. )—;('),/,(:0‘

‘Derivando respecto al tiempo las ecuaciones (98), obtenemos

las ecuaciones de evolucién de los cumulantes de segundo

orden:



d '_ Y .
2(._.{():}% = 4« Q—AT/O = a?_((}uf)%_

(99a)
Loxo) = / -~ 4"“"9% 9: 73%]
3# 2At 9)}% ,
= - U"(ey) &' -fdxv% P
(99b)
d 40 [ 3% 9%& y %
& = [ S T S
| 7 o
=4 U'lery) Qxody ~ 21 doby) + 2x.
.(995)

- Las Ecs. (95), (96) y (98) indican claramente que en este
nivel de aproximacidn los primeros momentos no dependen

de & , mientras que los cumulantes de orden dos son de
orden « Recordand6 la definicidén de cumulante, se ve

-t

facilmente que el cumulante de orden n depende de &

49

Restringiendonos a correcciones de orden lineal en & , es-

to es, despreciando los cumulantes de orden superior al se-

~gundo, la distribucidn de probabilidades obedece la ley Gau-

ssiana

?&%U: /7 .,‘ / /x&)
_ oz {/.fz)/z -3/1/’2/

+ P.(V%) -Zf [x ()()}/U‘—(tf>//
. rl

T

~(100)
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- donde {x}, (f% son las soluciones de las ecuaciones (97)
y donde g(¢) = WX, T KD, y ple) = &xo foole),

siendo los cumulantes las so1ucioﬁe55de las,Ecé. (99).

Esta ley Gaussiana es una aproximacidn de la expresidn méé
general (83) que corresponde a la hipdtesis de extensividad.
La aproximacidn es bastante buena siempre y cuando el siste-
ma esté lejos de una inestabilidad. €erca o en una situa-
.cién inestable, las fluctuaciones crecen:cqn el tiempo io

que invalida la propia hipbdtesis de extensividad.

_Obsérvese que en este orden de aproximacién no aparece re-
normalizacidn por las fluctuaciones de las ecuaciones de trans:
porte, aunque la dindmica de las fluctuaciones depende de la
solucidon macroscépica, a consecuencia de la no linealidad
de U'(x). Para dar cuenta de la renormalizacidn hay que ir

més allad de la aproximacién (88), y considerar

WA/ t) = mf,/ e)+ %/fl//

(101)
1o que lleva a : ,
2. = (L% 2)y. ) .L&\%_,L?i}
Jt‘\/l ST ¥ A om a/u%
—/w@ /y/ zr L%, 2y
24 “ ) >
7 3/* / (102)
Necesitamos una expfesién para AL h‘%})%’ que sea vé]?—
da hasta términos de primer orden en « . Para los orde-

nes mds bajos de derivacidn, tenemos que

dé——‘/’: (9"’5 +o«‘2ﬁ)}1/

 (103)



FYLe

Z 92 \// / ‘/‘J’ i 25(, +@&z} y/
| (108)

y vamos a aplicar el método de induccidn completa. Admita-

mos ta forma general

. net
(3513)‘:«,: a_sg_) Y, nlr) 2% "o + O&Y)
A/ 3] 2 21/ )T

(105)

que es vidlida, como puede verse, para n=1 y n=2. Supuesta
. valida. para E,‘comprobamos que es valida para n+l1. - Sin mas

que derivar (105) y multiplicar por % queda

0(”'”4_9_?:_'_ W//._-_ X a‘-{ "5”} { n(é}é 'Halo +§{x‘)}%
L2 A" AeA) I ,

fexy 0% 1o% | %)%, "/"") 2% )" (]
*[(ax\)’w"( Yy d(a/\ FYI YL HOEy ¥

- 2% " | é%,"o‘«y,/ | ‘h/m/) " z¢

1o qué comprueba nuestra éxpresién (105). Utilizadndola, -

podemos escribir (102) como



(106)

Procedamos al cilculo de los valores medios, que vendran

dados por

(107a)

46&: a_‘ﬁ_lo +a(§f/i_/o

3#

- (107b) _
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Derivacién con respecto al tiempo de estas expresiones lle-

va a

EL - ’ %!i // (U) | ’
0% d 3/“ ] (108a)

d & - [__/ /3y ) _ "/as% ¥
auué’ "o({l't—a/\ {Ma/\“‘j

i_f;é ?UQ/~%6) *%% "Xéi °¢ + % )

7 f



Tiheon e,

am est® aproximacibdn,

comgra dmdependiente de

- - _ o3 "av/ % "f/aw
o _‘X(‘»é [ﬂ/TA) 22 2 U 3,)‘//

(108b)

{107) parece indicar que los valores medios tiénen,
dos partes bien diferenciadas: la pri-

X y la.segunda que es, al menos, de

La Ec.

owgen - « , Escribamos pues,

(o) ¢ >(/)
‘("% = (::()é + dA xé |
(109a)

| fe; ¢
(V) /v) "L (v%(')_
| (109b)

" A la vista de (98), (108) y (109), encontramos reteniendo

~oohasta el orden o

s : - (110)
J w _ (ry o ‘
A % T “ (111)
cd O ' e - Y oy
JE ("%. ;,C ¥/ St (112)

" , v
A e’ o U (("%M) (X%_

¢

-

 ,‘ 11,,.",‘,, 1 (n
st (6] sy - ¥ oy [

*
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3

donde <Z¥QQZ ha de ser evaluado en el orden cero en &

y es por tanto la solucibn de las Ecs. (99).

A fin de comparar con los resultados que obtuvimos si-
o)
guiendo el método de van Kampen, hagamos ahora (x%==¢ﬂﬂ;
(o} . “ . 10 ' . .
(vk'é‘P&), <xi = <f>& ; (v% =<9y - A partir de (110)-

(113) tenemos

g=F ; ve=-U@-Y¥

que son las ecuaciones macroscdpicas, vy

ES

%(7%: _ ul’(¢}<g% _ 1 ’Ll'"(sé} ((fz>% ) r<?>é

/
2

Teniendo en cuenta que (yi: 4)4.0((%)&4-..., (o)t: Vg "“'Z%*"‘

" queda

vy

I
o
R
"

S~

= UG- vy - W) lsy - LU &y g

5oy - ley) - L UG Oy,

Asi pues, los resultados de los dos métodos asintdticos

.considerados coinciden al menos hasta el orden que hemos
qstudiado. El método de. Kubo p;rece ser mds general,aun-
que el método de van Kamben tiene la ventaja de su extre-

mada sencillez de cdlculo. Demostraremos en el capitulo
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111, al hacer un estudio mas fundamental del problema, que
en ambos métodos se hace una hipdtesis acerca de la inten-
sidad y duracién de las fluctuaciones de las variables di-
ndmicas de la partfcula Browniana. Aunque no aparece for-
mulada explicitamente en ninguno de los dos métodos asintd-
ticos considerados, es necesaria si uno quiere tener ecua-
ciones de transporte que sean Markovianas,como resultan al

-~

aplicar ambas teorias.
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ghézxcurre' cerca de una inestabilidad?

Hemos visto en las secciones anteriores que el rango de
validez desias leyes macroscdpicas viene limitado por la
expstencia’'de las fluctuaciones. En general, &stas son pe-

~nuedas y'su influencia en el comportamiento macroscépico

szde arflesaparecer cuando .ﬂﬂ tiende a cero, o cuando,
o0 werroeiocasn del oscilador, A — 0 . Sin embargo, hay situa-
~suisnes de. excepcidn. Cuando el sistema se encuentra cerca
gy en wna situacidén inestable, su evolucidn macroscdpica vie-
ne,determfnada fundamentalmente por las fluctuaciones, de
modo que la distincidén entre comportamiento macroscépico y
pequefias fluctuaciones ya no es posible. En otras palabras,
~.Ja propiedad de extensividad ya no puede ser valida para to-

-+ ndo §iwstante de tiempo.

Tomemos el ejemplo del oscilador de Duffing con U'(X)=
X + x3. El estado estacionario x=0,v=0 es estable, inclu-
so asintdticamente estable. Resulta, por consiguiente, que
el efecto de una perturbacidn instantanea decae y, por tan-
Uoewdon .una perturbacidn que actille constantemente no produce un
“rwfecto acumulative.Ademds, como se puede comprobar facilmen-
te, las fluctuaciones en el caso estacionario no crecen con

6)

feimtiemp@&}' . Matemdticamente esto se debe al hecho .de
_que W' ()20 | : : * |
Si tomamos U'(X)= ~x+x3 existe un estado estacionario

cenugEee PO es estable y que corresponde precisamente a una situa-
. zi@p de mdximo relativo. Una pequefia desviacién alrededor
de este méximo tiene consecuentiag catastréficas, pues el
Sistema tiénde necesariamente a una sityacidn de minimo.
Exto siged '

simportansia extrema en la evolucidn dindmica de los valores

fica, primero, que las fluctuaciones tienen una

~omedios. v, segundo, que la propia descripcidn macroscdpica no

tiene sentido. EI pardmetro & puede seguir siendo peque-

~“fio, pero las fluctuaciones van a crecer con el tiempo, de
*rmbda que un desarrollo en potencias de & no va a servir pa-

““ya tratar las fluctuaciones.
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La descripcidén de las fluctuaciones mediante la ley Gau-
ssiana (100) no es, por taﬁto, vidlida cerca de una inestabi-
lidad, ni siquiera en el 1imite de & pequefio. Una pruebé
de esta invalidez la constituye el hecho de que la distribu-
cidn (100) para t— oo no da los dos picos caracteristicos
correspondientes a un potencial con dos minimos relatfvos,
cosa que es fisicamente exigible a la solucién de la ecuacidn
de Fokker-Planck para tiempos muy largos. De hecho cerca de
-una singularidad y para tiempos grandes el término extensivo
Y (xvit)  de 1a distribucién (83) tiende a cero, lo que signi-
fica que los términos no extensivos de la distribucidn de pro-
babilidad se hacen del mismo orden que el término extensivo.
AsT pues, no podemos considerar que & y.t poseen &rdenes
de magﬁitud independientes si el sistema se encuentra inicial-

mente cerca de una inestabilidad.

V_En el capftulo siguiente se desarrollard una nueva teoria
mis fundamental de las fluctuaciones, y alli tendremos ocasidn
de comentar algo mids acerca de lo que ocurre cerca de una ines-

tabilidad. Desde un punto de vista fenomeneldgico, creemos
interesante menc.ionar las ideas propuestas por Suzuki(16) so-

bre la relajacién a partir de una situacibn inestable.

La idea fundamental de los trabajos de Suzuki consiste en
delimitar la existencia de intervalos temporales cualitativa-
mente diferentes durante la evolucién de un sistema que estd
{nicialmente cerca de una inestabi]idad.'.A partir de esta
idea, se realiza una evaluacidn -asintética relacionando el
tamafio del sistema Q ( o x en el caso del oscilador), el
parémetro caracteristico de la no linealidad y del tiempo t
a fin de extraer una regidn temporal adecuada en la Que apa-.
rezca un orden macroscdpico. Con este propdsito se conside-

ran tres regimenes:

a) el régimen inicial en que la ley lineal Gaussiana se supo-
ne valida. '

b) el régimen de escala donde se introduce una variable T
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e msrala que es funcidn de t, de & , de la no linealidad

"y de i1as fluctuaciones iniciales. Esto es se define

T-= 5(%,«,7,02,10,};,5...)
' : (114)

f?§ndé”“§ es un paradmetro asociado con la iptenéidad de la no
47~i§aééiféad, G, Lo, % caracterizan las fluctuaciones ini=-
;iié?g§i§ § es una medida de la desviacidn del estado inicial
‘a§és$gc£o del estado inestable. Esta funcidn de escala se ob-
tiene en cada problema concreto estudiando la forma en que el

tratamiento lineal deja de ser valido.

é) El regimen final de relajaciéﬁ hacia una situacién esta-

ble. Un Lngrediente fmportante de la teorfa es el procedi-
.miento que se usa para una conexidn “suave'' de la solucién

de la ecuacidn correspondiente al segundo regimen de la ley

Gaussiana del regimen .inicial.
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1J1 T£ORIA MECANICO-ESTADISTICA

En el capitulo anterior hemos descrito y analizado some-
ramente.algunas de las teorfas fenomenoldgicas que existen
para la descripcién de los sistemas no lineales en situa-

ciones 1ejanas-de la de equilibrio. El propdsito de este

viwn. vtergevycapitulo es desarrollar una teoria més fundamental

y-basada en aproximaciones bien definidas, que permita es-
~riablerer la validez de los métodos estocdsticos, asi como

sz op@sibles caminos para su mejora y generalizacidn.

(5) 4.

~ En 196@, Mori en un famoso y ya clasico articulo
mostraba que las variables relevantes en un sistema termodi- -
ndmico obedecen a unaecuacién de tipo Langevin lineal, siem-
pre y cuando el sistema se encuentre préximo a una situacidn
'dﬁvequilibrio térmico. La écuacidén de tipo Langevin resul-
tante es generalmente no Markoviana,, pero una adecuada elec-
cién de la escala temporal y de las variables fisicas, per-
mite realizar una aproximacidén Markoviana., Este trabajo, vy
los muchos basados en é1 que han aparecido desde entonces,
han dejado aceptablemente justificada desde un punto de vis-
“zka microscdpico la teoria lineal, anteriormente formulada
~«!esde un punto de vista puramente fenomenoldgico. Sin em-
Abargo,véi método de Mori, aunque formalmente exacto, para
wrualquner situacién no es adecuado para describir los proce-
$Os no lineales.
La descripcién de un sistema no lineal utilizando métodos .
~.ode ‘ka ﬁeéénica Estadistica ha sido estudiada por numerosos A
'“3ﬂtores(8)’(9) (28). El ﬁrunc:pa& resultado de estos traba-
jos ha sido la obtencién de una ecuacién de tipo Fokker- Planck

. .generalizada para la distribucién de probabilidades de las

swariabiuvs dindmicas de interés.  Esta ecuacidn generalizada
= .-cgontiewe, sin embargo, expresiones formales de los coeficien-
ftes;*ﬁ%?c andlisis dista mucho de ser trivial. En este capi-
tulo, procuraremos profundizar en estos andlisis microscopi-
‘dcos centrandOnos para ello en un modelo sencilla, donde se
~pueda juzgar acerca de la validez de las. dlstlntas aproxlma-

ciones.
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Consideremos un sistema formado por una particula inte-
raccionando con un bafio de osciladores, cuyo Hamiltoniano

(9)

viene dado por

H: _7_?_;7_,_. W(ﬁ) +
2 .

TMa

2 .2
Lergly-bd
(1)

donde P y. Q representanlla cantidad de movimiento y ‘1a' po-
sicién de la partfcula de masa M que-inte?acciona con un
foco formado por N partfchlas de masa unidad cdyas posi~-
ciones y cantidades de movimiento son qj Y pj. Las ‘wj “son
tas frecugncias caracteristicas de oscilacidn de las part7-
culas del foco y \3 es un paradmetro de acoplo entre la
part?culaq de masa M y las del baiio. - Por Gltimo, U(Q) es
uné funcidn no lineal de Q‘q&e representa la energia poten-
cial de la particula Browniana debida a la presencia de un

campo extetno.
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| Ecuacidédn de Langevin no lineal

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes al Hamiltonia-

no (1) son:

oo
0
o~

(2a)
j = -wlq + V@
/j / ’Z / (2b)
- P
4= m (2¢)
B o) . T v % S
'P - - W/&}’“/Z}//(Z";j;&/ o (24)

Las ecuaciones (2a) y.(Zb) son ecuaciones lineales cuya solu-

cidén explicita puede escribirse como

.g;—ﬁlejtatjé + jé'%“;7é

J “ 7
_____ . , ' ’ B E . N . é‘ -
' X Pl Jt-
| 5%1/66' ;fl4ao¢§/f€) (3)

[

Sustituyendo este resultado en las ecuaciones de movimienta
de la particula Browniana se obtiene

Qly=- P
M (4a)
¢

Plt)= -~ lg) - |ds Jles) PD By
: %« (4b)

(4



donde
lr)= T U, cou .
_s/ = 24 w- (t- :
jhj—/ 7’2“)”/“) (5)
Y

Fy lt)= % )/’-/%- %a) enwt 4 5:%/5. x«@&

Las Ecs. (L) tienen una estructura muy adecuada para pasar

a una descripcibén del tipo Langevin. Las variables del fo-
co, esto es, los grados de libertad en 1os que no estamos
interesados, entran sélo a través del término de condiciones
iniciales FN(t). Si el estado inicial del sistema completo
estuviera perfectamente determinado, FN(t) serfa una funcibdn
conocida del tiempo. Si, por el contrario, el estado inicial
no estid perfectamente especificado, sino s6lio de un modo es-
tadistico, solo .se conoceradn ciertas propiedades estadisticas
de FN(t).» ' A

Nosotros esperamos que las proﬁiedades dindmicas de la parti-
. cula Browniaha sean insensibles a los detalles micfoscépicos
asociados con el estado inicial dél foco. Dicho de otra ma-
nera, esperamos que la descripcién macroscdpica que suele
realizarse del foco_seé suficiente para definir el comporta-
miento dindmico de la partfcula Browniana. Aquf admitiremos
que el foco estd en equilibrio dentro del campo que crea -l1a
propia paftfcula Browniana. Por el contrario, no supondre-
mos nada acerca del estado inicial de la misma. De acuerdo
con estas ideas admitiremos que la distribucidn inicial es

de ta forma

f’/ho) - $(s7) ey/a[—ﬁﬁ/]

NG



Las medidas tomadas con esta distribucidn inicial serdn re-

presentadas por £ z . ,Es.fééil'comprobar que

<¢>o = 0

(8)
Y v . : -
<(%-:ﬁzﬁ2 =0 ‘.‘ . g .
/ e (9)
fue o. :
ueg (F”ﬂ-j>o =0
| (10)
Ademés
(P > = kT 4:
| /j}‘; L (11)
Y
Y )7 _ kT
G-Loly &4) = %% 4
‘i J (12)
y‘por.consigﬂienté
(Roty B le)y = AT 5 lt-¢)
: (13)

Es decir, las Ecs. (4) con las condiciones iniciales (7)
constituyen un sistema de ecuaciones de tipo Langevin para
la particula Browniana, teniendo ademids el término fluctuan-

te'FN(t) las propiedas estocdsticas deseadas.

)
J
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(4b)

ARpE ~”La%§cuaci6n~de Langévin no lineal es exacta. No obs-
~tante;ves diétinta de la que se obtendrfa usando el algorit-
mo de Mori. La no linealidad se debe al campo de fuerzas
externa"ﬁ‘y su utilidad no se restringe a situaciones muy
préximas al equilibrio térmico de la partfcula Browniana; tal
como ocurre con la teorfa de Mori. Mas adelante tendremos

iopecasiBn de comproBar este pdhta.- |

(4b)

coe - ogke memoria 3 dépende de t-t'. A continuacidn veremos que

.4a ecuacidén de Langevin es no-Markoviana. El1 término

una eleccidén adecuada de las frecuencias de las particulas

que componen el foco, asfT como de las constantes de acoplo

permite markovianizarlas. Situaciones andlogas se presentan
. - [ . - l. - 2

al estudiar modelos de tipo de dinadmica de redes(A9).

" Supongamos- que los osciladores del foco tienen una distri-

bucidn continua de frecuencias del tiﬁo de Debye, dada por

-

(]

3;,

B B A

d +
;/w):

SR | (14)

Y ) WS> uy

ingﬂﬁéxTWd es. una frecuemcia superior de corte. En este ca-

"so0, iég.sumas sobre partfculas pueden reemplazarse por inte-
grales sobre frecuencias. Tomaremos ademas para las constan-

tes de acoplo el valor.

v
1

v (15)
Entomites resulta
SH= 2 L eewt = L T |
: - cj- | J . ﬁi f.- (16)
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Si P varfa lentamente en la escala de tiempo de las va-

riables del foco, que es del orden de l/wd, entonces podemos

aproximar la funcidn Sﬂ@uut/b por una’ S de Dirac, de
modo que
2 ,
E 3_”__3_-5#/ = 25 &)
w .
d - (17)

"con lo que. se obtiene la'aproximacién Markoviana de (4).

Esto-es resulta

dPly _ U'lal) - 5, P + Bt
(18)

2
con . 5;==‘% n C
- wy

Vemos. pues, que es posible obtener una ecuacidn Langevin
no ]inea] y aproximadamente Markoviana para describir la
evolucidn de una pértfcu]a Browniana sometida a una fuerza
externa no lineal, a partir de un Hamiltoniano y condiciones

"iniciales adecuadas. Situaciones mas generales han sido es-

_(36) ;

tudiadas por Zwanzig usando métodos de ''dindmica genera-

lizada', donde no se distinguen explicitamente las coordena-
das y los mohentos qanéhicos.f Van Kampen(31) ha aplicado
este procedimiento a un conjunto de especies ecolbdgicas cuya
dindmica obedece a ecuacionegidel tipo de Lotka-Volterra. =

[



2. La'Ecuacidén de Fokker~Planck-

Han sido numerosos los autores que'durén;e los Gltimos
afios han presentado deducciones de la ecuacidn de Fokker-
Planck a partir de una descrfpcf&n Hamiltoniana del sigté-
ma. En lo que se refiere a sistemas lineales, parece exis-
tir un consenso general acerca de la validez de ciertos mé-
todos que, por consiguiente, son utilizados en todos los
campos de la Fisica. "Esto no quiere decir que el camino
qué lleva de las ecuaciones de Hamilton a la ecuacidn de
Fokker-Planck lineal no presente puntos oscuros. En parti-
cular, las hipdtesis que permiten Markovianizar las ecuacio-
nes exactas que se obtienen para 1a funcién de distribucién
estdn basadas en comportamientos de las funciones de corre-
lacién'quenno han sido demostrados. M&s aiin, existen prece-
dentes en;]a‘TeorTa Cinética de los Gases que hacen que no
serfa sorprendente que el decaimiento de.las funciones de co-
rrelacién en los sistemas reales, fuese mucho mis lento del
que se asume implicitamentelen todas las deducciones de una

ecuacibén de Fokker-Planck Markoviana.

En el caso de sistemas no lineales, es la propia estructu-
ra de- la ecuacién de Fokker-Planck la que no estd bien defini-
»da: Por ejemplo, algunos modelos estudiados recientmente(32)
muestran que la aparicidn de un término multiplicativo de
fuerza fluctuante va asociado con la aparicidén de términos de
friccidn no lineales. Si esto es o no general para tbdos los
sistemas, al menos en,el-caso de] denominado ruido interno,

es una pregunta que todavia no tiene respuesta.

o

E1l modelo Hami]toniano.que hemos introducido con anteriori-
dad tiene la ventaja de que por su sencillez permite cédlculos
explfcitos en todas tas etapas de los desarrollos. Por con-
siguiente, es facil saber 1o que se estd '"haciendo' en cada
momento o, en otras palabras, se puede identificar qué contri-
buciones son las que se désprecian cuando se introduce una
aproximacién., Es por tanto de gran interés.el realizar la
deduccidn de la ecuacién de Fokker-Planck para esté sistema,
pues ello permitirid comparar con otros trabajos mds abstrac-

tos o _que se refierana sistemas mucho m8s complejos.
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Volvamos pues a considerar el sfstema mecanico cﬁyo Ha-
miltoniano viene dado por la expresidn (l). La funcién de
_dlstrubUC|on ‘de probabilidades del sistema completo f(a Py
iqﬂ ¢ } t) obedece a la ecuacidn de Liouville

%f(ﬂzR /?/‘////;'//'é/: [f[l?,e{%/lfﬁﬁ}/f} (1.9)

donde L es el operador de Liouville correspondiente al
Hamiltoniano que aparece en (1) y cuya expresién viene dada
por . ‘ '

P2 fuw -y rfe-% - + (5. 4
L= Eéa’*[z,m/ j':/(zl “31@]97’ dzlﬁ & /‘7 )3/’(20)

La funcién de distribucién ‘f(&fﬁﬁﬁgb fﬁfjﬁ) contiene toda

la informacidn concerniente al sisteina completo. Como queremos
analizar un subsistema, la particula Browniana, de este siste-
ma completo, nos conviene llevar a cabo una reduccidn de las
yariables irrelevantes de nuestro problema. Toda la informa-
cibn estadistica acerca de la particula Browniana estd conteni-
da en la funcién de distribucidn reducida f(&,P;t) defini-

"~ da por

- '//Q,P,- éj/:/lyo?fﬁ?ﬂ?z/) ¢/

donde q=A9}, po {hy ) dg=dy o day o e dpo

(21)

Integrando directamente la ecuacién de Liouville (20) respec-

to de las variables del foco, nos queda
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;% P = f/wé/ + W/c?/ //w,f/

o ¥
_ 3;3/"?#%@ _‘;cdf/é’, :,p,é/

(22)

”Tﬁl‘ﬁl&imo término requiére un andlisis ulterior pues no

e posible realizar directamente la integracidn explicita
respecto'las variables del foco. Introduzcamos un operas
dor de proyeccidn ?’ definido por (10) (33)

P Alor, 10) - /"‘é dg 4y 4@/5;,/:/

(23)

donde f es cualquier variable dindmica del sistema comple-
to vy f viene dado por

4 - 1/6/‘(’0'7—

JALR 4 ~ ,
| _./JM &yf/@/égrj - (24)

donde

Y= YL 1l £ o)
/ JZ'?/, /Z-?a’/? 2;"‘@) (25)

siendo KB la constante de Boltzmann y T es la temperatura
- absoluta del bafio. '
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- La funcidn de distribucidn fL represeﬁta un estado de
equilibrio-del foco térmico en presencia de la Browniana

) fija,.dependienao por tanto parahetricamente de la varia-
ble Q. La idea al introducir esta funcidn de distribucidn
es que esperamos que el foco relaje muy rapidamente a un
estado de equilibrio con respecto a la Browniana. En otras
palabras, nuestra hipbtesis posterior va a ser que la esca-
" la temporal de los fenémenos fisicos asociados a las varia-
bles del foco es mucho mas corta que ]a d¢ los fenoménos
asociados a las variables de la particula Browniana y a los
fendmenos de interaccidn Browniana-foco. Este punto se cla-

rificard m3s adelante.

Es fécil comprobar que ? es un auténtico proyector.

Esto es, que verifica

P

(26)
Se cumplen adem&s las propiedades
Pty = fé {(a.p,¢)
° (27)
didp T V9.~ % a) PAlors f) <o
4 4 7 ‘g,‘.z
' . (28)

La selucidn formal de la ecuacidn de Liouville puede es-

cribirse

o
'fsze f/D}

que, usando la identidad entre operadores
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e A {reB) Y, (t-z) A z(A+3)
e = e + O{Z £ B e‘
A (29)
.W;tnnaA‘= L(1- ‘g ); B =L ® , toma la forma
e eL(-9) .
LT ARt s e plggpl)
(t-0) L (- 7L |
+ Jdr e L Pe /0(6?,/37,/5/0/
. (30)
/ 4 :
teniendo.en éuénta (27)
o - ’ ¢ .
: LL (-9 (t-z)L (-F) .
f/H: e f/o} + [dr e Lp f/a?,f':‘,- z)
(31)

0

Supongamos ahora un colectivo inicial de sistemas tal que
~para cada par de valores de Q y de P, las variables iniciales
del foco térmico estdn distribuifdas segln la distribucidn ca-

nénica correspondiente a una temperatura dada T. Es decir,

CeacEgasasmitimos que

f(@,?,?,ﬁ,’ 0)= fé 720(@:?}}0}
' . (32)

Parece, 16gico esperar que si las magnitudes del sistema evo-
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lucionan segiin las escalas temporales discutidas anteriormen-
te, (32) represente una distribucién inicial adecuada. Si
partiesehos de otra, decaerfa a una del tipo (32) en un tiem-
po irrelevante para la evolucién de la partfcula Browniana.

Admitida esta condicidn inicial, el primer término del se-

gundo miembro de (31) se anula, con lo que queda

| | [f—z}l// ,?/
Pl = |dr e Lpt fm? z)

L) . .
- (33)
Introduciendo (33) en (22) y usando la propiedad

i (P
(-P) e = e (-2

(34)
resulta
flape) = -2 5 f + W) 2 f
t
. 5 2) (¢-0)L (1-P)
dg 4 Y 2.aq) |[dTt e
aP ”)/‘/@ i :
’-(35)

DR VS JCX %Y



Descompongamos ~ el operaddr L en dos partes

Z:[ l-l | | . o
| (36)

.' “’//573 o en

L = —Z’é 2 + Z /wlg—)'é/}c;
/T Y B TS
A AN 7 G8)
by - '

Es facil comprobar que L f = O por lo que directamente

se pobtiene .-

lbféf/@;h z'} = félaf +/ 18/’4 (39)

- (40)

En virtud de la definicidn de g) y de la propiedad (28)

es

O
0-9)Lp 4t = - ff: iy ?rﬁ"d 57;+M‘6 )M wn
l 1
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y, por consiguiente, (35) toma la forma

2 _P 2 ) 4 Ulg) D
.é.f/é}- Lz = ) + M)aP //\L)

4

2 P, 2 -
Y dr k() /m,r OP / f/é Z

(42)
dondé K () es un §perador'dado por
-/ yo r{7-#L : . é-
K(z)- dwf/»f;/ Lo Lify-5dp
/ /o
(43)

Ecuaciones de evolucidnandlogas'a (42) han sido obtenidas

(33)(34)(35)’

repetidamente en. la literatura yvpueden consi-
derarse como ecuaciones generalizadas de Fokker-Planck, Se
trata, obviamente,yde una ecuacién formal y, en general,
puede decirse muy poco acerca del niGcleo operador KI(t)

'Sin embargo,lla sencillez de nuestro modelo nos va a permitir
. hacer calculos explicitos. Es de notar que Klz) no puede |
expresarse como un -valor medio sobre laS'Qariables del foco
con la distribucidon fb , debido precisameﬁte a la pre-

sencia del propagador modifitgdo C*F[I("qu] .
h 4
Veamos.pues~la estructura de 'K(d teniendo en cuénta que
es un operador que va a actuar sobre [J;1-+ %5]*“-ﬂ .
La identidad (29) con A = Lb y B = (1- @ ) L8 da por itera-

cién’




| LA _ | |
(- Pt L eolt o, w2
: = e dr, e 0—77[' e :

- : . - t B z-/ . L'-" . ) . .. .
ZZ‘ - - lts Z)ZL |
=& -+ Z Z Jlé z/Z',t e ’ (/-?j[s

- | ‘ -
Y R T A
e L (-PL.. .. (-9 L e

(44)
Consecuentemente, eI‘Operador"K(t) puede desarrollarse en

la forma

é

z!
hiw) = o) e Y/0/>

‘ .
(r-z)!L 3

.. |4z, 6{?61% Ylo) e -9

“Gh)l - [c',,,.—z,,}.l‘ : Z.,Zé‘ Ji
(-9 L e Y/f’/f

(45)
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donde

)=y sl

(46)
) T - X Vfa- Yog)
707 b 7
< (47)
En forma Eompacta'eséribiremos (45) como -
k()= ), KT e
hz=0 . '
donde la éxpresién de KJ”(I) se thieneAfécilmente‘pbr

comparacién. Evaluemos en primer lugar el término corres-

pondiente a n=0, esto es,
5.

' 10) Tl
K)e (b)) e T8 )

(49)
~ Para éllo,'l]amamos
. 4
) rL” - zL ¥
F = e )= e /,5(;.—.‘;%6///
' (50)
Derivando respecto al t}empo resulta
: A ! !
2 yi)s e 1*Jp(- ;24/: AN

or 4 ' //Z 71/ /é (51)

(52)
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R . {0, .
As1 pues, la cantidad \; h} obedece la ecuacidn diferen-

cial de segundo orden

2 yﬁ%“: - 7.2’ y”’/z/. |
' (53)

La solucidn de esta ecuacién con las condiciones iniciales

2 ' (54)

(55)
S Y oo i a) i wr - XA s
POily gdog-ghmps
Yy, en consecuencia,
_ {9) ? | k 2 ‘ _ A
K-/Z}:: 5: <5 /Z— ﬁ@)>&n7¢ s ks T 3(0
e o (57)
donde |
}’/Z} = Z/ _Z}Z,_Z_ cow T
] w.z / .
/Y o ~ (58)



77

La expresidn (58) coincide con lo'que.se obtuvo al estudiar
la descrfpcién de Langevin del modelo. Realmente la ecua-
cidn (57) expresa un teorema de fluétuacién—djsipacién.’ Pa-
.sando a una distribucidn contfnua de las frecuencias del fo-
co del tipo de la considerada en (14) y (15) se obtiene el
resultado (16). Este paso a una distribucidn continua de
frecuencias puede hacerse, bien porque el‘foco”contenga un
gran nﬁﬁero de osciladores, bien porque las frecuencias de
los osciladores no esten perfectamente especificadas, sino
que sélo se conozca una distribucidén de frecuencias del tipo
(14). Observése que en cﬁalquier caso, S(I) es ‘independien-

te de N “en este -modelo.

Analicemos a continuacidn el proceso aleatorio definido -

por la variable .

/ol(Z}__ Z [};@_%}_ 72;)/{{%7 m‘;,'z/
i . 7

(59)

(24)

con la distribucidén de probabllldades dada por Como
esta ‘es una dlstrlbUC|on Gaussiana en las varlables(a 'ﬂ%@ﬂ
"y pj resulta que, si N es flnlto, el proceso ’ﬁg de-
finido por (59) es una suma finita de procesos Gaussianos,
siendo a su vez Gaqséiano. Noves, sin embargo, evidente

que una suma infinita de procesos Gaussianos sea Gaussiana,
por lo que hemos de qonsideraf el comportamiento de (59) env

el 1imite N— oo . .

En dicho 1fmite, el cilculo de las funciones de correla-

cidn <Y’°?(I:)--- Y”’/T»)> puede hacerse siguiendo el método de

Rice para definir procesos Gaussiianos estacnonarlqs(36)
Introduzcamos las variables
A kS N Y..
= 9. - % 4
){/ ?/ u.l (60)

v b :
en las que f toma la forma



b 4 ‘
/a/?"/’? ‘%f’/zf?/??z“f’ﬂ/
n )yz 21 %2
_ W 2 2,12
g /.zn/ (Eri Mffgfé H;J‘[///

N (61)
con /3.7-(&37')-/ | |
y y

/v)// Z)/ mw,z,)’f__ " o
/ /7 “Z g (62)
Calculemos las cantldades
" / 2/ '~/,i“’z"12
3/ > (ﬁ—eﬂ)/"’% ) e
/ -’é ),12 [ / )// >
- (P 24/

\/szn) ‘)z
_ Py (63)

" (64)
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La Gltima igualdad es consecuencia de la simetrfa de la fun-

cién de distribucidn (61) .

Si n es impar es claro que

(o), (o)
<Y /Z/) - /Z~/> = (65)

Si n es par y omitimos los factores de dependencia tempo-
ral, la estructura general de los términos gque no se anulan

en el desarrollo de la funcidn de correlacidn es
, 2d, '
L. L L. Z<(f 2.)...{)’ %, )

(/l /L /r " ‘1

(.x;. %) (% éz / ) (66)

donde los Tndices r y s van desde 0 hasta n/2, de modo que

Y-ll

r+5

ZJ 2{; = n v (67)
(=!

.con
r+s £ (68)

X|®

Al pasar a la distribucién continlia de frecuencias, la depen-
dencia de estos términos con el nimero de osciladores ‘del. ba-

fio es ‘ . 7 , .

TS -

t Z'Zli‘ -§-+r+5

(A/'__,/z)i:v N-r+: .=
: o (69)
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. L sfz

En el 1imite N=> oo (pero con ¥Yi—> o0 de modo que YN = Y
sea finito), los términos que no se anulan son aquellos pa-
ra los que ‘ ‘ ‘

r+s5= A
2

Esta condicidn sb6lo puede satisfacerse si todos y cada uno
de los ]i son precisamente la unidad, con lo que los X

y los P; estén agrupados por pares. AsT pues -

“A
<Y) ... vUh)d= Lo o 2ty

3
(z, G, Zn} , % /'”w

2

{cnwl,("mwz/,f@wz, mez}g)

s ), 30 [l )] |

(%000 Zn) : ﬁ%s . L~ Z/; (70)

donde el sumatorio estd extendido a todas las posibles parti-
ciones en pares del conjunto () Ty, 'zn) y el produéto se

refiere & todos los pares asociados a cada particién.

"§1 tenemos en cuenta (57)>y (58) resulta que hemos obfenif
do que -

CyHa )y = 2 TS ) Y)Y ()

(T2 Zn)

: ' by
M&s alin, como consecuencia de ser ’ L f =0 , Obtenemos

(Y/”}/Z,}_ }’M/zz/> = /E/”/z,—z'z/ = é, rrley) S



- { = yoe ’ . b ..
Es decir, que VJVU con la distribucidn P constitu-
.ye un proceso estacionario GauSsiano, incluso en el 1imite
N—s o0 . Con esto hemos ademds comprobado que FN(t)’

término de ruido de la ecuacidén de Langevin, es un proceso

Gaussiano, tal y como se admite en la teorfTa fenomenolbgica

de la ecuacidén de Langevin.

Pasemos a estudiar los términos de orden superior del desa-

rrollo (48). Para ello coméncemos por calcular
b

2 i
Y/a}f = / V/Zn/j’”

B 'L',,

@h)lf v p L1y ) - )

y.lo,{z") ,éT/ Y/a}f’ +f£7) ]/Zn}

o) 2 2 1l D vls) D

En la dltima transformacidn se ha tenido en cuenta que

v-z = Z’_]/z}
M (74)

(75)
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P y de (73) es fa-

A partir de la definicidn del operador

cil ver que
B ZnLL b 4
P tor » é D

U

A (o) ;) / A . \
oty /zn)/— %;—5 - Ule) s - Y/dj]

¢ 2 " |
. PRTI0) 25 o
9? ' . (76)
Y
B (2-"-1—2‘!) [6 ‘ B Z,,[_A L . 10} /o) L
€ (/' @[ € Y/ﬂ// = —L Y /Zn—/} Y /;,.,’Zn}f .
; : MigT

: 4 4 m 2 2 ey D
o (T A /z”.,)/- P2y w5
; R
-V -z é_] + kT 7(2) 5 (77)
PP 1 . |
El término K" (1) qL;eda pues

z ; o,
K(”(ij/{fl /ﬁ{?d}b Y/D/ e ) (/-SD}[B.C }/'/0//

2

/{z, < Vo) Y/”’/Z/>/ 2. 4 UB) 3/
Mk T aa

okt I/z;/._.)-,;,- . m;;] G

(78)




1)
Para estudiar la siguiente correccidn kK (x) es conve-

niente escribir (77) como

(T, -~ y) L ' LI’ | -’
¢ -#)15 " y/a//" =-/ ) S5, 5)

fo)
+ Y Z,,_,/

. 2
MkgT P

o | ‘ |
-2 2, ww) 2 o
f / Y I }aP/ | (79)

” ) B . -
Operando con L sobre esta expresidn se llega a

o
e ) - 2 fites ¥l

) ) ¢ J) 0~ ) Y2 10 4D

o, o), ‘ k' .‘ e, o)
- / Y la) y"/;.,fu/ kT (e / D - 5‘//;/? ) Y
- j'[zl’_,/ 4/04 d  + y‘"”/;.,/_/o‘[z * /YM/ZM/ }'ﬁ"/a.,—a/

Y- érf/a/ )] 7 ERE

s
- ' (80)
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donde se han introducido los operadores

2
My T 2P | (81)

(82)

A partir de aqui, un célculo sencillo permite obtener, uti-
lizando las propiedades de factorizacidn de las funciones

de correlacién de una variable Gaussiana

&7 dr N
z) //Z/é T L /(4 f/df/‘ 2 (83)

+[Aar/ Jlr) 5(t- z//._ @/

Realicemos algunas transformaciones de las integraciones

temporales, a fln de poder estimar los distintos términos:

/{z/ L jb) ]/z; 7) = f/r/ /dr flaz) = f/z//// w 1la-2)

(t21,27
=% ' R . z I;
-I/v//a/ d(5-%) jlz- a/ = JlI [ [ jtm) -
o - (84)
(uz;zo,-‘z— o) T T |
/{If j(z,}]/z ) = c(g Az, j[z,/[/l-q/ : | :
o (85)

- Z Z . .
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Teniendo en cuenta (72),(78),(83),(84) y (85) podemos escri-
bir

x°k) = égr § () (86)

K] <t bt i) |

(87)
-1,

KB < {3l € )3t Jo I/zz/%s D

° Jo

| 4 z
+ g 7}2/5//11, j/z,/]/z—zz/%;@ | ‘88)

Queremos ahora determinar las condiciones bajo las due pue-
den despreciarse MU[” s Kqu y térmfnoé de orden supe-
rior frente a KhYﬁ . Para ello estableceremos sﬁs érdenes
de magnifudf Notemos en primer lugar que }h) ,definida
por (16), tiende a cero en la escala de tiempo caracteriza-
da por .

= A :
b= g | (89)

Luego si queremos despreciar Kmh)frente a KY® es claro

que debe de cumplirse

.éf__ i

» (90)
o mas explicitamente )
P £L4 Uiw Q—/7 ,
/Ma@ uE) 5 [ 118 Py y
w {lo,7;¢) (91)
Si llamamos QZ al valor caracteristico de la fpefza

.. externa que actda sobre 1a partfcula Browniana, ]H' a la

longitud caracteristica de la inhomogeneidad del sistema,
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esto es, o
Y
.., 5o
én e (92)

y V a una velocidad tfpica de la partfcula Browniana, la

expresidén (91) implica que

Y« { y _¢: « A |
l” ‘Jl v . Mvw‘( (93)
0 bien
W, SV W, >}Af££_

(94)

Es decir, la escala de tiempo asociada a la evolucldn de las
variables del foco ha de ser mucho mds corta que la escala
temporal en que varfe apreciablemente el valor medio de las
vaiables Brownianas. Observése, por ejemplo, que si la fuer-
za externa es muy intensa, la influencia del foco sobre la
particula Browniana es pricticamente despreciable, y nuestro
problema se reducirfa al estudio dindmico de una particula

sometida a un campo de fuerzas externo.

Analicemos a continuacidn los dos Gltimos sumandos del
segundo miembro de (88). Para despreciar el primero de ellos

frente a }é”ﬁ)~-hace falta que

T T- t’

kT /dr/ 4z, 3tz) 59-?- D«

4

(95)



o, introduciendo

kg T 2 /,V s 1) &4
‘dd Ml/ /?37- MI?

lo que conduce

‘w2
o«

4
o M

E1l andlisis del

cuidado. Si T >T7y

7

—

la velocidad caracteristica V,

(96)

a las condiciones

ABT <P

-

<1
A

.
w (97)

. . 1)
Gl1timo sumando de K (U ha de hacerse con

ocurre que

_ , ’
/”[Z/ I/L/ ¥ -):-2' (Z), ‘Zi) ﬁ/lb*l;}
)
Z d :
‘ (98)
y por consiguiente -
z
o ) : 2
dy (1,-3) 0(3-3)7/ry) =7, 8/3-17) 1
S . wy® (99)

de modo que

: U

° Y

' 2
'Si tenemos en cuenta que j{t) ~ %Z; B(IL'I)

partir de (100)

nes (97).

(hyr) |5 |d2 J/Z,)}/ag/;% D (ér) ﬂ/@ -z) L P —’-—)

lvT Mv
- (100)

resulta que a

la cantidad que ha de ser pequefia es preci-
samente (96), por

lo que volvemos a encontrar las condicio-

87
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A partir de la estructura del desarrollo (45) se observa
que las condiciones (94) y (97) son también suficientes pa-
ra despreciar la contribucién de los términos de drdenes su-
periores al segundo. Ahora bien i{cémo pueden satisfacerse

estas condiciones?

En las deducciones cl3sicas de la ecuacidn de Fokker-Planck

(34) (36)

se admite que

2
) = ('_"_) « 4
M - (101)

donde m es la masa de las particulas del foco que en nues-
tro caso hemos tomado como la unidad. Se admite también que
la velocidad de 1la paftfcula Browniana toma valores cercanos
a los de equilibrio térmico, esto es Plva‘: ke T  de donde
VA~X . En este caso, las dos condiciones (97) son equi-

valéntes, Si A es el dGnico parémetro pequefio del problema,

vemos que

K L of) XY L6

IZ 3 X (o}

>

(102)

Y, en general,

KL o '

k lo) _— ’ ( 103 )
B . . ' by

dado que cada operador L introduce un nuevo factor A

Es decir, si (101) se cumple, se pueden despreciar los térmi-

nos de orden superior al primero. Por sbpuesto que estamos

considerando que las inhomogeneidades y la intensidad del

campo externo son suficientemente débiles. Condiciones ana-

logas han sido utilizadas en otros contextos por Mazur y

(34) (35)

Oppenheim y por Albers, Deutch, Oppenheim
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.Existe, no ohstante, otro limite en que es vilida la apro-
Ximacidn.- Cbnsideremos el caso en que -w[' es muy pequeifio
comparado con sz y con los tiempos caracteristicos asocia-
dos con la inhomogeneidad y con la fuerza externa que actua

sobre la particula. Es decir, tomemos el limite

(10k)

En este 1Tmite, incluso si A~1 ', es posible despreciar la
. . - . K‘"’ > (0)

contribucidn asociada con - para ni frente a K

Este ‘tipo de situacidén ha sido consuderado por. Ford, Kac vy

(29)

Mazur
En ambos 1Tmites (101) y (104) tenemos pues que

,h‘(t)@ k“(t) = ’(’BTI/I/ - Kl[__ir’ e T

9.7
b (105)

con Klt) tendiendo a cero en una escala de tiempo definida
-1 .
por Wy . - La ecuacidn de Fokker—P]anck generalizada que

se obtiene es

5 .2 2 PYENY
2 Jt ;7_;3,{/0 ¢ UE) 2 )

»

"¢

+'<’7'o(zj/z}/ + 3 // /

o ' (106)
vidlida para todo tiempo si A es suficientemente pequefio

o wy - suficientemente grande.

N

Supongamos que A es pequefio. Todos los términos del
segundo miembro son al menos de orden B G esto es, for-

malmente

2 {0 = 59“/ - aon.
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En.consecuencia

Hlr) = pre) T O0)
: | (108)

por lo que para tiehpos' t» I, podemos aproximar

< .

A L P
,/éz k/z//;"; +a_/5/?%)

AT It /MéT 97)] f/)

¢
[oowml? 27,
/c{z Mz)‘/ﬂ} + 55/ A/t-1)

(109)
donde hemos usado el hecho de que
oo [
dr ktz) = b7 370 a{[ lueyr | g7 30k
[ YA 2
’ (110)

Sefialemos que )Tb es muy peqﬁeﬁo porque lo es X y no

es necesario admitir nada acerca de T, excepto que estéd

. acotado.

Consideremos ahora el 1imite .ﬁuﬁa oo . En este caso

Aim “"Mz“"’f -2 d64) . G
G |
con lo que
. .‘ | Klz) = kT L h i)

3
' (112)



Y, -por tanto,

t . _
[’P 2 | : ‘
dt k] 2 2 |ty hr X, .9._/,{/4/
MbT P 27 (MhgT P :
/) : (113)
que coincide con (109). En definitfva, si A es muy pe-

. quefio o W muy grande, el niicleo K('Ev)‘puede aproximarse
por ‘Kwkﬂ y el Iimite superior de la integral puede exten-
derse hasta infinito sin ningln problema, con lo que se ob-
tiene una ecuacidn sin efectos de memoria. En ambos casos
se obtiene que la funcién de.distribucién.f(Q,P;t) satisfa;

ce la ecuacidn de Fokker-Planck

oAl P YW, g 2
2 m. 8 P

2 /P 2_ | )
+X £ _JL . +

'donde el coeficiente de difusidon & viene dado por

we 30X bk T = VAT
Ry . (115)

Hemos demoétrado'pues, para este modelo, que las descripcio-
nes fenomenoldégicas de Langevin y de Fokker-Planck son de- »
ducibles microscbépicamente a partir de un Hamiltoniano con
condiciones iniciales adecuadas.‘ Se ha puesto ademas de
manifiesto el origen microscépico de la estocasticidad, ha-
ciendd’espgcial hincapié en'las condiciones bajo las que las

uhipétesis‘de Gaussianidad y Markovianidad son aceptables.
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3. . Ecuaciones de transporte renormalizadas para situaciones

cercanas al equilibric.

En el capftulo Il se estudiaron algunos desarrollos asin- .
téticos para la obtencidén de ecuaciones de transporte-énr
sistemas descritos por ecuaciones de Fokker-Planck no linea-
les. Estos desarrollos se admitian v&lidos para»situac?ones
estables aunque pueden ser muy alejédas del equilibrio. An-
"tes de pasar a un estudio microscdpico que justifique dichos
métodos, vamos a considerar otros tipos de aproximacidn vali-
dos para cerca del equilibrio térmico. La proximidad al
equilibrfo nos proporciona el pequefio paradmetro en el cual
desarrollar, y asf salvar las dificultades inherentes a los

sistemas no lineales que comentamos en el capitulo anterior.

Consideremos la Ec. (114) con M=1 de modo que P puede
sustituirse por la velocidad de la partfcula Browniana v .

_La ecuacién de Fokker-Planck correspondiente serd

ofvit) _ 2L , u'm O YQ./vf/ r 2
ot oQ oV Py gwf

) . (116)

Es facil comprobar que

A:\C-@k ——Z/lt*z+7(”///
_;{, IR (117)

es la solucién estacionaria o de equilibrio de (116). Si-
guiendo el método de la referencia (17) introducimos un pro-

yector ' L o .

gﬁ/QV}=/ﬁ6+ﬁzg.ja”6+ﬁé L v |
k it '2> (V"} ,
| <a % ez (118)

-
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dohdé’ 4 21 indica el valor medio tomado con la distribu-
cidén de equilibrio, tr indica“integracién sobre las varia-
bles Qy v, vy Q'= Q-—<axi

, v':«r—<v21 . Con esta
~definicién se tiene que '

;%U-—;/ /ﬁ,+,cY<ﬁ9 +’:1r(7%

<a"> <, (119)

siéndo <'>E el valor medio de la variable correspondiente
calculado con la funcién de distribucidn exacta en el instan-

te t.

Escribamos la ecuacién de Fokker-Planck en forma compacta

como

96 //y E‘D/’/H

(120)
que define el opefadar de Fokker-Planck
I . y o 22
= v 2 U) 2 v +x L
2 Y B Y ov o (121)

_Mediante la introduccién de los proyectores q%‘ Y l'ﬁ1 en
(120), y utilizando los mismos métodos que en el apartado
anterior se obtiene ¢ C

- (9 (-B)9 (-%,)
W)= s e 2-2/9

-

(122)

" donde hemos supuesto que la distribucidn inicial es de la

‘forma , : .

é=o ) t=0

(0)= %, flo)= L |4+ &_ ¢a) v &5
'Zﬂ f .A é f<a>’)¢¢ ’ +(v‘g¥

(123)
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&

Se. puede demostrar que esta distribucidén corresponde a la

de maxima probabilidad de]>sistema, compatible con los valo-
res medios de la energfa, la posicidn y la velocidad en el
instante inicial, cuando estos valores se suponen muy préxi-
mos a los de equilibrio. Es decir,suponemos que el éistema
estd inicialmente en un. estado muy préximo al estado de equi-=-
librio térmico. La distribucidén (123) implica que cualquie-

ra que sea A(Q,v)

Uy =us s Ay, + Py
{=0 . (é?{}c?' (,)17

?

o tomando A=Q2 y teniendo en cuenta que (ﬂz>¢1 = («raz%z 0

y por tanto

}z
7

X .
<a®> - @S x <4 - <a
tzo t=0 ?
Es decir, las fluctuaciones de las variables en el instante

inicial son practicamente las fluctuaciones de equilibrio.’

Usando (119) y (122) podemos escribir.

| [/-73/9//-?}
6= £ GG M + jdh k|ute e

//—?;/9;@; ,//t‘,—f/] | L iz

Por otro lado, directamente de la ecuacién de FpkkerfP]anck

se sigue que

| 1 .
%("7% RS (125a)
Ty s
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Particularizando (124) para G=U’(Q) y tras algunos cdlculos

que no presentan mayor dificultad‘sg encuentra

¢
Ao = v - @UOY ay _ |y K(s) o
At %z ¢ @, g | t=s (126)
viniendo dado el niicleo K(s) por
. ;(%éélihq-%%/ ' ;
Kis)= 1 AUl e (/—@W/@/Z;
1 .
“'%y (127)

ASTApues, en una situacidn préxima. al equilibrio térmico,
obtenemos una ecuacidn cérrada para los valores medios que,
ademds, es lineal en los mismos. La linealidad de la ecua-
cién es consecuencia directa de la proximidad al equilibrio
térmico. El efecto de la no linealidad de la ecuacidn de
Fokker-Planck es doble: primero, la no linealidad es la cau-
sante de la renormalizacién de los coeficientes de transpor-
te (observése como el término de friccidn estéa mddificado),
incluso para cerca del eqhilibrio térmico; y, segundo,la
existencia de efectos de memoria en el niGcleo K(s). Aunque
en principio todos los coeficientes de (127) pueden calcu-
.larse, pues vienen expresados como valores medios con la dis-
tribucidn de equilibrio, la evaluacidn explicita de K(s) es
bastante dificil,

Otro método para tratar siSteﬁas no lineales préximos aT ,
equilibrio térmico ha sido desarrollado por Mori vy Fujisaka(zg)
mediante.el uso de un préyector que extrae la parte lineal de
las ecuaciones de transporte.renormalizadas y da una-descrip--
cidn vélfda en el 1imite de tiempos graﬁdes.

Grabert y Weidlich(37) han abordado el probleﬁa de la ob-
tencidn de ecuacionés de tran%pérte para sistemas’descritos
por una ecuacién de Fokker-Planck no lineal mediante la adop-
cioén de un égtado de equilibrio lotal como estado de referen-

cia del sistema. La funcidn de distribucidn real del sistema
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se desarrolla alrededor de este estado, basdndose en la pe-
quefez fqrmal de }a constaﬁte de Boltzmann KB. A nuestrd‘
entender, existen varias objeciones'importanﬁes a este modo
de proceder. De un ltado, un estado de equilibrio local vie-
ne definido en funcidn de los llamados campos termodinadmicos
que a su vez dependen funcionalmente de los valores medios

de las variables dindmicas de interés. Esta dependencia fun-
cionales tremendamente complicada péra sistemas no lineales,
.de modo que la expresibén-de la funcidn de distribucidn de
equilibrio'local en términos de valores medios es practica-
mente imposible de'encontrar; Por otra parte, la técnica de
proyectores usada por estos investigadores no pefmite vislum-
“brar de un modo facil como aproximar las ex§resiones forma-

les que se obtienen. :

-En el.apartédo siguiente vamos a introducir un nuevo ﬁé4
todo para tratar el problema‘de la renormalizacidn de las
ecuaciones de transporte. Este método se basa también .en la
"técnica de operadores de proyeccién dependiente del tiempo,
pero vamos a evitar el Qso de cualquier equi.librio local co-
mo estado de referencia, por considerarlo inadecuado para

nuestros propdsitos.
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4., Resolucién formal de‘ia ecuacidén de Fokker-Planck

Consideremos de nuevo la ecuaéién-de Fokker-Plarick pa-
ra la funcidn de distribuciénrf(x,v;t) de la bartfcula Brow-

niana, que escribiremos caomo

- N i 1
Y . 4 192l , r2 fof) e a2l
56 = TV 5% *szw*faw/’f’ 0. (128)e

(se ha realizado un cambio de notacién en la coordenada de.
posicion a fin de evitar confusiones con simbolos que. intro-
duciremos mds adelante). Introduzcamos un estado de referen-.

cia f(x,v;t) definido por la funcidn de distribucidn

f/x,u;_{}: (S/x-&g) S/u.(,,%} B
| ’ (129)

donde (*k y'_<VX. representan los valores medios reales de
la posisicidn y la velocidad de la particula Browniana en el
instante t, vy S es la distribucidn de Dirac. Esta funcfén
de distribucidén no puede representar un estado real del sis-
tema, dado que no es solucidn de la Ec. (128) a menos que

< = 0. Representa un estado con valores medios de x y v
idénticos a los valores medios del sistema real, pero en el
que no hay fluctuaciones. Como es f&cil ﬁomprobar, el valor'
Amgdio de cualquier variable G(x,v) tomado con F(t) viene.da- ‘

do por : : .

<6>é :}[X (,LI'G;P/U = G((X)t) (0%_} A
, ‘ _ . (130)
Utilizaremos una lTnea sobre los paréntesis angulares para
caracterizar valores medios tomados con f(t). Observemos
que para cualquiérvfuncién no lineal de las x 'y las v se

cumple en general que

L KGbaly A£Gl e

| . o - (131)
S

o
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debido.a la existencia de fluctuaciones. Sustituir f(t)
por f(t) equivale a despreciar el efecto de las fluctuacio-
nes. Nuestro propésito es obtener dna expresidén para '<G%

"para lo que necesitamos conocer f(t).

~Definimos un operadof dependiente del tiehpo

) Glos) = P [deds 600) + %ié;) dheds
| ' | % .

| (x-(x%’) G/&v)-+ %@ o o é”-(”%) 6‘/&';})

2w} (132)

Se comprueba por cdlculo directo que este.operador'tiené

las propiedades

Py ) = PRI = 1) (133)

P Pl = PH
A (134)

"Haciendo t=t' en (133)‘nos qﬁeda
W/U = PR (135)

que garantiza que el operador FWU es un auténtico proyec-

tor. Definamos tambiéa su adjunto Gw&} por la relacidn

Ay dr Fﬂ;,v} (Pr) E/W = /Jm&; G/Jw/ f’?&/ Flxv)
B ' : (136)

de donde resulta con condiciones en los lTmites adecuadas
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PIY Fino) (F> f (y <xy) /QF/

X= (x% , U= (o)

; 6;4»)[9 )

x=4x) , 0= (v>
(137)
AEste operador tiene las propiedades
0 Pty p
CU) P = P (138)
ﬁ%@/x: X ; ¢#471*=VV
| ) (139)

El operadof'P(t) no es sino la adaptac}én'a nuestro pro-
blema de otros operadores de proyeCCIon dependientes del tiem-
"po considerados previamente en la llteratura(37)(38)(39)

Con la ayuda de @I y QM= |- @Pk) descomponemos f(t) en la for-
ma

fo= e vaw o= Jorafy
) 140

que, utilizando la ecuacién de Fokker-Planck, nos permite es-

cribir . _
Dot = D -2 Jy
%‘V/f// _ iﬂ/._ ét‘/ (141)

siendo D el operador de F6kker-P1anck

~9:-v9__‘+v’l('/x/2__+ D’Q_.r +0(9 (142)
ox U PR 2(/' ‘

De laﬁdéfinicién'de F(t) tenemos
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f/é/ = -J /x—(x>) b /M»s} (x} Sfeen) 5 oty ;)

9% Wy = f5 l/x-(x%} 3(r-¢0) e x@f - Slx-exy)

Slosy) fids v37 - PID I

(143)

donde hemos tenido en cuenta que, con condiciones de con-

torno adecuadas,

/d“b@/“o o (114)

[
En estas expresiones S indica la derivada de la distribu-
cién de Dirac con respecto a su argumento. En.consecuen-

cia la Ec. (141)'toma la forma

2.[ aw 1) = a) P = a/f/%ﬂ//ﬂ/ oD Y

(145)
" Iﬁtegrando formalhente_esta expresion éé obtiene
A L) = 4(to) alo) /0/%4 ts) #t) Pls) .
- g e gesengs -

[

donde el operador: '9&;) viene definido por
. p \

ﬁ/zs/ - 7;; //z a(1) 9

e c/t t?/t/@ //z/z 4(5)9 6?/;/@»&._'.. K (1h7k)‘
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siendo T, el operador'dé ordenacidn temporal. E] operador

%(ﬂﬂ .satisface la ecuacién diferencial

D Gts) = ) G1s) '
af,; * ; T (148) -

con la condicidn inicial 9[@5)= 1

Lievando (146) a (140) se obtiene la expresién formal

| ¢ :
2= 210 + [ §(6s) 04D 1) + Glbo)a1) L)

[4 . e

(149)

El significado fisico de (lhéf es bastante claro e ilus-
trativo. La funcién de distfibdcién real del sistema, f(t),
viéne expresada como la suma dé un término no fluctuante
f(t) mds dos términos correctivos. El primero de ellos,
de caricter intrinsecamente no Markoviano, da cuenta de
las fluctuaciones generadas por el sistema durante su evolu-
cidén dinadmica, debido a las interacciones con-el medio. EI
segundo término correctivo expresa la propagacién de las
fluctuaciones que estaban.presehtes en el sistema en el ins-
' tante iniciai y se.anula si la distribucidn inicial corres-
ponde a una situacidén no fluctuante. El término no Markovia-

no puede modificarse sin mias que evaluar explicitamente.

»

059 = D Phy - | iy o 9 J0 ;%75)2/&#

-oxy)9 /_/:/+ %@/Awéﬁ@g)@ﬂ L (150)

, - - + . '
Es conveniente introducir el operador 'ED , adjunto del

operador de Fokker-Planck, en el sentido de que

-

S /l«adr A9 B =/é~#’$@*/l4 (i)
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Su expresién explicita es

9+= v QL_‘[ZI'/:(),L Tr |2 +,,(2: '
ox oV Py
' : . A (152)- .

: ot + : -
Teniendo en cuenta que Dx=v y Sba;-'u'(x)f v, se ob-

tiene

@é)@ Z/S) - - (v-<¢v3) 5'/)(-(}3,) S/tf—(u)‘) +[Z/'/x/— U texs )8 (e-0x3)

.5’/0‘-(0?} + Y/V—(”%}‘J/x‘ (X}}JI/II-?Q) £ )’ka.(y}) 5/0-(0%}

b §le-0x) 50y

: v ' _ (]53‘)
— o Slk-¢xy) 3 /tf—(u;}
donde se han tenido en cuenta las propiedades de la S de

Dirac y sus derivadas. ~ Por lo tanto, la funcidn de distri-

bucién f(t) puede escribirse como

- < fo o s e

0 . S

L fkdanfy

(154)

Escrita de esta forma, serpone de manifiesto que la creacidn
de fluctuaciones en el sistema es debida a la accidn ‘del fo-
co térmico caracterizado por el pardametro X , anulandose
si &R =0, En otras palabkas,.es precisamente el término di-
fusivo de la"ecuacién de Fokker-Planck el causante de ]a

creacidén -de fluctuaciones.
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® .

"Con ayuda de (154) el valor medio de una variable G(xv)

viene dado por

<,6>£_ = <6_>é + ‘o(/s/c‘ln{u G i/t‘,f/ 5&%}?(},) 5”/0—(-%}
/ S

+/¢¢y4¢ G j/f,o} ??/0/ 5‘%}. | (155)

‘Introduzcamos el operador #s) adJunto de /fy
sy 4l s o |
7*/{:/ Z o //z D'giz) = 4+ [r Da't)
¢t o !
* [/zz by D) DA e
Y

‘ N f | .~ : . | . - (156)

donde T- es el operador -de ordenacién antitemporal. Con

LY

ayuda de %ﬁbﬂ el valor medio de G puede'expresarse equi-

valentemente como

(6> (6'> + o dsé&p&rﬁ;’?{,ﬁé 3/¥-(x}}5/V-(u>/

/om&, [ y*/f 0}6/ ) {1

Esta ecuacidn es una expresidn ‘exacta renormalizada de los

- (157)

"valores medios de una funcién arbitraria'G(x,v)."Su’estruc-
tura es enormemente complicada. El valor medio <G¥ viene

- expresado como una funcional no lineal y no Markoviana de
los valores medios de la posicién y la velocidad de la parti-
cula Browniana. -Incluso en el caso sencillo.que estamos con-
siderando, es necesario introducir'algﬁn tipo de aproxima-
cidén para calcular explfcitamente la renormalizacidn de los
“valores medios por las fluctuaciones. -Esto serd precisamen-

te el objetivo del sigdfente apgrtado;
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Conviene insistir en qde (157) es exacta, siendo su for-
ma consécuencia‘de la naturaleza del proyector que hemos em-
pleado. El elegir como estado de referencié uno de equili-
brio local nos habrfa llevado a otra _ expresidn distinta, que

no seria Gtil para cubrir los objetivos que nos interesan.



5. Ecuaciones aproximadas de evolucidn

Recordemos que nuestro propdsito es obtener ecuaciones
de transporte que sean cerradas y Markovianas. Estas ecua-
ciones sélo pueden obtenerse, en general, como aproximacio-
nes a partir de expresiones exactas. Consideremos, por ejem-
plo, las ecuaciones hidrodinémicas no lineales que describen
la evolucién dindmica de un fluido. Recientemente, Brey,

(2)

Zwanzig vy Dorfman han deducido este coﬁjunto de ecuacio-
nes hasta‘el orden de Burnett, a partir de una formulacidn
microscdpica del problema, suponiendo que la evolucidn espa-
cial y temporal de las variables hidrodindmicas es mucho méas
lenta que la de las demas variables del sistema. En defini-
tiva, se admite que lés correlaciones son de duracidén e in-
ténsidad.tales que el valor medio- de Cualquier variable fi-
sica puede epresarse como una funcional local, en el espacio
y en el tiempo de los valores de las variables hidrodinamicas.
- Cerca de una inestabilidad hidroéinémica es de esperar que es-
ta hipdtesis deje de ser valida, dado el largo alcance y du-
racién de las correlaciones cuando el sistema se aproxima a
una inestabilidaa.

Nosotros introducimos aquf umpa aproximacién de este tipo
-en nuestro problema. Se admitira que los valores medios de
la posicién y la velocidad, <x% 2 00@ ", varian en el tiem-
po mucho mis lentamente que las fluctuaciones, esto es, que
las fluctuaciones decaen en una etapa de tiempo tan corta
que la variacidn de’ <¥z', <Ux " en esa escala‘de.tiempo es
despreciable. Esta hipétési§ es del tipo qde generalmente -
se utiliza para abordar problemas dentro de la Mecédnica Esta-
distica del no equilibrio, tal como hemos comentado arriba.

Es de esperar que sea vilida en tanto en cuanto la intensidad
y la duracidn de las Fluctuaciones no sea muy grande, esto '
es, en tanto en cuanto la dindmica del sistema sea no criti-

ca. - Cefca de una inestabilidad las fluctuaciones tienen un
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pabe] dominante en la evolucién observable del sistema, por
To que nuestra aproximacidn serd vilida sdlo para tiempos

de evolucidn menores que un cierto tiempo caracteriético,

que dependerd de las fluctuaciones iniciales, del valor del
parametro & ', de la forma del potencial y de la proximi-
dad de 1la ineétabilidad; Para tiempos. largos, cﬁando el sis-
tema estd cerca de una‘inestabilidad,-nuestra hipdtesis re-
.quiere ser reformulada y se han hecho alguﬁos progresos ‘en es~-’
ta direccidn. En cualquier caso, las teorTééAfenomenolégicas
antes consideradas valen 5616 paré situaciones establés, Y.
son estas teorfas las due queremos analizar desde un punto de

vista mds fundamental.

K - , ‘ N 7 .
Observemos que el operador a.&)al-qctuar sobre una fun-

cidén selecciona su parte no fluctuante, en el sentido de que

&o&;‘ép/x-éx%}é/u—zu%}d’*/f/G =0 (1s8)
(15

Es por tanto de esperar que, debido al rdpido decaimiento
de las fluctuaciones, el operador e*uﬁ) cumpla dentro dg

las integrales temporales de (157)

Jld=e g £ (159)

siendo te un tiempo tal que

(e g tGme e Gy

Esta es la expresidén matemdtica de nuestra aproximacidn, for-
mulada'anteriormente‘desde un ‘punto de vista cualitativo.

En consecuencia, el 1Tmite superior de la integral temporal.
Téni(157) puedé extenderse hasta infinito, pues 1as contribu-
cione§ correspondientes a tiempo t ) ff se ahplan'. Aproxi-

mamos pues (157) para t > te por

A SRR R R R S i 0 B e e e et A R s e e e B P e
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Too
%

cS ” | [ A‘ / | 7
<6>é - (6p =« Jds /‘/é“&'/j*/dé Jix-¢xy) 5/V~(u%_)

| (161)

o
‘donde hemos ademis supuesto que las correlaciones iniciales
son del mismo tipo que las generadas pof el sistema en su
evolucidon dindmica. Observése que ademds, hemos Iocal?zado
los valores medios <x),6f§ en t, dado que su variacidn tem-.

poral déntrd de la integral puede desprecia;se. El operador
7+B) viene dado por ’

f.#k/ = -&t/o/s ®+&+/f//

(162)

~La Ec..(161)'represeﬁta una aproximacién Markoviana de la

expresion exacta de evolucidén. EI valorvmedio de G en el
instante t renormalizado por las fluctuaciones, depende de
los valores medios de - x y v en el mismo instante de tiempo.
Esta ecuacidn puede usarse para distintos fines. Nosotros

‘vamos a'considerqr el 1Tmite de &« pequefio, a fin de hacer
“un desarrollo en (-4 _,Cuyos reéu]tados sean comparables con
los obtenidos por las teorfas fenomenoldgicas. Para ello,

descomponemos el operador gyf'del modo

9 | = 7‘907‘, + & »9/‘+
(163)

donde

(164)
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L . :
El operador % (s) es facil de desarrollar formalmente. en
‘potencias de & Dado que el segundo miembro de (161) tie-
explTcito, y vamos a‘limitarnos a correccio-

ne un factor ¥
' *s) .
, el propagador % s) puede susti-

nes de primer orden en &

tuirse por

s aty

A

ﬁ’Ys/ = €
(165)

- A partir de la ecuacién de Fokker-Planck se obtienensin nin-
guna dificultad las ecuaciones

(x>f = (u>6 (166)

NN

(u = -(’M/)d} Y(t})

4 .
A (167)

l1a Gnica cantidad dificil de evaluar a

En estas expresiones,
es el valor medio <u7ﬂ2, que

fin de convertirlas en cerradas

'obtendremos utilizando (161). Si nos quedamos en el orden ce-

ro en & se obtienen las ecuaciones macroscdpicas de evolu-

cidn

B RN
d lxy = w3 |
H# (168)
'3“_ wy = - Wl)- revy
: (169)

las fluctuaciones en el orden mas bajo,
Lo . En este caso

Estudiemos el efecto de

o sea analicemos las correciones de orden
. oo

—

(’N> (’l('% = o |ds /a[«dv/j /)Z(/J& <X>}§/lf-(¢>/
(170)

rE
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Para analizar el segundo miembro de esta expresidn consi-

deremos el desarrollo

Ul)= U'lsy) + U /ZV%)()(-(A’ 4 U"lex >}(x (x)) +-
(171)

que introducido en (170) da

<u'> (w) = X / f/&w j /ukx>}+z(’/<r>//x-<xgjf / Sh-0y) S /ww}

o2 (ne1)
= 2(”’/(x%}((x—<x%)2> z -—I-,- U (<">) ((V'("” >
cooes - (172)
donde hemos tenido en cuentaAqué> G+u)&’<¢%)=
Los valores medios < (x-¢<%) >€"dados por
k / )
o'y = s mw/ﬂg W - <x>)/J&-<w>) 5Vo-cos,
¢
j (173)

_son momentos de orden’ h de la distribucidén f(t). A
continuacidn vamos a demostrar que se anulan para h>»3 en
el orden &« ., Con ésto pondremos de manifiesto que, en
la aproximaciédn Mafkoviana, los cumulantes de orden superior

al segundo corresponden a’poteﬁcias superiores de «

e
De la definicidn de 9, v Q+H) se deduce que

90+&7’é/6, = ?_é. a_é__ ;
ox IXhee txey

.-'[u’/x)m] 9_6.-_(/9_5) ~ =9‘;*[a-§/,9;,/'

(174)
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Donde G (x,v) viene dado por

26 ’
X + 2. L
62/""’7 (ax/-<x> 90/,(:40" (175),'
V-(u) vz god .
Actuando con (P'(¢) sobre (174) resulta
Pl w6 = [x- <x>) (ww w) 96 ] |
oo PALLE Oed o v
+ (v,— (w%,) [’an Yu} Ci G/ .
?x)(f ; 2" ,(:(Y}t,‘ U‘:(V‘% . ) (]76)

Expresiones de este tipo son las que aparécen dentro de la
integral temporal de (172) due, recordemos, han de evaluar-
se en el orden cero de « . Pero en este orden (x5 ,<vX
vienen determinadas por (168) y (1639). Por otro lado, la
hipotesis Markoviana implica que,‘dentro del integrando,

se cumple que

f‘(uz ko 4 é[u’(&g)ﬁw%]w ~ para é(éf
(177)

anulandose el integrando para t > te
Por lo tanto, la expresién (176) da una contribucidn pula_

cuando se introduce en (172). Si consideramos el desarrollo

*

j *fs)= 4+5 9: @)+ ’_j, 9:6\77{}9‘,7‘4?*/£}+
0 2! -
| (178)

el resultado que acabamos de obteﬁer implica que se pueden ell
“minar todos los a+ﬂ) excepto el primero que aparece por la

derecha de cada sumando. Es decir,
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jj*[s) G =[/+ s @' +_>'_:_ @,+90+4’7f}+---/6
[ 2!

£
[G‘Q/ku}/] + G, (%)

(179)

- h
Si tomamos G= (x-<xy) es G.lxv) =0
de (173):

y. resulta

:9+
{ - =) > /f‘xd«r[ (x_<x>e)l‘] Jle-eey) 8" (o-coy)

(180)

El paso de la primera a la segunda igualdad se realiza usan-

do las propiedades de la distribucidn de Dirac -y de sus de-
rivadas.

+
: 'Y
Analicemos los distintos términos del desarrollo de °

4 k-
90+ &'(Y%) = ll v (Z-(X%_) ./
2 ' k- ‘ h-
8 o) = M) v G-0xy) C (g e vo) b )

% e (“%)k’- Iedled) o7 (s “%.)H— (s 1) o) G-c3) ™
- [@: /lelxh—)’v}]‘lt (Y—(?}‘_)A-I - [u’/x)‘*,)r‘,‘)l'v (Jl—‘(x%,}vhib,

Teniendo en cuenta que a todas estas expresiones al introdu-

~
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cirlas en (180) hay que aplicarles el operador %1-;—5_- por
la izquierda, as? como la relacidén (177), se ve que todos

los términos son cero si h 3 3. Esto es,

< ()(- <’.‘>e)l' >€ =0 para hy 3

(181)

A partir de este résultado y de (166), (167) y (171) se

encuentran las ecuaciones renormalizadas hasta el orden « ,

oy = v
€ ¢ (182)

oy = -y - Wley) - L u"leny) «xy .

La expresién «\‘l»e = <(""4">¢)z>€ es como minimo.de orden

& . Este cumulante da cuenta del efecto de.las fluctuacio-
nes en la é'prox‘imacién Markoviana. Observemos que la renor-
malizacidén se debe a la no linealidad de U'(x). Si la fuerza
externa fuese. lineal las fiuctuacionesbno “influirian en ab-

soluto en la evolucidn dindmica de los valores medios.

Tratemos de encontrar a continuacién una expresidn para

! los cumulantes. Directamente a partir de la ecuacidn de Fo-

kker-Planck se obtiene

——

d ((x2>>é - -Z(()(v))% “(18’-&)

-

& @rody s duthy Yy - Lheoq)uloy

(185)



d sy = -2 (ly) WAIY - 2T Loty + 2w
A E ‘,

(186)
donde :
oy = Oovdy = O (187)
P4
Wody = iy -
v i - < (188)
Ahora bien
L) Wby = JS/&% [i ey ul] Sli-) § (<)
| (189)

[
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Usando nuevamente el desarrollo (172) y el resultado obteni-

do para los cumulantes nos queda, en el primer orden en o

Gy Wy = U'(6q) Lxlsy

(190)
Analogamente se obtiene que
I - "
(@)‘-(v}t)‘b(/x)% = Y /(x%) ((xu»f
' (191)
con lo que resulta que "los cumulantes satiéfacen_el sis-
tema cerrado de ecuaciones lineales
é( Exty = X ((XU‘)) -
/e _% | L€ (192)
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d Cerdy = -2("/(!(%,} ((‘x‘}% -7 ((w})6 + ((u’)%

/3 (193)
:&J_ @ty = =L U(ey) &xody ~r &R 4 2
- (194)

donde (x% es la solucidn de las ecuaciones macroscdpicas

(168) y (169). ’

El conjunto de ecuaciones pafa los valores medios y los cu-
mulahtes que hemos obtenido son equivalentes a las obtenidas
por los métodos fenomenolégicos de van Kampen y de KUb027).

A consecuencia de la no linealidad dei sistema, las fluctua-
ciones vy 165 valores medios‘evolucionan,influenciandose mu-
tuamente. No es posible deslfndar la evolucidn de las fluc-

tuaciones de la evolucidén de los valores medios, ni viceversa.

En la llamada aproximacidn lineal o Gaussiana de los sis-
temas no lineales, lo que se hace es despreciar el efecto
de las fluctuaciones sobre la evolucién de los valores medios.
Pero incluso en tal aproximacidn, la evolucibén de los cumu-
lanteé_en un sistema descrito por una ecuacién de Fokker-Planck
lineal es distinta de la evolucidn de los mismos en un siste-
‘ma no lineal. En aquél, 1os cumulantes son independientes
del estado macroscdpico y dependen s6lo de la magnitud de la
constante de'difusién, mientras que en éstos, el estado .ma-
croscbpico influye so%re ‘los cumulantes - a través de la no

linealidad de la fuerza externa.

Nuestro esquema de aproximaciSn se basa en la hipdtesis
Markoviana (159))que puede parecer demasiado fuerte, Sin em-

bargo los siguientes comentarios han de tenerse en cuenta.

(1) La hipdtesis. se hace sobre las fluctuaciones alrede-
dor del comportamiento renormalizado y no sobre la evolucidn
que el sistema tendrfa si no hubiera fluctuaciones. Esta es

una diferencia importante con otros métodos.-
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(2) Es claro que, incluso para situaciones estables, la

. -

hipdtesis s6lo se cumple para cierta clase de fluctuaciores

iniciales, como ya hemos sefialado anteriormente.

(3) En cualquier caso, la hipdtesis Markoviana estd im-
plicita en otras teorfas menos fundamentales, que han resul-
tado ser muy Gtiles en cdlculos explicitos. El hecho de
que nhuestras ecuaciones de evolucidn coincidan con estas teo?
rfas no es sorprendente en absoluto, ya que en el '1Tmite de |
sistemas muy grandes, que es considerado, por ejemplo, en la
demostracion de Suzuki de la propiedad de extensividad, las
fluctuaciones alrededor del valor medio, es de esperar que

sean pequefias y de corta duracién.

(4) Sin embargo, de acuerdo con la teorfia désarro]lédalen
esta memoria, las ecuaciones de tfansporte son validas después
de un (cofto) periédo de tiempo transitorio. Esto.significa
que@ en general, las condiciones iniciales que se deben consi-
derarval.resolver las ecuaciones de transporte renormalizadas
"no son las condiciones iniciales reales del sistema, sino cier:
tas condiciones post-iniciales. La situacién es andloga a la-

que se presenta en la TeorTa Cinética de los Gases.
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CONCLUSIONES

1. Hemos realizado una revisidn critica de las principales
teorfas estocisticas existentes para el estudio de fendmenos
de transporte en sistemas no lineales. En particular, se
han analizado las teorias de ZwaﬁZig(basada en un desarro-
1lo alrededor del equilibrio), van Kampen (basada en una ex-
tensidn al no equilibrio del teorema del iTmite central) vy
Kubo (basada en una hipétesié de extensividad). Aunque las
teorfas coinciden cuando se reducen a un ITmite comin, su
justificacidn 5616 es posible dentro de un marco mas funda-
ﬁental.v ‘ '

2. Utflizandc un modelo sencillo, hemos demostrado.como en
ciertos casos un sistema alejado del equilibrio puede des-
cribirse mediante una.ecuapién de Langevin no ]ineél.( Esta
ecuaé(én la hemos deducido a partir de una descripcidn Hamil-
-toniana'del sistema. También hemos realizado un estudio pa-

ralelo para la ecuacidn de Fokker-Planck.

3. Una vez justificado.el uso de la ecuacidn de Fokker-Planck,
hemos abordado el problema de obtener a partir de ella ecuacio-
‘nes renormalizadas de transporte para las variables relevantes
~del sistema. Siguiendo las ideas.implfcftas en los trabajos
de van Kampen y Kubo, hemos introducido un estado de referen-
cia correspdndiendo a un estado sin fluctuaciones. El estado
real del sistema se ha expresado entonces en una forma pertur-
bativa alrededor del estado de referencia, utilizando para
ello técnicas de operadores de proyeccién dependientes del

tiempo.

L. La ecuacidn formal y exacta obtenida por el procedimiento
anterior se ha particularizado para el limite de ripido decai-

miento de las fldctuaciones y un cierto tipo de condiciones

-
iniciales. La ecuacidén resultante es Markoviana y cerrada en

-
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las variables relevantes, es decir, se trata de una ver-

dadera ecuacidn de transporte.

5. A fin de comparar con las teorias fenomenologicas .

se han considerado los primeros ordenes de la ecuacidn

de transporte en la constante de difusion del sistema.
Los resultados obtenidos concuerdan con los que se obtie-
nen utilizando las teorias de van Kampen y Kubo. Una
conclusidn importante de ello es que, al contfafjo de

lo que han mantenido algunos autores, dichas teorias
asumen de un modo implicito un limite Markoviano y wunas

ciertas propiedades de las condiciones iniciales.

6. En las proximidades de un punto critico es de
esperar que el desarrollo en la constante de difusidn
no sea lfcito. Sin embargo, es posible que el limite de
Markovianizacién sfga llevando a resultados relevantes.
En cuélquier caso, creemos que nuestra ecuacidn formal
de evolucidn constituye el punto de bartida adecuado
para la obtencidn de ecuaciones renormalizadas de evo-

lucidn en cada una de las situaciones posibles.

7. A pesar de lo dicho en el parrafo anterior, no hay
.que olvidar la posibilidad de modificar el estado de re-
ferencia. Este puede ser el camino para entender sobre
una base microscopica la denominada aproximacién de
Smoluchowski, basada en una separacidn de las varia-
bles del sistéma en dosfgrupos, caracterizados por
tiempos de relajacidn de digtintos ordenes de mag-

nitud.
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