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INTRODUCCION

Cuando, en una situacién real, escogemos una decisiéon de un conjunto de posibles decisio-
nes D, optamos por el resultado r(d) que esa decisién producird cuando sea implementada.
Asi,

= al escoger un modo de “cortes por guillotina” en un sistema productivo, nos conduce

a unos ciertos patrones ttiles y un cierto material de desecho.

= al escoger entre ciertas cantidades de valores de bolsa, tenemos un porcentaje de

participaciones de las empresas que sustentan dichos valores.

= al decidir por un tipo de organizacién de la produccion a lo largo de un cierto periodo

nos produce unas ciertas cantidades de bienes a lo largo de dicho periodo.

Para la eleccion de una decision del conjunto D debemos de tener un cierto conocimien-
to sobre los resultados de estas decisiones para saber cuando una eleccion es mejor que
otra. Pero esto no es facil, pues los resultados, a veces, son complejos para su comparacion
directa.

En este trance, la teoria de la utilidad trata de asignar valores numéricos a los resul-
tados, u(r(d)) 2 u(d), de modo que si una decisién d; se considera mejor que otra da,
dy > dy, entonces su utilidad sea mayor, u(d;) > u(dz).

Este camino no es facil de establecer, aunque es el mas empleado ya que siempre
se pueden encontrar procedimientos de valoracion numérica de los resultados haciendo

valoraciones globales sobre ellos.



Asi, en la decisién de los “cortes por guillotina”, podemos valorar los resultados en
razon a la pérdida econémica que nos supone una cierta cantidad de material de dese-
cho. En la cartera de valores podemos tomar como valor la esperanza personal que nos
produce nuestra inversion, a tenor de los posibles rendimientos que nosotros asignamos a
las diferentes empresas. Mientras que el valor de la produccién puede hacerse a través de
la valoracién actual que damos a los diferentes productos que se obtengan a lo largo del

periodo.

Pero estos procedimientos pueden no estar totalmente de acuerdo con los deseos sobre
los resultados que tenga el decisor, pues puede ocurrir que un resultado tenga un mejor
valor que otro, y sin embargo el decisor no pueda afirmar que prefiere uno a otro, ya que

en unos aspectos prefiere uno y en otros prefiere otro.

Por ello, puede ser mas interesante valorar los resultados en espacios mas generales que
la recta real que nos permitan recoger mejor las preferencias que el decisor tiene sobre los
resultados. Estos espacios estan dotados de un orden parcial que nos permite decir si unos
resultados son mejores que otros, pero que entre algunos resultados no podemos afirmar

cual de ellos es mejor.

En este caso las valoraciones de los “cortes por guillotina” podemos darlas a través
del niimero de los distintos patrones que produce, asi como la cantidad de material de
desecho. La valoracién, entonces, se hace a través de un vector del espacio euclideo R¥. Si
consideramos el caso de la cartera de valores seria mejor representarla por una variable
aleatoria que indicara los posibles valores que podamos recibir, asi como las probabilidades
que suponemos que determinan dichos valores. En este caso el espacio de valoracion seria
el espacio de las variables aleatorias. Finalmente, la produccién a lo largo de un cierto
periodo vendria dada por una funcién f(¢) que nos indica la produccién que tenemos en

cada instante del periodo y cuyo espacio de valoraciones es un espacio funcional.

Légicamente, a medida que la representacion de las valoraciones tenga unos elementos
incomparables entre si, mayor debe de ser el nimero de posibles mejores decisiones, lo
que puede considerarse como un inconveniente. Pero constituye un reflejo de que, en la

realidad, las diferentes alternativas no pueden descartarse por no tener peores resultados.

Esta es la causa de intentar emplear una funcién de valor numérico, pues en este caso
siempre existird una mejor decision, y si existen varias todas son equivalentes respecto del

valor. No obstante, por hacer mas facil la decisién no podemos valorar mal las decisiones.

Somos conscientes de que si el decisor incorpora suficiente informacién sobre las deci-
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siones para poder producir un orden total, tendremos soluciones 6ptimas aceptables, pero
cuando no podamos obtener mas que un orden parcial, el conjunto de los maximales de
este orden también representan las mejores acciones, ya que no puede saber como esco-
ger entre ellas. En un espacio parcialmente ordenado, podria ocurrir que las decisiones
particulares que tenemos las podamos ordenar totalmente. Lo que no podemos hacer es

transformar los valores, pues la compatibilidad de los 6rdenes es en un solo sentido.

Como conclusiéon llegamos a que las valoraciones de las decisiones se deben de hacer en
el espacio en que podamos mejor recoger los deseos del decisor. No podemos forzar “por
comodidad operativa” el espacio de valoraciones, ya que eso nos llevaria a un gran error
al no reflejar los deseos del decisor.

Y debemos de recordar que independientemente de la valoracién de las decisiones,
siempre es posible escoger entre ellas las mejores, aunque este concepto de mejor sea algo

diferente en los érdenes parciales que en los 6rdenes totales.

Lo que afirmamos para el proceso general de decision, sirve también en teoria de juegos.
Asi, en teoria de juegos cooperativos, la funcién caracteristica toma valores en la recta
real para indicar la fuerza o potencia de las coaliciones, pero puede que esto no sea
siempre posible y tener en muchas situaciones que valorar las coaliciones sobre espacios

parcialmente ordenados.

Habiendo valorado los resultados y habiendo tomado una decisiéon d* como la mejor,
no quiere decir que el resultado de dicha accién r(d*) tenga por valor v(r(d*)), puesto que
esto es lo que nosotros le hemos asignado. Lo que realmente ocurre es que implementando
d* obtenemos como recompensa r(d*).

Si esta decision d* es llevada a cabo por un conjunto N = {1,...,n} de decisores,
debemos de discutir cémo va a ser repartido el resultado entre los diversos agentes.

No obstante como, generalmente, esto no es posible, lo que se hace es repartir la
valoracion del resultado, entendiendo que el valor que asignamos del mismo a cada agente
tiene la misma interpretacién que dabamos a la valoracién de las decisiones.

Lo que es incongruente es valorar las decisiones con un procedimiento y hacer repartos
sobre otros tipos de valoraciones, ya que se supone que las valoraciones asignadas a los
agentes son similares a las dadas a las decisiones (Ver [5]).

También hay que hacer notar que aunque no hemos repartido el resultado entre los
agentes, y consecuentemente ningin agente puede verse como dueno de parte del mismo, si

que cualquiera de ellos puede valorar su participacién, e incluso puede traspasar o vender
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su parte a otro agente.

Esta memoria esta dedicada a un caso particular de los procesos de decision en los que
hay varios decisores en competencia y en el que los pagos de los resultados estan valorados

vectorialmente, situaciones conocidas como juegos vectoriales (Ver [9], [42] y [43]).

Nosotros consideramos el estudio de estos juegos en el caso en que los pagos se hagan

de una forma cualitativa que serdn denominados juegos simples vectoriales.

La teoria de juegos ha estudiado estas situaciones sélo en los casos en que las cualidades
son dicotémicas bajo el epigrafe de juegos simples. Tradicionalmente, se ha tomado como
valor de una coaliciéon 1 o 0, segiin obtenga o no el objetivo pretendido. Las coaliciones
que tienen valor uno reciben el nombre de coaliciones ganadoras y las que tienen valor cero
perdedoras. Sin embargo, los juegos simples constituyen una simplificacién de la realidad,
en el sentido de que, en cualquier situacién de la vida real los jugadores se encuentran
confrontados no ante un objetivo de tipo cualitativo, sino frente a varios objetivos de
este tipo. En esta nueva situacion, una coalicion cualquiera alcanzard una parte de estos
objetivos, por lo que las coaliciones se clasifican en varios tipos de familias. Este es el
caso, objeto de nuestro estudio, al que llamaremos juego simple vectorial, reservando, por

tanto, el nombre de juego simple escalar para el modelo clésico.

Destacamos que estos juegos son introducidos por primera vez, por lo que no existen
referencias en la literatura a los mismos, siendo los referentes que manejamos los que se

hacen en relacién con los juegos simples escalares.

En el Capitulo 1 se dan las definiciones basicas y distintos ejemplos de juegos simples
vectoriales. Los juegos valoran las coaliciones segin k criterios. Los juegos que nosotros
estudiamos al ser cualitativos valoraran las coaliciones segiin una k-upla de ceros y unos,
la cudl es conocida como patrén de la coalicién. Estos patrones (o coaliciones) se agrupan
en clases que constituyen el eje central de estos juegos y vienen a extender la clasificacion
dicotémica (clase de coaliciones ganadoras y clase de coaliciones perdedoras de los juegos
simples clasicos). Ademés la agrupacién de patrones en clases puede realizarse de muchas
formas, por lo que es necesario establecer la clasificacion para definir el juego simple vecto-
rial. De ahi que un juego simple vectorial esté determinado por un conjunto de jugadores
N, k criterios y una clasificacién. Un caso especialmente importante lo constituyen los
juegos simples vectoriales mondtonos, los cudles son de gran aplicacion en los sistemas
de votacién. Estos juegos presentan la particularidad de que coaliciones mas grandes (o

la ampliacién de coaliciones) consiguen mas criterios, por lo que la mayor parte de esta
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memoria esta dedicada al estudio de estos juegos.

Cuando los criterios pasan a ser “pertenecer a una clase determinada’, tenemos la
forma canonica del juego simple que utilizaremos a la hora de estudiar los indices de los
jugadores. Por iltimo, comprobaremos que la familia de juegos simples vectoriales tiene la
estructura de reticulo distributivo y veremos que tiene dos bases que son de gran utilidad

en el desarrollo de la teoria, la de los juegos de unanimidad y la de los juegos de identidad.

En el Capitulo 2 estudiamos juegos simples asociados a un juego simple vectorial
que resultan de hacer operaciones de agregacién de clases por unién o interseccién y/o
marginalidad y establecemos la relacion entre la composicion clésica de juegos simples
escalares y el juego simple vectorial que resulta de la composiciéon de dichos juegos simples
escalares. Como caso particular, prestamos especial atencién al juego simple vectorial
multicameral que por operaciones de agregaciéon y marginalidad respecto a sus clases

produce los distintos sistemas multicamerales, de los cudles citamos algunos ejemplos.

En el Capitulo 3 definimos los diversos tipos de coaliciones y jugadores. Hacemos
una clasificacién de los juegos y vemos su caracterizacion. A continuacion, estudiamos la

importancia de los jugadores de un juego simple vectorial.

En el Capitulo 4 se aborda el problema del reparto de los beneficios entre los jugadores
de los juegos cooperativos, reparto que en este caso es del tipo conjunto. En particular,
estudiamos el core y llegamos a que existen dos tipos de core, el core de preferencia y el
core de dominancia, el primero de los cudles no esta vacio si existe, al menos, un jugador
veto en cada una de las clases del juego y el segundo si existe, al menos, un jugador veto en
cualquiera de las clases. También estudiamos el core en las operaciones de agregacién y/o
marginalidad efectuadas con las clases y llegamos a que el core del juego simple marginal
correspondiente a la unién de varias clases no esta vacio si existen jugadores vetos comunes
a todas ellas y a que el core del juego simple marginal correspondiente a la interseccion

de varias clases no esta vacio si, al menos, una clase tiene un jugador veto.

En el Capitulo 5 vemos que al igual que un juego simple escalar admite una repre-
sentacién ponderada a través de un juego de mayoria ponderada o de un juego de vector
ponderado, también un juego simple vectorial admite una representacién ponderada que,
al igual que en el caso escalar, nos permite repartir el valor del juego entre los jugadores
en base a sus pesos. Continuamos viendo las relaciones entre los jugadores de un juego

simple vectorial, tanto en su forma canénica como en su expresion ponderada, respecto a
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una clase o a varias clases y el orden que entre ellos puede existir, asi como la resistencia
a cambios.

Debemos de hacernos también la pregunta de si cualquier juego simple vectorial puede
ser representado mediante una expresion ponderada, pues de este modo podremos siempre
indicar el valor de un jugador a través de las ponderaciones del juego. La respuesta
la damos mediante una extension del clasico teorema de Taylor, el cudl, en este caso,
nos permite contestar afirmativamente a la pregunta anterior, ya que podemos siempre
construir, usando dicho teorema, una forma ponderada asociada al juego simple vectorial
considerado que nos da, ademas, una cota superior de la dimensién que de dicha extension
pueda tener. Finalmente, estudiamos las consecuencias de este teorema para los juegos

marginales de la agregaciéon de clases.

En el Capitulo 6 se tratan las formas de reparto definidas a través de los valores asocia-
dos a un juego. Damos la definicién de valor asociado a juegos cooperativos que toman
valores en espacios vectoriales generales, definiendo en ellos los axiomas y principios que
los jugadores pueden aceptar.

En estos espacios vectoriales puede que exista una base o no. En el caso en que no existe
no podemos seguir el conocido razonamiento de Shapley, razon por la que caracterizamos el
valor de Shapley usando la idea de justicia de Myerson. Sin embargo, como en los juegos
cooperativos vectoriales conocemos bases de juegos de unanimidad sobre los diferentes
criterios, seguimos el citado razonamiento que, ademas, generalizamos al caso de espacios
vectoriales que dispongan de una base aunque haya que extender el axioma de linealidad.
Establecemos ademas los conceptos clasicos de potencial y sus consecuencias para los
juegos cooperativos.

En la misma linea, definimos para los juegos simples vectoriales los indices de Shapley-
Shubik y Banzhaf, asi como dichos indices sobre clases agregadas.

Finalmente, introducimos brevemente el concepto de semivalor para englobar ambos
indices en un concepto comun, dejando un tratamiento detallado de estos semivalores
para un estudio posterior y terminamos el capitulo viendo cémo estos indices pueden ser

calculados a través de las extensiones multilineales.
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Capitulo 1

JUEGOS SIMPLES VECTORIALES

1.1. Introduccién

A lo largo de esta memoria vamos a ver situaciones de la vida real que pueden ser
modeladas por un tipo particular de juegos, que llamaremos juegos simples vectoriales.

Nuestro objetivo serd el estudio matematico de dichos juegos.

Sabemos que un juego cooperativo es una situacién derivada de una actividad en la que
los elementos o actores que intervienen (los jugadores) persiguen alcanzar un determinado
objetivo mediante la colaboracién entre ellos, pues de esta forma tienen mas posibilidades
de conseguirlo que si actian individualmente. Esta colaboracién se manifiesta a través de
asociaciones o coaliciones. Por tanto, un juego cooperativo es modelado por una pareja
(N,v), dénde N = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores que intervienen en el proceso
y v, conocida como funcién caracteristica, asocia a cualquier coalicién S de jugadores,
S C N, un valor que indica lo que puede conseguir si todos sus miembros deciden cooperar.
En el caso en que se forma la gran coalicion porque, por las caracteristicas del juego, todos

deciden cooperar, obtienen v(XV).

Muchas situaciones de la vida real son susceptibles de ser estudiadas como juegos coope-
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12 CAPITULO 1. JUEGOS SIMPLES VECTORIALES

rativos. Los jugadores que intervienen pueden ser personas, organizaciones, instituciones.
Una Mancomunidad de Municipios puede verse en algunas circunstancias como un jue-
go cooperativo. Asociandose todos o parte de ellos con el fin de realizar tareas en comun
tales como construir una potabilizadora de agua de mar, situar un vertedero, asequrar el
servicio de limpieza, etc, conllevan unos determinados costes (la proximidad o lejania de
los centros urbanos, el menor impacto ambiental posible, etc) y beneficios (el ahorro que
significa para cada municipio un desembolso menor), lo que permite valorar las coalicio-
nes que puedan formarse de acuerdo a la consecucion de los objetivos. El valor de una
coalicion es la cantidad minima que puede obtener la coalicion si todos sus miembros se
asocian para trabajar en equipo. Y v(N) serd el valor a repartir entre todos los municipios

st todos se asocian en la Mancomunidad.

Generalmente, las situaciones de cooperacion se producen cuando el objetivo a conse-
guir es cuantitativo y ello se ve reflejado en los valores que toma la funcién caracteristica.
No obstante, existen situaciones importantes en las cuales las valoraciones de los objetivos
solamente pueden hacerse de un modo cualitativo. La teoria de juegos ha estudiado estas
situaciones en los casos en que las cualidades son dicotémicas bajo el epigrafe de juegos

simples.

Este es el caso de un parlamento en el que se vota la aprobacion de una ley por mayoria
simple. Una coalicion de parlamentarios es ganadora si consigue la mitad mds uno de los

votos. Cualquier coalicion ganadora permitird la aprobacion de la ley.

Tradicionalmente, para poder estudiar estas situaciones, se ha tomado como valor
de una coalicién 1 o 0, segin obtenga o no el objetivo pretendido. Las coaliciones que
tienen valor uno reciben el nombre de coaliciones ganadoras y las que tienen valor cero

perdedoras.

Sin embargo, los juegos simples constituyen una simplificacién de la realidad, en el
sentido de que, en cualquier situacién de la vida real los jugadores se encuentran con-
frontados no ante un objetivo de tipo cualitativo, sino frente a varios objetivos de tipo
cualitativo. Este es el caso, objeto de nuestro estudio, al que llamaremos juego simple

vectorial, reservando, por tanto, el nombre de juego simple escalar para el modelo clasico.

En el caso escalar, consideramos un objetivo tinico de tipo cualitativo. Las coaliciones
podran alcanzarlo o no. Si una coalicién consigue alcanzar el objetivo, serd una coalicién

ganadora y en caso contrario, perdedora. De ahi que todas las coaliciones posibles quedan
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englobadas en dos familias, la de las coaliciones ganadoras y la de las perdedoras.
En el caso vectorial, al considerar varios objetivos de tipo cualitativo, una coalicion
cualquiera alcanzara una parte de ellos, por lo que las posibles coaliciones se clasifican en

varios tipos de familias.

Consideremos los miembros de una corporacion que deben aprobar o no la gestion de
dos directores generales. Cada miembro puede votar a favor o en contra de cada uno de
ellos. Una coalicion cualquiera puede aprobar la gestion de uno de ellos, de los dos o de

ninguno, por lo que las coaliciones se agrupan en cuatro familias.

1.2. Definiciones basicas

Sea N un conjunto finito de elementos llamados jugadores y supongamos la existencia
de k objetivos O; sobre P(IN), en el sentido de que para todo subconjunto S de N, llamado
coalicion, podemos medir cada objetivo en una escala normalizada del 0 al 1.

Usamos los puntos del hipercubo unidad k-dimensional [0, 1]* como valoracién de los
objetivos por parte de una coalicion.

De esta forma se ha definido la aplicacién gg que asocia a cada coalicion una k-upla,
6:P(N) —[0,1)*

Definicién 1.2.1 Un juego vectorial de k objetivos normalizados es un par (N, (5), donde
N es el conjunto de jugadores y gz\g la funcion, gz\g : P(N) — [0,1]%, que asocia a cada

coalicion una k-upla del hipercubo k-dimensional unitario.

Por tanto, cuando los objetivos son de tipo cuantitativo, las coaliciones se valoran en
cualquier punto del hipercubo unitario k-dimensional, ya que cada objetivo admite valores
desde 0 a 1. Pero, si definimos objetivos de tipo cualitativo, que en lo sucesivo llamaremos
criterios, las coaliciones se valoraran en los vértices del hipercubo, ya que cada criterio sélo
admite los valores 0 6 1. Entonces, el juego vectorial resultante se llamaré juego vectorial

de k criterios.

Definicién 1.2.2 Un juego vectorial de k criterios es un par (N, ¢), siendo N el conjunto
de jugadores y ¢ la funcion, ¢ : P(N) — {0,1}*, que asocia a cada coalicion una k-
upla, cuyos unos indican los criterios C1, Cs, ..., Cy. que la coalicion verifica y los ceros los

criterios que no verifica.
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El juego vectorial de k criterios se puede definir partiendo de un juego vectorial. Definimos
para ello unos criterios C; a partir de los objetivos O; estableciendo unos niveles o goals
¢; en los O;. De este modo, una coalicién S verifica el criterio C; si el valor del objetivo

O; de S supera o iguala el nivel ¢; y no verifica C; si no supera el nivel:

[95(5)] > = [¢(9)), =1 , S verifica C;

[¢(S)]i <¢ = [¢0(9)];, =0 , S no verifica C;
Ejemplo 1.2.1 FEl juego de votacion simultdnea de varios candidatos
Sea un sistema de votacion mailtiple formado por n electores y k candidatos. Cada
elector puede votar a k' candidatos, k' < k (emite a lo mds un voto por candidato).
Cuando cada votante de una coalicion S emite su voto y se procede al recuento de votos
de todos los miembros de la coalicion, resulta que el candidato 1 ha obtenido ny(S) votos,
el candidato 2 ns(S) votos, etc.

Entonces, podemos definir la funcion ¢ como

nl(S)
vse (), )= | " | B wn n(s) <k xs y{ifdtﬁ;(i);”“)

Los valores asi obtenidos son elementos de R* y definen un juego vectorial k-dimensional
(N, ¢E) St normalizamos dichos valores dividiéndolos por el niumero de votos emitidos,
obtenemos el juego vectorial normalizado (N, gzvﬁ)

A partir de este juego vectorial normalizado se puede definir un juego vectorial (N, ¢)

de k criterios, definiendo una funcion
¢:P(N) — {0,1}*
sin mas que establecer condiciones sobre los n;(S), dando lugar a criterios u objetivos de

n

tipo cualitativo. St x 100 > ¢; %, la componente correspondiente de ¢ es 1 y si no,

0.
En el estudio que sigue nos referiremos exclusivamente a los juegos vectoriales de k crite-
rios.

Entenderemos por clasificacién sobre P (V) toda agrupacién de las 2™ — 1 coaliciones

en r familias o clases, {Uy, Uy, ..., U, }, de modo que la unién de todas ellas coincide con
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P(N),
v =Pw)
i=1
Cuando las familias que definen la clasificacién son disjuntas dos a dos,
UiﬂUj:(Z) ‘v’i,jzl,...,r Z#]

la clasificacién se llama particién.

Las clasificaciones {Uy, Us, ..., U, } sobre P(N) pueden definirse de dos formas:

. « . . . * .
1. Mediante condiciones sobre los criterios , {C, Cy, ..., Ck }, que deseamos que verifique

cada familia U;.

Si estas condiciones sobre los criterios llevan implicita la idea de “a més, mejor” las

clases se denominan positivas, U, y, en caso contrario, negativas, U, .

2. Mediante sus patrones, entendiendo por patréon P; de una clase U; el conjunto de

k-uplas que son iméagenes por ¢ de las coaliciones que integran la clase.

Hay que hacer notar que lo mismo que las clases no tienen por qué ser disjuntas, tampoco
tienen por qué serlo los patrones que las definen. Los patrones de las clases seran disjuntos
si la clasificacion es una particion.

Tampoco la familia de patrones tiene por qué recubrir el hipercubo unidad,
JP: < {0,1}"
i=1

solo lo recubrird en el caso de que la aplicacién ¢ sea sobreyectiva.

Cuando un patron P; viene dado por una lista grande de k-uplas, comprobar si una
coalicion estd en U; es mas complicado de hacer que ver si la coalicion verifica las condicio-
nes que definen U;. Pero, a veces, el conjunto de patrones puede ser representado por sus
elementos maximales (o minimales), por lo que serd muy sencillo comprobar si la k-upla

correspondiente a una coalicién precede (o sigue) a un elemento maximal (o minimal).

Ejemplo 1.2.1 Votacién simultidnea de varios candidatos (Continia)
Sea un caso particular del juego de votacion mailtiple de varios candidatos compuesto
por un conjunto N de 100 electores y cinco candidatos. Cada elector emite un voto en el

que pueden aparecer 8 nombres como maximo. Es decir, n = 100, k =5 y k' = 3. Un

(S
candidato es elegido si obtiene 51 % votos o mds (n (%) x 100 > 51 %).
n

* .z . . . . . . . . . . 7
También se pueden definir clasificaciones para los juegos vectoriales con objetivos cuantitativos, sin mas que establecer

condiciones sobre ellos.
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FEste es un juego de votacion en el que cada elector emite un voto (Wi, Wig, Wiz, Wi, Wis),
5

siendo w;; cero o uno y E w;; < 3.
Jj=1
Podemos considerar cinco criterios: {C1}, i € {1,2,...,5}. El criterio C; se alcanza
cuando el candidato © obtiene 51 votos o mds.
La funcion ¢ hace corresponder a cada coalicion S una 5-upla de ceros y unos. Si S

fuera una coalicion para la que sdlo ny(S) > 51 y n5(S) > 51, entonces
#(S) =(0,0,0,1,1)

Al walorar todas las posibles coaliciones de electores, tenemos un juego vectorial de b
criterios (N, ¢).
Las labores encomendadas a estos candidatos nos permiten definir la clasificacion si-

guiente, formada por tres clases positivas y una negativa

1. La clase Uy de las coaliciones que verifican los tres primeros criterios o los dos
primeros y el ultimo. Su patron es Py = {(1,1,1,0,0),(1,1,0,0,1)}.

2. La clase Uy de las coaliciones que verifican el cuarto y el quinto criterios. Su patron
es Po = {(0,0,0,1,1)}.

3. La clase Us de las coaliciones que verifican los criterios 2y 4 y 3 y 4. Su patron es
P; ={(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}.

4. La clase Uy (residual) del resto de las coaliciones. Su patrén es
P, ={(0,0,0,0,0),(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),
(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1),(1,1,0,0,0), (1,0,1,0,0),
(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1)}

Ejemplo 1.2.2 (Cooperativa industrial) Un conjunto N de 10 individuos con diferentes
cualificaciones profesionales (ver tabla adjunta) desean asociarse para formar una coope-
rativa industrial. Cada cooperativa puede cubrir los siguientes campos: mecdnico, eléctrico,

chapa-pintura y venta-almacén.
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Cualificaciones de los individuos

Mecanica | Eléctrica | Chapa-pintura | Venta-almacén
1 T
2 T x
3 x x T
4 x
5] x
0 T T x
7 x
8 T
9 T x
10 T T

y los criterios que se adoptan para que cada cooperativa ofrezca un servicio son:

1. Ci: reunir, al menos, 4 cualificaciones en mecdnica para poder ofrecer la especialidad

de Mecdnica.

2. Cy: reunir, al menos, 2 cualificaciones en eléctrica para poder ofrecer la especialidad

de Eléctrica .

3. Cs: reunir, al menos, 2 cualificaciones en chapa-pintura para poder ofrecer la espe-

cialidad de Chapa y pintura.

4. Cy: reunir, al menos, 1 cualificacion en venta-almacén para poder ofrecer la especia-
lidad de Venta y Almacén.

La funcién ¢ : P(N) — {0,1}* asocia a cada cooperativa de individuos una cuaterna,

cuyos unos indican los criterios que verifica y los ceros los que no. Asi, para las coopera-
tivas {1,2,4,5} y {1,3,5,6,7}:

»({1,2,4,5}) = (0,1,0,0) »({1,3,5,6,7}) = (0,1,1,1)

La primera reune 2 cualificaciones en mecdanica, 2 en eléctrica y 1 en chapa-pintura,
luego su imagen es (0,1,0,0) y la sequnda reune 3 en mecdnica, 2 en eléctrica, 2 en
chapa-pintura y 2 en venta-almacén, por tanto su imagen es (0,1,1,1). Al valorar todas
las posibles coaliciones, tenemos un juego vectorial de 4 criterios (N, ¢).

La Administracion no permite formar cooperativas que ofrezcan un soélo campo de ac-

tuacion y especifica que las cooperativas que se formen deben ofrecer, al menos:
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1. tres servicios, uno de los cudles debe ser chapa y pintura .

2. tres servicios, dos de los cudles debe ser mecdnica y venta y almacén

mientras que el resto de las coaliciones que pueden formarse no son admisibles.

Tenemos, de esta forma, la clasificacion U = {Uy, Uy, Us}, en la que Uy estd formada
por las cooperativas del primer apartado, Uy por las cooperativas del sequndo apartado y Us
por las coaliciones no admisibles. Notese que las dos primeras clases son positivas porque
al aumentar el numero de empleados de un taller, podrd aumentar el nimero de servicios
que ofrece (nunca disminuir) y la tercera clase es negativa porque al disminuir el nimero
de operarios de una de sus posibles coaliciones, también podrd disminuir el nimero de
servicios que ofrece (nunca aumentar).

Los patrones de las clases Uy, Uy y Us son:

P, ={(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,1, 1)},

P, ={(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)} y

P3 formado por el resto de cuaternas.

Otra Administracion podria autorizar, con los mismos criterios, las cooperativas que

ofrecen, al menos,

.. .. , . ’
1. los servicios de mecdnica y eléctrica (clase Uy).

.. .. . /
2. los servicios de mecdnica y chapa y pintura (clase U,).

. . Ve . Ve /
3. los servicios de mecdnica y venta y almacén (clase Us).

y no autoriza el resto (clase Uy).
Los patrones de las clases Uy, Uy, Us y U, son:
P, = {(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1)},
P, = {(1,0,1,0),(1,1,1,0),(1,0,1,1),(1,1,1,1)},
P, = {(1,0,0,1),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)} y
P, = {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Notese, como en la anterior clasificacion, que las tres primeras clases son positivas y

la cuarta clase negativa, por las mismas razones anteriormente dadas.

1.2.1. Juegos simples vectoriales

Un juego con un solo criterio es conocido como juego simple escalar. En él tenemos,
por una parte, las coaliciones de patrén 1 (o ganadoras) y, por otra, las de patrén 0 (o

perdedoras), quedando agrupadas las coaliciones en dos familias de una forma natural.
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Un juego vectorial de k criterios es un par (IV, ¢) formado por un conjunto de jugadores

N ={1,2,...,n} y una funcién
¢:P(N) — {0, 1}"

que asocia a cada coalicién de P(N) una k-upla que indica qué criterios de los definidos,
C1, Oy, ..., Cy, verifica la coalicion. De esta forma, las coaliciones quedan agrupadas en k
familias, las que verifican el criterio 1, las que verifican el criterio 2, etc.

Pero, para los mismos k criterios podemos adoptar diferentes clasificaciones que, daran
lugar a otros tipos de juegos vectoriales. Dichas clasificaciones pueden venir dadas por

condiciones sobre los criterios o por medio de los patrones que queremos que verifiquen.

De esta forma llegamos a las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.3 Un juego simple vectorial es un par (N, vy ) en el que N es el conjunto
de jugadores y vy €s la funcidn caracteristica que asocia a cada coalicion el conjunto de

clases de las que forma parte.
Vp,U - P(N) — P(U)

siendo ¢ la funcion construida a partir de los k criterios y U una clasificacion definida

sobre ellos.

Por tanto, cualquiera que sea la coalicién S, vy nos indica a qué clases pertenece S.
Un juego simple vectorial se representa por (N,vs ) v la familia de todos ellos por
S (N , U¢’U) .
Sabemos que cada clase U; tiene un patrén P;. Si, en lugar de conocer la descripcion
de las clases, conocemos sus patrones también sabremos cuando una coalicién pertenece

a una clase, por lo que puede darse otra definicion de juego simple vectorial equivalente:

Definicién 1.2.4 Un juego simple vectorial es un par (N,vyp) en el que N el conjunto
de jugadores y vy p €s la funcidn caracteristica que asocia a cada coalicion el conjunto de

clases de las que forma parte.
vgp : P(N) — P(U)

siendo ¢ la funcion construida a partir de los k criterios y P la familia de patrones que

definen la clasificacion U.

En este caso se representa por (N, vsp).
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Ejemplo 1.2.1 (Contintda) A partir del Juego de Votacion Simultinea se puede construir
un juego simple (N, vy ), por el que sabemos a qué clase o clases pertenece cada coalicion.
Por ejemplo, la coalicion formada por 76 electores, 40 de los cudles votan a los candidatos
dos, cuatro y cinco, 16 electores a los candidatos dos, tres y cuatro y 20 electores a los
candidatos cuatro y cinco, tiene por patrdon (0,1,0,1,1) y, por consiguiente, pertenece a la
clase Uy porque supera una de las 5-uplas minimales de su patron, la (0,0,0,1,1), y tam-

bién a la clase Us por superar una de las 5-uplas minimales de su patron, la (0,1,0,1,0).

Ejemplo 1.2.2 (Continda) A partir del ejemplo de la Cooperativa Industrial se pueden
construir dos juegos simples (N,vyr) y (N,vy), en los que cada funcién v nos dice
a qué clase o clases pertenece cada coalicion o cooperativa. Por el primer juego simple
(N,vsv), la cooperativa {1,5,6,9,10} pertenece a las clases Uy y Uy porque su imagen es
la cuaterna (1,0,1,1) que forma parte del patron de ambas. Por el sequndo juego simple
(N,vgy7), la misma cooperativa {1,5,6,9,10} forma parte de las clases U, y Us por la

misma razon.

1.2.2. El juego simple escalar

Son casos particulares de juegos simples vectoriales los juegos simples clasicos.
Un juego simple escalar, (N,v), es un juego simple vectorial,(IN, vy ) , en el que ¢
coincide con v y la clasificacién viene dada por dos familias mutuamente excluyentes,

U = {Uy, Uy}, que verifican
L] U(S) =1 Sel;
= U(S) =0&S¢€ U,

y, por tanto, ) € Uy y N € Uy, es decir v(0) =0y v(N) = 1.

La funcion caracteristica clasifica las coaliciones en dos familias, la familia U; de las
que se aplican en 1 o ganadoras, por lo que en este caso se nota por W y la familia U, de
las que se aplican en 0 o perdedoras, que se nota por L. Es por ello que el juego simple
también se expresa mediante (N, W) o (N, L).

1.3. Juegos simples vectoriales monétonos

El caso mas frecuente, y al que esta dedicada la mayor parte de esta memoria, es aquél
en que el juego es mondtono.

Siguiendo el caso escalar y la naturaleza de las clases, diremos:
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Definicién 1.3.1 Un juego simple vectorial (N,vs ) es mondtono si:

S1CSyyS el =5 €U

S, CSyyS el = S,eUt

Es decir, si una coalicién S pertenece a una clase positiva U;", cualquier supercoalicién de
ella también pertenece a dicha clase. Y si S pertenece a una clase negativa U, , cualquier
subcoalicién de ella también pertenece a dicha clase. En el caso escalar (para un juego
simple mondtono) se decia: toda supercoalicién de una coalicién ganadora es ganadora y
toda subcoalicién de una perdedora es perdedora.

En el siguiente teorema, veremos que esta condicion de monotonia se traduce en que
los vectores de los patrones sean cerrados para las uniones y las intersecciones si estas
operaciones dan lugar a coaliciones de la misma clase.

En {0, 1}* tenemos definidas las operaciones unién e interseccién de patrones:
zVy=sup(xy) xAy=inf(xy)

Ademas, los patrones estan ordenados en el orden natural siguiendo el esquema del dia-

grama de Hasse.

Ejemplo 1.2.1 (Contintia) El juego de votacion simultdnea es un juego simple vectorial
monotono.

Veamos primero que se cumple la condicion para una clase positiva (las clases Uy, Us
y Us) y luego para una negativa (la clase Uy). Sea, la coalicion A de Uy formada por 53
electores, 21 de los cudles votan a los candidatos tres, cuatro y cinco y 32 votan a uno,
cuatro y cinco. Su imagen, ¢(A) = (0,0,0,1,1) € Py. Si esta coalicion A consigue la
adhesion de 19 electores que votan a los candidatos uno, dos y tres. La nueva coalicion B
tiene por imagen ¢p(B) = (1,0,0,1,1) € Py, de ahi que B € U,.

Andlogamente, si C' es una coalicion de Uy formada por 20 electores que votan los
candidatos uno, dos y tres y 43 electores que votan uno, tres y cinco, ¢(C) = (1,0,1,0,0),
es evidente que cualquier subcoalicion D, formada por 20 electores que votan a uno, dos

y tres y 30 electores que votan a uno, tres y cinco, reiine menos votos y tiene por imagen
»(D) = (0,0,0,0,0). Luego D € Uy.

Ejemplo 1.2.2 (Contintia) La cooperativa industrial es un ejemplo de juego simple vec-
torial mondtono. Veamos que si una clase es positiva y una coalicion pertenece a la clase,
cualquier supercoalicion de ella, también pertenece, y que st una clase es negativa y una

coalicion pertenece a la clase, cualquier subcoalicion de ella, también pertenece a la clase.
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En este ejemplo son clases positivas Uy y Uy y negativa Us. Vamos a comprobar que se

verifica para Us. Recordamos que esta clase tenia por patron:
P, ={(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)}

Sea la cooperativa A = {1,2,6,9} € Uy que reine 4 cualificaciones en mecanica, 2 en
eléctrica 1 en chapa-pintura y 1 en venta-almacén Su imagen ¢(A) = (1,1,0,1) € Ps.
Sea ahora una supercoalicion de A, B = {1,2,5,6,9}, que reine 4 cualificaciones en
mecdanica, 2 en eléctrica, 2 en chapa-pintura y 1 en venta-almacén. Su imagen ¢(B) =
(1,1,1,1) € Py. Es decir, B € U,.

Andlogamente para Us (Recordamos que esta clase tenia por patrén, Ps, el conjunto
de cuaternas con dos unos y dos ceros, o un uno y tres ceros, o cuatro ceros). Sea la
cooperativa C' = {1,2,4,5} que reine 2 cualificaciones en mecdnica, 2 en eléctrica y 1
en chapa-pintura. Su imagen ¢(C) = (0,1,0,0) € P3. Es evidente que cualquier subcoa-
licion reunird menos cualificaciones. Por ejemplo, D = {1,4,5} reine 1 cualificacion en
mecdnica, 1 en eléctrica y 1 en chapa-pintura. Su imagen ¢(D) = (0,0,0,0) € P3. Por
tanto, D € Us.

Teorema 1.3.1 Un juego simple vectorial es mondtono sii los patrones de clases positivas
(negativas) asociados al juego son cerrados por uniones (intersecciones), cuando éstos sean

imdgenes de alguna coalicion.

Demostracion.

= Se cumple que el juego es mondtono.

= hay que ver que los patrones son cerrados respecto a V. Se parte de:
81C52y51€Ui+:>SQGUi+

Es decir, si una coalicién pertenece a una clase positiva, cualquier otra que la contenga
también pertenece a dicha clase. Como S; C S1US, v .S € U;“, entonces S1USy € U;“,
y por ser ¢(S1) = x, ¢(S2) =y y ¢(S1USy) = x Vy, se sigue que los patrones son

cerrados respecto a V, porque z V y corresponde a una coalicién de la clase U;".

= hay que ver que los patrones son cerrados respecto a A. Se parte de:
SlCSQYSQGUi_:>51GUi_

Es decir, si una coalicién pertenece a una clase negativa, cualquier otra contenida

en ella también pertenece a dicha clase. Como S1 NSy C Sy y Sy € U, , entonces

1)
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S1N Sy € U,y porser ¢(S1) =z, ¢(S2) =y y ¢(S1 N Se) =x Ay, se sigue que los
patrones son cerrados respecto a A, porque x A y corresponde a una coalicion de la

clase U; .

< Sea S; C Sy y S; € U, Llamamos a ¢(S1) = z, a ¢(S2) = y, y por ser los patrones
cerrados respecto a V, entonces z V y € P;, por tanto ¢(S;) = ¢(S1US2) =z Vy € P;.
Es decir, también Sy € U

Anéalogamente se demuestra para las clases negativas. J
Teorema 1.3.2 Un juego simple vectorial es monotono sii
S1 C Sy ySye U = ¢(51) < ¢(52)
S1C Sy y S €Ul = ¢(S1) < o(S2)

Demostracion.
= Si es monotono,
51C52y51€Ui+:>52€Ui+

y como ¢(S)) =z, ¢(Sy) =y y o < xVy =y, segin el orden de {0, 1}*, entonces
P(S1) =z <z Vy=d(51 USs) = ¢(S52)
Por tanto, ¢(S51) < ¢(952).

Anélogamente, como
51C52y52€Ui_:>51€U[

entonces
P(S1) = (51N S2) =2 Ny <y=¢(S2)
Por tanto, ¢(S57) < ¢(.S2).
< Para las clases positivas, sea ¢(S1) < ¢(S2) y S1 C S2 y S1 € U;". Hay que ver que
S, e Ut.
Se tiene que ¢(S1) = x € P; y ¢(S52) = y. Por ser los patrones cerrados respecto a V,
rVy€P;ycomo ¢(Sy) =¢(S1USy) =xzVyyaxVy=y,entonces Sy € U;".

Anélogamente se demuestra para las clases negativas. [J

El teorema anterior nos dice que los patrones (o las clases) son conjuntos parcialmente
ordenados segun el orden natural a partir de las coaliciones que en ellos se apliquen.

Por tanto, en los juegos vectoriales simples monétonos podemos definir los patrones que
definen cada clase a través de los elementos minimales (o maximales), segun la operacién

para la que sea cerrada la clase.
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Asociamos a cada P; el subconjunto P de los elementos minimales (o PM de los
elementos maximales) de dicho conjunto. Partiendo de estos conjuntos P (o PM), que
llamaremos patrones minimales (o maximales), dada cualquier coalicién S podemos saber
si pertenece a la clase U; comprobando si ¢(S) es mayor o igual vectorialmente que alguno
de los elementos de P (o menor o igual que alguno de los elementos de P).

En virtud de lo anterior supondremos que los juegos vectoriales monétonos verifican
que ¢(N) = (1,1, ..., 1), ya que si ¢(IN) tuviera algin cero, la componente correspondiente
seria cero en todas las coaliciones, por lo que el criterio nunca se verificaria y se podria
eliminar.

Por convenio, o porque existe una clase negativa, supondremos que ¢()) = (0,0, ...,0),
ya que si alguna componente fuera uno, todas las coaliciones lo tendrian y por razones

analogas se podria eliminar.

Teorema 1.3.3 En un juego vectorial simple mondtono, el conjunto de todos los patrones
minimales forman un conjunto de corte para el grafo de Hasse (Andlogamente para los

mazximales).

Demostracion.

Dado un juego simple vectorial cualquiera (NN, v, ), su clasificacién U esta formada
por dos subfamilias, la {U;\i € I} de las clases positivas y la {U;\i ¢ I} de las clases
negativas. Cada clase positiva tiene, al menos, un patrén minimal, de forma que todas
sus coaliciones se aplican en €l (o ellos) o en los posteriores a él (o ellos). Sea S conjunto
de todos los patrones minimales de todas las clases positivas.

Analogamente, cada clase negativa tiene uno o varios patrones maximales y cada una
de sus coaliciones tiene como patrén un maximal o uno anterior. Sea 7 conjunto de todos
los patrones maximales de todas las clases negativas.

Por otro lado, una coalicién cualquiera tiene como patrén un minimal o un posterior
(y pertenece a una clase positiva) o un maximal o uno anterior (y pertenece a una clase
negativa). En cualquier caso, los conjuntos S y 7 constituyen dos cortes para el grafo de
Hasse, pues si existieran elementos fuera de ellos podrian ser suprimidos por la definicion

del juego y no serian patrones del mismo. []

Especial importancia tiene el caso en que todas las clases son positivas, menos una que
denominaremos residual, R, ya que estamos interesados en familias de coaliciones que
superan determinadas condiciones. Este serd el tipo de juegos simples vectoriales que

estudiaremos a lo largo de esta memoria. No obstante, el estudio que haremos se po-
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dré generalizar, sin dificultad, a juegos simples vectoriales con mas de una clase residual.

Como en el caso escalar, a las clases positivas las llamaremos clasificatorias o ganadoras,
Ui, Us, ..., U,. Y siempre se dird: “Sea el juego simple vectorial definido por la clasificacion

{U1,Us,...,U,}...”, obviando la clase residual R.

A las coaliciones que toman como valor los patrones minimales de las clases, las denomi-
naremos coaliciones ganadoras minimales segin la clase correspondiente y a las que toman
por valores los patrones maximales de la clase residual las denominaremos coaliciones per-
dedoras maximales. Estas coaliciones minimales ganadoras y maximales perdedoras son
tales que si las primeras pierden un jugador se convierten en perdedoras y si las segun-
das ganan uno en ganadoras en, al menos, una clase. Cuando el juego simple vectorial

estd definido asi, se dice que estéd en la forma (N, U).

Ejemplo 1.2.1 (Continda) El juego de votacion simultdnea (N,vyy) es un juego sim-
ple vectorial mondtono, por lo que sus clases positivas vendran dadas por sus patrones

minimales y la negativa por su patron maximal.

Clases | Patrones
U, (1,1,1,0,0),(1,1,0,0,1)
U, (0,0,0,1,1)
Us (0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)
( )
( )

R 171707070 7(170717070)7(17070’1’0)7
1,0,0,0,1),(0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1)

Sea, por ejemplo, la coalicion A formada por 51 electores que votan a los candidatos 4 y
5. Su imagen es ¢p(A) = (0,0,0,1,1). Es una coalicion minimal ganadora de la sequnda

clase, ya que si pierde un solo votante deja de tener ese patron.

Sin embargo, sea ahora, la coalicion B, formada por 51 electores que votan los candida-
tos 1 y 3. B no es mazimal perdedora ya que, aunque su imagen sea ¢(B) = (1,0,1,0,0),

al ganar un votante no deja de ser perdedora.

Ejemplo 1.2.2 (Contintia) El juego de la Cooperativa Industrial es un juego simple vecto-
rial mondtono y, por tanto, su clasificacion puede venir dada por los elementos minimales

del patron.

Para la primera clasificacion U = {Uy, Us}, las clases positivas vendrdan dadas por sus

patrones minimales y la negativa por su patron maximal:
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Clases | Patrones

Uy (1,1,1,0),(1,0,1,1),(0,1,1,1)

U, (1,1,0,1),(1,0,1,1)

R (1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)

A dichos patrones minimales (o mazximales) le corresponden las coaliciones minimales
(0o maximales). Asi, {1,2,3,6} es una cooperativa minimal de la sequnda clase porque
sus imagen es la cuaterna minimal (1,1,0,1) y si pierde un sdélo miembro deja de ser
minimal ganadora. Andlogamente, {1,2,4,5,6} seria maximal de R porque si gana un
solo miembro pasa a ser ganadora.

Igualmente, para la sequnda clasificacion U = {U,, Uy, U:;}, sus patrones minimales y

maximal son:

Clases | Patrones

U, (1,1,0,0)
U, (1,0,1,0)
U, (1,0,0,1)
R (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)

1.4. Forma candnica de un juego simple vectorial

Sea un juego simple vectorial, (N,vs ) 0 (N,vsp), definido por una clasificacién
{Uy,...,U,} o un conjunto de r patrones {P,...,P.}, siendo el patrén P; el conjunto
de k-uplas que definen la clase U;. En el caso de ser el juego mondétono, cada clase ven-

dra dada por sus patrones minimales o maximales. Es decir,
= si la clase U; es positiva viene dada por sus patrones minimales P; = {P} P? ...}

VS € U; se cumple que ¢(S) > P?  para algin j

= si la clase U; es negativa viene dada por sus patrones maximales P; = {P} P? ...}

VS € U; se cumple que ¢(S) < P para algin j

El juego simple vectorial (N, vy /) tiene un juego candnico asociado (NN, v) r-vectorial,

cuyos r criterios son, respectivamente, pertenecer a la clase U;, © = 1, ..., r. Es decir,

5:(S) =1si S €U

v(S) € {0,1}" con v(S) = (6;(S))i=1,.., siendo { 5.(5) =055 ¢ U,
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Al representar canénicamente un juego no tenemos necesidad de conocer los patrones de
las clases porque sabemos, dada una coalicion, a qué clases pertenece.

Todo juego simple vectorial tiene asociado de esta forma un juego candnico que, a
su vez, es un juego simple r-vectorial, cuyas clases {Uy, ...,U,} vienen definidas por los

patrones unitarios (€;);=1,_,-

No obstante hay que hacer notar que pueden haber diferentes juegos simples vectoriales

con la misma clasificacion, por lo que su forma candnica sera la misma.
En los ejemplos vistos anteriormente, las formas candnicas serian:

Ejemplo 1.2.1(Continda) Para el juego de Votacion Simultinea la forma candnica seria
(N,v), siendo v la funcion caracteristica que aplica cada coalicion en una terna con un
1 en la componente i1 si la coalicion pertenece a U;. La clase Uy estd formada por las
coaliciones que eligen los candidatos A, By C o A, B y FE y su imagen por v tiene un
1 en la primera componente. La clase Uy estd formada por las coaliciones que eligen los
candidatos D y E y su imagen por v tiene un 1 en la sequnda componente. La clase Us
estd formada por las coaliciones que eligen los candidatos B y D o C y D, y su imagen

por v tiene un 1 en la tercera componente.

Ejemplo 1.2.2 (Continta) Para el el juego de la Cooperativa Industrial la forma candnica
seria (N,v), siendo v la funcion caracteristica que aplica cada coalicion en un elemento
de {0,1}2. Las coaliciones de la clase U, (las posibles cooperativas que ofrecen, al menos,
tres servicios, uno de los cudles es chapa-pintura) tienen por v una imagen cuya primera
componente es 1 y las coaliciones de la clase Uy (las cooperativas que ofrecen, al menos,
tres servicios, dos de los cudles deben ser mecdnica y venta-almacén) tienen por v una

imagen cuya sequnda componente es 1.

Teorema 1.4.1 La forma candnica de un juego simple vectorial mondtono es un juego

simple vectorial mondtono.

Demostracion.

Sea un juego simple vectorial monétono (N,vs ), su forma candnica es otro juego
simple vectorial (NN, v) con la misma clasificacién y patrén la base canénica de {0,1}", de
manera que todas las coaliciones de la clase U; tienen por v imagen 1 en la componente <.

Veamoslo primero para las clases positivas. Al ser (N, vy ) un juego mondtono, si
S) C Sy y Sy estd en la clase U;", Sy también estd en dicha clase. Por consiguiente v/(.S5)

tiene al igual que v(S7) un 1 en la componente i. Como S contiene a S, estd en todas las
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clases positivas que contienen a Sy, luego tiene los mismos unos que v(S7) y en la misma
posicion. Pero como Sy puede estar en otra familia U ]+ a la que no pertenece 57, tendria
otro 1 en la componente j, mientras que S; no. Luego, v(S7) < v(Ss).

Anélogamente se demuestra que v es mondtona para las clases negativas.

Por tanto, en cualquier caso, la estructura monotona del juego simple vectorial de k
criterios se traslada a cualquier juego simple vectorial, dado por una clasificacién, por la

monotonia de ¢. [.

Nuestro objetivo consiste en buscar las transformaciones T : {0,1}* — {0,1}" tales

que:

Una primera solucion se obtiene a través de la forma extendida del juego que, veremos en

un principio en un caso particular y luego generalizaremos.

Definicién 1.4.1 Para un juego simple vectorial mondtono (N,vs ), cuyas r clases U;
vienen dadas cada una por una unica k-upla definiendo el patron de la clase, minimal
o mazximal, (el cardinal de P; es 1), llamamos forma candnica extendida del juego a la
funcion v definida por
Py
* ]-52 t
bs)=| 7| xa()
P,
> P

Teorema 1.4.2 Sea el juego simple vectorial mondtono (N, vy ), cuyasr clases U; vienen

donde f’z es el vector normalizado de P; mediante

. .. . * s . . .
dadas por una unica k-upla, minimal o maximal, y v la forma canonica extendida del juego.
Entonces, la funcion caracteristica v de la forma candnica asociada al juego (N, v) viene

dada por la parte entera de v (S), componente a componente:
)= ([nes)] )
i=1,...7r

Si la coalicién S estd en la clase U;, entonces ¢(S) > P; y la componente i de v (S),

Demostracion.

P;-¢(S), vale 1. Si la coalicién S no esté en la clase Uy, entonces ¢(S) # P; y la componente
i de v (9), P; - ¢(S), es menor que 1.
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Como v(S) es la parte entera de v (9), tendra por componente i, 1 si S € Uy, y, 0 si
S ¢ U;. Por tanto, v es la funcién caracteristica de la forma candnica, ya que v(S) indica

a qué clases pertenece la coalicion S. [

Ejemplo 1.4.1 Sea el juego simple 2k-vectorial en el que hay una clasificacion en dos
clases {Uy,Us}, siendo sus patrones P; = (1,0,1,0,...,1,0) y Py = (0,1,0,1,...,0, 1), por
lo que una coalicion S pertenece a la clase Uy si tiene todas las componentes impares de
unos, y pertenece a Uy si tiene todas las componentes pares de unos.

La forma candnica extendida del juego viene dada por

. Lo 1 9 L0
O I RS
k k k

que estard valorada por (a,b) siendo a y b menores o iguales que uno, mientras que la
forma candnica, v(S) = ([a], [b]), estard valorada en {0,1}? al tomar parte entera en

dichas componentes.

El teorema anterior se puede generalizar con una pequena modificacién al caso en que las

clases vienen dadas por un patrén de cardinal mayor que 1.

Definicién 1.4.2 Para un juego simple vectorial mondtono (N,vs 1), cuyas r clases U;
vienen dadas cada una por un patron de cardinal |P;| = j;, minimal o mazimal, llamamos

s . . . * .
formas canonicas extendidas del juego a las funciones vy definidas por

le
o (S) = | x sy
P,

> Pji

Teorema 1.4.3 Sea el juego simple vectorial mondtono (N, vs ), cuyasr clases U; vienen

donde f’ji es el vector normalizado de Pj;, P;; € P;, mediante

. . . .. . * .
dadas por un patron de cardinal |P;| = j;, minimal o mazimal, vy (k € j;) las formas
/. . ;. . * .,
canonicas extendidas y vy las formas canonicas asociadas a vy. Entonces, la funcion ca-
racteristica v de la forma candnica asociada al juego (N, v) viene dada por el mdzimo de

las formas canonicas vy.

Demostracion.
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El ntimero de formas candnicas extendidas es
Pyl [Po] ... [P,]

Cada una de las componentes i de las formas canénicas extendidas, vy, (S), es 1 o un
nimero menor que 1, por tanto la componente i de las correspondientes v (.S) valen 1 6 0.
Es decir, la componente i de v(S) es 1 si alguna de las componentes i de vg(S) es 1y 0
en caso contrario. La razéon de tomar el maximo es porque si S € U;, S tiene que superar
alguna k-upla de P; y si S ¢ U; no supera ninguna de las k-uplas de P;. Por tanto, si la
componente ¢ de v(S) vale 1 es porque S € U; y si vale 0 porque S ¢ U;, luego v es la

funcién caracteristica de la forma candnica del juego. [J

El siguiente ejemplo ilustra el teorema.

Ejemplo 1.2.2 (Contintia) Sea el juego de votacion simultanea. En él se definid una
clasificacion formada por cuatro clases, tres de ellas positivas y una negativa. Las positivas
eran Uy (formada por las coaliciones que verifican los tres primeros criterios o los dos
primeros y el ultimo) de patrén minimal Py = {(1,1,1,0,0),(1,1,0,0,1)}, Us (formada
por las coaliciones que verifican el cuarto y el quinto criterios) de patrén minimal Py =
{(0,0,0,1,1)} y Us (formada por las coaliciones que verifican los criterios 2y 4 y 3y 4)
de patrén minimal P3 = {(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}.

Aqui se definen 4 formas canonicas extendidas ya que hay 2 posibilidades para 151, una

para P, y dos para P;:

11 1 g 11 0 1

N 3 3 3 . 3 3 3

0(S)=10 00 1 1 [xoS) w(S)=]0 00 L L|xe(s)
02010 02030

* RN * bi00d

v3 (S)=10 0 0 3 2] xa(S) w(S)=[0 0 0 L 1| x¢(S)
004 30 0045 30

y cada v;(S) se define como la parte entera de v; (S) y v(S) como el mdzimo de los v;(S).
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Sea, por ejemplo, la coalicion A formada por 55 electores que eligen a los candidatos

C, D y E. Su imagen es v(A) = (0,0,1,1,1), entonces

0
* paso0] ol ;
vi(S)=1000 35 3 |[x]|1 v ()= 0
02010 1 0
1
0
) 12+ 00 0 * 1
v3(S)=1]10 0 0 % % X 1 v (S)=10
003 10 1 0
1
Es decir,
) =31 4)h©=(411)5k©)=(3
Por tanto,

vl(S):<O 1 o) UQ(S)Z(O 1 o) vg(S)=<0

Y el mdzimo de estos cuatro es v(S) = ( 011 )

Esto puede ser extendido a juegos mondtonos generales:

= O Wl

o O wie

0

0 3 0

%%xl
1

1o 1

1

0

00 1% 0

01 IIx|1
1 1

1

T( vectores (x1, ..., x) verificando relaciones lineales ) € {0,1}"

Légicamente, al truncar v (S) para obtener la forma canénica del juego, se pierde infor-

macién sobre el juego original, por lo que muchos juegos simples vectoriales sobre una

misma familia {U;};—; . ,, pueden tener el mismo juego candnico asociado.

Pero, desde el punto de vista de las aplicaciones de los juegos simples vectoriales, suele

ocurrir que la tnica informacion relevante es la referida a la verificacién o no de un criterio,

y no de la proximidad a verificarlo que se posea.

1.5. El reticulo de los juegos simples vectoriales mondétonos

La familia de juegos simples vectoriales S(N,vs ) 0 SU(IV, v) es el conjunto de juegos

simples vectoriales monétonos cuyas funciones caracteristicas responden a los mismos k
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criterios y cuyas clasificaciones se hacen con los mismos patrones o condiciones. Es un

reticulo distributivo y completo, bien a partir de una relacién de orden o desde un punto

de vista algebraico:

1.

Por la relacion de orden

Es un reticulo completo porque es a la vez inf- y supsemirreticulo completos. Es decir,
es un conjunto ordenado en el cual todo par de elementos admite un mayorante
minimo (supremo) y un minorante maximo (infimo). Y es completo porque todo

subconjunto admite supremo e infimo.

Desde un punto de vista algebraico
Partiendo del orden parcial anterior y desde un punto de vista algebraico, se definirian

las operaciones:
(uV)(S) =max {u(S),v(9)} = (max (i1, j1), max (iz, j2), ..., max (i, ji)) (1.1)
(uA0)(S) =min {u(S),v(S)} = (min (i1, 1), min (i, j2), ..., min (ig, jx)) (1.2)

Siel’ldO U(S) = (ilyi% 77’16) y U(S) = (jlanv "'7jk‘)7

operaciones que son asociativas:
uV (vVw)=(uVov)Vuw uN(vAw)=(uAv)ANw

conmutativas:

uVuv=vVu UNUV=vANu

idempotentes:

uVu=1u uNU=1Uu

y estan ligadas por la ley de absorcion:
uV(vAu)=u uN(vVu)=u
También es modular:
u<v=uV@WAw)=(uVuo)Aw (1.3)
distributivo:
uN(vVw)=(uAv)V(uAw) Yu,v,we S(N,vsp) (1.4)

uV(@wAw)=(uVo)A(uVw) Yu,v,weS(N,vsp) (1.5)
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(Se puede comprobar que distributivo = modular)
y complementado porque existen dos elementos vy y vy, tales que todo juego simple

vectorial v admite un juego simple vectorial complementario v que verifica:

vVTU =un VAT = vy (1.6)
Por tanto, S(N,vs ) es un algebra de Boole.

Analogamente, partiendo de las operaciones se define un orden parcial:
u<vesuAv=1u (1.7)

ul<vEuVu=u (1.8)

que lo convierte en reticulo distributivo y completo. Es decir, hemos llegado a que ambas

estructuras, dlgebra de Boole y reticulo distributivo y completo son equivalentes.

Dentro de S(N, vy /) existen dos colecciones de juegos simples vectoriales especiales
con valores en {0, 1}*, los juegos de unanimidad y los juegos de identidad, que se definen
a continuacion.

Los juegos simples vectoriales de unanimidad ul son aquellos cuya componente [ es:

A (T) = (0,..,1,..,0) si SCT
(0,..,0,..,0) si SZT

En total, hay (2" — 1) x k juegos de unanimidad y forman un sistema generador para el
reticulo S(V, vg ).

Andlogamente, los juegos de identidad il son aquellos cuya componente [:

(0,..,0,..,0) si S#T

Vamos a demostrar que ambas familias (los juegos de unanimidad y los juegos de

identidad) constituyen sendas bases del reticulo, por lo cual su dimensién sera (2" —1) - k.
Teorema 1.5.1 Los juegos de unanimidad forman una base de S(N,vs ).

Demostracion.

Efectivamente, constituyen un sistema generador:

Vo e S(N,vsr) y Vi€ {1,2,...,k} se cumple que v = \/ okl
IEK;SCN|S£D
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Los coeficientes aly se determinan de forma univoca resolviendo un sistema para cada [.

Para cada coaliciéon no vacia T tenemos la siguiente ecuacién vectorial
(T) = V agus(M) = \/  ag \/ ay )/ ab)
leK;SCTCN|S#£D SCTCN|S#D SCTCN|S#D SCTCN|S#D
Al haber k superindices, habra k sistemas y un total de (2" — 1) - k ecuaciones.
nw@= '\ a w@= \/ o ., u@= \/ o
SCTCN|S#0 SCTCN|S#0 SCTCN|S£0
siendo los ol los dividendos de Harsany del juego v
as= "\ (=1)"u(T)
TCSCN
Los juegos de unanimidad son linealmente independientes
\/ Biuks = vy = 5 =0
SCNI|S#0
Para cada coalicion 7',
\V B =w@®= \ 8 V 8. \ BH=(000..0
SCTCN|S#0 SCTCNI|S#D  SCTCN|S#D SCTCN|S#0

y resulta para cada T un sistema homogéneo de k ecuaciones, cuya unica solucién es la

trivial. En total, 2 — 1 sistemas.(J

De esta forma, cualquier juego de unanimidad se podré expresar en la familia (i%) y

cualquier juego de identidad en la familia (uk).

Los juegos de unanimidad en funcién de los juegos de identidad

Efectivamente, VI' € P(N),

. ii(T)=(0,..,1,....0) si T=VD>S8
Wy (T) = \/#V(T):{ (S )
scv is(T)=(0,...,0,...,0) si TCS

Los juegos de identidad en funcién de los juegos de unanimidad

1 !
ls = /\Uv

la’
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Efectivamente, VI' € P(N),

AT = N o (T) =

{%@ﬁ#mwhwmsiV:T:S
SCV

ub(T) = (0,...,0,...,0) si T#S

Cualquier juego v en funcién de los juegos de unanimidad

Cualquier juego v en funcién de los juegos de identidad

v:v<VMw%>

=1 \SCN
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Capitulo 2

JUEGOS SIMPLES ASOCIADOS A
UN JUEGO SIMPLE VECTORIAL.

2.1. Introduccion

Dado un juego simple vectorial, existen juegos derivados del mismo cuando establece-
mos criterios alternativos relacionados con los criterios que definen el juego.

Estudiamos en este capitulo los juegos que se originan cuando se hacen operaciones con
las clases que definen el juego, asi como las situaciones mas frecuentes en las que se define
un juego simple escalar a partir del correspondiente vectorial, que suelen denominarse en

la literatura juegos marginales.

2.2. Juegos simples asociados a un juego simple vectorial

Partiendo de un juego simple vectorial de k criterios y de las distintas clasificaciones,
se pueden establecer diferentes juegos simples vectoriales.
En lo que sigue veremos cémo por operaciones de agregacion conseguimos nuevos juegos

simples partiendo de un juego simple vectorial.

37
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2.2.1. Composicion de clases.

Dado un juego simple (N,vs 1), podemos definir por medio de funciones de utili-
dad nuevos juegos simples vectoriales al agregar clases a la clasificacion original U =
{Uy,Us,...,U,}, teniendo en cuenta que la nueva familia debe ser también una clasifica-
cion.

La funcién de utilidad que define la agregacién de clases transforma una clasificacion
en otra

u:PU)— PU)

Las operaciones definidas por la funcion de utilidad se efectian sobre clases, bien
positivas bien negativas, por la monotonia de estos juegos. Por lo cuél las clases positivas
vienen descritas por sus elementos minimales y las negativas por sus maximales.

Para todo juego simple vectorial, (N, vy ), definimos su forma canénica (N,v), en
dénde v es la funcion

v:P(N)—{0,1}"
En él, VS € P(N), los unos de v(S) indican las clases a las que pertenece S y los ceros a
las que no.
El juego (N,v) determina r juegos simples escalares componentes, (N,v;), definidos
por
vi(S)=1=5Se€lU; yv 1(S)=0=5¢U;

Veamos cémo afectan las operaciones de composiciéon a la clasificacién y a la funcién v.

1. Por unién.

La funcién de utilidad viene definida por la unién clases.

Dadas dos clases U; y Uj, llamamos clase union U; UUj a la clase resultante que tiene

como patrones los patrones de ambas clases.

Teorema 2.2.1 Dado un juego simple vectorial mondtono (N,vs 1), el juego vecto-
rial resultante de agregar dos o mds clases a través de la union es un juego simple
vectorial mondtono (N, U¢)’U/), que tiene por patron de la nueva clase la union de los

patrones de las clases agregadas.

Demostracion.

Dado el juego (N, v, ) de clasificacién U = {Uy, ..., U, }, al agregar dos o més clases,

{U;iJi € I C {1,2,...,r}}, a través de la unién, tendremos una nueva clasificacién
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U’ formada por r + 1 clases, que coincide con la U en las r primeras clases Uj,
obteniéndose la clase restante U; de U’ como U;c;U;. La nueva clasificacién sigue
siendo un recubrimiento de P(N). Los patrones de la clase unién son todos los
patrones de cada una de las clases unidas. Y la monotonia del juego resultante no
se ve afectada porque ¢ no varia y por la definicion efectuada de la nueva clase. Por

tanto, (IV,vs07) es otro juego simple vectorial monétono. [J

Teorema 2.2.2 Dado un juego simple r-vectorial mondtono (N, v), el juego vectorial

resultante de agregar |I| clases
IC{1,2, .} || >2

a través de la union es otro juego simple (r + 1)-vectorial mondtono (N,v'), cuyos

juegos componentes verifican

vS € PV) { VI(S) = ui(S) siie{1,2,..,r}

t\
—~
n
SN—

I

Ve vi(S) para la nueva clase

Demostracion.

Al agregar dos o més clases {U;/i € I C {1,2,...,r}}, de la clasificacién U a través
de la unién, tendremos una nueva clasificacion U’ que coincide con la U en las r
primeras clases U;, obteniéndose la nueva clase U; de U’ como U;crU;. Los juegos
componentes de las r primera clases de la nueva clasificacion son los mismos que los

de la antigua, por lo que
vi(S)=u(S), Vie{l,2,..r} yVSeP(N)

y el que corresponde a U., V., toma el valor 1 si alguno de los juegos componentes

v; toma el valor 1 y 0 en caso contrario. Por tanto, estd definido por
v P(N) = 0,1} 2(S) =\ ulS), VS € P(N)
iel
Es decir, el juego componente v/ es el supremo de los juegos componentes {v;;i € I}

Por tanto, (N,v') es otro juego simple (r + 1)-vectorial mondtono puesto que el

supremo conserva la monotonia. []

Ejemplo 2.2.1 Sea el juego simple vectorial (N,vsy) con N = {1,2,3,4,5,6}, de-
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finido por la clasificacion U = {Uy, Uy, Us}

Clases | Coaliciones
Minimales

Ux
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales

Us
{1,5},{1,2,4}
Minimales

Us
{1,3,6},{1,4,6}

En forma candnica, el juego vendria dado por (N,v), siendo
v:P(N)—{0,1}

De esta forma, dada una coalicion, se sabe a qué clases pertenece conociendo su

magen.

La coalicion S = {1,3,4,6} estaria en las clases Uy y Us y

1
v(S)=10
1
Otras coaliciones tendrian por imagenes:
0 0 1
v(1356)=| 1 |, v(136)=1| 0 |, v»(12345)=1 1 |,
1 1 0

Al agregar por union las dos primeras clases tendremos otro juego (N, vy ), siendo

U’ la clasificacion

Clases Coaliciones
, Minimales
Ul - Ul
{1,2,6},{1,3,4}
, Minimales
U2 - U2
{1,5},{1,2,4}
, Minimales
{1,3,6},{1,4,6}
, Minimales
U* - U1 U UQ
{]'7 5}7 {17 27 4}7 {]'7 27 6}7 {17 37 4}
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En forma candnica, el juego vendria dado por (N,v'), siendo
v :P(N)— {0, 1}*

Para cualquier coalicion S, la cuarta componente de v'(S) se obtiene tomando el
supremo de las dos primeras componentes de v(S) y las tres primeras componentes
son las de v(S). Asi,

V' (1346) = . /(1356) = . 1/(136) =

—_ = O
[ T T )
o Rk O O

2. Por interseccion.

La funcién de utilidad viene definida por la interseccién de clases.

Dadas dos clases U; y Uj, llamamos clase interseccion U; N U; a la clase resultante

cuyos patrones son comunes a ambas clases a la vez.
Partiendo de un juego simple vectorial definido por una clasificaciéon U, al agregar

clases por interseccién definimos un nuevo juego cuya clasificacién U” es la anterior

més la clase (o clases) interseccién.

Teorema 2.2.3 Dado un juego simple vectorial mondtono (N,vs 1), el juego vecto-
rial resultante de agregar dos o mds clases positivas a través de la interseccion, es
un juego simple vectorial mondtono (N, U¢7U//) que tiene por patron de la nueva clase

la interseccion de los patrones de las clases agregadas.

Demostracion.

Al agregar por interseccion |I| (I C {1,2,...,7}) clases positivas (negativas) de la
clasificacién U, formamos una nueva clasificacion U” anadiendo a la clasificacion
original la clase interseccion

Ul'=U; Vie{l,2,..,r}

U: = nz‘el Ui

La nueva clasificacién sigue siendo un recubrimiento de P(NV). Los patrones de la

U ={uy, .., U" U} {

clase interseccién U, son los comunes a las clases intersecadas U; y los de U}’ los de

U;. Por lo tanto todos los patrones del juego original siguen estando considerados
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en el nuevo juego. La monotonia del juego resultante no se ve afectada porque ¢ no

varfa y porque la nueva clase es otra clase positiva. Por tanto, (IV, vy ) es otro juego

simple vectorial mondétono. [

Teorema 2.2.4 Dado un juego simple r-vectorial mondtono (N, v), el juego vectorial

resultante de agregar |I| clases

1C {12, )| >2

a través de la interseccion, es otro juego simple vectorial (N, V"), cuyos juegos com-

ponentes coinciden con los de (N,v) en las r clases comunes y en la nueva clase con

el infimo de todos los que se agregan:

vS € P(N) { ”Eg;

v;(S) Vie{l,2,...,r}
/\z‘el Vi(‘S)

Demostracion.

Al agregar dos o més clases {U; /i € I}, de la clasificacién U = {Uy, Uy, ..

"

de la interseccién, tendremos una nueva clasificacién U” = {U}, U, .

coincide con la U en las r primeras clases
U'=U; VYie{l,2,...,r}

mientras que la nueva clase es la interseccion de las clases agregadas
1!
w =0
el

Por tanto,

L U} através

LU UMY que

= Jos juegos componentes asociados al primer grupo de clases son los mismos,

v (S)=u(S), Vie{l,2,...r} yVvSePN)

7

» el juego componente asociado a la clase interseccién v esta bien definido ya que

toma el valor 1 si todos los juegos componentes de las clases agregadas toman el

valor 1 y 0 en cualquier otro caso, es decir,

V/(8) = \wi(S), VS ePN)

el
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Luego el juego componente correspondiente a la clase interseccion es el infimo de
los juegos componentes {v;;i € I} Por tanto, (IV, ") es otro juego simple vectorial

mondtono puesto que tanto el infimo como el supremo conservan la monotonia. [

Ejemplo 2.2.1 (Continta) Al agregar por interseccion las dos primeras clases ten-

dremos otro juego (N,vypn), siendo U" la clasificacion

Clases Coaliciones
. Las minimales
Ul - Ul
{1,2,6},{1,3,4}
Y Las minimales
{1,5},{1,2,4}
. Las minimales
{1,3,6},{1,4,6}
y Las minimales
U, =U;NU,
{1,2,3,4},{1,2,4,6},{1,2,5,6},{1,3,4,5}

En forma candnica, el juego vendria dado por (N,v"), siendo
V' P(N) — {0,1}*
Para cualquier coalicion S, V"(S) se obtiene tomando

= por primera, sequnda y tercera componente de v"(S) la la correspondiente de

v(S) y
» por cuarta componente de V'(S) el infimo de las dos primeras componentes de
v(9).
Ast,
1
0
V" (1346) = e V"(1356) = , V'(1256) = ,

0

O Rk = O
_ O =

2.3. Juegos marginales

Unos de los juegos simples vectoriales resultantes del juego original (N, vy, ) més in-

teresantes son los conocidos como juegos marginales.
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Se obtienen cuando la funcion de utilidad que definimos transforma la clasificacion ori-
ginal {U1, ..., U,, R} en otra que deja invariables una serie de clases {U;,, ..., U;, }, mientras
que la clase unién de las restantes menos la unién de las que permanecen se agrega por

union a la clase residual. Con esto conseguimos un juego simple vectorial de clasificacion

() (0]

Si partimos del juego simple r-vectorial en forma canénica, (N, v), llegamos a otro juego

{U,,..U,, R} , R = UR

simple p-vectorial (NN, 1//) cuyos p juegos simples componentes forman parte de los r ori-

ginales

!/ /

v () = (1(9), -, 1, (5)) = (i (5), -, 1, (5))
Especial interés tienen estos juegos marginales cuando se realizan respecto de una sola

clase U;. Los llamaremos juegos marginales asociados a una clase, respecto a una clase o

simplemente juegos marginales de la clase.

Teorema 2.3.1 Dado un juego vectorial mondtono (N,ve ), €l juego resultante sobre la
clasificacion {U;, R'}, segun el procedimiento anterior, es un juego simple escalar mondto-

no.

Demostracion.
Efectivamente, el juego original tiene la clasificacion U = {Uy, ..., U;, ..., U,, R}. De él

pasamos a otro definido por la clasificacion

U ={U,R} siendo R = U u)\uiUr
j6{1,2,...,7"},j¢i
que es un juego simple escalar cuya familia SI estd formada por las coaliciones de la
clase U;, mientras que la familia NO son las nuevas coaliciones residuales. Es decir, a las

residuales iniciales se unen las que resultan de la unién de las restantes clases menos la

clase U;. I

Ejemplo 1.2.2 (Continta) En el ejemplo de la Cooperativa Industrial, se definié un juego

simple vectorial cuya clasificacion era:

Clases | Patrones

U, (1,1,1,0),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)

Us (1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1)

R (1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)
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En forma candnica, es un juego simple 2-vectorial (N,v) definido por
v:P(N)— {0,1}

Uno de sus juegos marginales es el juego simple escalar determinado por las dos familias
siguientes: la primera formada por las cooperativas que, al menos, ofrecen 3 servicios, uno
de los cuales debe ser chapa y pintura Uy (familia SI) y la sequnda por todas las demds
(U\Uy) UR (familia NO). La primera se puede expresar por sus patrones minimales y la

sequnda por sus maximales, sequn muestra el cuadro:

Clases Patrones
U, (1,1,1,0),(1,0,1,1),(0,1,1,1) Minimales
(U\U;) UR | (1,1,0,1),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1) | Maximales

Y, en forma candnica, es un juego simple 1-vectorial (o escalar) (N,v') definido por

S)y=1 s v(S)=(1,1)46
"(S)Y=0 si v(S)=(0,1) ¢ (0,0)

’

v :P(N)—R tal que VS € P(N){

AN

Ejemplo 1.2.1 (Continda) En la Votacion Simultinea, un juego marginal es (N,U),

U = {W, L} siendo W la familia de coaliciones que consiguen que sean elegidos los
candidatos D y E (U = Us,) y L el resto.

Ejemplo 2.3.1 El Procedimiento de Enmiendas de la Constitucion Canadiense es un
sistema de votacion en el que las mociones presentadas se aprueban si son apoyadas por,
al menos, el 50% de la poblacion y 7 o mds provincias. La composicion de éstas en
porcentajes del censo de 1961 es: Prince Edward Island (1 %), Newfoundland (3 %), New
Brunswick (3 %), Nova Scotia (4 %), Manitoba (5 %), Saskatchewan (5%), Alberta (7%),
British Columbia (9%), Quebec (29 %) y Ontario (34 %).

St establecemos los criterios “tener 7 o mads provincias” y “representar, al menos, el
50% de la poblacion” podemos definir un juego simple vectorial de clasificacion U =
{Uy,Us, R}, determinada por los patrones P; = {(1,0),(1,1)}, Py = {(0,1),(1,1)} y
Pr ={(0,0)}.

Sobre este juego simple vectorial se pueden definir los siguientes juegos marginales:

» El marginal {Uy,R'}, que es un juego simple escalar cuyo criterio es que las coali-

ctones sean de 7 o mds provincias.

» El marginal (Uy, R"), que es otro juego simple escalar cuyo criterio es que las coali-

ciones reunan, al menos, al 50 % de la poblacion de Canadad.
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Pero también el Procedimiento de Enmiendas de la Constitucion Canadiense es un juego
simple escalar (N, v, ) que responde a la clasificacion U' = {U;,R"}, en donde U} =
Uy N Uy (Pcoaliciones que representan a 7 provincias o mds y, al menos, al 50% de la
poblacion”) y R" = [(Uy U Uy)\(U1 NU2)]UR (“todas las demds coaliciones”).

2.4. Juegos compuestos marginales

En esta seccién vamos a ver como los juegos simples compuestos clésicos pueden inter-
pretarse como los juegos marginales de un juego simple vectorial cuyos juegos componentes
son, precisamente, los juegos simples que se componen.

Para esta interpretacién, recordaremos en primer lugar qué se entiende por juegos com-
puestos. En segundo lugar, formaremos el juego simple vectorial cuyos juegos componentes
son los juegos simples de partida y por marginalidad respecto a operaciones de agregacion
de sus clases obtendremos los juegos compuestos. Como caso particular, estudiaremos los
sistemas multicamerales.

La composiciéon de juegos simples fue introducida por von Neumann-Morgenstern
([38]), desarrollada por Shapley (][21]), Black ([2]) y por muchos otros autores, entre ellos
Owen ([16]) y Taylor y Zwicker ([41]). Definimos un juego compuesto como un juego simple
construido a partir de dos o més juegos simples componentes. Shapley estudio especial-
mente los juegos simples compuestos suma y producto. Dados dos juegos simples escalares
(N;,W;), i € {1,2}, defini6 el juego simple escalar suma (N, W) = (N, W;) @(Na, Ws)

como aquel cuyo conjunto de jugadores es N = Ny UUs y
VSeW,.SNNeW, 6 SNNy, e W,

y el juego simple escalar producto (N, W') = (N1, W;) @ (N2, Wy) como aquel cuyo con-
junto de jugadores es N y

VS eW SNN eW, y SNN, é W,y

definiciones que pueden generalizarse a mas juegos simples componentes.

Desde nuestro punto de vista, a partir de estos r juegos simples escalares componentes

(N;, W), podemos considerar un juego simple vectorial (N, U), tal que

N=UJN v U={UU,.. U}, siendo U =W
=1
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Las coaliciones de U; son las de W; pero pueden formar parte de ellas otros jugadores no

pertenecientes a NV; que serian nulos para la clase U;.

Si en este juego vectorial

1. agregamos todas las clases por unién, tenemos un juego simple escalar definido por

la clasificaciéon {U., R}, siendo
U=
i=1

y haciendo el juego simple marginal de la clase U, obtenemos el juego simple com-

puesto suma.

2. agregamos todas las clases por interseccion, obtenemos otro juego simple vectorial
definido por la clasificacién {U}, Uy, ..., U, U}, siendo

Ul =U; Vie{1,2,..r} y U/'=(U
=1

y haciendo el juego simple marginal de la clase U! obtenemos el juego simple com-

puesto producto.

El ejemplo siguiente nos muestra la forma de componer juegos simples escalares a

través de operaciones de agregacion.

Ejemplo 2.4.1 Sean los juegos simples escalares (N, W) y (N, W), Ny = {1,2,3,4} y
Ny = {5,6,7}, descritos por sus familias de coaliciones ganadoras Wy y Wh, respectiva-
mente

(N, W) (N, W)
Wy [ {1,2},{1,3,4} | | W, | {5},{6,7}

A partir de ellos formamos el juego simple vectorial (N,U), N = {1,2,3,4,5,6,7}

(N,U) U={U;,U, R}
Coaliciones minimales
{1,2},{1,3,4}

Coaliciones minimales

{5},{6,7}

R Resto de coaliciones

Uy

Us
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y por agregacion de clases, los juegos simples vectoriales (N,U") y (N, U"), el primero por

union y el sequndo por interseccion

(N, U") (N,U")

o Coaliciones minimales o Coaliciones minimales

{121, {1, 3,4} Y120, {1,3,4)
U Coaliciones minimales U Coaliciones minimales

{5}.{6,7} {5}.{6,7}

0 Coaliciones minimales o Coaliciones minimales

T {1,2},{1,3,4},{5},{6,7} " {1,2,5},{1,3,4,5},{1,2,6,7},{1,3,4,6,7}
R Resto de coaliciones R" | Resto de coaliciones

Y haciendo los juegos marginales de las clases U, y U] obtenemos los juegos compuestos
suma (N,W) = (N, W) (N, Ws) y producto (N,W') = (N, Wy) Q(N, Ws), donde
W=U, yW =U/.

Un caso de composicién de juegos simples muy estudiado en la literatura son los sis-
temas multicamerales, que obtendremos por marginalidad de la unién o interseccion de
clases del juego simple vectorial multicameral, juego que describimos a continuacion.

Partiendo de r camaras K, constituidas cada una por N; jugadores (Los conjuntos de
jugadores de las distintas cdmaras, Ny, Ny, ..., N,., son disjuntos, aunque podrian haber
jugadores comunes), se desarrolla un juego simple (N;, W;), definimos un juego simple
vectorial (N, U), llamado multicameral, sobre el conjunto de jugadores N, N = |J._, N;
y clasificacién U = {U;, Uy, ..., U, }. Las coaliciones de la clase U; son las de W;, aunque
ahora estas coaliciones pueden ademas constar de otros jugadores de N — N; que son nulos
para la clase U;.

Los diferentes sistemas multicamerales conocidos se pueden obtener como juegos margi-
nales de las agregaciones por union o interseccién de las clases de este juego simple vectorial

multicameral.

Ejemplo 2.4.2 (Juego de unanimidad via individualismo)

St en cada camara se desarrolla un juego de unanimidad, las coaliciones ganadoras de
W; tienen todos los jugadores. Es decir, la inica coalicion ganadora en la camara K; es
N;.

El juego simple vectorial multicameral que formamos es tal que las coaliciones de cada
clase U; contienen, al menos, todos los jugadores de la camara correspondz’enfe. St hace-

mos la agregacion por union de todas las clases tenemos una nueva clase, U U;, cuyas
i=1
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coaliciones tienen, como minimo, todos los jugadores de una camara. El juego simple

marginal de la nueva clase se conoce como juego de unanimidad via individualismo.

Ejemplo 2.4.3 (Juego individualista via unanimidad)

Si en cada camara se desarrolla un juego individualista: una coalicion es ganadora si,
al menos, tiene un jugador de la cdmara.

Entonces, cada clase U; del juego simple vectorial multicameral estd formada por las
coaliciones que, al menos, tienen un jugador de Nj.

Al agregar las clases del juego simple vectorial multicameral (N,U) por interseccion,

r

las coaliciones de la nueva clase, ﬂ U;, son aquellas que, al menos, tienen un votante de

i=1
cada una de las camaras. El juego simple marginal que corresponde a esta agregacion es

el conocido como composicion de juegos individualistas via unanimidad.

Ejemplo 2.4.4 (El Colegio Electoral americano)

Las cdmaras de este juego son los 51 estados de la Union. En cada camara se desarrolla
un juego de mayoria por el cudl se eligen a unos representantes y €stos, a su vez, por otro
Juego de mayoria eligen al Presidente. Este mismo juego se obtiene como juego marginal

de la interseccion de las 51 clases del juego simple vectorial multicameral.

Ejemplo 2.4.5 (El Sistema Federal)
El Sistema Federal (Brams, Affuso y Mac Kilgore, [39]) estd constituido por dos cama-

ras:

s ¢l Congreso

integrado por 435 Congresistas y el Presidente. En €l las mociones se aprueban por,
al menos, mayoria de dos tercios de los Congresistas o, al menos, 218 Congresistas

y el Presidente.

» ¢l Senado

integrado por 100 Senadores, el Presidente y el Vicepresidente, éste ultimo con la
facultad de desempatar. En €l las mociones se aprueban por, al menos, mayoria de dos
tercios de los Senadores o, al menos, 50 Senadores, el Presidente y el Vicepresidente

0, al menos, 51 Senadores y el Presidente.

En el Sistema Federal una coalicion de representantes es ganadora cuando consigue mayo-

ria en ambas cdmaras. Para ello, como minimo debe estar integrada por:

1. 290 Congresistas y 67 Senadores.
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2. 218 Congresistas, 50 Senadores, el Presidente y el Vicepresidente.
3. 218 Congresistas, 51 Senadores y el Presidente.

El Sistema Federal nos permite definir un juego simple vectorial bicameral dado por la
clasificacion {Uy, Uy, R}, la primera clase estd formada por las coaliciones ganadoras en el
Senado, la sequnda por las ganadoras en el Congreso y la tercera por las restantes. A partir
de €l y agregando primero por interseccion las clases Uy y Us y luego haciendo el marginal
de dicha interseccion, se obtiene el Sistema Federal {U{,R'} cuya clase U estd formada
por las coaliciones ganadoras en ambas cdmaras y cuya clase residual estd formada por

las restantes:
U =U;NU, R =[(Uy UU)\(U; NU)]UR

Si hacemos el marginal de la union de las dos clases del juego simple vectorial bicameral
obtenemos otro sistema de votacion en el que son ganadoras las coalictones ganadoras en

el Senado o en el Congreso y perdedoras las restantes.



Capitulo 3

JUGADORES, COALICIONES Y
CLASES DE JUEGOS

3.1. Introduccion

Los juegos simples vectoriales dan lugar a una nueva situacién en la que aparecen
una gama mas amplia de jugadores, coaliciones y clases de juegos y, por tanto, a un
mayor nimero de teoremas de caracterizacion, que particularizados al caso escalar son los

resultados ya conocidos en la literatura (Goel, [8]).

3.2. Coaliciones y jugadores

Vamos a definir los diversos tipos de coaliciones y jugadores de un juego simple vectorial
dado en forma canénica (N, v) o por su clasificacion asociada {U;, Us, ..., U, }.

Cada clase U; define una familia U™ de coaliciones minimales, de forma que cualquier
subcoalicion de ellas no pertenece a la familia U;. Las coaliciones son ganadoras si perte-

necen a alguna de las r familias U; (si pertenecen a todas las familias se llaman ganadoras

o1
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absolutas) y perdedoras si pertenecen a la familia de las coaliciones residuales

R=PN\ U U
€{1,...,r}
En el caso particular en que estas coaliciones estan formadas por un solo jugador, éste
seréd
= ganador de una clase, si pertenece a ella,

= ganador absoluto, si pertenece a todas las clases y

= perdedor, si es residual.

Definicién 3.2.1 Una coalicion S € U; tal que:

» N\S ¢ R es una coalicion conflictiva para la clase U;. Todas ellas forman la familia
Uf.

» N\S € R, es una coalicion decisiva para la clase U;. Todas ellas forman la familia

Ug.

Andlogamente, S es una coalicion conflictiva absoluta si es ganadora absoluta y N\S no

es residual y S es decisiva absoluta si es ganadora absoluta y N\S es residual.

Si la coalicion S, conflictiva para la clase U;, estd formada por un solo jugador {i},
el jugador {i} es un jugador capaz de la clase. Si ademds {i} es ganador absoluto, se
llamara capaz absoluto.

Si la coalicién S, decisiva para la clase U;, estd formada por un solo jugador {i}, el jugador

{i} es un jugador decisivo para la clase.

Definicién 3.2.2 Una coalicion S € R tal que:

» N\S € U;, es una coalicion perdedora estricta. Todas ellas forman la familia LS (las

coaliciones perdedoras estrictas son las complementarias de las ganadoras decisivas).

» N\S € R, es una coalicién de bloqueo. Todas ellas forman la familia L.

Si la coalicién S, perdedora estricta, estd formada por un solo jugador {i}, el jugador {i}
es un jugador perdedor estricto.
Si la coalicién S, perdedora de bloqueo, esta formada por un solo jugador {i}, el jugador

{i} es un jugador veto absoluto.
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Se verifica que:
U =UsuU ;. R= <Uc§) UL
i=1
Definicién 3.2.3 Un jugador {i} es veto de una clase si todas las coaliciones de la clase

lo incluyen. Y es veto absoluto si lo es de todas las clases.

Si {i} es un jugador veto de una clase U;, todas las coaliciones de la clase lo contienen,
por tanto, N\{i} ¢ U;. Y si {i} es veto absoluto, N\{i} no estd en ninguna clase U;, es
decir, N\{i} € R.

Definicién 3.2.4 Un dictador de una clase es un jugador {i} que es veto de la clase y
ganador de la clase (Un dictador absoluto es un jugador {i} que es veto absoluto y ganador
absoluto).

Definicién 3.2.5 Un jugador {i} ganador de una clase tal que N\{i} es residual es un
Jugador decisivo para la clase (Un jugador {i} ganador absoluto tal que N\{i} es residual

es un jugador decisivo absoluto).
Se verifica que:
» Un jugador decisivo de una clase es un jugador veto absoluto y ganador de la clase.
» Un jugador decisivo absoluto es un dictador absoluto.

Definicién 3.2.6 Un jugador {i} es nulo para una clase si para toda coalicion S perdedora
o ganadora de la clase, S U{i} sigue siendo perdedora o ganadora respecto a dicha clase.

Si es un jugador nulo para todas las clases, se dird, jugador nulo.

Cuando el juego viene dado en forma canodnica la caracterizacién de las coaliciones y
los jugadores es la siguiente, indicando por (1,...,1,...,1)/(0,...,0,...,0) que todas las
componentes son unos,/ceros y por (..., 916, N VAo 8, ...) que la componente x-ésima es 1/0,

es decir que la coalicién es ganadora/perdedora respecto a la clase U,, x € {1,2,...,7}.

Coaliciones S
Conflictivas v(S) = (. 1,..0) V(N\S) = (... 1,...)
Conflictivas absolutas | v(S) = (1,...,1,....,1) v(N\S) = (..., 316, )
Decisivas v(S) = (. 1,...) y(N\S) = (0, ...,0, ..., 0)
Decisivas absolutas v(S)=(1,..,1,...,1) v(N\S)=(0,...,0,..,0)
Perdedoras estrictas | v(S) = (0, ...,0,...,0) v(N\S) = ( 1, ..)
Perdedoras de bloqueo | v(S) = (0, ...,0,...,0) v(N\S) = (0,...,0,...,0)
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Jugadores {i}

Capaces v({i}) = (. 1,...) V(N\{i}) = (.01, ...) r=yoz#y
Capaces absolutos | v({i}) = (1,...,1,...,1) v(N\{:}) = (..., 1, )

Decisivos v({i}) = (n1,...) y(N\{i}) = (0, ...,0, ...,0)

Decisivos absolutos | v({i}) = (1,...,1,...,1) v(N\{i}) = (0,...,0,...,0)

o dictadores

Dictador relativo | v({i}) = (..., :i, ) v(N\{i}) = (..., i, ) r#Yy
Perdedor estricto | v({i}) = (0,...,0,...,0) v(N\{i}) = (..., 1,...)
Veto absoluto v({i}) =(0,...,0,...,0) v(N\{i})=(0,...,0,...,0)

Ejemplo 3.2.1 Sea el juego simple vectorial definido sobre N = {1,2,3,4,5,6} por la

clasificacion:

Uy ={{3,4},{4,5,6}} U,={{2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,3,6}} Us;={{1}}
Podemos observar que:

1. {4} es un jugador veto de Uy, {2} y {3} son jugadores vetos de Uy y {1} es un
Jugador veto de Us.

2. {1} es un jugador capaz de Us porque estd en Uy y N\{1} € U; ¢ N\{1} € U,.
3. {1} y {2} son nulos para Uy y {2}, {3}, {4}, {5} y {6} son, también, nulos para Us.

4. {1} es un dictador de Us.

Ejemplo 3.2.2 Sea el juego simple vectorial definido sobre N = {1,2,3,4,5,6} por la

clasificacion:

Uy = {{1}7 {276}} Uy = {{1}7 {374}} Us = {{1}7 {27576}}

Podemos observar que {1} es un jugador capaz absoluto.

Para que el jugador {1} fuera dictador deberia cumplirse que N\{1} = {2,3,4,5,6}
fuera residual, lo que solo ocurre cuando las clases estin formadas unicamente por el
jugador {1}. Pero, entonces hay una unica clase formada por {1} y el juego simple no

seria vectorial, sino escalar.

El ejemplo anterior nos conduce a enunciar el teorema:
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Teorema 3.2.1 Los juegos simples vectoriales con un jugador dictador absoluto son jue-

gos simples escalares.

Demostracion.

Si {i} es un jugador dictador absoluto de un juego simple vectorial definido por la
clasificacion U = {Uy, Us, ..., U, }, {i} pertenece a todas las clases por ser ganador absoluto
y por ser veto absoluto, N\{i} € R, por lo que todas las clases tienen a {i} como coalicién
minimal y son todas la misma. De esta forma, el juego viene dado por la clasificacion

U={W,L}, siendo W" = {{i}} y LM = {N\{i}}. O

También, podemos comprobar la existencia de jugadores veto en el ejemplo de la coo-

perativa industrial:

Ejemplo 1.2.2 (Continta) Para la cooperativa industrial se definié un juego simple vec-

torial dado por el cuadro:

Clases | Patrones

U, (1,1,1,0),(1,0,1,1),(0,1,1,1)

U, (1,1,0,1),(1,0,1,1)

R (1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)

Los jugadores 5 y 6 son vetos para la primera clase porque N\{b} ¢ U, y tampoco
N\{6} ¢ U,. Por ser vetos para la clase Uy, todas las coaliciones de la clase deben de

contenerlos. 'Y por no ser vetos para la sequnda clase no son vetos absolutos.

Al conjunto de jugadores vetos de una clase (todas las coaliciones de la clase los con-
tienen) lo designamos por V;. Asi habrian r conjuntos vetos, tantos como clases. Los

jugadores vetos absolutos son los vetos comunes a todas las clases y forman el conjunto
V=[] WV
i€{1,2,...,r}

Si S es ganadora en las clases Uj, j € J C {1,2,...,r}, S incluye todos los jugadores vetos

Uv

jeJ

relativos de estas clases

ysiJ={1,2,...,r}, S es ganadora absoluta. Por tanto, una coalicién ganadora absoluta
incluye todos los jugadores vetos, relativos y absolutos (no olvidemos que los absolutos

son los relativos comunes a todas las clases)

Teorema 3.2.2 En un juego simple vectorial es imposible que coexistan
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1. un jugador veto absoluto {x} y un jugador capaz {y}.
2. un jugador veto relativo {x} y un jugador capaz absoluto {y}.

pero si pueden coexistir un jugador veto y un capaz, relativos ambos, si son de distintas

clases.

Demostracion.

1) Sea {y} un jugador capaz. Es decir, {y} v N\{y} son ganadoras. Al ser {z} veto
absoluto N\{z} es perdedora. Sin embargo, como {y} estd en N\{z}, {y} serfa perdedor,
lo que va en contra de la definiciéon de jugador capaz.

2) Por ser {x} veto relativo, {z} es veto de una clase U; y N\{z} ¢ U;. Como {y} es
capaz absoluto esta en todas las clases. Ademas, {y} € N\{z}. Por tanto, N\{z} estd en
todas las clases, lo que contradice que {x} sea veto relativo.

3) Para ver que en un juego simple vectorial pueden existir un jugador capaz y un jugador
veto relativo de distintas clases, basta con disenar un juego simple vectorial con la clasi-
ficacién {Uy, Us, Us}, en el que {z} es veto relativo de Uy (N\{z} ¢ Uy) y N\{z} € Us, e
{y} es capaz relativo, {y} € Uy y N\{y} € Us, y no hay contradiccién alguna. OJ

Analogamente,

Teorema 3.2.3 Si en un juego simple vectorial existen jugadores vetos absolutos, enton-

ces no pueden haber coaliciones conflictivas.

Demostracion.
Sabemos que si existen jugadores veto absolutos, todas las coaliciones ganadoras (relativas
o absolutas) los incluyen. Por tanto, no puede haber ninguna coalicién conflictiva S porque

Sy N\S incluirian todos los vetos absolutos y entonces no serfan disjuntas. [

A la inversa, el teorema no es cierto porque se pueden construir juegos simples vecto-
riales sin coaliciones conflictivas que, sin embargo, no tienen jugadores vetos absolutos.

Este es el caso del ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2.3 El juego simple vectorial definido sobre N = {1,2,3,4,5,6} por la clasi-

ficacion:
Uy = {{37 4}> {47 9, 6}} Uy = {{27 3, 4}’ {L 2,3, 5}7 {17 2,3, 6}}

no tiene coaliciones conflictivas ni jugadores vetos absolutos. Los jugadores vetos que posee

son relativos, {4} de Uy y {2} de Us.
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Luego, son solo los juegos sin jugadores veto absolutos los que pueden tener coaliciones
conflictivas.
En general, se observa una relacién entre coaliciones decisivas y existencia de jugadores

veto absolutos y entre coaliciones conflictivas y no existencia de jugadores vetos absolutos.

3.3. Subjuegos simples vectoriales

Dado un juego simple vectorial (N, U), decimos que (N’, U’) es el juego simple vectorial
inducido en N’ por (N,U) si N' C N y U/ = {SN N'\S € U;}. Se dird entonces que
(N’,U’) es un subjuego de (N, U).

Cuando los jugadores de N\ N’ son nulos, diremos que (N',U’) es denso.

Cada juego simple vectorial (N,U), U = {Uy, ..., U, }, tiene asociado un juego simple vec-
torial (N, U*), siendo U* = {UY, ..., U}}. Las clases U} estan formadas por las coaliciones

decisivas de U;, mientras que el resto de coaliciones son residuales. Este juego (N, U*) es

un juego propio como veremos en la seccién siguiente.

3.4. Clases de juegos simples vectoriales

En esta seccion veremos cémo se clasifican los distintos juegos simples vectoriales aten-

diendo a las familias Uf y L

1. Un juego simple vectorial es propio si todas sus coaliciones ganadoras son decisivas.

Es decir, Uf = 0, Vi € R. En otro caso se dice impropio.

2. Un juego simple vectorial es estrictamente propio cuando es propio pero, al menos,

una coalicién perdedora bloquea. Es decir, Uf =), Vi € R, y £ # ().

3. Un juego simple vectorial es fuerte cuando las coaliciones perdedoras son todas

perdedoras estrictas. Es decir, si £ = (). En otro caso se dice débil.

4. Un juego simple vectorial es estrictamente fuerte cuando es fuerte pero, al menos,

una coalicién ganadora es conflictiva. Es decir, si £ = () y 3i € R para la que U¢ # ().

5. Un juego simple vectorial es decisivo si toda coalicién ganadora es decisiva y toda

coalicién perdedora es perdedora estricta. Es decir, propio y fuerte simultaneamente.
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3.5. Teoremas de caracterizacion

Teorema 3.5.1 Un juego simple vectorial con, al menos, un jugador veto absoluto es

propio.

Demostracion.
Hay que ver que toda coaliciéon ganadora S es decisiva.

Por ser {i} un jugador veto absoluto, N\{i} € R y por ser S ganadora incluye todos
los jugadores vetos absolutos: {i} € S. Entonces N\S C N\{i} = N\S € R = S es
decisiva.

Es decir, S es ganadora y N\S es perdedora. Luego, todas las coaliciones ganadoras

son decisivas. [

Ejemplo 3.5.1 Sea el juego simple vectorial sobre N = {1,2,3,4,5} definido por la cla-
sificacion:
Ur={{1,2,5}} U:={{1,3,4}} Us={{1,4,5}}
Como {1} es un jugador veto absoluto, todas las coaliciones ganadoras lo contienen y
N\{1} ={2,3,4,5} es residual.
S1 S es una coalicion ganadora cualquiera, contiene al jugador veto absoluto y por tanto
N\S C N\{1}. Es decir, para toda coalicion ganadora S, N\S es residual. Luego, el juego

simple vectorial es propio.

Teorema 3.5.2 Un juego simple vectorial con un dictador absoluto es un juego simple

escalar propio.

Demostracion.

Por el teorema 3.5.1, un juego simple vectorial con un jugador veto absoluto es propio.
Como el dictador absoluto {x} es un veto absoluto, entonces el juego es propio. Pero, es
un juego propio formado por sélo dos clases, una positiva cuya coalicion minimal ganadora
es {x} y otra negativa (la residual) cuya coalicién maximal perdedora es N\{z}.

Por consiguiente, el juego es escalar y propio. []

Ejemplo 3.5.2 Sea un juego simple vectorial sobre N = {1,2,3,4,5} con un dictador

absoluto, el jugador {1}, entonces cualquier clasificacion seria del tipo:

Ur={{1}} U:={{1}} Us={{1}}
porque {1} es ganador y veto absoluto y por el teorema anterior, el juego es propio.

Ademds, se trata de un juego simple escalar, ya que sélo existen la clase del dictador y la

residual.
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Teorema 3.5.3 Un juego simple vectorial con un jugador capaz (relativo o absoluto) es

1mpropio.

Demostracion

Para que un juego simple vectorial sea impropio, al menos, una coaliciéon ganadora tiene

que ser conflictiva. Al existir {i} capaz, se cumple que {i} y N\{i} son ganadoras.

Luego se cumple el teorema porque tanto {i} como N\{i} son ganadoras conflictivas. OJ
También, por el teorema 3.2.2, sabemos que en un juego simple vectorial no pueden

coexistir un jugador veto absoluto y un jugador capaz. Por ello, al haber un jugador

capaz, no hay ningun jugador veto absoluto y todas las coaliciones no tienen por qué ser

decisivas y habréd alguna conflictiva. Luego, el juego es impropio.

Ejemplo 3.5.3 Sea el juego simple vectorial sobre N = {1,2,3,4,5} definido por la cla-
sificacion:

Ur={{1}} Ua={{1,3},{2,3}} Us={{1,4,5}}
El jugador {1} es capaz relativo, porque {1} estd en Uy y {2,3,4,5,6} en Us. Es decir,

existe una coalicion ganadora conflictiva ({1}). Por tanto, el juego es impropio.

Teorema 3.5.4 Un juego simple vectorial con un jugador capaz (relativo o absoluto) es

fuerte.

Demostracion
Para que un juego simple vectorial sea fuerte toda coalicion perdedora debe ser perdedora
estricta. Al existir {i} capaz, se cumple que {i} y N\{i} son ganadoras.

Sea una coalicién S perdedora cualquiera, S € R. Es absurdo que {i} € S, ya que S
serfa ganadora por contener a {i}, por tanto {i} ¢ S e {i} € N\S y N\S serfa ganadora.

Luego S es perdedora estricta. [J

Ejemplo 3.5.3 (Contintia) Se trata de un juego fuerte porque toda coalicion perdedora
es perdedora estricta. Efectivamente, ninguna coalicion perdedora contiene a {1} porque

entonces seria ganadora, lo que significa que {1} € N\S y N\S es ganadora.
Teorema 3.5.5 Un juego simple vectorial con un dictador absoluto es fuerte.

Demostracion

Un dictador absoluto {i} es ganador y N\{i} residual. Si S es una coalicién perdedora
cualquiera no puede contener al dictador porque seria ganadora. Entonces, N\ S si contiene
al dictador y es ganadora. Luego, toda coalicién perdedora S es perdedora estricta y, por

tanto, el juego simple vectorial es fuerte. [
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Teorema 3.5.6 Un juego simple vectorial con un jugador veto absoluto que no sea dic-
tador es débil.

Demostracion
Sea {i} el jugador veto absoluto. Entonces N\{i} es perdedora. Por tanto, ambas bloquean

y el juego es débil. [J

Ejemplo 3.5.1 (Continta) Es un juego débil porque {1} y {2,3,4,5} son perdedoras vy,

por tanto, bloquean.

Teorema 3.5.7 Un juego simple vectorial propio, pero no estrictamente propio, es deci-

S100.

Demostracion
Por ser un juego simple vectorial propio, toda coalicion ganadora es decisiva y por ser
estrictamente propio no hay ninguna coalicién perdedora que bloquea. Por tanto, todas las

coaliciones perdedoras son perdedoras estrictas y las coaliciones ganadoras son decisivas.
O

Ejemplo 3.5.1 (Continta) FEste juego es decisivo porque es propio y ninguna perdedora

bloquea. Esto siempre ocurre cuando hay un dictador absoluto.

Teorema 3.5.8 Un juego simple vectorial fuerte, pero no estrictamente fuerte, es decisi-

V0.

Demostracion
Por ser fuerte, todas las coaliciones perdedoras son perdedoras estrictas y por no ser
estrictamente fuerte no hay coaliciones ganadoras conflictivas. Por tanto, las coaliciones

ganadoras son decisivas y las perdedoras, perdedoras estrictas. [J

Ejemplo 3.5.4 Un juego con un dictador absoluto es un juego decisivo porque toda coa-

licion ganadora es decisiva y toda perdedora es perdedora estricta.
Teorema 3.5.9 Las clases {Uy,Us, ...,U,, R} de un juego simple vectorial verifican:
1. sies decisivo, P(IN)\Uicp10. o, Ui =R

2. si es estrictamente propio, P(N)\U,cq12. Ui CR.

5. sies estrictamente fuerte, P(N)\R C Uicq10. . U
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Demostracion

Sea un juego simple vectorial,

1.

por ser decisivo, todas las coaliciones ganadoras son decisivas y las perdedoras son
perdedoras estrictas. La familia P(N)\U;c(1 .,y Ui estd formada por las comple-
mentarias de las ganadoras decisivas, que son las perdedoras estrictas y, ademas, las

unicas perdedoras. De ahi la igualdad.

por ser estrictamente propio, todas las coaliciones ganadoras son decisivas y sus com-
plementarias, P(N)\ U,c (12, Ui, son perdedoras estrictas. Pero R estd compuesta

por las perdedoras estrictas y las de bloqueo. Por tanto,

PN\ |J UcR

i€{1,2,...,r}

por ser estrictamente fuerte, todas las coaliciones perdedoras son perdedoras estric-
tas y sus complementarias, P(N)\R son ganadoras decisivas. Pero ;e Ui
estd compuesta por las ganadoras decisivas y las conflictivas. De ahi, que se cumpla
la inclusion

PIN\RcC |J U

i€{1,2,...,r}
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Capitulo 4

SOLUCIONES DE JUEGOS
SIMPLES VECTORIALES

4.1. Introduccion

Uno de los problemas més interesantes de la teoria de juegos cooperativos es como

dividir los beneficios totales entre todos los jugadores.

En los juegos vectoriales ademas, hay que ver como repartir entre todos los jugadores
en las distintas clases. Suponemos que si todos ellos deciden cooperar y formar la gran
coalicién N, repartiran el vector v(/N) de beneficios entre todos ellos y en todas las clases.
Los repartos que estudiamos en este capitulo son los de tipo conjunto. En particular, el
core. El core ha sido estudiado en el caso escalar por diversos autores, entre ellos Davis y
Maschler ([35]), Shapley (][22]), Peleg ([17]), Owen ([15] y [16]) y Aumann ([29]), y ha sido
establecido para los juegos cooperativos vectoriales por F.R. Fernandez, M.A. Hinojosa
y J. Puerto([37]). Nosotros lo estudiaremos segun la relacién de orden que establezcamos

en R™, siguiendo la linea marcada por F.R. Ferndndez y J. Puerto ([31]).

63
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4.2. Imputaciones y core

Cada matriz de valores no negativos, se denomina matriz de pagos

11 21 ... Tp1

12 T92 ... Tp2
X =

Tir T2r ... Ipy

Llamaremos X', i € N, a los n vectores columna y X;, j € R, a los r vectores filas.

Dado un juego simple vectorial en forma canénica, (N, v), definido por una clasificacién
U={Uy,U,,..., U}, diremos

Definicién 4.2.1 Una preimputacion es una matriz de pagos X eficiente. Es decir, ve-

> X' =u(N)

1EN

rifica

Entonces, X’ representa el pago del jugador {i} en cada una de las clases y X el pago

de cada jugador en la clase j (o la importancia del mismo en el logro que proporciona
v(N)).
Teniendo en cuenta que en R” se puede considerar dos 6rdenes diferentes:

1. El orden de preferencia:

Un vector a es mayor o igual que otro b cuando lo supera en las r componentes

Ya,b € R" seescribe a>0b

2. El orden no peor que:

Un vector a no es peor que otro b cuando lo supera en, al menos, una de las r
componentes

Va,b € R" seescribe a~b

Si, ademas, exigimos que se cumpla la racionalidad individual. Es decir, el pago de cada

jugador no sea peor que su valor v({i}), diremos

Definicién 4.2.2 Se llama imputacion a toda preimputacion que verifica, para todo ju-
gador {i}:
X' R o(fi})
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Llamaremos Z al conjunto de imputaciones del juego.
Y si estas imputaciones cumplen la racionalidad colectiva (en el orden correspondiente),

entonces forman el core de preferencia o el core de dominancia del juego.

Definicién 4.2.3 El core de preferencia estd formado por todas las imputaciones que

verifican la racionalidad colectiva
VS € P(N): X% > u(S)
Notaremos al core de preferencia por C=.

Definicién 4.2.4 El core de dominancia esta formado por todas las imputaciones que

verifican la racionalidad colectiva
VS € P(N) : X5 R (S)

: : >
Notaremos al core de dominancia por C™.

Es evidente:

Teorema 4.2.1 El core de preferencia estd incluido en el core de dominancia
>
czccr

Demostracion.

Las imputaciones de preferencia verifican la racionalidad colectiva en el orden de pre-
ferencia, X > v(9), lo que implica que también verifican la racionalidad colectiva en el
orden no peor que, X* R v(S). A la inversa, el teorema no es cierto. O

Owen demostro6 ([15]), en el caso escalar, que el core de un juego simple no estéd vacio
si existe, al menos, un jugador veto.

Vamos a generalizar este resultado a los juegos simples vectoriales.

El core de preferencia de un juego simple vectorial esta formado por todas las imputaciones
X que verifican
Yien X' =v(N)
X4 X R o) Vie N
Yies X' >wv(S) VS eP(N)
La restriccién a cada clase de una imputacién de C'= es una imputacién de la clase.

Se puede enunciar los siguientes teoremas

Teorema 4.2.2 El core de preferencia no estd vacio si existe, al menos, un jugador veto

en cada una de las clases.
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Demostracion.

Si existe un jugador veto en cada clase, el reparto de v(IN) correspondiente a la clase es
integramente para el jugador veto. Si todos ellos forman una coalicién, se reparten v(N)
entre ellos, recibiendo cada uno el total en su componente y nada en las demas. A no ser

que sea veto en otras clases, en cuyo caso repartiria con los demas. []

Corolario 4.2.1 Si existe un jugador veto absoluto, recibe un pago en cada una de las

componentes.

Demostracion.

Efectivamente, por ser veto absoluto es veto en todas las clases y, por tanto, el core
de preferencia no esta vacio. Si este veto absoluto no es el tnico veto de una clase, en
la componente correspondiente solo obtiene parte del reparto, pero si es el tinico en una

componente en ella obtiene el total. [

Teorema 4.2.3 El core de dominancia no estd vacio si existe, al menos, un jugador veto

en cualquiera de las clases.

Demostracion.

(=) Supongamos que ningun jugador {p} es veto de ninguna clase. Por tanto, N\{p}

es una coalicién ganadora absoluta.

Sabemos que las imputaciones del core de dominancia verifican

> ien X' =v(N)
X< X' R (i) Vie N
Yies XP R w(S) VS € P(N)

Pero, por ser N\{p} ganadora absoluta (para todo jugador {p}), tenemos que >_,, X' =
v(N) y serfa X? = (0). Como esto ocurre para todo jugador {p} y toda imputacién X, la

matriz X tendria todas sus columnas (0) y no seria una imputacion.

Por tanto, la hipdtesis de partida es falsa y existe un jugador veto. [

Ejemplo 4.2.1 Sea el juego simple vectorial definido sobre N = {1,2,3,4} por la si-
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guiente clasificacion:

Clases | Coaliciones
Minimales
Uy
{1,2},{1,3,4}
Minimales
Us
{2,3},{2,4}
R Maximales

La clase Uy tiene a {1} como jugador veto y la Uy a {2}. Es decir, V = {1,2}, lo que

quiere decir que el core de preferencia no estd vacio

S (FHE)}

Ejemplo 4.2.2 Sea el juego simple vectorial definido sobre N = {1,2,3,4} por la sigui-

ente clasificacion:

Clases | Coaliciones
Minimales
Uy
{1,2},{1,3,4}
Minimales
Us
{2,3},{1,4}
R Maximales

La clase Uy tiene a {1} como jugador veto y la Uy a ninguno, lo que quiere decir que el
core de preferencia estd vacio y el de dominancia no. FEste iltimo estd formado por las

imputaciones siguientes:

. 1 1
CN:{( 00 O)\E aizl,VaieIRﬁ}
=1

Q1 Qg Q3 Qy

4.3. Imputaciones y core en operaciones de agregacion

Si se efectiian operaciones de interseccion o unién entre las clases de un juego simple
vectorial, la clasificacion resultante define un nuevo juego simple vectorial. Vamos a estu-
diar qué sucede en cada uno de los casos, tanto con el nuevo juego simple vectorial como

con el juego marginal resultante de la operacion.
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4.3.1. Unién de clases

Sea el juego simple vectorial en forma candnica (N, v), cuya clasificacién asociada es
{U1,U,,...,U,}. Silas clases Uj, j € J C {1,2,...,r}, se agregan por unién, resulta un

. ’ . ., . ’ . .
nuevo juego (N, ') cuya clasificacién asociada estd formada por las r+ 1 clases siguientes

: U, =U; si je{l,2,..,r}
J J 9 Syt
{U,} tal que { U —U U
* jeJ I

.« ! o . . o1 o .
La clase unién, U, = | ;s Uj, es una clase positiva y tiene una familia de coaliciones

minimales ganadoras que verifica

(us)

Para los jugadores vetos de la clase union, podemos enunciar

<> U

jeJ

Teorema 4.3.1 Los jugadores vetos de la clase union son los jugadores vetos comunes a
cada una de las clases agregadas. Es decir,

v

jeJ
stendo V; los jugadores vetos de la clase U;.

Demostracion.

Sean {U;;j € J} las clases que se unen y z un veto de la clase Uj,, j1 € J. Entonces

Ji»
N\z ¢ Uj,, pero puede ocurrir que N\z € Uj,, jo € J. Para que esto no suceda, debe ser

x veto de cada una de las clases U;, en cuyo caso N\z ¢ U;, Vj € J
jeJ
Es decir, los jugadores vetos de la clase unién son todos los vetos comunes a las clases

que se unen. [

Corolario 4.3.1 El core del juego simple marginal correspondiente a la union de varias

clases no estd vacio si existen jugadores vetos comunes a todas ellas.

Demostracion.
La demostracion se basa en que la unién de clases hereda todos los jugadores vetos
comunes a las clases que se unen y como, ademas, el juego marginal correspondiente es

escalar, por el teorema de Owen, si tiene algin jugador veto su core no es vacio. [
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Ejemplo 4.3.1 Sea el juego simple vectorial (N, v) definido sobre N = {1,2,3,4,5} cuya

clasificacion asociada es:

Clases | Coaliciones
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,3,4},
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{1,2,3,4},
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}

U

Us

Observamos que los jugadores vetos de Uy son Vi = {1,2} y los de Uy, Vo = {2}. En el
Juego marginal vy correspondiente a la clase Uy, los jugadores {1} y {2} se reparten el

valor del juego y en vy solo 2. Las imputaciones de preferencia son del tipo

a; as 0 0 2
1 2
Oéizl,v&iE]RJr

El nuevo juego simple vectorial, (N, l/l>, resultante de unir las dos clases de nuestro ejem-

plo viene dado por la clasificacion

Clases Coaliciones
U =U {172v3}7{1’274}7{17275}7{1a2>374}7

! ! {1,2,3, 5},{1,2,4, 5},{1,2,3,4, 5}
Ul =U. {27374}7{27375}7{2747 5}7{1727374}7

2 2 {1,2,3,5},{1,2,4, 5},{1,2,3,4, 5}

, {1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{2,3,4},{2,3,5},
U, =U,Ul,

{2,4,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2, 3,4, 5},

Observamos que la clase union U, hereda los jugadores vetos comunes de las clases Uy
y Uy, V. = Vi NV = {2} v, por consiguiente, el valor del juego marginal (N,v.) es

integramente para {2}. La inica imputacion de su core de preferencia es (0 1 0 0).

4.3.2. Interseccién de clases

Sea el juego simple vectorial en forma canénica (N, v), cuya clasificacién asociada es
{U1,Us,...,U,}. Silas clases U;, j € J C {1,2,...,r}, se agregan por interseccién, resulta
un nuevo juego (N,v") cuya clasificacién asociada es

"

{Uln UH U//} { [Ji7 - U] \V/j c {1,2,...,7“}
U, = mjeJ Uj
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La clase interseccién, ﬂ Uj, es una clase positiva y tiene una familia de coaliciones

minimales ganadoras que verifica
Para los jugadores vetos de la clase interseccién se puede enunciar

= [T

jedJ

Teorema 4.3.2 Los jugadores vetos de la clase interseccion son los jugadores vetos de

cada una de las clases que se agregan.

Demostracion.
Sea x un jugador veto de una clase cualquiera U;. Por la definicién de jugador veto,
N\z ¢ U; y como
ﬂ U; C Uj, entonces N\z ¢ ﬂ U;

jeJ jeJ
Es decir, N\ no estd en la clase interseccién, por tanto x es veto para dicha clase. Y esto
ocurre para todos los vetos de las clases intersecadas. [

El juego marginal correspondiente a la interseccién de clases /\ vj, hereda los jugadores
jeJ
vetos de cada una de las clases, por lo que reparte su valor entre ellos.
Ejemplo 4.3.2 Sea el juego simple vectorial (N, v) definido sobre N = {1,2,3,4,5} cuya

clasificacion asociada es:

Clases | Coaliciones
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,2, 3,4},
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{1,2,3,4,5}
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{1,2,3,4},
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}

Ui

Us

Al agregar por interseccion las clases Uy y Uy del juego (N,v), el nuevo juego simple

. " . . . ., .
vectorial (N,v") obtenido tiene la clasificacion asociada:

Clases Coaliciones
v, {1,2,3},{1,2,4}, {1, 2,5}, {1, 3,4}, {1,2,3,4},
{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{1,2,3,4,5}
0 U (2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{1,2, 3,4},
2 {1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,4,5)
U U, {1,2,3,4},{1,2,3,5},
{1,2,4,5},{1,2,3,4,5}
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Los jugadores vetos de las clases U, y U, son los mismos que los de Uy y Us, respectiva-

. 1"
mente, mientras que los de U, son los de ambas.

vi={1}, v, ={2} y V.={12}

Corolario 4.3.2 El core del juego simple marginal correspondiente a la interseccion de

varias clases no estd vacio si, al menos, una clase tiene un jugador veto.

Demostracion.

La demostracién se sigue del hecho de que la interseccion de clases hereda todos los
jugadores vetos de cada una de las clases intersecadas y como, ademaés, el juego marginal
correspondiente es escalar, por el teorema de Owen, si tiene algin jugador veto su core

no es vacio.
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Capitulo 5

JUEGOS SIMPLES
VECTORIALES PONDERADOS

5.1. Introduccion

Otro procedimiento alternativo al estudiado en el capitulo anterior para establecer la
importancia de los jugadores es representar el juego a través de un sistema ponderado y
podremos indicar el valor del juego, al igual que en el caso escalar, segiin los pesos de los
jugadores.

En este capitulo partiendo de la ponderacién desde el punto de vista escalar (Ver [11],
[40], [41] y [26]), introduciremos un concepto similar para el caso vectorial. Veremos la
relacion existente entre los jugadores respecto a una clase o a varias, tanto en la forma
canédnica del juego como en la ponderada (Ver [6] y [25]).

Debemos de hacernos también la pregunta de si cualquier juego simple vectorial pue-
de ser representado mediante una expresion ponderada, ya que de este modo podremos
indicar el valor de un jugador a través de las expresiones ponderadas del juego. La con-
testacion la damos mediante una extension del clésico teorema de Taylor, el cual, en este

caso nos permite responder afirmativamente a la pregunta anteriormente planteada, pues

73
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podremos construir siempre, usando dicho teorema, una expresién ponderada asociada al
juego simple vectorial considerado y ademas nos da una cota superior de la dimensién.
Finalmente, estudiamos las consecuencias de este teorema para los juegos marginales de

la agregacion de clases.

5.2. Representaciones ponderadas de los juegos simples escala-

res

Un juego simple monétono es un par (IV,v), en el que N es el conjunto de jugadores y

v la funcién caracteristica, v : P(N) — {0, 1} definida por

v(S) € {0,1} VS eN
v(S)=0 si S=1
v(S)<v(T) si SCT

que clasifica las coaliciones en dos familias, la familia de coaliciones ganadoras y la familia

de coaliciones perdedoras:
W={S|SeP(N)ywv(S)=1} y L={S|SeP(N)ywv(S)=0}

Un caso particular de juegos simples monétonos son los sistemas de votacién.

Los jugadores de un sistema de votacion se conocen como votantes. Ante la presentacién
de una mocién (o cualquier propuesta), cada uno tiene la posibilidad de responder con
un si o un no. El sistema de votacién define el conjunto de reglas que especifican cuando
un conjunto de sies consigue sacar adelante la mocién (coalicién ganadora) y cuando no

(coalicién perdedora). Un ejemplo de sistema de votacién es el siguiente.

Ejemplo 5.2.1 FEl Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas esti formado

actualmente por 15 paises:

1. cinco permanentes con derecho a veto: China, Reino Unido, Francia, Federacion

Rusa y Fstados Unidos, y

2. diez no permanentes: Alemania, Guinea, México, Pakistin, Espana, Siria, Angola,

Bulgaria, Camerin y Chile.

La aprobacion de cualquier mocion requiere al menos 9 votos afirmativos y ningun voto

en contra de cualquiera de los 5 paises con derecho a veto.
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Un ejemplo de coalicion perdedora en el conflicto de Iraq hubiera sido cualquier coa-
licion en la que no participara Francia, puesto que previamente su ministro de AA.EFE.

habia declarado que iba a ejercer el derecho a veto.

A veces, es posible asignar unos pesos a los jugadores, de forma que sumando los pesos
de los miembros de una coalicién si superan o igualan una cantidad fija (llamada cuota),
las coalicién serd ganadora y si no supera dicha cantidad sera perdedora. En base a ello,

se dice que:

Definicién 5.2.1 Un juego simple es de mayoria ponderada si se pueden definir unos
pesos w; y una cuota q, w;,q € R, de manera que una coalicion S es ganadora si supera
la cuota (Z w; > q) y es perdedora si no supera dicha cuota (Z w; < q).

i€S i€S
Abreviadamente, se escribird JMP y se notara por [q; wy, wa, ..., wy].
Ejemplo 5.2.2 El Parlamento Europeo actual es un sistema de votacion cuyo reglamento

interno da a sus miembros los siguientes pesos:

Paises Peso
Alemania 99
Francia, Reino Unido, Italia | 87
Espana 64
Holanda 31
Bélgica, Grecia, Portugal 25
Suecia 22
Austria 21
Dinamarca, Finlandia 16
Irlanda 15
Luxemburgo 6

y establece la cuota de 314, la mitad mds uno de la suma de todos los pesos, para
obtener mayorias.
De esta forma, tenemos definido de forma casi inmediata el juego simple de mayoria
ponderada
[314;99,87,87,87,64, 31, 25,25, 25,22, 21, 16, 16, 15, 6

Un ejemplo de coalicion ganadora, S, estaria formada por Alemania, Reino Unido, Fran-
cia e Italia:
w(S) =99 + 3 x 87 = 360 > 314
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y de una coalicion perdedora, T, por Espana y Holanda:

w(T) = 64+ 31 = 95 < 314

5.2.1. Juegos simples definidos por un juego de mayoria ponderada

En algunos casos, un juego simple escalar se puede representar por un solo juego de
mayoria ponderada. Los pesos y la cuota del JMP pueden establecerse a priori o pueden

hallarse a partir de la definicion del juego.

Ejemplo 5.2.1 (Continta) En el caso del Consejo de Sequridad, los pesos y la cuota
se calculan aplicando la definicion de este sistema de votacion (Taylor, [26], [41] y [40])
y resulta que el Consejo de Sequridad es un juego de mayoria ponderada que asigna peso
1 a los miembros no permanentes y peso 7 a los permanentes y establece la cuota en 39.
Notemos que el poder de veto de un miembro permanente, como es el caso de Francia,

significa que la coalicion formada por todos los paises menos Francia es perdedora

4x74+10x1=28+10=38 <39

En otros casos, son los pesos y la cuota los que definen el juego. El Parlamento Europeo
es un ejemplo de un sistema de votacién que estd definido por un juego de mayoria

ponderada al definir expresamente la ponderacion y la cuota.

5.2.2. Juegos simples escalares definidos por un juego de vector ponderado

Sin embargo, no siempre un juego simple escalar viene definido por un conjunto de

pesos y una cuota escalares. A veces, los pesos y las cuotas son vectoriales.

Definicién 5.2.2 Un juego simple es de wvector ponderado cuando existen unos pesos
— — . — = — —
w; € R¥ y una cuota ¢ € R* vectoriales, [¢; W1, W, ..., W,|, de manera que una

coalicion es ganadora si supera cuota (w(S) = Z w; > ¢ )y es perdedora si no supera

i€S
cuota (w(S) = sz > 7).

i€S

Ejemplo 2.4.5 (Contintia) FEste es el caso del Sistema Federal Americano que se puede
representar por un juego simple de vector ponderado definido por un vector cuota y unos

vectores pesos (del Presidente, del Vicepresidente, de los 435 Congresistas y de los 100
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Senadores)

() () () ()= (0)()

Esta caracterizacion nos permite saber si una coalicion es ganadora o perdedora con sélo
calcular su peso. Por ejemplo, la coalicion S formada por 52 senadores, el Presidente y

230 congresistas es ganadora porque su peso supera la cuota

o () (5 ) (1) ()= ()
0 72 1 302 290

mientras que la coalicion T formada por 48 senadores y 300 congresistas es perdedora

porque su peso no supera la cuota

1 0 48 67
- () mor (V)= ()5 (5)

no siendo posible representar dicho sistema de votacion mediante pesos y cuota escalares.

El juego simple escalar de vector ponderado se suele representar por

q1 W11 W12 W1n

qa | . Wa1 Wa2 Wan
) ) YA )

dm Wm1 Wm2 Wmn,

y puede ser interpretado como la interseccion de los m juegos de mayoria ponderada:

[q1; W11, Wig, oy Wip), [G2; Wor, Wag, ooy Wap], oy [Gm Wint, Win2, -y Win

Ejemplo 2.4.5 (Continta) El Sistema Federal se obtiene como la interseccion de dos

Juegos de mayoria ponderada, los que se desarrollan en cada una de las camaras

. 435 100
Congreso: | 290172 0 1 ~~ 1 0 =~ 0

Senado: {6716% 19 é3/5’ 0 1 @ 1}

2
pudiendo verse los diferentes pesos que tienen el Presidente, el Vicepresidente, los Con-

gresistas y los Senadores en ambas cdmaras.
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Los juegos simples considerados hasta ahora son juegos simples escalares, ya que, en

cualquiera de los dos casos, si es un juego de mayoria ponderada o un juego de vector
* o . . 1. o .

ponderado , las coaliciones se clasifican en dos familias, la de las coaliciones ganadoras y

la de las coaliciones perdedoras. Por tanto, se puede enunciar el siguiente teorema clasico
(Taylor, [26,[41] y [40]).

Teorema 5.2.1 Un juego simple escalar se puede representar siempre como un juego de

vector ponderado.

5.3. Representaciones ponderadas de los juegos simples vecto-

riales

El problema que nos planteamos ahora es ver si es posible encontrar una representacién
ponderada de los juegos simples vectoriales.
Generalizando el caso escalar, podemos definir la representaciéon ponderada de un juego

simple vectorial.

Definicién 5.3.1 Se llama representacion ponderada de un juego simple vectorial a un

conjunto de vectores-peso w; € RF (i € {1,2,...,n}) y vectores-cuota ¢; € R¥ (I €

{1,2,...,p})

Wi qi11
— Wo; — 421
Wi = Yy q1=

Wi gkl

tales que clasifican a cualquier coalicion S en alguna de las v clases, sequn que su peso,
w(S) = s w;, supere alguna de las cuotas que caracterizan a dicha clase.

FEs decir, el juego simple vectorial en forma candénica, (N,v), tendrd una representacion
ponderada si estd definido por la funcion caracteristica v : P(N) — {0,1}" tal que VS €
P(N):

1 s 3?1 € Qj ; w(S) E)l

T By e { 0 si Vq,€Q;:w(S) ; 7

Se representara por
—  — —
[Ql,QQv"' 7Qr‘w17 Wa,- -, wn}

*Notemos que un juego de mayorfa ponderada es un juego de vector ponderado dado por una sola ponderacién escalar.
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Notese que en este caso, a diferencia del visto en el apartado anterior, no solamente
la clasificacion no es dicotomica, sino que ademas cualquiera de las clases puede estar

definida por un conjunto finito de cuotas.

Ejemplo 1.2.1 (Continta) El juego de votacion simultdnea definido mediante una clasi-
ficacion U dada por los patrones (P1,Po, P3, Py), donde los tres primeros son minimales

y el cuarto (correspondiente a la clase residual) es mazimal:

1. Py ={(1,1,1,0,0),(1,1,0,0,1)}

2. P, =1{(0,0,0,1,1)}

3. Py =1{(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}

4. Py=1{(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1), (0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1)}

es un juego simple vectorial en forma ponderada.

La expresion ponderada del juego es

[Qh Q27 Q3|E}17 E)Qa e 7E)100
stendo
([ 51 51\ ) (/0 \) (/0 0\ )
51 51 0 51 0
Ql — 51 9 0 9 QQ - 0 9 Q3 - < 0 B 51
0 51 51 51
L 0 51 ) L\ 51 / L 0 0 J

y los vectores peso de cada jugador son 5-uplas de ceros y unos, con 3 unos como mdximo.

De esta manera, tenemos definido el juego simple vectorial pues sabemos a qué familia
o familias pertenece cada coalicion. Asi, una coalicion S formada por 63 votantes, de los
que 53 votan a los candidatos sequndo y cuarto, 8 votan al cuarto y al quinto y 2 votan

al primero, sequndo y tercero, tiene peso

0 0 1 2 2
1 0 1 93 + 2 25
w(S)=583x| 0 | +8x | 0 |+2x ]| 1 |= 2 =l 2
1 1 0 23+ 8 61
0 1 0 8 8

Por tanto, pertenece a la familia Us porque supera la primera cuota de Qs.
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Dado un juego simple vectorial por su representaciéon ponderada, el juego marginal
realizado respecto de una clase es un juego simple escalar, cuyas coaliciones ganadoras
son las que superan alguna de las cuotas que definen la clase y las perdedoras el resto.
Es, por tanto, un juego simple de vector ponderado, que llamaremos generalizado para
distinguirlo del juego simple de vector ponderado en el que una coalicién es ganadora si

supera una sola cuota vectorial ¢ € R*.

Definicién 5.3.2 Un juego simple escalar es de vector ponderado generalizado si existen

unos vectores-peso w; (i € {1,2,...,n}) y unos vectores-cuota ¢; (I € {1,2,...,p})

Wi; q1
— Wa; — q21
w; = Yy q=

Wi gkl

tales que clasifican a cualquier coalicion S segin su peso, w(S) = > g Wi, en dos clases
{W, L}, las que superan alguna cuota (W) y las que no superan ninguna cuota (L)

FEs decir, el juego simple escalar en forma canénica, (N,v), tendrd una representacion
ponderada generalizada si estd definido por la funcion caracteristica v : P(N) — {0, 1}
tal que

VS e P(N): u(S) = { 1 sz: Elzl se cumple que w(S) > 1
0 si V¢ se cumple que w(S) 2 ¢

5.4. Operaciones de agregacion en representaciones ponderadas

Las diferentes operaciones de agregacién de clases, estudiadas en capitulos anteriores,
pueden realizarse también a través de las representaciones ponderadas.
Partimos, en todos los casos de un juego simple vectorial (N, v) con clasificacién aso-

ciada U = {Uy, ..., U, } y representacién ponderada

— = —
[Ql)QQv"' 7Qr‘w17 Wa,: -, wn}
1. Agregacion de clases por unién

Al agregar por unién las |J| clases {U,, ...U; , } de un juego simple vectorial en forma
ponderada, obtenemos un nuevo juego simple vectorial formado por las r 4+ 1 clases

/ / / ., . .
{Uy,...,U,,U.}, cuya representacion es la siguiente

’ ’ ’ r—  — N
QlJQ27"' ,QT,Q*|w1,w2,~~,wn
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{ Q=9
Q; = UjeJ Qj

Es decir, la nueva clase U, esta definida por todas las cuotas de cada una de las clases

siendo
si je{l,2,..,1}

agregadas por la union.

2. Agregacién de clases por interseccién

Al agregar por interseccién las |J| clases {U,,...U; , } de un juego simple vectorial
en forma ponderada, obtenemos un nuevo juego simple vectorial formado por r + 1

clases, cuya representacion es la siguiente
" " 1" " —_ —_ —_
[Ql,Q2,--~,QT,Q*|w1,w2,--~,wn]
. o . " , . .
siendo Q7 = Q; si j € {1,2,...,r} y Q, estd formada por los siguientes supremos g;

71 = E)il \/71‘2 V..V ?i];v?i]’ S ij.j € J y l € HCGTd(Qij)
jedJ

Ejemplo 1.2.1 (Continda) En el juego de votacion simultdnea definido por la clasificacion
U = {Uy, Uy, Us} de patrones minimales

« P, ={(1,1,1,0,0),(1,1,0,0,1)}

« P, ={(0,0,0,1,1)}

« P; ={(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}

vamos a ver las expresiones ponderadas de los nuevos juegos construidos por operaciones
de agregacion :
1. Agregacién por union

Si agregamos las dos ultimas clases por union, obtenemos un nuevo juego de clasifi-
cacion U' = {Uy, Uy, Uy, UL}, donde U, = Uy, i € {1,2,3}, y U, = UyUUs de patrones
minimales P, = Py, i € {1,2,3}, y P, = P,UPs = {(0,0,0,1,1),(0,1,0,1,0),(0,0,1,1,0)}.

., ’ ’ ’ r = N .
Y cuya representacion ponderada es [Q, Qy, Qg, Q,; W1, Wa, ..., Wi, siendo

(

)

;

3\

;

51 51 0 0 0
51 51 0 51 0

Q, = 51 Q, 0 Q, 0 51
51 51 51

\ 51 ) ) L\ 51/ | L\ o 0

\

Vs
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) . 0\ )
51
Q, = o |.] o |.] 5
51 51 51
L\ 51 0 0o/

2. Agregacién por interseccion

St agregamos las dos ultimas clases por interseccion, obtenemos un nuevo juego de
clasificacion U" = {U;, Uy, Uy ,U.}, con U, = U;, i € {1,2,3}, y U, = Uy N Us
Yy cuyos patrones son P;/ = P;, i € {1,2,3}, mientras que P, viene dado por los
supremos de las cuotas de Uy y Us: (0,0,0,51,51) Vv (0,51,0,51,0) = (0,51,0,51,51)
y (0,0,0,51,51) v (0,0,51,51,0) = (0,0,51,51,51). Su representacién ponderada es
[Ql{a an an Q:; E}l, 327

— . .
oty W1go], stendo:

(

51 51 (/0 \) ([ 0 0\ )
51 51 0 51 0
Q) = 51 . Q= 0 Q; = 0 51
51 51 51
\ 51 /) ) L\ 51 /) L\ 0 0 /)
/o 0\ )
51 0
Q, = o |.| 51
51 51
L\ 51 51 /) )

Ejemplo 2.4.5 (Contintia) Supongamos un juego simple vectorial derivado del Sistema

Federal cuya representacion ponderada es la siguiente:

75 | 50 | 70 67 16% % O -+ 01 --- 1
21812901240 250 72 0 1 --- 1 0 --- O
La clasificacion asociada estd formada por tres clases. La clase Uy de las coaliciones
75
que superan la primera cuota 918 |’ la clase Uy de las coaliciones que superan la

50
seqgunda cuota ( 200 ) y la clase Us de las coaliciones que superan la tercera (

70
240
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0/y la cuarta cuota . Notese que dicho juego representa tres tipos de votacion

que se podrian llevar a cabo en el Sistema Federal. Cuando realizamos operaciones de
agregacion de clases podemos obtener diferentes tipos de sistemas de votacion, incluso el
propio Sistema Federal.

Si agregamos por interseccion las clases Uy y Us y luego hacemos el juego marginal
respecto a la clase interseccion, obtenemos el Sistema Federal.

La clase interseccion tiene por cuotas minimales los supremos de una cuota de Uy y

una de Us

(o) ()= () o () () ()

En este caso resulta un sistema definido por la sequnda cuota, ya que la primera estd domi-

nada por ella y, por tanto, es equivalente al Sistema Federal.

5.4.1. Propiedades

Teorema 5.4.1 Cada uno de los juegos marginales de un juego simple vectorial en forma

ponderada es un juego simple de vector ponderado generalizado.

Demostracion.

Si el juego simple vectorial viene dado por [Q1, Qy, -+, Q,|W1, Ws,- -+, W,] y conside-
ramos el juego simple marginal respecto de la clase U;, [Q;; W1, W, ..., W], cuya familia
SI es U; y cuya familia NO es el resto, P(N)\U;, obtenemos un juego simple de vector

ponderado generalizado. [

Definicién 5.4.1 Dado un juego simple vectorial (N, U) de clasificacion U = {Uy, Us, ..., U, }
y N' C N, se llama subjuego al par (N',U’), donde U' = {Uy NN, Us N N',...,U. N N'}.
Y (N',U’) es denso si todos los jugadores de N\N' son nulos.

Teorema 5.4.2 Si (N',U’) es un juego simple vectorial en forma ponderada, subjuego

denso de (N,U), entonces (N,U) es un juego simple vectorial en forma ponderada.

Demostracion.

Sea N ={1,2,...,n"} C N. Por hipétesis, (N, U’) tiene la expresién ponderada

[QIDQ/Za ) Q;;|wlv w% ) wn’]
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Como los jugadores de N\N’ son nulos absolutos, les damos peso nulo y tenemos la

expresion ponderada de (N, U)

N [ — —
[Q1, Qay -, Q| W1, Woy ooy Wy, 0., 0] O

5.5. Relaciones entre jugadores de un juego simple vectorial

La relacion de deseabilidad se extiende a los juegos simples vectoriales de una forma
natural.

En el caso escalar las definiciones hacen referencia a las clases del juego, Wy L. Asi,
se dice que un jugador {z} es menos o igual deseable que otro {y} cuando al unirse {z}
a una coalicién cualquiera X (z,y & X), si X U {z} es ganadora, también lo es X U {y},
ete.

En el caso vectorial, las definiciones hacen referencia a las diferentes clases {Uy, Us, ..., U, }.

Definicién 5.5.1 Un jugador {x} es menos o igual deseable que otro {y} respecto a una

clase U;, x =; vy, cuando
VX € P(N\{z,y}) se cumple X U{z} e U; = X U{y} € Uj;

La relacién =<; es un preorden, ya que es reflexiva y transitiva. Debido a la ausencia de

antisimetria, definimos la relacion de equivalencia asociada, ~;,
T YT Yyey T
y diremos que

Definicién 5.5.2 Dos jugadores {x} e {y} tienen el mismo poder, la misma influencia

o son igualmente deseables respecto a una clase U;, x ~; y, cuando VX € P(N) :
XU{z}elU, < XU{y} el

La relacién ~; clasifica al conjunto de jugadores en clases de equivalencia respecto a
Ui, N/ ~;, cada una de las cudles estd formada por los jugadores igualmente deseables

para la clase U;. La relacion =<; induce un orden parcial en el conjunto cociente.

n
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representando cada clase N ; el conjunto de jugadores que son igualmente comparables
entre si. Si el orden es total (o lo que es igual, dos jugadores son siempre comparables),
se podra escribir:

N{>N;>..>N;
en donde N; > N; indica que los jugadores de la primera clase son mds deseables que

los de la segunda respecto a la clase U; del juego.

Definicién 5.5.3 Una clase es completa cuando todo par de jugadores son comparables

respecto de ella.

Definicién 5.5.4 Un juego simple vectorial es completo cuando todas sus clases son com-

pletas y en cada una de ellas los jugadores estan ordenados de la misma forma.

El juego simple marginal respecto de una clase de un juego simple vectorial completo es
completo, pero puede ocurrir que todos los juegos marginales respecto de cada una de las
clases sean completos y el juego simple vectorial no sea completo, porque los jugadores
tengan distintos 6rdenes en las clases.

Si existen jugadores-veto para una clase completa, estos forman la clase méas deseada,

mientras que los jugadores nulos forman la clase de los menos deseados.

Ejemplo 5.5.1 Sea el juego simple vectorial (N,v) dado en forma candnica, cuya clasi-

ficacion viene dada por

U, = {123,124,125, 234, 235, 245, 1234, 1235, 1245, 1345, 2345, N}
U, = {134,135, 145, 1234, 1235, 1245, 1345, 2345, N}

Us = {234, 235,245, 345, 1234, 1235, 1245, 1345, 2345, N'}

R ={0,1,2,3,4,5,12,13, 14, 15,23, 24, 25, 34, 35, 45}

Comparamos todos los posibles pares de jugadores, viendo qué ocurre al anadir uno u
otro a una coalicion cualquiera. Con las coaliciones de un jugador no es necesario hacerlo
porque resultan coaliciones de dos votantes y son todas residuales, ni con las coaliciones
de tres votantes porque resultan coaliciones de cuatro votantes y todas ellas son ganadoras

absolutas.

1. Comparacion de 1y 2

v(134) = (0,1,0) o 0(234) = (1,0,1) [ 1 <; 2
v(135) = (0,1,0) 0 v(235) = (1,0,1) | 1 <3 2
v(145) = (0,1,0) o v(245) = (1,0,1) | 1 >, 2
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2. Comparacion de 1y 3

v(124) = (1,0,0) o v(234) = (1,0,1) | 1 ~1 3
v(125) = (1,0,0) o v(235) = (1,0,1) | 1 <3 3
v(145) = (0,1,0) o v(345) = (0,0,1) | 1 >, 3

3. Comparacion de 1y 4

v(123) = (1,0,0) o v(234) = (1,0,1) | 1 ~; 4
v(125) = (1,0,0) o v(245) = (1,0,1) | 1 <3 4
v(135) = (0,1,0) o v(345) = (0,0,1) | 1 >, 4

4. Comparacion de 1 y &

v(123) = (1,0,0) 0 v(235) = (1,0,1) [ 1 ~1 5
v(124) = (1,0,0) o v(245) = (1,0,1) | 1 <3 5
v(134) = (0,1,0) o v(345) = (0,0,1) | 1 >, 5

5. Comparacion de 2 y 3

v(124) = (1,0,0) o v(134) = (0,1,0) | 2 <, 3
v(125) = (1,0,0) o v(135) = (0,1,0) | 2 ~3 3
v(245) = (1,0,1) o v(345) = (0,0,1) | 2 >, 3

6. Comparacion de 2 vy 4

v(123) = (1,0,0) o v(134) = (0,1,0) | 2 >, 4
v(125) = (1,0,0) o v(145) = (0,1,0) | 2 <, 4
v(235) = (1,0,1) o v(345) = (0,0,1) | 2 ~3 4

7. Comparacion de 2 y 5

v(123) = (1,0,0) o v(135) = (0,1,0) | 2 >, 5
v(124) = (1,0,0) o v(145) = (0,1,0) | 2 <5 5
v(234) = (1,0,1) o v(345) = (0,0,1) | 2 ~3 5

8. Comparacion de 3 vy 4

v(123) = (1,0,0) o v(124) = (1,0,0) | 3 ~ 4
v(135) = (0,1,0) o v(145) = (0, 1,0)
v(235) = (1,0,1) o v(245) = (1,0, 1)
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9. Comparacion de 3y 5

v(123) = (1,0,0) o v(125) = (1,0,0) | 3 ~ 5
v(134) = (0,1,0) o v(145) = (0, 1,0)

v(234) = (1,0,1) o v(245) = (1,0,1)
10. Comparacion de 4 y &
v(124) = (1,0,0) o v(125) = (1,0,0) |4 ~ 5

v(134) = (0,1,0) o v(135) = (0, 1,0)
v(234) = (1,0,1) 0 (235) = (1,0, 1)

De esta forma, el orden es completo respecto de cada clase:
1. Respecto a Uy: {2} >1{1,3,4,5}

2. Respecto a Uy: {1} >9{3,4,5} >2 {2}

3. Respecto a Us: {2,3,4,5} >3 {1}

y por ser completo, los pesos de los jugadores estdn ordenados en forma escalar o vectorial.
En el caso que nos ocupa escalar y cada una de las clases se puede expresar por un JMP:
[4;1,2,1,1,1], [7;3,1,2,2,2] y [6;1,2,2,2,2], respectivamente.

Entonces, el juego simple vectorial tiene la representacion ponderada:

410/01 2 1 1 1
0[(7{03 1 2 2 2
0j016(1 2 2 2 2

por lo que podemos observar que el juego simple vectorial no es completo, pero si los

marginales de cada una de sus tres clases.

También, se puede definir la relacion extendida a un conjunto de clases o a todas las

clases:

Definicién 5.5.5 Un jugador {z} es menos o igual deseable que otro {y} respecto a una

serie de clases Uy, coni € I C {1,2,...,r}, x <r vy, cuando

VX € P(N\{z,y}) yVieI se cumple X U{z} € U; = X U{y} e U;
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Definicién 5.5.6 Un jugador {x} es menos o igual deseable que otro {y} respecto a todas

las clases U;, x <y, cuando
VX € P(N\{z,y}) yVie{1,2,...,r} se cumple X U{z} € U, = X U{y} € U;
o también,

Definicién 5.5.7 Un jugador {x} es menos o igual deseable que otro {y} respecto a todas
las clases U;, © =<y si al superar X U{x} una cuota de cualquier clase, también X U{y}

supera una cuota de la misma clase.

En el caso general, para el juego simple vectorial en forma canénica (N, v), las relaciones

“menor o igualmente deseables” quedarian como:
=2y y(XU{zr}) <X Uu{y})
r2ryey(Xu{r} <y(Xuly}), Viel
2y e v(XU{r}) <v(XU{y})

Igualmente que en el caso escalar se decia que dos jugadores {x} e {y} no eran comparables
cuando en unos casos convenia la unién con {x} y en otros con {y}, sin seguir una regla

fija, en el caso vectorial se dira:

Definicién 5.5.8 Dos jugadores {x} e {y} no son comparables con respecto a una clase
U; cuando 3X, X" € P(N\{z,y}) tales que

XU{z} eU; pero X U{y} ¢ U, eY U{y} € U; pero Y U{zx} ¢ U,

En general, se escribe z|y.

De la misma forma, se definirian z|;y y x|y.

Ejemplo 5.5.1 (Contintia) En este juego, respecto a todas las clases, los jugadores {3},
{4} y {5} son igualmente deseables y los jugadores {1} y {2} son incomparables entre si

y con respecto a los demds.

Teorema 5.5.1 Si una clase es completa, el juego marginal respecto de ella es un juego
simple completo, que puede ser representado por un juego de mayoria ponderado o una

representacion ponderada vectorial totalmente ordenada.

Demostracion: Al ser la clase completa, los jugadores se encuentran ordenados en clases
de equivalencia y se puede representar por una ponderacién cuyos pesos estan totalmente

ordenados, pudiendo ser éstos escalares (un JMP) o vectoriales. O
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5.6.

Relaciones entre jugadores de un juego en forma ponderada

En el caso en que el juego simple vectorial venga dado por su expresion ponderada,

también se pueden considerar los conceptos de deseabilidad dados anteriormente.

5.6.1. Juegos simples escalares

En un juego simple escalar, en relacion a las ponderaciones, debemos considerar dos

Casos:

1.

El primero, cuando los pesos y la cuota son escalares.

Es el caso de los JMP (juegos de mayoria ponderada), [¢; wy, ws, ..., w,]. En ellos, dos
jugadores cualesquiera ¢ y j son comparables, puesto que sus pesos guardan una de

las relaciones: w; < w; o w; > w; o w; = wj. Luego, un JMP es siempre completo.

El segundo, cuando los pesos y la cuota son vectoriales.

Es el caso de los juegos simples de vector ponderado o de vector ponderado generali-

zado.

— —

En los juegos simples de vector ponderado [E, Wi, Wa, ..., Jn] 6 de vector ponderado

- = — —

. — —
generalizado [q1, g2, .., @p, ; W1, Wa, ..., Wy,

¢ | W1 W2 - Wip qirn 12 - qip | W11 W12 - Wip
g2 | W21 W22 - W2p 5 q21 422 - (zp | W21 W22 - Wop
m | Wm1 Wm2 - Wnn dm1  dm2 Qmp | Wm1 Wm2 - Wmpn

Para que dos jugadores sean comparables en “sentido estricto” (componente a com-

ponente) se debe cumplir una cualquiera de las tres relaciones siguientes

W1 W1 Wi W1 W;1 W1

Wi2 W2 Wi2 W2 Wi2 W2
> J o < J o _ J

Wim Wm, Wim, Wim, Wim Wim,

Por consiguiente, los pesos vectoriales tienen que estar ordenados (en los m JMP
componentes, los pesos de los n jugadores estan ordenados de la misma manera y
los jugadores se pueden reordenar en orden creciente o decreciente segiin sus pesos,

dando lugar a ponderaciones crecientes o decrecientes).
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El juego simple (N, W™), descrito por sus coaliciones ganadoras minimales
wm = {123,124, 125,126, 134, 135, 136, 145, 146, 156, 234, 235, 236, 245, 246, 256 }

es un juego completo (Carreras y Freixas, [30]). No es un JMP, sino un juego simple

de vector ponderado descrito por la ponderacién vectorial

:

y en forma cldsica por dos ponderaciones decrecientes [3;1,1,1,1,1,1] y [5;3,3,1,1, 1, 1]

111111
331111

Y, por tanto, el orden de los jugadores es {1,2} > {3,4,5,6}.

Es decir, exigir que un juego simple escalar sea completo (los pesos vectoriales de los
jugadores estén ordenados) es un requisito demasiado fuerte que no todos los juegos
simples de vector ponderado van a cumplir, como le sucede, por ejemplo, al Sistema
Federal.

5.6.2. Juegos simples vectoriales

Cuando el juego simple vectorial viene dado por una expresiéon ponderada:

[Ql) Q27 R Qr‘wla E}% e 7ﬁ>n}

(las cuotas y los pesos son elementos de R*), las relaciones entre jugadores se pueden
definir de forma andloga.
En general, decimos que dos jugadores son comparables cuando uno es menos deseable

que otro o cuando son igualmente deseables. Ahora, diremos

Definicién 5.6.1 Un jugador {x} es menos o igual deseable que otro {y} respecto a una

clase U;, v =<; y, cuando VX € P(N\{z,y}),
$i3q¢E € Qi/w(XU{z}) >, = 3Iqie/wXU{y}) =7

Esta relacién =<; entre los jugadores es un preorden ya que es reflexiva y transitiva. La
ausencia de antisimetria se puede subsanar definiendo cuando dos jugadores son igual-

mente deseables

Definicién 5.6.2 Dos jugadores {x} e {y} tienen el mismo poder, la misma influencia

o son igualmente deseables respecto a una clase U;, x ~; y, cuando VX € P(N):

1. Si X U{x} supera cuota en Q;, también X U {y} y, viceversa.
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2. Si X U{x} no supera cuota en Q;, tampoco X U{y}, ni a la inversa.

De esta forma la relacién ~; clasifica a los jugadores en clases de equivalencia. Cada clase
de equivalencia esta formada por todos los jugadores igualmente deseables respecto a la
clase. En el caso en que todo par de jugadores son comparables respecto a la clase, el

orden es total y la clase es completa.

Por 1ltimo, diremos que

Definicién 5.6.3 Dos jugadores {x} e {y} no son comparables con respecto a una clase
U; cuando 3X, X" € P(N\{z,y}) tales que X U {z} alcanza cuota en Q; pero X U {y}
no, e Y U{y} alcanza cuota en Q; e Y U{z} no.

Estas relaciones pueden ser generalizadas a un conjunto de clases o a todas las clases de

forma similar a como se hizo en la seccion anterior.

Veamos en un ejemplo que si los vectores peso no estan ordenados, el juego simple

vectorial en forma ponderada no es completo.

Ejemplo 5.6.1 Sea el juego simple vectorial en forma ponderada (N,U) dado por

33 2 |[1,50051 1 09 06 1,9
1 1,5/1,5(0,5 0,5 0,5 0,6 0,4 0,1
2,3 2 [2,5(02 09 1,2 1 0,4 1

1,8 2 |1,5(0,5 0,5 0,5 0,5 0,2 1,2

donde U = {Uy,Us, R} es la clasificacion formada por dos clases positivas y una re-
sidual. La primera clase viene definida por los dos primeros vectores cuota y la sequnda

clase por el tercer vector cuota.

Si formamos todas las coaliciones posibles y calculamos su peso, observamos que las ga-
nadoras minimales de Uy son: {2,4,6}, {2,5,6}, {3,4,6}, {4,5,6}, {1,2,3,4}, {1,2, 3,6},
{1,3,4,5) y{2,3,4,5) ylas de Us: {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,3,6}, {1,3,4,5}, {1, 3, 4,6},
{1,4,5,6}, {2,3,4,5}, {2,3,4,6}, {2,4,5,6} y {3,4,5,6}.

Para comparar cada par de jugadores, por ejemplo {1} y {2}, formamos todas las

coaliciones, en las que no entran ellos, con posibilidades de ser ganadoras. A saber:

{3,4},{3,5},{3,6},{4,5},{4,6},{5,6},{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6}
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y anadimos a cada una de ellas los jugadores {1} y {2}:

134R  234R | 156% 256!
1357 2357 | 1345'  2345!
1367 2367 | 13462 23462
1457 245R | 13567 23567
1467 246 | 14562 24562

Y comparando la columna primera con la sequnda y la tercera con la cuarta, vemos que
respecto a Uy, {1} es menos deseable que {2} e igualmente deseables con respecto a Us.
Una vez comparados todos los jugadores respecto a cada clase, llevamos los resultados

a unas tablas:

U, U,
11213 4 5 6 11213 4 5 6

1 T17T| NO|NO| NO 1 X T | NO| NO
2 TINO| «< | NO 2 T | NO| NO
3 NO | NO | NO 3 NO| « | «
4 — | NO 4 — |
5 NO 5 X

6 6

En donde:

X indica que los jugadores son iqualmente comparables

T indica que el jugador de la izquierda es menos deseable que el de arriba

«— indica que el jugador de arriba es menos deseable que el de la izquierda

NO indica que los jugadores no son comparables
Ast, por ejemplo, observamos que

» {5} es menos deseable que {3} respecto a Uy porque {3} hace ganadoras a las mismas
coaliciones que {5} ({1,4,6} y {2,4,6}) y ademds a {1,2,6}, mientras que {5} no.

» {1} y {2} son igualmente deseables respecto a Us ya que ambas hacen ganadoras a

las coaliciones {3,4,6} y {4,5,6} y perdedoras a las demds.

» {3} y {5} no son comparables respecto a Uy porque {5} hace ganadora a {2,6} y {3}
no y {3} hace ganadora a {1,2,4} y {5} no. En este caso se escribe {3}]1{5}.
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El esquema muestra la relacion. En €l, el sentido de la flecha indica menos deseable que

y los jugadores entre llaves igualmente deseables.

Uy U
{4} {1,2}
/ e N\
{5,6} {1} {3} {4}
N\ e AN /
{3} {5,6}

/
{2}

5.7. Resistencia a cambios

Tres son los conceptos de resistencia conocidos en el caso escalar (Taylor, [26], [41] y
[40]) que ordenados del més débil al més fuerte, son: resistencia a cambios uno a uno,
2-resistencia a cambios y resistencia a cambios (En inglés: swap robust, 2-trade robust y

trade robust, respectivamente). Veamoslos en los juegos simples vectoriales:

Definicién 5.7.1 Un juego simple vectorial es resistente a cambios uno a uno respecto a
una clase cuando al intercambiar dos coaliciones A y B de la clase los jugadores {x} e
{y} =} € A {y} € B,{z} ¢ B,{y} ¢ A), al menos una de las coaliciones resultantes
A =A—{z}+{y} y B = B—{y} + {x} pertenece a la clase.

Definicién 5.7.2 Un juego simple vectorial es 2-resistente a cambios respecto a una clase
cuando al intercambiar dos conjuntos de jugadores V, y V, de dos coaliciones A y B de
la clase, al menos una de las coaliciones resultantes A' = A—-V,+V, yB'=B -V, +V,

pertenece a la clase.

Definicién 5.7.3 Un juego simple vectorial es resistente a cambios respecto a una clase
cuando al intercambiar jugadores de una familia de coaliciones de la clase, al menos una

de las coaliciones resultantes pertenece a la clase.
De manera andloga se darian las definiciones respecto de varias clases.

Dos resultados conocidos, el primero de Taylor y el segundo de Carreras y Freixas, del

caso escalar son:

a) “un juego simple es un JMP sii es resistente a cambios” (Taylor, [26], [41] y [40]) ¥
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b) “no todo juego simple completo es un JMP” (Carreras y Freixas, [30])

La demostraciéon del primero se basaba en el hecho de que en un JMP todos los jugadores
son comparables debido a que sus pesos son numeros reales y que R estd totalmente
ordenado. Para demostrar el segundo se ponia el contraejemplo de Carreras, es decir un
juego simple completo que no es un JMP.

Por tanto:
Teorema 5.7.1 Una clase resistente a cambios tiene como representacion un JMP.

Demostracion.
Sabemos que el juego marginal respecto de una clase es un juego simple. Si este juego
simple es un JMP, entonces es resistente a cambios, ya que ambas cosas son equivalentes.

Por tanto, si la clase es resistente a cambios, tiene como representacion ponderada un

JMP. [

Teorema 5.7.2 Sea un juego simple vectorial (N,U) y una familia de clases {U;,, Us,, ..., U, }
resistentes a cambios, entonces las nuevas clases obtenidas por agregacion son resistentes

a cambios si sus juegos marginales asociados son JMP.

Demostracion. La demostracion se deduce de dos resultados conocidos. El primero, ob-
tenido por Taylor, dice que un juego simple es resistente a cambios sii es un JMP y el
segundo que el juego simple marginal asociado a una clase de un juego simple vectorial

es un juego simple escalar. [

5.8. Dimensién de un juego simple vectorial

Es conocido que todo juego simple escalar se puede expresar por una expresion pon-

derada de una de las dos formas siguientes:

1. por una ponderacién escalar, [g; w1, wa, ..., wy], w;, ¢ € R, si es un juego simple escalar

de mayorfa ponderada (JMP) o,

-z . — = = — . .
2. por una ponderacién vectorial, [¢; W, Wo,..., w,|, W;, ¢ € RE, si es un juego

simple escalar de vector ponderado.

En el primer caso, su dimensién es 1 y en el segundo su dimension es k, siendo ésta
el menor orden de todas sus ponderaciones vectoriales, entendiendo por orden de una

ponderacién vectorial la dimension del espacio de sus vectores pesos o cuota.
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Nos preguntamos ahora si un juego simple vectorial admite una representacion ponde-

rada y cual seria su dimension.

5.8.1. El teorema de Taylor y su extensién

Para un juego simple escalar cualquiera, Taylor comprueba que existe, al menos, una
expresion de vector ponderado. Define la dimensiéon como el menor orden de todas las
expresiones de vector ponderado que describen al juego y da una cuota superior de la

dimension.

Teorema 5.8.1 (Teorema de Taylor) El nimero de coaliciones perdedoras de un juego

simple escalar es una cota superior de su dimension.

La demostracién se hace (Taylor, [26] y [41]) construyendo para cada coalicién perdedora
L un JMP en el que ella es perdedora y todas las demas ganadoras, para ello da peso
—1 a cada uno de los jugadores de L, al resto de jugadores peso 1 y establece la cuota
—|L| + 1. De esta forma, una coalicién cualquiera es ganadora si es ganadora en todos los
JMP y perdedora en cualquier otro caso.

Pero, la cota superior puede disminuir en el caso de los juegos simples mondtonos.

Teorema 5.8.2 (Teorema de Taylor) El nimero de coaliciones mazimales perdedoras

p de un juego simple escalar mondtono es una cota superior de su dimension.

La demostracion se hace (Taylor, [40]) construyendo para cada coalicién maximal perde-
dora L un JMP en el que ella es perdedora y todas las demas ganadoras, dando peso 1 a
cada uno de los jugadores de L, al resto de jugadores peso |L|+ 1 y estableciendo la cuota
|L| 4+ 1. De esta forma, en los p JMP son perdedoras todas las maximales perdedoras y
todas sus subcoaliciones, mientras que el resto de coaliciones son ganadoras.

Dicho niimero p es una cota superior de la dimensién, ya que muchos juegos simples
tienen un numero elevado de coaliciones maximales perdedoras y, sin embargo, su dimen-
sion es mucho mas pequena. Este es el caso del Sistema Federal que tiene un gran nimero

de coaliciones perdedoras maximales y dimension dos.

Nuestro interés se centra ahora en obtener un resultado parecido para el caso vectorial.
Es decir, queremos representar todo juego simple vectorial en forma ponderada para
asi poder definir la dimensién. Sin embargo, veremos que todo juego simple vectorial
puede ser representado de dos formas diferentes. La primera resulta de definir cada clase

a través de mas de una cuota y la segunda usando una sola cuota para cada clase y
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las llamaremos, respectivamente, representacion ponderada generalizada y representacion
ponderada candnica del juego. Como pueden haber muchas representaciones ponderadas
canodnicas y cada una puede tener un orden distinto, llamamos dimensiéon al menor orden
de todas ellas, entendiendo por orden la dimensién del espacio vectorial de los vectores
pesos y cuotas de las distintas representaciones.

La demostraciéon del teorema de Taylor extendido tiene una parte constructiva que nos
da la forma de la expresion ponderada que tiene un juego simple vectorial cualquiera y

partiendo de ella establecemos una cota de la dimensién del juego.

Teorema 5.8.3 (Teorema extendido de Taylor) La dimension de un juego simple
vectorial definido por las clases Uy, Us, ..., U,, cuyas familias de coaliciones perdedoras
son Ly, Lo, ..., L., estd acotada superiormente por el cardinal de las coaliciones maximales

perdedoras de la union de todas ellas
[(LyULyU---UL)Y

Demostracion.

La demostracion del teorema tiene una primera parte constructiva en la que comproba-
mos que siempre es posible encontrar una expresion ponderada del juego simple vectorial,
canodnica o no, cuyo orden el nimero de coaliciones maximales perdedoras del juego simple
vectorial. Y una segunda parte en la que constatamos que el orden de las representaciones
que construimos es una cuota superior de la dimensién.

Sea p el nimero de coaliciones maximales perdedoras del juego simple vectorial. Unas,
p1 lo seran de la primera clase, otras, ps de la segunda, etc, pudiendo ocurrir que algunas

sean perdedoras maximales de varias clases.

1. Expresién ponderada generalizada (cada clase viene dada por tantos vectores cuota

como coaliciones maximales perdedoras tiene la clase)

Para cada coalicién perdedora maximal L de la clase U; se construye un JMP en
el que ella es perdedora y sus supercoaliciones son ganadoras, pero todas las demas

coaliciones son perdedoras. Para ello, escogemos:

wi, =1 si i€ L}
Vk € {172, )pz} — [q,@;wzl,w}ﬁ, S ,wzn] Wy, < Py ZANE] St 1 ¢ Lk
i |7 1
4 = |Lk| + n—|Li|+1

Asi, encontramos para cada clase U; la representaciéon ponderada generalizada si-

guiente
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¢ 0 - 0wy wp oo wi,
0 g - 0 |fwy wy - wy,
0 0 Dp; || Wpr1 Wpy2 Wpin

De esta forma, la expresiéon ponderada generalizada del juego simple vectorial de

orden p adopta la forma:

q% 0 w%l wb
0 q% wgl w%?
g |0 0 o 0[]0 0 0 |lwhy wh,
q% w%l w%2
0 q wy w3y
9 2 2
0 0 0 0 0 dp, 0 0 0 Wpy1 Wpy2
q 0 wy Wiy
0 4 Wy Wi
i 0 0O --- 0 0 o -~ 0 1]---10 o .- QG | W1 Wpo

Las primeras p; columnas de la expresién anterior constituyen la familia de cuotas
09, que define la clase Uy, las segundas ps columnas la familia de cuotas Qs de la clase
Us,, ete, y las r-ésimas p, columnas la familia de cuotas 9, de la clase U,.. Finalmente,

las ultimas n columnas son los vectores pesos de los jugadores.

En forma abreviada

[Q1, Do, ..., Q| W1, W, ..., W

El nimero de filas (la dimensién del espacio al que pertenecen los vectores cuotas y

los vectores pesos)

Zpi =p
i=1
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es el orden de la expresion ponderada generalizada.

2. Expresién ponderada canénica (cada clase viene dada por una sola cuota)

Para cada coalicién perdedora maximal L de la clase U; se construye un JMP en

el que ella es perdedora y todas las demas coaliciones son ganadoras. Para ello,

€SCOgemos:
wy, =1 si 1€ Ly,
—i i i —i — ; o }
Vk € {1,2,...pi} = [Q Wy, Wiy, -+ W}, § Wy = |LL| +1 si i ¢ L
—i _ | T
Q. = Lyl +1
Asi, encontramos para cada clase U; una representacién de vector ponderado de orden
Di
=J ] = =
g1 || W11 Wig Win
—J 5 =7 ]
qy || Wy Wy Wap,
o e —i
Tpi1 || Wpi1 Wpy2 Whpin

De esta forma, la expresion ponderada canénica del juego simple vectorial que hemos

encontrado es de orden p, p =Y, p;, y adopta la forma:

4y Wy Wig Wiy
_1 R— J—

qs Wa1 W22 Wap,
-1 —1 =1 —1

qpl 0 wpll wm? wpm
—2 —92 -2 —9

0 | q wyp  Wig W1y,
—9 ) —9

0 ds Wy Wy Way,
—9 —2 —9

0 qu 0 wpzl w;Dz? wpzn
=r T T T

q) || Wy Wyg Wiy
=T T T T

qo || Wy Wog Woy,

=

=T s e
0 0 Qp, || Wp,1 Wp,2 prn |

Como hemos definido la dimension de un juego simple vectorial como el menor orden
posible de todas las expresiones ponderadas candnicas, podemos afirmar que p es una

cota superior de la dimension. [
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Corolario 5.8.1 La dimension del juego escalar marginal respecto de una clase U; de un

Juego simple vectorial estd acotada superiormente por p; = |LM].

Demostracion.

Si consideramos el juego marginal respecto de la clase U;, éste tendria la representacion

i i J i
a1 0 - 0 |wy wy -+ w
0 g - 0wy wxp - wy
0 0 Qp; | Wp;1 Wp;2 Wpin

que corresponde a un juego simple escalar de vector ponderado generalizado de orden p;

cuya familia de coaliciones ganadoras esta formada por todas las coaliciones que superan

cuota en, al menos, alguno de los p; juegos de mayoria ponderada (g, ; Wi, wiyi, -, wt |,
1€ {17 2, 7]7@}
Pero, también tendria la representacion de vector ponderado de orden p;
I i
¢ || Wy Wip o Wy
e i
4y || Wap Wy - Wy,
| A i
Qpi1 || Wpi1 Wpy2 Wpin

que nos indica que la dimensién del juego simple marginal esta acotada por p;. [J

Corolario 5.8.2 Cualquier juego simple escalar dado por una expresion de vector ponde-
rado generalizado admite una representacion de vector ponderado, por lo que su dimension

esta acotada por el orden de esta representacion.

Demostracion: Dado un juego simple escalar por una representacién de vector ponderado

generalizado
g1 G211 -+ gnn || W11 Wiz . Win
G21 Q22 -+ Qi || W21 W22 -+ W2y
k1 4drk2 - grl || Wkl W2 - Wgp

construimos las coaliciones ganadoras que superan el primer vector de cuotas, las que
superan el segundo, etc, y las que superan el 1-ésimo. Del conjunto de todas ellas obtene-

mos las coaliciones ganadoras minimales y, a partir de ellas, las s coaliciones maximales
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perdedoras. A continuacién, aplicamos el teorema de Taylor del caso escalar para obtener
la expresién de vector ponderado

¢1 || W11 Wiz o Wip
Q2 || W21 Wa -+ Woy
qs wsl st T wsn

Y el orden s de esta expresion es la cuota de la dimension del juego simple escalar. [J

Corolario 5.8.3 Cualquier juego simple vectorial admite una expresion ponderada canoni-
ca cuyo orden es una cota superior de su dimension.

Demostracion.

Por el corolario 5.8.2, toda clase U; dada en forma de vector ponderado generalizado
puede expresarse en forma de vector ponderado

di1 4921 - 4 || Wi Wi o Wiy qp || Wy Wig Wiy
1 oo "+ Q|| Wop Woy -+ Wy, Gy || Wy Way -+ Wy,
i1 i 0 Qe || Wy Wee 0 Win s, || Ws;1 Wg,2 Wg,n
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. . . ., KX . .
siendo su orden s; una cota superior de su dimensién . Si repetimos el proceso para
cada una de las clases, obtenemos

= S — —1 ]
G| 0 -] 0 Wy Wi o Wy,
_1 — J— J—
o | O |-+ | O || W1 W -+ Way
—1 —1 =1 —1
q81 O U 0 w811 w812 e wsln
—9 —9 -2 —9
Olaq|---]0 wip Wi o WY,
—9 —9 -2 —9
0 1@q |-~ | 0| wy Wy - Wy
—9 —9 -2 —9
O q52 O w521 wsg? wsgn
=r T T T
qp || Wy Wig Wiy
=T T 5T 5T
4y || Wy Wy Wop
=r T 5T T
L 0 0 qs, || Ws,1 Wg.o9 -~ Wy, ]

por lo que la dimension del juego simple vectorial es menor o igual que s;+So+- - -+ 5,

que es la suma de las cotas superiores de las dimensiones de las clases. [

Ejemplo 5.8.1 Sea un juego simple vectorial, compuesto de 6 jugadores y dos clases, Uy
Yy UQ.

Supongamos que p1 = 5 y pa = 3, siendo las coaliciones perdedoras maximales de la
primera clase

{1,2,4},{2,3,4},{2,4,5,6},{1,2,3,5,6},{1,3,4,5,6}
y las de la sequnda clase
{2,5},{1,2,3,4,6},{1,3,4,5,6}

Al haber 8 coaliciones maximales perdedoras, la dimension del juego simple vectorial

estd acotada por este numero.

1. En la primera expresion ponderada, la generalizada, tenemos para cada clase tantas
cuotas como coaliciones maximales perdedoras. Ast, la clase Uy viene definida por 5

cuotas y la clase Uy por 3 cuotas. Notese que las clases Uy y Uy tienen una coalicion

**Por dimensién de la clase entendemos la dimensién del juego simple marginal referido a la clase.
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mazximal comin, la {1,3,4,5,6}, de ahi que compartan una cuota y el orden de la

expresion sea 7 y no 8:

20 0 0 0[0 0 Off1 1 ;1 § 3
0o £ 0 0 0[0 0 03 1 11 % 1
00 2 0 0[0 0 O3 1 3111
00 0 % 0[0 0 Of1 11 5 11
00 0 0 %[0 0 &1 31111
000 0 0 O0[0 &% 0f1 111 51
[0 0 0 0 0¥ 0 02 1 & L+ 1 2]

2. En la sequnda expresion ponderada, la canonica, cada clase viene definida por una
sola cuota. Notese que la coalicion mazimal perdedora comiun da lugar al mismo JMP,
por lo que el orden de la expresion ponderada candnica construida es 7 y no 8 y la

cota superior de la dimension del juego es 7.

3011313 3 - -
3|01 1 31 3 3
41004111 4 4
41004111 4 4
2015 1 5 1 11
5105 1 5 1 11
6/01 1 1 6 1 1
— 6(0(1 1 1 6 1 1
6(011 6 1 1 11
6(6(1 6 1 1 1 1
0/61 6 1 1 1 1
0311 3 3 3 1 3
031 3 3 3 1 3
0j6(1 1 1 1 6 1
0/61 1 1 1 6 1 - -

El nimero de coaliciones maximales perdedoras, p, encontrado como cota para la di-
mensién de un juego simple vectorial por la extension del teorema de Taylor, puede me-
jorarse en el caso en que las clases tienen coaliciones maximales comunes como hemos

podido observar en el ejemplo anterior.

Teorema 5.8.4 Sea (N,v) un juego simple vectorial dado por la clasificacion {U;/i €
{1,2,...,7}}, pi el numero de coaliciones mazximales perdedoras de la clase U;, p; ; el nime-
ro de coaliciones mazimales perdedoras comunes a U; y U; (i # j), pijr €l nimero de
coaliciones mazimales perdedoras comunes a U;, U; y Uy, (i # j # k), etc, entonces la

dimension generalizada del juego estd acotado superiormente por
i#] i#j#k

Zpi - Zpi,j + Z Pijk = T D120
i inj

i7j7k
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Demostracion.

La parte constructiva del teorema de Taylor nos permite construir una expresiéon pon-
derada cuyo orden es el nimero de coaliciones maximales perdedoras, es decir Y ., p;.
Sin embargo, podemos conseguir una expresion de menor orden si tenemos en cuenta que
una coalicién maximal perdedora comin a varias clases debe dar lugar a una sola fila de
la expresion ponderada. La cota que se conseguiria se obtendria sumando el nimero de
coaliciones maximales perdedoras de las clases, pero como habria algunas comunes a cada
dos clases habria que restar a dicha suma la suma de éstas. Entonces, sin embargo, ha-
briamos restado el niimero de coaliciones maximales perdedoras comunes a tres clases, por
lo que habria que sumarlo al computo general, pero a su vez habria que restar el niimero
de las que son comunes a cuatro clases. Y asi sucesivamente hasta llegar a las coaliciones
maximales perdedoras comunes a las r clases o hasta que no haya mas comunes. De ahi,

que el nimero

i£] i£j#k
Zpi - me‘ + Z Pijk = D12,
i 1,5 ig.k

es la cota superior mas pequena que podemos encontrar para la dimensién del juego simple

vectorial a través del teorema de Taylor. [J

5.8.2. La dimensién de la agregaciéon de clases

Cuando se efectia una agregacion de clases en un juego simple vectorial, por uniéon o
interseccion, tenemos dos situaciones, segin el tipo de expresién ponderada que define al

juego:

1. El juego viene definido en forma ponderada generalizada.

el El juego marginal de una unién de clases viene definido por las cuotas de las
clases que se unen y el de la interseccién por los diferentes supremos que se obtienen
tomando una cuota de cada una de las clases que se intersecan. Es decir, en ambos
casos, el juego marginal estd en forma de vector ponderado generalizado. Para obtener
una cota superior de su dimensiéon tendremos que expresarlo en forma de vector
ponderado (corolario 5.8.2) y el orden de esta expresién servird de cota superior de

la dimension del juego marginal de la agregacién de clases.

2. El juego viene definido en forma ponderada canonica.

En este caso la unién de clases viene definida por tantas cuotas como clases se unen,

por lo que la cota superior de la dimension de su juego marginal se calcula como en el
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apartado anterior. Sin embargo, en el caso de la interseccién, como cada clase viene
dada por una cuota, sélo tenemos un supremo. Es decir, el juego simple marginal de
la interseccién estd ya en forma de vector ponderado, por lo que la cota superior de

su dimension es la del juego simple vectorial del que procede.

Ejemplo 2.4.2 (Contintda) Partiendo de r cdmaras K;, en cada una de las cudles se
desarrolla un juego de unanimidad con una unica coalicion ganadora N; y n; coalicio-
nes mazimales perdedoras (las de cardinal n; — 1), formamos un juego simple vectorial
multicameral tal que las coaliciones de cada clase U; contienen todos los jugadores de la
camara K; y que tiene como coaliciones mazimales perdedoras las de todas las clases v,
por tanto, su orden estd acotado por mny + ny + --- + n,.. Sin embargo, encontramos la

expresion ponderada canonica de orden r siguiente:

nq Mo s
ni| 0 |- 011 00 --- 00
nq o n,
O ng -] 0[O0 11 --- 00
ny Mo n,
010 |- |[n OO0 00 --- 11

que nos indica que la dimension del juego simple vectorial multicameral estd acotada por

r.

Si hacemos la agregacion por union de las r clases, tenemos una nueva clase cuyas
coaliciones tienen, como minimo, todos los jugadores de una camara. El marginal de esta
clase es el juego de unanimidad via individualismo.

Por tanto, este marginal viene definido por las r cuotas que definen cada una de las

clases y su expresion ponderada generalizada es

n U Uz
nn 0 -+ 0 11 00 --- 00

n U Ty
0 ng -~ OO0 11 --- 00

ny no ny
o 0 -+ n, o0 00 --- 171

Pero, al ser un juego simple escalar, podemos expresarlo por un juego de vector ponderado
aplicando el corolario 5.8.2. Esta expresion de vector ponderado viene definida por nq X
Ng X +++ X n, JMP, cada uno de los cudles, se obtiene dando peso 1 a un jugador de N;,

i€ {1,2,...,r}, y al resto 0 y estableciendo en todos ellos cuota 1.

ny —1 ng — 1 n, — 1
11 001 0>~—~>>"0/---|1 0—>0



5.8. DIMENSION DE UN JUEGO SIMPLE VECTORIAL 105

Para dos clases con 2 y 3 jugadores, respectivamente, el juego de vector ponderado es:

110100
1110010
111000 1
1101100
1101010
[ 1/0100 1

y la cota superior de la dimension es 2 X 3.

Asi, en el caso gemeral, tenemos que nqy X ng X --- X n, es una cota superior de la
dimension.

No obstante, la cota que proporciona el teorema de Taylor puede ser reducida, ya que

formamos una expresion de vector ponderado de orden
Np XMNg X+ X Np_q
cada una de cuyas filas es un JMP del tipo

B

En cada uno de estos JMP un jugador de cada una de las v — 1 primeras cdmaras tiene

7’L1—1
n, 00

’I”L2—1
n, 0~"—"0/---

n, —1
n, Y N,

peso n,. y el resto peso 0, mientras que los de la camara r tienen todos peso 1.

Y para el mismo caso particular, el nuevo juego de vector ponderado es

:

con lo cudl hemos rebajado la cuota de 2 X 3 a 2.

301 11
03111

Albina Puente en su tesis doctoral ([18]), demuestra que la cota superior
Ny XMNg X+ XNp_q
es exactamente la dimension de este tipo de juegos.

Ejemplo 2.4.3 (Contintia) Partiendo de r cdmaras K;, en cada una de las cudles se
desarrolla un juego individualista (una coalicion es ganadora si, al menos, tiene un jugador
de la cdmara), formamos un juego simple vectorial multicameral en el que cada clase U;
esta formada por las coaliciones que, al menos, tienen un jugador de N;, mientras que

una coalicion es maximal perdedora de la camara si tiene todos los jugadores menos los
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de la propia camara. En total, el juego simple vectorial multicameral tiene r coaliciones

maximales perdedoras:
{N —Ny,N —Ny,....N — N, }

Y su expresion ponderada es la canonica:

0 0 0---0 0---0
0|1 0 1 0---0
01l 0 1 10---0 0---0 -+ 1---1

Al agregar las clases por interseccion, las coaliciones de la nueva clase tienen un votan-
te de cada una de las camaras. El juego simple marginal que corresponde a esta agregacion
es el juego simple escalar conocido como composicion de juegos individualistas via unani-

midad. Su representacion ponderada, que es de orden r, estd definida por una sola cuota

(el supremo de las v cuotas):

1 1 0---0
1 |0---0 1
1 lo---0 0---0 -+ 1---1

por lo que su dimension estda acotada por r.

St hay p cdmaras con un solo jugador, estos p jugadores son vetos para la clase in-

terseccion, luego todas sus coaliciones deben contenerlos. Suponiendo que el orden de los
cardinales de las cdmaras N1, Na, ..., Npy1, Npia, ..., N, es

I1<1I<...<1<np1<npa<..<mn,

El cardinal de las p primeras es 1 porque estdn formadas por un sélo jugador.

El siguiente juego de vector ponderado de orden r — p

[ P-npt1 +1 Np+1 Npt1 1 0 0
1 0 0 0 1
1 0 0 0 o --- 0
| 1 0 0 0 0 0 0 0 1
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es una descripcion del juego de unanimidad via individualismo porque en €l son gana-

doras todas las coaliciones que contienen, al menos, un jugador de cada cdmara. Cada
una de sus filas es un JMP

En la primera fila cada jugador veto tiene peso n,i1, cada uno de los jugadores de

Npy1 peso 1, los restantes jugadores peso 0 y la cuota es p - n,yq + 1.

En la seqgunda fila la cuota es 1, los jugadores de la cdmara Nyyo tienen peso 1 y los

restantes peso 0.

En la dltima fila la cuota es 1, los jugadores de la cdmara N, tienen peso 1 y los

demdas 0.

Por existir esta expresion de vector ponderado, su dimension serda menor o iqual que r—p.

Y como demuestra Albina Puente en su tesis doctoral ([18]) es, exactamente, r — p.

Ejemplo 2.4.5 (Continta) Partiendo de las dos cdmaras norteamericanas: el Senado
(compuesto por 100 senadores, el Presidente y el Vicepresidente) y el Congreso (compuesto
por 435 congresistas y el Presidente), formamos un juego simple vectorial bicameral, cuya
primera clase estd formada por todas las coaliciones ganadoras en el Senado y su sequnda
clase por todas las ganadoras en el Congreso. En la primera clase todos los congresistas
son nulos y las coaliciones ganadoras son las que obtienen, al menos, los dos tercios del
Senado (67 votos). En la seqgunda clase todos los senadores y el Vicepresidente son nulos
y las coaliciones ganadoras son también las que obtienen, al menos, los dos tercios del

Congreso (290) votos. Este juego simple vectorial tiene la representacion candnica

(O () () (D ()-()

Es decir, las coaliciones de la primera clase son aquellas que superan o igualan la primera
cuota y las de la sequnda clase las que superan o igualan la sequnda cuota.

La dimension de este juego simple vectorial bicameral estd acotada por 2. Es exacta-
mente 2 porque no se puede encontrar una expresion ponderada de menor orden (la de

menor orden es un JMP).
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La representacion de vector ponderado generalizado del jueqgo marginal de la intersec-
cion es

(S0 (G- 0)-()

siendo su cuota el supremo de las cuotas que definen las clases. Como esta expresion
viene en funcion de una sola cuota es de vector ponderado. Por tanto, su dimension, en
el sentido de Taylor, esta acotada por 2 y es exactamente 2 por la misma razon anterior.
Ndétese que este marginal es precisamente el Sistema Federal.

Sin embargo, el juego marginal de la union viene definido por dos cuotas y para re-
presentarlo por un juego de vector ponderado y obtener una cota superior de la dimension
hay que sequir el procedimiento indicado en el corolario 5.8.2, aunque es inviable debido al
gran numero de coaliciones ganadoras. Esto nos indica que, a veces, es interesante tener

representado al juego en forma ponderada generalizada.



Capitulo 6

VALORES DE UN JUEGO SIMPLE
VECTORIAL

6.1. Introduccion

Las soluciones de los repartos de los juegos cooperativos se representan bajo dos for-
mas: la forma de conjuntos, que se obtiene al imponer condiciones a los tipos de soluciones
y la forma de valores, que se obtiene al buscar funciones de reparto que verifiquen deter-
minados axiomas. La clase de repartos de tipo conjunto que hemos considerado en esta
memoria son los de tipo core. Los conceptos de valor que vamos a considerar son los valores
de Shapley y Banzhaf. Recordemos que estos valores son formas de reparto de los juegos,
que asocian a cada juego un tunico reparto a cada jugador y que se denomina valor del
juego para dicho jugador (Ver [34]). Comenzamos dando la definicién de valor asociado
a juegos cooperativos que toman valores en espacios vectoriales generales, definiendo en
ellos los axiomas y principios que los jugadores pueden aceptar. En estos espacios vec-
toriales puede que exista una base o no. En el caso en que no existe no podemos seguir
el conocido razonamiento de Shapley ([20]), razén por la que caracterizamos el valor de

Shapley usando la idea de justicia de Myerson ([12]). Sin embargo, como en los juegos

109
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cooperativos vectoriales conocemos bases de juegos de unanimidad sobre los diferentes
criterios, seguimos el citado razonamiento que, ademas, generalizamos al caso de espacios
vectoriales que dispongan de una base aunque haya que extender el axioma de linealidad.

Es bien conocido que, en el caso de los juegos simples, los valores de los jugadores
indican el poder que tienen los mismos en hacer ganadoras a las coaliciones. Es pues, el
objetivo de este capitulo el establecer los indices de poder de Shapley y Banzhaf para
los juegos simples vectoriales como una extensién de los indices definidos para los juegos
escalares ([16], [33]).

6.2. Valores en juegos cooperativos generalizados

Decimos que tenemos un juego cooperativo generalizado en forma de funcién carac-
teristica cuando definimos un par (N,v) en el que N = {1,2,...,n} es el conjunto de
jugadores y v(.) la funcién caracteristica que valora a cada subconjunto (o coalicién) S
de N en un espacio vectorial (-) arbitrario, en el que hay definido un orden parcial” Ty

cuyo espacio de parametros es R, es decir

U:QN—>®

Suponemos que v(S) € (&), aunque en una aproximacién mdas general seria v(S) C ),
pero para nuestro estudio sobre valores asociados a estos juegos, tomamos como v(S) un
punto del espacio (), el cual puede ser escogido de v(S) bien a través de su elemento
maximal v(S) > z,Vx € v(S), o bien a través de la optimizacién en v(S) de alguna
funcién de utilidad u : ) — R, compatible con el orden ~ definido en ().

Cuando se estudian los valores asociados a un juego cooperativo, se trata de buscar
reglas de asignacion o reparto que nos permitan decir lo que corresponde a cada jugador
cuando estos cooperan y obtienen el valor v(N), pues de las propiedades que la regla
tenga, la cooperacion entre los jugadores se producird o no.

Estas reglas permiten el reparto en cualquier juego. Consideramos el conjunto de juegos
cooperativos generalizados sobre (5, que representaremos por G ((©)). De esta forma, una

regla de asignacién serd cualquier aplicacién 1 tal que

(O EIO)

Asi, a cada juego (N,v) € GN((), que identificamos por su funcién caracteristica v,

asociamos un vector (¢ (v), ..., ¥, (v)), con 1;(v) € (), que nos indica la parte del reparto

* . . . . .
Supondremos que en este orden parcial dos elementos son iguales si y solo si son el mismo elemento.
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que el jugador 7 va a recibir con dicha regla. A veces, se le llama valor del juego para
dicho jugador.

Como indicabamos anteriormente, este valor debe tener ciertas propiedades si queremos
que el proceso de cooperacion tenga lugar.

Si queremos repartir el valor v(N) € (©) del juego, deberd ser

> " hi(v) = v(N)
iEN
lo que se conoce como principio de eficiencia. Aunque si sélo deseamos indicar la impor-
tancia que el jugador ¢ tiene en el juego, puede que no sea deseable el principio como
veremos posteriormente.
Dado que, en cualquier caso, ¥;(v) indica la importancia que dicho jugador tiene en el
Y )
proceso cooperativo, debe de estar definido a través de las contribuciones marginales que

dicho jugador hace al unirse a coaliciones a las que no pertenece:
d;(S) =v(SU{i}) —v(S) VS C N\{i}

A veces se considera el vector 2" —1 dimensional (|N| = n) de las contribuciones marginales
de un jugador {i} a todas las coaliciones, aunque como es logico, algunas tendran valor
cero.

En base a estas contribuciones marginales, podemos buscar la forma que tendran estos
valores

Vi(v) = ¢; (di(5))
teniendo presente ciertas propiedades deseables para los jugadores.

Previamente, vamos a realizar un breve anélisis del modo de obtener un conjunto de
aportaciones marginales para un jugador:

Dado el conjunto de jugadores N = {1, 2, ...,n}, tomamos en él una permutacién cual-
quiera o, que nos da una ordenacién de los jugadores que representaremos por (o7, ..., 0,,),
donde o; representa al jugador que hemos colocado en la posicion i-ésima en dicha per-
mutacién o.

Basandonos en esta ordenacién lineal:
0oy 02 ... Op—-1 Op
podemos definir las contribuciones marginales de modo recurrente en este orden:

¥(o1) = v(o1) = v(0) = v(o1)
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¥(o2) = v(o102) — v(01)
'(ﬁ(O'J = ’U(O’l...O'Z'_lO'Z') — U(O’l...O'Z'_l)

U(on) =v(N) —v(o109...0,_1)

Notemos que este reparto es una asignacién eficiente puesto que:
> (o) = v(N)

lo que ocurriria también cualquiera que fuera el orden elegido o, aunque cada permutacion
darfa, en general, un reparto diferente.
Este reparto tiene la dificultad de tener presente sélo una de las contribuciones margi-

nales del individuo.

6.2.1. Axiomatica

En general, deseamos que los valores verifiquen un conjunto de axiomas que permitan
caracterizarlos. Estos axiomas deben ser ampliamente aceptados por todos los jugadores.
Un primer axioma que deseamos que verifiquen es el axioma de linealidad.

Dados dos juegos v y w de GN(()), se define el juego v + w como
(v+w)(S) = v(5) + w(S)
Axioma de linealidad: Un wvalor v; definido en GN(() se dice que es lineal si
Vo, w e GN(Q) y Vi € N se cumple que
Yi(u +w) = ¥i(u) + ¢i(w)

Los valores descritos anteriormente sobre cada conjunto de permutaciones son lineales.

Cuando un jugador {i} sélo aporta a cualquier coalicién su valor individual
d;(S) =v(SU{i}) —v(S) =v({i}) VS C N\{i}

diremos que es un jugador nulo.
Este jugador recibe en cualquier indice basado en el orden, trivialmente, el valor ¢;(v) =
v({i}). Esto, en general, recibe el nombre de

Axioma del jugador nulo: Todo jugador nulo de un juego v € GN(() tiene por

valor ;(v) = v({i}).
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Estos dos axiomas nos dicen que el valor se puede expresar por

vi(v) = Y N(S)di(S)
SCN\{i}
Si suponemos que el valor va a ser lineal, todas las ponderaciones de las contribuciones
marginales del individuo deberan verificar
> XS =1
SCN\{:}
lo que deberemos de tener presente al definir el correspondiente valor.”
Por otro lado, como principio de que todos los jugadores reciben su valor en funcion de
la estructura del juego, y no de la numeracién de los jugadores en N y definiendo el juego
permutado” ov € GN((®) (siendo o la permutacién (o;...0,,)) de un juego v € GN ()

por
VSCN: ov(cS)=wv(S) siendo oS = {o;|i € S}

se suele aceptar el
Axioma de simetria: Dado un juego v € GN((), la permutacion o vy el juego

permutado ov € GN((), se verifica que

hi(v) = Vo, (ov)

En este caso se dice que el valor definido en GV ((©) es simétrico. Ello conlleva, si acepta-
mos un valor lineal, que los coeficientes A*(S) no dependen del jugador 7 ni de la coalicién
S, sino sélo de su tamano s = |S|, dadas las aplicaciones que se producen por las permu-

taciones de los jugadores. Es decir, la linealidad y la simetria nos dan valores del tipo

Yiv) = > Adi(S) con |S|=s
SCN\{i}
Volvamos al esquema de las permutaciones para buscar la forma que debe de tener ¢;(v)
para que se verifique el principio de eficiencia que enunciabamos al comienzo.
Si partimos de que el valor solo debe verificar el principio de linealidad para que
sea eficiente su valor, y dado que todo indice asociado a o es eficiente, basta tomar
como indicador un valor medio de cualquier distribucion de probabilidad definida sobre

el espacio de las permutaciones [[.

**Cuando, ademds, las aportaciones marginales son todas no negativas, d;(S) > 0, es decir, tenemos juegos mondtonos,
las ponderaciones de las aportaciones marginales del jugador pueden entenderse como una distribucién de probabilidad
sobre las mismas. Lo que hace que se cumpla el término de valores probabilisticos.

***También conocido como juego de permutacién o sobre v.
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Dada la distribucién de probabilidad {p,} sobre [, definimos su valor asociado como
(v,00) = Y _ poth(o)
UEH

Estos valores pueden escribirse de la forma anterior

(0:p5) = > _poth(o) = ) > (v(SU{i}) —v(5))

o€l SCN\{i} \o€ll;S={o1,....06—1,i}

La forma més sencilla de definir una distribucién de probabilidad en [] es tomando la
ley uniforme, p, = % Cuando escribimos el valor en forma lineal, dos permutaciones
cualesquiera o' y 02 dan al jugador {i} la misma aportacién marginal si los jugadores
(0{,. ,Jf 1)s 7 = 1,2, son los mismos aunque estén en distinto orden. Hay, por ello,

(s — 1)!(n — s)! 6rdenes que tienen el mismo valor para el jugador {i}, por lo que:

wt) = 3 BT 5 ) us))

es decir,
(s —1D)l(n—s)!
n!

X(S) =
Este indice es conocido como valor de Shapley del juego v.
Dada la definicién del mismo, es eficiente y lineal, pero ademas verifica el axioma del

jugador nulo, simetria y monotonia, como hemos indicado en las condiciones dadas para

estos valores.

No obstante, a la eficiencia podriamos llegar por otro camino, al imponer directamente

que un indicador lineal sea eficiente

Do)=Y > N(S)((SU{i}) —v(S8) =D wu(S) (ZM(S\{z‘})—ZAZ’(S))

ieN €N SCN\{i} SCN i€S i¢S
lo que nos indica que
PRNERDEDPPYE)
€S ¢S
D ON(N\{i}) =1
ieN
para que se verifique la eficiencia.

Si imponemos la simetria, tendremos que

S Asm1=(n—35) - Ag
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1

n’

con la condicién de contorno \,_; =

lo que nos conduce al valor de Shapley nuevamente.

A veces se pide que la eficiencia se verifique para cualquier conjunto S, S C N, que

sea un soporte ( “carrier”), es decir
v(T)=v(T'NS) VI'CN

(Nétese que N es siempre un soporte)

6.2.2. El valor de Shapley en juegos cooperativos generalizados

Hemos visto algunos tipos de valores asociados a un juego, destacando por sus propie-
dades el valor de Shapley. La importancia de este valor es considerable, pues es el unico

que verifica las propiedades de aditividad, simetria, eficiencia y jugador nulo.

No obstante la demostracién clasica del teorema de Shapley no es valida en los juegos
cooperativos generalizados, G (()), al no tener definida, de modo general, una base para
el espacio vectorial (-). Posteriormente, consideraremos esta hipétesis. Como veremos mas
adelante, dicho camino es posible si (-) es isomorfo a R", pero para establecer el teorema
de caracterizacion, usaremos otra caracterizaciéon realizada por Myerson para este valor.

Todo el razonamiento anterior estd basado en la posibilidad de definir 6rdenes de tipo
lineal entre los jugadores, para de este modo poder definir las aportaciones marginales de
los jugadores.

Myerson plantea la cuestién de un modo mas general que esta relacién lineal, pues solo
considera las aportaciones marginales aceptadas por los jugadores (y no todas ellas), a las
que impone una cierta condicién a la hora del reparto.

La idea se basa en que si tenemos dos jugadores {i} y {j} en un juego, que obtienen
v(i) y v(j) por si mismos y v(i, j) si cooperan entre ellos, la cooperacién les debe de llevar

a una regla de reparto “equitativa” sobre las ganancias:

N . .
Yi(v) = v(@) + 5 (i, 5) = (@) = v(j)]
y que coincide con el valor de Shapley del juego para juegos cooperativos bipersonales.
Myerson define su regla de reparto partiendo de una cierta estructura de agrupacion
entre jugadores e impone que si dos jugadores buscan una agrupacién mayor, ambos
jugadores tengan el mismo beneficio marginal cuando se produzca dicha cooperacién (Ver

[32] para un estudio sistemdtico de las implicaciones que conlleva una cooperacién parcial).
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Dado un juego cooperativo generalizado (N, v), definimos sobre el conjunto de jugado-
res NV una relacién binaria ¢Rj sii {i} y {j} desean cooperar para repartirse el beneficio
que pueden conseguir en el juego anteriormente definido.

Aceptamos que esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dicha relacion produce una particion de N en subconjuntos disjuntos:
Pr ={C4,...,Cr}
tales que

CinCy =0, i#j ije{L,2..R}, y|JC=N

Sobre esta particién se induce un nuevo juego (Pr,v/R) que estd definido tomando como

jugadores las clases y por funcién caracteristica

(0/R)(S)= > v(T) VSCN

TeS/R

donde S/R expresa el conjunto de clases en las que hay elementos de S:

SR = {{i|iRj.i € S}|j € S}

koksk

es decir, las clases particién inducidas en S por la relaciéon R.”
Asi, si N ={1,2,3,4,5} y tenemos que 1R2, 1R4, 2R4 y 3R4, entonces {1,2,3}/R =
{{1,2},{3}} mientras que N/R = {{1,2,3,4},{5}}.
En esta situacién los jugadores que aceptan cooperar, desean repartirse el beneficio
que consiguen con su cooperacién, es decir, los jugadores en C; desean repartirse v(C}),
que es lo que consiguen si persisten en su cooperacion.

Por tanto, un valor o regla de asignacion eficiente es cualquier funcion

v:NOR) - O

de modo que para cada juego v € G¥((®) vy cualquier relacién R, proporcione a cada
jugador ¢, un valor ¢;(v, R) tal que
Z%‘(%R) =v(S) VS e N/RycadaR (6.1)
€S
Notese que si R es una relacién completa, iRj, cualesquiera que sean ¢ y j, por lo que
N/R se reduce a una sola clase (la gran coalicién), el valor definido cumpliria la condicién

de eficiencia clasica.

skeskook

La relacién R se considera transitiva para definir el conjunto cociente P/R. En S/R, la particién solo tiene presente

las coaliciones permitidas directamente por la relacién R en su estructura inicial.
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Dado que existen muchas reglas eficientes, como puede ser la regla de reparto igualita-
rio, buscamos aquella que cumple lo que Myerson define como principio de igual ganancia
para los jugadores que produzcan acuerdos bilaterales.

Dados acuerdos bilaterales de dos individuos 7 y j que pertenecen a clases diferentes en
una relacion R, es decir ¢ /Rj, cuando deciden cooperar ambos individuos y aceptar que
iRj, se produce una nueva relacion R', en la que el conjunto de particion Py se obtiene
del original Pgr al fusionar las clases en las que estaban ambos individuos en una sola
clase, manteniendo las relaciones existentes junto a la nueva que ha producido el nuevo
contexto.

Diremos, en este contexto, que:

La regla de reparto ¢
€s justa sii 1/}2'(1)7 R/) - ¢i(vv R) = %’(Ua R,) - ¢j(va R) (62)

es decir, independientemente de lo que ocurra a los restantes jugadores, los jugadores que
producen el acuerdo tendran la misma ganancia marginal.

La regla igualitaria no tiene esta propiedad, pues si tenemos un reparto igualitario en
dos clases S y Sy con % #* %, al decidir cooperar dos individuos de clases diferentes
y aplicar la regla igualitaria a la clase S; U S5, no tienen ambos individuos igual ganancia
marginal.

Incluso si nos basamos en una relacién lineal, y vamos dando a los individuos de cada

conjunto que se forma (oy...0;) el mismo valor:

1
-v(0oy...0¢)
i

esta regla igualitaria no verifica el principio de igual ganancia marginal, pues cada nuevo
individuo recibe condicionalmente una cantidad diferente de lo que reciben los anteriores
individuos.

Una regla justa y eficiente para este orden lineal se obtiene al dar a los individuos
que producen la nueva coalicién, S = (03...0,-1) y SU {i} = (0y...0;), la mitad de la
aportacién marginal v(oy...0;) —v(0o7...0;_1). No obstante, este reparto estd asociado a un
modo especial de definir la relacion R entre los jugadores.

En general, nos preguntamos si existen reglas que verifiquen ambas condiciones. La
respuesta es:

“Dicha regla existe y es tinica”, como demostraremos a continuacion.

Teorema 6.2.1 Dado un juego cooperativo (N,v) generalizado, existe una inica regla de

asignacion de valores para los jugadores que es eficiente y justa.
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Demostracion.
Supongamos que existen dos reglas de asignacién ¢/ : GN(O;R) — O, j = 1,2,
diferentes, que verifican los principios de eficiencia y justicia.

Sea R la relaciéon con menor nimero de pares tal que

H{ENOR | £ v { V(O]
sean estos valores (1p1..1) v (¢2...42) diferentes. Por la minimalidad de la relacién R, si

sy t son dos jugadores relacionados, sRt, tendremos que en la relaciéon R’ originada por

la supresion de este par, se tendra:

o (GMOR)) £ (GMOR))

y por tanto, el principio de justicia indica que:

y; - ytl = ¢;<Uu7%,) - %1(% 7%’,) = ¢§<Uu7€,) - ¢§(U, 7%’,) - ys? - yt2

lo que nos indica que y! — y? = y! — y?, cualesquiera que sean s y t, relacionados por R,
en una cierta componente S, por lo que esta diferencia que representamos por dg(R) no
depende de s.

Pero la eficiencia nos indica que
ol =>4k =w(S)
ics ies
asi que 0 =Y, o(¥7 —4}) = |S|ds(R), lo que nos dice que dg(R) = 0.
Asf que las diferencias son todas nulas, y' = y? sobre R/ , lo que produce una contra-
diccion.

Por tanto, sélo existe una regla de asignacion. [

Teorema 6.2.2 Toda regla de asignacion que verifique los principios de linealidad, so-

porte y simetria, verifica los principios de eficiencia y justicia.

Demostracion.

Dada R, para cada S € N/R, definimos el juego u® por su funcién caracteristica:
u(T)= Y w(F) VTCN
Fe(TnS)/R
Dado que dos jugadores i, j € T' tales que ¢Rj también estan en NN, se tiene que

T/R= |J (Tns)/R

SEN/R
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Por lo que

v/R = Z u®

SEN/R
Pero dado que S es un soporte para u® puesto que u®(T) = v°(T N S). El axioma sobre

el soporte nos dice que para cualquier S € N/R y cualquier T' € N/R

Ty u'(N) si  S=T
;W“)_{ 0 si SNT=0

y debido al axioma de linealidad, si S € N/R se tiene que

Dowilw/R)= | Yo W)= Y Y uu) = (N) = Y o(T) = u(S)

ieS i€S TeN/R TeN/R i€S TeS/R

luego el valor verifica el principio de eficiencia si verifica la linealidad y el axioma sobre
el soporte.

Veamos que para ser justo necesita el axioma de simetria. Sea una relacién R con iR},
y tomemos w = v/R — v/R' siendo R’ igual a R salvo que i Rj.

Notemos que S/R = S/R’ si (i,7) no estén en S. Asi, sii ¢ S o j ¢S se tiene que:

TeS/R TeS/R!

Por lo que las tnicas coaliciones no valoradas por cero, en el juego que w define son las
que contienen a 7 y a j. Es decir, sus jugadores veto.

Por simetria se verifica que
bi(w) = j(w)

La linealidad del valor nos dice que

bi(0/R) = i(v/R') = ¥i(v/R) — thi(v/R)
por lo que estas dos propiedades de linealidad y simetria nos obligan a la justicia. [

Corolario 6.2.1 La regla de Shapley es la unica que verifica los principios de linealidad,

soporte y simetria.

okokok ok

Teorema 6.2.3 Si el juego v es superaditivo, la regla eficiente y justa es estable
el sentido de que:
?/fi(U’ R) Z wi(va R/)

La estabilidad nos conduce a la cooperacién en el juego general, buscando los jugadores formar la gran coalicién.

seskok sk ok
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wj (U> R) = w]’(vv R/)

siendo los pares de R iguales a los de R’ salvo que iRj pero i R'j

Demostracion.
Dados iR j, la relaciéon R’ definida igual a R suprimiendo este par de elementos nos
produce que S/R' C S/R ysii ¢ S, entonces S/R' = S/R.

Dado que el juego es superaditivo

(0/R)(S) = > o(T)= D o(T)=(v/R)(S)
TeS/R TeS/R!
siendo igualdad si i ¢ S. Lo que nos dice que en el juego w = v/R — v/R’ se tiene que
w(S)>0sieSyw(S)=0siie S, porlo que en el sentido de Shapley es 1;(w) >0y

bi(v/R) = hi(v/R') 2 0 O

6.3. El valor de Shapley en juegos cooperativos vectoriales

En 1953 L.J. Shapley ([20]) demostré que existe un nico valor definido sobre los juegos
superaditivos en forma de funcién caracteristica que satisface determinados axiomas.

Nosotros vamos a extender el valor de Shapley a los juegos n-personales vectoriales de
k objetivos, lo que nos permitira definir dicho valor para los juegos simples vectoriales.
Para hacer esta extensién podemos emplear los resultados obtenidos en la seccién ante-
rior, aunque en este caso, al existir una base del espacio, podemos seguir la linea clasica
empleada por Shapley.

Recordamos que un juego vectorial de k objetivos es un par (IV,v), déonde N es el
conjunto de jugadores y v la funcién, v : P(N) — RF, que asocia a cada coalicién una
k-upla de nimeros reales con la condicién de que v(() es la k-upla nula.

La clase de todos estos juegos es G'(N).

Intuitivamente, v(.S) representa el valor de la coalicién S, es decir, el menor pago que
pueden conseguir independientemente del resto de jugadores.

Para cada juego v, queremos medir a priori el valor de cada jugador {i}, teniendo en
cuenta la cooperacién. Dicho valor serd un vector de R* que se nota por: ¢;(v).

Shapley ([20]) propuso, en el caso escalar, tres condiciones o axiomas que debia cumplir
dicho valor y demostré que la funcién ¢ que las verifica esta determinada de forma univoca.
Nosotros seguiremos una linea similar para caracterizar los valores de los jugadores de un

juego vectorial.
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La extensién natural del teorema de Shapley sera:

Teorema 6.3.1 Hay una tinica funcién ¢ : G'(N) — R¥"que satisface los tres axiomas

siguientes:

S1. Si S es un soporte de v, entonces Z oi(v) = v(9)
i€s

S2.  Para cualquier permutacion o y cualquier jugador i
Do (i) (ov) = ¢i(v)
S3. Para vy y vy cualesquiera, entonces
P(v1 + v2) = ¢(v1) + P(v2)
y dicha funcion tiene por expresion:

oy = 3 ETDZO 6 s\ (6.3)

n!
{ieSCN}

Demostracion.
Para hacer la demostracién recordamos que G(NV) es un espacio vectorial de dimensién
(2" — 1) X k y que tenemos definidas sendas bases, la de los juegos de unanimidad y la de

los de identidad:
0,..,0,..,0) si ST

0,..,1,..,0) st SCT
0,...,0,...,0  S#ET
()= § ol et 57
0,..,1,...,0) si S=T
En virtud de ello, todo juego se podra expresar como una combinacién lineal de unos u

otros. En particular, de los juegos de identidad:
v=>Y &bis=>Y u(S)s VIeK={12 .k} (6.4)
s s

Anélogamente se expresaria un juego de unanimidad como combinacion lineal de los juegos
de identidad:
uly = it (6.5)

1. Para ver que ¢(v) es tinico adaptamos la demostracién de Dubey ([4]) del caso escalar

al caso vectorial.
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Aplicamos primero el axioma S3 a (6.4) y (6.5):

(Z 5st> u(9)e(ik) (6.6)

(us) (i) (6.7)

T;SCT
y asi, ¢(v) es tinico por (6.6) si lo es cada ¢(ik). Y para demostrar que cada @(i) es

tinico, hay que demostrar por (6.7) que ¢(uk) y ¢(i}), para T # S, son tinicos.

» ¢(uk) es tinico.
Sy todos sus superconjuntos son soportes del juego uk y por S1,
> i) = ug(S) = (0,...,1,...,0)
ies
y Vj & S se cumple que
> ¢i(ul) = (0,...,1,...,0)
ieSuj
lo que implica que ¢;(uk) = (0, ...,0,...,0) para Vj ¢ S.

Ademas, si o es una permutacién que intercambia los jugadores 7 y j de S y deja

los demés igual, entonces ouy = uk y por S2,

di(us) = ¢;(ug) Vi,j €S

Por tanto,

Z¢z(ul5) = |S‘ ¢z(uf9) = (0> N ,O)

i€S

1 ..
di(uk) = (O""’E"“’O) st 1€S
,...,0,...,0) si igS

luego ¢(uk) es tinico.

= Si demostramos por el método de induccién que cada ¢(ik) es tinico, entonces

por lo anterior y por (6.6) y (6.7), también lo serd ¢(v).

e Para |S| = n, uly =iy y como ¢(ily) = ¢(uly), entonces ¢(ily) es tinico.

e Para |S| = n — 1, uk = il + 4l y por ser tnicos ¢(uk) v @(uly), también lo

es o(i%).
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e Suponemos que es cierto hasta |S| = p + 1, veamos que también lo es pa-
ra |S| = p. Sabemos que ug = i + Y pgop iy, es decir d(ul) = P(i) +
> orscr ¢(i7). Ademas todos los ¢(if) para |T| > p+ 1y ¢(ul) son tnicos,
por tanto también lo es ¢ (i) para |T| = p

Luego, si ¢ existe, es Unico.

2. La funcién ¢ definida por (6.3) es la tinica que verifica los axiomas S1, S2 y S3.
La demostracion de la unicidad lleva implicita la forma de construir ¢.

Suponemos que

(s—1)!(n—s)! .
. L si i€8S
(i) = a 6.8
i(is) { s D)t g g (6.8)

n—s n!

Vamos a demostrarlo por induccion:

» Para |S| = n se cumple.

Sabemos que ¢(iy) = B(uly) (es decir gi(ll) = difu) y que diluy) = 1
Calculamos ¢;(i%;) para ver que la férmula (6.8) es vélida
(n—1)!(n—n)!

. 1
(i) = ] =

» Para |S| = n — 1 también se cumple.

Ahora, ufg = ng +uby o zfg = ufg —uly y qbz(zls) = gbz(ufg) — ¢i(uly).

Por (6.8) sabemos que

¢m@:@m@—@wm:{

y por la formula

(n—1-1)11! 1 o
¢(le) _ { - =am St i€ S

n—1 (n=2)!11! 1 .
R = st i ¢S

» Suponemos que se cumple hasta |S| = p + 1 (inclusive). Entonces por (6.7) se

cumple que

n!

s . (s—1)!(n—s)! si Z¢ g

n—s n!

{ (s—1)!(n—s)! si i€ g

para |S| = p.
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Y sustituyendo en la expresién (6.6)

du) = Y ul(S)e(ik)

P#£SCN

tenemos que

bi(v) = Z {(8—1)!(71—3)! (S s—1  (s=2l(n—s+1)! -vl(S\{i})} _

I o ’ I
oo n! n—s+1 n!

> [ s - EEDR sy

n! n!
i€SCN
o lo que es igual

sy = 3 CTVZ IO s\ga)

n!
{ieSCN}

que en forma vectorial es

Z{ieSCN} W [01(S) — v (S\{i})]
su(o) = | Ztiesemy Tar va(S) — va(S\{i})

> rescny S [oe(S) — vk(S\{i})]

y extrayendo los coeficientes

[v1(S) — vi(S\{i})]
s— 1l(n—s)! v9(S) — v9(S\{7
3 (s =Dln=s)!| [02(5) ...( \{i})]

n!

gi(v) =

{ieSCN}

[0k(5) = ve(S\{7})]

adopta la forma tipica (6.3) del valor de Shapley

swy= 3 BTV 6 sy

n!
{ieSCN}

Y asi queda demostrado que la funciéon ¢ es la unica que satisface los axiomas S1, S2 y
S3.0
El valor de Shapley asigna a cada jugador en cada componente una media ponderada

de sus contribuciones marginales a las coaliciones a las que pertenece.

Ejemplo 6.3.1 Sea el juego simple vectorial (N,v), N ={1,2,3}, definido por:

v@=(8>,mun=(£>,mmnz(i),wwnz<ﬁ)
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o({1.2}) = ( ‘518 ) o({1,3}) = (;lg ) . v({2.3)) = ( 28 ) v(N) = ( 128 )

Utilizando la formula (6.3) obtenemos el valor de Shapley del jugador {1}
012!

o 1) —o(0)] + % [v({1,2}) —v({2})] +
41,3 — o(48D)] + 5 [o(N) — o({2,3))] =
sl C) - Gl ) - Gols L0 - ()
4o - 4o - -

15 6|\ 50 25 6\ 30 10 140 60
1(10) 1(20) 1(10) 1<80> 1(20+20+10+160> <35>
=z 4 +2 42 == =

3015 ) 6 a5 ) 6\ 2 ) 3\ 80 6 \ 30+ 25+ 20+ 160 39,1

y andlogamente los valores de Shapley de los demds jugadores:

60 65
wo=(2): o= &)

6.3.1. El valor de Shapley en juegos cooperativos generalizados especiales

¢1(v)

1 1
3 3

Analogamente se puede estudiar el valor de Shapley en el caso general en que los
juegos estan definidos sobre espacios vectoriales con bases no finitas, sin mas que adaptar
el axioma de aditividad al caso infinito.

Si llamamos a una de estas bases B = {p'}ics, p' € ), podemos enunciar el siguiente

teorema que es una generalizacion del valor de Shapley.

Teorema 6.3.2 Hay una tunica funcion ¢ : GN(®) — O", con una base B del espacio

vectorial (), que satisface los tres axiomas siguientes:

S1. Si S es un soporte de v, entonces Z oi(v) = v(9)
ies

S2. Para cualquier permutacion o y cualquier jugador i
Pa(i)(00) = ¢i(v)

S8’.  Para cualquier familia v;, 1 € I,

s> _vi) = ow)

el iel
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Este teorema se demuestra adaptando la demostracion del valor de Shapley dada ante-

riormente, para lo cual definimos los juegos de unanimidad de G () como

pi(T):{OQ st S¢T

Ug i
p osi SCT

A continuacion y antes de pasar al estudio de los valores para los juegos simples vec-
toriales, vamos a ver otra forma de caracterizar el valor de Shapley diferente de la forma
axiomdtica. Seguiremos los trabajos de Hart y Mas-Colell ([27]) adaptandolos al caso
vectorial, aunque puede realizarse sobre G ().

En primer lugar, veremos que el valor de Shapley se obtiene a partir de la funcién
potencial y que conserva las diferencias. En segundo lugar, que el valor de Shapley queda

caracterizado por dos propiedades: la consistencia y la justicia para juegos bipersonales.

6.3.2. Potencial

Sea G(N) el conjunto de todos los juegos vectoriales de k criterios en forma de funcién
caracteristica y G¥(.5) el conjunto de todos los juegos vectoriales de k criterios restringidos
a S, siendo S una coalicién cualquiera.

Definimos una funcién

P:G" — Rk

que asocia a cada juego (N, v) una k-upla de RE.

La contribucién marginal de un jugador {i} estd definida por el vector columna dife-
rencia de las k-uplas correspondientes a los juegos (NV,v) y (N\{i},v) (el restringido de
va N\{i})

D'P(N,v) = P(N,v) — P(N\{i},v) (6.9)

La funcién P, que cumple que P((),v) = (0, k., 0), se llama funcién potencial si verifica
la condicion de eficiencia, es decir, la suma de las contribuciones marginales de todos los

jugadores es el valor del juego

iDiP(N, v) = v(N) (6.10)
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Teorema 6.3.3 Ezxiste una tunica funcion potencial P. Para cada juego (N,v), la matriz
de pagos (D'P(N,v)ien) (formada por los vectores columna D'P(N,v)) coincide con el
valor de Shapley del juego. Ademds, el potencial de cualquier juego estd univocamente
determinado por (6.10).

Demostracion.
Vamos a ver que D'P(N,v) = ¢;(N,v) (Por ¢;(N,v) indicamos el valor de Shapley del
juego (N, v)).

Desarrollando la condicion de eficiencia

n

Y [P(N,v0) = P(N\{i}, v)] = v(N)

i=1

IN|- P(N,v) — ZP(N\{Z'}W) = v(N)

vemos que (6.10) se puede escribir como

P(N,v) = |—]1V| [v(N) + 3 P(V\{i} v)] (6.11)

iEN

Asi, empezando con P(0),v) = (0, *.,0)", P(N,v) queda determinado en forma recursiva

P({it,v0) = < [v({i}) + PO, 0)] = v({i})

] =

A continuacién, se expresa (N, v) en la base de los juegos de unanimidad {uk}

v = (Z clSulS> (6.12)

SCN

y en la de los juegos de identidad

v = (Z UZ(S)z'g) (6.13)

ScN
y expresando los juegos de identidad en la base {uk}
= S0 (-1
scT

y sustituyendo esta expresién en (6.13) e identificando los coeficientes resultantes con los
de (6.12), resulta

s =Y (=1)"u(T) (6.14)
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y estos coeficientes ¢k divididos por los cardinales de las coaliciones dan lugar a los divi-

!
dendos de Harsanyi dy = %5' A partir de ellos, se escribe la funcién P

P(N,v) =Y dy (6.15)
S

Esta funcién P definida por (6.15) es la funcién potencial, que coincide con el valor de

Shapley, que es como bien se sabe ¢;(N,v) =Y ¢, qds. O

Ejemplo 6.3.1 (Contintia) Vamos a ver en primer lugar que las contribuciones marginales
D'P(N,v) definidas por la funcién potencial coinciden con los valores de Shapley. En
sequndo lugar que los dividendos de Harsanyi ([10]) definen la funcion potencial y los
valores de Shapley.

1. Procedemos al cdlculo de los potenciales de los juegos reducidos aplicando la formula
de recurrencia (6.11) segin la tabla (En ella abreviamos la forma de escribir los
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potenciales. Asi P({1,2},v) lo escribimos como P(12), etc.):

P(12) P(13) P(23) P(123)
m (] 10
’ 15 15
20 20
" ( 25 ) ( 25 )
30 30

- () (%)

v(12) ( ;18 >

v(13) ( ig >

v(23) < 28 )

" ()
P(12,v) ( ii )
P(13,v) ( 24;05 )
P(23,v) ( 4(7355 )
Totales 0 80 130 300

90 55 95 260
Potenciales <35> ( 40 ) ( 65 > ( 100 )
45 27,5 47,5 86,6

La fila de totales se refiere a los corchetes de la formula de recurrencia

1
P(S,U):g

v(S) + ZP(S\{Z'},U)]

1€S
Para obtener la fila de los potenciales de los subjuegos se divide la fila de totales por

el cardinal de S.

Y, finalmente, las contribuciones marginales de cada jugador {i} se obtienen restando
al potencial del juego, P(N,v) el de cada uno de sus subjuegos P(N\{i},v) (formula

6.9), es decir a la ultima casilla de la tabla se le resta cada una de las tres anteriores:
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35 60 65
D'P(N,v) = . D?P(N,v) = , D?*P(N,v) =
39,1 59,1 41,6

que coinciden con los valores de Shapley.

Calculamos los coeficientes ¢y = > 7o g(—1)* vy (T)

10
ey =\
20
2 = |
30
= |
40 10 20 10
C = —_ —_ =
L2y 50 15 25 10
40 10 30 0
C = — — =
(1.3} 30 15 10 5
80 20 30 30

C = —_ —_ =
(2.3} 60 25 10 25

10 20 30 40 40 80 160 60
€{1,2,3} = + + - - - + =
15 25 10 50 30 60 140 50
y a partir de ellos los coeficientes de Harsanyi
10 20 30 )
{1} ( 15 ) {2} ( 25 ) {3} ( 10 ) {1,2} ( 5 )
0 15 20
d = d = d =
{1,3} ( 9.5 ) {23} ( 12,5 ) {1,2,3} ( 16,6 )

Y vemos que

160
P(N,v)= ) ds= ( 130 )

SCN

y que los valores de Shapley también coinciden:

35
¢1(v) = dpy +dpoy +dpgy +dpesy = ( 39 1 ) , etc.

Se puede hacer otra interpretacién del potencial a partir del siguiente modelo de proba-

bilidad para escoger de forma aleatoria un subconjunto S de N (|S| = sy |[N| =n): en

primer lugar, el tamano s se puede escoger entre 1,2, ..., n con probabilidad %; en segundo
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1

)

n! permutaciones, tomamos un punto s y escogemos el correspondiente S. Asi,

lugar, el subconjunto S se puede escoger con probabilidad . Ordenando ademas las

Proposicién 6.3.1 La funcion potencial P para todo juego (N, v) es
n
P(N,v)=E [—U(S)]

Demostracion.

Segun la distribucion de probabilidad anterior, el potencial es

! |

P(N,v)=Y" (s = Din =)t g (6.16)

n!
SCN

Y es evidente entonces que la contribucién marginal D'P coincide con el valor de Shapley:

s—1)!(n—s)!
n!

D'P(N,v) = P(N,v)-P(N\{i},v) = > (

1€ESCN

[0(5) = v(S\{i}] = di(v) O

6.3.3. Conservacién de las diferencias

Otra forma de asignar pagos, que nos lleva a la misma solucién, es a través de las
diferencias. Supongamos que tenemos para todo par de jugadores {i} y {j} los vectores

d¥, compatibles en el sentido de que:
1. d%=0
2. d¥ = —d"
3. d94d* =d* Vi, jkeN

Dados estos vectores d*/, una matriz de pagos (v;) conserva las diferencias si para todo

par de jugadores:
9y
bi— ) = d
Veremos que existe una tnica matriz de pagos eficiente que conserva las diferencias y es

1 ij i — i
%:WIU(N)Jrzj:d], Vi =vi—d

Para tener la solucion, necesitamos obtener las diferencias. Esto se hace en forma recursiva.
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Suponemos que los pagos se han obtenido para todos los subjuegos estrictos de (N, v).

Es decir, conocemos el pago del jugador {i}, 1;(.S), en el subjuego (S,v) (i € S C N)
d7 = (N\{j}) — ¥ (N\{}) (6.17)

La matriz de pagos solucion satisface

> Wi(N) = v(N) (6.18)

Ui(N) = 9i(N\{7}) = 1;(N) — ¢;(N\{i}) (6.19)

La expresion (6.19) ha sido utilizada por Myerson (1980) con el nombre de contribu-

kookskok sk k

ciones balanceadas

Teorema 6.3.4 La solucion, anteriormente construida, que conserva las diferencias estd per-
fectamente definida. Ademadas, se genera con una funcion potencial, es decir, coincide con

el valor de Shapley.

Demostracion.
Sea el juego (N, v). Supongamos por induccién que se ha determinado la solucién para
todos los subjuegos estrictos (S,v) (S C N,S # N) y que estd generada por la funcién

potencial
¥i(S) = P(S) = P(S\{i}) (6.20)

Es evidente, por la eficiencia, que (6.20) se cumple para los subjuegos con |S| = 1.
Suponemos por induccién que se cumple para |S| =n — 1 y vamos a ver que también

se cumple para N. Tenemos que
d? =i (N\{5}) — ¢; (N\{i})
= [P(N\{j}) = P(N\{i,j})] = [P (N\{i}) — P (N\{i, j})]
= [P (N\{j}) — P (N\{i})]

La conservacién de las diferencias es una generalizacion del reparto equitativo del superdvit para juegos bipersonales.

Es decir: )
vi = ¥i{i,g}h) = v({i}) + 5 [v({i,7}) —o({i}) —v({7})]
¥ =¢;({i,5H) = v({s}) + % [v({i,5}) —v({i}) —v({i})]

Y restando ambas:

Yi — ;5 = v({i}) —v({5})
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Ademas, (¢;(IN)) esté bien definida y:
Ui(N) = 9;(N) = d7 = P(N\{j}) — P(N\{i})

Fijando ¢ y haciendo la media sobre j y en virtud de la eficiencia:
1 1 , .
GiV) = o(N) = = 3" P(N\{j}) = P(N\{i})
JEN
Luego,
: 1 .
Gi(N) + P (N\{i}) = — {o(N) + > P(N\{5})
JEN
y como el segundo miembro es el potencial P(NV)

Gi(N) + P(N\{i}) = P (N) = (N) = P (N) — P (N\{i})

Por tanto, (6.20) se cumple para N y la solucién que conserva las diferencias es el valor
de Shapley 1;(N) = D'P(N). O

6.3.4. Consistencia

También se puede justificar el valor de Shapley por su comportamiento sobre ciertos
subjuegos que se producen a partir del juego original.
Sea ¢ una funcién solucién ¢ : G¥(N) — R y (N, v) un juego, si T C N llamamos
juego reducido (7, vé’;) aquel que viene definido por
vi(S) =v(SUT) — Zwi(S UT,v) paratoda S CT (6.21)
ieT
Decimos que la funcién solucién ¢ es consistente si al aplicarla al juego reducido da los

mismos valores que al aplicarla al juego original:
(T, v:’ﬁ) =1;(N,v) paratodo jeT (6.22)

Para computar el valor de una coalicién S de T', tenemos que considerar el juego resultante
después de pagar a los miembros de T\ S o, lo que es igual, considerar el juego reducido
(SUT,v).
La definicién del juego reducido se puede escribir como
vA(S) =Y i(SUT,v)
ics
Ademas, si ¢ es eficiente y consistente

VR(T) = Y Wi(Tyvp) =Y dhs(N0) = o(N) =Y (N, 0)

jET jET ]GT
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Lema 6.3.1 ¢ es una funcion solucion consistente sii satisface

V(T v5) = ¢;(N,v) Vj €T
para todos los juegos (N,v) y subjuegos (T,v%) con |T| =n — 1.

Demostracion.

La demostracién se hace por induccién sobre el tamano de T.
Teorema 6.3.5 El valor de Shapley ¢ es una funcion solucion consistente.
Demostracion.

Como el indice de Shapley es eficiente, V.S C N\{i}, si llamamos al juego restringido
vf,_ (i) = Vit

v_i(S) = v(SU{i}) — ¢i(SU{i}t,v) = ¢;(SU{i},

jES

= S P(S UL} o) P(SU{N\(}.v)
jES

Comparando,

P(S,v_;) = P(SU{i},v) +cte v,
¢;(N\{j},v—) = P(N\{i},v_;) = P(N\{é, j},v-)
= P(N,v) + cte — P(N\{j},v) — cte
= P(N,v) = P(N\{j},v) = ¢;(N,v). O
Hemos visto que la consistencia es equivalente a la existencia de la funcién potencial.
El valor de Shapley “casi” queda caracterizado por la consistencia. Este “casi” se refiere a
las condiciones iniciales representadas por los juegos bipersonales. Es decir, a los repartos

justos.

Una funcion ¢ es estandar o justa para juegos bipersonales si

bi{i, g}, v) = v({i}) + % [v({i,5}) —v({i}) —v({5})] (6.23)

para todo par de jugadores distintos y todo juego, dicho de otro modo el reparto de

v({i,7}) —v({i}) — v({j}) se hace de una forma equitativa.

Teorema 6.3.6 v es una funcion solucion consistente y justa para juegos bipersonales

sii es el valor de Shapley ¢.
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Demostracion.
<) es inmediata.

=) En primer lugar, veamos por induccién que v es eficiente:

SN, v) = o(N)

» Es eficiente para n = 1, ¢;({i},v) = v({i})
Sea v({i}) = cy el juego ({7,7},v), i # j, definido por
o({i}) =v({i,j}) =¢,  V({5}) =0

Por ser equitativo,

Gil{.1,9) =B + 5 040,51 B ~ TP =+ 5le e~ 0] =,y

U5((5,31,8) = DI + 5 B 1) — i) — BH = 0+ Sfe—c— 0] =

por tanto v_;({i}) = ¢ — 0= c =wv({i}) y por la consistencia
v({i}) = ¢ = i({i, 7}, 0) = hi({i}, vy) = a({i}, v)
= Se cumple para |N| = 2 por ser justa para juegos bipersonales.

= Suponemos que se cumple para todos los juegos con menos de n jugadores. Veamos

que es eficiente para |[N| = n.

Sea un juego (NNV,v) y un jugador i, por la consistencia

Yooy = Y i (N\{i}, v) + (N, v)

JEN JEN\{3}
y como v es eficiente para juegos con n — 1 jugadores,
= v-(N\{i}) + ¢i(N, v) = v(N)

Luego v es eficiente.

En segundo lugar, veamos que, también por induccién, ¢ admite un potencial. Para ello,
se define una funcion () sobre todos los juegos de, cémo maximo, dos jugadores distintos,

de la siguiente forma:

Q,v) =0
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Q({i}, v) = v({i})
Q({i,j},v) = 3 w({i}) +v({s}) +v({i, 5})]
hi(N,v) = Q(N,v) — Q(N\{i},v) (6.24)
= Para |[N| =1 se cumple
vi({i},v) = Q({i},v) — QD v) = v({i})

» También se cumple para |N| = 2

bil{i, g}, 0) = Qi 7}, v) — Q{}v) = 5 [v({a}) +v({5}) + v({i, D] — v({7})

N = DN =

wj({iuj}?q)) = Q({Z,j},’l}) - Q({Z}?’w =

Y sumando

[({z}) +o({7}) +v({i,5})] — v({z})

@Z)Z({Z,]},U) + ¢]({17]}7U) = U({’L,j})

Por ser 1 eficiente y estar generado por un potencial, se trata del valor de Shapley.

= Hay que comprobar ahora, por induccion, que se puede extender al resto de los juegos.

Supongamos que sea cierto para todos los juegos con menos de n jugadores.

Sea el juego (IV,v) con n jugadores, hay que demostrar que

$i(N,v) + Q(N\{i}, v)
es el mismo para cualquier i, en cuyo caso seria Q(N,v).

Para Vi, j,k € N,i # jy k # i, j, la consistencia y (6.24):
Vi(N,v) = ¥5(N,v) = ¥ (N\{k}, vop) — 5 (N\{k}, v)
[QIN\{E}, vr) = QIN\{é, k) v-i)] = [QRIN\{E}, v-g) — QIN\{j, K}, v-)]
[Q(N\{ja k}: U—k) - Q(N\{Zaj7 k}? U—k)] - [Q(N\{Zv k}? v—k) - Q(N\{Z7j7 k}7 U—k)]
y de nuevo por la consistencia y (6.24):
= ¢Z(N\{jv k}a U*k) - W(N\{% k}a U*k>
= ¢'(N\{j},v) — ¢/ (N\{i}, v
= [Q(N\{]}7 U) - Q(N\{Z>]}7 U)] - [Q(N\{Z}7 U) - Q(N\{Z’]}v U)]
= Q(N\{j},v) — Q(N\{i}, v)
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Y reuniendo el principio con el final
i(N,v) = 1i(N,v) = QIN\{j},v) — Q(N\{i},v) &
i(N,v) + QIN\{i}, v) = ¢;(N, v) + QN\{j},v

Por consiguiente, ¢ es el valor de Shapley. [J

6.4. El indice de Shapley-Shubik para los juegos simples vecto-

riales

En esta seccién vamos a estudiar el valor de Shapley para los juegos simples vectoriales
en forma candnica. Recordamos que un juego simple vectorial estda en forma candnica,
(N,v), cuando tenemos definida una clasificacién y una funcién caracteristica v : P(N) —
R" tal que v(S) es una r-upla, cuyos unos indican a qué clases pertenece la coalicién y los
ceros las clases a las que no pertenece.

El valor de Shapley en los juegos simples escalares es conocido como indice de poder
debido a las situaciones en que se aplica: en la politica, en organizaciones, en empresas,
etc. Més concretamente, se conoce como indice de poder de Shapley-Shubik (Ver [36],
[3] [23] ¥ [24]). Vamos a establecer la forma de dicho indice de poder para el caso de los
juegos simples vectoriales siguiendo un razonamiento similar al establecido por Dubey y
Shapley ([33]) y Dubey ([4]).

En los juegos simples vectoriales, SY(NV), el tercer axioma del teorema de Shapley no
puede utilizarse. Por ello se definen dos operaciones, V y A, que dotan a SY(N) de la

estructura de reticulo distributivo:

(v V')(S) = max {v(S), v (S)} = (max (i1, j1), max (is, j2), ..., max (i,,7,))  (6.25)

/

(v Av)(S) = min {v(S), v (S)} = (min (i1, 1), min (iz, js), ..., min (i, j.)) (6.26)

siendo v(S) = (i1, 4, ....5,) v ¥ (S) = (1, J2s s Jr ),
y que nos permiten definir un nuevo axioma, el llamado de transferencia S3’, que sustituye
a S3 (Ver [7]).
De esta forma, el teorema que caracteriza el valor de Shapley para los juegos simples

vectoriales dice:

Teorema 6.4.1 Hay una unica funcion ¢ : S*(N) — R™" que satisface los tres axiomas

stguientes:
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S1. Si S es un soporte de v, entonces Z oi(v) =v(9)
icS

S2. Para cualquier permutacion o y cualquier jugador i
boi)(oV) = di(V)
S8°. Para vy y vy cualesquiera, entonces
(1 Vre) + o1 Ave) = ¢(11) + ¢(12)

y dicha funcion es
(s—1)!(n—s)!
Z{iES;SEUl;S\{i}¢U1} n!
s—1)!(n—s)!

qbi(u) _ Z{ieS;SeUQ;S\{i}gUg} O (6.27)
Z{ieS;SeUT;S\{i}iUT} W
Demostracion (Dubey, [4]).
La demostracion de la unicidad de ¢ se hara por el procedimiento de induccion sobre
las coaliciones minimales ganadoras.
Cada juego simple vectorial v en cada componente [ tiene un ntimero finito de coalicio-
nes minimales ganadoras S!, ..., S,lﬂ y como los juegos de unanimidad {ufgj\l =1,2,..,7}

forman una base del reticulo SY(N), se verifica que
=l Vul, V... Vul
Vl — uSl U/S2 U/Skl

Si s6lo hubiera la coalicién ganadora N (ésta serfa la inica minimal ganadora), entonces
v, = uly y como ¢(uly) estd perfectamente definido, entonces ¢(1;) es tnico.
Para ver que ¢(v;) es tnico cuando hay coaliciones minimales ganadoras de cardinal

inferior a n, consideramos dos casos

1. ¢(v) es unica si s6lo hay una coalicién minimal ganadora de menor cardinal y éste

esp+ 1, p+2, ..., n. Veamos que también se cumple para p.

= Si s6lo hay una coalicién minimal ganadora (la de cardinal p), entonces v; = ul

y ¢(v;) es tnica.

= Hay otras coaliciones minimales ganadoras de cardinal mayor que p: Sy, Ss,...,

S,,. Tenemos

. ’
(uf91 V uls2 V..V ulsm) \Y, uls =1y, oloqueesigual vV ufg =y
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Por tanto, el cardinal menor de las coaliciones minimales ganadoras de v es

mayor que p y por la hipdtesis de induccién, (b(ul/) es unica.

Pero, por la definicién de A, el cardinal menor de las coaliciones minimales

ganadoras de ul A 1/1' es mayor que p y de nuevo por la hipotesis de induccion

¢(v; A v;) es tinico. Aplicando ahora S3'

o) = d(v, V uy) = o(1) + d(uls) — d(us A1)

y como ¢(v,) + ¢(ul) — ¢p(uk A ;) es tinico, también lo es ¢(v;).

2. Hay mas de una coalicion minimal ganadora de menor cardinal p. Suponemos por

induccién que ¢(v;) es tnico sea cudl sea p, si el nimero de coaliciones minimales

de menor cardinal es 1, 2, 3, ..., j. Veamos que también ¢(v;) es unico cuando este

nimero es j + 1.

Sean Si,..., 541 las coaliciones minimales de v; con p jugadores cada una. Y sean

Ty, ..., T,, el resto de coaliciones minimales de v;. Esté claro que |T;| > p y que

l ! ! ! L - vyl
(up, V.. Vg, Vug V..Vug )Vug, =1 oloqueesigual v Vug, =

. 1" 1 l . . , . . ., 1"
Es evidente que v; y v, Nug 1 satisfacen la hipdtesis de induccién, por tanto ¢(v; )

v o(v; A Vé‘ﬂhl) son unicas. Aplicando S3’

b(m) = dv, Vv, ) = o) + ok, — 6 Ak,.)

lo que demuestra la unicidad de ¢(v;).

Por lo tanto, ¢(1;) es unico, sean cuéles sean las coaliciones minimales ganadoras.

Ademas, el valor de Shapley definido sobre SY(N) verifica los axiomas S1, S2 y S3’,
puesto que v +1v = (V) 4+ (vAV) y por S3, d(v) + o(v) = (v V) F (v AV y

queda en la forma

sy = 3 BTN o s\

n!
{ieSCN}

Es decir,
(s—D)!(n—s)!
Z{iES;S€U1;S\{i}¢U1} n!
Z 4 4 (s—=1)!(n—s)!
$i(v) = {i€5;S€Us;8\{i}¢Ua} n! O

(s—1)!(n—s)!
Z{iES;SEUT;S\{i}¢UT} n!

Veamos en un ejemplo céomo se calculan los indices vectoriales de Shapley-Shubik en un

juego simple vectorial dado en forma candnica:
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Ejemplo 6.4.1 Sea el juego simple vectorial cuya clasificacion viene dada por la tabla:

Clases | Coaliciones
Minimales
Uy
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales
Us
{1,5},{1,2,4}
Minimales
Us
{1,3,6},{1,4,6}
R

Los indices de poder de Shapley-Shubik estin basados en el concepto de jugador pivote.
Consideramos todas las permutaciones de los jugadores {1,2,3,4,5,6}. En total 720. Se
dice que en la permutacion 261354 (y leyendo siempre de izquierda a derecha) el jugador
{1} es pivote porque la coalicion {2,6,1} es ganadora y la coalicion {2,6} es perdedora (se
suele decir que {1,2,6} y {2,6} forman un swing). Esto ocurre en todas las permutaciones
que se obtienen dejando fijo a {1} y permutando de todas las formas posibles los jugadores
anteriores y posteriores: 2! -3 = 12. Y el indice de poder del jugador {i} es el nimero de
veces en que {i} es pivote dividido por 6!, que es el nimero de veces que son pivotes todos
los jugadores.

Para el jugador {1} las coaliciones de Uy a las que su defeccion hace perdedoras son
{1,2,6}, {1,3,4}, {1,2,3,6}, {1,2,4,6}, {1,2,5,6}, {1,2,3,4}, {1,3,4,5}, {1,3,4,6},
{1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,3,4,5,6} v {1,2,3,4,5,6}. Los
sumandos que intervienen para calcular el indice de poder son:

1! - 4! 24 2! 3! 12 3!-2! 12 41! 24 5.0 120
"6 7200 6 7200 6 7200 6 7200 6 720
24 12 12 24 120 336

-0 —4+92. 4. — 45—y =
¢101) 720+ 720Jr 720jL 720+ 720 720

De manera andloga se procede con el resto de jugadores y clases, resultando los indices
vectoriales” de Shapley:

336 96 96 96 0 96
720 720 720 720 720 720

— | 420 60 0o 60 18 0
(‘bl P2 ¢3 91 P5 Po ) — | 720 720 720 720 720 720
300 0 60 60 0 300
720 720 720 720 720 720
A continuacion analizamos los nuevos indices de los jugadores de un juego simple vectorial

cuando agregamos clases.

*Cada columna representa el indice de poder del jugador en cada uno de los criterios.
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6.4.1. Indices de Shapley en la agregacién de clases

Dado un juego simple vectorial en forma canénica (NN, v), de clasificacién asociada
{U1,U,,...,U,}, al agregar una serie de clases por unién o interseccién hay un caso par-
ticular en que los indices estan relacionados de una forma sencilla. Este es el caso de la
union e interseccién de dos clases U; y Uy, 4, j € {1,2,...,r}. Los juegos simples marginales

asociados a la union, v;Vv;, y a la interseccion, v; Av;, verifican el axioma de transferencia:

¢ (Vi V) + o (v ANvy) = d(vi) + d(v))

El cédlculo de los indices de poder de las clases agregadas por unién o interseccién se
calculan de la forma clasica, dado que dichas operaciones definen los elementos minimales
que caracterizan la clase. No obstante, por el axioma de transferencia, si conocemos los
indices de las clases y los de la clase unién, podemos conocer los de la clase interseccion,

o a la inversa.

Ejemplo 6.4.1 (Continta) Si agregamos las clases Uy y Us por unidn, el juego simple

vectorial resultante viene dada por la tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
, , Minimales
U=t v, =1
{1,2,6},{1,3,4}
U U / Minimales
= Ve = L/
t * {15}, {1,2,4}
, , Minimales
Us =Us Vs = U3
{1,3,6},{1,4,6}
/ , Minimales
U*:U1UU2 I/*:l/l\/ljg
{1,5}, {1, 2,4}, {1,2,6}, {1,3,4}
R

Los indices vectoriales de Shapley de los jugadores de este nuevo juego son:

33 96 96 96 0 96
720 720 720 720 720 720

420 60 0 60 180 0

/ / / / / / _ 720 720 720 720 720 720
(¢1¢2¢3¢4¢5¢6>_ 300 0 60 60 0 300
720 720 720 720 720 720

468 48 24 48 108 24
720 720 720 720 720 720

Si ahora agregamos las clases Uy y Uy por interseccion, el nuevo juego simple vectorial
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viene definido por la tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
" y Minimales
U =0, v, =1
{1,2,6},{1,3,4}
y " Minimales
{1,5},{1,2,4}
1 " Minimales
Uy =Us Vg = U3
{1,3,6},{1,4,6}
" y Las minimales
U*:UlmUQ V*:l/l/\ljg
{1,2,3,4},{1,2,4,6},{1,2,5,6},{1,3,4,5}
R

Los indices vectoriales de Shapley de los jugadores de este nuevo juego son:

336 9 96 96 0 96
720 720 720 720 720 720
420 60 0 60 180 0

" 4 " " " N 720 720 720 720 720 720
<¢1¢2¢3¢4¢5¢6>_@Lﬂﬂiﬂ
720 720 720 720 720 720

288 108 72 108 T2 72
720 720 720 720 720 720

Finalmente, podemos comprobar que al agregar las clases Uy y Uy por union (v V vs)

y por interseccion(vy A 1), se verifica el arioma S8’ de transferencia:

(1) + o(ra) = d(v1 V 12) + P(v1 A va)

Es decir,

_ (336 9 9 9 0 96 420 60 0 60 180 0 | _—
¢(V1)+¢(V2)_(720 720 720 720 720 720>+(720 720 720 720 720 720>_

_ (48 a8 214 48 108 24 ), ( 288 108 72 108 712 T2
720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720

= ¢(V.) + o(V)) = d(v1 V 1a) + d(v1 A vy)

Por tanto, los indices de los jugadores del juego v! se habrian podido calcular a partir

de los de V., vy y vy 0 los de V. a partir de los de V!, v y vy por

o(11) + ¢(12) = d(v) + d(v))
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Si agregamos |I| clases del juego (N, v) de clasificacién {Uy, Uy, ..., U, }, por unién o in-
terseccidn, podemos aplicar el axioma de transferencia sucesivas veces, teniendo en cuenta
la estructura de reticulo de los juegos simples, para calcular los indices de los juegos mar-

ginales correspondientes, ¢ (\/Z6 / I/Z') en funciéon de ¢ ( Nicr I/i) y a la inversa.

Aplicando el axioma de transferencia para la unién de tres clases U;, U; y Uy:
¢ WiV V) =o[(vi Vi) Vgl = ¢ (vi Vi) + ¢ () — o[ V ) A vy

y como (v; V v;) Ay = (v; Avg) V (v; A vg) por la estructura de reticulo, de nuevo por el

axioma de transferencia

=)+ () = (Wi Avy) + ¢ () — [0 (vi Avi) + & (v Avi) — & (Vi Ay A vy)]
quitando paréntesis y ordenando, resulta la férmula
O (i VvV =o)+o (V)+o (vk)—¢ (Vi Avj)—o (Vs Avg)—¢ (v Avg)+¢ (v A vy A vg)

que es facilmente generalizable a mas clases:

i itk
o (\/ VZ-> = Z¢<V’) — Z o(v; A\ vj) + Z (v NvjANv) ... £ ¢(/\ Vi)

ieJ ieJ ijeg ij.ke] ieJ

Ejemplo 6.4.1 (Continta) Podemos definir otro juego a partir del nuestro, cuya clasi-
ficacion es {Uy,Us, Us}, anadiendo las clases agregadas Uy U Uy U Us, Uy N Uy, Uy N Us,
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Uy,NUs y U NU; N Uz, que vendria dado por la tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
Minimales

U1 121
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales

U2 Vo
{1,5},{1,2,4}
Minimales

U3 Vs
{1,3,6},{1,4,6}
Minimales

UbulU,UUs | i Vin Vg | {1,5},{1,2,4},{1,2,6},{1, 3,4},
{1,3,6},{1,4,6}

Minimales

U NU, AN 2 {1,2,3,4},{1,2,4,6},{1,2,5,6},
{1,3,4,5}

Minimales
{1,2,3,6},{1,2,4,6},{1,3,4,6}
Minimales
{1,2,4,6},{1,3,5,6},{1,4,5,6}
Minimales

{1,2,4,6},{1,2,3,5,6},{1,3,4,5,6}

UlﬂUg 1/1/\1/3

UQﬂUB 1/2/\V3

UlngﬂUg 1/1/\1/2/\V3

R

Los indices vectoriales de Shapley de los jugadores de este nuevo juego son:

336 96 9 96 0 96
720 720 720 720 720 720
420 60 0 60 180 0
720 720 720 720 720 720
300 0 60 60 0 300
720 720 720 720 720 720
192 24 24 48 81 48

_ 720 720 720 720 720 720
(o1 62 05 & 05 60 )= | 20 T T T
720 720 720 720 720 720
%2 T2 712 712 0 252
720 720 720 720 720 720
252 36 36 72 T2 252
720 720 720 720 720 720
228 84 48 84 48 228
720 720 720 720 720 720

Y podemos comprobar que los indices del juego marginal v1 AvaAvs (fila cuarta) se obtienen
haciendo la suma de los de vy, vy y v (filas primera, sequnda y tercera) menos la suma

de los de vi N, 11 Avs y s A s (filas quinta, sexta y séptima) y mds la de vy A\ vs A\ vs
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(fila octava):

(@24 24&&&):(@%%%0 96)

720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720

4 (420 60 o 60 18 0 ), (30 0 60 6 0 300

720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720

288 108 72 108 72 72 22 72 72 T2 0 252

720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720 720

252 36 36 72 72 252

36 36 72 72 228 84 48 84 48 228
720 720 720 720 720 720

720 720 720 720 720 720

+

6.4.2. El potencial en los juegos simples vectoriales

El potencial de los juegos vectoriales es valido para los juegos simples vectoriales ya que
su definicién sélo requiere la eficiencia de las contribuciones marginales de los jugadores
y coincide con el valor de Shapley para estos juegos. Veamos con un ejemplo céomo el

potencial nos permite calcular los indices de Shapley-Shubik.

Ejemplo 6.4.2 Sea el juego simple vectorial (N,v) definido sobre N = {1,2,3,4} por la
clasificacion U = {Uy, Uy }:

U ={{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}} ; Us=1{{2,3,4},{1,2,3,4}}

Calculamos los potenciales de los juegos restringidos a las distintas coaliciones de forma

recursiva.

1. Los potenciales de los subjuegos de conjuntos de jugadores formados por uno o dos

son nulos.

2. Los potenciales de los subjuegos de conjuntos de jugadores formados por tres:

P({1,2,3},v) :%-y<{1,2,3}) :%- ( ! ) - ( ) = P({1,2,4},v)

P({27374}7V) :%‘V({2,3,4) :%. (

P({1,3,4},v) = % -v({1,3,4}) =
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3. El potencial del juego (N, v):

P{1,2,3,4},) — %-[u({1,2,3,4})+P({1,2,3}, V) + PU{1,2,4},0) + P({2,3,4}, )] —

1 1 1 1 0 5
1 0 0 3 3
Las contribuciones marginales de los jugadores serdan:
5 0 5
D'P(N,v) = P(N,v) — P({2,3,4},v) = 1_12 - )= Bz
3 3

5 0 5
D?*P(N,v) = P(N,v) — P({1,3,4},v) = 1f -1 _ 1_12
3 3
5 1 1
D?*P(N,v) = P(N,v) — P({1,2,4},v) = 1;2 _ 8 _ 1_12
3 3
5 1 1
D*P(N,v) = P(N,v) — P({1,2,3},v) = 112 _ 8 _ 1;2
3 3

y verifican la eficiencia:
1
D'P(N,v) + D*P(N,v) + D*P(N,v) + D'P(N,v) = ( X )

Ademds, coinciden con los valores de Shapley:

21!, 2! 3'0' 5
+ + 57 5
7 = T _ | 12
hr(v) ! ) ( 0 )
2111, 2! 3|0|
+ + 57
2. ¢o(v) = B 201! N ) - ( )

R
2111
3. @3(1/) = 4! =

4. 04(v) = ¢3(v) por simetria entre los jugadores {3} y {4}.

wie 5o

Wl Elu

6.5. El indice de Banzhaf

El poder de una coaliciéon ha sido medido por muchos otros indices alternativos al
de Shapley-Shubik. Para indicar cémo se podria trabajar con ellos, vamos a poner de

manifiesto la extensién de uno, el de Banzhaf ([1]), a los juegos simples vectoriales.
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Sea un juego simple vectorial en forma canénica (N, v). En cada una de sus clases Uj,
7 €{1,...,r}, y para cada jugador {i}, definimos un swing por medio del par (S, S\{i})’,
tal que S y S\{i} son, respectivamente, coaliciones ganadora y perdedora de la clase Uj.
Para cada {i}, llamamos 7;; al nimero de swings de {i} en la clase U; y 7; al total de
swings de la clase U;

nj = ij
ieN

Llamaremos a 7; vector swing del jugador {i}, a n matriz swing de los jugadores y a 7

vector total swing:

Ni1 M1 7T21 - Tl ZieN Ni1 i1
Ni2 M2 M2 - T2 _ Zz Mi2 Mi2

U 1= 1= N ZZ ZZW
N N
Nik Mr MN2r - Tnr Zie N Nir Nik

Cuando el nimero de swings de un jugador {i} en una clase U; es cero, 1;; = 0, el jugador
{i} es nulo para la clase. Un jugador puede ser nulo para varias clases o simplemente nulo
(nulo para todas las clases).

Si en una clase Uj, el nimero de swings de un jugador {i} coincide con el total de
swings, 7;; = > ,cn Mij» entonces {i} es un jugador dictador para la clase U;. Puede
ocurrir que un mismo jugador sea dictador respecto a varias clases. En el caso de que
existiera un jugador dictador para todas las clases, seria un jugador dictador absoluto.

Los vectores swings 7; son los indices vectoriales de Banzhaf y atribuyen como pago a
cada jugador la suma de todas sus contribuciones marginales a las coaliciones a las que
pertenece. Se acostumbra a normalizarlos para que su suma sea el vector unitario, porque

es mas significativa la interpretacién de las razones que las cantidades:

Bi=| ™

M M2 Mnj 1=1,..,n
ﬁ = (517&27 7671) = <ﬁ7 ﬁ?'“a _J) .
nj 1 n;j Jg=1..r

y entonces se les llama vectores indices de Banzhaf normalizados que, en forma matricial,
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se escribirian:

mi 7M21 Nn1

n 1 Uit

m2 7122 Nn2

— m2 e M2
(ﬁhﬁ%"'vﬁn) - K 77 77

mr  N2r Nnr.

r e e

Otra normalizacion mas natural es la de las probabilidades swing de los jugadores

M1 M1 -+ Tl

’ ’ ’ 1 77]_2 7722 77772
(617ﬂ27"'7ﬂn> = 2n—1

Mr M2r o MNnr

que resulta del siguiente modelo de probabilidad. Supongamos que en una asamblea se
decide sobre “r asuntos” votando aleatoriamente segun el resultado de arrojar una mo-
neda. El conjunto S de votantes “si” es una variable aleatoria r-dimensional y asigna
probabilidad S

coalicién ganadora, se aprueban los “r asuntos”. Para cada jugador {i} y cada clase Uj,

a cada subconjunto de N en cada una de las r clases. Si S es una

las coaliciones ganadoras corresponden al nimero de swings (S U {i}, S\{i})’. Es decir,

la probabilidad de que {i} forma swings es (ﬁ;, B;, ey 6;)

6.5.1. Axiomas del indice de Banzhaf

Para todo juego simple vectorial en forma canénica (N, v), si o es una permutacién de

N definimos ov por
(ov)(S) = v (67(95))

Recordamos que para juegos k-vectoriales, definimos las operaciones:
(r1 V 1u)(S) = max {v1(5),1,(S)} = (max (i1, j1), max (i2, j2), ..., max (i, jr)) (6.28)
(1 Ap)(S) = min {11 (5),2(S5)} = (min (4, j1), min (42, ja), ..., min (47, j.))  (6.29)

siendo v1(S) = (i1, 9, ..., 1) ¥ 12(S) = (J1, J2, - Jr),s

Estéa claro que esta familia de juegos es cerrada para las operaciones o, V y A y que la
subfamilia de juegos superaditivos es cerrada para o y A.

La generalizacion al caso vectorial del teorema que caracteriza el valor de Banzhaf dice:

Teorema 6.5.1 Hay una tunica funcion ¢ : S*(N) — R™" que satisface los siguientes

axiomas:
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B1: Si {i} es nulo, entonces ¢;(v) = (0).
B2: Z ¢i(v) =n(v).

i€N
B3: Para cualquier permutacion o de N, ¢,u)(ov) = ¢i(v).

Bj4: Para cualesquiera (N,v1) y (N, vs),

P(v1V 1n) + o1 A o) = d(11) + (1)
Y mds ain, ¢(v) = n(v) para todo (N,v)
Demostracion.
Para las 2" ! coaliciones S de N, hemos definido 7 juegos de unanimidad. En total,
rx 2n L

, U P ) cT
W(T) = 0,...,1,...,0) si SC
0,..,0,..,0) si SZT

Cada jugador {i} de N—S es nulo en ufq para toda clase j y por B1, qﬁz(ug) =(0,...,0,...,0).
Ademas, si o es la permutacién que intercambia {i} por {k} y deja igual a los demaés,
entonces () = u, y por B3, (¢0)() = (64)(u).
Por tanto, por B2
> diuk) = |5 - ¢i(uh) = (0, ..., 7(u), ..., 0
ieS

v ¢;(uk) estd univocamente determinado y viene dado por

(0,...,77(‘1;%),...,0) si ieS
(0,...,0,...,0) si i¢S
siendo

7(ub) _ 9IN-s5|
S|

Vamos a demostrar por induccién que para todo juego v, ¢(v) estd univocamente
determinado.

Sabemos que cualquier juego v tiene en cada clase j un nimero finito m; de coaliciones
minimales, Sy, ..., anj, que lo determinan completamente, puesto que v;(T) = 1sii T D S}
para, al menos, k = 1,2, ..., m;.

: ) J J

Es decir, v; = ug, Vug, V...V Usy,

Suponemos por induccién que ¢(v;) estd determinado univocamente si su nimero de
coaliciones minimales es menor que m; y vamos a demostrar que también esta univoca-

mente determinado si su nimero de coaliciones minimales es m;.
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Si v; no es un juego de unanimidad, ug, es porque m; > 1y podemos escribir v; =

/ " . d b ’ " 1 . d P . 1 o J
v;Vv;, teniendo ambos, v; y v;, menos coaliciones ganadoras que v;. Por ejemplo, v; = ug,
g j , , ’ " ’ " / "

y v, =ug V...V Us,, - Y menos atin tendrfa v; Av;. Por tanto, ¢(v; Av; ), ¢(v;), y ¢(v;)

estan univocamente determinadas y como por B4:
o(;) = o(v; Vvy) = o(v;) + o(vy) — vy Avy)

entonces ¢(v;) estda determinada de forma univoca.

Para probar la existencia, observamos que la demostracion de la unicidad lleva implicita
una construccién recursiva de ¢ que establece su existencia. Sin embargo, es mas facil
comprobar que la funcién n satisface los axiomas B1-B4. De hecho, los tres primeros son

obvios y el cuarto se deriva de

Y siescn 1(5) = ni(S\{i})]
ni(v) = > siescn 12(5) — va(S\{i})]

ZS:ieScN Ve (S) — v (S\{7})]

que representa el total de swings del jugador {i} en cada una de las r clases y nos muestra

que n(v) se puede extender a una funcién lineal de SY(NN), teniendo en cuenta que
WV )+ WwAY)=v+r
Y ya es obvio B4.0]

En el mismo ejemplo en el que calculamos los indices de Shapley, vamos a calcular los

indices de Banzhaf, lo que nos indicara que estos dos indices no tienen porqué coincidir.

Ejemplo 6.4.1 (Continia)

Sea el juego simple vectorial cuya clasificacion viene dada por la tabla:

Clases | Coaliciones
Minimales
Uh
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales
Us
{1,5},{1,2,4}
Minimales
Us
{1,3,6},{1,4,6}
R
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1. Clase U;
Para el jugador {1} los swings los forman las coaliciones {1,2,6}, {1, 3,4}, {1,2, 3,6},
{1,2,4,6}, {1,2,5,6}, {1,2,3,4}, {1,3,4,5}, {1,3,4,6}, {1,2,3,4,5}, {1,2,3, 4,6},
{1,2,3,5,6), {1,2,4,5,6}, {1,3,4,5,6} y {1,2,3,4,5,6}.
Para el jugador {2} los swings los forman las coaliciones {1,2,6}, {1,2,3,6}, {1,2,4,6},
{1,2,5,6}, {1,2,3,5,6} y {1,2,4,5,6}.
Para el jugador {3} los swings los forman las coaliciones {1, 3,4}, {1,2,3,4}, {1,3,4,5},
{1,3,4,6}, {1,2,3,4,5} y {1,3,4,5,6}.
Para el jugador {4} los swings los forman las coaliciones {1,3,4}, {1,2,3,4}, {1, 3,4, 5},
{1,3,4,6}, {1,2,3,4,5} y {1,3,4,5,6}.
El jugador {5} es nulo y no forma swings.
Para el jugador {6} los swings los forman las coaliciones {1,2,6}, {1,2,3,6}, {1,2,4,6},
{1,2,5,6}, {1,2,3,5,6} vy {1,2,4,5,6}.

2. Clase U,

Procediendo con las clases Uy y Uy de forma andloga que se ha hecho para la clase
Uy, contamos los swings de cada uno de los jugadores. En la clase Us, el jugador {1}
forma 20 swings, el jugador {2} forma 4 swings, el jugador {3} ninguno, el jugador

{4} forma 4 swings, el jugador {5} forma 12 swings y el jugador {6} ninguno.

3. Clase Us

En la clase Us, el jugador {1} forma 12 swings, el jugador {2} ningin swing, el
Jugador {3} forma 4 swings, el jugador {4} forma 4 swings, el jugador {5} ningin
swing y el jugador {6} forma 12 swings.

La matriz swing de los jugadores y el vector total swing son:

14 6 6 6 0 6 38
n=120 4 0 4 12 0 ; n= 1| 40
12 0 4 4 0 12 32

Y los indices normalizados de Banzhaf( G1 Ba B3z Ba B5 B ) son:

14 6

6 0 6
2o =~ ot 0.39 0.16 0.16 0.16 0.00 0.16

38 38 38

6

38
S % % w1t w | =105 010 000 010 0.30 0.00
25 2 2 232 L 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38
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y los indices swing de probabilidad ( By By By By Bs B >

s 222 2 = 0.44 0.18 0.18 0.18 0.00 0.18
N % % 3 % o3 | =1 062 013 000 0.13 0.36 0.00
5% 3 3 3 5 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38

32 32 32 32 32 32

6.5.2. Indices de Banzhaf en la agregacion de clases

Sabemos que uno de los axiomas requerido en la definiciéon del indice de Banzhaf es el
axioma de transferencia. Es por ello que dado un juego (N, v) en forma candnica, cuya
clasificacién asociada es {Uy, Us, ..., U, }, al agregar dos clases por unién e interseccién, los
indices de probabilidad swings, al igual que los de Shapley-Shubik, verifican dicho axioma
de transferencia al normalizar los indices de una forma general ( 2" !). Sin embargo, los
indices de Banzhaf normalizados no verifican el axioma de transferencia por la forma en

que estan definidos (estdn normalizados respecto a los totales de cada clase).

Vamos a comprobar que al agregar clases por uniéon o interseccion, los correspondientes
indices (los de probabilidad y no los normalizados) verifican el mismo axioma de transfe-

rencia que verificaban los indices de Shapley.

Ejemplo 6.4.1 (Continta) Si agregamos las clases Uy y Us por unidn, el juego simple

vectorial resultante viene dada por la tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
, , Minimales
U =0, v, =1
{1,2,6}, {1,3,4}
U U p Minimales
= Vy = U
2 2 (1,5},{1,2,4}
, , Minimales
{1,3,6},{1,4,6}
, Minimales
U*:U1UU2 Vizl/l\/ljg
{1, 5}, {1, 2, 4}, {1, 2, 6}, {1, 3, 4}
R

Procedemos al recuento de swings por jugadores y clases.

Los totales vectoriales de Banzhaf son:
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m1 =141 =6 |m31=6|n11=6| 1510 =0 | ne1 =6 | ;1 =38
m2=20|me=4|n32=0|nw2=4|n2=12| ng2 =0 |72 =40
ms =123 =0 |m3 =4 |m3=4| 53 =0 | ne3 =12 | 73 = 32
Me =24 M2 =4 | M3 =2 | us =4 | M5 =8 | Nex =2 |1, =44

Y los indices normalizados de chzhaf( B Ba PBs Ba B5 B > son:

,_.
S
<)
<)
o
o
<)

3% 3 3% 3™ 3w % 0.39 0.16 0.16 0.16 0.00 0.16

4 4
% 0 40—0 m % % _ 0.50 0.10 0.00 0.10 0.30 0.00
% 30—2 3;12 512 3—02 :1))—3 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38
24 4 2 4 8 2 0.54 0.09 0.05 0.09 0.18 0.05

4 44 4 44 44 4
y los indices swing de probabilidad ( By By By By Bs B >

0.44 0.18 0.18 0.18 0.00 0.18

0 4 0 4 12 0 62 012 0.00 012 0.36 0.00

% 30—2 ?;iz 512 3—02 :1))—3 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38

4 4
§_2 33 % % 3% % 0.75 0.13 0.06 0.13 0.25 0.06

w
[\
W
()
w
[\
3
[\
w
[\
W
=] =2

Sea ahora el juego simple vectorial resultante de la interseccion de las clases Uy y Us,
definido por la tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
" " Minimales
Uu, =0, v, =1
{1,2,6},{1,3,4}
" " Minimales
U, =U, Vy = Uy
{1,5},{1,2,4}
" " Minimales
Us =Us Vs = U3
{1,3,6},{1,4,6}
” Las minimales
U*:UlﬂUQ l/i,:l/l/\l/g
{1,2,3,4},{1,2,4,6},{1,2,5,6},{1,3,4,5}
R

Procedemos al recuento de swings por jugadores y clases.
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Los totales vectoriales de Banzhaf son:

m1 =147 =6 |m31=6|m1=6| n51=0 | ne1 =6 | ;1 =38
Mm2 =20 mo=4|m2=0|m2=4|n52=12| ne2 =0 | 72 =40
m3=12m3 =0 |n33 =4 |nz =41 153 =0 | ne3 = 12 | 73 = 32
Me =10 [ 72 =6 | M3 =4 | N1 =6 | 5 =4 | Mo =4 | 7. = 34

Y los indices normalizados de Banzhaf< B Ba B3z s B5 B ) son:

3 5 828 0.39 0.16 0.16 0.16 0.00 0.16
s s o= %1 1050 010 000 010 030 0.00
e s m ¥ 5 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38
N N N Y N o= 0.29 0.18 0.13 0.18 0.12 0.12

y los indices swing de probabilidad ( B By By By Bs [ ):

4 6 6 6 0 O 0.44 0.18 0.18 0.18 0.00 0.18
4

24 %o 2| | 062012000 012 036 000

2o 4 4 0 12 0.38 0.00 0.13 0.13 0.00 0.38

06 4 6 4 4 0.31 0.19 0.12 0.19 0.12 0.12

Finalmente, se comprueba que se verifica el axioma de transferencia para los indices

de Banzhaf de probabilidad y no (como era de esperar) para los normalizados:

1. B(n) + B(ve) # B(vi) + (V)

4 6 6 6 0 6 )y (20 4 0 4 12 0 )_
32 32 32 32 32 32

0 6 4 6 4 4 ) (24 4 2 4 8 2
32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32

Por tanto, los indices de los jugadores del juego v se habrian podido calcular a partir de

los de V., v1 y 15 0 los de V., a partir de los de V!, vy y vy por

B'(n) + ' (v2) = B'(v) + 5 ()
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Si ahora agregamos || clases del juego (N, v), dado por la clasificacion {Uy, Us, ..., U, },
por uniéon o interseccién, como haciamos con los indices de Shapley, podemos aplicar el
axioma de transferencia sucesivas veces para calcular los indices de los juegos marginales
correspondientes, (3’ (\/ZE s I/i) en funciéon de 3 ( Nicr 1/1-) y a la inversa. Aplicando el axioma

de transferencia para la unién de tres clases U;, U; y Uy:
B (vivyyvu) =B vy) vl =B (v V) + 8 (v) — B(vi V) A vy

y como por la estructura de reticulo se cumple que (v; V vj) A v = (v; Avg) V (V5 A ),

de nuevo por el axioma de transferencia

=0 (i) + 8 (vj) = B (i Avg) + 8 () = [8" (v Avi) + B (v Avi) = B (vi Avj Ay
quitando paréntesis y ordenando, resulta la formula
B (vi vV V) =B ()+08 (v)+6 (ve) =0 (vi Avy)=0" (vi ANvg)—5" (v A vg)+8" (vi Avy A wy)

que es facilmente generalizable a mas clases:

i itk
G (\/ 1/,-) = Zﬁ’(yi) — Z B'(vi Nvj) + Z B'(viNvi ANvg) ... =+ ﬁ'(/\ Vi)

ieJ icJ 1,5€J 1,5,k€J e

Ejemplo 6.4.1 (Continia) Si pasamos a un nuevo juego anadiendo al nuestro las clases
agregadas Uy UU; U U3, Uy NUy, Uy NU3, UyNUs y Uy NUy; N U3, éste viene dado por la
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tabla:

Clases Marginales | Coaliciones
Minimales

Uy %1
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales

U2 1%5)
{1,5},{1,2,4}
Minimales

[]é Vs
{1,3,6},{1,4,6}
Minimales

UyulU,UUs | Vi Vs | {1,5},{1,2,4},{1,2,6},{1, 3,4},
{1,3,6},{1,4,6}

Minimales

U Nl 2N 2 {1,2,3,4},{1,2,4,6},{1,2,5,6},
{1,3,4,5}

Minimales
{1,2,3,6},{1,2,4,6},{1,3,4,6}
Minimales
{1,2,4,6},{1,3,5,6},{1,4,5,6}
Minimales

{1,2,4,6},{1,2,3,5,6},{1,3,4,5,6}

UlﬂUg Vl/\l/g

Uszg 1/2/\1/3

UlﬂUgﬂUg V1/\V2/\I/3

R

Los indices vectoriales de Banzhaf de los jugadores de este nuevo juego son:

4 6 6 6 0 6
32 32 32 32 32 32
20 4 0 4 12 0
32 32 32 32 32 32
12 0 4 4 0 12
32 32 32 32 32 32
26 2 2 4 6 4

/ / / / / / _ 32 32 32 32 32 32
(51 62 ﬁ:} 54 ﬁS ﬂ6>_ 10 6 4 6 4 4
32 32 32 32 32 32
8 4 4 4 0 8
32 32 32 32 32 32
8 2 2 4 4 38
32 32 32 32 32 32
6 4 2 4 2 6
32 32 32 32 32 32

Y podemos comprobar que los indices del juego marginal vi AvaAvs (fila cuarta) se obtienen
haciendo la suma de los de vy, vy y v (filas primera, sequnda y tercera) menos la suma

de los de v1 N, 11 Avs y s A s (filas quinta, sexta y séptima) y mds la de vy A\ vs A\ vs
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(fila octava):

6.6. Semivalores

Los valores son una evaluacion a priori de las expectativas de los jugadores. Son fun-
ciones que estan caracterizadas por un conjunto de axiomas. En este sentido son bien
conocidos los axiomas de eficiencia, linealidad y simetria del valor de Shapley, que fue
quién inici6 su estudio. A partir de él otros matematicos se plantearon la posibilidad de
prescindir del axioma de eficiencia, situacion en la que ya no es necesario definir el valor
a través de las contribuciones marginales de cada permutaciéon mediante un cierto valor
medio, como indicabamos en los indices probabilisticos.

Dubey, Neyman y Weber ([28]) definieron un semivalor como un operador ¢ : G — AG
(G es el espacio vectorial de juegos con soporte finito o juegos finitos y AG el de los juegos
finitos aditivos) que verifica los axiomas de linealidad, simetria, monotonia y de proyeccién

(titere). Respectivamente:

1) 9 es lineal

(1)
(2) Para todo juego v, toda permutacién y toda coalicién o, ov(cS) = v(S5).
(3) Si v es mondtono, entonces v es mondtono.

(4) Si v es aditivo, entonces v = v.

Estos semivalores estan definidos por ntimeros reales A, s = 1,2, ..., n que verifican:

n—1 n—1
( >A5:1, A 20
s=1 s

Yiv) = Y A (S U{i}) = o(S))

i¢SCN

por lo que
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Vemos pues que el semivalor es una media ponderada de las contribuciones marginales,
pero » . A, no es necesariamente la unidad. Notemos que los pardmetros A, ponderan las
contribuciones marginales segin el tamano de las coaliciones y dado que cada jugador {i}

n—1

esta posicionado en el punto s + 1, ello ocurre en ( > contribuciones marginales.

s
Lo mas importante es que el reciproco también es cierto.

Para los juegos simples vectoriales, los semivalores se definen:
Definicién 6.6.1 Un semivalor sobre S'(N) es una aplicacion
Y SY(N) — R"
que asigna a cada juego simple vectorial una matriz
Y(v) = (Wi(vy)), 1€ N,je{l,2,..r}

que verifica los ariomas siguientes:

~

Transferencia: (v V V') + (v AV') =) + (V') para Vv,V € SY(N)

S

Simetria V,i)(ov) = ¥;(v) para toda permutacion o de N, todo jugador i y todo
Juego v.

3. Positividad: 1;(v) > 0, Vi € N.

4. Titere: sii es un titere de v, entonces ¥;(v) = v({i}).

Teorema 6.6.1 Para para cada juego v = (11, Vs, ..., V), definimos un semivalor ¥ por

n—1
. , n—1
medio de los siguientes coeficientes de ponderacion (X)"=} tales que Z(/\g) ( > =
s

s=0
1Ly M >0, paraVs, s=|S| yVje{1,2,..r} , de la siguiente forma

Wi(v;) = > N Vie N,veS’N)
SCN;S¢U;;Su{iteU;
Reciprocamente, todo semivalor en SY(N) puede obtenerse de esta forma.

La correspondencia (N) — 1; es biyectiva.

La demostracién de este teorema se puede hacer adaptando la de Dubey ([28]) al caso

vectorial.
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Los indices de Shapley-Shubik y Banzhaf son casos particulares de los semivadores.1 El
primero esta definido para los coeficientes ) = ——————— y el segundo para ) = o1
n—1
n
S

Estos coeficientes A pueden definirse a través de r pardmetros p; € R como:
N(pj) =p;(L—p)"", 0<p; <1

en cuyo caso resultan los semivalores binomiales.

Si p; = 0, tenemos M (0) = (1,0, ...,0) y s6lo las contribuciones individuales son im-
portantes en j.

Si p; = 1, tenemos M (1) = (0,0,...,0) y sélo las contribuciones respecto a la gran
coaliciéon son importantes en j.

Estos coeficientes tienen una sencilla interpretacién probabilistica como la probabilidad
de que se forme una determinada coalicién al incorporarse a ella los individuos de manera
independiente.

Un caso especial de semivalor binomial es aquel en que p; = %, conocido como valor
de Banzhaf.

6.7. Extensiones multilineales

El valor de Shapley de un juego, en el caso escalar, requiere un gran nimero de calculos
y mas ain en el caso vectorial. Es por ello que se recurre a la extensién multilineal del
juego (Ver [19]). La definicién dada por Owen ([13], [14] y [16]) puede generalizarse al

caso vectorial

Definicién 6.7.1 Sea (N,vs ) un juego k-vectorial de soporte N = {1,2,...,n}. La ex-

tension multilineal vectorial del juego es una funcion f definida por

flry, 20, .y x,) = Z {H:UZH(l—xz)}v(S) (6.30)

scn lies  igs
para 0 < x; <1leie€{l,2,..,n}

Cuando el juego k-vectorial es simple y viene dado en forma canénica (NN, v), entonces

w20, s ) 11(S)

Pt :Z{Hxiﬂu_xi)} (%)

scN lies  igs
fr(zy, e, ...y ) vr(S)
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Adema4s

fHxy, 2, .0, xy) ZSGUl {HieS i Higés(l - IZ)}
f2($1,x2,...,$n) _ ZSeUg {Hiesxi Higés(l —ZUZ)}

fT(SEl,JZQ,...,.CEn) ZSEUT {Hieswi Higés(l _xl)}

Owen obtuvo, en el caso escalar, los indices de Shapley y Banzhaf mediante:

B af(1 1 1)
002727772

g
@(y):/o ag'(t,t,...,t)dt B,()

Fécilmente pueden ser generalizados al caso vectorial, con lo que tendriamos:

_afj(1 1 1)
C Ox; 02727772

A Lofi _
o) = [ Gettttide 50)

Ejemplo 6.4.1 (Continda) Sea de nuevo el juego cuya clasificacion viene dada por la
tabla:

Clases | Coaliciones
Minimales
Ur
{1,2,6},{1,3,4}
Minimales
Us
{1,5},{1,2,4}
Minimales
Us
{1,3,6},{1,4,6}
R

A partir de las coaliciones ganadoras de cada clase construimos la forma multilineal

vectorial f, por lo que vendrd dada por sus componentes (1, f2, f3), dénde
(1, T2, 13, 24, 75, T6) = T102(1 — 23) (1 — 24) (1 — 25)26 + 10203(1 — 24) (1 — 25) 76
+x129(1 — 23)x4(1 — 25) 26 + T122(1 — 23) (1 — 24) 2526 + 1(1 — T2)2324(1 — 25) (1 — 26)
+z1202374(1 — 25) (1 — 26) + 21 (1 — 22)xgwgws(l — x6) + 21(1 — z2)x324(1 — 5) 26
+2129x324(1 — 5)x6 + T12223(1 — T4)x526 + T129(1 — T3) X457
+2120x32405(1 — x6) + x1(1 — 22)T3X4T5T6 + T1ToT3T4T5Tg
(21, 29, w3, 24, 5, 06) = 11 (1—22) (1 —23) (1 —24)25(1—26) +2129(1—23) (1 —14)25(1—26)

+z1(1—z9)x3(1—xg)xs(1—x6)+21 (1 —22) (1 —23) w425 (1—26)+21 (1—22) (1 —23) (1 —24) 2526
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+r129(1 — 23)x4(1 — 25) (1 — x6) + T122w324(1 — 25) (1 — 26) + T122(1 — 23)T425(1 — 26)
+x129(1 — w3)w4(1 — z5) 26 + T12223(1 — 24)25(1 — 26) + T122(1 — 23)(1 — T4)T576
+21(1 — xo)w3zaxs(1 — w6) + 21(1 — 29)23(1 — 24)x506 + 21(1 — 22)(1 — 23) 242576

+ry20x324w5(1 — x6) + 1200374 (1 — X5) 26 + T122(1 — X3) 4576
+r12023(1 — z4)x506 + 1(1 — T2)T324T5T6 + T1ToT3T4T5Tg
3 (21, 29, 23, 24, 5, 06) = 21(1 — ) w3(1 — 24) (1 — 25) w6 + T10003(1 — 24) (1 — 25) 26
+21(1 — @) x324(1 — w5) 26 + 21 (1 — 22)w3(1 — 24) w56 + 21(1 — 22) (1 — 23)24(1 — 5) 26
+x129(1 — w3) x4 (1 — 25) w6 + 21 (1 — 22) (1 — 23) 242506 + T1T22374(1 — T5)x6
+r12023(1 — 24)x576 + 21 (1 — 22)T3247576 + T122(1 — X3)T4T526

+$1$2$3$4$5l‘6

Por su definicion, la extension multilineal f coincide con v en los vértices del hipercubo.
Por ejemplo, el valor de la extension multilineal en el vértice (1,0,1,0,1,0) es el de la

funcion caracteristica v en la coalicion {1,3,5)}:
f£(1,0,1,0,1,0) = v({1,3,5}) = (0,1,0)
que, como sabemos, nos indica que la coalicion pertenece solo a la clase U,

Si a las derivadas parciales respecto a cada una de las variables las notamos por
of!
8.1'i

y las particularizamos para v; =t, 1 =1,2,3,4,5,6, tendremos

(33'1,332,.773, Ly, x57$6) = fi](xl7$2yx3a Ly, x57$6)

F(t,t,t,t,t,1)

ff(t,t,t,t,tt)zz —t4 ff(t,t,t,t,tt):tthz Sf3t ) =262 — 3
FHE ) = t2 F2(t, bttt ) = 12 F3(t bttt 1) =0
ittt ) =8 —t4 Pttt ) =0 PRttt ) =2 — ¢®
fi(t ettt t) =12 — Rt bttt 1) =12 — it ettt t) =82 — 13
FAt .ttt t) =0 SR L) =t — 3ttt et t) =0
ittt tt) =12 JE(t tt,tt,t) =0 fo(t bttt t) =2t — 3
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por lo que los indices de Shapley ¢ (v) serdn

ol = [ fit ettt t)dt =
oy = [ fa(t,t b bt t)dt =

( )
( )
oy = [ fat,t b bt t)d
oy = [ fHt Lt t)d
( )
( )

B=f5335333)=
By =135 33303 =
B = f3(5:2:3:2:2:3) =
Bi=f1(5:%:335%3) =%
By =1f3(3:3:3:5:503) =

= [ Attt t)d

t =

t =

t =
1

=[5 fe(t. t,t bt t)dt =

336
720
96
720
96
720
96
720
0
720
96
720

y los indices de Banzhaf 3 (v)

&
g =
53
Bi =
B
% =

cotncidiendo unos y otros con los calculos obtenidos anteriormente.

@3 = [} fR(t bttt t)dt =
03 = [ f2(t, ¢ttt t)dt =
QS% = fol f??
¢z21 = fol f42

= [ f2(t e t)d
02 = [ f2(t ¢ttt t)d

=333 3 33) =
= 3333333 =

111111
:f52<§7§7§a§7§a§):

bttt t)dt =

( )
( )
( )
(t,t,t,t,t,t)d
( )
( )

t=
t =
t=

1 1 1 1 11
f22<§7§7§7§7§a§):

2,1 1 1 1 1 1\ __
f4<§7 219799 9 §) -

O wlw wl—= O 0ol ol

2,11 1 1 1 1\ __
f6<§7§7§7§7§7§)*

420
720
60
720

720
60
720
180
720

720

5t = £
5 -
8 -
B -
B -
% -

3llllll)_

3(1,1 1111y

Lﬁ@mmmm:
— [Lf3(t bttt )t =
kﬁ@mmmm:
fo [ttt bt t)dt =
kk@mmmmz
— [L Rt ) dE =

1111y
27272927272/

3111111

2727272722

3llllll)_

2727272722

3111111)_

|
|
|
|
|
|
N—
wl— = O oolw

27272727272

2727272722

ol O

27272727272

300

720

720

60

720

60

720

720
300

720
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