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RESUMEN 

Se presenta una generalización del modelo de la grieta de interfaz de Comninou para bimateriales anisótropos desarrollada 

a partir de la aplicación del formalismo de Stroh y la matriz de impedancia de Ting, y considerando la ley de Coulomb 

para fricción isótropa en la interfaz de la grieta. De esta forma, tenemos una solución analítica con la que obtener los 

diferentes exponentes de singularidad que definen los campos asintóticos de tensiones y desplazamientos en el entorno 

de la punta de la grieta. A diferencia de los casos encontrados en la literatura, en este trabajo no se impone una dirección 

relativa de deslizamiento entre ambos materiales, considerando así el ángulo de deslizamiento una incógnita. Una vez se 

tienen los exponentes de la serie asintótica y los correspondientes ángulos de deslizamiento, se pueden obtener los campos 

de desplazamientos y tensiones en el entorno de la grieta asociados a cada modo. Entre los casos especiales que se han 

analizado debido a su importancia, están las soluciones para 𝜆=0.5 y 𝜆=1, así como el estudio completo de la variación 

de los exponentes de singularidad y del ángulo de deslizamiento en el caso de una grieta de interfaz entre dos láminas del 

mismo material con diferente orientación. 

PALABRAS CLAVE: Grieta de interfaz, fricción, materiales anisótropos, tensiones singulares. 

ABSTRACT 

A generalization of the Comninou interface crack model for anisotropic materials is presented, it is developed by applying 

the Stroh formalism and Ting's impedance matrix and considering the Coulomb law for isotropic friction at a crack 

interface. In this way, we have an analytical solution allowing us to obtain the singularity exponents that define the 

asymptotic stress and displacement fields near the crack tip. In contrast to the cases found in the literature, in this work 

we do not specify the relative sliding direction between the two materials, so we consider the sliding angle as an unknown. 

Once the exponents of the asymptotic series and the corresponding slip angles are obtained, the displacement and stress 

fields near the crack tip associated with each mode are calculated. As special cases, the solutions for λ=0.5 and λ=1 are 

analysed due to their significance, and a complete analysis of the variations of the singularity exponent and the sliding 

angle in the case of a crack in the interface of two laminates of the same material with different orientations is presented. 

KEYWORDS: Interface crack, friction, anisotropic materials, singular stresses. 

1. INTRODUCCIÓN

El estudio del fenómeno de la grieta ha sido de interés 

por más de un siglo [1, 2, 3, 4]. Para el estudio de la grieta 

de interfaz en bimateriales tenemos que irnos a 1959, 

cuando Williams [5] presentó el análisis asintótico de los 

campos elásticos en la punta de una grieta de interfaz. 

Este modelo es el llamado modelo abierto de la grieta de 

interfaz y su solución lleva a campos de desplazamientos 

y tensiones oscilatorios en el entorno de la punta de la 

grieta. Estas oscilaciones en el campo de desplazamiento 

implican que puedan aparecer interpenetraciones entre 

los materiales en la interfaz [6]. 

Para resolver estas inconsistencias físicas, diferentes 

modelos fueron desarrollados, entre ellos cobró especial 

relevancia el propuesto por Comninou [7, 8]. El modelo 

de Comninou recibe el nombre de modelo de contacto ya 

que considera el contacto entre los dos materiales 

impidiendo el desplazamiento relativo en la dirección 

normal a la interfaz. Estudió este problema tanto para el 

caso sin fricción [7], como para los casos en que el 

contacto entre los materiales implicaba fricción [8]. En 

ambos casos, estudiándolo sólo para bimateriales 

isótropos, las soluciones del exponente de singularidad 

permanecen reales, y así se evita el comportamiento 

oscilatorio del campo de desplazamiento. El modelo de 

contacto supone que la grieta sólo está parcialmente 

abierta. La zona que se supone cerrada se denomina Zona 

de Contacto y en el caso de una carga de tracción, suele 

ser muy pequeña, a veces de escala subatómica. Si esta 

zona de contacto es pequeña en comparación con la 

longitud de la grieta, la solución obtenida por el modelo 

abierto es válida a distancias mayores que la zona de 
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contacto [9, 10, 11]. Pero, bajo cargas dominadas por el 

cizallamiento y/o la compresión la zona de contacto 

puede ser del mismo orden que la longitud de la grieta y 

los efectos de la zona de contacto no pueden despreciarse. 

Hills et al. [12] y Mantič et al. [13] discuten las 

consideraciones físicas que deben tenerse en cuenta para 

elegir el modelo abierto o cerrado para resolver una grieta 

de interfaz específica y las dificultades que tiene cada 

modelo. 

Como el uso de materiales anisótropos se ha 

incrementado en los últimos años, la generalización del 

estudio de la grieta de interfaz, en su modelo abierto y 

cerrado, a bimateriales anisótropos ha despertado el 

interés de los investigadores [14, 15]. La mayoría de 

estos autores [13, 16, 17, 18, 19, 20, 21] han seguido la 

línea propuesta por Ting aplicando el formalismo de 

Stroh [22, 23] para el análisis de los campos de 

desplazamiento y tensión en materiales anisótropos. En 

la mayoría de los casos que conllevan fricción [24, 25], 

los autores restringen su análisis a casos en los que hay 

cierta simetría en el plano x1-x2, permitiendo así 

desacoplar el modo de fractura plano del antiplano.  

Ting [26] aplicó el formalismo de Stroh para materiales 

anisótropos al modelo abierto de grietas de interfaz con 

la posibilidad de condiciones de contorno libres-fijas o 

fijas-fijas dando expresiones analíticas para cada caso y 

en [27] hace una clasificación de los materiales 

anisótropos que pueden o no aliviar la oscilación para una 

orientación particular. Wu [28] aplicó el enfoque 

desarrollado por Ting a la grieta de interfaz cerrada sin 

fricción entre materiales anisótropos disimilares, y en 

estos casos, incluso evitando la interpenetración en la 

zona de contacto, sigue apareciendo el comportamiento 

oscilatorio de las tensiones. Otros autores plantearon 

diferentes modelos para evitar el comportamiento 

oscilatorio, por ejemplo, Gao en [29, 30] propuso 

imponer siempre la singularidad de la raíz cuadrada 

inversa para grietas de interfaz cerrada en materiales 

anisotrópicos aplicando una fuerza de contacto de 

pseudo-fricción a lo largo de las caras de la grieta siempre 

normal a la dirección de deslizamientos. En este estudio 

sólo aparecen los modos de fractura plano y antiplano. 

Deng [24] estudia la grieta de interfaz con fricción para 

materiales anisótropos con plano de simetría en 𝑥3= 0.

Esto permite simplificar el problema ya que, en estos 

casos, la deformación en el plano está separada de la 

deformación fuera del plano, por lo que no es necesario 

definir ni el ángulo de deslizamiento ωu ni la dirección de 

la tensión tangencial ω. Ting y Chou [31] estudian el 

efecto de contacto con fricción en la grieta de interfaz, 

pero analizando la tensión singular en otro extremo de la 

zona de contacto, en lugar de la punta de la grieta. Para 

evitar tener ωu y ω como una incógnita, el modelo de 

fricción utilizado, teniendo un coeficiente de fricción μ 

constante en toda la interfaz, considera σ21= σ23= -μσ22 

por lo tanto se fuerza que la dirección de la tensión 

tangencial resultante sea ω = 𝜋 4⁄ . Sung y Chung en [32],

resuelven el problema de la grieta cerrada en bimaterial 

anisótropo de forma similar a como lo hicieron Ting [26] 

y Wu [28] aplicando el contacto de fricción definido por 

Ting y Chou [31]. 

Chen [33] presenta una nueva metodología para el 

análisis de las singularidades de tensión en la punta de la 

grieta de interfaz entre dos materiales anisótropos con 

una zona de contacto adyacente a la punta de la grieta, 

aplicando el formalismo de Stroh [22, 23] en 

deformación plana generalizada y la ley de Coulomb para 

el contacto friccional. La novedad de su método es que la 

dirección de cizallamiento ω permanece como una 

incógnita a diferencia de ser impuesta como en el análisis 

realizado anteriormente en [31,32]. 

En este trabajo, nos centraremos en los campos de tensión 

y desplazamiento en el entorno de la punta de la grieta, 

por lo que en este caso es necesario aplicar el modelo de 

contacto propuesto por Comninou y el modelo de 

fricción propuesto por Chen y otros [33, 34], definiendo 

ω y ωu como incógnitas. La novedad de este trabajo frente 

a la solución propuesta en [32] es que en este trabajo no 

se impone la dirección de deslizamiento y se calcula 

como una incógnita extra. 

Una vez que se encuentra la solución en tensiones y 

desplazamientos, algunos pares de valores de λ-ω 

solución del problema, se pueden descartar si esta 

solución no cumple la condición de disipación de 

energía, es decir, la dirección de deslizamiento relativo 

debe de ser opuesta a la dirección de la tensión 

tangencial. Se ha comprobado numéricamente que sólo 

los resultados con λ ≥ 0,5 satisfacen este criterio, en 

consecuencia, puede decirse que el contacto por fricción 

hace que las tensiones sean menos singulares que la 

singularidad de la raíz cuadrada como la existente en el 

material homogéneo o en el caso sin fricción. Este hecho 

fue señalado por Audoly [35] y Deng [24]. 

Los resultados se han verificado con la herramienta 

genérica presentada en [36] ampliada para el análisis de 

singularidades de tensión en esquinas multimaterial con 

contacto con fricción.  

2. CAMPOS ASINTÓTICOS DE

DESPLAZAMIENTOS Y TENSIONES

Para definir los campos de desplazamientos y de 

tensiones asintóticos bajo deformación plana 

generalizada, cerca de la punta de la grieta, el punto 

singular, usaremos las expresiones  

𝐮(𝑟, 𝜃) = 𝑟𝜆[𝐀𝐄(𝜆, 𝜃)𝐪 + �̅��̂�(𝜆, 𝜃)�̂�], (1) 

𝐭(𝑟, 𝜃) =  𝑟𝜆−1𝜆[𝐁𝐄(𝜆, 𝜃)𝐪 + �̅��̂�(𝜆, 𝜃)�̂�], (2) 

basadas en el formalismo de Stroh [22, 23] desarrolladas 

por Ting [37]. 𝜆 es el exponente de singularidad, 𝐀 y 𝐁 

son las matrices 3 × 3 formadas por los autovectores 𝐚𝛼

y 𝐛𝛼  del formalismo de Stroh [22, 23], 𝐪  y �̂� son vectores
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arbitrarios, la barra denota la matriz conjugada compleja 

y  

𝐄(𝜆, 𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜁1
𝜆(𝜃) , 𝜁2

𝜆(𝜃) , 𝜁3
𝜆(𝜃) ],

�̂�(𝜆, 𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜁1̅
𝜆(𝜃), 𝜁2̅

𝜆(𝜃), 𝜁3̅
𝜆(𝜃)], (3) 

con  𝜁𝑖(𝜃) = cos(θ) + 𝑝α sin(θ).

Figura 1 Esquema de grieta de interfaz con condiciones 

de contorno 

3. ECUACIONES Y FÓRMULAS

En la Figura 1 se representan dos materiales anisótropos 

pegados en 𝑥 < 0, 𝑦 = 0, y con una grieta con contacto 

en 𝑥 > 0, 𝑦 = 0. De aquí en adelante, el subíndice 1 y 2 

o superíndice (1) y (2) hacen referencia al material

superior e inferior respectivamente, a no ser que se refiera

a un eje de coordenadas cartesiano. El material 1 se

encuentra desde 𝜃 = 0  hasta 𝜃 = 𝜋 y el material 2 desde

𝜃 = 0 hasta 𝜃 =  −𝜋.

En la interfaz perfectamente pegada, 𝜃 = ±𝜋, debe 

cumplirse el equilibrio en tensiones   

𝐭(1)(𝑟, 𝜋) = 𝐭(2)(𝑟, −𝜋), (4) 

y desplazamiento relativo nulo entre los puntos en 

contacto perfectamente pegados de ambos materiales 

𝐮(1)(𝑟, 𝜋) = 𝐮(2)(𝑟, −𝜋). (5) 

Aplicando la expresión (1) a (5) se obtiene 

𝐀1𝐄(𝜆, 𝜋)𝐪1 + �̅�1�̂�(𝜆, 𝜋)�̂�1 =
= 𝐀2𝐄(𝜆, −𝜋)𝐪2 + �̅�2�̂�(𝜆, −𝜋)�̂�2,

y aplicando la expresión (2) a (4) 

𝐁1𝐄(𝜆, 𝜋)𝐪1 + �̅�1�̂�(𝜆, 𝜋)�̂�1 =
= 𝐁2𝐄(𝜆, −𝜋)𝐪2 + �̅�2�̂�(𝜆, −𝜋)�̂�2.

Estas expresiones pueden reducirse teniendo en cuenta 

que 𝐄(λ, ±π) = 𝑒±𝑖𝜆𝜋𝐈3×3 y �̂�(λ, ±π) = 𝑒∓𝑖𝜆𝜋𝐈3×3

𝑒2𝑖𝜆𝜋𝐀1𝐪1 + �̅�1�̂�1 = 𝐀2𝐪2 + 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�2�̂�2 (6) 

𝑒2𝑖𝜆𝜋𝐁1𝐪1 + �̅�1�̂�1 = 𝐁2𝐪2 + 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�2�̂�2 (7) 

El equilibrio también debe cumplirse en la interfaz de la 

grieta ya que se fuerza el contacto entre los dos materiales 

𝐁1𝐄(𝜆, 0)𝐪1 + �̅�1�̂�(𝜆, 0)�̂�1 = 𝐁2𝐄(𝜆, 0)𝐪2 + �̅�2�̂�(𝜆, 0)�̂�2

que con 𝐄(λ, 0) = �̂�(λ, 0) = 𝐈3×3 queda reescrita como

𝐁1𝐪1 + �̅�1�̂�1 = 𝐁2𝐪2 + �̅�2�̂�2.  (8)

Para forzar el contacto entre ambos materiales, el 

desplazamiento relativo en la dirección perpendicular a 

la grieta debe de ser cero 

𝑢2
(1)(0) − 𝑢2

(2)(0) = 0. (9) 

Además, en la zona de contacto se aplicará la relación 

entre las tensiones tangenciales y la normal dada por la 

ley de Coulomb 

𝜎12
(1)(0) + 𝜇 cos(𝜔)𝜎22

(1)(0) = 0,     (10) 

𝜎32
(1)(0) + 𝜇 sin(𝜔)𝜎22

(1)(0) = 0,     (11) 

donde 𝜇 es el coeficiente de fricción de Coulomb y 𝜔 es 

el ángulo medido desde el eje 𝑥1 en el plano 𝑥2 = 0 y

marca la dirección de la tensión tangencial resultante. 

Aplicando (1) a (9) y (2) a (10) y (11) obtenemos el 

siguiente sistema de ecuaciones 

[0 1 0](𝐀1𝐪1 + �̅�1�̂�1 − 𝐀2𝐪2 − �̅�2�̂�2) = 0,
[1 𝜇 cos(𝜔) 0](𝐁1𝐪1 + �̅�1�̂�1) = 0,     (12) 

[0 𝜇 sin(𝜔) 1](𝐁1𝐪1 + �̅�1�̂�1) = 0.

Los casos en los que 𝜆 ∈ ℤ, serán estudiados en la 

Sección 4.1, ya que para los pasos que se harán a 

continuación es necesario considerar 𝜆 ∉ ℤ. Los vectores 

�̂�1, 𝐪2 y �̂�2 se pueden obtener en función de 𝐪1 mediante

las expresiones (6), (7) y (8) 

�̂�1 = −𝑒2𝑖𝜆𝜋(�̅�1 − 𝐀2𝐁2
−1�̅�1)−1(𝐀1 − �̅�2�̅�2

−1𝐁1) 𝐪1

𝐪2 = 𝐁2
−1�̅�1�̂�1,     (13) 

�̂�2 = �̅�2
−1𝐁1𝐪1.

y aplicando el tensor de impedancia del material, 𝐌𝑖 ,

definido en [38,39] y la matriz del bimaterial, 𝐌∗

propuesta por Hwu [40] 

𝐌∗ = 𝐌1
−1 + �̅�2

−1 = 𝑖(𝐀1𝐁1
−𝟏 − �̅�2�̅�2

−1),     (14) 

se puede reescribir el sistema (12) como 

(1-𝑒2𝑖𝜆𝜋)[0 1 0]𝐌∗𝐁1𝐪1 = 0 ,     (15) 

𝑖[1 𝜇 cos(𝜔) 0](𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

)𝐌∗𝐁1𝐪1 = 0,

𝑖[0 𝜇 sin(𝜔) 1](𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

)𝐌∗𝐁1𝐪1 = 0,

donde (15.2) y (15.3) son linealmente independientes, 

por lo que podemos decir que 
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𝑖(𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

)𝐌∗𝐁1𝐪1 = 𝑘 [
−𝜇 cos(𝜔)

1
−𝜇 sin(𝜔)

].     (16) 

Para 𝜆 = 0.5, la matriz (𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

) no es

invertible y se analizará en la Sección 4.2. En casos en 

los que la matriz si es invertible,    

𝐌∗𝐁1𝐪1 = 𝑖𝑘(𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

)
−1

[
−𝜇 cos(𝜔)

1
−𝜇 sin(𝜔)

]. (17) 

Introduciendo una matriz �̂� tal que 

�̂� = [

�̂�11 �̂�12 �̂�13

�̂�21 �̂�22 �̂�23

�̂�31 �̂�32 �̂�33

] = 

(1 − 𝑒2𝑖𝜆𝜋)(𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

)
−1

,        (18) 

la expresión (15.1) queda reescrita como 

𝑖𝑘[0 1 0] [

�̂�11 �̂�12 �̂�13

�̂�21 �̂�22 �̂�23

�̂�31 �̂�32 �̂�33

] [
−𝜇 cos(𝜔)

1
−𝜇 sin(𝜔)

], 

que pasa a ser la primera ecuación característica del 

problema 

�̂�21𝜇 cos(𝜔) − �̂�22 + �̂�23𝜇 sin(𝜔) = 0.     (19) 

Para obtener la segunda ecuación, vamos a partir de la 

dirección 𝜔𝑢 que marca el deslizamiento relativo entre el

material 1 y 2 en la interfaz con fricción,  

Δ𝑢1(𝑟, 𝜃0) sin(𝜔𝑢) = Δ𝑢3(𝑟, 𝜃0) cos(𝜔𝑢)     (20) 

En este trabajo se considerará que la fricción entre los 

materiales es isótropa, es decir la dirección de la 

resultante de la tensión tangencial, 𝜔, es colineal con la 

dirección de deslizamiento, 𝜔𝑢, pero de sentido opuesto,

por lo que 

sin(𝜔)

cos(𝜔)
=

−sin(𝜔𝑢)

−cos(𝜔𝑢)
=

Δ𝑢3(𝑟,𝜃0)

Δ𝑢1(𝑟,𝜃0)
 . (21) 

El desplazamiento relativo entre el material 1 y el 2 en la 

dirección 1 y 3 se obtiene aplicando las mismas 

expresiones empleadas para el desplazamiento relativo 

en la dirección 2, por lo que (20) puede reescribirse como 

(�̂�11𝜇 cos(𝜔) − �̂�12 + �̂�13𝜇 sin(𝜔)) sin(𝜔) =
(�̂�31𝜇 cos(𝜔) − �̂�32 + �̂�33𝜇 sin(𝜔)) cos(𝜔),  (22) 

la segunda ecuación característica del problema. 

Resolviendo el sistema formado por (19) y (22) mediante 

un procedimiento de resolución de sistemas no lineales 

se pueden obtener los valores de 𝜆 y 𝜔 solución del 

problema. Una vez que se tienen estos valores se pueden 

obtener sustituyendo en (17) y (13) los valores de los 

vectores 𝐪1, 𝐪2, �̂�1 y �̂�2, y con ellos los campos de

tensión y desplazamiento. 

4. CASOS PARTICULARES

En esta sección se van a analizar las soluciones que no

pueden ser obtenidas directamente con el desarrollo

propuesto y el caso de especial interés de la grieta de

interfaz entre dos laminados con diferentes orientaciones

de sus fibras.

4.1. Exponente de singularidad entero (𝜆 ∈ ℤ) 

Los campos de tensión y desplazamientos para 𝜆 ∈ ℤ son 

polinomios homogéneos de grado 𝜆 en dos variables, 

𝑥1, 𝑥2. La particularidad que esto conlleva al análisis de

los campos de desplazamientos de la grieta de interfaz es 

que el desplazamiento relativo entre ambos materiales es 

0, por lo que el ángulo de deslizamiento, 𝜔𝑢, queda

indeterminado, y con este la dirección de la resultante de 

la tensión tangencial, 𝜔. Este análisis es de particular 

importancia ya que 𝜆 = 1 se corresponde con la tensión 

llamada T-stress. 

Sustituyendo 𝜆 = 0 en (1) y en (2) se comprueba que el 

estado tensional y de desplazamientos corresponde con 

el de traslación de un sólido rígido. El vector 𝐭(𝑟, 𝜃) es 

cero y 𝐮(𝑟, 𝜃) es constante para ambos materiales 

independientemente de 𝑟 y 𝜃.  

Por otro lado, el caso de 𝜆 = 1 corresponde a la solución 

uniforme en tensiones. Del análisis realizado por Ting 

para la solución de tensiones uniforme [37, Sección 

10.5], se observa que se tienen cuatro variables 

independientes, 𝜎22, 𝜖11, 𝜖21 y 𝜖31 que llevan a cuatro

posibles modos al preescribir cada vez solo una de las 

variables como no-nula y el resto como nula. Con 𝑢2,1 ≠

0, los desplazamientos y tensiones obtenidas 

corresponden con el movimiento de sólido rígido [40, 

Sección 8.26], las otras tres posibles soluciones 

corresponden con un estado límite entre pegado y 

deslizamiento, como se obtiene de la formulación 

matemática de la ley de Coulomb bajo las condiciones de 

Karush-Kuhn-Tucker, también conocidas como 

condiciones complementarias. Dos de las soluciones 

estarán en el vértice del cono de Coulomb mientras que 

la correspondiente a 𝜎22 ≠ 0 se encuentra en la superficie

lateral de dicho cono. Esta última solución puede 

considerarse como solución genuinamente pegada para 

un coeficiente de fricción real 𝜇′ tal que   𝜇′  > 𝜇  [41,

42, 43, 44]. 

Cuando 𝜆 > 1, 𝜆 ∈  ℤ la solución obtenida es polinómica 

de grado 𝜆 y es estudiada de forma genérica por Wang y 

Schiavone [45] siguiendo el mismo procedimiento 

desarrollado por Ting [37], las identidades para conectar 

las matrices 𝐀 y 𝐁 y la función 𝑓(𝑧) propuesta por Ting 

[37, Sección 7.9]. Se sigue el mismo procedimiento que 

se realiza para 𝜆 = 1 añadiendo la condición extra ϵ13 =
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0 para evitar la sobreposición o apertura entre el material 

1 y 2 en la grieta. 

Otro caso importante de estudio es 𝜆 < 0. Estas 

soluciones no son estudiadas comúnmente ya que están 

relacionadas con soluciones en las que la energía elástica 

tiende a infinito debido a que la singularidad no es 

integrable en la punta de la grieta. A pesar de ello, estas 

soluciones se usan en algunos casos para facilitar el 

cálculo del factor de intensidad de tensiones.  

4.2.  Exponente de singularidad 0.5 

En este apartado se analizará si el valor 𝜆 = 0.5, caso que 

no puede ser analizado directamente con la metodología 

propuesta tal y como se comentó en el paso realizado 

desde la expresión (16) a la (17). Partiendo de la 

expresión (16) substituyendo 𝜆 = 0.5 en la matriz 

(𝐌∗−1
+ 𝑒2𝑖𝜆𝜋�̅�∗−1

) y teniendo en cuenta que 𝐌∗−1
=

�̃� + 𝑖�̃� , véase [37, Sección 8.8-24]

(𝐌∗−1
+ 𝑒𝑖𝜋�̅�∗−1

) = 2𝐼𝑚(𝐌∗−1
) = 2𝑖�̃�,     (23) 

donde �̃� es una matriz real antisimétrica. Con esto, (16) 

puede ser reescrito como 

�̃�𝐏 = [

0 �̃�3 −�̃�2

−�̃�3 0 �̃�1

�̃�2 −�̃�1 0
] [

𝑃1

𝑃2

𝑃3

] = �̃� [
−𝜇 cos(𝜔)

1
−𝜇 sin(𝜔)

]  (24) 

con 𝐏 = 𝐌∗𝐁1𝐪1 y �̃� = 𝑘
2𝑖⁄ . Sustituyendo en (15.1) se

obtiene que para 𝜆 = 0.5, 𝑃2 = 0. Al sustituir en (20)

√𝑟[1 0 0]𝐏 sin(𝜔) = √𝑟[0 0 1]𝐏 cos(𝜔),

se obtiene la relación entre 𝑃1 y 𝑃3

𝑃3 cos(𝜔) = 𝑃1 sin(𝜔).  (25) 

A continuación, se examina la existencia de una solución 

no trivial con 𝜆 = 0.5 atendiendo a los términos de la 

matriz �̃�, términos que están relacionados con las 

posibles simetrías elásticas de los materiales que 

conforman la unión. En este apartado se considera 

siempre el caso con fricción no nula, 𝜇 > 0. 

En el caso de que ambos materiales tengan las mismas 

características elásticas, es decir, anisotropía homogénea, 

�̃� = 0. Sustituyendo en (24), se obtiene �̃� = 0, 

quedando 𝑃1 y 𝑃3 libres y por lo tanto 𝜔 queda

indeterminada. La multiplicidad de 𝜆 = 0.5 es 1 y 

corresponde con 𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) =  𝜎𝜃𝑟(𝑟, 0) = 𝜎𝜃3(𝑟, 0) =
0. La relación entre Δ𝑢𝑟 y Δ𝑢3 dependerá del 𝜔
seleccionado.

Centrándonos ahora en casos en los que el término �̃�2 =
0, tenemos 3 posibilidades: 

a) �̃�2 = 0, �̃�1 ≠ 0, �̃�3 ≠ 0. Este caso corresponde con

la unión en la que ambos materiales tienen simetría

elástica con respecto el plano 𝑥2 = 0, y al menos uno de

los dos materiales no tiene simetría en el plano 𝑥3 = 0.

Sustituyendo en (24) es necesario que �̃� = 0 de nuevo y

entonces

−�̃�3𝑃1 + �̃�1𝑃3 = 0.  (26) 

Evitando la solución trivial en la que 𝑃1 = 𝑃3 =
0, llegamos a que con 𝜆 = 0.5 y 𝑃1 ≠ 0, 𝜔 = tan−1 �̃�3

�̃�1
.

La solución en tensiones en la interfaz de la grieta en este 

caso es 𝜎𝜃𝜃(𝑟, 0) =  𝜎𝜃𝑟(𝑟, 0) = 𝜎𝜃3(𝑟, 0) = 0 y la

relación entre Δ𝑢𝑟  y Δ𝑢3 dependerá de los valores �̃�1 y

�̃�3.

b) �̃�2 = �̃�3 = 0,  �̃�1 ≠ 0. Sustituyendo en (24) es

necesario que �̃� = 0 de nuevo y entonces

�̃�1𝑃3 = 0.  (26) 

Evitando la solución trivial en la que 𝑃1 = 𝑃3 =
0, llegamos a que con 𝜆 = 0.5 y 𝑃1 ≠ 0, 𝜔 = 𝑧𝜋, con 𝑧 ∈
ℤ . En este caso, el campo de tensiones en la interfaz será 

también nulo y corresponde con un modo plano de 

deslizamiento ya que Δ𝑢3 = 0.

c) �̃�1 = �̃�2 = 0,  �̃�3 ≠ 0. Este caso corresponde con el

analizado por Ting [37, Capítulo 11], y corresponde con

el caso especial de materiales monoclínicos con plano de

simetría en 𝑥3 = 0. En este caso, la solución también

pasa por �̃� = 0 y

−�̃�3𝑃1 = 0.  (26)

Con 𝑃3 ≠ 0 para evitar la solución trivial, tenemos

cos(𝜔) = 0 en (25), por lo que se llega a la solución

antiplana 𝜔 = 𝑧𝜋

2
 con 𝑧 ≠ 0 ∈ ℤ. En este caso, el campo

de tensiones también es nulo en la interfaz de la grieta.

En el caso de que �̃�2 ≠ 0 en la matriz del bimaterial, la

solución 𝜆 = 0.5 solo lleva a soluciones triviales en las 

que 𝐏 = 𝟎. 

4.3. Grieta de interfaz entre laminados con diferentes 

orientaciones 

En este apartado se analizará un caso de especial 

importancia en la industria como es una grieta de interfaz 

entre dos materiales laminados con fibras en el plano 

𝑥2 = 0 y diferentes orientaciones. Para ello se tomará

como ejemplo la unión entre dos capas de un material con 

constantes elásticas 𝐸11 = 141.3Gpa, 𝐸22 = 𝐸33 =
9.58Gpa, 𝐺12 = 𝐺13 = 5 GPa, 𝐺23 = 3.5 GPa, 𝜈12 =
𝜈13 = 0.3 y 𝜈23 = 0.32. La capa del material superior

está posicionada formando un ángulo 𝜙 = 60𝑜 con el eje

𝑥1. Se va a analizar la variación del exponente de

singularidad 𝜆 y la dirección de la resultante de la tensión 

tangencial, 𝜔, frente a la posición de las fibras del 
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material inferior. El coeficiente de fricción entre las 

láminas es de μ=0.5 en la Figura 2 y μ=1 en la Figura 3. 

Se comprueba que los valores del coeficiente de 

singularidad inferior a 0.5, dan una solución en 

desplazamientos en la misma dirección que la resultante 

de la tensión tangencial, por lo tanto, esos resultados no 

cumplen la condición de disipación de la energía y solo 

los valores de 𝜆 ≥ 0.5 cumplirían que la tensión 

tangencial se opone al desplazamiento. Este resultado es 

el esperado, ya que la fricción debe de hacer menos 

singular a la solución elástica en torno a la punta de la 

grieta. Comparando los resultados de la Figura 2 con los 

resultados de la Figura 3 y teniendo en cuenta lo 

comentado anteriormente, se observa que a un mayor 

coeficiente de fricción se obtiene un 𝜆 solución superior, 

es decir, a mayor coeficiente de fricción más débil es la 

singularidad.  

Figura 2 Exponente de singularidad vs posición de la 

fibra para una grieta de interfaz en un bimaterial con 

coeficiente de fricción μ=0.5 

Figura 3 Exponente de singularidad vs posición de la 

fibra para una grieta de interfaz en un bimaterial con 

coeficiente de fricción μ=1 

En la Figura 4 se representa la dirección de la resultante 

de la tensión tangencial frente a la posición de la fibra. Se 

ha observado que en grietas de interfaz de monoclínicos 

con plano de simetría 𝑥2 = 0, el coeficiente de fricción

no afecta a la dirección de la tensión tangencial. Cuando 

se cumple además simetría respecto al plano 𝑥3 = 0 entre

ambos materiales, en el caso estudiado cuando 𝜙 = −60 

en el material inferior, se obtienen los modos plano y 

antiplano. Además de las soluciones presentadas en las 

imágenes, 𝜆 = 0.5 es solución para cualquier 𝜙 tal y 

como se vio en la Sección 4.2. 

Figura 4 Dirección de tensión tangencial vs posición de 

la fibra para una grieta de interfaz en un bimaterial con 

el coeficiente de fricción μ>0 

5. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado una metodología para el análisis de los 

campos de tensiones y desplazamientos en grietas de 

interfaz con contacto con fricción para casos en los que 

la dirección de desplazamiento relativa entre ambos 

materiales no corresponde necesariamente con el modo 

plano o antiplano de la mecánica de la fractura, casos en 

los que se basa el análisis de la mayoría de los autores 

encontrados en la literatura.  

Se ha verificado que el contacto con fricción resulta en 

una singularidad más débil que 𝜆 = 0.5 del caso sin 

fricción, afirmación propuesta por Audoly [35] y Deng 

[24]. Además, se ha comprobado que 𝜆 = 0.5 siempre es 

solución en el caso de materiales monoclínicos, ya sea 

con plano de simetría 𝑥2 = 0 o 𝑥3 = 0, pero en estos

casos las tensiones en las caras de la grieta se anulan. 

También se han comprobado los casos límites entre 

deslizamiento y perfectamente pegado correspondientes 

a 𝜆 = 1. 

Esta metodología ha servido también como verificación 

del formalismo presentado en [46] en el que se basa la 

herramienta de cálculo de campos de desplazamientos y 

de tensiones singulares presentado en [36] para los casos 

sin fricción.  
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