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INTRODUCCION

Esta memoria estd dedicada al estudio de dos pr
cional: el estudio de propiedades de concentracion v su relacisn con la Geometria
de los Espacios de Banach, ngﬁ bado dentrs de la Teoria Lozl de Espaczos Nor-

h, el pr obiema de la meai dad de dichas inmersionss, ¥ 1a clssificacidn

de los espacios de Banach desde este punto de vista {capltuic 3).

-

des geométricas de los espacios normades de éime;. :”o finita, v de su compor-

tamisntc cuando la dimensidn tiende a infinito.

Bl primer capftulo de esta memoria estd dedicada al estudio de lo que se
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no de coneceniracidn de la medide en esracios de dimens:

. El punto de partida de esta teoria es el siguiente resu

Lavy, en el que obtiene la concentracién de la medida en la ssfera 57 de R™

considerando en ella la medida de Haar g, v la distancia gendesics .
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INTRODUCCION i

de dimensién finita, sino con ei espiritu de
para probar resultados clésicos, como el
&

teo
casi esféricas de cuerpos convexos, ver [Mi
o]

han sparecido uns gran variedad de fam;l i35 de espacio
Esto

Dado un espacic métrico de probabilidad (2, %, 2,4} [un espacic méirico
en

;’L

{53, d) dotado de una medida de probabilidad p defin i fa g-glgebra T de los

itos de Borel de (), se llama funcidn de conceniracidn a

La des'z 1 dad dada en el teorema am‘.eriormenie citado musesira como, pars

fr
ple) < v% o

7 3

que tiende z cero cuando n - ©0, para € > { fijo.

orota-

o

do esta idea, una sucesion {Qﬂ,;‘cm i, } de espacior méiricos de

('D
i:‘!
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v

7 I

e llama una familis de Léwy si, para todo £ > 0
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As{ pues, la sucesidn de espacios (S™, piny1, pori ) forma w

-
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Levy. Otros muchos ejemplos sobre es fos conceptos estdn
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La berramients principal en la prusba es el resuitado dr Talagrand sobee la
iscperimetria para la medida 7 en R”, producto de la medica en R con densidad
%e“i"iu En este estudic Talagrand abandons la idea de incrementar el conjunte
usando una métrica sustituyéndolo por el pasc de A a 4 + 4B% +4E7, o
GE ha constiftuide un primer paso en sv aproximacidn abstracta a la idea ds

soperimetria.

Como hemos dicho anteriormente, un ejemplc de familis vle espacios donde no

hey concentracidn de la medida es la sucesion de espaeécs é@c Conectaremos est

idea con las inmersiones de espacios con concentracidn pars mostrar gue en 22

1
los

4]

spacios con conceniracidn “no caben bien” {es necesaiia mucha éis’mrsiém

o una dimensién muy alta para sumergirlos dentro de £%.). A partir de ahi

sucesidn de espaci_os norma

Por dlsimo, en estz parfe estudiaremos el mism

definidas en ia esfera del espacio en lugar de en la

d
Veremos que es posible definir una medida natuzal sobre s ssfera & partir de la
e

L
fot
8]
e
o

medida definida en la bola, v que conserva, en cierto sentid

conceniracidn.

El segundo capltule trate de otra propiedad de concentiacién: el fendmeno

concentracidn de lo disiencie. Aqui nos interesamos por conocer el com-

2.

sortamiento de la distancia entre los puntes de un espacio normado cuando a

rensidn crece Este estudio estd motivade por el problems de en-

conirar en un espacio normado de dimensidn finita el mayor ndmerc posibie de

2 d%staacﬁa ¢

‘cast uno” unes de otros. Concretaments, se trata de sncon-

X un espacio normado de dimensién imta v € > U, el mayor nd
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INTRODUCCTION ®v

TeEoREMA 2.3.1. Ser X un espacio normado de dimensidn n v B su bolo

unided cerrede. Ses o lo medide de Lebesgue en B, de wode que o(8) = 1
Enionces pare cada U< e <
o ¢ Y N £ Z 3
c@ci(z,y) EBXB:llc—y| < V21 -e)} <exn{—ein/2}.
Ad s tanto el factor €2 1 aynan 2 8¢ s
Ademsds tanic el factor 6% en el exponentes, como el niimers +/2 son los mejores
posibles en general, pues esa desigualdad es dpbima cuande X = 45,

kg f P . S g Ia t -
En iz prueba de ssie teorema se usa la expresién explicita de le mejor cons-
tante en la desigualdad de Young, sebre convolucidn de f

simulténeamente por Beckner [Bel y por Brascamp v
t

F. Barthe [Bar] ha dado una nueva demostracidn muy e
dad.
El tecrema 2.3.1 implica la existencia de N puntos en la bola

espacio a distancia mayor que /2{1 — ) unos de etros. siempre que N <

p{e’n/4}. Este hecho fue probado por Bourgain usand:

J

{puede enconirarse una prueba en [FL]}. Sin embargo, la prueba no consigue

una estimacién cuantitativa como la que se obtiene en 2_3, L.
Conectaremos el fendmeno de concentracion de la distarcia con el cap! ,
probando que un fendmenoc de concentracién de Iz medida implica un fendmenc

TroneMa 2.4.1. See X un espucio normado n-dimensionel, B su dolz uni-

ECR
dud v o le medide de Lebesgue normalizada en B. Ses p !

o
Y
£
0
o5
Oy

ién asociade ¢ o.

Enlonces ezisie vn nidmero a € [1/2,72] de forme gue para
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TEOREMA 3.3.1

-,

Ls
F X - Colae+1). Enionces exisic vng izomeirie lineal T X — Cola+ 1

[
]
o]

REMA 3.3.5. See X un espucio de Hanach separedls, ¥ un espacio de
B

Hangch con lg

ropieded de Radon-Nikedym, v F + X — ¥ wunag isemeiria
negl T X — 7.

Ernisnces exisie une isomeirie &4

El problema 48 de la famnosa coleccion de problemes The &¢

planteade por Mazur el afio 1930, pregunta si todo espacio

i2s definidas sobre un compacto numerable es isomorio a
sucesiones convergentes. De un trabajo de Jozel Schreler |

espacio C{w* 4+ 1) no es isomorfo a ¢, con lo que el problema s

mente. Posteriormente, C. Bessaga y A. Pelezynskl [BP] dan
ios espacios Cla-+ E} pers ordinales o numerables. Prueban,
estos espacios hay una cantidad infinita no numerable de e

tipo isomorfo.

Hosotros sustitulmos los isomorfismos por isometrias, v
cacidn {completa, para todos los ordinales) de todos los esp:

ordinales «. De hecho probames que C{a+ 1} y C(f + 1) tiz

isoméirico sl y sdlo sl @ v F son homeomorfos (feorema 3.4. ).

08 IC8uitados Eecogidos 1 este camﬂmo sC enc



T

En este capftulo vamos a extudiar uno de los conceptos més usados en ¢

£

la tecrie asinidtica de espacios normados finito-dimensionales: el
concentracidn para medidas de prebabilidad. Este fendmeno, fre-

3

conectade con designaldades isoperimétricas, sstd estrechament

foi

¥
relacionado con una desigusldad de concem‘azaciézz? c;ue ruestra edmo cierta
1

iz mayor parte del

M.
(’x
(“)

funciones son cast constantes en

=

Iy

fendmeno de concentracidn para medidas homogéneas en estruchturas de

-

dimensidn zlta fue apuntado por primera vez por Paul Levy, scbre 2l gjemplo

de Iz familia de esferas euclideas 8777 expussic més adelznte. Incluso, legd 2
darse cuenta de que su chservacién fenla un sentido mas genersl v buscd ofros
gjermplos. Peinca zé [“ | ys habla wsado un hecho similar =n Iz esfera suclidea
S7th: para zg € 577 Gio

T *‘w

El puntc de partida de Lévy fue una observacién hecka por E. Borel [Bo]

acerca de una interpretacién geométrica de la Ley de los Grandes Nimeros. Lévy
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TRODUCCION 3

Come consecuerncia importante de esta desigualdad isoperiméirica se obtiene

que, 8l gry1{A) > 1/2, para cada £ > 0, el conjunto A, tiens medida no menor
. - " 3 : ¢ 7t
cue B, donde B es media esfera, o lo que es Io mismo 5 = {z € 5%+
farilzm me) < 7/2}. Ast B, = {z € §7°7 : poiilz, ze) < #f2+ €}, que tene
medids al menos {ver [ME])
:EE_ — i};;@-«-z ','L‘f,‘Z
V8

w1 i ia Ia 13 723
con lo que se chbtiene sl fendmenc de conceniracién de la medida en §

Corornario 1.0.3. Para fodo Borel A de S7T con paei A} > 172, se veri-

f= .2

donde A. denoiu el confunie de punios de 577 cuya distancic geodésice g A 23

. H
menor ¢ sgual ¢ue €.

Este resultado muestra como, para » grande, la mayor patie de la esfera §77F

ue £ de A.

szt & distancia menor ¢ igua

,m
4

La idea de la concentracidn de la medida permanecid précticamente inactiva

hasta los aflos setenia, donde empezd & ser utilizada intensamente, fundamen-
T,

talmente por Vitali Milman, en el desarrollo de iz Teoria Local de Espacios
Normados. En uno de susi bajos, Milman [Mi] demuestre el corolario 1.0.3 y

[+
c
®

itiliza pars dar una pruebs del teorema de Dvoretzky {~obre secciones casi

®

1erpos cozvexes}. #n los dltimos quince afios han aparecide una

gran variedad de ejemplos de famiiias de espacios con snfracidn de la me-

=
4]
[&]
b
0

e han contribuido al desarrolle de dicha teoria. Més aiin, la mayoria de

™

hizn sido descublertos para tal fin. Esto muestra gue ‘2l fendmeno no e

[

en abseclubo, excepcional.
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specio méirico de probabilid

{0, Ez;z} es un espacic

b

T s .
En todos los CESO8, CImlLl

tos de Borel del espacie.

ado un espacio métrico de probabilidad (§3, 5, 4,4}, re Hama funcidn

o

€1,
[

i

La desigusidad dada en el corolario 1.0.8 muestra corio, para el espacio

Siguiendo este glemplo, una sucesion de espacios métricos de probabilidad

iy

)

fin, G ) se Vlama una familia de Léwy s, para todo £> 3

lim pp(ediam (,}) =0

i OO

145]
2]
®
B
0,
18]
S
2
et
b -
e
£
€
a,
O
!
.0
o
o

& onecentracion del espacio (Da, fin, 2] ¥ diam (.} =
supida{z,y) 1 2,y € Q,} el didmetro de Oy, v se lama uns fomilic normal ¢

Lévy si para clertas constantes ¢;, 00 > 0, v para tede £ > ¢

— g2y
@nle) < cra™",
f =t " | F— A hd L Frebed Y £y . [ v o |
+81 pues, (& Sucesion de €3pacios (.u YL HEpe1, Prel; I0ITNIE UNA lamMlis DOTIEL

La conecentracion de la medida esid estrechamente relacionada con €
portamiento de las funciones lipschitzianas definidas en el espacio. El siguiente

iltado muestra como, en un espacio

d
peguefa, las lunciones lipschitzianas se maniienen cercanas s
mayor parte del espacic, con lo que se mantienen casi conrtantes en la mayor
H £

parke éeA mismo,
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INTRODUCCION 7

sRpile, ) €OxQ me—e < fle, vy < mlal+e y M—e < miz) < M4et >
- o N2
(1 —20(e/L)}
de donde se ohilene el resultado deseade .

Opservacion 1.0.5. En el apertado (ii) del teorema arterior, el nimeroc M
fred

%

es una mediana de la funcidn m : § — R. Pero el mismo argumento prusba que
zla

p@pi{ey) € Qx| fay) - M| > e} < 2ep{ee/2)

7

nara cuslquier nimero M’ que verifique

o

iz € @:[m(z) — M| > e} < op(ee)
siendo m’ : {0 — R una funcidn tal que para todoz € &

wly € Q| f{zy) — (@) > e} < eplac.

ser

el eniant 1l eghra rdrea 1 1; 3 neidn £ onied
El sigulente resultado muestra cdmo la mediana de la ‘uncidn § puede

5

Teoreuma 1.0.6. See (82,5, 2, d) un espacio méirico de Fil-—=
R une varicble wlecioria, M unc mediana de f, B{f) lo erperunze de F, ¢y ¥ :

.§*=;—>—ou} — R wne funcidn de Orficz verificende lo condiciin A en cere. Son

que pare iedo g > 0
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De Iz misma forma, como |

il

E!}

el teorema 1.0.4, si M7 denota una i

[¢o]

o
~
Wy

Asi pues, cuaz&éo Ea, medida se concenira exponezscéaﬁmen"

oy

\«,,4
S

mente L-Lipschitz s

nente trabajaremos con una medida de proba

p&(‘.iu normado. En cast todos
serd ls medida d ve ncrmalizada e

2 misma memé

, mediante una nueva

T sucesidn de espa,c io

a en la bola unidad de los mismos

Ty ;
e Lebesgue no;

bilidad definids scbre

los casos iz medida

hola. Notese que en
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1. PRELIMINARES 11

Isomorfismoes e inmersiones. Un isomorfismo entre dos espacios normados

g:l‘

5

[¢]

£,
gl
E«:‘

@

X &Y es cualguier opera ctive v biconti de X enY. Dado un

isomorfismo T: X — ¥, en LGJ‘ se llama disforsidn de T al ndmero

isomorfismo entre ellos con distorsidén no mayor que C. En e

enconirar un isomorfismoe T 1 X - YV werificande

-

para loco Tz € XK.

Dados dos espacios de Banach X eV, una énmersidnde X en Y es

operador 7 : X — ¥ linesl que sea un isomorfismo entre X y T{X).

inmersién T 1 X — ¥V, se llama disiorsidn de 7T a la distorsidn del correspon-

diente isomorfismo entre X v T(X).

1

& d-inmersidn es una inmersidn con distorsién po meyor que d. 81 exisie

confrar una inmersion T X — Y wverifican

para ¢ € X.

Espacios normados. Dado un espacio normade {X, 1] - 1), denotaremas p

¥ N r RET ] / - ! P T3
BX)={zeX <1} vy SH)={eeX:iz[=1}

s 1z bolz unidad cerrada v la esf Fdad Jal ‘e e snte Cuando

& & Dola unicad cerrada y ia esiera unicaa del espaclo, respeclivamente. Luando

no haya confusidn, porque estemos considerando un solo espacie, es
Ev S,

Para I < p < oo, denotaremos por 4, el espacio de sucesiones = = (@) para

/‘”W"'*\
i M :
?"“"

A
8



lell, = Hzllee = sup{izgl 1 1 <k < n}
s 1 < p < oo. En estos casos, escribiremos B ¥ 57 1
cerrada ¥

ara 1 < p < g < oo, se tiene

Dados wn esnacios normados X1, ... X, denctaremes por (X, & --- & Xm}p

S Ty AN
3 e A P ; . o totad
al espacio normado formade por las m-uplas {z1, ... &m) € X1 X+ - x X dotado
de la norme p, definida por
Y - -
T, Bm =

i
¥
Feg
o
poet
AN
3
A
8
el
<
o
=1

b

I 2 e AL £rom d Lan
Fspacios de Orlicz. Una funcidn

continua, no decrecients, convexs, y verificand
Una funcidn de Orlicz M se dice no de
Io sucesivo, sélo considera

2
Hlamaremos simplemente funciones de Orlicz.



i. PRELIMINARES i3
Dada una funcidn de Crlicz M, se Hama espacio de Jriiez £y 2l espacic de
las sucesiones = == {z;) para las que existe & > ( tal que

o0
leliy =infld >0 % Flleglfay < 1}
k=1
1 espacic (R, - |la7) se denota £, donde para z € R

ncidn de Orlics se dice normelizede st M(1} = 1. Sin pérdida de gene-
demos suponer que M es normalizads, ya que st no, basta conaiderar
Orlicz M(t) = M(m;, dondea>0Cest

Toda funcidn de COrlicz M, por el hecho de ser no decrecisnte v convexa, &
una derivada 2 la derecha en cada t > 8, que denotaremos nor M'(f)

Diremos que una funcidn de Orlicz A verifica la condicidn As en el cero s
existe &' > 0y € > 0 tales que si 0 < £ <4, entonces A2

Dos Tunciones de Orlics My, M5 se dicen equivalenies en

constantes a, K, 5 > 0 tales que para todo { € [§, %]

K M{a™) < Ma(3) < KMi(at).

5i al menos una de las dos funciones verifica la co

‘ped mos dar la equivalencia de las funciones M, A4y de unz forma més sencilla:

gy

existen constantes K 1y > 0 tales que para todo ¢ € 0,1},
f’:—;ﬁé‘rg(ﬂ < 1;41( < K T‘i@'}‘/'ﬂ

os funciones de Orlicz 1, M3 son equivalentes en cero st v sdlo s los esp

’\“}
D)
El)

Q_r,,fl = £xp, son isomorfos.
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Dos varisbles alestorias f,g : 2 — R se dicen idenficomente disiribuides si

para todc A€ BB

)]

pl{z el flz) € A} = pd

iy
8
mMm
o
wy
~
2]
et
m
e
Nt

f se dice siméirice si para todo /£ € E

2

2
[
e

s

iz el flzm)c A €

Nt

—-fl=le A

(o]

pbony
&

v se dice sirnélrica respecio a ¢ € R &l la variable aleatoria

Diremos que B € R es una medicne de § sl

pleefl: fle)<MY>1/2 vy pleefl:flz) > M} >1/2

Tods variable alestoria 7 : { — R tiene al menos una medizns, aungue no tiene
por qué ser Unica, Si f es simétrica respecto 2 ¢ € R, entontes ¢ es una medians

Deda une variable aleatoria integrable; iz esperanze do f se demclarz por

7

IMedidas de Borel en BR™. En todo el capitule, cuando consideremos R

o
=
¢

como espacio de probabilidad, la o-dlgebra correspondients serd slempre |
los Borel de R™.
La meé‘iéa de Lebesgue usual de R™ se denotard por m. E' sigulente resultado

uaidad de Brunn-Minkowski, relaciona 1a medida de la suma de dos

untos con la medida de cada unc de ellos. Muchas son a2s referencias donde

o

onfunios medibles no vacios,

: 4 o
mu( A+ ANY™ > m( AV 4 m( AN
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2. CONCENTRACION DE LA MBEDIDA BN

Denotaremos por §77! la esfera euclidea de R7T2) esto es, 5770 = [z ¢

R lglls = 1}, ¥ en ells, consideraremos la medida de probabilidad de Haar

1,41 inveriante por rofaciones, y la métrica pn.p1 dada por iz distancia geodésica,

.

2. Concentracién de la medida en sspacics uniformemente convexos

En estz seccidén veremos una ;\?ua ok GLL’“EOZ&ZRGEL&“EE te cor Jé?

némeno de concentracion de la mes

El origen é‘ei argumento usado en esta pzueba estd en

espacio de Gauss. Maurey {Maur] simplificé el razonamiento de
Teiagrand, que posteriormente fue usado por zcamﬁc:egsié}e (5] para estudiar

espacics uniformemente convexos. La pmeba dada a confinurcidn ;

- -

entiz las mismas ideas. Aﬁ‘ﬂ.que la brevedad de la demostracidn esconde las ideas
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TeoreMa 1.2.1. See X un especic normado n-dimensirnal vniformemente
convezo, B su bole unidad cerrade, o la medida de Lebesgue en B norm
' el modulo de convezidud de X . Porg code AT B con

N
J
(A} > 1/2, y cads e > C, s fiene gue

clA+eB)> 1~ e 2é(e)m

DEMOSTRACION, Usaremos la desigualdad (1.1
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es nna funcidn convexa en (0, +co). En ese caso, la funcic¢a de concentracidn
verifica
o(s) < 2expi—sceein},
donde g = g, es ¢l coeficiente definido en (1.1.2).
También, si paras clerbe ¢ > 0 v todos 5,2 € [3, 1] se tlene

M(st) > cM{(s) M (),

TS

el teorema 1.2.1 a los espacies de Lorentz d{w,p},
obtenemos que, 81 5 > Z, v para clerta constante ¢ > 0 y todos &k, m & N se tiene

S{km) > cS{k)S(m), emonces

s 7 an 3
w~€‘<26xn<~—~——5
RS/ 5 ! ‘/(E}E) sy {3

N T

donde la funcidn § : [0, 400} — R es cualquier funcién estrctamente creciers

£
C N
Sn) = > Wk

k=1

3. Concentracidn uniforme de la medida en £

n la seccidn anterior hemos obtenide, en particular,

concentracion en los espacios £ para 1 < p < oo, pero el

cero cuando p~+ 17, vy desde luego, no puede ser aplicada &

para la medida de probabilidad de Lebesgue 7, en todos los espacios £7 {1 <
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3. CONCENTRACION UNIFORME DE LA MEDIDA

EN 2 (1<5<2) 93
v tomande Hmite
1 AN - —
Um wyolld) = de=c¢
Hewoo 0PN T gngn[pT(1 + L/p)® s

demosiracién de la sigulente proposic LC') 1 s bass en la desigualdad

i3 aidag de
nd dada en el tecrema 1.1.3, siguie el argumento usadeo por él misme
ProposiCION 1.3.1. See 1 < p < 2, BY (o bole wnided dr £F g+ la medida
) (T .
en R™ con densidad c§”e“5§z>i%;? respecte de {o medida de Leresgr
t Fonn i T n ek H ; y s 7
ifpip~? ). Eriste una constanie chsoluts v > U fal gue pers fodo comjunio de
{E) 4
Borel A CR™ con v5(A) >0, y para todo t >0, ene qus
/ —at
nl (3, i—L 1Y on) e
VPl AS EEnr 2 LEr B> 1~
AT TR =

EMOSTRACION. Por el tecrema 1.1.%, existe una constante o > 0 $sl que

i > Gy todo Borel A CR™ con 474} > 0 se tiene que

'wvé JBP+28 :1

v

Sea ¢ 1 R — R la funcidn estrictamente creclente que tramsforma v en .

L

La siguiente propledad nos ve a permitir ehtener el resuitaco deseado a
de

de esia demc waldad. Hemos crefdo conveniente incluir su <emostracién, par
aclarar

33.’“‘312‘

o

que Ia constante K puede
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Si hacemos y = ¥(z) {con = > 0}, usando (1.3.4), ocbtenemos
1 e 3
Do B P p @) e D £1.3.8Y
2<2w($) e T < o (1.3.5

gue
€% < 4g(z)e? (1.3.8;
v ez particular, gue ¥™2) < log{8e*) = z,. Asf pues, las cesiguaidades (1.3.5)
2 5 (F Intbg ; G i i ;
v {1.3.6) valen para todo © > ®p. Usande (1.3.6) se deduce que para = > =g
&% < 4¢(»£‘g€¢{$jp & (e td(=)" < Y =]
con o que
& Eahl P e
z < Sd{e) 3.7}
Dara £ > &p
Ahora wsando (1.3.3}, (1.3.8) ¥ {1.3.7), se tiene que
z s . 2 s =t 5 .
Wz) = LeHei e o §¢{$}i~p <z z"T% < 3"/5&-.2!’;%
2 2 =32\5/ - 2
pars 2 @p. Usando la continuidad de ¢ respectc de p v la compacidad de
{p:1 < p <2} podemos encontrar une constante abscluts K; > 0 tal que =i
z € [0, 3], entonces ¢'(z) < Ky ysiz 2 wg entonces ¢ {x) < Kiz'/7=1 En

K == J1{1 + )7, Finalmente, para cualquier & > 0,

o+h z+h
etk - = [ PRESK [ s pyetg

-4

L




w
o

K constante absoluta.

[o5]
W
Q

3

re

onside

G

ey

00

v

Newoe?

’éj’:

-
£

memos

T

a

OILCes

P
Adw

£

-
i

r el lema

iz, eutonces e

i

i L E




3. CONCENTRACION UNIFORME DE LA MEDIDA EN

o (1<p<)

v 51 /En® T2 bl > £]by;, entonces el minime es
papf2 1-pf21p .1
<2 $Pf2,1—5f B[P
En cualquier caso, el minimeo no es mayor que la suma, s8{ que
- \
e~ all < KPS {‘Zﬂbm B T
< 17 (9t L gpeplogt=e/2)
= \ )
por tanto {usando que la norma £, es menor gue la norma 7},
4] (Inf . ogppfZ 1—”;’2\}ijp ol ey P S S
[z —afl; < {1‘45-’4{;- iR < K{{20)7 + HZnr 2
Usando ¢l lemna 1.3.3 se obtiene {poniendo ¢/4K% en lugrr de ¢ en {1.3.8))
U YU EELIR S gt/ K7
*&\ \5?2T5?/}B§52a S
| IF ip &";

¢
U

la concentracidn uniforme de la medida de Lebesgue en ?.
r < 2, necesitaremos dos lemas téenicos.

LEMa 1.3.4. Sea (X, T, 1) un espacio de probebilided
densgidad sobre X. Seu v lo medida con densidad f con v
{z € X ¢ f{e) < i} los conjuniocs de nivel. Parg fode A
implicacidn

al

253

de esta secc

bola de £ para i

V(A} 2 w(H N L) = p(A) 2 p(X N Le

DeEMOSTRACION. Se tiene que

posd
[h)

e

IA

£,

(]

I

o
€

[
N



1]
o B v
S
= @ M\v
- e
x T) g v
E e . e A el
2 g / wow
S
= /7 VA._ g 3 ]
) e, Nt A m .
r ®e = mw W,
%_ ) ] w2 =
] 1l [l & 5 ~
L ¢ =, Wi - 0w
umvﬂ VA 3 fsal W Mu oed
4 . &oe
o i 3 - £ 28 A
< < - - 82 e
4 > - = v
. i ! " / a e st e
£ o % b S L TR e “
e AO - i o ] M 2 Tp g
5] Z =~ 3 O - I i
) @ P = Il o 2 % g w
n\m L pt / ,M,M. M_w . m 13 m,..
¢) I e N ) A g N
P, A, - P " . M _ |
S \V v Y & o ws. U et w
1 . =5 /s e v 2 Al 2
¥ 3 — g 9 e - 5
f=A el by Ty @ S By W e N 8
1. 53 W .
v 4 fm, ! z& ﬁ Vi eWw mn 5 tn
oo = & A 0 mw VI nm W 0
=y S S b - o + b
3 =L B Hoy ot @ LoE .8 . @
o - « O 3 g 5 ¥ > @
_ 2 Py 7 a & NP = g
i & - e Fn 5 g S 7y
o oo 3 S 5 S & 5
* ] ve p] "
2 o & 5 L E G 2 Vi O g
g & - B
2 g 0« G oy o 3 o o o
S e " o ] @y . o
iy @ = o V. 9 - . w5 2 VI 7S
(5] ¢ [T - [} 4 o
Mw“ <m Py P <) L2 o et oy «t m.un o
: SO : ) DR F:
p N -
= R H - R &
8 o T o < s oo b
= i wm & £
o, & « <l [+ w5 a
o0 o] et b H b [ R o
o 5} < el N S s W
?; ] @ hw m
Fain mum o]
4
3=

\t
0

4

1+

o1
«

Cp

I'4
kN



[i5)

E LA MEDIDA EN 72 {1<p <2} 2
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S 8 {1+ Z)pni? Jo
Sez o, la probabilidad de Borel definida en (1.3.1). Esta probabilidad o
tiene densidad respecto de 77, dada por

¢ L4 B

§ MaAt S i=lEfe
eyt 51 .
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Lo siflelly > nv,

o

Para ssta funcidn, el conjunto de nivel Ly es

donde o, verifica e®/F = i(n/p) 7 JT(1 +

s . ; nY 1 fn L . -
de forma que o (e, By ) = 1/2 (1. ¢, 2l qu

Fijemos un Borel A C BY con ¢,{4) > 1/2. Se tiene que
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4. APLICACIONES A PROBLEMAS DE INMERS!

Usando de nueveo &} lema 1.3.4,

; IR
con lo que
5V
H It S ¢ (La) = (&)
PACERRALY. k=B = ey
Pero r(8)7 > n — cane™ ™, va que en caso contrario,
£ o i D
b njp éf / Ffo=1_—s 7
T/ T mrrTT Ay i & [ a8
Lie T o4 r{f37fp
2t
nip [7 afomt —s
> — / P e g

N Bfi=
n _.; afp [fn o) s
Seg—e ™0 {,f,n\im-—sgve ne Pk
p Dd+3)\s 7

.l

Ic cusl no es posible si 3 = 8/7es. Ahora, de (1.8.13) se tions

sin > ngyese™™ < 1—278/7 Esto prueha (1. 2 g 5
= 3 £z —né
o (Y > 1= B

=]

I PN L P —ni
o VAL K83 BY ' =0a,(nv M) > 1 —egme™ ™
AN r
de donde se obtiene el resultadeo deseado para cierta constante oo > . =

£

4. Aplicaciones a problemas de inmercién

En esta seccidn veremos dos resultados {teoremas 1.4.1y 144} gue dan idez

- Y . -
“lo lejos™ que estd el espacio £ de los espacios con concentracidn de la medid

en términcs de la minima dimensidn necesaria N gue admiie una inmersién ie

estos espacios en 2. Las pruebas de estos resultades sigien los argumentos

usados en [GM1, proposicién 5.1 v teorema 5.2].
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2

p i s s
CoroLARIO 1.4.2. See ¢ o funeidn de conceniracidn de unu probabilided

£

N X

Lt
ps
3
T
553

iméirica definida en nionces, pera cualyuie~ 0 < g < 1,

vy

~> P 7 -
DEMOSTRACION. Basta considerar la identidad en £ i aplicar el teorema
14.1. -

Como segunda caﬁsecuerzcia, se obtlene que en general no es posible probar un

resultado que aseg ure Ia existencia en cualquier espacio no mado de

finits de subespacios X de dimensidn proporcional gue ve

uneion
ProPosiCidN 1.4.3. Dados o > 0 y ¢ 1 (0,1) — {0, 4c0), zzisien ¢ @

> G
10 €N toles gue sin > ng vy X es un subespacio de {2 de dimensidn &k, fal gue

funcidn de conceniracidn o de lo medide de Lebesgue novmulizade en {a bole

DuemMosTRACION. Aplicando el teoreme 1.4.1 para e = 1/
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TEOREMA 1.4.4. Sex X un espacio normedo n-dimensio

de Lebesgue normalizade en B(X) con funcidn de concenivy

una aplicacién f: S(X) — S(EL) L-Lipschiiz antipodal (o ., icl que T} =
—F{z}), entonces, para todo € > 0 tal gue (e /(2L + 1)) > C,
1—g"

Tads por Fla) = Hgil fe /ey s
dads por f{} = {zlifl{z/lizl) st 2 £ C
e

£1 4 1Y
(1.4.1)

pchits, ¥ por ser _f antipodal, 1 es una mediana de

SR <032 (e/2L+ 1B,
Asi,é (1.4.1)

1= <2Np(ef(2L +1}). .

n
m
[ia3
o’
el
&)

5. Concentracidn de la medida en 1

= ¢ s 7 LN, |

Para terminar el capitulo, veremos una desigualdad de concenfracidn para

cierta medida, definida en la esfera de un espacio normaco a partir de cira

3 e
Ge un

o
r

medida definida en la bola del espacio ¥ gue disfrut némeno 4 concen-

e
ot
o~
)
h
[
o
&
D
]
&
{7
o
s
o

Dado un espacio normade X, ¥ una probabilidad de Bore

7

hiay una probabilidad natura& asociada definida ¢n la esfera &, dada
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UBSERVACION 1.5.2. 51 consideramos en B la medida de Lebesgue normali-

zada o, y su funcidn de concentracidn ¢ verifica

reciente y convexa,

entonces el teorems I

8—@“(?;;5}2}21 - ?g —<_ e“"ilf‘('f'nig'Q}ﬂ - e—zﬁ(:‘

Usando el tecrema anterior, se ol

. . el e PN
i 2)+78) > 1 — 2K e ¥ o2

v{A+eB) > 1 — K {g(ree/2)

L&

Los tecremas 1.2.1 y 1.3.6 dan desigualdades de concentrac én de

on

con lo que se deducen los siguientes resultados para los espacios v

convexos, y para todos los £2 con 1 < p < oo
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R cualynier funcidn esiriclamente crecienie

53
Cey

Ly
’;\
N

i
NgE
£

@
bt

en code neiural n.

CoroLario 1.5.4. See X = £, parc 1 L pg ; By su bola wnided cerrads,
oy {a medide de Lebesgue normalizads m By ¥ vp lo probobilidad de Borel de-
finide en la esfera 57 de X dade por (1.5.1). P‘m iode £ > 0 y fodo Borel

A C S} con w(A) > 1/2, se fiene, pare ciertas consianies a3 >

22
_ g ;m —betm
UP(A“TE > e



CONCENTRACION DE LA DISTANCIA
EN ESPACIOS NORMADOH

Introduccidn ¥ resultados previos

X = (R*, [ -{]) un espacic normad

bole unidad cerrada y & la me

3

mayor parte de los pun

para que ¢{E) = 1. Puesio @
{rtes

&)

b

ste estudic viene motivado por una serie de resulia

punios que se pueden encontrar en clertos espacios & distzncia casi 1 unes de
otros. Este problema equivale al estudio de inmersiones cas’ isométricas del £ -

cubo en espacios normados, ¥ se puede enunciar de forms precisa como sigue:

Dado X un espacic normado de dimensidn finita,

N = N{e) tal que existen N punios z1,...,a5y € X

“L}_}..‘gl } -?4—_’}

OmsErVACION 2.0.1. Medisnte un @rg’mﬂemo de volumen

. LAY { -
mente que N{z} < exp{¢(e)n} pare cierta funcidn ¢, indep
n~dimensional. En efecto, s1 z1,...,zxy € X verifican (2.0.1)
z; -+ 255 H son disjuntas, y todas ellas estdn contenidas
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siendo O la constanie de cotipo ¢ de X. Recuerdese que, cado 2 < ¢ < oo, 8¢

1e un espacio normado }’ tieme colipo ¢ si existe una sonstante O > 0 tal

an€Nyz, ...z,

Y
el
/

fal

s """‘«.

Lz constante de cotipo ¢ de X, que denotaremos la menor de todas

Izs constantes C que verifican (2.0.2).

Es conocido que para L < p < 2, el espacio £ tiene cotipn 2, ¥ para ¢

espacio £ ilene cotipo g.

uler espacio {-isomorfo al espacio de Orlics i, donde A es una

oz que sabisface la condicion fig en cero, s
N < exp{cle/al )t ex{b2/peln}

donde pyr ¥ ¢ar 3on log coeficientes

{tengass en cuenta que i gpr < 2, ent

desiguaidad mejor aplicando (3))

{3} En cualquier espacic K-isomorfo 2l espacio de Lorernz d*{w,p), con w =
{ =N wr 1
T,y 1<p<Loo,sil<r<i,¢>72y

f%,q1 1
N < exp{Cy ¢ e/ B2 q}ﬁ}

OnsErvaciON 2.0.3. Es posible encontrar & punios Vi

ier espacio normado n~dimensional, siempre que

! - 1
N <exp ia;eg 8Xp §\cz{5}a/;og rfl} ,

de £. En efecto, ] siguiente teorema da una estimecidp soore la dimensidn de

los espacios £5, o £8 que son (1 + &)-isome a un subespacio de un espacio

normado de dimensidn finita.
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Este resuitado se encuenira en [AM], donde se muesirz ademds que, en

un cierto sentido, es el melor posibl

de espacios X,, = £, slendo ¢, =

dimensicnal de X, que sea Z-isomorfo a /3’2“'
s

. FEE gy e, -t
ra n suflcieniemente grande,

. o - -
no contien CODias £-I3CIMOTias

para clerta constante C{e} > §. Perc entonces, por 2.0.2{1), v va que tant

C L3
bsimétrica normalizads, es posible encontraren ¥ N

oo &

como £ poseen base l-su
(2.

puntos verificando

AT
e hecho, el teo-

.n:VOé

T

E‘j

Sin embargo, para este ponencial de
puntos t sanﬁo 0.2(1)

anterior prusban que existen



. los espacios £7, ) en los que este camino no corduceaunr

For otra parie, segin hemos mendionado anteriormente, Bastero, Bernués y

ton prueban que N es exponencialmente grande en todo espacio con base

2 3

baiméirics v normalizada.

Estos dos caminos o se aplican a espacios generales. E

e con mas generalidad pasamos a est

un ceming que se apli

distribucidn de ls funcidn chstc,mza [iz — yl| cuando entendemoe:

sleatorias independienfes e igualmente distribuidas en

Fste camino permite oblener una prueba comiin en un

utiene 2 £5 y £, - Los espacios con contentracidn de la dist:

probamos que este camine tampoco se aplicz a todo e

que, por ejemplo, en el espacio (£3 & £L ) la distancia n
Fl resultado méas interesante a

Iz probabilidad de que Iz distanciz e

— £} decrece exponencialme

Finalmente, miencionar dos problemas relacionados corn ésfe. Se conccen
resultados para inmersiones isométricas {&¢ = ). En [Pel se demuesira que

{4,n+ 1} <N <7 ymésalin, N = 2" sl y sdlosi X = (2.

Por #ltimo, existen versiones infinito-dimensionales del problema. En [EG)
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Cy
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ol
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ECOREMA 2.1.1. Pare fedos p,g,r > 1, con
consienie O(p,g,r;n) > 0 tal que pave cuclesquiere funciones [ € LP(R™)

g € LI(R™) y ke LT(R™), se flene
kS / év“_ i3

[feg=h{0} < Cipg,rn

dende lc mejor constanie O ) es igual o (C,C, 0, )", siendo
v pgT

S =
(' es el ezponenie caﬂﬁwmf de p} Mds win, s igealdad en (8.1.1] se de parg

Respecto del problema de los puntos casi-eguidistantes, los resulfados en cada

uno de los frabajos anteriores basan su dernostracion en el =studic de variables
alestorias con valores en el espacio de Banach; la idea subyacente es que dos vec-

2

tores sleatorios independienies estardn, con unz alta probeb

casi fija unc del ofre. Nosotros aqul consideraremos como sspacio de probabi-

iidad la bola unidad con lz medida de Lebesgue normalizeda, v estudiaremos

istribucidn de is funcidn disbansia entre cos puntos

1

ncidn de distribucidn ccrrespom’iienie 2 la variable aleatoriz

Ftizo@e{le,y e BEx B:

51 para cierto £ > §, existe un nimero ¢ € (0,2} y un nfimero § > 0 tal

: < JRSY Tl JRNN 1
Flall+e) ~Flall—-e)) > 19,
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N .
55 < 1. En efecto, basta

T - £
Dads una
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2. FUNCION DE DISTRIBUCION DE LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTGS 4

efecto, dado g > 0, existe ng = ngl) €

/2y Hlb,,e) < j Pero entonses |«

En consecuencia, si la la distancia se conce

tante, todas las sucesionss en torno a la cual se concentra tismen Hn
emos entonces que la distancia se concentra en tornc & dicho v

Ceservacion 2.2.1. Segin hemeos visto anteriormente, dada
a su

espacios A, ¥ un cesidn {a,), en cada X, es posible ercont
verificando {2.0.1) slempre que

£ -
i
Loselemplos 1 y 2 siguientes muestran dos familias de espacios, £
Iz distancia se concentra exponencia}mmte en forno a un

clusc diche valor. En e] gjemplo 3 s muestra una Tamiliz de espacios donde

tancia no se concentita

Geométricamente, cuanco la distancia se conecentra alred-dor de un valor, Iz

tancia entre la mayor parte de las parelas en ls bola del =spacio Xm EREA

ientemente grande, oscila poco con respecto a una cantidad fija, ¥y que por

puntos de la hela estén a disfancia cast ﬁja unos de

& expresion més cémoda

acidn P&) es clerta y O en caso contrario. Asf, podemos eseribir

lece Bllyec Bile —yciB -z
fﬁ\_g} J}wmqi 2 i Y =
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espacios euciidess L [z distancia se concentra alrede-

e £ . -
7loodfrt L e P9/ LV = 1w~ 2)® > 1 — exn{—ngl]
Fpee2 e = Py (Al -l =1 43”2 expi{—ne’},

¥ por tanto, en ia familla £2 la distancia se concentra en torno al

I

funclonss de

distribucidén correspondientes a &5

Veamos que X, no tiene concentracidn de la distancis en fornc a ninguna
H - 4
sucesién (a,} de 5§ > 0 tal que v2{1 + % < 2,y
£~ 0 oanfel . v {1 g Vs 1B/
sea £ > § suficiente quee < by (1+86{i—g;>1+46/2
Entonces, 81 a < \/_ 6‘ se tiene g
7 A
" PRRY P 80 ) YA
Frpi{a(l - S FUVI1+ ey < 1

y st @ > /2{1 + §), entonces

Fnd /
T 11
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La desigusidad de Brunn-Minkowski

aplicacién de 5 x [0, +oo) en R™ que aplica cada (£, s)

sE nedida producte ¥ ® g en m(B) " “m, siendo ¥ la medida
schre § definids er definid el de [0, +o0)
con densidad nt™™ pect la medids de Lebesgu Usando esta

expresidn de la medida, pod

onsideraremos es aquella formada por los espacios

| es concava,

L
f’u
5
B
m
y
o
ﬂ
O o
m
o

e en estos espacios ge tlene concentracion de la distancia

ta

con constantes a,"bsoh,as es congecuencia del siguiente teorema

iel que pera todo £ € (8,1/2) v pars

n B0y =1, k(2 =0, y n > np, esiste

der genezalédacﬁ suponer que i es dos veces diferencizble con cor
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3. GRANDES DISTANCIAS EN LA BOLA DE UN ESPACIO NORMADO 57

Comio « > 1/2 se deduce que la distancia se concenfra en torno 2 lz sucesidn
TT 27 et : T £t kR : =ico)
Un caiculo simple, p“ruzeﬂuc de ias expresiones que hemes dado pars Fy* ' v

7(2) 2.

Fy® permile ver que las funciones k. correspondientes son cdncavas.

.

Naturalmente [a sucesion de espacios (£ © no CUIng

oc/OO:

que las funciones b, sean cdncavas.

3. Grandes distancias en la bola de un espacio normade

/ —ne :
F(V2(1—€)) <exp | The el

N

Asi, en particular, si en una familia de espacios Ia distancia se concentra alred
dor de una sucesidn {a. ), entonces
liminfa, > V2.
n—-c0
(31
- Vi-a 1

Bn efecto, sia <vV2y 0 <e< L~ entonces a{l+ey < /2l —¢), v asl

ol ; ‘1 ~ b { \ /
Flel+el) =~ Fla(l-e)) S F(V2{1—¢)) <exp| - j
\ “ /
Ahora bien, dado € > 0, exisie ny = nyle) € N tal que
4 ~2/ PRAVAN
{ —nE ’2“0) %
7 hY < f< - \ T
Hole,, ey < 1/2 v ex;}i\ 5 /}i < 172,

y, © blen o, > \/5 o bien 0 < \/_u o, < 4E.

CON 40 CUE 8l 1 > 7
Este resultad ble en est
Este resulfade es el mejor posible en esie

sspacios euclideos £2, se produce la concentracién de la distancia en +/9.
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) Kl teorema 2.3.1 impiica la existenciz de N puntos ¢n la bola de cual

ier espacio a distancis mayoz que V2{I — £} unos de viros, siempre gue

N < exp{e®nj4}. Este hecho fue probade por Bourgain usando descomposicidn

&2
7

P
e
&
[

iede encontrarse una prueba en [F ﬂ}

Esta estimacidn parece, en ssencia, més fusrte que la obsenids pars los es-

pacics normedos de dimensidn infinita {teorems 2.0.5), perc, como ya
este resuliado no puede ser mejorado. Asi que no es posible aplicar el teorema

Z.3.1 para mejorar el teorema 2.0.5

Come ya hemos visto antes, F{(I) = x5 * x5 * x5(0). Segd: la desiguaidad de
Young {teorema 2.1.1), para todos 5,4 > 1, con = 142 =9 v para cualesquiera
& K ;B B, P 5 F i

funcicnes f € LP(R"™), g € L#(R"}, se tiene

P NG £ Rt 2
‘if =g *ﬁ\‘})i S C\P,gsqsﬂ‘ﬁ,jﬂ?ifgiigi
siendo o
lraife 79\ He-ifz]
ats e Y — E& Y7 { 1 i
i en, = (R i
L2 7]
Tie esta forma
r ¢ 7 1fe—1/37
ey B (0 < g(ﬁg}lh g/Z 'g\é fa—1f E
Fy=xp*xp=x5(0) < 7Y ]
L ¢ 1
; M ¢ zf'?"':’fﬂn
e
para cualguier valor de ¢ > 1. Teniendo en cuenta que la etpresidn anterior se
. 52 .
minimiza para ¢ = 355,51t < V2 y para g = 1 5l ¢t > V2, chtenemos
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o bien

c®ol(c,y) B xB: M(1—¢) <[l -yl < M1 +)} 2 1 —dp(e/4).

T
9]
e
f
Ei\i’

z (3} €y ) T . T P ; & hs
(OBSERVACIGN 2.4.2, En el casc en que la funcdcicn de gontentralion ¢ ses

'\p{s} = K exp(—6¥le}), con ¢ : [0, 400} = Run

iz condicidn A5 en cero, la observacidn 1.0.7 nos

”'.j o

c@ci{z,y) € Bx B:

pare cierta constante numérica £ > §. Por dltimo, es post

1
riormente | [ usando el teorema 2.3.1, ya que &l se obtiene para todo

< /2

;F( £ flb—u___.u\!‘iw
< ) i\ 4 /' H

it w — H F A
Elza—yil= ) 1=-Fa)dt> | | 1—| = di
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: ; < ifn o g i
Eiggty — 6181 | = Bleg (1 — 2y ™) ~ 6:(1 — ™))
1 & 1. f”
& 1 ifmy s = in
== [ef? — i dedy+ = 2- " -y idady
Z jope 4 Jlo,1)e
n{@n nd Z}
==z = N
(n-+13{Zn+1)

COROLARIC 2.4.4, See X un espacio novrmado de dimensidn fintle, B su
bolg unidad, y o lu medide de Lebesgue normalizeda en B. Sea ¢ la funcidn de
concentracion asociada a & {definida por la férmule (1.0.2.). Para cads e > 0
existen NV punics o1,...,on € X foles que

l—edlis—ml €1+
pere LL i< § < N, sigmpre gue
® e
20(e/4)

OBSERVACION 2 Aplicando el corolario 2.4.4 & los esnacios clésicos, pars

cada g > 0, pode?nos enconfrar NV puntos z:,...,2nx € X verificande

r

para L <4< 7 <N, en los siguientes casos:

{1} 81 X es uniformemente convexo con médulo de convexidad (¢}, siempre

pa

que
i il
N < Zexplblefi)n}
2 \
{2} 81 X =47 con 1 < p £ 2, slempre que

1
= 1 22,
N < 5 explopen}.
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B

¢1]
£
&

absolubz.

ndencia z‘especto de ¢ {exponente 3 er
una funcidn de O

neidn convexn en (0, +00), ¥ ¢

mpre gue

N <

iez verilican

gue

fl, de forma que para clerta ¢ > 0y fodos 5,7

=1

articular, s wy =

s {
4n convexa en [(, +oc).

!

1} es equivalente a una

P Bk

-
f
i

=5 H
2

y de forma que, 1

> 2,
V> {&:\S(m}, siempz

/
i exn a 1
= joh e
3 o110 - i
“ ST HANE]TE)

nente crecienie tal gue

, siempre que




5. ISOMORFISMOS

S 65
para 0 < r < 1, v slempre que
1 ¢ —5_s™F 1
N < Zexpsae ™ nf
=¥ J
pars r = 1. En 2.0.2(8)}, e esthmacidn dada pare § < » < 1 28 peor respecio de
£
(7} S1 X = con 1 < pX 2, slerpre que
& [N
N L —=expibe’n;.
n
En este caso, se mejora la constante dada en 2l spartado anierior {2), qus yz es
independiente de p, sunque aparece un factor 1/+/n. En 2.0.2(1) se cbtiene un
mejor estimacién.

A continuacidn, resurnimos las cuatro propiedades sobre fam de espacios
estudiadas en estos dos capfiulos

Suponemos qus n o
MQESXOAX dul "SpaC e X .

normados X,

(A} Los sspacics X, son uniformemente convexos con médu

cdulo de convexidad

SO ERE |

b.(e) > 6le).

existen constantes ¢4, 5; > Oy unaf

funeidn ¢, : 'G, +oo} — {0, 4o}
tal que la ‘Em"cmn de concentracion o, verifica
@n(E) S 41 e "}{ 51@/}1(6}? 3'
{C) En los espacios X, la distancia se concentra exponancialmente, es de-
¢cir, existen constantes ay, by > U, una funcidn i : C—»—m {0,400} v uns
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5. ISOMORFISMOS p

5
°wr

la sucesidn de espacios X, 1 = ((F @ L2 ;o

En efecto, basta consider £ )eo {00

ar
siderados sn el ejemplo 2.2.2(3)). Cada X4y 88 Vi-isomorfo
io §

193

1 .- .
7%y aplicando

> 0, existe un espacio Yny; que es {1 + 6)-isomorfo 2

el corolaric 2.5.2, dad L

&

,

Keas1, v uniformemente convexo con modulo de convexidad

o

Gracias al corolaric 2.5.2, vamos z poder fraspasar los nuntos casi-egui

dig-

fantes gue existen en un espacic uniformemente convexe, ussndo la observacidn

%

2.4.5(1), a otro espacio isomorfo a aquél.

TEOREMA 2.5.4. Sea X un espacio normude n-dimensional, C-isomorfo «
un espacie uniformemente convezo con médule de converidad 8{e). Para cadyg

e
£ & (0, 1) existen IV punios @, ...,on € X ioles que

- 'd / 2 Y
1 { {ac

N < —expibl— n},
2 (AN }

siendo ¢ > 0 une consianie absoluia

DEMOSTRACION. Sea § > [ a determinar. Por el corclerio 2.5.2, existe un

espacic X; uniformemente convexo, {1 + §)-isomorfo & X, y con mécule de
/ &f
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Igual que en el apartado anterior, en 2.0.2(2) se obtiene una mejor dependencia
respecto de &, ¥ la misma respecto de O,

3) 81 X es C-isomorfo a £, con M una funcién

condicidn fg en cero tal gue jé/fp/gj es uns funcidn

(]

,P‘&W

B
D
@
[y]
Pt
’“’T

fictente definido en

En 2.0 2(4{- se obtiene una dependencia distinia respecto do £ ¥ peor respecio
e que M{+/¢) sea una funcién convexa en (0, +co).

3
{4) 81 X es C-isomorfo s £f;, con M verificando M (st} > oM {s) M2

Yo

cierta e > Oy paratodo st € (0,1, ¥ Mr{\/:) equzvmeﬁte a uns funcidn convexa
: q

donde § : [0, 400} — IR es cualquier funcidn esirictamente creciente tal que

para r = L. En 2.0.2(5), la estimacidn dada para 0 < v < 1 & mejor respecio de
£ v peor respecto de O



INMERSIONES ISOMETRICAS EN
ESPACIOS DE FUNCICONES CONTINUAS

espacios normados X e Y, unz transformacién (no necssariaments

e

— Y es una isomeiric st

peratodo z,y € X. Unaisometria F quer figueque F{IO) = Oy que F{X} =¥
a

se Hame una retectdn, En un trabajo de Mazury Ulum (MU se pruebe que tods
rotacidn entre espacios de Banach es lineal.
Sin embargo, si a is isometria no se le exige ser biyectiva. el resultado no es

En condiciones més generales, se tiene el siguiente resulfado de Figiel

TeoreMa 3.0.2. Sean X e Y dos espesios de Benack, y F 1 X — ¥ ung

ssomelria (no necesur emente ineal) tal que . F{0) = Supongemos gue o
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1. PRELIMINARES

uno de ¢lios sea linealmente isoméirico a un &

del otro, es decir, cuando existan isomeirias lineales de X en

Emn laseccidn 4 damos una clasificacion isométrica co

fende &

ones continuas definidas sobre ordinales, atend

mple!

&
ubespacio vectorial
Yoy de Voen X.

z G¢ los esp

iz dimensidn

métrica. Concrefaments, veremos gue dos de estos espacios tiemen 1 me
gi lineal métrica sl v 9dlo sl son hnealmente isoméiricos, es decir, sl ¥
i existe une isometria biyectiva de X en V.
1. Preliminares
Espacios compactos. Un espacio topoldgico X se lama on espacio de Haus-
dorff si para cada par de puntos distintos z, ¢ € X, existen dos abiertos disjuntos
UV CX talesquez € U, y € V. Debido a que todos los sspacios cormpacios
cue consideraremos serédn espacios de Hausdorlf, escribirerros simplemente es-
pacio compacto para referirnos a un espacio compacto de Hausdorfl
Dado un conjunto X, diremos que una familia F = {Fi} .1 de subconjunios
interseccidn fintiosl By, (V- --NF}, # { para cualquier
i} C I. Bl signiente resultado pueds encontrarse en [E,

1. Un espacio

TEOREMA 3.1

. B ; we tense |
Familis de subconjunies cerrados de X gue lenge lu

i
in

itene inferseceisn ne vacia.

Un conjunio dirigido es un conjunte ¥ dotado de una rel

verifica las siguientes propiedades:
{falsiz<yey<z enfonces z < 2
(5} para todoz £ %, 7 < @;
{c)paratodo z,y € D, existe zE€ D talquez < ze gy < s

de HunsdorfF X es compuc

io sy s6lo 81 cueal

¥

propieded de inier-

3cidn binaria
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macion lo define como el conjunto de todos los ordinales le preceden.

fiss
F;:

rimer ordinai, cerp, o8 el conjunio vacio 0 =

X
b
Pl

el wn?umﬁ@ con un solo elemento 1 = QU {8} = {8}. !

s 5 [
4= LU AL

1} = {0,{0}}, v asl sucesivamente. El primer ordi

P a

to de todos los ordinales finitos, es decir

w={0,{0},{0,{0}}, {0, {0

\-FH
.

01}

B

[—

[o——

fe
;1Y 3o

ncegivamente. Denotaremos por w; al

dinales es la menor clase que salisface las {res

Ta clase T de todos los o

=

{2)si @ € T, entonces o U {a} € T,
(8) st A C T, entonces UA € T.

Diados dos ordinales v £ f,oblen w € fobien f €. Dehecho, v € f 4
sdlo st @ € B. Diremos que o ez menor gue [ {eserifo o < #) sl o € f. Dado

linal o U {&} se le llama sucesor de @, 7 se denota ¥, No

)
p
93
W
453
£
%]
o
h
Q
bof
£
¢

ntre o ¥ &b . Un ordinal £ se dice cymj{c?

otro, es decly, sl existe o tal que f = o™ ; en caso confrario, &

Un ordinal o se dice fintlo si o € w; en olro caso, se dice infinfio. Cualg

conjunte A de ordinales es un conjunto blen ordenado por la selacidn <, &s

r subconjunto B C A #ene un elemento minim

En el eenjunt@ T se define la suma de ordinales a—wa, que queda representada
mediante el ordinal correspondiente al conjunic ordenado qus se forma al colocar
£ = continuacién de . Es la tinica operacidn que verifica !as tres propiedades

siguientes:

(I a+0=ga;

2) o+ 7 =(a+8)7;

DNat+y= Uﬁ<~ o+ 83, 81 v es un ordinal no compacto
4si, o = o+ 1. La suma de ordinales no es conmutativa, v& que por ejemplo,
w+1# 14w =w. Nohay ningin ordinal entre @ y @+ 1. Dados dos ordinales

1
o v G tales que o > f, existe un tdnico crdinal ¥ tal que

i

io denocfaremos nor —f + «w. Como consecuencia, la s
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1. PRELIMINARES 75

Dade un ordinal « > 0, existe el mayor componente prime < &, que denc-

taremos por o, Usando la forma normal de Cantor, todo ordimal @ > 0 puede

representarse de forma dnica como o = o'k + v con & un nimerc natural ¥

¢ ordinal o es un conjunto fotalmente ordenado, y por fanto un espacic

ca*zs;éezan&a la topologia del orden, donde los ntervalos abiertos

base de entornos. Desde este punic de vists, todo ordinal o es un

espacio Eoc*ime nte compacto, ¥ es un espacio compacte sl y zdlo sl es

compacte, es decir, si y s6lo si s un sucesor.

e lor ordinales desde el

A

. [Se, proposicidn 8.6.5] se obtiene la clasificacidn

T {18108,

TrRorEMA 3.1.4. Todo ordinel compucte infiniic es homecmorfo ¢ un ordingl

de lg forma w® -m+ 1 conm < w.
i siguiente resultade, que serd usado en la seccicn 4,
Teorema del conteo, ¥y una prueba del mismo puede encontroz

e

TEOREMA 3.1.5. Para fodo confunie bien ordenado L, exile un dnice ording!

Aoy una aplicucidn biyectiva 7 L — X gue conserva ef orden.

Para una informacidn mis defallads sobre ordinales v sus propiedades, puede

ultarse [Si] o (Mol

Conjuntos derivados. Para cada A subconiunto de ur espacio topoldgico

&

X, el conjunto derivade de 4, AN es el conjunte de todos los puntes de acu-

wilacién de A en X (e:Kepei de tanto de A como de X). 51 € es un or

definimos el £-dsimo conjunto derivade de 4, A nor induccién transfinita
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Enionces, pure tode z € X,

Sea X un espacio topoldgics compacts, y 8K} &l espacic de Banach formado

por las funciones reales v continuas definidas sobre K dotrdo de la norms d

supremo. FPara cada £ € K, & éevo‘;am&

5:F) = fl2) para todo F & C{K}. Asi §; : C(h

Sea X un espacic de Ban rommos F o X - CLE

ﬁ
una isometria (16 se supone F lineal ni sobreyecﬁéva;. El siguiente resultado nos

TeEorEMaA 3.2.1. See K un espacio topoldgico compacin y F 1 X — C{K)
wna isometrie definide en un espacis de Benach X, ial gve F{0) = (. FEzisie
©n vio cerrade L © K fal gue Ro F 1 X — C{L) es vna isomeiric fines!

donde H demote lo aeplicacidn restriceidn a L, es decir, B L

£ i T I
definide por ser BRf = fip.

OBSERVACION 3.2.2. La splicacidén F no se supone lineal ni sobreyectiva.

ts demostracidn se observa que podemos tomar como L el conjunto

DEMOSTRACION. Supongamos

&
[
i
sk
o
[
m
b5
&
-~
i)
o
4]
i
b
4]
ta
)
42}
ol
o
b
(A
o
s
[

AT
Sea ' € X wun punto de suavidad. Sea f, € X~ e
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Cla 4 1) v aplicar o] tecrema 2.2.1. Asf, existe un cerrado

e
fl
oo,
T
IA
o
[&1%
hsY
[&]
Fig
[
223
s
3
<
\g\’? v

s

ue ls composicion

iende R la restriccion. Como Fiz){a} =
fa

¢

omo Loesun \,OES'L&’TJ&G bien ordenad

ordinal A v una aplicacién bivectiva

aue conserva ¢l orden. Comeo L tiene un dltimo elemento, o, A también, con
ic zual es sucesor. Pongamos A = « + 1, siendo #{e} = v Como 7 couserve

el orden, conserve la topologia. Asi, tenemos una isomesirle & X — C{y -+ 1}

De hecho G(z)(v) = Flz}{z~'(7)) = F(z){a) = §, y pex tante, G 1 X

—
Colv+ 1) Puestoque #75 ty+ 1 — o+ 1, es creciente y biyechiva, v < o, As!
pues, Coly + 1) = Cole+ 1) .

OBSERVACIEN 3.3.2. £l tecvemsa 3.2.1 podrfa usarse para resclver el pro-

blema en el caso en que ¥V = C{X), slendo X un
efecto, por dicho tecrema, dada una isometria #
trar un cerrade [ C K de fopma que Ro FF: X —

siendo R : C{K) - C{L) la restriccidn a L. Pero

-

2l teorema de extensidn sinmilidnea de Borsuk-D

poner dicha isometria con la isomefria A : Cf\ﬁ} —

¥ obtener as{ una isometria lineal T = Ao Ro F : X — C(K. Ademas, teniend
en cuenta diche tecrema de ex@tenslén, podermos asegurar ue para cada ¢ € X,
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- s as - o P 1 1% 7 3
es una isometria lineal, donde L = {1* € X 1 §e c P o F es lineal} y B: C{¥) —
€(L}, dada por Rz = #, es la resiriccién a L. Nétese que para fodo s € X
p = NS AN EEY o B .
(§in 0@ o Fi{z) = &(F(=z))(1") = (" o F})(2)
~

Considersmos €l subespacic de ¥'*

ditime, T X — ¥V M’"‘“ dade por Tz = EZ(Z"_'Q,"\} = Fg+ M- Lz aplicacidn 7 es
b & ERY / B3

Py 1

Uneal, va que si 24,20 € X v 01,45 € R, para cualauier i ¢ M

Flajzy +agzs)) = a8 o Fie )+ ag(i" o F)

Ademds, T es una isometrfa. En efecto, como |7

Del teorema 3.3.3, usando la regla de la cadena,

31 oA o 1
ie gada, imponiendo cleria regularidad a la

isomeirﬁa, concretamente ¢ue sea diferenciable en un puntc. Pero sin embarge

este hecho puede ser probade directamente (% 3.4}. Recuerdese que una
aplicacidn F : I — ¥V, definida de un ablertoe I de un espacio de Banach X

en otro Y es diferenciable en un punto o € U si existe unn aplicacion lineal v

continue DF{(a) : X =Y (qi’e se Hlama diferencial de F en o) tal que
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sspecto de g, existe una funcidn

i

A@E

TEoRrEMA 3.3.5. See X un espucio de Benach sepuraile, ¥V wn espacis de
Banach con o propiedad de Bedon-Nikodym, 3 ¥ 1 X — ¥ ung isomeirie ol

gue F{(0) = 0. Enionces exigie uno isomeiriz fineel T X - V.

- - S 3

OBsERVACION 8.3.6. No conocemos si en general serd cierbo que entre dos es-

pacios de Banach enire los que exista una isometrfa, debe heber una que ademsds
sea lincal. Los resultados anteriores cubren una gran varied«d de espacios (entre

elios, los espacios LP con 1 < p < oc}, anngue quedan fusra espacios cldsicos

4, los espacios de funcl
En o que sigue, dados dos espacios de Banach X ¢ Y, diremos que son lineal-

menie {soméiricos si existe una isometria lineal bivectiva

que X {iene dimensidn Ineal méirica menor ¢ igual que

X == Y. cuande X sez linealmente isoméirico a un
Y. Cuando X == ¥ e ¥ «— X, diremos que tiensn la

pug
méirice, y lo escribiremos X 2 Y. Por X 4 ¥V vy X

Dados dos espacios topoldgicos compac

v blyectiva ¢+ K — L, podemos definir
z = z o, gue resulta ser una isometria. En partizular, s1 X v L son

homecmorfos, los espacios £{ .é{/ vy £{L) son Hpezlmente lsométricos.
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4. DIMENSION LINEAL METRICA a1

(e =g
(5)n=m:y
(8)7,6>06rv=86=0.

En consecuencis, Cole)

[
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&
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Q
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p
ey
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p
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&
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3
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3
oy
&3
Tl
jed

isoméiricos. Mds aidn, por 3.1.4, dedos dos ovdinales covnpacios o ¥ f, son

homeomorfos 51 y edlo si Cla) 22 C(B).
La prueba del teorema 3.4.1 se basa en los siguientes lemmas:

Lema 3.4.2.
{2} Sean o y B dos ordinales compacios. Enilonces C{o - 8) = Cle) x C{8),

;
) por tante C(3 0o, o) = C(3 ey @a(s)), pore cuclesquiers y,...an ordingles

compacios § pern cualguier permuiacidn 7 de {1,...n}.
{8) 5% o es un componenie primo, ¥y <« y k €N, entonces Clak + v+ 1)
DEMOSTRACION. {(a) La aplicacidn
T:Cla+ ) — Cle) x C(F)
dada por T{z) = (z,y) donde 2{f) = z({) para U <t <z e (I} = 2{e 42 para
1 <t < [ es una isometria lneal biyectiva.
(b} se deduce de {a) y de la igualdad v + ak = ok, O

LEMA 3.4.3. Seq o un ordinal Lus condiciones siguienizs son equivalenies:

) Pare tedo ordinal v < «, se diene Cla+ 114 Cly +1).
(i) Cla+ 1) & Cole+ 1),

DEMOSTRACION. Supongamos que se verifica {i) ¥ no (3. Sea

T C\Q’—“Eﬁ-—?'x C'&‘\’&’““-E\
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4. DIMENSION LINEAL METRICA

o«
(444

tiepe sl menos un elementc. De todo esio se deduce que

.

con lo que tiene un punto de acumulacién. Eso pruseba gu

un
sl menos un elemento.
Falte por dltimo ver que st A es no compacto ¥ & resuitado es cleriec para

todo £ < 4, lo es también para A, Puesio que

¥ ya que § -+ 1 es compacio, para ver gue s no vaclo, userdo el teorema 3.0.1,
basts ver que la interseccidn de un ndtmere finlic de ellos lo e, Percsi £y, .6, <
4y € es el mayor, entonces

{ o { 1\ 3 s -y 8
LAy 1, YT o (A, 1, TS = (4, ,, 71

que contiene a {4 1, T}/, que por hipdtesis, es no vacio

Supongamos ahora que n > 1, y consideremos la unidn disjunta

De abf se deduce que, para 0 < bk < n—1, (B, 7) C{4en, 7Y, ¥ por tanic
que {Be s, TYE C {Agn, THE, siendo los conjuntes {Be z, 738 disjuntos dos a
de nueve consideraimos las funciones ¢y v las isomatrias 73 anteriores,
<k <n—1,se tiene que {Be, T) = (4,1, 7%). Sesin hemos probado

anteriormente, los conjuntos {Ae 1 TR,\E) tienen al menos un elemento, v como

[

D o hora e ltod Grelisd
LSINOSTTAITIOE aiora €1 resuitade anunciado.
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4. DIMENSION LINEAL METRICA

o)
©

tiene al menocs un elemento. Por tanto, por €l tecrema 3.1.5, para ese ¢
frSetlelnl=1}¢ 0,67

con lo que existen v > wf ¢ § = i{p, &) € {1,.. .k} tales que 2¥° (4} = 1. Puesto
gque s6lo hay una cantidad finita de indices ¢, para cads © < p < k + 1 dehe
existirun i = i(p) € {1, ..k} tal que para fodo A< pexisien £ > Ay v > wt

{v)] = 1. En efecio, sl consideramos los conjuntos disjunios, para

cuya unidn es i, al menos uno de ellos debe verificar Ia condicién de que para
s, £

e > hen (3, con lo que i = i{p,£), y por tanic existe v > wt
Consideremos ¥y = 1 € {{a + 1), Sea Uhyr1 el complerentario en ev + 1 de

Az Pongamos, para 1 <p <k

B PN N ! Yo T Y
2 (z. 3 s &) = i,’)(t‘f) = dip\XArniia/ ifu‘(/- Caeaes
emos que para cada A < mexisten £ > Ay v > wh
N i

1, siendo i = i{p). Perc entonces, para e5¢ valor 4 v,
p EI [
N, yes € i-1, 1} es

1T L W f in
i\Tp<%:Cg+1‘,3f53{’}’iis 8¢ ticne

i
I\/ 1l

d

Asi, para cada A < mexiste v > w” para el cual 2f () = 1. Como 27 € Cla+1),

se deduce que |20 ()] =

Pueden ocurrir dos casos.

L1}y v < @ son



a8

q7

<
<

¢ o g
& w [
5 Q L8
2 m:. [£2J— et
o - “ 52
. el s
L £3 b

[#4
SOl
?
4

<
= -

b
m\u ay %3] La -
£ o = @ g N
g o
i
®
&0
@
Q
' g
pon Vny
.
& o s
="y o ] S0 .o
o = A e, &0 w O
Wt ™ j G "
g A - V. Y/
Qe . \MU bvied i Q m;.mu oy
bt L [Ny = =8 @
) g ) i 2R, o
@ < s ; 4 ﬁeﬁ g & 5o
o A N L. (. P A e
& © ¢ g v L ﬂ,Uw ) /W.M\ m‘m ﬁm i c.mm e
D w L3 aom 88 a ; a
R + B = T B o J: 8 e
FA T e o @ T W 5] (95 an O =
=] : S 2 ] . 1l Al o - Ry
Q) MU L S b @ v @b‘ Wm £
R g 3 ) -
2o oo mm n.vM f,_.i oed & I~ et o]
Bee f1T0 S W 3 2 = o o
A B NI vy WV fu o = A
0o, i o k 172} ;
g w R I OV @] A ]
Loy . e o ] %] < ) By
T - & _ m o Vu +3 I
L [ — e oy i 3 =
w 2 . b 8 e ot [ o ©
RS e 9 O 8 5 NG| O [
g8 w8 : S °
o e »mw gt zﬂw Z% sm,w =2y pw



4. DIMENSION LINEAL METRICA 101
< k. En el casc en que 57 < «, sl el resultads fuese falsy,
lzs sigulentes isometrias linesles

usandc gue ﬁ < efb—1), Esto contradice el lema 3.4.8. Ene casoen que §/ = o

/\
Ea
@
&
Ll
3]
5
4]
?
“(f)

i < efk—1)4=, v si el resultado fuese fales,
N 4 H H

Colak+ 1) = C{f+ 1) = Cla(k — 1) + v + 1)« Clofk — 1) + 1),

gue coutradice nuevamente ¢l lema 3.4.6. &
DEMOSTRACISN DEL TEOREMA 3.4.1. {2} Basta considerar de

(2) v (3). 5i fuese @ = f, estas condiciones se cumplen. As! pues, podemos

e tiene ,@ m+1)+1 < <a'n-tv-41, ¥ usando la hipdiesis

el lema 3.4.2, obfenemos

lo cual contradice el lema 3.4.8.

Ty PR, 3 f
Por za;gﬁo, g =o'

Si fue e (3)

faisc, como § < w, esto implicaria o«
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