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Introduccion

Generalidades

-

La Teoria Métrica del Punto Fijo parte del cénocido Principio de Contraccién de
Banach, el cual afirma que “toda contraccién de un espacio métrico completo en si
mismo tiene un tUnico punto fijo”. Durante muchos afios la aportacién de resultados a
esta teoria estuvo limitada a pequeiias extensiones del teorema de Banach, hasta que
en la década de los sesenta, recibe un nuevo impulso procedente de los teoremas de
punto fijo establecidos por Browder, Gohde y Kirk para aplicaciones no-expansivas.
Una aplicacion T : C — C con C un subconjunto de un espacio de Banach X es
no-ezpansiva si ||Tz — Ty|| < ||z — y||, para todo =,y € C.

En 1965, simultdneamente F. Browder y D. Gohde probaron que toda aplicacién
no-expansiva 1" definida de un subconjunto C' convexo, cerrado y acotado de un
espacio de Banach X uniformemente convexo, con imagen en si mismo, tiene un
punto fijo. Este mismo afio, W. Kirk [Kil] observé que la presencia de una propiedad
geométrica més débil, llamada estructura normal, garantizaba este mismo resultado
en un espacio reflexivo. Se dice que un espacio de Banach X tiene estructura normal

si cualquier subconjunto A C X convezo, cerrado, acotado y diametral es unitario.

A la luz de estos resultados se inicia la bisqueda de condiciones (de tipo ge-
ométrico) més generales para el espacio X y para un subconjunto C que aseguren la
existencia de punto fijo. Como consecuencia natural surge la siguiente definicién:un

espacio de Banach X tiene la propiedad del punto fijo (FPP) para aplicaciones no-
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expansivas st cada aplicacion no-expansiva T definida en un subconjunto C' de X
convezo, cerrado y acotado, con imagen en C, tiene un punto fijo.

El ejemplo dado por Kakutani de una aplicacién no-expansiva de la bola unidad
de ¢p en s{ misma sin puntos fijos, pone de manifiesto que existen espacios de Banach
sin la FPP. El fracaso de la FPP en el ejemplo de Kakutani es una consecuencia
de la no compacidad de la bola unidad en la topologia débil, pues es sabido que
cada aplicacién no-expansiva definida en un subconjunto convexo, débil compacto
de ¢y con imagen en si mismo tiene punto fijo. Estos hechos sugirieron el estudio
de la propiedad del punto fijo para aplicaciones no-expansivas definidas en dominios
més restrictivos. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad débil del
punto fijo (w-FPP) para aplicaciones no-expansivas si cada aplicacién no-expansiva
T definida en un subconjunto C de X convexo, débil compacto, con imagen en C,
tiene un punto fijo.

Si X es un espacio de Banach dual, también puede considerarse en X la topologia
débil estrella asociada a la dualidad. En este caso puede definirse la propiedad débil
estrella del punto fijo (w*-FPP) sustituyendo simplemente en la definicién de la
w-FPP la condicién de compacidad débil por la de compacidad débil estrella.

La cuestién de si todo espacio de Banach tiene la w-FPP fue resuelta por Alspach
probando que L;[0, 1] no la cumple. Por otro lado, ejemplos sencillos demuestran
que el espacio /; como dual de ¢ y la topologia débil estrella o(l;,c) no tiene la
w*-FPP, y sin embargo si cumple la w-FPP como consecuencia de la propiedad de
Schur.

Los ejemplos anteriores y la importancia de otras topologias definidas en espacios
de Banach, han estimulado el estudio de la existencia de puntos fijos para aplica-
ciones no-expansivas definidas en subconjuntos compactos con respecto a topologias

distintas de la débil 6 débil estrella.

Otro aspecto de interés en la teoria clasica de aplicaciones no-expansivas es la

investigacion de las propiedades de los conjuntos de puntos fijos de estas aplicaciones.
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Su origen estad en la observacién de que si T : C — C es no-expansiva, donde C es
un subconjunto convexo, cerrado de un espacio de Banach X estrictamente convexo,
el conjunto de puntos fijos Fiz(T) es cerrado y convexo.

En 1969, R. E. Bruck [Brl] anuncia por primera vez la conexién entre los con-
juntos de puntos fijos de aplicaciones no-expansivas y los retractos no-expansivos.
Pero no es hasta 1973 [Br2] cuando obtiene, bajo hipétesis bastantes generales, la
caracterizacién del conjunto de puntos fijos para tales aplicaciones como retractos
no-expansivos. Un subconjunto K de C es un retracto de C st K = 0 ¢ existe una
aplicacidn continua R : C — K con Fiz(R) = K. En este caso se dice que R es una
retraccion de C en K. Si R es no-expansiva, entonces se dice que K es un retracto
no-expansiwo de C.

En particular prueba que si el espacio X tiene la w-FPP entonces el conjunto
de puntos de una aplicacién T : C — C no-expansiva, con C C X débilmente
compacto y convexo, es un retracto no-expansivo de C. Una consecuencia directa
de este hecho es la obtencién de existencia de punto fijo comin para una familia
finita y conmutativa de aplicaciones no-expansivas definidas de C en sf mismo y,
la estructura de retracto no-expansivo para el conjunto de puntos fijos comunes a
ellas. Continuando el estudio de las propiedades de los retractos no-expansivos , en
1974, Bruck [Br3] generaliza este resultado a una familia conmutativa arbitraria de
aplicaciones no-expansivas, y de nuevo obtiene estructura de retracto no-expansivo

para el conjunto de puntos fijos comun.

Motivacién y objetivos

La generalizacién y extensién de resultados de la teorfa de las aplicaciones
no-expansivas a otra clase de operadores no lineales (que satisfacen restricciones
métricas estrechamente relacionadas con la no-expansividad), han marchado parale-
las al desarrollo de la misma. Los temas abordados en la presente Memoria apuntan

en esta direccién.



v

e Siete afios después de la publicacién del famoso Teorema de Kirk, el pro-
pio autor junto con K. Goebel [GK1] introducen el concepto de aplicacién
asintéticamente no-expansiva: si C' es un subconjunto de un espacio de.Ba-
nach X, una aplicacién T : C — C se denomina asintéticamente no-expansiva
si existe una sucesion {k,} de ndmeros reales con 1i71L11 k, = 1 tal que para cada

z,y € C y para todo nimero natural n, |[T™(z) — T™(y)|| < knllz — ¥l

Esta clase de aplicaciones, estrictamente més amplia que la de las no-expansivas,
tiene interés puesto que tales aplicaciones podrian ser usadas para establecer
los limites de la teoria de aplicaciones no-expansivas. Esta apreciacién se en-
tiende mejor si tenemos en cuenta que la propiedad débil del punto fijo para
aplicaciones no-expansivas implica la misma propiedad para aplicaciones even-
tualmente no-expansivas, i.e., aplicaciones cuyas iteradas son no-expansivas
a partir de una dada. En [GK1], ademds de encontrarnos con la extensién
del resultado de Browder-Gohde a aplicaciones asintéticamente no-expansivas,
también contamos con la primera referencia a la estructura de su conjunto de
puntos fijos. Concretamente demuestran que el conjunto de puntos fijos es un

conjunto cerrado y convexo.

La investigacién de problemas relacionados con la existencia de punto fijo
para una aplicacién asintéticamente no-expansiva ha ido enriqueciéndose en
la ultima década con la aportacién de numerosos trabajos. Aunque no se
conoce si la w-FPP para aplicaciones no-expansivas implica dicha propiedad
para aplicaciones asintéticamente no-expansivas, en [KMS] los autores prueban
esta implicacién para aplicaciones asintéticamente no-expansivas con una iter-
ada no-expansiva. Ademas resulta que, bajo aquellas condiciones geométricas
sobre un espacio de Banach X (estructura normal uniforme, casi convexidad
uniforme, condicién de Opial uniforme...) que garantizan la existencia de pun-
to fijo para una aplicacién 7' : C — C asintdticamente no-expansiva, C C X

convexo y débilmente compacto, se consigue algo més que punto fijo en C.



Una mirada detallada de las pruebas de tales resultados revela que, de he-
cho, se obtiene punto fijo en cada subconjunto D convexo y débil cerrado C'

verificando que w,(z) € D para todo z € D, donde

wr(z)={yeC:y=w- lillch"k(:z:) para ny — 00}.

En oposicién a los muchos trabajos aparecidos sobre la existencia de punto fijo
para aplicaciones asintéticamente no-expansivas, no existen en la literatura
sobre estas aplicaciones resultados relacionados con las propiedades de sus
conjuntos de puntos fijos, mds que el mencionado anteriormente en espacios
uniformemente convexos. Este hecho y la cuestién planteada por R. Bruck
[Br5] acerca de si los conjuntos de puntos fijos para una clase méds general de
aplicaciones que la de las no-expansivas son retractos, motivaron la idea de
plantearnos el siguiente objetivo: bajo aquellas condiciones geométricas sobre
un espacio de Banach que garantizan la existencia de punto fijo para una
aplicacién asintdéticamente no-expansiva, probar que el conjunto de puntos
fijos de tal aplicacién es un retracto (no-expansivo ¢ no) del dominio de la
aplicacién. Ante una respuesta afirmativa a esta cuestidn, el siguiente paso
seria tratar de obtener punto fijo comin de una familia conmutativa (arbitraria
6 no) de aplicaciones asintéticamente no-expansivas. Estas cuestiones son

tratadas en el Capitulo 2 de la Memoria.

La Teorfa Métrica del Punto Fijo para aplicaciones multivaluadas ha conocido
un rapido desarrollo desde la extensién del Principio de Contraccién de Ba-
nach a contracciones multivaluadas, establecida por S. B. Nadler en 1969 [N].
Algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones no-expansivas
univaluadas han sido parcialmente extendidos al caso multivaluado, aunque
no existe una versién analoga del famoso Teorema de Kirk para aplicaciones

no-expansivas multivaluadas. Si X es un espacio de Banach denotemos por
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CB(X) a la familia de todos los subconjuntos cerrados y acotados de X y
por H a la métrica de Hausdorff definida sobre CB(X). Una aplicacién mul-
tivaluada T : C — CB(X), donde C es un subconjunto de X, es llamada
una contraccion si existe una constante k € [0,1) tal que para cada z,y € C,
H(Tz,Ty) < kllzr — yll, y no-ezpansiva si se toma k = 1 en la desigualdad

anterior. Decimos que x € C' es un punto fijo de T si x pertenece a T'x.

Un resultado bésico de existencia de puntos fijos para este tipo de aplicaciones
fue dado por T.C. Lim [Lml], al probar la existencia de punto fijo para una
aplicaciéon T no-expansiva.definida en un subconjunto C' cerrado, acotado y
convexo de un espacio de Banach uniformemente convexo, con imagen en los

subconjuntos compactos de C'.

Resultados similares a éste habian sido establecidos por J. Markin en 1968 [M]
en el marco de un espacio de Hilbert y por F. Browder [Bd2] para un espacio
con funcién de dualidad débilmente continua. En estos dos casos es supuesto

que T toma valores compactos y convexos.

Una versién anterior del Teorema de Lim fue obtenida por E. Lami Dozo en

1973 [La] en un espacio que satisface la condicién de Opial.

La prueba original del Teorema de Lim combinaba el método de los cen-
tros asintéticos de Edelstein y la induccién transfinita. El estudio de ciertas
propiedades del centro asintético de sucesiones por parte de Goebel, Lim y
Kirk llevaron a W. Kirk y a S. Massa en 1990 [KM] a la generalizacién del
Teorema de Lim. El resultado de Kirk-Massa establece que para una aplicacién
T no-expansiva definida en un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un
espacio de Banach X con imagen en los subconjuntos compactos y convexos
de C, la compacidad del centro asintético de una sucesién con respecto a C
implica que 7" tiene punto fijo. Entre los espacios en los que se verifica que
los centros asintéticos de sucesiones son compactos, estdn los k-uniformemente

convexos (también los espacios reflexivos uniformemente convexos en cualquier
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direccién). La conclusién del Teorema de Kirk-Massa también es cierta cuan-
do C es un subconjunto débil* compacto y convexo de £, pues las sucesiones
acotadas en ¢, tienen centros asintéticos compactos con respecto a conjuntos

débil* compactos y convexos.

Un ejemplo dado por Kuczumov y Prus [KP] confirma que esta propiedad
de los centros asintdticos no se satisface en un espacio casi uniformemente
convexo. Asi pues, una cuestién abierta durante algin tiempo es la siguiente,
¢, Es cierta la tesis del Teorema de Kirk-Massa en espacios casi uniformemente
convexos?. El andlisis de la importancia del centro asintético en este teorema
nos llevé al estudio de algunas conexiones entre los centros asintéticos y la
geometria de ciertos espacios, incluidos los casi uniformemente convexos, para
posteriormente responder parcialmente a esta pregunta y extender el Teorema
de Kirk-Massa. La discusién de estos problemas es abordada en el Capitulo 3

de la Memoria.

Un actual e interesante aspecto del Anélisis Funcional No Lineal es el vincu-
lado con el estudio de la existencia de punto fijo aleatorio para un operador
estocdstico. Dado un espacio medible (2, £) y un subconjunto C de un espacio
de Banach X, diremos que T : Qx M — 2%\ {0} es un operador estocdstico si,
para cada elemento x € M, el operador T(-,z) : Q@ — 2%\ {0} es medible; se
dice que es continuo (contractivo, no-expansivo, uniformemente lipschitziano)
st, para cada w € Q, el operador T(w,-) : M — 2%\ {0} es continuo (contrac-
tivo, no-expanswo, uniformemente Lipschitziano). Diremos que la aplicacion
z:Q — M es un punto fijo aleatorio de T si es medible y (w) € T(w, z(w))
para todo w € .-

En esta direccién, Xu plantea en [X2] si: dado un subconjunto C' débilmente
compacto y convexo de un espacio de Banach X con la FPP para aplica-
ciones no-expansivas, se tiene que C tiene la propiedad del punto fijo para

operadores estocdsticos no-expansivos RFPP, i.e. si todo operador estocdstico
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no-expansivo 7 : Q x C' — C tiene punto fijo aleatorio. Cuando (2, Z) es una
familia de Suslin (ver definicién en [W]), en particular si (2, Z) admite una
medida completa y o-finita, Tan y Yuan prueban en [TY] que, a un teorema
de punto fijo deterministico le corresponde un teorema de punto fijo aleato-
rio para operadores continuos. Sin embargo, en caso de no ser (2,¥) una
familia de Suslin la situacién es diferente. De hecho, no se sabe si la FPP
para aplicaciones no-expansivas implica la RFPP para operadores estocdsticos

No-eXpansivos.

El propésito del ultimo Capitulo de la Memoria serd establecer versiones
estocdsticas de teoremas de punto fijo para operadores uniformemente lips-
chitzianos asi como de operadores asintéticamente no-expansivos, estos tltimos
no considerados hasta ahora en la teoria de punto fijo de operadores es-

tocasticos.

Contenidos

En el Capitulo 1 de la Memoria se recogen los conceptos y resultados conocidos
indispensables para la valoracién y comprensién de los distintos aspectos de la Teoria
Métrica del Punto Fijo que en ella se discuten. Asimismo intentamos dar referencias
concretas de los resultados, y ocasionalmente algin ejemplo 6 prueba que ilustre la

exposicién de éstos.

Comenzamos el Capitulo 2 con la extensién de algunos de los resultados de exis-
tencia de punto fijo para aplicaciones de tipo asintdticamente no-expansivas, cuando
se consideran dominios compactos relativos a una topologia arbitraria. Un primer
estudio en este sentido aparece en [Ja2]. El marco de trabajo estd constituido por
un espacio de Banach X y una topologfa 7 sobre X, Hausdorff de espacio vectori-
al topoldgico, tal que los conjuntos T-secuencialmente compactos son 7-compactos.

Como en las pruebas originales cuando 7 es la topologia débil, necesitamos que las
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funciones de tipo 7-nulas sean secuencialmente semicontinuas inferiormente respecto

de 7. Una funcién de de tipo 7-nula es de la forma ®(z) = limsup ||z, — || para
n

todo z € X, donde {z,} es una sucesién acotada en X y 7-convergente a cero. Los

resultados probados son los siguientes:

Teorema:

Sea X wun espacio de Banach dotado de una topologia T de e.v.t. tal que sus
subconjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y tal que las funciones
de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que C es un subconjunto acotado, convero
y T-secuencialmente compacto y T : C — C una aplicacidn de tipo asintdticamente

no-expanswa. Si X es UCED vy tiene la propiedad T-GGLD, entonces.T tiene un
punto fijo.

Teorema:

Sea X un espacio de Banach separable y 7 una topologia de e.v.t. sobre X tal
que sus subconjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y tal que las
funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que C es un subconjunto aco-
tado, comvexo y T-secuencialmente compacto de X y T : C — C una aplicacion
asintdticamente no-expansiva. Si X verifica la condicidn T-uniforme de Opial, en-

tonces T tiene un punto fijo.

Al igual que ocurria con la topologia débil, bajo las condiciones sobre el espacio
X y la topologia 7 que garantizan la existencia de punto fijo para una aplicacién
T : C — C asintéticamente no-expansiva siendo C' un subconjunto acotado, convexo
y T-secuencialmente compacto, se obtiene punto fijo en cada subconjunto D convexo
y T-secuencialmente cerrado de C' que verifica (P),, i.e., que para todo z € D
w-(z) € D, donde

wr(z)={yeC:y=7- lignT”’“(ac) para nj — 00}.

En conexién con este hecho definimos la (P),-propiedad del punto fijo para una

aplicacién. Se dice que una aplicacion T : C — C satisface la (P),-propiedad del



punto fijo ((P).-fpp) si T tiene un punto fijo en cada subconjunto D no vacio, T-
secuencialmente cerrado y convezo de C' que satisface (P).. Esta propiedad va a ser
relevante para probar la existencia de una retraccién no-expansiva del dominio de
una aplicacién asintéticamente no-expansiva en su conjunto de puntos fijos. Asi por

ejemplo, para la topologia débil obtenemos el siguiente resultado:

Teorema:

Sean X un espacio de Banach, C' un subconjunto débilmente compacto y convezxo
de X yT :C — C una aplicacién de tipo asintéticamente no-erpansivo. Supong-
amos que una de las siguientes condiciones se satisface:

(1) X es casi uniformemente convezo.

(2) X satisface la condicidn de Opial uniforme y T es asintdticamente no-
erpansiva.

(3) X tiene estructura normal uniforme y T es asintdticamente no-expansiva.

(4) X es UCED vy satisface la propiedad GGLD.

Entonces existe una retraccion T-ergédica R de C' en Fiz(T).

Siguiendo la terminologia introducida por Bruck [Br4], que R sea una retraccién
T-ergédica significa que verifica:

(i) RoT = R,

(ii) todo subconjunto débilmente cerrado, convexo y T-invariante de C es tam-

bién R-invariante.

El resultado anterior va a ser consecuencia de otro més general en el que la
obtencién de la retraccién R se hard para una topologia 7 satisfaciendo las condi-
ciones mencionadas al principio, méas débil que la de la norma y para un subconjunto
T-secuencialmente compacto y 7-compacto de X . De este modo, también concluire-
mos que el conjunto de puntos fijos de una aplicacién asintéticamente no-expansiva
definida en un subconjunto C acotado, convexo y clm-compacto de (Li(u), |l - ll1)

con imagen en si mismo, es un retracto no-expansivo de C.
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Si a la aplicacién T le afiadimos que sea asintéticamente regular, es decir, que
para cada z € C, lim ||T"*'z — T"z|| = 0, ser4 suficiente que el espacio satisfaga la
n

GGLD para obtener una retraccién T-ergédica de C en Fiz(T).

Demostrar la existencia de punto fijo comin para una familia de aplicaciones
asintoticamente no-expansivas va a ser, como en el caso no-expansivo, una conse-
cuencia de las propiedades de la interseccién de retractos no-expansivos. El resultado

quedaré recogido en el siguiente teorema:

Teorema:

Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto débilmente compacto y convezo
de X. Supongamos que toda aplicacidn asintdticamente no-expansiva de C en st
mismo satisface la (P),-fpp. Entonces para una familia arbitraria conmutativa G
de aplicaciones asintdticamente no-expansivas de C en si mismo, el conjunto de

puntos fijos comin de G es un retracto no vacio y no-expansivo de C.

La misma conclusién del teorema se sigue para una familia conmutativa numer-
able cuando consideramos una topologia 7 en las hipStesis anteriores.
Mostrando la utilidad de la existencia de una retraccién T-ergédica en resultados

de convergencia de las iteradas de una aplicacién T, concluiremos el Capitulo 2.

En el Capitulo 3 se probarén teoremas de punto fijo para aplicaciones mul-
tivaluadas no-expansivas con rangos contenidos 6 no en sus dominios. Dada la
importancia del método de los centros asintéticos en la consecucién de puntos fijos
para este tipo de aplicaciones, comenzaremos este capitulo con la obtencién de im-
portantes relaciones entre los centros asintdticos de sucesiones y de redes, y ciertos

coeficientes geométricos conocidos.

El entorno de trabajo vendrd dado por un espacio de Banach X y una topologia

7 de e.v.t. sobre X tal que la funcién norma es 7-slsc.
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Asociados a las medidas de no compacidad de Hausdorff x y de separacion 8
se consideran los coeficientes geométricos Ax g,(-) ¥ Axy,-(-) que resultan de la
generalizacién de los médulos de no compacidad definidos para estas medidas. En el
caso de que X sea reflexivo y 7 la topologia débil, dichos médulos coinciden con los
moédulos de convexidad no compacta. En el primer resultado del presente Capitulo
se dard una caracterizacién para espacios de Banach que verifican la condicién 7-

uniforme de Opial en términos del médulo Ax , - (+), recogida en el siguiente teorema:

Teorema:
_Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X tal que la funcidén nor-
ma es T-slsc. Entonces, X wverifica la condicién T-uniforme de Opial si y sélo st

AX,x,‘r(l_) = 111}1_ AX,X,T(G) =1.

Posteriormente ofreceremos un teorema que resultard ser clave para las técnicas
manejadas en las pruebas de nuestros resultados de punto fijo para aplicaciones

multivaluadas no-expansivas. El enunciado de dicho teorema serd el siguiente:

Teorema:

Sea X wun espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida en X, tal
que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Consideremos C un subconjunto 7-
secuencialmente compacto de X y {x,} una sucesidn acotada en C que es regqular

con respecto a C'. Entonces

ro(A(C{zn})) < (1= Axp(17))r(C, {zs}).

Ademds si X satisface la condicion de Opial no-estricta con respecto a T, se tiene
que

re(A(C, {zn})) < (1 - Axxr(17)r(C {zn}).
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(Que la sucesién sea regular con respecto a C significa que todas sus subsuce-

siones tienen el mismo radio asintético.)

Como consecuencia, bastard unir los teoremas precedentes para inferir la uni-
cidad del centro asintético de una sucesién regular en un espacio de Banach que
satisface la condicién 7-uniforme de Opial. Con un ejemplo justificamos que en el
teorema anterior, la hipStesis sobre la regularidad asintética de la sucesién no puede
suprimirse. Continuando con el andlisis de dicho teorema y sin olvidar que para
una ultra red los radios asintdticos de todas sus subrredes respecto de un conjunto
débilmente compacto y convexo coinciden, probaremos un resultado andlogo al an-
terior en términos, esta vez, del médulo de convexidad no-compacta asociado a la

medida de no compacidad de Kuratowski a.

Teorema:
Sea C' un subconjunto cerrado y convero de un espacio de Banach X reflezivo y

{zg : B € D} una ultra red acotada en C, entonces

ro(A(C, {z6})) < (1 = Ax,a(17)r(C, {z5}).

La importancia del centro asint6tico de una sucesién en la teoria de aplicaciones
no-expansivas univaluadas parte del hecho siguiente: si C' es un subconjunto de un
espacio de Banach X y {z,} C C es una sucesién de puntos fijos aproximados de
una aplicacién T : C — C no-expansiva, entonces A(C, {z,}) es invariante bajo
T. El resultado que enunciamos a continuacién puede ser interpretado como una
adaptacion de este hecho a aplicaciones no-expansivas multivaluadas, y de igual
forma constituird un punto de partida en las pruebas de nuestros resultados de

puntos fijos para esta clase de aplicaciones.

Proposicién: Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida
en X, tal que las funciones de tipo T-nulas son 7-slsc. Consideremos C' un sub-

conjunto acotado, T-secuencialmente compacto y separable de X, T : C — K(C)
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una aplicacion no-expansiva y {z,} una sucesion en C tal que limd(z,, Tx,) = 0.
n

Entonces, existe una subsucesion {z,} de {z,} de manera que

TzNA#£0, VzeA:=AC {z.}).

Con los resultados precedentes ya estaremos en condiciones de demostrar el re-

sultado principal del Capitulo 3:

Teorema:

Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida en X, tal que las
funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que C' es un subconjunto cerrado,
acotado, convezo, T-secuencialmente compacto y separable de X. Si Axpg-(17) >0
yT :C — KC(C) es una aplicacidn no-expansiva y 1-x-contractiva, entonces T
tiene un punto fijo.

Si 1 es la topologia débil la condicion de separabilidad de C no es necesaria.
En el supuesto de que 7 sea la topologia débil obtendremos el corolario siguiente:

Corolario:
Sea X un espacio de Banach tal que eg(X) < 1. Supongamos que C es un
subconjunto cerrado, acotado y convexo de X y T : C — KC(C) es una aplicacion

no-expanswa y 1-x-contractiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Haremos notar que la clase de de los espacios para la que es vélido este corolario
incluye a los espacios X casi uniformemente convexos, cuya caracteristica de convexi-
dad no compacta e5(X) es igual a cero. Sin embargo, contrariamente a los resultados
precedentes de existencia de punto fijo para aplicaciones no-expansivas multivalu-
adas, necesitamos afiadir la x-contractividad de la aplicacién T para obtener punto
fijo. A continuacién justificaremos que si imponemos a X que ademés verifique la

condicién de Opial no-estricta, la y-contractividad de la aplicacién estd implicita en
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la no-expansividad. Este hecho traerd entre otras consecuencias, la descrita en el

corolario siguiente:

Corolario:

Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de e.v.t. definida en
X, tal que las funciones de tipo T-nulas son 7-slsc. Supongamos que X cumple la
condicién de Opial no-estricta respecto a T y Ax, (17) > 0. Si C es un subconjunto l
cerrado, acotado, convero y T-secuencialmente compacto de X yT : C — KC(C)

una aplicacion no-expansiva, entonces T tiene un punto fijo.

Dejaremos claro mediante un ejemplo que el enunciado de este corolario para
la topologia débil, constituye una generalizacién del Teorema de Kirk-Massa, en el

sentido que no exigimos la compacidad de los centros asint6ticos de sucesiones.

Como ultimos resultados de este Capitulo, extenderemos el corolario anterior a
una aplicacién multivaluada con imagen en un espacio mas grande que el dominio
de dicha aplicacién. De nuevo, esto es posible via la relacién antes mencionada entre

el centro asintdtico de redes y el médulo de convexidad no-compacta Ax o().

Teorema:
Sea X un espacio de Banach tal que €,(X) < 1 y C un subconjunto cerrado,
acotado y convero de X. Si T : C — KC(X) es una aplicacién no-expansiva y

1-x-contractiva que satisface
Tx C Ig(z), Vx € C,

entonces T' tiene un punto fijo.

Para finalizar, en el Capitulo 4 se establecerdn teoremas de punto fijo aleatorio
de operadores uniformemente Lipschitzianos.
En la primera seccién daremos la siguiente versién estocéstica de un resultado

de T. Dominguez [Do] para aplicaciones uniformemente Lipschitzianas:



xvi

Teorema:

Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto cerrado , acotado, convezo y
separable de X yT : Q x C — C un operador estocdstico k-uniformemente Lips-
chitztano. St existe una constante ¢ € R tal que
14+ /T+4N(X)(xo(X) - 1)
para todo w € §Q, entonces T tiene un punto fijo aleatorio.

k(w) <c<

Las constantes ko(X) y N(X) son respectivamente, la constante de Lifshitz y
el coeficiente de estructura normal del espacio de Banach X. En un espacio de
Hilbert el valor de ambas constantes coincide y es v/2, deduciéndose que este teo-
rema proporciona una cota para la-existencia de punto fijo aleatorio de operadores
uniformemente Lipschitzianos, mejor que la dada por la versién estocdstica, probada
por Xu [X4], del teorema de Casini-Maluta.

Nuestro teorema ademés es una versién estocdstica del teorema de Lipschitz [Li]
para espacios de Banach. Concluiremos la seccién, considerando los espacios de

James (isomorfos a ¢2) para diferenciar el teorema anterior del resultado de [X4].

En la segunda y ultima seccién daremos las versiones estocdsticas de dos teore-
mas de punto fijo deterministicos para aplicaciones asintéticamente no-expansivas.
En el primer resultado se demostrard existencia de punto fijo aleatorio para estas

aplicaciones en espacios de Banach con caracteristica de convexidad menor que uno.

Teorema:
Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convero y separable de un espacio de
Banach X para el cual (X)) < 1, y T : Q x C — C un operador estocdstico

asintéticamente no-expansivo. Entonces T tiene un punto fijo aleatorio.

La prueba serd de caracter constructivo y, amén de usar el correspondiente resul-
tado determinista [Ki3] recurriremos al método de los centros asintéticos de local-

izacién de puntos fijos. Esto iltimo es factible gracias a la relacién existente entre el
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centro asintdtico de una sucesion y la caracteristica de convexidad de un espacio de
Banach [GK2]|, expresada por la desigualdad: diam A(C, {z,}) < e(X)r(C,{zr}),
donde C' es un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Banach X y {z,}
una sucesién acotada en X.

El dltimo resultado de la Memoria se corresponde con la versién estocéstica
de un resultado de [KX], cuya prueba no precisard de la existencia de punto fijo

deterministico para el operador estocéstico.

Teorema:
~Sea X un espacio de Banach UCED que satisface la propiedad GGLD. Sea C
un subconjunto no vacio, débilmente compacto, .convezo y separable de X. Si T :
Q x C — C es un operador estocdstico asintdticamente no-expansivo, entonces T

tiene un punto fijo aleatorio.

Problemas abiertos

Durante el tiempo que hemos trabajado en las aportaciones que han permitido
elaborar esta Memoria, han ido apareciendo diversos problemas relacionados es-
trechamente con los resultados obtenidos y que no hemos conseguido resolver hasta
el momento. Finalizaremos esta introduccién comentando brevemente algunos de

estos problemas, sobre los que pretendemos seguir nuestra investigacién.

e Sea C un subconjunto débilmente compacto y convexo de un espacio de Banach
X yT:C — C una aplicacién asintéticamente no-expansiva. Como ya hemos
comentado, de aquellas hipdtesis sobre el espacio X que aseguran la existencia
de punto fijo para T se deduce la (P),-fpp para T. Este hecho nos lleva a
plantearnos la posible equivalencia entre que el espacio X tenga la w-FPP
(6 menos general que tenga estructura normal) con que cada aplicacién T’

no-expansiva definida como antes tenga la (P),,-fpp.



XVviil

e Un problema ya planteado por R. Bruck [Br5] es el estudio de la estructura del
conjunto de puntos fijos de una aplicacién k-uniformemente Lipschitziana. Si
pudiera probarse que este conjunto es un retracto k-lipschitziano podriamos
intentar aplicarlo para probar teoremas de puntos fijos comunes para oper-
adores k-uniformemente Lipschitzianos conmutantes. La mayor dificultad que
encierra la resolucién de este problema estd en el hecho de que la composi-
cién de dos operadores conmutantes k-uniformemente Lipschitzianos no es

k-uniformemente Lipschitziano sino k%-uniformemente Lipschitziano.

e Para dar una extensién completa del Teorema de Kirk-Massa seria conve-
niente eliminar la 1-y-contractividad de la aplicacién en el Teorema 3.2.4 de
la Memoria. Pensamos que hay dos caminos alternativos para conseguirlo. El
primero seria probar que las aplicaciones multivaluadas no-expansivas son 1-x-
contractivas (6 al menos 1-a-contractivas). El segundo podria ser la obtencién
de sucesiones de puntos fijos aproximados a través de un teorema métrico (esto
es, una posibler extensién del Teorema de Nadler al caso de aplicaciones cuyas
imégenes no estan en 2¢) en lugar de un teorema de tipo topoldgico como es

el Teorema 3.2.3 [D2] usado en nuestra demostracién.

e Otra cuestién planteada es la obtencién de teoremas de punto fijo aleatorio
para aplicaciones no-expansivas en el marco de un espacio de Banach con
caracteristica de convexidad menor que uno (respecto de cualquiera de las
medidas de no compacidad o, 8 y x), e igualmente dar la versién estocéstica
para aplicaciones asintéticamente no-expansivas del resultado de Xu [X3], en
espacios casi uniformemente convexos. Hemos intentado la resolucién de estos
problemas usando el método de los centros asintéticos dadas las relaciones
que establecemos en esta Memoria entre los centros asintéticos de sucesiones
6 de redes y los espacios antes aludidos. El problema que encontramos en las
demostraciones estocésticas es que no podemos considerar sucesiones regulares

ni ultra redes, pues sus limites pueden ser no medibles.



Capitulo 1
Preliminares

En este primer capitulo de la Memoria se recoge la informacién que consideramos
necesaria para la valoracién y comprensién de los distintos aspectos de la Teoria
Métrica del Punto Fijo que en ella se discuten. En algunas secciones, paralelamente
a la introduccién de conceptos y resultados conocidos a los diferentes temas, haremos
una revision histoérica del desarrollo de éstos. Ocasionalmente, recurriremos a ejem-
plos y pruebas sencillas de algunos resultados, que sirvan al lector como muestras

aclaratorias de lo que aqui se expone.

Las dos primeras secciones contienen los resultados fundamentales sobre la es-
tructura de retracto del conjunto de puntos fijos de una aplicacién no-expansiva en
espacios de Banach y sus interesantes consecuencias, usando como referencia princi-
pal el trabajo de R. Bruck ([Br3]) “A common fized point theorem for a commuting

family of nonexpansive mappings”.

En la tercera seccién introducimos el concepto de aplicacién asintéticamente no-
expansiva y de aquellas condiciones geométricas sobre un espacio de Banach que

garantizan la existencia de punto fijo para esta clase de aplicaciones.

La cuarta seccidn estd dedicada a presentar las definiciones y propiedades de al-

gunas medidas de no compacidad asi como su utilidad en la definicién de propiedades
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geométricas de espacios de Banach con aplicaciones en la Teoria del Punto Fijo, tales

como los médulos de convexidad no compacta.

Las nociones y resultados acerca del centro asintético de sucesiones y de redes

seran tratados en la quinta seccién.

Para terminar, en la seccién sexta se introducen las aplicaciones multivaluadas y
se hace una breve exposicién de los teoremas clasicos de punto fijo para la subclase

de las aplicaciones multivaluadas no-expansivas.

1.1 Estructura del conjunto de puntos fijos de
aplicaciones no-expansivas

Consideremos X un espacio de Banach con norma || - || y C un subconjunto de X.

Definicién 1.1.1. Una aplicacion T : C — C se dice no-expansiva si
[Tz~ Tyl < [z -yl

para todo z,y € C.

El estudio de las aplicaciones no-expansivas en el marco de la Teoria Métrica
del punto Fijo aborda, entre otras, la siguiente cuestién: dada una aplicacién no-
expansiva T : C' — C, si Fiz(T) = {x € X : Tz = z} # 0, jcudl es la estructura
de Fiz(T)?.

Supongamos que C es un conjunto cerrado y convexo. Puesto que una aplicacién
no-expansiva es continua, la primera informacién que obtenemos es que Fiz(T) es
un conjunto cerrado.Si ademas X es un espacio estrictamente convexo, i.e. la esfera

unidad (o cualquier esfera ) de X no contiene segmentos lineales, entonces no es
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dificil verificar que Fiz(T) es, ademés, un conjunto convexo (ver [GK2]). Aunque
en espacios no estrictamente convexos, estos conjuntos no son necesariamente con-
vexos, para una amplia gama de espacios de Banach son métricamente convexos (ver
definicién y mds detalles en [GK2] y [Br2]).

Otra propiedad interesante del conjunto de puntos fijos involucra la nocién de

retraccion.

Definicién 1.1.2. Un subconjunto K de C es un retracto de C si K = ) 6 existe
una aplicacion continua R : C — K con Fiz(R) = K. En este caso se dice que R
es una retraccion de C en K. Si R es.no-empansz’va, entonces se dice que K es un

retracto no-expansivo de C.

En 1969, R.E. Bruck [Brl] anuncia por primera vez la conexién entre los con-
juntos de puntos fijos de aplicaciones no-expansivas y los retractos no-expansivos.
Pero no es hasta 1973 cuando obtiene, bajo hipétesis bastantes generales, la car-
acterizacion del conjunto de puntos fijos para tales aplicaciones como retractos no-

expansivos.

Definicién 1.1.3. Se dice que C tiene la propiedad del punto fijo para aplicaciones
no-expansivas (FPP) si toda aplicacion no-expansiva T : C — C tiene un punto fijo.
El conjunto C tiene la propiedad hereditaria del punto fijo (HFPP) para aplicaciones
no-expansivas si toda aplicacion no-expansiva T : C — C tiene un punto fijo en cada

subconjunto no vacio cerrado, acotado, convexo y T-invariante de C'.

Teorema 1.1.1. ([Br2]) Sea C un subconjunto no vacio débilmente compacto y con-
vezo de un espacio de Banach X. Si C tiene la (HFPP) y T : C — C es una
aplicacién no-expansiva, entonces Fix(T) es un retracto (no vacio) no-expansivo de

C.



1. Preliminares 4

En particular, si el espacio X tiene la w-FPP, esto es, si todos sus subconjuntos
débilmente compactos y convexos tienen la (FPP), la conclusién de este teorema es
valida.

Como consecuencia del Teorema 1.1.1, puede obtenerse de forma inmediata otro

resultado de existencia de punto fijo.

Corolario 1.1.1. Sea C un subconjunto no vacto, débilmente compacto y convezo
de un espacio de Banach X. Supongamos que C tiene la (HFPP)yT,S : C — C son
dos aplicaciones no-expansivas que conmutan entre si, entonces Fiz(T)N Fiz(S) #

0.

Demostracién:

Observemos que si z € Fiz(T), entonces T'Sz = STz = Sz, i.e. S(Fiz(T)) C
Fiz(T). En vista del Teorema 1.1.1, existe R : C — Fiz(T) retraccién no-expansiva,
y puesto que So R es no-expansiva, por hipétesis Fiz(SoR) # 0. Siz € Fiz(SoR),
entonces z € Fiz(T) y por tanto Rz = z. Luego z = SRz = Sz y « € Fiz(S).
Asi pues, Fiz(So R) = Fiz(T) N Fiz(S). Esto prueba que Fiz(T)N Fiz(S) # 0 (y

también que es retracto no-expansivo de C). ]

Obsérvese que la tesis del Corolario 1.1.1 sigue siendo vélida para una familia
finita conmutativa de aplicaciones no-expansivas, sin més que aplicar hipdtesis de

induccidn.

El estudio de las propiedades de los retractos no-expansivos lleva a R.E. Bruck,
en 1974, a dar con un profundo y relativamente definitivo resultado, que establece
la existencia de punto fijo comin para una familia conmutativa arbitraria de apli-

caclones no-expansivas.

Teorema 1.1.2. ([Br3]) Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convezo de un

espacio de Banach X y supongamos que C es débilmente compacto ¢ acotado y
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separable. Supongamos también que C tiene la (HFPP). Entonces para cualquier
familia conmutativa F de aplicaciones no-expansivas de C en si mismo, el conjunto

de puntos fijos comin de F es un retracto no vacio y no-expansivo de C.

Quisiéramos destacar uno de los resultados esenciales del que se deriva el anterior

Teorema de Bruck, y al que encontraremos aplicacién en el Capitulo II.

Lema 1.1.1. Sea C un subconjunto no wvacio, cerrado y convero de un espacio
de Banach X y supongamos que C es débilmente compacto ¢ acotado y separable.
Supongamos también que C tiene la (HFPP). Entonces, para cualquier familia F
de retractos no vacios y no-expansivos de C, dirigida por la inclusién de conjuntos,

H={F:F € F} es un retracto no vacio y no-expansivo de C.

Este hecho, para el caso separable, es una consecuencia inmediata de otro més

sorprendente relacionado con las propiedades de los retractos.

Lema 1.1.2. Supongamos que C es un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y

convezo de un espacio de Banach X y {F,} una sucesién descendente de retractos
o«

no-ezxpansiwos no vacios de C. Entonces m F, es el conjunto de puntos fijos de

n=1
alguna aplicacion no-expansivar : C — C.

Si bien el Teorema de Bruck es bastante general, la suposicién (HFPP) limita
su aplicacién, incluso en el caso separable. En efecto, si C es la bola unidad de ¢;,
el operador T : C' — C definido por T(z1, %3, ...) = (0,71, Zs,...) es no-expansivo y
Fiz(T) = {0} que es obviamente un retracto no-expansivo de C; sin embargo T no

tiene punto fijo en el siguiente subconjunto cerrado y convexo de C:

K={z=(r1,20,..) i 2; > O,in =1}.
i=1
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Aunque el conjunto de puntos fijos de una aplicacién sea no vacio, no es necesari-
amente un retracto no-expansivo. Por ejemplo, si consideramos B,, la bola unidad
del espacio ¢, y T : B., — B, definida por T'(z1, %, ...) = (21,1 — |z1], 2, ...) €s no-
expansiva y Fiz(T) = {e1,—e1} con e; = (1,0, ..) que no es retracto no-expansivo

de B,,.

La aparicién de estos trabajos de Bruck han conducido a varios autores al de-
scubrimiento de otras conexiones entre aplicaciones no-expansivas y retractos no-
expansivos (ver [B3] y [Ki4]), particularmente en el marco de espacios de Banach

con propiedades del punto fijo para topologias distintas de la débil.

Una ligera modificacién de-la prueba del Teorema 1.1.1, permite a W.A. Kirk

demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.3. ([Ki4]) Sea C' un subconjunto no vacio T-compacto de un espacio
de Banach X cuya bola unidad es T-cerrada relativa a una topologia v de Hausdorff
lineal sobre X. Supongamos que G es una familia de aplicaciones no-expansivas de
C' en st mismo y que A es el conjunto de puntos fijos comin de G. Si A intersecta a
todo subconjunto acotado, T-cerrado y G-invariante de C, entonces A es un retracto

no-expansivo de C.

El espacio ¢; tiene la propiedad débil estrella del punto fijo (w*-FPP) cuan-
do consideramos como predual el espacio cg, es decir toda aplicacién no-expansiva
definida de un subconjunto débil estrella compacto y convexo, con imagen en si
mismo, tiene punto fijo. Este teorema concluye, ademéds que su conjunto de puntos
fijos es un retracto no-expansivo. En general decimos que X tiene la 7 propiedad
del punto fijo (r-FPP) si para toda aplicacién no-expansiva definida de un subcon-
Junto 7-secuencialmente compacto y convexo de X en si mismo existe un punto fijo.
Puesto que L,(u) tiene la 7-FPP cuando 7 es la topologia de la convergencia local
en medida ( [Le]), otra vez obtenemos que en esta situacién, el conjunto de puntos

fijos de una aplicacién no-expansiva 7' : C — C es un retracto no-expansivo de C,
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siendo C' un subconjunto acotado, convexo y T-secuencialmente compacto de L; (1)

1.2 Teoremas Ergddicos No Lineales

R. Bruck [Br5] llama al Teorema 1.1.1 un teorema ergédico no lineal. Para entender
esta terminologia vamos a recordar algunos teoremas de tipo ergédico. Comencemos
con el Teorema de la Media Ergédica (MET) dado en 1941 por Yoshida y Kakutani

[YK] para operadores lineales.

Definicién 1.2.1. Sea un espacio de Banach X y C un subconjunto de X. Una
aplicacion se denomina uniformemente Lipschitziana si existe una constante k tal

que
[Tz - T"y||

LT,y € C,:v#y}s k,
|z -yl

|T" = sup{

para cada n € N,

Teorema 1.2.1. Sea X un espacio de Banach y T : X — X un operador lineal tal

que |T™| < k para todo n € N y cierta constante k. Si para cada x € X la sucesidn
n

de las medias de Cesaro Sn(z) = 1 E T*z contiene una subsucesidn débilmente

k=0
convergente ( en particular si X es reflexivo y T acotado 6 T(X) es débilmente

compacto), entonces S,(x) converge en sentido fuerte para todo z € X.

Si para cada z € X denotamos por P(z) = lim S,(z), se deduce facilmente que
P es una proyeccién sobre Fiz(T), |P| < ky PT _rP=P En particular, Fiz(T)
es un retracto k-lipschitziano de X.

Nos planteamos si algunas de las propiedades que verifica P se mantendrd para
T no lineal, definida en un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
de Banach X.
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Ejemplo 1.2.1.

Sea a € (0,1) y consideremos el conjunto C = C; U C5 donde
C’1={(x,y)€R2:O§x§1, ar <y <1},

Cr={(z,y) eR*: -1<x <0, —az<y<1}

Denotamos por P; la proyeccién vertical sobre la recta y = az, por P, la proyec-
cién vertical sobre y = —ax y por S la simetria axial de eje el de ordenadas. Fi-
nalmente, definimos Ty = SPixzsiz € C1 y Tx = SPx si z € Cp. Es claro que
Fiz(T) = {(0,0)} y que la érbita’'de T en (1,a) (iteradas de T" en (1,a)) es el
conjunto {(1,a),(—1,a)}. Si considerarhos (R?,|| - ||) es fécil comprobar que T es
v/1+ a2-uniformemente lipschitziana. Asf el MET no se cumple, pues las medias de
Cesaro de T en z = (1,a) son Sy,(2) = (0,a) y Sant1 = (5247,a) para cadan € N
que convergen a (0,a) y no al punto fijo de T. Por tanto, el MET no puede ser

extendido a aplicaciones k-uniformemente lipschtziana para & > 1. [

Sin embargo, en un espacio de Hilbert, Baillon [B1] dio un Teorema de la Media

Ergddica no Lineal para aplicaciones no-expansivas(NMET).

Teorema 1.2.2. Sean H wun espacio de Hilbert, C C H un subconjunto cerrado,
acotado y convexo y T : C — C una aplicacion no-expansiva. Entonces, para

cualquier x € C, S,(x) converge débilmente. Ademds
R(z) :=w — lim S, (z)

es una retraccion no-ezpansiva de C sobre Fix(T) que verifica RT = TR = R y
R(z) € co(T™z :n > 0).

Este teorema fue extendido por el mismo autor [B2] a los espacios L, (1 < p < 00)
y a espacios uniformemente convexos con norma Fréchet diferenciable por Bruck
[Br4] y Reich [R2],[R4].
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Notemos que un teorema del tipo anterior puede entenderse como un resultado
de convergencia de iteradas. Por ejemplo, si int(Fiz(T)) # 0, bajo ciertas condi-
ciones sobre el espacio X, por ejemplo que sea uniformemente convexo, se obtiene
imT"z = p € Fiz(T). Luego si se verifica el NMET w —lim S,(z) € Fiz(T) puede
igterpretarse como una casi-convergencia de las iteradas dg T.

Para un espacio de Banach arbitrario no puede obtenerse una retraccién que

satisfaga las mismas propiedades que la obtenida en el NMET.

Ejemplo 1.2.2.

Si consideramos en R? la norma del supremo la aplicacién T : C — C del Ejemplo

1.2.1 es ahora no-expansiva. Tampoco el NMET es vélido para este espacio. n

La demostracién del Teorema 1.1.1 tal como aparece en [Br4] establece, sin em-

bargo, que la retraccién no-expansiva de C' en Fiz(T) cumple ademas:
(i) RT=R,

(ii) Todo subconjunto cerrado, convexo y 7T-invariante de C es también R-
invariante,

y acuerda en llamarla una “retraccién T-ergddica”.

1.3 Aplicaciones asintéticamente no-expansivas: Teo-

remas de punto fijo

El concepto de aplicacién que consideraremos en esta Seccién fue introducido por

[GK1] como una generalizacién natural del concepto de aplicacién no-expansiva.

Definicién 1.3.1. Sea C' un subconjunto no vacio de un espacio de Banach X.
Una aplicacion T : C — C se dice que es asintéticamente no-expansiva si eriste una

sucesion {k,} de nimeros reales con limk, = 1 tal que
n

W™ (z) =T ()|l < kollz —y|| paraz,yeC y n=12..
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Veamos con un ejemplo que la clase de aplicaciones asintéticamente no-expansivas

es mas amplia que la de aplicaciones no-expansivas.
Ejemplo 1.3.1.

Consideremos B la bola unidad del espacio 4, (1 < p < o0) con su norma
habitual. Sea 1 < k; y {k,} una sucesién de nimeros reales decreciente a 1. Sea
f:[=1,1] — [~1,1] una aplicacién lipschitziana de constante k; tal | f(z) |[<| z |.
Definimos la aplicaciéon T : B — B como sigue:

ky ks

T(C[El,mg, xg, ) = (0, f(il?]), —T2, k—IL‘g, ).
1 2

Por induccién obtenemos que para cada n > 1

kn, kn, kn
T™(xy1, 22, T3, ...) = (0,...,0, = f(z1), 2 g, 22 0, )
ki k1 ks

donde el cero aparece n-veces en el lado de la izquierda. Sin dificultad se ve que
T (z) = T™(y)ll, < kullz —yl|, para cada z,y € B y entonces T es asintéticamente
no-expansiva. Evaluando T en los vectores (%,O, 0,..) y (1,0,0,...) se comprueba

que 7' no es no-expansiva. n

En 1972, Goebel y Kirk [GK1] extienden el resultado de Browder-Gohde ([Bd1] y
[Gh]) probando que si C' es un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
de Banach X uniformemente convexo, entonces toda aplicacién asintéticamente no-
expansiva T : C' — (' tiene punto fijo. Desde la publicacién de este trabajo, muchos
autores han contribuido al desarrollo de la teoria de aplicaciones asintéticamente no-
expansivas como una extensién de la teoria de aplicaciones no-expansivas ([BKR],
[KX], [Ki3], [KMS], [LTX], [X3]).

En 1965, W. A. Kirk [Kil] habfa probado que si C es un subconjunto cerrado,
acotado y convexo de un espacio de Banach X reflexivo y con estructura normal,
entonces toda aplicacién no-expansiva T definida en C, con imagen en si mismo, tiene

un punto fijo. Recordemos que un espacio de Banach X tiene estructura normal si
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cualquier subconjunto X' C X cerrado, acotado y convexo, con més de un punto,
contiene un punto no diametral, i.e. un z € K tal que sup{|jz —y|| : y € K} <
sup{|ju —v|| : v,v € K} = diamK. Tomando como punto de partida este resultado,
son muchas las propiedades geométricas estudiadas que implican estructura normal.

Seria razonable, entonces, plantearse si la estructura normal, también implica
la existencia de puntos fijos para aplicaciones asintéticamente no-expansivas en las
condiciones del Teorema de Kirk. Aunque estamos ante una cuestién abierta, si
encontramos respuestas afirmativas para algunas clases de espacios de Banach en

los que tal teorema es aplicable.

A continuacién vamos a definir algunas condiciones de tipo geométrico sobre un
espacio de Banach X, suficientes para obtener resultados de punto fijo de aplica-

ciones asintéticamente no-expansivas.

Definicién 1.3.2. Sea X una espacio de Banach y T una topologia en X. Diremos
que X es uniformemente Kadec-Klee con respecto a 7 (1-UKK), si para cada € > 0
eriste 6 > 0 tal que si {z,} es una sucesion en la bola unidad de X, T-convergente
a un vector x con sep({Z,}) = inf{||z, — zn|| : n,m € N,n # m} > ¢, entonces
llz|| <1-—6.

En el supuesto que 7 sea la topologia débil , diremos que X es uniformemente
Kadec-Klee (UKK). Se dird que el espacio X es casi uniformemente convexo (NUC)
si es reflexivo y UKK [Hu].

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es uniformemente
convezo en cada direccion (UCED) si 6,(€) > 0 para todoe > 0yz € X con ||z|| =1,

donde 6,(€) es el mddulo de converidad de X en la direccidn z definido por

o9 =t {1 = gllo+ ol ol S 1l S Loy = s



1. Preliminares 12

Definicién 1.3.4. Un espacio de Banach X tiene estructura normal uniforme si
N(X) > 1, donde N(X) es el coeficiente de estructura normal de X definido por
diamA
r(4)
(diamA es el diametro de A, i.e. sup{|lz —y|| : z,y € A} y r(A) es el radio de
Chebyshev de A, i.e. inf{sup{|lz —y||:y € A} 2z € A})

N(X)= inf{ : A C X cerrado, acotado y convezo diamA > 0} :

Definicién 1.3.5. Sea un espacio de Banach X y T una topologia sobre X. Diremos

que X tiene la propiedad T-GGLD si

lim inf ||z, || < limsup limsup ||z, — Zm|],

para toda sucesion acotada {x,} convergente al vector nulo en la topologia T y tal

que liminf ||z, || # 0.

Observemos que obtenemos una definicién equivalente si sustituimos el limite
inferior de la desigualdad por limite superior.

Cuando 7 es la topologia débil diremos que X tiene la propiedad GGLD [Ji].

Definicién 1.3.6. Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria definida
sobre X. Se dice que X wverifica la condicidn de Opial con respecto a T i

liminf ||2,]| < liminf ||z, + z|,

para todo = # 0 y toda sucesion acotada {x,} T-convergente al vector nulo. En caso
de que la desigualdad estricta sea menor o igual, diremos que X cumple la condicion

de Opial no-estricta con respecto a T.

Asociado a la topologia 7 y a la condicién de Opial se define el siguiente médulo:

rxr(c) = inf{liminf ||z, + z|| — 1}, c>0
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donde el infimo es tomado sobre todos los vectores z € X con ||z|| > ¢ y todas las

sucesiones T-convergentes a cero, tal que liminf ||z,|| > 1.
n

Se dice que X verifica la condicién r-uniforme de Opial si rx .(c) > 0 para todo
c > 0. Es claro que esta condicién implica la condicién de Opial con respecto a
7. Cuando 7 es la topologia débil, se dice simplemente que X verifica la condicién
de Opial, condicién de Opial no-estricta o condicién de Opial uniforme. Usando
los mismos argumentos que para la topologia débil, se prueba que rx.(-) es una
funcién creciente y continua en [0, +00). Ademés si rx.(0) < 0, entonces 7x () es

constante en [0, —7x -(0)]. .

El resultado de Goebel y Kirk [GKl], fue extendido por el segundo autor [Ki3] a
espacios para los cuales (X)) < 1y por Martinez-Yafiez [Ma] y Xu [X1] a espacios
k-uniformemente convexos (ver definicién en [Su]).

Todos estos resultados fueron extendidos por Xu [X3], en 1991, a aplicaciones

mas generales que las asintGticamente no-expansivas.

Definicién 1.3.7. ([Ki3]) Sea C un subconjunto no vacio de un espacio de Banach
X. Una aplicacion T : C — C se denomina de tipo asintéticamente no-expansiva si

TN es continua para algin entero N > 1 y, para cada x € C, se tiene

lim sup(sup{ | 7"(z) = T" )| = [}z — 3]l -y € C}) < 0.

Teorema 1.3.1. ([X3]) Sea X un espacio de Banach NUC y C un subconjunto no
vacio cerrado, acotado y convezo de X. Si T : C — C es una aplicacidn de tipo

asintéticamente no-expansiva, entonces T tiene un punto fijo.

Obsérvese que un espacio k-uniformemente convexo debe ser NUC [Hu].

Posteriormente Lin, Tan y Xu [LTX] prueban el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.2. Supongamos que X es un espacio de Banach con la propiedad de
Opial uniforme y C es un subconjunto no vacio débilmente compacto y convezo de

X. SiT:C — C es una aplicacion asintdticamente no-expansiva, entonces-I' tiene

un punto fijo.

Por 1ltimo enunciaremos los resultados obtenidos recientemente por Kim y Xu

[KX] en otras clases de espacios.

Teorema 1.3.3. Sean X un espacio de Banach con estructura normal uniforme,
C un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convero de X yT : C — C una

aplicacion asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.

Teorema 1.3.4. Sean X un espacio de Banach que es UCED y satisface la propiedad
GGLD, C un subconjunto no vacio, débilmente compacto y convexo de X yT : C —

C una aplicacion de tipo asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto

fijo.

1.4 Medidas de no compacidad y médulos de con-

vexidad no compacta

Consideremos X un espacio de Banach. Recordemos que para cada A subconjunto
no vacio y acotado de X, las medidas de no compacidad de Kuratowski, de Hausdorff

y de separacién de A se definen, respectivamente como:

a(A) =inf{d >0 : A puede ser recubierto por un niimero finito de conjuntos

de didmetro < d},

X(A) =inf{e > 0 : A puede ser recubierto por un nimero finito de bolas

de radio < €},
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B(A) = sup{r > 0 : existe una r-separacién infinita en A},

donde se entiende por r-separacién en A, un subconjunto B C A tal que ||[z—y|| >

r para todo z,y € B, z # y.

Senalemos algunas propiedades de estas medidas.

e Para todo conjunto acotado A C X, se verifican las siguientes desigualdades:
x(4) < B(4) < a(4) < 2x(A).

e Si X esde dimensién infinita y Bx es la bola unidad de X, entonces a(Bx) = 2
y x(Bx) = 1.
El valor de 3(Bx) depende del espacio X.

e Sea A acotado contenidoen X, r >0y B(A,r) = U B(z,r). Entonces
€A

X(B(A,7)) = x(A) +7.

e La medida  de un conjunto puede definirse en términos de separaciones de

sucesiones:

B(A) = sup{r > 0: A contiene una sucesién con sep({x,}) > r}.

Un estudio detallado de tales medidas de no compacidad y de sus propiedades
puede encontrarse en [ADL].

Para terminar con las consideraciones sobre estas medidas de no compacidad,
hagamos notar la dependencia existente entre la medida de no compacidad de un
conjunto y el espacio en el que lo consideramos incluido. A partir de su propia
definicién, es inmediato que la medida de Kuratowski de un conjunto es la misma

en todos los espacios que lo contienen.
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Definicién 1.4.1. Sea X un espacio de Banach y ¢ = «,3, 6 x. Se define el

mdédulo de convexidad no compacta asociado a ¢ como:
Axg(e) =inf{l —d(0,A): A C Bx, A es convezo , p(A) > €}.

Se define también la caracteristica de convexidad no-compacta asociada a la medida

de no compacidad ¢ como:

es(X) =sup{e > 0: Ax, ¢(e) = 0}.

Las siguientes relaciones entre los distintos médulos se obtienen ficilmente:
Axal€) < Axp(e) < Axy(e),

y coImo consecuencia
€a(X) > €5(X) 2 (X)),

Estos médulos caracterizan la propiedad NUC en el sentido de que un espacio
X es NUC si y sélo si €5(X) =0, para x = o, 8, 6 x.
Recordemos también que si €,(X) < 1, entonces X es reflexivo.

Cuando X es un espacio de Banach reflexivo, los médulos de convexidad no-

compacta asociados a  y x pueden expresarse como sigue [ADL, Capitulo V],
Axgle) = inf{l — ||z|| : {zn} C Bx, w —limz, =z, sep{z,}) > €},
Ax,(e) = inf{l — ||z|| : {zn} C Bx, w—limz, =z, x({z.}) > €}

En [Jal] las nuevas expresiones de estos médulos, han sido generalizadas para

una topologia 7 de e.v.t sobre un espacio de Banach X.

Definicién 1.4.2. ([Jal]) Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X
tal que la funcion norma es T-slsc. Asociados a las medidas de no compacidad de

Hausdorff y de separacion se definen los siguientes mddulos:
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a) AX,,B,T : [O’ /B(BX)] - [07 1]7
Axpr(e) =inf{l —||z| : {zn} C Bx, T7— hrrlna:n =1z, B({z.}) > €}.

b) AX»X,‘F : [O’ 1] - [07 1],
Axr(€) =inf{l = ||z| : {z.} C Bx, 7 —limz, =z, x({za}) > €}.

Observemos que ambas funciones son crecientes y que Ax g -(€) < Axy -(€) para

todo € > 0.

Puede comprobarse sin dificultad que

Axpr(e) =inf{l = ||z|| : {z»} C Bx, 7 — limz, =z, sep({zn}) > €},

donde recordemos que sep({z,}) = inf{||zn — Zw|| : n,m € N,n # m}.

Por tanto, un espacio es 7-UKK si y sélo si Ax g,(€) > 0 para todo € > 0.
Observemos que si X es un espacio de Banach reflexivo y 7 es la topologia débil,

estas definiciones coinciden con los médulos de convexidad no compacta Ax () ¥

Axp().

Ejemplo 1.4.1.
El valor de cada uno de los médulos de convexidad no compacta en los espacios

¢, 1 < p < 400 viene dado por las siguientes expresiones [ADL, Capitulo V]:

seat=1-(1- ()

o |-

Bxsle)=1-(1-5)",

1
P

Axy(e)=1—(1-¢€)
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Si X = (Lp(p), || - llp) como en el Ejemplo 2.1.1 y 7 es la topologia de la conver-

gencia local en medida, en [Jal] es probado que:
py L
AX,,B,clm(f) = 1—<1 - 52_) p>

1
AX,x,clm(e) =1- (1 - €p)1’,

para 1 < p < o0.

-

1.5 Centros asintdticos

El concepto de centro asintético de sucesiones fue considerado por primera vez por
Edelstein [E] y posteriormente extendido por Lim [Lm2] para redes.
Sea C' un subconjunto de un espacio de Banach X, D un conjunto dirigido y

{z4 : & € D} una red acotada en X. Para cada z € C, definimos

r(z,{za}) = inf{sup{|lzg — 2| : f > a}:a € D} := limo:c,up lza — z[;

r(C,{zs}) = inf{r(z,{z.}) : z € C};

A(CHze}) ={z € C:r(z,{z.}) =7(C, {za})}.

El numero r(C, {z,}) v el conjunto A(C, {z,}) se definen, respectivamente como el

radio asintético y el centro asintético de {z, : @ € D} en C.

Obviamente la convexidad de C implica la convexidad de A(C,{z,}), aunque
este conjunto puede ser vacio. Puesto que la funcién ¢ : C — R definida por ¢(z) =
limsup ||z, — z|| es débilmente semicontinua inferiormente, se sigue que A(C, {z4})
es gn conjunto no vacio y débilmente compacto si C es débilmente compacto, 6 C'

es un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach reflexivo.
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A continuacién vamos a exponer algunos resultados relacionados con los centros
asintéticos que van a mostrarse imprescindibles para el desarrollo de esta Memoria.

' La mayoria de ellos puede encontrarse en [KM].

Definicién 1.5.1. Una sucesidn acotada (respectivamente una red) se dice que es
reqular con respecto a C (resp. n-reqular) si cada una de sus subsucesiones (resp.
‘subredes) tienen el mismo radio asintdtico en C; y se denomina asintéticamente
uniforme con respecto a C (resp. n-asintéticamente uniforme) si cada una de sus

subsucesiones (resp. subredes) tienen el mismo centro asintdtico en C.

Observemos que si' {z,, : v € T} es una subred de una red {z, : @ € D}
entonces r(C, {z4, }) < 7(C, {2.}). Ademiés si 7(C, {z4,}) = r(C, {za}), claramente
A(C {za}) C A(C, {z4a,}).

Lema 1.5.1. Sea C un subconjunto de un espacio de Banach X y {z,} una sucesidn
acotada en X. Entonces
(i) (Goebel [G], Lim [Lm1]) siempre existe una subsucesién de {z,} que es regular

con respecto a C;

(ii)(Kirk [Ki2]) si C es separable, entonces {x,} contiene una subsucesion que

es asintdticamente uniforme con respecto a C.

Es conocido que en un espacio reflexivo UCED, el centro asintético de una suce-
sién en subconjuntos cerrados, acotados y convexos es tinico, luego toda sucesién
regular respecto de estos conjuntos es asintéticamente uniforme.

En general, como muestra el lema, encontrar sucesiones que sean asintéticamente
uniformes respecto de un conjunto sélo estd garantizada si éste es separable. Sin
embargo, podemos prescindir de la separabilidad si consideramos centros asintéticos
de redes. Para ello se usa el concepto de ultra red 6 red universal.

Recordemos que si S es un conjunto y H C S, unared {z, : @ € D} en S se dice

que estd eventualmente en H si existe a, € D tal que z, € H para todo o > a,.
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Definicién 1.5.2. Una red {z, : @ € D} en un conjunto S se dice que es una ultra
red (6 red universal) si, dado un subconjunto G C S, 6 bien {x, : o € D} estd

eventualmente en G ¢ estd eventualmente en S\ G.

Los siguientes hechos sobre redes puede encontrarse en K, pag. 81]

e Toda red en un conjunto tiene una subred que es una ultra red.

e Sean S y S dos conjuntos y f : .Sy — Sp. Si {z, : @ € D} es una ultra red

en Sy, entonces {f(za) : @ € D} es una ultra red en .S;.

e Si S es un compacto de un espacio topolégico de Hausdorff y {z, : @ € D} es

una ultra red en S, entonces lim z,, existe.
«

Como consecuencia de estos hechos, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.1. Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto débilmente
compacto y convezo de X y {xq : @ € D} una ultra red acotada en X, entonces

{24 : @ € D} es n-asintdticamente uniforme con respecto a C.

Demostracién:

Puesto que C es débilmente compacto, para cada x € C, lim ||z, — z|| = ¢(x)
existe; y para cualquier subred {z,,} de {z,}, lim ||z, — | = liam |za —z|| = &(x).
Consecuentemente r := r(C,{z.}) = r(C, {:ra:}) y A(C, {Ta}sl = A(C,{z4,}) =
{zeC:¢lz)=r} |

Es inmediato que en las condiciones de la Proposicién 1.5.1 toda red acotada en

X tiene una subred que es n-asintéticamente uniforme con respecto a C.
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1.6 Aplicaciones no-expansivas multivaluadas

Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto no vacio de X. Denotaremos
por CB(C) a la familia de todos los subconjuntos no vacios cerrados y acotados
de C y por K(C) (resp. KC(C)) la familia de todos los subconjuntos no vacios y

compactos (resp. compactos y convexos) de C. Sobre C'B(X) se tiene la métrica de
Hausdorff H dada por
H(A,B) = max{sup d(a, B),supd(b, A)}, A, B e CB(X)

acA beB

donde paraz € X y E C X d(z, E) := inf{|lz—y| : y € E} es la distancia del punto

7 al conjunto F. Es bien conocido que H cumple las propiedades de una distancia

i

Definicién 1.6.1. Una aplicacién multivaluada T : C — CB(X) es llamada

una contraccion si existe una constante k € [0,1) tal que

H(Tz,Ty) <k|z—vy|, =yeC,

Y NO-eTPAnsiva si

Para una aplicacién multivaluada 7' : ¢ — CB(X) decimos que: = € C es un

punto fijo de T si x pertenece a T'x.

Otros tipos de aplicaciones multivaluadas vienen definidos en términos de medi-

das de no-compacidad.

Definicién 1.6.2. Una aplicacion T : C — 2% \ {0} se denomina ~y-condensante

(resp. k-y-contractiva, siendo k una constante) donde v = a(-) J x(*) si, para cada
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subcongunto acotado B de C' con v(B) > 0, se cumple
V{T(B)) <~(B) (resp. WT(B)) < k(B)).

Notemos que T(B) = UgepTz.

Una aplicacién multivaluada 7' : C — 2% \ {0} se dice semicontinua superior-
mente en C si {x € C : Tz C V'} es abierto en C siempre que V C X sea abierto;
T se dice semicontinua inferiormentesi TY (V) := {z € C: Tz NV # 0} es abierto
en C siempre que V C X sea abierto. Se dird que T es continua si es semicontinua
superior e inferiormente. Otra definicién de continuidad para un operador multival-
uado es la siguiente: T': X — CB(X) es continuo en X (con respecto a la métrica
de Hausdorff H) si H(Txz,, Tz) — 0 siempre que z, — z. No es dificil comprobar
(ver [AF] y [D1]) que ambas definiciones de continuidad son equivalentes si Tz es

compacto para todo z € X.

La teorfa del punto fijo para aplicaciones no-expansivas multivaluadas ha resul-
tado ser mds complicada que la correspondiente teoria de aplicaciones no-expansivas
univaluadas. Aunque algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones
no-expansivas univaluadas han sido parcialmente extendidos al caso multivaluado,
hasta el presente, no existe una versién aniloga del famoso Teorema de Kirk para

aplicaciones no-expansivas multivaluadas.

Uno de los resultados bésicos de existencia de punto fijo para aplicaciones no-

expansivas multivaluadas fue dado por T.C. Lim en 1974.

Teorema 1.6.1. ([Lml]) Sean X un espacio de Banach uniformemente convezo, C
un subcongunto cerrado, acotado y convero de X y T : C — K(C) una aplicacion

no-expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.
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Resultados similares a éste habfan sido establecidos por J. Markin en 1968 [M]
en el marco de un espacio de Hilbert y por F. Browder [Bd2] para un espacio con
funcién de dualidad débilmente continua. En estos dos casos es supuesto que T
toma valores compactos y convexos.

Una versién anterior del Teorema de Lim fue obtenida por E. Lami Dozo en 1973

[La] en un espacio que satisface la condicién de Opial.

En las pruebas de todos estos teoremas se hace uso del Principio de Contraccién
de Banach extendido por Nadler a una contraccién multivaluada. En el marco de

un espacio de Banach tal resultado se enunciaria de la siguiente forma:

Teorema 1.6.2. ([N]) Sean C un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X

yT :C — CB(C) una contraccién. Entonces T tiene un punto fijo.

Destaquemos que el Teorema de Lim es probado aplicando el método de los
centros asintéticos debido a Edelstein e induccién transfinita. Independientemente,
Goebel y Lim simplificaron la prueba original del Teorema de Lim usando los resul-
tados sobre los centros asintéticos de sucesiones descritos en la Seccién 1.5.

Estos hechos sobre los centros asintdticos permitieron a W.A. Kirk y S. Massa,
en 1990, probar la siguiente generalizacién del Teorema de Lim (mencionemos que

en una primera prueba combinan los centros asintéticos de sucesiones y de redes).

Teorema 1.6.3. (Kirk-Massa [KM])
Sean C' un subconjunto cerrado, acotado y convezo de un espacio de Banach X y
T:C — KC(C) una aplicacién no-expansiva. Supongamos que el centro asintdtico

en C' de cada sucesion acotada de X es no vacio y compacto. Entonces T tiene un

punto fijo.

Aunque los espacios o conjuntos en los que los centros asintdticos de sucesiones

son compactos no estdn completamente caracterizados, algunos resultados parciales
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son conocidos. Entre los espacios en los que se verifica esta propiedad estan los
k-uniformemente convexos (también los espacios reflexivos uniformemente convexos
en cualquier direccién). La conclusién del Teorema de Kirk-Massa también es cierta
cuando C es un subconjunto débil* compacto y convexo de ¢;, pues las sucesiones
acotadas en ¢, tienen centros asintéticos compactos con respecto a conjuntos débil*

compactos y convexos.



Capitulo 2

Estructura del Conjunto de
Puntos Fijos de Aplicaciones

Asintéticamente No-expansivas

En este capitulo, que hemos dividido en tres secciones, probaremos que el conjunto
de puntos fijos de una aplicacién asintéticamente no-expansiva tiene estructura de
retracto no-expansivo asi como algunos resultados de existencia de punto fijo para

estas aplicaciones derivados de este hecho.

En la primera seccién extenderemos los resultados de existencia de punto fijo
para aplicaciones asintéticamente no-expansivas, que aparecen como los Teoremas
1.3.2y 1.3.4 en el capitulo de preliminares, cuando se consideran dominios compactos
respecto de una topologia arbitraria. Concretamente se considerard un espacio de
Banach X y sobre él una topologia 7 Hausdorff de espacio vectorial topoldgico, tal
que los conjuntos 7-secuencialmente compactos son T-compactos y las funciones de

tipo 7-nulas sean secuencialmente semicontinuas inferiormente respecto de .

En la segunda seccién obtendremos la existencia de una retraccién T-ergédica de

C en el conjunto de puntos fijos de T, para una aplicacién T : C — C asintSticamente

25
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no-expansiva y para C un subconjunto débilmente compacto y convexo de un espacio
de Banach para el que T tiene punto fijo. El resultado anterior va a ser consecuen-
cia de otro més general en el que la obtencién de la retraccién se hard para una
topologia 7 satisfaciendo las condiciones mencionadas anteriormente, mas débil que
la de la norma y para un subconjunto 7T-secuencialmente compacto y T-compacto
de X . De este modo, también concluiremos que el conjunto de puntos fijos de
una aplicacién asintéticamente no-expansiva definida en un subconjunto C' acotado,
convexo y clm-compacto de (Li(u),] - ||1) con imagen en si mismo, es un retracto
no-expansivo de C.

Siala aplicacién‘T le afadimos que sea asintéticamente regular serd suficiente
que el espacio X satisfaga la GGLD para obtener una retraccién T-ergédica de C

en el conjunto de puntos fijos de T

Comenzamos la tercera seccién demostrando, como consecuencia de las propiedades
de la interseccién de retractos no-expansivos, la existencia de punto fijo comiin para
una familia arbitraria conmutativa de aplicaciones asintéticamente no-expansivas
en las hipétesis habituales para la topologia débil, y la estructura de retracto no-
expansivo para el conjunto de puntos fijos comunes a ellas. Probaremos que la misma
conclusién es cierta para una familia conmutativa numerable cuando consideramos
una topologia 7 verificando las condiciones antes mencionadas. Para terminar, se
daran resultados de convergencia de iteradas a un punto fijo como consecuencia de

la existencia de una retraccién T-ergédica.

2.1 Nuevos teoremas de punto fijo para

aplicaciones asintdoticamente no-expansivas

En esta Seccién vamos a extender algunos de los resultados sobre existencia de pun-

tos fijos para aplicaciones asintéticamente no-expansivas, a topologias més generales.
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En lo que sigue consideraremos X un espacio de Banach y 7 una topologia
Hausdorff de espacio vectorial topolégico (e.v.t.) sobre X, tal que los conjuntos 7-
secuencialmente compactos son T-compactos. Como ejemplos bésicos de topdlogias
que cumplen esta condicién estén la topologfa débil y cualquier topologia métrica.
También si X es un espacio de Banach separable, para cualquier topologia 7 de
e.v.t. més débil que la inducida por la norma se verifica que los conjuntos 7-

secuencialmente compactos son T-compactos.

Definicién 2.1.1. Dado (T,7) un espacio topoldgico, una funcion f : T — R se
dice que es T-semicontinua inferiormente si f~!((—o0,a]) es un conjunto T-cerrado

para cada a € R.

Una consecuencia inmediata de la definicién es que si {z, : @ € D} es una red

T-convergente de 7" a un elemento z € T', entonces f(z) < liminf f(z4).
«

Definicién 2.1.2. Sea {z,} una sucesién acotada en X y T-convergente a cero. Se

define la funcion tipo T-nula asociada a la sucesidn {z,} como:
®(x) = limsup ||z, — z||
n

para todo x € X.

Para probar nuestros resultados también impondremos a 7 que las funciones ® de
tipo 7-nula sean secuencialmente semicontinua inferiormente respecto de 7 (7-slsc),
le, ®(y) < limninqu(yn) siT— liTILn Y» = y. En particular, la aplicacién || - || serd
también 7-slsc sin més que considerar la funcién tipo 7-nula asociada a la sucesién
idénticamente nula. Mencionemos que esta hipétesis sobre la norma es equivalente

a que las bolas cerradas de X sean 7-secuencialmente cerradas.

Sea C un subconjunto acotado, convexo y T-secuencialmente compacto de X

y T : C — C una aplicacién de tipo asintéticamente no-expansiva. Aplicando el
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lema de Zorn, podemos encontrar un subconjunto K de C que es minimal respecto
de los conjuntos convexos y 7-secuencialmente cerrados satisfaciendo la siguiente

propiedad

(P)- z € K = w,(z) CK,

wr(z)={yeC:y=71— lignT"k(:v) para ng — 00}.
Este conjunto K verifica el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Para cada z € K, definimos el funcional
pa(y) = limsup [Tz — y||,y € X.

Entonces p,(-) es constante en K y esta constante no depende de .

En el caso de que 7 sea la topologia débil, este resultado probado por H.K. Xu
[X3], constituye una herramienta bésica en las pruebas de teoremas de existencia de
puntos fijos de aplicaciones asintéticamente no-expansivas. De la misma manera el
Lema 2.1.1 permite adaptar tales teoremas de existencia a topologias més generales
(la demostracién de este Lema puede hacerse usando los mismos argumentos que en
[X3], por tal motivo preferimos no incluir su prueba). Un primer resultado en este

sentido, aparece en [Ja2] como una extensién del Teorema 1.2.1.

Teorema 2.1.1. Sea X un espacio de Banach dotado de una topologia T mds débil
que la de la norma y tal que sus subconjuntos T-secuencialmente compactos son.
T-compactos. Supongamos también que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc.
Consideremos C un subconjunto acotado, convezo y T-secuencialmente compacto y
T :C — C una aplicacion de tipo asintéticamente no-expansiva. Si X es 7-UKK,

entonces T tiene un punto fijo.
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Ejemplo 2.1.1.

Sea (€2, Z, i) un espacio de medida o-finita. Para 1 < p < 400 consideremos el
espacio de Banach separable (L,(u), || - ||p) ¥ 7 la topologia de la convergencia local
en medida (clm) (ver [Le] y [HS]). Por definicién, la topologia clm es métrica y més
débil que la de la norma.

Comentemos que el lema de Fatou junto con el hecho de que cada sucesién de
funciones clm-convergente, tiene una subsucesién que converge en casi todo a la
funcién limite, implica que la norma || - ||, es cim-slsc. El siguiente resultado es
una consecuencia del que aparece en [BL]: si {f,} es una sucesién 7-convergente al

vector nulo en Ly(p), 1 < p < +o0, y f es una funcién en L,(u), entonces

limnsup I fn =I5 =115+ limnsup | £ ll5-

Con estas premisas es inmediato que las funciones de tipo clm-nulas son clm-slsc.
Ademss el espacio (L,(p), || - |Ip) es clm-UKK ([Le]).

Como consecuencia (L;(u), || - |l1) con la topologia clm, nos facilita un ejemplo
de espacio al que podemos aplicar el teorema anterior y ninguno de los resultados de
existencia de punto fijo para aplicaciones asintéticamente no-expansivas expuestos

en la Seccién 1.3. |

Es nuestro propdésito, en lo que resta de seccidn, generalizar los resultados de
existencia de punto fijo para aplicaciones asintéticamente no-expansivas a espacios
UCED con la propiedad 7-GGLD y a espacios que verifican la condicién 7-uniforme
de Opial.

Comencemos con unas consideraciones previas.

Dado C un subconjunto de X y {z,} una sucesién acotada en X, recordemos que
el radio asintético y el centro asintético de {z,} en C se definen, respectivamente

como .
r(C,{z,}) = inf{limsup ||z, — z| : z € C},
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A(C, {za}) = {a € C s imsup o — o] = r(C. {z})}

Comprobemoé que si C' es un subconjunto 7-secuencialmente compacto de X
para 7 una topologia de e.v.t., el centro asintético es un conjunto no vacio.
Si lamamos r = 7(C, {z,}) ¥y An(C,{z,}) = {z-€ C : limsup, ||z, — z|| <
- ,
r+ =}, es claro que A(C, {z.}) = ﬂ An(C,{z,}). Cada conjunto A, (C,{z.})

m=1
es no vacio y ademds 7-secuencialmente compacto. En efecto, consideremos una

sucesién {yx} C A (C, {z,}) 7- convergente a un vector y. Evidentemente y.€ C'y

aplicando que las funciones de tipo 7-nulas son 7-slsc, obtenemos que
. , , 1
limsup ||z, — y|| < limsuplimsup ||z, — yx]| <7+ —,
n k n m

deduciéndose que y € A,,(C,{z,}). Asi pues, 4,,(C,{z,}) es un subconjunto 7-
secuencialmente cerrado de C' y por tanto, T-secuencialmente compacto. Como
consecuencia {A,,(C,{z,})}n constituye una familia numerable de conjuntos 7-

secuencialmente compactos con la propiedad de la interseccién finita, y entonces
ﬂ Am(C, {zn}) # 0.
m

Con esta observacion, no es dificil comprobar que si C' es un subconjunto convexo

y T-secuencialmente compacto de un espacio UCED, entonces A(C, {z,}) es unitario.

Con estas premisas y sin més que seguir la prueba del Teorema 1.2.4 tal como

aparece en [KX], obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. Sea X un espacio de Banach dotado de una topologia T de e.v.t.
tal que sus subconjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y tal que
las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que C es un subconjunto
acotado, convexo y T-secuencialmente compacto y T : C — C wuna aplicacion de
tipo asintoticamente no-expansiva. Si X es UCED y tiene la propiedad T-GGLD,

entonces T' tiene un punto fijo.
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Definicién 2.1.3. Diremos que un espacio de Banach X tiene estructura normal
con respecto a una topologia T (1-NS) si para cada subconjunto C convezo, acotado
y T-secuencialmente compacto con diam C > 0, existe z € C no diametral, es decir,
tal que

sup{llz —y|| : y € C} < diam C.

Relacionado con la 7-NS , S. Prus demuestra en [Pr] el siguiente enunciado.

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de e.v.t.
sobre X. 5 X verifica la condicidn de Opial respecto a T, entonces X tiene T-NS.

Si 7 es la topologia débil la condicién de separabilidad puedé omatirse.

Este resultado y un procedimiento andlogo al seguido en la prueba Teorema 1.3.2

nos permiten establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de e.v.t.
sobre X tal que sus subconjuntos T-secuencialmente compactos son T-compactos y
tal que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que C es un sub-
conjunto acotado, convexo y T-secuencialmente compacto de X y T : C — C una
aplicacién asintdticamente no-expansiva. Si X werifica la condicidn T-uniforme de

Opial, entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién:

Consideremos K como en el Lema 2.1.1 y llamemos p = p,(y) = limsup ||T"z—y||
para z,y € K. "

Fijemos z € K y sea {T"z} una subsucesién 7-convergente de {T™z}. Sigu-
iendo el mismo argumento que en la correspondiente prueba del Teorema 1.2.2,
suponemos que {I*"*™z} es T-convergente a z,, € K para m > 0, y se tiene que
by = limsup [T *™z — 2,,|| converge a b = inf{b, : m > 0} > 0. Por ser la norma

n
T-scls se tiene que para m,m’ > 1

|2m — 2m|| < limsup [T ™z — 2] < p.



2. Estructura del conjunto de puntos fijos

Sea el conjunto cov(zy,) = NyepB, donde B denota la familia de bolas cerradas

con centros en K que contienen a la sucesién {z,}. No es un ejercicio dificil,

comprobar que diam cov(z,,) = diam {z,} (ver [Kh, Parte III]]). Hagamos notar

que cov(zy,) es un subconjunto convexo y 7-secuencialmente cerrado, pues las bolas

cerradas son T-secuencialmente cerradas y convexas. Por tanto, si consideramos

D = K N cov(zy,) por la desigualdad anterior se tiene que

diamD < diamcov(zn,) < p.

De nuevo, como en la prueba del Teorema 1.2.1, se llega a que
(I)Ve>0, IyekK, m>1ly N>1taq.

1Ty = zpeme|| < €,Yn > N.

Veamos que p = 0. Por el Lema 1.2.1 es suficiente probar que si p > 0, entonces

existen 29,y € K de manera que p,(zp) = limsup [Ty — 2| < p.
Para ello, distinguiremos dos casos:
Caso 1.- diamD = p’ < p. Aplicando (1), existen y € K,m/, N € N tal que

o
“Tny—zn—l-m’” S d 2p, Yn > N.

Luego,
!

p+p
2

”ZN - Tny” < ”ZN - Zn+m’” + “Zn—i-m' - T”y” < < p.

Caso 2.- diamD = p. En virtud del Teorema 2.1.3, puesto que X verifica la

condicién 7-uniforme de Opial y de aqui la condicién de Opial respecto a 7y D es

un subconjunto convexo y 7-secuencialmente compacto, existe zyg € D tal que
P = sup ||20 — zn|| < diamD = p.
meN

De nuevo, (1) nos lleva a que existen y € K,m/, N € N tal que

- /
1Ty — zngme || < £ 2p . Vn> N.
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Luego,
/

p+p
2

”ZO - Tny” < HZO - zn+m’“ + “Zn+m’ - Tny“ < <p.

Consecuentemente K = {z} y limsup, ||7"z — z|| = 0. De la continuidad de T’

se concluye que Tz = = q.e.d. u

Ejemplo 2.1.2.

Sea (£2,2, 1) un espacio de medida o-finita. Fijemos una particién {§2,}52, de
Q2 de manera que 0 < u(f),) < c0. Sea A > 1 y consideremos X = (La(p),]] - ||)
donde i

fQ |f| dp
= maxq A ———, 27,
I = max{A 2 r, 11

para f € La(p).
No es dificil deducir que

Ifllz < 1< AllfIl2,

y por tanto que X es isomorfo a (La(p), || - ||2)-

Consideremos en X la topologia de la convergencia local en medida. Puesto que
Ly(y1) es reflexivo, una sucesién acotada clm-convergente es débilmente convergente
([HS], pag. 207), luego esta misma propiedad es cierta para X. Esta propiedad
junto con el hecho de que las funciones de tipo w-nulas son w-slsc, permite probar
que las funciones de tipo cIm-nulas son clm-slsc.

Probemos que X verifica la condicién clm-uniforme de Opial. En efecto, sean
{fn} una sucesién acotada en X, clm-convergente al vector nulo tal que liminf || f,|| >
ly f e X con|f|| >c para c > 0. "

Como {f,} es débilmente convergente se sigue que le |fn| dpp — 0 cuando n —
0. Luego liminf || fo|l2 = iminf || fo|| > 1y [|fll2 = §. Ahora bien, Ly(u) verifica la
condicién clmTiuniforme de Ogial por lo que existe un r > 0 tal que limn inf || fotfll2 >

1+ r y por tanto

liminf || f, + f|| > lminf ||f, + flla > 1+
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Sili embargo, X no es cim-UKK para A > /2. Tomemos la sucesién de funciones
X L Xon

gn = ————— — —=—-"_ paran > 2. Trivialmente se comprueba que ||g,|| =
AMu()® - V2 (p()?
1y llgn—9gmll = 1 para todo n # m. Sin embargo, g, es clm-convergente a la funcién
g= 12Xy g —1.
A (p())z

Como conclusién tenemos que para este espacio la tesis del Teorema 2.1.4 es

vélida, pero no podemos aplicarle el Teorema 2.1.1. u

2.2 El conjunto de puntos fijos como retracto no-

expansivo

En lo que sigue X denotard un espacio de Banach y 7 una topologia arbitraria
sobre X. Consideremos C un subconjunto acotado, convexo y 7-secuencialmente

compacto de X.

Bajo aquellas condiciones geométricas sobre el espacio X y la topologia 7, que
garantizan la existencia de punto fijo para una aplicaciéon 7' : C' — (' asintéticamente
no-expansiva (Secciones 1.3 y 2.1), se consigue algo més que punto fijo en C. Una
mirada detallada de las pruebas de tales resultados revela que, de hecho, se obtiene
punto fijo en cada subconjunto D convexo y 7-secuencialmente cerrado de C' que

verifica (P),, i.e., que para todo z € D w.(z) C D, donde

wr(z)={yeC:y=71— lilgnT"k(a:) para ny — 0o}.

En conexién con este hecho, damos la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1. Una aplicacién T : C — C se dice que satisface la (P),-propiedad
del punto fijo ((P)-fop) si T tiene un punto fijo en cada subconjunto D no vacio,

T-secuencialmente cerrado y convezo de C que satisface (P),.
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Asi pues, podemos establecer los resultados de la Seccién 1.2 del Capitulo 1y

de Seccidén 2.1 del presente Capitulo de esta otra forma:

Teorema 2.2.1. Sea X wun espacio de Banach dotado de una topologia mds débil
que la de la norma y tal que sus subconjuntos T-secuencialmente compactos son
T-compactos. Supongamos también que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc.
Consideremos C un subconjunto acotado, convezo y T-secuencialmente compacto y

T :C — C una aplicacion. Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen:

a) T : C — C es de tipo asintéticamente no-expansiva y 6 bien X es 7-UKK ¢
X es UCED vy satisface la propiedad 7-GGLD,

b) T : C — C es asintdticamente no-expansiva y X es separable y satisface la

condicidn T-uniforme de Opial.

c) T :C — C es asintdticamente no-expansiva, X tiene estructura normal uni-

forme y T es la topologia débil.

Entonces T satisface la (P)-fpp.

Observacién 2.2.1.

La hipétesis de que la topologia 7 se més débil que la inducida por la norma sélo
es necesaria en el supuesto de que X es 7-UKK. Por otro lado, si 7 es la topologia

débil, la separabilidad de X puede obviarse en (b). [

En el resultado principal de esta seccién usaremos otra definicién de aplicacién

“asintdéticamente no-expansiva”.

Definicién 2.2.2. T : C — C se dice que es débilmente asintdticamente no-

expansiva st satisface la siguiente condicion:

limsup || T™(z) = T"(y)|| < ||z - y|| para cada z,y € C.
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Aunque esta definicién puede tener poco interés desde el punto de vista de la
Teoria del Punto Fijo (Tingley [T] ha construido un ejemplo de un subconjunto
cerrado, acotado y convexo C de un espacio de Hilbert y una aplicacién continua
T : C — C sin punto fijo que satisface limsup,, ||T"(z) — T"(y)|| = 0), probaremos
algunos de nuestros resultados para este tipo de aplicaciones. De esta forma, quedan
incluidos los otros tipos de aplicaciones asintéticamente no-expansivas definidos an-

teriormente.

El teorema que presentamos a continuacién puede considerarse el resultado prin-
cipal de este Capitulo. Su relevancia, como s€ verd en las secciones posteriores, radica
en la afirmacién de que el conjunto de puntos fijos de una aplicacién asintéticamente

no-expansiva es necesariamente el rango de una retraccién no-expansiva.

Teorema 2.2.2. Sean X un espacio de Banach dotado de una topologia T de e.v.t.
mds débil que la inducida por la norma y tal que la norma sea T-semicontinua in-
feriormente. Consideremos C' un subconjunto acotado, convexo, T-secuencialmente
compacto y T-compacto de X yT . C' — C una aplicacion débilmente asintdticamente
no-ezxpansiva satisfaciendo la (P),-fpp. Entonces, existe una retraccion no-expansiva
R de C en Fix(T) que satisface:

(i) RoT =R,

(i) todo subconjunto T-secuencialmente cerrado, convexo y T-invariante de C es

también R-invariante.

Demostracidn:

Consideremos C° con la topologia producto inducida por la topologia 7 en C
(i.e. una red fy — f en esta topologia si 7 — liin fr(z) = f(x) para todo z € C).
Entonces, por el Teorema de Tychonoff, C¢ es compacto en esta topologia.

Identificando una aplicacién con su grafo, definimos:

N :={feC’: f nonexpansiva, foT = f,y todo subconjunto 7 — sec. cerrado

y convexo T — invariante de C' es también f — invariante }.
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Claramente A es un subconjunto convexo de C¢ y usando la 7-semicontinuidad
inferior de la norma, se deduce facilmente que A es cerrado en C®. Luego N es un
conjunto compacto. Inspirdndonos en la prueba de Bruck [Br2|, demostraremos los

siguientes asertos:
(1) N 5 0.
(2) Existe R € N tal que si

si feNylIf(@) - fI <|R@=) - RWI  VYz,yeC,

entonces || f(z) — f(y)ll = [ E(z) - R(y)|-
Es decir, f actfia como una isometria sobre el rango de R.
(3)Existe h € N tal que T'(h(R(z))) = h(R(x)).
(4)R es un retracto no-expansivo de Fiz(T).

(1) Consideremos las aplicaciones de las medias de las iteradas de T,

I+ T+4. T
- . .

Sn

Puesto que T es acotada, se tiene

T(x)+..+T"z) z+T(x)+..+T" (z)

n n
(2 —_—
=T(2§) T 0
n

SpoT(x) — Sp(z) =

para cada z € C. Asi, la sucesién {S,},>1 satisface S, 0T — S, — 0 cuando n — co
en C® y, por ser C¢ compacto tiene una ultra red convergente {Sn(;) }n. Definimos,

pues, para cada z € C

S(T) =7 —lim Sn(n) (T)
1

Comprobemos que S € N. Fijemos ,y € C y sea € un nimero positivo arbi-
trario. Puesto que T es débilmente asintéticamente no-expansiva, podemos encon-

trar un entero kg > 1 (dependiente de z e y) tal que
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IT*(z) = T*()|| < (1 + €)||z — y|| para todo & > ko.

Para este ko, existe ng(kq) € N suficientemente grande de manera que

T (=) Tk( )|

<dlo—yl  Vn = nolko)
Por tanto,
18 (@) = Sa)l < (L +26)llz =yl Vn = no(ko),
y entonces limsup, [Sa(e) = @)l < lr—yll.

De aqui, usando la 7-semicontinuidad inferior de la norma, dedummos que S es

no-expansiva. En efecto, si z,y € C

1S(z) - Syl < lim inf 1Sy (%) = Sngmy (W]
Slimnsup (| Sn(m) (%) = Snimy (W)l

< limsup |5, () = Sa()ll < flo =yl

Ademés, S(T(z)) = 7 — UmS,()(T(z)) = 7 — im Sy (z) = S(x), pues Sy o

7 7
T—-S5, — 0cuandon — oo en C y 7 es mdas débil que la topologia de la norma.
Finalmente, si D es un subconjunto 7-sec. cerrado, convexo y T-invariante de C,

por convexidad es claro que D es S,-invariante y por tanto S-invariante. Luego

SeWN.

(2) Consideremos en A la relacién de equivalencia dada por f ~ g si || f(z) —
FW|l = llg(z) — g(y)|| para todo z,y € C. En el espacio cociente N'/ ~, definimos

un orden parcial de la siguiente forma:

] < lgl st lif(z) = F)ll < llg(2) —g(¥)]

para todo z,y € C. Escribiremos f < ¢ si [f] < [g] (aunque < no es un orden
parcial en A).
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Sea {[fi] : A € A} un conjunto linealmente ordenado en N/ ~. Los conjuntos
Iy ={f €N : f < f\} estén linealmente ordenados por la inclusién de conjuntos y

son cerrados en N. En efecto, si una red f, € I, converge a f, se tiene

If (@) = f@)II < liminf ||£(2) = £ ()] < [If2(=) = AW

para todo z,y € C.

Por tanto, f < fi y f € I,. Puesto que N es compacto, I, es compacto y
Mxeals # 0. Por otro lado, si f € Nxealx por definicién de I, tenemos que [f] < [fi)
para todo A € A. Luego-podemos aplicar el lema de Zorn para asegurar que existe

un elemento [R] € N/ ~ que es minimal, i.e.,
si f€ Ny f <R, entonces [f] = [R],

o lo que es lo mismo
If (@) = fFW)ll = [|R(z) - R(y)l  Vz,yeC.

(3) Dado = € C, consideramos el conjunto S(R(z)) = {f(R(z)) : f € N}.
Obviamente S(R(z)) es no vacio y convexo pues N lo es. Veamos que S(R(z)) es un
subconjunto 7-cerrado y por tanto T-secuencialmente cerrado. Sea {f\(R(z))} una
red en S(R(z)) T-convergente a z, con fy € N'. Por ser A un conjunto compacto,
existe una subred {f, } de {f\} convergente a f € M. Por tanto T—liin M (R(z)) =
f(R@) = 2 y 2 € S(R(x)).

Demostremos que S(R(z)) satisface la propiedad (P),. Tomemos y € S(R(z)) y
z € C talesque z = T—lilgnT"’“(y) parang — ooy f € N de forma que y = f(R(z)).
Consideremos una subred {7} de {T™} tal que s(x) = 7 — lim, 7™ (z) existe
para todo z € C. Asi pues, z = s(f(R(x))). Puesto que s es no-expansiva, f € N'y
sofoT =sof, sesigue que so f € Ny entonces z € S(R(z)). Por tanto, S(R(z))
satisface (P), y T tiene un punto fijo en S(R(z)), i.e. existe h € N cumpliendo
T(h(R(z))) = h(R(z))
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(4) Dado que R € N, y que un punto fijo p de T es trivialmente un conjunto 7-
cerrado, convexo y T-invariante sabemos que R(p) = p. Para terminar, es suficiente

demostrar que R(p) € Fiz(T) para cada p € C.
Sean p € C y h € N tal que T(h(R(p))) = h(R(p)). Puesto que ho R € N por

el aserto (2)
|A(B(z)) — ARyl = [ R(z) - R(y)l  Vz,yeC.

Entonces si y = h(R(p)) se tendré:

7_ I(RE) - (RG] = |R() - W)
Como y € Fiz(T) tenemos h(R(y)) = h(y) = y. Asi y = h(R(y)) = h(R(p)),
luego R(p) = R(y) =y € Fiz(T). Claramente R es una retraccién no-expansiva de
C en Fiz(T) y satisface (i) y (ii) por definicién de N. |

Observacién 2.2.2.

En algin sentido puede ser sorprendente la no-expansividad de la retraccién
obtenida en el Teorema 2.2.2, pues T no satisface necesariamente dicha propiedad.
De hecho, podemos encontrar aplicaciones k-uniformemente lipschitzianas con con-
stantes de Lipschitz £ tan préximas a uno como se quiera, que carecen de retraccién
no-expansiva de su dominio en su conjunto de puntos fijos. El sencillo ejemplo

siguiente corrobora lo dicho.

Sea a € (0,1) y consideremos el conjunto C' = C; U Cy como en el Ejemplo
1.2.1. Definimos la aplicacién T como Tz = Pz siz € C1 y Tz = Pyx si z € Ch.
Notemos que Fiz(T) = {(z,y) € R?:0< 2 <1, y=az}U{(z,y) €R*: -1<
z <0, y=—azx}. Entonces, es ficil comprobar que T es V1 + a?-uniformemente
lipschitziana para (R?, - ||2) ¥ que no existe una retraccién no-expansiva R de C en

Fiz(T), pues tal retraccién deberfa verificar

17(0,0) — R(1,a)| = | R(0,a) — (L,a)] <1
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1R(0,a) = R(=1,a)|| = [|R(0,a) — (-1,0)|| <1,

lo cual es imposible pues el vinico punto de C que dista 1 de (1,a) y (—=1,a) es (0, a),

que no pertenece a Fix(T). : , n

Como comentamos en la Seccién 1.2 del Capitulo I, , haremos referencia a una
retraccién no-expansiva de C en Fiz(T) que satisface (i) y (ii) como una retraccién

T-ergddica.

Corolario 2.2.1. Sean X un ;spacio de Banach, C un subconjunto débilmente
compacto y convexo de X y T : C — C una aplicacion de tipo asintéticamente
no-expansivo. Supongamos que una de las siguientes condiciones se satisface:

(1) X es casi uniformemente convezo.

(2) X satisface la condicidn de Opial uniforme y T es asintdticamente no-
erpansiva.

(8) X tiene estructura normal uniforme y T es asintdticamente no-expansiva.

(4) X es UCED vy satisface la propiedad GGLD.

Entonces existe una retraccion T-ergddica R de C' en Fiz(T).

Observacién 2.2.3.

Si, ademés T es débilmente asintéticamente regular, (2) en el Corolario 2.2.1 se
deriva del Teorema 2 de [BKR]. =

En virtud del Teorema 2.1.1, el siguiente corolario es una consecuencia del Teo-

rema 2.2.2.

Corolario 2.2.2. Sea X el espacio (L1(), || - ||1) con la topologia cim y C un sub-
conjunto acotado, convezro y clm-secuencialmente compacto de X. SiT :C — C' es

una aplicacidn de tipo asintdticamente no-expansiva, entonces existe una retraccion

T-ergédica R de C en Fix(T).
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Como caso particular, si 4 es la medida cardinal en N, obtenemos el espacio de
sucesiones £; en el que la clm convergencia es equivalente a la convergencia débil

estrella o(cg, ¢1) para las sucesiones acotadas de ¢;.

En el siguiente teorema veremos que se puede obtener una retraccién T -ergddica

bajo otras hipétesis sobre X y 7.
Definicién 2.2.3. Una aplicacion T : C' — C se denomina asintdticamente reqular
(respectivamente débilmente asintdticamente regular) si
lim [T"(z) = T"*}(z)|| = 0
k3

para todo x € C (resp. w — lim(T™(z) — T"*!(z)) =0).

Teorema 2.2.3. Sean X un espacio de Banach satisfaciendo la propiedad GGLD y
C' un subconjunto débilmente compacto y convezo de X . Supongamos queT . C — C

es una aplicacion satisfaciendo una de las siguientes condiciones

a) T es asintdticamente reqular (no necesariamente continua) y liminf, | T™ |=
1.

b) T es débilmente asintéticamente regular y de tipo asintéticamente no-ezpansivo.
Entonces Fix(T) es no vacio y existe una retraccién T-ergddica de C' en Fiz(T).

Demostracién:
Caso (a): Elijamos una subsucesién n; de enteros positivos tales que limy |
T™ |=1. Ahora, sea {T™*M} una ultra red de {T™*}, y definimos para cada z € C

f(z) = w = UmT™M(z).

n
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Esta aplicacién es no-expansiva por la débil semicontinuidad inferior de la norma.
Ademsds f satisface:

f(T(z)) = w — liminf T (Tz) = w — liminf T (1) = f(x)  VzeC,

n n
pues T"(z) —=T"+!(z) — 0 (notemos que sélo necesitamos que T™(z)—T"*!(z) — 0).
Por tanto foT = f. Puesto que X tiene la propiedad del punto fijo para aplicaciones
no-expansivas (ver [Ji]), existe una retraccién f-ergédica R de C' en Fiz(f). Vamos
a probar que Fiz(f) = Fiz(T).
Sea z € Fiz(f). Por definicién de f, f(z) = z es un punto de acumulacién de
{T™(z)} en la topologia débil. Entonces existe una subsucesién nx; — co de {ng}
tal que T (z) — z. Demostremos que 7" (z) — z. Si suponemos lo contrario,

por la propiedad GGLD obtenemos :

limsup, [|T™ (z) — || < limsup; limsup; || T (z) — T™* (z)||
la =T (z)]].

< limsup; limsup, | T

Por otro lado la regularidad asintética de T' implica

limsup ||z — 7™ ™™ (z)|| = limsup ||z — T (z)||.
J J

Luego,

limsup ||T™ (z) — z|| < limsup ||z — T™% ()]
J J

y esta contradiccién implica 7™ (z) — .

Para terminar probemos que Tz = z. En efecto, usando la continuidad de T™,
tenemos T ™™ (z) — T™(z) cuando ng, — co. Ademds, la regularidad asintética
de T lleva a que esta sucesién también converge a = . Por induccién podemos deducir

que T™*(x) = x para s = 1,2.... Por tanto

T (x) — z|| = || T (z) — T™*(z)|| — O, cuando s — o0.

Se concluye pues que z es un punto fijo para T en C.



2. Estructura del conjunto de puntos fijos : 44

Hemos probado que Fiz(f) C Fiz(T). Es claro que Fiz(T) C Fiz(f), impli-
cando que R es una retraccién no-expansiva de C en Fiz(T'). Puesto que foT = f,
tenemos RoT = Ro foT = Ro f = R. Para completar la prueba, quedaria
comprobar que R satisface (ii); pero la definicién de f implica que cada subcon-
junto cerrado, convexo y T-invariante de C es f-invariante y entonces R-invariante

(recordemos que R es una f-retraccién).

Caso (b): En este caso usamos toda la sucesién {T"} y procedemos exactamente
igual que en el caso anterior para obtener una f-ergédica retraccién R de C' en
Fiz(f). De nuevo se demuestra que Fiz(f) C Fiz(T). Siz € Fiz(f) tomamos una
subsucesién {T™(z)} de {T™(z)} tal que 7™ (z) — z. Haciendo uso de la propiedad
GGLD, si T™(x) + z, obtenemos '

B = limsup |[T™(z) — z|| < limsuplimsup ||[T™(z) —T™ (z)].
j i j

Elijamos € > 0 tal que

B + ¢ < limsuplimsup |77 (z) ~ T (z)|].

2

Puesto que T es de tipo asintéticamente no-expansivo, podemos encontrar ng de

manera que
() |77 (@) = T W) < =yl + 5,

para todo n > ng y todo y € C.

Secleccionamos n;, > ng y una sucesién n;, + ng < nj, < nj, < ... tal que

B+e<|[Th(z) = T (z)]| = [T () — T™o "o (z)]].

Tomando y = T4 ™™ (z) y n = n;, en (M) se tiene

B+e< ||z =T ™o ()| + 2 paral=1,2,...
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Si fijamos un ntimero natual /, laregularidad asintética de T asegura que T ™™o+ () —

x cuando np — oco0 y entonces:

Bie <llo—Tr ()] +5
< limsupy, [T ™™o (1) — T ™o (z)|| 4 £

< limsupy, [T™(z) —z||+ § =B+ %,

lo que es una contradiccién. Luego 7™ (z) — z. Puesto que TV es continua y T
es débilmente asintéticamente regular se sigue que 7% (z) = z. Como consecuencia
TN™(z) = =z, para todo m y de nuevo la regularidad asintética de T implica que
T(z) =z. |

Observacién 2.2.4.

Es conocido que X satisface la propiedad GGLD si X es UKK 6 X satisface la
condicién de Opial uniforme. Bajo estas hipétesis, el Teorema 2.2.3 es una conse-

cuencia de los resultados de [BKR] y [Ln].

2.3 Punto fijo comun para una familia conmuta-

tiva y convergencia de iteradas

La caracterizacién del conjunto de puntos fijos de aplicaciones asintéticamente no-
expansivas como retractos no-expansivos, permiten demostrar la existencia de punto
fijo comun para familias de aplicaciones asintéticamente no-expansivas a través de

las propiedades de la interseccién de retractos no-expansivos.

Teorema 2.3.1. Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto débilmente

compacto y convezo de X. Supongamos que toda aplicacién asintdticamente no-
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expansiva de C en. st mismo satisface la (P)y-fop. Entonces para una familia arbi-
traria conmutativa G de aplicaciones asintdticamente no-ezpansivas de C' en st mis-
mo, el conjunto de puntos fijos comin de G es un retracto no vacio y no-expansivo
de C. 7

En particular, el resultado es vdlido para las hipdtesis sobre el espacio X del

Corolario 2.2.1.

Demostracion:

En primer lugar demostraremos que si card G = n, n = 1,2..., el conjunto de
puntos fijos comun de G es unl retracto no vacio y no-expansivo de C. La prueba la
haremos por induccién en n.

Si card G = 1, el resultado se sigue del Teorema 2.2.2.

Supongamos ahora que la conclusién es cierta para card G = n — 1 y sea
G = {T1,T»,...,T,.,} una familia conmutativa de aplicaciones asintéticamente no-
expansivas de C en s{ mismo. Consideremos la familia {71 07; : ¢ = 2,...n}. Puesto
que tenemos una familia conmutativa de n — 1 aplicaciones asintéticamente no-

expansivas, la hipétesis de induccién 1mphca que existe una retraccién no-expansiva

R de Cen ﬂ Fiz(T) o T;). Ademsés, ﬂ Fiz(T) o T;) es un conjunto no vacio y 13-

i=2 $=2
invariante. En efecto, si T70T;(x) = x parat = 2, ...n se tiene T3 (z ﬂ Fiz(T10T),
=2
pues T10T;(Ty(z)) = TyoTy0Ti(z) = Ti(x). Porotrolado T1oR : C — ﬂ Fiz(T)0T;)
=2

es una aplicacién no-expansiva. En efecto,

TioR=Tio(T1oT}) e R=T{" o Ty o R,

y para todos z,y € C tenemos

ITy o R(z) = Ty o R(y)|| < [TFHIT3 |z — yll.

Tomando limite cuando & — oo obtenemos que 73 o R es no-expansiva. Por el



2. Estructura del conjunto de puntos fijos 47

Teorema 2.2.2, Fiz(Ty o R) es un retracto no vacio de C. Si z € Fiz(T; o R)

tenemos que z € ﬁ Fiz(Ty o T;) y por tanto R(z) = z. Como consecuencia x =
i=2

TyoR(z)=Ti(z) y z € Fiz(Ty). Asi Fiz(T;0 R) C ﬁ Fiz(Ty o T;) N Fix(T1), lo

=2
cual claramente implica que Fz::c(Tl oR) C ﬁ Fiz(T;).
i=1
Por otro lado ﬁan‘(TJ C Fiz(Ty o R). Efectivamente, si z € ﬁF iz(T;),

i=1 i=1

se tiene o € ﬁ Fiz(Ty o T;). Luego R(z) = z y z € Fiz(Ty o R). Por tanto

=2 B

Fiz(TyoR) = ﬂ Fiz(T;) lo que completa la prueba para el caso finito.

Sea F la famlha de conjuntos resultantes de la interseccién del conjunto de puntos
fijos comun de un nimero finito de aplicaciones de la familia G. Acabamos de probar
que F es una familia de retractos no-expansivos de C' y claramente esta familia estd
dirigida por la inclusién de conjuntos. Puesto que C' tiene la FPP y la CFPP el

resultado es una consecuencia inmediata del Lema 1.1.1. [ |

Observacion 2.3.1.

Observemos que en la demostracién de este teorema, la obtencién de punto
comun para una familia finita se deriva casi directamente de que sus conjuntos de
puntos fijos sean retractos no-expansivos. Como tal hecho es cierto en el marco de
trabajo del Teorema 2.2.2 podemos recurrir al Lema 1.1.2 para enunciar el siguiente

resultado.

Teorema 2.3.2. Sean X un espacio de Banach dotado de una topologia T de e.v.t.
mds débil que la inducida por la norma y tal que la norma sea T-semicontinua in-
feriormente. Consideremos C un subconjunto acotado, convero, T-secuencialmente

compacto y T-compacto de X, tal que toda aplicacion asintéticamente no-expansiva
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de C en st mismo satisface la (P),-fpp. Entonces para una familia numerable con-
mutativa G de aplicaciones asintdticamente no-ezxpansivas de C en st mismo, el

conjunto de puntos fijos comin de G es un retracto no vacio y no-expansivo de C'.

Gracias al Corolario 2.2.2 las hipétesis de este teorema incluyen el caso en que
X sea el espacio Li(u) con la clm topologia.

Como ya comentamos en el Capitulo I, no es conocido si el Lema 1.1.1 es vélido
para topologias distintas de la débil y por tanto, si el Teorema 2.3.1 puede extenderse

a topologias arbitrarias . u

Otra consecuencia de las propiedades de la interseccién de retractos es la sigu-

iente.

Corolario 2.3.1. Sean X un espacio de Banach y C un subconjunto débilmente
compacto y convezxo de X. Supongamos que toda aplicacion asintoticamente no-
expansiva de C en st mismo satisface la (P)y-fpp. SiT : C — C es una aplicacion

eventualmente asintdticamente no-expansiva (i.e. existe un entero N > 1 tal que
IT%() = T* W)l < killz =yl >N,

donde {k;} es una sucesién de nimeros reales con limk; = 1), entonces T tiene un
1

punto fijo. Ademds, Fix(T) es un retracto no-expansivo de C.

Demostracidn:

Es facil comprobar que para una aplicacién f definida de C' en si mismo se tiene
Fiz(f) = Fiz(f*) N Fiz(f**1). Bajo las hipétesis del Corolario 2.3.1 Fiz(T¥)
y Fiz(TN*!) son conjuntos no vacios. Como TV y TN*! son asintéticamente no-
expansivas, Fiz(T) = Fiz(T"V)N Fiz(TN*!) es un retracto no vacio y no-expansivo

de C. ]

Como consecuencia de la existencia de una retraccién T-ergédica para una apli-
cacién T : C — C, pueden obtenerse resultados de convergencia de las iteradas de

T.



2. Estructura del conjunto de puntos fijos 49

Proposicién 2.3.1. Sean C' un subconjunto débilmente compacto y convezo de un
espacio de Banach X, T : C — C una aplicacidn con Fiz(T) # @ y supongamos
que dist(T™(z), Fiz(T)) — 0 cuando n — co. Si existe una retraccién no-expansiva
R : C — Fix(T) satisfaciendo RT = R, entonces T"(z) converge a R(z).

Demostracidn:

Para un nimero ¢ > 0 podemos encontrar un entero N > 1 tal que
dist(T"(x), Fiz(T)) <e  ¥Yn> N.

Elijamos p,; € Fiz(T) para cada n > N tal que || T"(z) — pa|| < €. Entonces

IR(z) = T"(@)]| < 1R(2) = pall + llpn = T"(2)lI.
Ademads
|1B(z) = pall = |R(T™()) = R(pa)ll < [T"(z) - pull,
lo cual implica que ||R(x) —=T™(z)|| < 2||T™(x) — pa|| < 2¢ y esto concluye la prueba.
=

Corolario 2.3.2. Sean X,C y T como en el Teorema 2.2.83 a). Si existe una
constante ¢ > 0 de forma que para cada x € C, ||x — T(z)|| > ¢ dist(z, Fiz(T)),

entonces T™(z) converge a R(z).

Demostracién:

Por hipédtesis

¢ dist(T"(z), Fiz(T)) < | T*(z) = T" ! (2)|| Vn>1.

Luego, dist(T™(x), Fiz(T)) — 0 cuando n — oo y la conclusién se sigue de la

Proposicién 2.3.1. .

Observemos que este corolario puede verse como un reciproco de un resultado

de tipo ergddico.



Capitulo 3

Teoremas de Punto Fijo para
Aplicaciones No-expansivas

Multivaluadas

En el presente capitulo presentaremos resultados de existencia de puntos fijos para
aplicaciones multivaluadas no-expansivas con rangos contenidos 6 no en sus domin-
ios; principalmente encaminados a extender y generalizar el Teorema de Kirk-Massa
(Teorema 1.6.3) a espacios, cuyas geometrias vienen descritas en términos de los

médulos de no compacidad asociados a las distintas medidas de no compacidad o,

Y X

El marco de trabajo del Capitulo 3 vendrd dado, en general, por un espacio de
Banach X y una topologia 7 de e.v.t. sobre X tal que la funcién norma es 7-slsc.

Comenzamos la primera seccién probando que un espacio de Banach X verifi-
ca la condicién T-uniforme de Opial si y sélo si Ax,,(17) = 1. A continuacién
obtendremos el teorema principal de esta seccién que por un lado relaciona el cen-
tro asintético de una sucesién regular respecto de un subconjunto 7-secuencialmente

compacto del espacio de Banach X con su médulo de compacidad Ax g(-), y por otro

50
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con el médulo de compacidad Ax,(-) si ademés X satisface condicién de Opial no-
estricta respecto a 7. Como consecuencia de los resultados precedentes se obtendra
la unicidad del centro asintético de una sucesién regular respecto de un conjunto 7-
secuencialmente compacto si el espacio X verifica la condicién 7-uniforme de Opial.
Veremos con un ejemplo que no podemos debilitar la hipétesis sobre la regularidad
de la sucesién. Ahora bien, puesto que para una ultra red los radios asintéticos de
todas sus subrredes respecto de un conjunto débilmente compacto y convexo coinci-
den, probaremos un resultado andlogo al anterior para centros asintdticos de redes
en términos, esta vez, del médulo de convexidad no-compacta asociado a la medjda

de no compacidad de Kuratowski a.

Como hicimos notar en el Capitulo 1, el método de los centros asintéticos as
como clertas propiedades de estos conjuntos son claves en la obtencién de puntos
fijos para aplicaciones multivaluadas no-expansivas. De igual forma, los resultados
precedentes sobre los centros asintdticos seran definitivos para la localizacién de
puntos fijos de este tipo de aplicaciones, en los teoremas de la segunda y iltima
seccién del presente capitulo.

Probaremos un resultado de existencia de punto fijo para una aplicacién multival-
uada no-expansiva y 1-x-contractiva definida en un subconjunto cerrado acotado y
convexo C' de un espacio de Banach X, con imagen en los subconjuntos compactos y
convexos de C, si el espacio X tiene caracteristica de convexidad no compacta eg(X)
menor que uno (en particular si X es casi uniformemente convexo). Merece la pena
destacar que el hecho de que la imagen de la aplicacién caiga en su dominio permite
suponer que C' es separable y asi podemos trabajar con los centros asintéticos de
sucesiones. Este resultado serd consecuencia de otro més general formulado para
una topologia 7 en las hipStesis antes mencionadas. Si, adem4s el espacio ambiente
X verifica la condicién de Opial no-estricta se probar4, usando algunas propiedades
de conjuntos x-minimales, que la x-contractividad puede evitarse. Un ejemplo con-
firmard que este resultado generaliza el Teorema de Kirk-Massa.

Los 1ltimos teoremas del Capitulo 3 van a ser extensiones de los resultados
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anteriores a una aplicacién multivaluada no-expansiva con imagen en un espacio
maés grande que el de partida. En ellos necesitamos trabajar con centros asintéticos
de redes pues no puede suponerse la separabilidad del dominio de la aplicacién, lo
que nos obliga a utilizar la relacién antes mencionada entre el centro asintético de

redes y el modulo de convexidad no compacta Ax 4(-).

3.1 Moébdulos de no compacidad y centros asintéticos

En esta seccién vamos a estudiar relaciones entre ciertas propiedades geométricas
" de un espacio de Banach X y los médulos de no compacidad definidos en la Seccién
14

Sean X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. sobre X. Para comenzar
vamos a establecer una relacién entre la condicién 7-uniforme de Opial de un espacio

X y el médulo Ax, -(-). Con este fin haremos uso del siguiente lema:

Lema 3.1.1. Sea X wun espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. sobre X
tal que X cumple la condicidn de Opial no-estricta respecto a 7. Si {x,} es una

sucesion acotada T-convergente a un vector x, entonces
x{z,}) = limsup ||z, — z||.
n

Demostracién:

Por definicién de limite superior, para cada € > 0 podemos encontrar un ng € N
tal que ||z, ~ z|| < limsup ||z, — z|| + € para todo n > ng, y de aqui x({z, : n €
NY) < limsup ||z, — z[.

Para dgmostrar la desigualdad contraria, supongamos que {z, : n € N} puede
ser finitamente recubierto por bolas de radio r < limsup ||z, —z||. Consideremos una

subsucesién {y,} de {z,} de manera que lim ||y, —z|| = limsup ||z, — z||. Entonces,
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debe existir una subsucesién {yy,, } de {y.} contenida en una bola B(y, ) para algin

y € X. Por tanto, obtenemos
limkinf lyn, — yll < r < limsup lzn — z|| = lim ||y, — z|| = limkinf 1Yne — zll,
n n

lo cual contradice el hecho de que X verifica la condicién de Opial no-estricta, pues

{yn, } es T-convergente a z. ‘" u

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio de Banach y T una topologia sobre X tal que la
funcién norma es T-slsc. Entonces, X verifica la condicién T-uniforme de Opial si

y s6lo st Ax,r(17) = lirln_ Ax, (€)= 1.

Demostracién:

Supongamos que X verifica la condicién 7-uniforme de Opial. Sea cualquier
nimero positivo € < 1. Por definicién de Ax, ,(¢), dado n > 0 podemos encontrar
una sucesién {z,} en Bx tal que x({zn}) > €, 7 — limz, = wy lwl]] > 1-=n~—
Ax - (€).

Tomemos una subsucesién {z,, } de {z,} tal que limsup ||z, — w| = liin |zn, —
w||. Por el lema anterior se tiene que x({zn, }) = liin ]]mn:—wH = limnsup |z, —wl|| =
x({za}) 2 €.

Sea y,, = Tp, — w. Teniendo en cuenta que X({Yn,}) = X({Tn.}) ¥ que rx-(*)

es una funcién creciente, deducimos

1 > lim infy ||z, ] _ liminfy 1 Yn, + wl| S14 TX,T(U'—UJ—“> >
€ € € €
1+ rx;(l — 1= fxx'xz’(é)).

Sil—n— Ax,-(17) fuese un niimero positivo, usando la continuidad de 7x - (-)

y haciendo tender ¢ — 1~ en la desigualdad anterior, obtendriamos que rx (1 —7—
Ax,.-(17)) <0, lo que contradice la condicién 7-uniforme de Opial. Resulta pues

que 1-n—Ax, -(17) < 0, y como 7 hasido elegido arbitrariamente , Ax, ~(17) = 1.

-
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Reciprocamente, supongamos que hm Ax,-(€) =1. Sea ¢ > 0. Atendiendo a
la definicién de rx -(c), dadon > 0, ex1ste una sucesién {z,} T-convergente al vector

nulo con liminf ||z,|| > 1, y un vector z € X, ||z|| > ¢ tales que
liminf ||z, + z|| < 1 +rx.(c) + 7.
n

- Por otro lado, la definicién de rx -(0) implica due liminf ||z, +z|| > 1+7x.(0) pai’a

todo ¥y € X. Como consecuencia

x({z +zn}) = x({za}) 2 1 +7x+(0),

-

siendo esto cierto también para cualquier subsucesién de {z,}.
Tp+T -

L+rxz(c)+n
”ynk” S l, y ademas

Para cierta subsucesién {y,,} de {yn} se tendrd que

Sed y, =

X)) 2 e
x
Puesto que 7 — limy,, = obtenemos:
" e 7 = W Yn, 1+rx.(c)+n

c ||
L+rx(c)+n =~ 14+rx.(c)+n

Como 7 > 0 es arbitrario concluimos

c <1 —Ax,x,r(< 14+ rx-(0) )-)

l+rx.(c)+n l+rx-(c)+n

De aqu{ y sin olvidar que lim Ax, ,(¢) =1, se sique que rx -(c) > 7x,(0), para
€e—1~

todo ¢ > 0. Esto nos lleva a que rx.(0) = 0, pues de lo contrario rx,() seria

constante en [0, —7x -(0)]. Luego, rx -(c) > 0 para todo ¢ > 0, lo que equivale a que

X verifique la condicién 7-uniforme de Opial. L

Este resultado constituye una generalizacién, para una topologia arbitraria, de
la caracterizacién en términos del médulo de convexidad no compacta dada por [Pr],

de un espacio reflexivo que verifica la condicién de Opial uniforme.
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Antes de proseguir con nuestros resultados daremos un tultimo detalle de no-

tacién.

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio de Banach, D un subconjunto acotado de X
y C un subconjunto cualquiera de X. Se define el radio de Chebyshev de D relativo

a C como:
re(D) = inf{sup{|lz —y||:y € D} : xz € C}.

El siguiente teorema establece una conexién entre el centro asintdético de una
sucesién y los médulos Axs,(-) ¥y Axy,-() ¥, jugard un importante papel en las

demostraciones de los resultados obtenidos en todo el Capitulo en curso.

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida en
X, tal que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Consideremos C' un subconjunto
T-secuencialmente compacto de X y {z,} una sucesién acotada en C que es reqular

con respecto a C. Entonces

TC(A(C’ {Tn})) < (1 - AX,,@,T(]-—))T<07 {Tn})

Ademds si X satisface la condicién de Opial no-estricta con respecto a T, se tiene

que

re(A(C,{zn})) £ (1 = Axyr(17))r(C, {zn}).

Demostracidn:

Denotemos por r = 7(C, {z,}) y por A = A(C, {z,}). Como vimos en la Seccién
2.1, la 7 compacidad secuencial de C' garantiza que A # 0.

Consideremos {y,} una subsucesién de {z,} T-convergente a un elemento z € C
y tal que existe el limite 1111;21 lyn — ym||. Por ser {z,} regular relativa a C (ver
Definicién 1.4.3) r = 7(C,{y.}) y, puesto que las funciones de tipo 7-nulas son

T-slsc, se tiene que
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r < limsup [|lyn — 2|l < liminflimsup [y, — ym|l = lim llyn — Ymll-

Luego A({gn}) > 7.
Por otra parte, si X satisface la condicién de Opial no-estricta respecto de 7, el

Lema 3.1.1 nos dice que
X({yn}) = limsup [lyn — 2| = 7.

Sea cualquier z € A, entonces = € A(C, {yn}) con lo que r = lim sup ||yn -zl

Por tanto, dado € > 0, ||y, — z|| < r + € para n natural mayor o 1gual que un cierto

yn"'x}
r+e€ n>ng

z—z
esté contenida en la bola unidad de X, es T-convergente a— y 16} ( e }) > 2

ng € N. Asi pues, la sucesién

. I’ gn -z
Para X en el segundo supuesto se tiene ademds que X({VT — })_ = De-

duciéndose que

o =2l (1= Axor (=) Jr +0)

+€

o = 2ll (1= Axur (=55) ) (r ).

si X satisface la condicién de Opial no-estricta respecto de 7.
Ahora tomando limite cuando € tiende a cero, y puesto que estas desigualdades

son clertas para todo x € A la prueba queda completada. [

Como sabemos el centro asintético de una sucesién en un espacio UCED es vacio
6 estd constituido por un tnico punto. Si unimos el resultado anterior al Teorema

3.1.1, obtenemos esta propiedad del centro asintético bajo otras hipétesis.

Corolario 3.1.1. Sean X, 7, C y {x,} como en el Teorema 3.1.2. Sv X satisface

la condicion T-uniforme de Opial, entonces A(C, {z,}) es unitario.
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De paso también deducimos que en espacios con la condicién 7-uniforme de Opial,
la relacién del Teorema 3.2.1 es la mejor posible. En el Ejemplo 3.2.1 se dard un

ejemplo no trivial en el que este hecho también es cierto.

Observemos que si 7 es la topologfa débil, la prueba del Teorema 3.1.2 puede
adaptarse al supuesto de que C' sea un subconjunto cerrado y convexo de un espacio
de Banach reflexivo. En este marco, si atendemos a la relacién existente entre
los médulos de convexidad no compacta asociados a o y §, podemos enunciar el

siguiente corolario.

Corolario 3.1.2. Sea C' un subconjunto cerrado y convezo de un espacio de Ba-
nach reflexivo y {x,} una sucesién acotada en C que es regular con respecto a C.

FEntonces

ro(A(C {zn})) < (1 = Ax,a(17))r(C, {zn})-

En vista de los resultados precedentes, nos parecié interesante intentar suprimir
la hipétesis de regularidad de la sucesién; tal posibilidad nos llevaria, por ejemplo,
a que los espacios con la condicién de Opial uniforme tendrian centros asintéticos
unitarios. Desafortunadamente, la respueta es negativa como justificamos con el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.1.1.

Sea £5° := (R?, || - ||) y consideremos X el espacio producto £3° x £; con la norma

1
l@ )l =(llali% + 19)", ze 6y et

Comencemos probando que

2
Ax,a(e)zl—\/l——%.
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Al estar ¢, isométricamente contenido en X, es casi evidente que

2
Axale) S Apale) =1—1/1- .

Pasemos a estudiar la desigualdad contraria. La relacién entre las medidas de
no compacidad de Kuratowski y de Hausdorff (ver Seccién 1.4) permiten establecer

de forma inmediata que
€

Axole) > Ax,y <§> :

para todo € > 0. Estimemos el valor de Ay ,(5). Puesto que X es un espacio

-

reflexivo, este mddulo puede expresar como
Ax,x(§>= inf{l — ||z|| :w—=limz, = 2, ||z.]| <1, x({zn}) > %}

Sea {(Zn, y»)} una sucesién en X débilmente convergente a un vector (z,, yo) € X

tal que [[(zn, yu)ll <1y x({(@n,¥)}) > 5.
De ser w — im(Zn, yn) = (T, Yo) se sigue que limz,, = z, y que {¥,} converge
n n
débilmente a y, en ¢5. Pasando a subsucesiones si fuese necesario podemos suponer

que existen los lmites lim ||y, — Yoll2 ¥ lim ||yn||2, ¥ entonces

lim [lya |13 = lloll3 + lim llyn — o3,

(ver [ADL, Capitulo V).
Por otro lado, no es dificil probar que X satisface la condicién de Opial uniforme

con médulo de Opial igual al de ¢5, luego aplicando Lema 3.1.1 se tiene

X{(Zn,yn)}) = limnsup (%, ¥n) = (To; Yo) | = lim [y — Yoll2 > -;—

Entonces
1> limyg || (@0, ya) P = limn 2013, + [[ya]13
= [lzoll3 + Ilyoll3 + limn [lym — goll3
= [| (o, yo)II* + limy flyn — o3
> [[(o, o)l + 5
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Con lo cual ||(z,, yo)|| < - %. Por tanto,
€ €2
Ax, (=) >1—4/1—-—
X X(2) 4 ’
deduciéndose, como queriamos demostrar que
2
AX’Q(E) =1- 1——4—

( Observemos que Ax,(€) < Ag,,(€) = 1 —+/1—¢€?, y entonces Ax,(e) = 1 —

V1—¢e?).

Consideremos ahora la sucesién {z,} € X dada por z, = (z, O) donde z,, € R?

-

es la sucesién zo,—1 = (—1,0) y 22, = (1,0) para cada n € N.

Si B es la bola unidad de £3°, sea C = B x {0}. Claramente C' es un subconjunto
~ débilmente compacto y convexo de X y contiene a la sucesién {z,}. Es un ejercicio
sencillo probar que 7(C,{z,}) = 1 y que A(C,{z.}) = {((0,),0) : y € [-1,1]}.
Luego r¢(A(C, {2,})) = 1 y sin embargo 1 — Ax,(17) = 32@, que no es mayor que
1.

De otro lado, 1 — Ax,(17) = 0 pues X satisface la condicién de Opial uniforme

y sin embargo, A(C, {z,}) no es un conjunto unitario. u

El hecho de que una ultra red es n-regular respecto de un conjunto débilmente
compacto y convexo, nos hizo plantear si podriamos conseguir un resultado andlogo
al Teorema 3.1.2 en términos de redes. La respuesta afirmativa la encontramos en

el proximo teorema. Pero antes precisamos del siguiente lema preliminar.

Lema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach y {z, : & € D} una red débilmente

convergente a x € X. Entonces

) Aa = {=},

a€D
donde A, =to({zg: B > a}).
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Demostracién:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z = 0. Por hipédtesis, O es
adherente a {z5 : § > a} para todo a € D, luego estd en A, (pues es convexo),y

entonces 0 € ﬂ A,.
’ acD
Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe a € ﬂ Ay, a # 0. Por el

aeD
teorema de Hahn-Banach, existe f € X* tal que f(a) = |jal| y ||fll = 1. Puesto que

0=w-limz,, dado e = ﬂgﬂ existe a, € D de manera que | f(z,) |[< € sl a > a,.

k k
Ahora bien, como a € A, existe b = Z AiTg, con Z =1 X2>20 06> a
i=1 i=1

tal que |ja — b]] < e. Entonces se tiene

lall = f(a) = fla—b) + F(B) S e+ Y _Nifl(zs) < 2¢ < |fall,

=1

que es una contradiccion. u

Teorema 3.1.3. Sea C' un subconjunto cerrado y convezo de un espacio de Banach

X reflezivo y {zg : § € D} una ultra red acotada en C, entonces

ro(A(C, {zs})) < (1 = Axo(17))r(C, {zs}).

Demostracién:

Denotemos por r = 7(C, {z5}) y por A = A(C,{xg}), que es un conjunto no
vacio ( Seccién 1.4). Dado que o({zg : 8 € D}) C C es un conjunto débilmente
compacto, la ultra red {z3 : @ € D} converge débilmente a un elemento z € C.
Ademas para cada z € C existe li/rjn lzg — z||.

Vamos a empezar demostrando que a({zg: § € D}) > .

En efecto, sea d > a({zs : § € D}), entonces existe una cantidad finita de
subconjuntos de C, By, B, ..., B, (que podemos suponer disjuntos) cuyos didmetros

son menor 6 igual que d que recubren {zs: § € D}.
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Debido a la definicién de ultra red se tiene que {zg : § € D} estd eventualmente
n

en B; 6 estd eventualmente en U B;. Supongamos en primer lugar que estd even-

i=2
tualmente en B, entonces {z5 : 8 > B,} C B, para cierto 8, € D. Luego para

cualquier punto x de B, se tiene que
lzg — z|| £ d, paratodo 8> ,.

Asi pues

< li g — 2| <
r< lim llzs - ol < d,
y como consecuencia a({zg: [ € D}) >r.

n
En el segundo supuesto existird 8, € D tal que {z5: 8 > Bo} C U B;. Como
=2

esta subred es de nuevo una ultra red, razonamos como hicimos antes con toda la
n

red, y entonces {xg : B > [,} estd eventualmente en By 6 eventualmente en U B;.
i=3
En el primer supuesto obtendriamos de nuevo que a({zg: § € D}) > r. Siguiendo

este procedimiento finito llegamos al resultado deseado.

Observemos que este mismo argumento es valido cualquiera que sea la subred

{,I:’Y/YZﬁ}7/8€D
Sea z € A. Como lién |zg — z|| = r, cualquiera que sea € > 0 podemos encontrar

B, € D de manera que ||z — z|| < T + € para todo 8 > [,.
Entonces si llamamos Ag = @({T, — T},>3), se tiene que Ag C B(0,7 +¢€) y

a(Ag) = a({zy — T}y2p) 2 7, para cada § > f,.
De la definicién de Ax o(-) se desprende la desigualdad

jaf llyll = d(0, 49) <(1 - Axa () )+,

para 3 2> [,.
Por ser Ag un conjunto débilmente compacto resulta que iEnAf lwll = llysll para
yEAg

cierto yg € Ag . Dado que los conjuntos Ag estdn dirigidos por inclusién, la red

{ys : B > B,} estd contenida en Ag,. Luego tendrd una subred convergente a
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un punto, que obviamente es adherente a Ag,. Como consecuencia este punto es

adherente a cada Ag para § > B,. En virtud del Lema 3.1.2, el tnico punto que

puede ser adherente a todos estos conjuntos es z — z, luego z —z = w — lién 2g..
De este modo, sin més que aplicar la débil semicontinuidad de la norma obten-

emos que

2 — 2| 3(1 — AX,Q<T——§_—€>>(T +e),

y haciendo tender € a cero

Iz — 2| §<1 - Ax,a(r))r.

Como esta relacién es cierta para todo z € A(C,{zs}), de forma inmediata con-

seguimos la desigualdad deseada. om

3.2 Teoremas de Punto Fijo para aplicaciones no-

expansivas multivaluadas

El Teorema de Kirk-Massa para aplicaciones no-expansivas multivaluadas, no puede
ser aplicado a espacios casi uniformemente convexos; pues en tales espacios, el centro
asintético de una sucesién acotada en un subconjunto cerrado, acotado y convexo,
no es necesariamente compacto. El siguiente ejemplo debido a S. Prus [Pr] ilustra

este hecho.

Ejemplo 3.2.1.

Sea a un numero real 0 < a < 1y X, el espacio #; renormado como sigue. Para
o

T = Z zrer ( {ex} denota la base estdndar de ;) definimos su norma
k=1

1
oo 2
||, = sup <:ri +a E :ri) .
n

k=n+1
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Sin dificultad se prueba que |- |, es equivalente a la norma usual de ¢5. En [Pr] es
probado que X, es casi uniformemente convexo para cada a.

Consideremos {z,} una sucesién en X, tal que w — limz, = 0 en X,, = €
X, y supongamos que existe lim |z, — z|, . Puesto que Zgny Xa son isomorfos se
tiene que w — limz, = 0 en E; Usando un argumento habitual para espacios con
base incondicionnal, podemos encontrar una subsucesién de {z,} que, sin pérdida de
generalidad seguiremos llamando {z,}, y una sucesién {y,} de soportes disjuntos
tal que

lim [ — galle = 0.
De nuevo por la equivalencia de las normas se tiene que lim |z, — yn|, = 0. No es
dificil demostrar que en estas condiciones existe 2z, € X, de Iganera que Y, Y 2, tienen
soportes disjuntos y liTIln [Yn—2|a = li7lln |y — 2n|o- Luego liTILn |z, —z|, = liTILn [Yn — 2n)a-

Tenemos pues que

lim, |z, — 2|, = lim, |Yn — 2u|a

= lirrlnsup <(yn(/€) - Zn(k)>2 +a Z (yn(d) — Zn(]))2>

k j=k+1

—

= liT{n s%p <yn(k)2 + 2,(k)? +a Z yn(4)’ + a Z Zn(j)2>

j=k+1 j=k+1

D=

> lim sup sup <yn(k7)2 +a Z yn(j)2>

n k j=k+1

= lim sup |yn|a = limsup |z,
n n

De donde se deduce que X, satisface la condicién de Opial no-estricta.

De esta condicién obtenemos que para cada = € X,
limsup |z — e,|, > 1,
n

mientras que para todos k,n with £k <n

V1 —aer —eyla =1
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Por tanto, se concluye que
A(Bx,,{en}) 2 V1—a co{en}
y, en particular A(Bx,, {e,}) no es compacto.

Estos espacios sirven de ejemplo para afirmar que la relacién resultante en el
Teorema 3.1.2 es la mejor posible. En efecto, si denotamos por A = A(Bx,, {en}),

vamos a probar que

TBx, (A) = (I'— Ax, x(17))r(Bx., {en}) = V1—a

Como {v1—ae,} C A es facil ver que rg, (A) > /1 —a (de hecho es una
igualdad). Evidentemente r(Bx,,{e,}) = 1 y {e.} es regular respecto de By,.
Bastaria probar que 1 — Ax, ,(17) < +/1 — a para obtener la desigualdad deseada.

Sea € < 1 fijado. Por definicién de Ay, ,(¢), dado n > 0 existe una sucesién
{z,} C By, débilmente convergente a cierto z € X, con x({z,}) > € de manera
que

2l 2 1= Axnle) =7

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe lim |z, — z|, y, puesto que
n

T, —x — 0, razonando como antes podemos suponer también que x, —x y = tienen

soportes disjuntos. Por otro lado como X, satisface la condicién de Opial no-estricta

tenemos que x({z,}) = lim |z, — z|, > €. Entonces

1> limsup, |z,|2 = limsupsup (acn(k)2 +a Z xn(j)2>

" k j=k+1
= limsupsup <(mn</c> —a(R)2 ek +a S (@) —2()P +a Y w)
n j=k+1 j=k+1

> alim ||z, — zl2° + |2[* > alim |z, — z]a* + 2] > ae® + |z|2.

)
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De aqui
1- AXG,X(E) S “'I‘lla +77 S m+7]

Como consecuencia de la eleccién arbitraria de n y haciendo tender € a 1, obtenemos

1- AXa,x(l—') <41 -a. ]

Observemos que en este ejemplo tampoco podemos aplicar el teorema de Lami-
Dozo [La] para obtener punto fijo, puesto que X, no satisface la condicién de Opial

en sentido estricto.

El objetivo fundamental de esta seccidén es proporcionar resultados de existencia
de punto fijo para aplicaciones no-expansivas multivaluadas en espacios que incluyen,
entre otros, a los casi uniformemente convexos. Previamente, expondremos algunos
hechos auxiliares que nos permitirdn hacer una presentacién mds directa y simplifi-

cada de las pruebas de dichos resultados.

La importancia del centro asintético de una sucesién en la teoria de aplicaciones
no-expansivas univaluadas parte del hecho siguiente: si C' es un subconjunto de un
espacio de Banach X y {z,} C C es una sucesién de puntos fijos aproximados de
una aplicacién T : C — C no-expansiva, entonces A(C,{z,}) es invariante bajo
T. El resultado que exponemos a continuacién puede ser interpretado como una
adaptacién de este hecho a aplicaciones no-expansivas multivaluadas, y de igual
forma constituye un punto de partida en la obtencién de puntos fijos para esta clase
de aplicaciones.

En lo que sigue consideraremos X un espacio de Banach y 7 una topologia de
e.v.t. definida en X.

Proposicién 3.2.1. Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. defini-
da en X, tal que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Consideremos C un sub-
conjunto acotado, T-secuencialmente compacto y separable de X, T . C — K(C)

una aplicacién no-expansiva y {x,} una sucesidn en C tal que limd(z,, Tz,) = 0.
n
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Entonces, eziste una subsucesion {z,} de {x,} de manera que
TzNA#Q, VreAd:=AC {z.})

Demostracién: _ 7 S

La separabilidad de C' permite aplicar el Lema 1.4.1 para encontrar una sub-
sucesién {z,} de {z,} que sea regular y asintGticamente uniforme respecto de C.
Denotemos por r := r(C, {z,}). Para cada n > 1 la compacidad de Tz, garantiza

que existe u, € Tz, tal que
l2n — und] = d(2n, T2,).

Tomemos z € A. Como Tz es compacto, podemos. encontrar v, € Tz satisfa-

ciendo
lun — vnl| = d(un, T2) < H(T 2y, Tx) < ||2n — 2],

y por el mismo razonamiento podemos suponer que {v,} converge a un punto Z €

T'z. De donde se sigue que
limsup ||z, — Z|| = limsup [|u, — v,|| < limsup ||z, — z| = .
Esto demuestra que & € A, y entonces Tz N A # (. u

Cuando 7 es la topologia débil, la Proposicién 3.2.1 es probada a lo largo de la

demostracién del teorema de Kirk-Massa tal como aparece en [X5].

Como primera aplicacién de la relacién entre los médulos de no compacidad y los
centros asintdticos expresada por el Teorema 3.1.2, obtenemos el siguiente teorema

de punto fijo para aplicaciones no-expansivas multivaluadas.

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. definida
en X, tal que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que X satisface
la condicion T-uniforme de Opial. Entonces si C es un subconjunto cerrado, acotado,
convezo y T-secuencialmente compacto de X y T : C — K(C) una aplicacion no-

expanswa, T tiene un punto fijo.
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Demostracién:
Fijado un elemento x¢ € C' y un entero arbitrario n > 1, la aplicacién 7,, : C —
KC(C) definida por

Thx = %mo +(1- %)Tz, z € C,
es una contracciéon multivaluada. En virtud del Principio de Contraccién de Banach
(Teorema 1.4.2) T,, tiene un punto fijo z, € C, y de forma inmediata se obtiene
que limd(z,,Tz,) = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {z,} es
regulz:r respecto de C. Del Corolario 3.1.1 se sigue A(C,{z,}) = {z} para cierto
z € C, lo que obviamente implica que {z,} es asintéticamente uniforme respecto
de C.  Con estos supuestos, no hay més que seguir la prueba de la Proposicién 3.2.1

para llegar a que

Tz A(C, {x,}) # 0.

Conluyéndose que = € T'z. n

Aunque este resultado estd implicito en el que enunciamos a continuacién, hemos

decidido incluir una prueba alternativa.

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio de Banach y T una topologia de e.v.t. definida
sobre X respecto de la cual X wverifica la condicidn de Opial. Supongamos que C
es un subconjunto cerrado, acotado, convezo y T-secuencialmente compacto de X y

T:C — K(C) es una aplicacidn no-expansiva, entonces T tiene un punto fijo.

Este teorema generaliza el teorema de E. Lami Dozo [La] para aplicaciones no-
expansivas multivaluadas, probado para la topologfa débil. Como la demostracién

del Teorema 3.2.2 es similar a la dada en [La| preferimos omitirla.

Observacién 3.2.1.
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e En los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 estamos suponiendo que el espacio X tiene
sucesiones T-convergentes que no lo son en norma. De lo contrario, dado que
C es un subconjunto 7-secuencialmente compacto y que siempre encontramos
una sucesién de puntos fijos aproximados en C|, i.e., una sucesién {z,} para
la cual hm d(:rn,T:rn) = 0, puede suponerse que {z,} es 7- convergente en C.

Entonces rT=T— hm T, es necesariamente un punto fijo de T

e Si 7 es la topologia débil y C es un subconjunto acotado, convexo y w-
secuencialmente compacto, C' también es cerrado en norma. Por tanto esta
hipétesis sobre C no serfa necesaria en los teoremas precedentes. Observe-
mos que tal hipitesis es usada para obtener una sucesién {z,} en C tal que
liTILn d(z,,Tz,) = 0. Probemos que para una topologfa arbitraria 7 también
podemos encontrar una sucesién de este tipo sin exigir que C sea cerrado en

norma.

Sea T : C — K(C) no-expansiva y C acotado, convexo. Dado z € 6”'“,
existe {2,} C C de manera que limz, = z. La continuidad de T respecto
de la métrica de Hausdorff, implica que la sucesién {T'z,} es de Cauchy en el
espacio métrico completo K (U”‘”) (ver [I, pdg. 297]) y por tanto lim Sup Tz, =
ﬂ U Tz € K (C’” ”) Definimos Tz = lim sup Tz,. Entonces se prueba sin

n>1k>n
dificultad que la aplicacién T : ol ok (U“'“) extiende T de forma no-
expansiva. Aproximando una sucesién de puntos fijos para T por puntos de

C' obtenemos una sucesién de puntos fijos aproximados en C.

Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. definida en X, tal que
las funciones de tipo 7-nulas son 7-slsc.
Supongamos que C C X es un subconjunto cerrado, acotado, convexo y T-

secuencialmente compacto. También supondremos que T : C' — KC(X) es una
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aplicacién no-expansiva y 1-x-contractiva, con T(C) acotado. Sea {z,} una sucesién

en C tal que T satisface la condicién
TrNA#0, VreA:=AC {z.})

Fijado zo € A y para un ntmero arbitrario u € (0, 1} consideremos la contraccién
T,: A— KC(X) definida por

Tz =pzo+ (1 —p)Tz, z€A

Sea B un subconjunto acotado y no precompacto de C. Puesto que T" es 1-x-

contractiva y T,,(B) = pxo + (¥ — p)T'(B) tenemos que

X(Tu(B)) = x(pzo+ (1 = w)T(B)) = x((1 — w)T(B))
= (1 - wx(T(B)) < (1 — wx(B) < x(B).
Por tanto, T, es x-condensante. Ahora bien, de ser A convexo se sigue que T,

satisface la misma condicién (de contorno) que T i.e.

TaNA#0, VzeA

En estas condiciones el siguiente Teorema de Deimling [D2, Teorema 11.5] asegura
que 7T}, tiene un punto fijo 2z, € A. Como consecuencia, podemos encontrar una

sucesién {z,} en A satisfaciendo lim d(z,,Tz,) = 0.

Teorema 3.2.3. ([D2]) Sean X un espacio de Banach y O # D C X cerrado,
acotado y convezo. Sea F : D — 2X\{0} una aplicacidn semicontinua superiormente

y y-condensante con valores cerrados y convezos, donde v(-) = af(-) J x(-). St

FxNIp(z) # 0 en D entonces Fiz(F) # 0. (Ip(z) es el conjunto “hacia dentro”
de z con respecto a D definido por Ip(z) :=={z+ My —1z): A >0,y € D}).

Con estos preliminares estamos en condiciones de demostrar el resultado principal

de esta seccién.
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Teorema 3.2.4. Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia de e.v.t. definida
en X, tal que las funciones de tipo 7-nulas son T-slsc. Supongamos que C es un
subconjunto cerrado, acotado, convexo, T-secuencialmente compacto y separable de
X. SiAxp-(17) >0y T :C — KC(C) es una aplicacion no-ezpansiva y 1-x-
contractiva, entonces T tiéne un punto fijo. |

Si T es la topologia débil la condicion de separabilidad de C no es necesaria.

Demostracion:

En el caso de que C' sea débilmente compacto y convexo, puesto que 7' es una
aplicacién de C' cuyas imégenes son compactos de C, puede construirse un subcon-
junto cerrado y convexo de C que sea separable e invariante bajo T (ver [GK2]).
Supongamos pues, que C es separable.

Usando los mismos argumentos que en el Teorema 3.2.1, encontramos una suce-
sién {z,} C C, que es regular respecto de C y tal que limd(z,,Tz,) = 0. Bajo
estas condiciones podemos, por un lado, aplicar la Propos?cion 3.2.1 para suponer,

sin pérdida de generalidad, que

TzNA#D, VreA:=AC, {z.})
y por otro, el Teorema 3.1.2 para obtener la siguiente desigualdad
ro(A) < Ar(C{zn}),

donde A :=1—Axg.(17) < 1.
De acuerdo con la observacién hecha antes del teorema, estd garantizado que
existe una sucesién {zl} en A satisfaciendo limd(z}, TzL) = 0. De nuevo podemos

suponer que {z,} es regular respecto de C, ademés de que

Tz N A #0, Vre A :=A(C {zL})

Si ahora aplicamos el Teorema 3.1.2 a la sucesién {z}, se tendréd que

rc(A') < Ar(C, {z,}).
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Puesto que {z}} C A se verifica trivialmente que
r(C,{za}) <rc(4)
y por tanto
rc(A) < Mrc(A).

Siguiendo este razonamiento inductivo, para cada ntimero natural m > 1 constru-
imos el conjunto A™ y la sucesién {z™}, donde A™ = A(C, {z™}), {z™}, C A™!

tal que limd(2)', Tx,') = 0 y de modo que se tiene la siguiente relacién
n

re(A™) < AMre(A).

Veamos que si eligimos un punto z,, € A™, la sucesién {z;, }m es de Cauchy. En

efecto, para cada m > 1 se tiene para todo entero positivo n:

Jmet = Tl < lomes = ] + o = 2
< diamA™ ! + ||z — |
Luego si tomamos limite superior cuando n — oo resulta:
|Tm-1 — Tm| < diamA™! +limsup, ||z™ — z,,|| = diamA™ ! + r(C, {z*})
< diamA™ ! 4+ rg(A™1) < 2rg(A™7Y) + re(A™Y)
= 3rc(A™1) < 3N Irg(A).
Puesto que A < 1, deducimos que existe z € C tal que z,, converge a z. Para

finalizar con la demostracién, bastaria probar que x es un punto fijo de 7. En efecto,

para cada m > 1,

AT, TTr) < ||Tm — 2| + d(z?, T2?) + H(Tz], Txp)
< 2|z — 27| + d(z7, Ty,

En primer lugar, tomemos limite superior cuando n — co para obtener:

d(Zm, Tom) < 2limsup ||2,, — 27| < 22" 1re(A),
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y ahora hacemos tender m a infinito en ambos lados de la desigualdad para concluir
que lim,, d(%,,, T7m) = 0. Entonces la continuidad de T implica que d(z,Tz) = 0

le. x € Tx. u

Observacién 3.2;2.

En el supuesto que X satisfaga la condicién de Opial no-estricta respecto de 7
podemos recurrir al Teorema 3.2.1 para obtener este mismo resultado, suponiendo
que Ax,-(17)>0. N

Corolario 3.2.1. Sea X un espacio de Banach tal que eg(X) < 1. Supongamos
que C és un subconjunto cerrado, acotado y convezo de X y T : C — KC(C) es

una aplicacidn no-expansiva y 1-x-contractiva. Entonces T' tiene un punto fijo.

Demostracidn:

En la Seccién 1.4 observamos que la condicién €g(X) < 1 implica la reflexividad
del espacio X, y claramente que Ax (1) > 0. Basta pues adaptar el Teorema 3.2.3
al caso de la topologia débil. n

Por la observacién anterior, si X satisface la condicién de Opial no-estricta, la
tesis del Corolario 3.2.1 sigue siendo cierta si €,(X) < 1. Mas adelante se verd
(Corolario 3.2.3) que bajo estas hipétesis sobre el espacio X podemos prescindir de

la x-contractividad de la aplicacidn.

Es interesante hacer notar que la clase de de los espacios para la que es valido este
corolario incluye a los espacios X casi uniformemente convexos, cuya caracteristica
de convexidad no compacta eg(X) es igual a cero (ver Seccién 1.4). Sin embargo,
contrariamente a los resultados precedentes de existencia de punto fijo para apli-
caciones no-expansivas multivaluadas, necesitamos afadir la y-contractividad de la

aplicacién T para obtener punto fijo.

Observacién 3.2.3.
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Si obviamos la hipétesis de ser T no-expansiva, la conclusién del teorema no es
cierta. Efectivamente, si By es la bola unidad cerrada de 4o y T : By — Bs esta

definida como sigue

T(z) = T(x1, 22, ...) = (/1 = ||z||?, 1, 22, -..),

es facil comprobar que T es una 1-y-contraccién sin punto fijo. "

En principio, no sabemos si la condicién de y-contractividad puede evitarse. De
hecho, es un problema abierto si toda aplicacién T : C — K(X) no-expansiva es
1-x-contractiva, incluso para aplicaciones univaluadas. Sin embargo, veamos que si
T :C — K(X) es no-expansiva con T(C) acotado, y B es un subconjunto acotado

y no precompacto de C obtenemos que

X(T(B)) < xc(B),

donde x¢(B) se determina tomando, en la definicién de la medida de no compacidad
X, recubrimientos de B por un niimero finito de bolas con centro en C. En efecto,
m
si B C U B(z;,7) con z; € C, entonces
i=1

m

T(B) ¢ | JT(z:) +rB(0,1).

=1
Puesto que T" toma valores compactos, las propiedades de las medidas de no com-

pacidad nos lleva a concluir que

x(T(B)) <,

y entonces x(T'(B)) < xc(B).
Esta observacién, nos induce a buscar espacios en los que la medida de Hausdorff
de un conjunto no dependa del espacio ambiente donde dicho conjunto se considere

sumergido. De esta forma T seria 1-y-contractiva. Tal hecho es cierto si el espacio
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X es separable o reflexivo (o més general si X 6 X* son débilmente compactamente

generados [ADL]) y satisface la condicién de Opial no-estricta.

- Teorema 3.2.5. Si X es un espacio de Banach separable o reflezivo, T una topologia
de e.v.t. sobre X tal que X cumple la condicion de Opial no-estricta respecto a T.
Supongamos que C es un subconjunto acotadb ] T-secuencialménte compacto de X
yT:C — K(C) es una aplicacidn no-expansiva, entonces T es 1-x-contractiva.
En el supuesto de que X sea un espacio de Banach reflexivo y T sea la topologia
débil, siT : C —, K(X) es una aplicacién no-expansiva y T(C) acotado, entonces

T es 1-x-contractiva.

Demostraéién:

Consideremos B un subconjunto infinito de C. En ambos supuestos sobre T,
se tiene que T(B) es un conjunto infinito y acotado. Por tanto existe una sucesién
{yn} C T(B) que es y-minimal (mirar [ADL, Capitulo III]) para definiciones y
propiedades relativas a la x-minimalidad).

Por hipétesis sobre el espacio X, la medida de no compacidad x es estrictamente

minimalizable, y entonces podemos suponer que

x({yn : n € N}) = x(T(B)).

El conjunto C' es T-secuencialmente compacto, luego existe una subsucesién de {y, }
que es T-convergente a un elemento y € C. En el segundo supuesto, se sigue de la
reflexividad de X que {y,} es débilmente convergente a un elemento y € X.

Tomando una subsucesién si fuese necesario, podemos suponer que 7 —limy, =y
y lim ||y, — y|| existe. Luego x({y» : » € N}) = lim |ly, — y|| en virtud del Lema
3.11. "

Ahora elijamos z,, € B tal que y, € Tz,. Tomando una subsucesién si fuera
necesario y siguiendo un argumento analogo al anterior, suponemos que T—Iiin Ty =

uweC, lirrln |z, — ul]| existe y x({z, :n € N}) = liTILn lzn — ul].
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Por otro lado, puesto que T toma valores compactos, tomamos u, € Tu verifi-
cando
yn — tnl| = d(yn, Tu) < H(Tz,, Tu) < ||z, —ull, n>1

- Por la compacidad de Tu y sin pérdida de generélidad, podemos suponer que {uy,}

converge en sentido fuerte a un punto v € T'u. Se sigue pues que,
x(T(B)) = hin |9 — yll < limsup [|yn — v|| = limsup lyn — uall
< lim |1z, — ul| = x({zx}) < x(B)

y.T es 1-x-contractiva. [

Remitiéndonos a la Observacién 3.2.2, deducimos del Teorema 3.2.5 los siguientes

enunciados.

Corolario 3.2.2. Sea X un espacio de Banach separable y T una topologia de e.v.t.
definida en X, tal que las funciones de tipo T-nulas son T-slsc. Supongamos que X
cumple la condicién de Opial no-estricta respecto a 7 y Ax,-(17) > 0. Si C es
un subconjunto cerrado, acotado, convezo y T-secuencialmente compacto de X y

T :C — KC(C) una aplicacidn no-expansiva, entonces T tiene un punto fijo.

Corolario 3.2.3. Sea X un espacio de Banach tal que €,(X) < 1, satisfaciendo
la condicién de Opial no-estricta. Supongamos que C es un subconjunto débilmente
compacto y convezo de X y T : C — KC(C) es una aplicacién no-expansiva.

Entonces T tiene un punto fijo.

Este corolario extiende el Teorema de Kirk-Massa en el sentido de que no exigi-
mos la compacidad de los centros asintéticos de sucesiones. En particular, el espacio
X, considerado en el Ejemplo 3.2.1, proporciona un espacio para el que este corolario

es valido y el Teorema de Kirk-Massa no lo es.
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Como ultimos resultados de este capitulo, vamos a extender los Corolarios 3.2.1
y 3.2.2, a una aplicacién multivaluada con imagen en un espacio mas grande que el

dominio de dicha aplicacién. Para ello contaremos con el siguiente resultado auxiliar.

Teorema 3.2.6. ([R3]) Sea D un subconjunto cerrado y convezo de un espacio de

Banach X y F : C — K(X) una contraccidn. Si Fz C Ic(z) para todo z € C,

entonces F' tiene un punto fijo

Teorema 3.2.7. Sea X un espacio de Banach tal que €,(X) < 1 y C un subconjunto
cerrado, acotado y convezo de X. Si T : C — KC(X) es una aplicacion no-

expanswa y 1-x-contractiva que satisface
Tx C Ie(z), Yz € C,
entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién:
Fijado o € C, para cada n > 1 consideremos la contraccién T), : C — KC(X)
definida por
T,z = %xo +(1- %)Tx, z € C.

Teniendo en cuenta que para cada z € C, el conjunto /o(x) es convexo y contiene
a C, es inmediato ver que T,z C Io(z) para todo z € C. Entonces podemos acudir
al teorema anterior para encontrar un punto fijo z, € C para T,,. De esta forma
obtenemos una sucesién {z,} en C tal que limd(z,,Tz,) = 0. Sea {n,} una ultra
red de la sucesién de nimeros naturales {n}n

La demostracién de este resultado la haremos mediante un procedimiento induc-
tivo andlogo al seguido en el Teorema 3.2.4. El primer paso que daremos serd probar
que si denotamos por A = A(C, {z,,}), se verifica que Tz NIy # 0, Vz e A

En efecto, la compacidad de Tz, implica que para cada n,, existe y,, € TT,,
tal que

1Zna = Ynall = d(Tny, Ton,)-
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Sea z € A, como Tz es compacto podemos encontrar z,, € Tz de modo que
1Yna = Znall = &(Yna, Tz) < H(TZn,, Tz) < ||Tn, — |-

También por compacidad z = lim z,, € Tx. Luego, bastar{a probar que z € I4(z).
«

Sir = 7(C,{Zn,}), por un lado tenemos que
lim [|n, — z[| = Iim [[gna — zn, || < lim [|2n, — 2] =1

y por otro, puesto que z € Tz C I¢(x), existe A > 0 tal que z = z + A(v — )
para cierto v € C. Para A < 1 es claro que z € C y por la desigualdad anterior

z€ AC IA(:I;). Supongamos que A > 1 y pongamos
v=pz+ (-, u:%e (0,1).
Entonces
lim ||z, — ol < plim||zn, — 2|l + (1 = ) lim [|za, — 2] <7,

de donde se sigue que v € A y entonces z € I4(x).
Asi pues, tenemos que la aplicaciéon T : A — KC(X) es no-expansiva y 1-x-
contractiva y verifica
TexNIs(z)#0 Vo e A

Ademas, en virtud del Teorema 3.1.3 se verifica
TC(A) -<— )‘T(C") {Tﬂ})v

donde A :=1—Ax,(17) < 1.
Fijemos z; € A y para un nimero arbitrario 4 € (0, 1] consideremos la contrac-
cién T, : A — KC(X) definida por

T, =px+(1—-p)Tz, z€A
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Razonando como en la observacién previa al Teorema 3.2.4, llegamos a que 7, es

x-condensante y de ser [4(z) convexo a que
TaNIa(z)#0, VzeA.

Luego aplicando el Teorema 3.2.3, T, tiene un punto fijo. Por tanto, podemos
encontrar una sucesién {z.} en A satisfaciendo limd(z,,Tz}) = 0. Ahora, no hay
n

mas que repetir el argumento anterior para llegar a que

TzNIg#0, Ve A :=AC{z}),

y que
ro(AY) < Ar(C, {z}.}) < Arc(A).
Por induccién, para cada ntimero natural m > 1 tomamos una sucesién {z7}, C
A™ 1 tal que limd(z, Tz}) = 0y, considerando la red {z*}, construimos el
n

conjunto A™ = A(C,{z]' }), de manera que se tiene la siguiente relacién

Tc(Am) S )\m'I‘C (A)

De este modo si tomamos la sucesién {z,,} con z,, un punto arbitrario de A™, se
prueba, de forma similar a como se hizo en el Teorema 3.2.4, su convergencia a un

z € C que resulta ser un punto fijo para 7. u

Si unimos el Teorema 3.2.5 al resultado anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sea X un espacio de Banach tal que €,(X) < 1 satisfaciendo la
condicion de Opial no-estricta, y C' un subconjunto cerrado, acotado y convezo de
X. 85iT:C — KC(X) es una aplicacion no-ezpansiva tal que T(C) es acotado y
que satisface

Tz C Ig(z), Vz € C,

entonces T tiene un punto fijo.
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Como puede observarse, en la prueba del Teorema 3.2.7 trabajamos con centros
asintéticos de redes, de forma similar a como lo hacfamos en el Teorema 3.2.4 con
centros asintéticos de sucesiones. La razén por la cual reemplazamos las sucesiones
por redes viene inducida por el hecho de que el rango de la aplicacién T no esta,
contenido en su dominio, y por tanto no puede suponerse que C es separable (mirar
el comienzo de la prueba del Teorema 3.2.4).

Si asumimos que C' es separable, y nos centramos en el primer paso del proceso
de induccién empleado en el Teorema 3.2.7, podemos tomar una sucesion de puntos
fijos aproximados para T en C que sea regular y asintoticamente uniforme respecto
de C. En esta situacién, no hay mas que considerar una subsucesién adecuada {z,}

de esta sucesién de manera que
Tz C Ia(z), Vx € A,

siendo A = A(C, {z,}). Esta condicién de contorno que verifica T' permite adaptar
la prueba del Teorema 3.2.7 a los mddulos de convexidad no compacta 8y x. En

consecuencia, podemos anadir los siguientes enunciados:

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach tal que e5(X) < 1 y C un subconjunto
cerrado, acotado, convexo y separable de X. Si T : C — KC(X) es una aplicacion

no-expanswa y I-x-contractiva que satisface
Tx C Io(z), Yz € C,

entonces T' tiene un punto fijo.

Teorema 3.2.9. Sea X un espacio de Banach tal que €,(X) < 1 satisfaciendo la
condicién de Opial no-estricta, y C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y
separable de X. Si T : C — KC(X) es una aplicacidn no-expansiva con T(C)
acotado, que satisface

Tz C Ie(z), Vz € C,

entonces T' tiene un punto fijo.



Capitulo 4

Aplicaciones Estocasticas.

Teoremas de Punto Fijo Aleatorio

En este ultimo Capitulo de la Memoria estableceremos teoremas de punto fijo
aleatorio de operadores estocdsticos uniformemente Lipschitziano y, en particular,

asintéticamente no-expansivos.

Dedicaremos la primera seccién a la introduccién de los operadores estocasticos
y de algunos teoremas estocésticos andlogos a teoremas de punto fijo deterministas.
Asimismo incluimos una serie de resultados preliminares sobre la medibilidad de
ciertas funciones, a los que recurriremos en repetidas ocasiones en las secciones

posteriores.

En la segunda seccién daremos una versién estocédstica del siguiente teorema,
que basado en la constante de Lifshitz de un espacio de Banach fue dado por T.
Dominguez en [Dol:

Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto cerrado , acotado y convezo de

X yT:C — C una aplicacion k-uniformemente Lipschitziana. Si

1+ V1I+4AN(X)(ko(X) = 1)

k
9 )

80
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entonces T' tiene un punto fijo. Se vera que para espacios de Hilbert, nuestro teorema

mejora la versién estocdstica dada por Xu [X4], del Teorema de Casini-Maluta [CM].
Por otro lado, los espacios de James nos servirdn de ejemplos para diferenciar ambos

resultados.

Concluimos el Capitulo con la prueba de la existencia de punto fijo aleatorio para
un operador estocéstico asintéticamente no-expansivo cuando el espacio de Banach
tiene caracteristica de convexidad menor que uno 6 es uniformemente convexo en
cualquier direccién y satisface la propiedad GGLD. Estos resultados son obtenidos

bajo las mismas hipdtesis impuestas en los casos deterministicos (véase [Ki3] y [KX]).

4.1 Introduccién y preliminares

A lo largo de todo el Capitulo consideraremos un espacio medible (€, X) (siendo
2 una o-4lgebra de subconjuntos de 2) y un espacio de Banach X. La siguiente

definicién es debida a Himmelberg [Hi].

Definicién 4.1.1. Un operador multivaluado T : Q — 2% \ {0} se denomina (¥)-

medible s1, para cualquier subconjunto abierto B de X, el siguiente conjunto
TYB):={weQ:T(w)NB # 0}

pertenece a 2.

Aunque Himmelberg llame a estos operadores débilmente medibles, dado que
en esta Memoria sélo necesitamos este tipo de medibilidad, omitiremos el término

“débilmente” por simplicidad.

Definicién 4.1.2. Dado un operador medible T :  — 2% \ {0}, una aplicacidn
x: ) — X es un selector medible de T si z(-) es medible y z(w) € T(w) para todo
w € Q.
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Sea M un subconjunto no vacio y cerrado de X.

Definicién 4.1.3. Diremos que un operador T : 2 x M — 2%\ {0} es
(i) un operador estocdstico si, para cada elemento x € M, el operador T(-,x) :
Q — 2%\ {0} es medible. '

(11) continuo (resp. contractivo, no-expansivo) si, para cada w € S0, el operador

T(w,-): M — 2%\ {0} es continuo (resp. contractivo, no-expansivo).

Definicién 4.1.4. Dado T : Q x M — 2%\ {0} un operador estocdstico, diremos
que la aplicacidn x : Q — M es un punto fijo aleatorio de T si es medible y x(w) €

T(w,z(w)) para todo w € Q.
Es claro que si T : @ x M — 2%\ {0} tiene un punto fijo aleatorio, entonces,

para cada w € §2, T'(w, -) tiene un punto fijo (deterministico).

Para un operador estocdstico T': Q x M — 2%\ {0}, denotaremos por F(w) al

conjunto de puntos fijos de T'(w, ) i.e.,
Flw) ={ze M .z eT(wz)}

Notemos que si no suponemos la existencia de punto fijo para la aplicacién de-
terministica T(w,-) : M — 2% \ {0}, el conjunto F(w) puede ser vacio y, que un
punto fijo aleatorio de 7" no es mas que un selector medible de F.

Si el conjunto de puntos fijos F' : Q — 2%\ {D} es medible, ciertas hipétesis sobre
el operador T (por ejemplo la continuidad) aseguran que F(w) es cerrado para todo
w € {2, y entonces la existencia de punto fijo aleatorio para T se sigue del siguiente

teorema de seleccién.

Teorema 4.1.1. (Teorema de seleccién [W])
Sea (X,d) un espacio métrico completo, separable y F : Q — 2% una aplicacidn

medible con valores cerrados. Entonces F' tiene un selector medible.
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Sin embargo, parece mds dificil probar la medibilidad de F que demostrar la
existencia de punto fijo aleatorio. De hecho, existen operadores estocésticos mul-
tivaluados que tienen puntos fijos aleatorios y cuya funcién de puntos fijos no es

medible (ver ejemplo en [X5]).

Una de las dreas de investigacién de la Teor{a de Operadores Estocdsticos es la
relativa al estudio de existencia de puntos fijos aleatorios. Desde que Spagek [3] y
Hans [H] dieron los primeros teoremas de punto fijo para contracciones estocésticas
en espacios polacos (espacios métricos completos y separables), han aparecido nu-
merosos trabajos enfocados a probar versiones estocésticas de teoremas (clésicos) de
punto fijo deterministicos (tanto de aplicaciones univaluadas como multivaluadas);
ver por ejemplo [Bh], [DLX], [I1], [I2], [Lm4], [P], [TY], [X2], [X4], [X5] y referencias
en estos articulos.

En esta direccién, Xu plantea en [X2] si: dado un subconjunto C' débilmente
compacto y convexo de un espacio de Banach X con la FPP para aplicaciones
no-expansivas, se tiene que C tiene la propiedad del punto fijo para operadores
estocédsticos no-expansivos RFPP, i.e. si todo operador estocistico no-expansivo
T : Q x C — C tiene punto fijo aleatorio. Cuando (2, £) es una familia de Suslin
(ver definicién en [W]), en particular si (2, %) admite una medida completa y o-
finita, Tan y Yuan prueban en [TY] que, a un teorema de punto fijo deterministico
le corresponde un teorema de punto fijo aleatorio para operadores continuos. Sin
embargo, en caso de no ser (2, ) una familia de Suslin la situacién es diferente. De
hecho, no se sabe si la FPP para aplicaciones no-expansivas implica la RFPP para

operadores estocdsticos no-expansivos.

Pasemos a destacar algunos teoremas de punto fijo aleatorio que se tienen ba-
jo las mismas hipédtesis sobre la geometria del espacio de Banach X que el caso
deterministico.

En el marco de operadores estocisticos no-expansivos, en 1979 Itoh [I2] probé el

siguiente resultado:
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Teorema 4.1.2. Sea C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y separable de
un espacio de Banach X uniformemente convexo, y T : Q0 x C — C un operador

estocdstico no-expansivo. Entonces T tiene un punto fijo aleatorio.

Para operadores més generales que los no-expansivos resaltemos la versién es-

tocastica del Teorema de Casini-Maluta [CM] obtenida por Xu en 1996.

Definicién 4.1.5. Supongamos que C es un subconjunto cerrado, acotado y convezo
de un espacio de Banach X. Un operador estocdstico T : 2 x C — C' se denomina

uniformemente Lipschitziano si existe una funcion k : @ — [0, 00) tal que
[T (w, ) = T (w, y)|| < k(w)llz —yl],

para todo z,y € C' y para cada nimero natural n. Aqui T"(w,x) es el valor en x de

la n-ésima iterada de la aplicacion T(w,-).

Teorema 4.1.3. ([X4]) Sea X un espacio de Banach con estructura normal uni-
forme, C un subconjunto cerrado , acotado, convezo y separable de X yT : QxC —
C' un operador estocdstico uniformemente Lipschitziano tal que k(w) < N(X)% para

todo w € Q). Entonces T tiene un punto fijo aleatorio.

Puesto que N(X) > 1 si X es uniformemente convexo, este teorema generaliza

el Teorema 4.1.2.

El objetivo principal de este Capitulo es probar algunos teoremas de punto fijo
aleatorio para aplicaciones uniformemente Lipschitzianas. Particularmente, incluire-
mos versiones estocésticas de teoremas de punto fijo para aplicaciones asintéticamente

no-expansivas.
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Definicién 4.1.6. Supongamos que C es un subconjunto cerrado, acotado y convexo
de un espacio de Banach X. Un operador estocdstico T : Q x C — C se dice que es
asintdticamente no-expansivo si existe una sucesion de funciones k, : Q@ — [1,00)

tal que para cada w € Q, lim, kp(w) =1y
[T™(w, ) = T™(w, Y)|| < kn(w)llz = yll,

para todo x,y € C.

Antes de presentar nuestros teoremas, conviene mostrar varios resultados sobre la

medibilidad de ciertas funciones que serdn frecuentemente utilizados en sus pruebas.

Teorema 4.1.4. ([TY]) Sean X un espacio métrico separable e Y un espacio métrico.
Sif i QxX =Y es medible enw € Q y continuaenz € X, ysiz:Q — X es
medible, entonces f(-,x(-)) : @ = Y es medible.

El teorema que enunciamos a continuacién es una consecuencia inmediata de un

resultado de Itoh que aparece en [I1].

Teorema 4.1.5. Sea C' un subconjunto cerrado separable de un espacio de Banach
X, T:QxC — K(X) un operador estocdstico continuo y F : Q — 2€ un operador
medible con valores cerrados. Entonces para cada s > 0, el operador G : Q — 2€
dado por:

Gw) ={zr € F(w) : d(z,T(w,z)) < s}, w € Q,

es medible, asi como el operador cl{G(w)} de la clausura de G(w).

De este mismo articulo de Itoh también necesitaremos el siguiente teorema:

Teorema 4.1.6. Sea {T,,} una sucesidn de operadores medibles T,, : Q@ — CB(X),
yT :Q — CB(X) un operador tal que para cada w € Q, lim H(T,(w),T(w)) = 0,

entonces T es medible.
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Proposicién 4.1.1. ([X4]) Sea M un espacio métrico separable y f: Qx M — R
una aplicacion Carathéodory, i.e., para cada x € M, f(-,x) : @ — R es medible
y para cada w € Q, f(w,-) : M — R es continua. Entonces para cada s € R la

aplicacion Fy : Q — M definida por
Fw)={zeM: flw,z)<s}, we

es medible.

Destaquemos un teorema incluido en [DLX], en el que se garantiza la medibilidad
de funciones marginales. Este teorema puede considerarse una extensién del dado
en [AF, Capitulo VIII], cuyas hipétesis exigen trabajar en un espacio de medida

(Q, Z, 1) completo y o-finito.

Teorema 4.1.7. Supongamos que C' es un subconjunto débilmente cerrado y sepa-
rable de un espacio de Banach X, F : Q — 2%\ {0} un operador medible con valores
débilmente compactos y f : Q2 x C — R una funcidn medible, continua y débilmente

semicontinua inferiormente. Entonces la funcién marginal r : Q — R definida
w) = inf , T
riw) = Inf flw)
y la aplicacion R : Q — X definida por
R(w):={z € F(w) : flw,z) =r(w)}

son medibles.

4.2 Punto fijo aleatorio y aplicaciones uniforme-
mente lipschitzianas

Comencemos la seccién recordando la conexién que se tiene entre, la existencia
de punto fijo para aplicaciones uniformemente Lipschitziana y la caracteristica de
Lifshitz.
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Definicién 4.2.1. Sea (M, p) un espacio métrico. Se define la caracteristica de
Lifshitz k(M) como:

k(M) =sup{b>0: 3Ja>1 tal que Vz,y € M,Vr > 0,p(z,y) >,
dz € M con B(z,br) N B(y,ar) C B(z,r)}.

Evidentemente (M) > 1. En [Li] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Si (M, p) es un espacio métrico, acotado, completo yT : M — M
es uniformemente Lipschitziana con constante k < k(M), entonces T tiene un punto
figo. i

Cuando M es un espacio de Banach X se define la constante de Lifshitz como

ko(X) = inf{x(M) : M C X convexo, cerrado, acotado}.

Como consecuencia, si C' es un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un es-
pacio de Banach X y T : C — C una aplicacién uniformemente Lipschitziana con

constante k < ko(X), entonces T tiene punto fijo.

Entre las diversas relaciones existentes entre el coeficiente xo(X) y otros coefi-
cientes geométricos destaquemos que xo(X) < N(X) (ver [Z]) y la dada en [DwT],
donde se prueba que ko(X) > 1 siy sélo si g(X) < 1.

A continuacién, como ya adelantamos en la introduccién de este Capitulo, enun-
ciaremos la versién estocdstica del resultado de T. Dominguez [Do] para aplicaciones

uniformemente Lipschitzianas.

Teorema 4.2.2. Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto cerrado , acotado,
convezo y separable de X yT : Qx C — C un operador estocdstico k-uniformemente
Lipschitziano. Si existe una constante ¢ € R tal que
1 14+ 4N(X)(ko(X) =1
k(w)§c< +\/+ (2)(0() )

para todo w € €1, entonces T tiene un punto fijo aleatorio.




2. Teoremas de Punto Fijo Aleatorio 38

Demostracién:

Denotemos por N = N(X) y por k¢ = ko(X). Observemos que, en virtud de
la versién estocastica del Principio de Contraccién de Banach ([Bh]), sélo necesita-
mos probar el resultado si (1 + /1 + 4N (X)(ko(X) — 1)/2) > 1. Luego podemos

suponer que ¢ > 1. Ademés la condicién kg < N implica que

(1+/1+4N(X)(ko(X)—-1))/2 < N.

De aqui ¢ < N. Por otro lado, la condicién ¢ < (1 + /1 +4N(X)(ko(X) — 1))/2

es equivalente a esta otra < < ==L Elijamos b < ko de forma que:
N c~-1 J 0 d

C b—-1

N c¢-1

Sea a > 1 el niimero correspondiente a b en la definicién de x(C). Podemos suponer

que

c r-1
N c¢-1’
e + 2¢
Por ltimo, tomemos € > 0 tal que =qa<l.

Consideremos fijado un elemento z¢ € C, y para cada w € ) definamos
R(w, zp) = inf{limsup ||T™(w,y) — x| : y € C}.

Comencemos probando que R(-, 7o) es una funcién medible. Si llamamos g(w,y) =

limsup || 7" (w,y) — xol|, podemos aplicar el Teorema 4.1.4 para deducir que g(-,y)

es medible para todo y € C. Supongamos que {y,} es un subconjunto denso de C,

entonces para cada w € {2
R(w, %) = inf g(w, yn),

de donde se sigue que R(-,y) es medible.
Sea Gw) = {y € C : g(w,y) < R(w,z)(1 + ¢)}. Obviamente G(w) es un

subconjunto no vacio de C' y, puesto que g(w,-) es continua en C se deduce de la
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Proposicién 4.1.1 que G(-) es medible. Asi, via el Teorema de seleccién, podemos

encontrar un selector medible y(w) de G(-), que obviamente verifica

hmnsup ”Tn(w7 y(w)) - IOH < R(wv :I:O)(l + 6)'

Consideremos en (2 la particién dada por los conjuntos:

NR(w,zo)(1 +¢€) }

A :={w € Q2 sup||zo — T™(w, zo)|| < ca

-

NR(w,zo)(1 +€) }

Qo :={w € Q :supllzg — T™(w, z0)|| > "

Sin dificultad se prueba que ambos conjuntos son medibles.

Supongamos que 1 # 0 y sea w € €2;. Puesto que
17w, 30) = T™ (0, 30)]| < k(@I (w, 7o) — ol

si m < n, se tiene que

7o) (1
diam, (T™(w, zg) < NR(W’HZ))( i 6).

(Recordemos que diam,{z,} = limsup{||z, — zn| : n,m > k}).
k
De aqui, dado que diam, (7™ (w, 7o) > r(C, {T™(w, x0)})N (ver [Lm3]) obtenemos
n Rlw,zo)(1+¢€
H(C AT (w, z0)}) < T2 H )

a

Como la condicién N > 1 implica reflexividad, C' es un conjunto débilmente com-
pacto, luego por el Teorema 4.1.7 la funcién marginal r : €; — R definida por
r(w) = r(C,{T"(w,z0)}) v la aplicacién E : Q; — 2¢ definida por

Ew)={z€(C: limnsup |T™(w, zo) — z|| = r(w)},
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son medibles en ;. Tomemos z; : Q; — C un selector medible de E(-). Entonces

para cada w € {0

o) (1
fim sup [T, 20) = ]| = () < ZLTIEL2D 4, ),

de donde
R(w, z1(w)) < aR(w, o).
De otra parte, ||z1(w) — zol| < ||z1(w) = T™(w, zo)|| + |T"(w, z¢) — Zol| lo que implica

que

l[21(w) = @oll < limsup, ||z1(w) — T™(w, 7o)} + limsup,, |T™(w, zo) — Zol|
NR(w, zo)(1 + 2¢)

ca

N
< OZR(W, :CO) + = Ot(l + ?)R(w7 "1"0)‘

Ahora supongamos que €, # (. En este supuesto si w € {2y, existe 1 € N
NR(w,7o)(1 +¢)

ca

. Sea j € N tal que

(dependiente de w) tal que ||zg — T"(w, zo)|| >
lzo — T™(w, y(w))|| < R(w,x0)(1+¢€)sin>j.

Para n > j es claro que

1T (w, 20) = T (w, y(w))]| < k(w)R(w, 0)(1 + €).

b
L | . .
a—. Entonces para n > 1+ j tenemos

Elijamos A tal que £ < A <

17" (w, y(w)) = (AT, 20) + (1 = Ao

< M, y(w)) = T (w, o)l + (L = VT (w, y(w)) - 7o)
< Mr(w) Rw, 0)(1 + €) + (1 = N)Rlw, 70)(1 + )

(AGk(w) = 1) + D R(w, 20)(1 +¢)

< LR(w,70)(1 +€).

Ademas:
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2o = (AT (w,0) + (1 = Naw)ll = AT, 70) — ol
S ANR(w, x0)(1 +€) - R({w,zo)(1 +¢)

ca a

Lﬁego por definicién de b, existe z(w) € C tal que
1T™(w, y(w)) = 2(w)]| £ R(w, 20)(1 + €) < aR(w, o),
sin > 1+ 7. Como consecuencia, si w € {)y se tiene que
R(w, 2(w)) < limsup ||T™(w, y(w)) — 2(w)]] < aR(w, xo).
Asi pues la aplicacién F' : Qy — 2C dada por
Fw) ={z € C: limsup |IT"(w, y(w)) - 2|| < aR{w,z0)},

esta bien definida y es medible por la Proposicién 4.1.1. Por tanto admite un selector

medible z5 : 2 — C el cual verifica
R(w, z3(w)) < aR(w, xg)

y

20 = zo(w)|l < limsup, [lzo — T™(w, y(w))|| + limsup,, [T (w, y(w)) — 22(w)]|
< (14 €)R(w,z0) + aR(w,zp) = (1 + € + &) R(w, zp).

Consideremos z : Q — C' la aplicacién definida por z(w) = z;(w) siw € Q; y por
z(w) = zo(w) si w € Qy, que es evidentemente medible.

Partiendo de zg(w) = z¢ con zy € C arbitrario, definimos z;(w) = z(w) como
antes y por induccién, construido Zm,-1(w), definimos z,,(w) mediante la construc-
cién anterior reemplazando zy por Z,_;(w). Cada z,, : § — C es una funcién

medible y por el proceso de induccién se tiene que

R(w,zm(w)) < aR(w, Tm-1(w)) < ... < a™R(w, xg).
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Demostremos que para cada w € €, {Zm(w)}m>1 es una sucesién de Cauchy en C.

En efecto si M = max{l + e+ a, a(l + £)}, se tiene que
|1Zm (W) = Zmo1(W)]] £ MR(w, Trp-1(w)) < ... < Ma™ ' R(w, z0),

luego {z.,(w)} converge a un cierto z(w) € C. La funcién z :  — C es el limite
puntual de una sucesion de funcione medibles, y por tanto es medible. Para terminar
probemos que z(w) es un punto fijo de T'(w, -).

Sea € un niimero positivo arbitrario, entonces existe mg € N tal que R(w, T, (w)) <
55 [|Zmo(w) — 3(w)|] < §. Por definicién de R(w,Zm,(w)) podemos encontrar

y(w) € C tal que

€

lim sup |7 (w, y(w)) = mo(W)]| < 3

de donde limsup,, ||7T"(w,y(w)) — z(w)]] <e.

Entonces

lo(w) = Tw, 2(@))]
< lim sup Ja(w) — T, y(@)]| + (o) limsup |77~ (w,y(w)) = 2()]

< (1 + k(w))e,

deduciéndose que z(w) = T'(w, z(w)). n

Observacién 4.2.1.

e Es conocido que si H es un espacio de Hilbert xo(H) = N(H) = /2, de donde
la constante ¢ del teorema precedente puede tomarse 1 < ¢ < V2. Por tanto, ¢
proporciona una cota para la existencia de punto fijo aleatorio de aplicaciones

uniformemente Lipschitzianas, mayor que v/2, dada por el Teorema 4.1.3.

e Como ya hemos comentado x¢(X) < N(X), deduciéndose de aqui que
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S+ V1+4N(X)(ko(X) = 1)
- 2
Notemos que la primera igualdad sélo se tiene si xo(X) = 1 6 xo(X) = N(X).

Ko(X) < N(X).

Como consecuencia, para aquellos espacios en los que 1 < ko(X) < N(X)
nuestro resultado incluirfa la versién estocdstica del Teorema de Lipschitz para

espacios de Banach.

Ejemplo 4.2.1.

Sea F), el espacio £, con la norma equivalente
|z = max{||zll2, Allz]leo }

para A > 1, donde || ||5 es la norma Euclidea y || - || es la norma del supremo.

Para estos espacios la constante de Lifshitz estd completamente determinada
(ver [Do] y [Z]), siendo
1 sia>8

ko(Ey) =
si1<)\§125-

Los espacios F, van a servirnos de ejemplos para diferenciar nuestro teorema
del Teorema 4.1.3. En primer lugar, puesto que N(E,) = —‘{\—5 ([CM])se tiene
que x(E,) < N(E,) si A > 1. Luego si 325 < A < V2, el Teorema 4.1.3
asegura la existencia de punto fijo aleatorio para una aplicacién estocdstica

uniformemente Lipschitziana si k(w) < (¥2)%, mientras que el Teorema 4.2.3

X
. 1+4/1+4N(E») (ro(Ex)—1)
no puede ser usado. Por el contrario, como v 5 converge

a v2 cuando A\ — 1, para valores de A\ cercanos a 1 el valor que podemos

tomar para la constante ¢ en nuestro teorema es estrictamente mas grande
que y/N(E,), la ofrecida por el Teorema 4.1.3.



2. Teoremas de Punto Fijo Aleatorio 94

4.3 Punto fijo aleatorio y aplicaciones asintéticamente
no-expansivas

El objetivo de esta seccién es exponer algunas versiones estocasticas de teoremas de
punto fijo para aplicaciones asintéticamente no-expansivas.

En el primer resultado de esta seccién demostraremos la existencia de punto fijo
aleatorio para aplicaciones estocdsticas asintéticamente no-expansivas en el marco
de espacios de Banach con caracteristica de convexidad menor que 1. Para la prueba,
de cardcter constructivo,.usaremos como herramientas el correspondiente resultado
determinista (ver [Ki3]), as{ como la relacién existente entre el centro asintético de

una sucesion y la caracteristica de convexidad de un espacio.

Definicién 4.3.1. La caracteristica de converidad de un espacio de Banach X es

la constante asociada al espacio dada por
eo(X)sup{e > 0: 6x(e) = 0},
donde

T+Y
2

6x(e) =it {1~ |22 2] <1, Iyl < 1, o=yl > €.

Teorema 4.3.1. ([GK2]) Sea C un subconjunto cerrado y convezo de un espacio de

Banach X, y sea {x,} una sucesidn acotada en X. Entonces

diam A(C,{zn}) < eo(X)r(C, {za}).

Teorema 4.3.2. Sea C' un subconjunto cerrado, acotado, convexo y separable de
un espacio de Banach X para el cual o(X) <1, yT : Q@ x C — C un operador

estocdstico asintdticamente no-expansivo. Entonces T tiene un punto fijo aleatorio.
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Demostracion:

Para cada w € Q, sea
Fw)={zeC.2=T(w,1)},
y para cada n > i, | |
Fow)=c—{z€C: |z - T(wz)| < -le}.

Obviamente F(w) C F,(w), F(w) es no vacio pues T'(w,-) : C — C tiene un punto
fijo deterministico (ver [Ki3]) y F,(w) es cerrado. Ademés por el Teorema 4.1.5,
cada F,, es medible. Se sigue del Teorema de seleccién que F,, admite un selector

medible z,(w) y ademés z,(w) — T(w, Zn(w)) — 0 si n — +o0.

Consideremos la funcién f; : 2 x C — R* definida por

filw,z) = limsup ||z, (w) — z||, Yw € Q.

n

Aplicando el Teorema 4.1.4, no es dificil ver que f; es medible en w € 2. También,
puesto que f; es continua en = € C' y convexa, es débilmente semicontinua inferior-
mente. Por otro lado, la condicién €3(X) < 1 implica la reflexividad de X, luego C
es realmente un conjunto débilmente compacto. En estas condiciones, el Teorema
4.1.7 asegura que las funciones marginales

r(w) = ;Ielgfl(wvr)

Riw)i={z € C: filw,z) =1 (w)}

son medibles.
Observemos que R;(w) = A(C,{T™(w,z9)}) y m(w) = r(C,{T™(w,z0)}), por

tanto podemos aplicar el Teorema 4.3.1 para obtener la siguiente desigualdad

diam Ry(w) < eo(X)r(w).
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Es claro que R;(w) es un subconjunto débilmente compacto y convexo de C.
Veamos que satisface para cada w la propiedad (P),, definida en la Seccién 2.1. En
efecto, tomemos z(w) € Ryj(w) e y(w) € C tal que T (w, z(w)) — y(w) para una
subsucesién {n;} de {n}. Entonces, aplicando la débil semicontinuidad inferior de

fi(w,-), tenemos

lim sup, n(w) — y()| < limsup, limsup, [J7a(w) — 7™ (w, ()|
< limsup,, lim sup,, ||7,(w) = T™(w, z(w))]
< limsup,, lim sup, |T™(w, 7a(w)) — T™(w, ()]
< limsup, [}z (w) — 5()] = r1().
Luego y(w) € Ry(w), con lo que R;(w) verifica la propiedad (P).,.
Del Teorema 2.2.1 deducimos que T'(w, -) tiene un punto fijo deterministico en
Ri(w), i.e. F(w)N Ry(w) # 0. Luego Fi (w) = cl — {z € R(w) : |lz = T(w, )] <
5} # () para cada n > 1 y es medible por el Teorema 4.1.5. Usando el Teorema de

seleccién podemos elegir un selector medible z} de F} que cumple z} (w) € Ri(w) y

T (w) — T(w, z}(w)) — 0 cuando n — +oo.

Consideramos ahora f3 : Q2 x C — R* definida por

folw,z) = limnsup llzl (W) — z||, YweQ.

Razonando como antes, las funciones marginales

1“2((4)) = z'eiRnlf&w) f2(w7 T)

Ro(w) :={z € Ri(w) : folw,z) = m(w)}
son medibles. Como Ry(w) = A(R;(w), {z}(w)}) y mo(w) = r(R1(w), {zL(w)}) apli-

camos de nuevo el Teorema 4.3.1 para obtener

diam Ro(w) < o(X)ra(w).
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Puesto que {z;(w)} C R;(w), se tendra que

ro(w) < diam R;(w)

y entonces .
diam Ry(w) < €o(X)?*r;(w).

De nuevo Rp(w) satisface para cada w la propiedad (P),. En efecto, tomemos
r(w) € Rp(w) e y(w) € C tal que T™(w, z(w)) — y(w) para una subsucesién {n;}
de {n}. Teniendo en cuenta que Ry(w) C R;(w) y que R,(w) verifica la propiedad
(P)w, deducimos que y(w) € Ry (w) e igual que antes se llega a que y(w) € Ra(w)
pues B

lim sup ek @) — y(w)]l < lim sup Iz (w) — 2@)]| = r2(w).

Siguiendo un procedimiento inductivo, para cada m > 1 construimos R, (w),
Tm(w) ¥y {27 (w)}n donde z™(w) € Ry (w) tal que 27 (w) — T(w, 2™ (w)) — 0 cuando
n— 4y

diam R,,(w) < e(X)rm(w) < e(X)™r(w).

m(
Por hipétesis €5(X) < 1, luego hm diam R,,(w) =
Como para cada w € Q los conJuntos R,,(w) constituyen una sucesién decreciente
de subconjuntos débilmente compactos de C, se tiene () Rn(w) = {z(w)} para

cierto z(w) € C. El Teorema 4.1.6 nos lleva a que z(w) es medible pues

H(Ry(), {2()}) = sup{[l2(w) = 2l] : ¢ € Rn(w)} < diam Rn(w),

tiende a cero cuando m — +o0.

Para terminar demostremos que z(w) es un punto fijo de 7. Para cada m > 1

lz(w) = T(w, (W) < flz(w) — 27| + [l (W) = T{w, a7 (w))
HT(w, 27(w)) = T(w, 2(w))]
< A+ E@)lz(w) = 27 @) + 27 (w) = T(w, 27 w))l
)

o
< (14 k(w))diam R, (w) + |lz7(w) — T(w, z™(w))]I.
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Teniendo en cuenta que {z™(w)}, es una sucesién de puntos fijos aproximados
para T(w,-), tomamos primero limite cuando n — +oo y después limite superior

cuando m — 400 para obtener el resultado deseado. [ |

Observacion 4.3.1.

Como la condicién €y(X) < 1 implica estructura normal uniforme ([GK2]), una,
consecuencia del Teorema 4.1.3 es, quesiy T : 2xC — C es un operador estocédstico
asintéticamente no-expansivo con C un subconjunto débilmente compacto, convexo
y separable de X, entonces una iterada de T tiene punto fijo aleatorio. La misma
conclusién se deriva del Teorema 4.2.2 pues (X)) < 1 si y s6lo si xo(X) > 1. Sin

embargo, el Teorema 4.3.2 no se deriva de los Teoremas 4.1.3 y 4.2.2. |

Como puede apreciarse, la clave de la prueba de este resultado estd en que los cen-
tros asintéticos de sucesiones adecuadamente elegidos determinan una sucesién de
conjuntos de didmetros tan pequefios como se desee. Puesto que el centro asintdtico
de una sucesién en un espacio UCED es unico, cabria esperar un resultado de ex-
istencia de punto fijo aleatorio para aplicaciones asintéticamente no-expansivas en

estos espacios.

Teorema 4.3.3. Sea X un espacio de Banach UCED que satisface la propiedad
GGLD. Sea C' un subcongunto no vacio, débilmente compacto, convexo y separable
de X. SiT :Q x C — C es un operador estocdstico asintdticamente no-expansivo,

entonces T' tiene un punto fijo aleatorio.

Demostracién:

Consideramos la funcién f : Q x C — C definida por
flw,z) = limsup ||T™(w, 7o) — ||, Yw € Q

para un elemento zq € C. Puesto que X es UCED, para cada w € (2 existe exac-

tamente un punto z(w) € C tal que f(w,z(w)) = 122 flw,z) = r(w) (notemos que
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z(w) es el centro asintético de {T™(w, o)} respecto a C). Por el Teorema 3.2.3 z{w)
es medible. Demostremos que z(w) es un punto fijo aleatorio de T'.

Fijemos w € Qy sea {T™ (w, z(w))} una subsucesién de {T"(w, z(w)) } débilmente
convergente a y(w) € C cuando n; — +o0o. Por la débil semicontinuidad inferior de

f(w,-) se tiene que

limsup, ||T™(w, Zo) — y(w)|| < limsup, limsup,, ||T™(w, o) — T™ (w, z(w)|
< limsup,, limsup,, ||T™(w, z¢) — T™(w, z(w))||
< limsup,, limsup,, kn(W)[|T™™(w, 2¢) — z(w)||
= lim sup, [T (w, 20) — 2(w)]| = r(w).
De aqui deducimos que y(w) = z(w). Entonces T™(w,z(w)) — z(w) cuando
n — +400. Como en la prueba del correspondiente teorema deterministico (ver
[KX]), la propiedad GGLD implica que para cada w € Q, T"(w, z(w)) — z(w) y por
tanto z(w) = T'(w, z(w)). N

Para finalizar este Capitulo, comentemos que a diferencia del Teorema 4.3.2,
tanto en la demostracién del teorema anterior como en la del Teorema 4.2.2 no se

usa, el hecho de que el operador estocéstico tenga punto fijo deterministico.
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