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Introduccion

El hecho de que una aplicacién tenga o no punto fijo (esto es, un punto que
permanece invariante bajo dicha aplicacién) es una propiedad intrinseca de dicha
aplicacion. Sin embargo, muchas condiciones necesarias o suficientes para la exis-
tencia de punto fijo involucran propiedades de naturaleza algebraica, topoldgica o
métrica de la aplicacién o de su dominio. Entendemos por Teoria Métrica del Punto
Fijo la rama de la Teoria del Punto Fijo que engloba los resultados que dependen
de una métrica y que no tienen por qué ser invariantes cuando reemplazamos dicha
métrica por otra equivalente. El primer teorema métrico de punto fijo fue dado por
S. Banach en 1922.

Teorema 0.0.1. (Principio de Contraccién de Banach, [5]) Sea X espacio métrico
completo y T : X — X wuna aplicacion contractiva, esto es, eziste k € [0,1) tal que
d(Tz,Ty) < kd(z,y) para todo x, y € X. Entonces T tiene un (unico) punto fijo

xg. Ademds, xo = lim,, T"x para cada v € X.

El Teorema de Banach es una herramienta basica en Anélisis Funcional, Anélisis
No Lineal y Ecuaciones Diferenciales, por lo que se ha intentado obtener generaliza-
ciones debilitando sus hipétesis. La generalizaciéon mas natural deberia ser permitir
a la constante k tomar el valor 1 (es decir, relajar la condicién de contractividad
requiriendo solo que la aplicacién sea no expansiva), pero en este caso el teorema
no es cierto, como muestra una traslacion en R. Ni siquiera la hipodtesis interme-

dia d(T'z,Ty) < d(x,y) asegura la existencia de punto fijo. En efecto, considerando
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X =[1,400) y T : X — X dada por Tx = z + 1/z, se tiene

1 1 1 1
T+ ——y——|=ly—a[— |- - <|y—7
T r oy

d(Tz, Ty) = y

y, sin embargo, 7" no tiene punto fijo. Esto no sucederia si el intervalo en que se define

T fuera acotado, porque en tal caso podriamos aplicar el Teorema de Brouwer:

Teorema 0.0.2. (Brouwer [11], 1912) Sea M un subconjunto convexo, cerrado y

acotado de R™ y T : M — M continua. Entonces T tiene un punto fijo.

A la vista del Teorema de Brouwer y de los anteriores ejemplos surge una cuestion
natural: Si M es un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio de Banach
arbitrario y T : M — M es no expansiva (esto es, ||Tz — Ty|| < ||z — y|| para
todo z,y € M), ;tiene T un punto fijo?. Nétese que se ha debilitado la hipotesis
sobre el espacio, permitiéndole tener dimensién arbitraria, pero se ha fortalecido
notablemente la hipotesis de continuidad de la aplicacién. La respuesta vuelve a ser

negativa como muestra el siguiente ejemplo debido a S. Kakutani.

Ejemplo 0.0.1. (Kakutani [47], 1943) Sea B, la bola unidad de co y T : B., — B,
definida por T(x1,2,...) = (1,21, 22,...). Se tiene que T' es una isometria afin y

no tiene puntos fijos.

Durante muchos anos la Teoria Métrica del Punto Fijo se limité a estudiar
pequenas extensiones del Teorema de Banach en la linea de rebajar la exigencia
de contractividad, asi como a la extensién de este resultado para aplicaciones mul-
tivaluadas. En la década de los sesenta, la Teoria Métrica del Punto Fijo recibe
un nuevo impulso cuando F.E. Browder, D. Géhde y W.A. Kirk prueban la ex-
istencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas en espacios de Banach que
verifican ciertas propiedades geométricas. En 1965, Browder [12] probé que toda
aplicacion no expansiva definida en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Hilbert, con imagen en si mismo, tiene un punto fijo. En ese mismo

ano, simultdneamente Browder [13] y Gohde [42] probaron que toda aplicacién no
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expansiva definida en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio de
Banach uniformemente convexo, con imagen en si mismo, tiene un punto fijo; y Kirk
[49] observé que una propiedad geométrica més débil, llamada estructura normal,
garantizaba el mismo resultado en un espacio de Banach reflexivo. Recuérdese que
un espacio de Banach X tiene estructura normal si cualquier subconjunto A C X

convexo, cerrado, acotado y diametral es unitario.

Teorema 0.0.3. Sea C' un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio X
y T :C — C no expansiva. Si X es un espacio de Hilbert, o un espacio de Banach
uniformemente convexro, o un espacio de Banach reflexivo con estructura normal,

entonces T' tiene un punto fijo.

A partir de estos resultados se inicia la bisqueda de condiciones mas generales
para un espacio de Banach y para un subconjunto C' que aseguren la existencia de
puntos fijos. Para formular el problema se introduce de forma natural la siguiente
definicién: Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad del punto fijo
(FPP) para aplicaciones no expansivas si cada aplicacién no expansiva definida en
un subconjunto convexo, cerrado y acotado C' de X, con imagen en C, tiene un punto
fijo. El ejemplo de Kakutani muestra que hay espacios de Banach que no tienen la
FPP. En este ejemplo, el hecho de que ¢y no tenga dicha propiedad es debido a que
la bola unidad de ¢y no es débil compacta, puesto que una aplicacion afin y continua
es débil-débil continua y, por tanto, debe tener puntos fijos en conjuntos débilmente
compactos (Teorema de Tychonoff). Ejemplos como éste y la importancia de otras
topologias definidas en espacios de Banach, han motivado el estudio de la existencia
de puntos fijos para aplicaciones no expansivas definidas en subconjuntos compactos
con respecto a otras topologias.

Los resultados de Browder, Gohde y Kirk establecen un puente, hasta entonces
inexistente, entre la Teoria Geométrica de los Espacios de Banach, tema enmarca-
do habitualmente en Anélisis Funcional Lineal, y la Teoria del Punto Fijo, tema

correspondiente al Analisis Funcional No Lineal. A partir de este momento muchos
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investigadores se preocupan por explotar esta conexion, esencialmente considerando
otras propiedades geométricas de los espacios de Banach (tales como suavidad uni-
forme, condiciones de tipo Opial, casi convexidad uniforme, casi suavidad uniforme,
etc.) que puedan ser aplicadas para probar la existencia de puntos fijos para dis-
tintos tipos de operadores no lineales. Asociados a estas propiedades van surgiendo
unos maédulos y coeficientes geométricos que las caracterizan. Asi pues, dentro de
la Teoria Geométrica de los Espacios de Banach es muy frecuente encontrar defini-
ciones de médulos (esto es, ciertas funciones reales caracteristicas del espacio) que
estan estrechamente relacionados con diferentes propiedades geométricas que este
espacio puede verificar. Estos mdédulos dan una idea cuantitativa de la verificacién
de estas propiedades. Los mas conocidos son, probablemente, el médulo de Clark-
son de convexidad uniforme y el médulo de suavidad uniforme. Estos modulos, y
otros muchos referentes a otras propiedades geométricas, han sido muy utiles para
el estudio de la existencia de puntos fijos de operadores no expansivos (ver [4] y las
referencias alli incluidas).

En 1995, C. Benitez, K. Przeslawski y D. Yost [8] definen un médulo, al que lla-
man modulo de cuadratura, que caracteriza simultaneamente diferentes propiedades
geométricas de los espacios normados (convexidad uniforme, suavidad uniforme, es-

tructura normal uniforme, etc.).

Teorema 0.0.4. ([8]) Sea X un espacio normado y £x : [0,1) — R su mddulo de

cuadratura dado por

() =sup { Iy < < 1 <}

siendo z(x,y) el inico punto del segmento lineal [x,y] con ||z|| = 1. Entonces:

1. X es uniformemente convexo si y solo silimg_1(1 — 3)x(8) = 0.
2. X es uniformemente suave si y sélo si £ (0) = 0.

3. Si&x(B) < 1/(1—=p) para algin 5 € (0,1), entonces X tiene estructura normal

uniforme.
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La ventaja que este mddulo tiene sobre otros antes definidos (como el médulo
de suavidad uniforme, el médulo de Clarkson, de Gurarii, de Milman, etc.) es poder
“medir” simultaneamente la suavidad y la convexidad del espacio en lugar de hacerlo
independientemente.

El médulo de cuadratura (al igual que la convexidad y suavidad uniformes) tiene
caracter finito-dimensional, esto es, solo depende de los subespacios de dimension
finita del espacio considerado. Sin embargo, puesto que las anteriores propiedades
geométricas tienen interesantes versiones de cardcter infinito-dimensional (casi con-
vexidad uniforme, casi suavidad uniforme, estructura normal débil uniforme, etc.),
es natural plantearse la existencia de un médulo que caracterice dichas propiedades.

Este serd nuestro principal objetivo en el Capitulo 2 de esta Memoria.

La Teorfa del Punto Fijo para aplicaciones multivaluadas (aplicaciones que trans-
forman puntos en conjuntos) tiene ttiles aplicaciones en Ciencias Aplicadas, en par-
ticular, en Teoria de Juegos y en Economia Aplicada. Por ello, surge de forma nat-
ural el problema de extender los resultados de punto fijo obtenidos para aplicaciones
univaluadas al campo de las aplicaciones multivaluadas.

Algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas
univaluadas ya han sido extendidos al caso multivaluado, por ejemplo, S.B. Nadler
[69] extendi6 el Principio de Contraccién de Banach en 1969. Sin embargo, muchos
otros resultados todavia no han podido ser extendidos, por ejemplo, se desconoce si
es posible extender el famoso Teorema de Kirk, ya que los argumentos usados en la
prueba de dicho teorema no son validos en el caso multivaluado.

Como hay diversas propiedades que garantizan estructura normal y reflexividad
(por ejemplo, convexidad uniforme, suavidad uniforme y casi convexidad uniforme),
es logico estudiar si dichas propiedades implican la FPP para aplicaciones multival-
uadas no expansivas.

En 1974 T.C. Lim [57] probé la existencia de punto fijo para una aplicacién no

expansiva definida en un subconjunto C' cerrado, acotado y convexo de un espacio
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de Banach uniformemente convexo, con imagen en los subconjuntos compactos de
C.

La prueba original del Teorema de Lim combinaba el método de los centros
asintéticos de Edelstein y la induccién transfinita. El estudio de ciertas propiedades
del centro asintético de sucesiones llevé a W.A. Kirk y S. Massa [52] en 1990 a una
generalizacion del Teorema de Lim probando la existencia de punto fijo para una
aplicacion no expansiva definida en un subconjunto C' cerrado, acotado y convexo
de un espacio de Banach, con imagen en los subconjuntos compactos y convexos
de C, bajo la hipdtesis de compacidad del centro asintético en C' de cada sucesion
acotada.

Un ejemplo dado por T. Kuczumov y S. Prus [54] muestra que en los espacios casi
uniformemente convexos no se satisface esta propiedad de los centros asintoticos.

Asi pues, el problema de obtener resultados de punto fijo en espacios casi uni-
formemente convexos y en espacios uniformemente suaves permanecia abierto. Estas
cuestiones aparecieron formuladas explicitamente en un trabajo sobre Teoria Métri-
ca del Punto Fijo para aplicaciones multivaluadas realizado por H.K. Xu [82] en
2000.

Problemas Abiertos ([82]): Sea X un espacio de Banach uniformemente suave
o casi uniformemente convexo, C' un subconjunto cerrado, acotado y convexo de X

y T :C — KC(C) una aplicacién no expansiva. ;Tiene T" punto fijo?

El anélisis de la importancia del centro asintético en el Teorema de Kirk-Massa
llevé a T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo al estudio de algunas conexiones entre
los centros asintéticos y la geometria de ciertos espacios, incluidos los espacios casi
uniformemente convexos. En [30] obtienen la siguiente relacién entre el radio de
Chebyshev del centro asintético de una sucesién acotada y el radio asintético de
dicha sucesién, a través del modulo de convexidad no compacta con respecto a la

medida de separacion (:

ro(A(C {zn})) < (1= Axp(17)r(C, {za})



VII

siendo C' un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach reflexivo y {z,,}
una sucesion acotada en C' que es regular con respecto a C. Usando dicha relaciéon
que da lugar a un método iterativo que reduce en cada paso el valor del radio de
Chebyshev para una cadena de centros asintéticos, prueban en [32] la existencia
de punto fijo para una aplicacién no expansiva con valores compactos y convexos
definida en un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio de Banach
X tal que €5(X) < 1. Dicho resultado garantiza, en particular, la existencia de
punto fijo en los espacios casi uniformemente convexos, dando asi una respuesta
afirmativa a uno de los problemas planteados por H.K. Xu. El problema abierto de
los espacios uniformemente suaves sera resuelto afirmativamente en el Capitulo 3 de

esta Memoria.

En el Capitulo 1 se recogen los conceptos, resultados y técnicas que seran usados
en los posteriores capitulos. No se incluyen demostraciones, sino que se intenta dar
referencias concretas.

Comenzamos recordando el concepto de estructura normal y sus variantes (7-
estructura normal, estructura normal uniforme y 7-estructura normal uniforme),
asi como los coeficientes considerados como medidas de dichas propiedades.

A continuacion se hace un breve estudio de algunas propiedades geométricas
(tales como la propiedad de Opial, convexidad, suavidad, etc.), que implican algin
tipo de estructura normal, junto con los modulos que las caracterizan.

Finalmente se recogen algunos resultados conocidos de existencia de punto fijo

para aplicaciones no expansivas univaluadas y multivaluadas.

En el Capitulo 2 se define un nuevo médulo de cardcter infinito-dimensional con
respecto a una topologia lineal 7 tal que la norma del espacio es T-secuencialmente

semicontinua inferiormente (7-slsc), como sigue

Cx+(B) = sup {h’m inf M} para cada 3 € (0,1)

oo 1 — ||z
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donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones {z,} C Bjs tales que 7 —
lim, z,, =  # 0,liminf, ||z, —z|| < fey = H:;_H’ donde 7 — lim,,x,, denota el limite
de la sucesién {z,} con respecto a la topologia 7 y B denota la bola cerrada de
centro 0 y radio (.
Dicho mdédulo estd acotado superior e inferiormente, ya que para cada 5 € (0,1)
1
ma

y veremos que la cota inferior se alcanza en cualquier espacio con la propiedad de

1 S CX,T(ﬁ) S

Schur, mientras que la cota superior se alcanza en /.. Ademads se calcula también
el valor de dicho médulo en algunos otros espacios cldsicos (tales como, ¢, con
1 <p<oo,cylpeo conl < p < c0), destacando que, en particular, ha sido
posible el calculo del médulo infinito-dimensional en los espacios de sucesiones £,
con 1 < p < oo, mientras que el médulo de cuadratura sélo es conocido para p = 1,
p=2yp=oc.

Se estudian a continuacién algunas propiedades bésicas de este nuevo maddulo,
obteniéndose que la funcién (x () es creciente, convexa y, por tanto, continua en
(0,1); ademés es también continua respecto a la distancia de Banach-Mazur.

El médulo infinito-dimensional esta relacionado con el moédulo de cuadratura

mediante la siguiente desigualdad

Cx-(8) <€&x(B)  para cualquier 5 € (0,1),

segun la cual este nuevo moédulo es un refinamiento del anterior. Ademas, en el caso

del espacio de sucesiones /5 con la topologia débil la estimacién es 6ptima, ya que

1
e, (B) = &, (B) = \/1?62

A continuacién se muestra que el médulo infinito-dimensional permite caracteri-

para todo 3 € (0,1).

zar simultaneamente la 7-casi convexidad uniforme y la 7-casi suavidad uniforme,
de igual forma que el modulo de cuadratura caracterizaba la convexidad y suavidad

uniformes.
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Teorema 0.0.5. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X tal

que la norma es T-slsc. Entonces:

1. X es T-cast uniformemente convexo si y solo si X es reflexivo y

Hm/g_d(l - 6>(X,7—<6) =0.
2. X es T-casi uniformemente suave si y sélo si Cx (0) = 0.

Observacion 0.0.1. En 1997 S. Prus [75] define la clase de los espacios de Banach
UNC (uniformly noncreasy), que contiene todos los espacios uniformemente convexos
y uniformemente suaves. Mas tarde, en 2001, J. Garcia-Falset, E. Llorens-Fuster y
E.M. Mazcunan Navarro [37] dan una generalizacién de dicha nocién definiendo
la propiedad de ser m-UNC (r-uniformly noncreasy) con r € (0,2]. Seria, pues,
interesante obtener una caracterizacién de los espacios de Banach que son UNC o
r-UNC a través del médulo de cuadratura &.

Recientemente, S. Prus y M. Szczepanik [77] han definido la clase de los espacios
de Banach NUNC (nearly uniformly noncreasy), una generalizaciéon con caracter
infinito-dimensional, que contiene todos los espacios casi uniformemente convexos y
casi uniformemente suaves. Por eso, de igual modo, seria interesante caracterizar,

mediante el modulo infinito-dimensional (, los espacios de Banach que cumplen la

propiedad NUNC.

Como el médulo de cuadratura podia ser usado también para obtener estructura
normal uniforme, estudiamos si hay una relacién similar entre el médulo infinito-
dimensional y el concepto de T-estructura normal uniforme. A partir de la siguiente

cota inferior obtenida para el coeficiente 7C'S(X) en funcién del médulo Cx ()

rOS(X) > sup I Cxr OV VG B2 12 PP 0 (D)
BE(0,1)

se obtiene la siguiente condicion suficiente para que un espacio de Banach tenga

T-estructura normal uniforme.
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Teorema 0.0.6. Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que la norma es T-slsc y

cada conjunto T-secuencialmente compacto es separable. Si

(x-(B) < % para algin 8 € (0,1),

en particular si liminfg 1 (1 — B)(x .. (B) < 1, entonces X tiene T-estructura normal

uniforme y, por tanto, T-FPP.

Esta estimacién no es éptima ya que, por ejemplo, el espacio X = (R@® l3)., con
la topologfa débil satisface (x () > 3/(1—03) para cada 8 € (0,1)y WCS(X) = V2.
No obstante, no podemos esperar que la estimacién (x -(5) < 1/(1— ) para algin 3
garantice T-estructura normal uniforme como sucedia con el médulo de cuadratura
ya que, por ejemplo, el espacio X = ¢q cumple (x(5) = /(1 — ) < 1/(1 — ) para
B € (1/2,1) y, sin embargo, ¢y no tiene estructura normal débil.

Hasta ahora el mddulo infinito-dimensional nos ha permitido obtener resulta-
dos de punto fijo a través de condiciones que garantizan 7-estructura normal. No
obstante, usando el coeficiente R.(X), veremos que el médulo infinito-dimensional
también da una condicion suficiente para que un espacio de Banach X tenga 7-FPP

en ausencia de T-estructura normal.

Teorema 0.0.7. Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo
T-nulo son T-slsc y cada conjunto T-secuencialmente compacto es T-compacto. Si
Cx+(8) < 148 para algin 3 € (0,1), en particular si (. (0) < 1, entonces R, (X) <
2 y, por tanto, X tiene la 7-FPP.

Observaciéon 0.0.2. 1. El reciproco del Teorema 0.0.7 no es cierto. Por ejemplo,
X = Ly(p) cumple la clm-FPP (ver [46]) y, sin embargo, (x am(8) = 1+ 0
para todo 8 € (0,1).

2. La estimacién del Teorema 0.0.7 no da nuevos resultados de punto fijo para 3
préximo a 1. De hecho, si 3 > (—1 4 1/5)/2 se tiene

B oS4

1-5°



XI

En este sentido, podemos decir que el Teorema 0.0.6 es 1til para 3 proximo a
1 y el Teorema 0.0.7 para 3 proximo a 0. Seria interesante obtener resultados
de punto fijo mediante el médulo (x,(3) para valores intermedios de 3 en
espacios en los que TCS(X) =1y R (X) = 2.

Como consecuencia del Teorema 0.0.7 podemos obtener el siguiente resultado que

relaciona el médulo infinito-dimensional con el médulo de 7-casi suavidad uniforme.

Corolario 0.0.1. Si(x () < 140 para algin 3 € (0,1), en particular si (% (0) <
1, entonces by (0) < 1, donde bx () denota el mddulo de T-casi suavidad uniforme
de X.

Finalmente, como los espacios de Orlicz son una generalizacién natural de los
espacios L, (en los que mostramos el valor del médulo infinito-dimensional con
respecto a la topologia de la convergencia local en medida) vamos a estimar el valor
del médulo infinito-dimensional en dichos espacios.

Sea (£2,%, 1) un espacio de medida y ¢ una funcién de Orlicz, es decir, una
funcion @ : [0, +00) — [0,400) convexa, continua, no decreciente, tal que ®(0) =0
y lim,_, 1o ®(2) = +o00. El conjunto de todas las funciones medibles f : @ — R

tales que
/ ®(p|f])dp < +oo para algin p > 0
Q

N@(f):fnf{p>o;L¢(L?> dugl}

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz Le(1).

con la norma

En adelante vamos a suponer que:

» (Q,%, 1) un espacio de medida o-finita,
» ® es una funcién de Orlicz no degenerada, esto es, ®(x) > 0 para todo z > 0,

» ® satisface la Ay-condicidn, esto es, existe K > 0 tal que ®(2x) < K®(x) para
cada = > 0,
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= O(1) = 1.

Ademés vamos a denotar ®~' por ¥ y escribiremos Io(f) en lugar de [, ®(|f|)dp si
dicha integral esta bien definida.

En [46] se define la funcién a : (0,4+00) — R dada por

a(é):inf{%:t>0}

(inspirada en la funcién de expansién definida por T. Dominguez Benavides y R.J.
Rodriguez en [33]) que permite obtener informacién sobre la norma de una funcién
f € Lo(p) a través de la integral que define dicha norma.

Inspirados por la definicién anterior definimos la funcién b : (0, +o00) — R dada

por
b(0) :sup{% :15>0}7

que sera de utilidad para estimar el valor del médulo infinito-dimensional en los
espacios de Orlicz.

Usando algunas propiedades que cumplen estas funciones, se prueba el siguiente
teorema que da una estimacién del valor del médulo infinito-dimensional en los

espacios de Orlicz con la topologia de la convergencia local en medida.

Teorema 0.0.8. Sea (2,%, u) un espacio de medida o-finita y ® una funcidn de
Orlicz no degenerada que satisface la Ag-condicion y ®(1) = 1. Entonces, para cada
g€ (0,1), se tiene

L+ 75
CL@(M),clm(ﬁ) S sup -4

o a (b (552) (L-at () 07 (525))

La estimacion obtenida mejora la cota superior del modulo infinito-dimensional

1/(1— ). Ademds, mediante célculos elementales se comprueba que en los espacios
L, (1) con la topologia de la convergencia local en medida y en los espacios ¢, con

la topologia débil (1 < p < +00) la estimacién es 6ptima.
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En el Capitulo 3 se dan resultados de existencia de punto fijo para aplicaciones
multivaluadas no expansivas con rangos contenidos o no en sus dominios. Todos estos
resultados se obtienen como consecuencia de cierta relacién existente entre el radio
de Chebyshev del centro asintético de ultra redes acotadas y el radio asintdtico de
tales ultra redes. El uso de ultra redes en lugar de sucesiones nos permitird eliminar
la hipétesis de separabilidad al trabajar con una topologia arbitraria en lugar de la
topologia débil y al extender los resultados obtenidos para aplicaciones cuyo rango
no esté contenido en su dominio.

Con objeto de garantizar que los centros asintéticos de redes con los que vamos a
trabajar sean no vacios, a lo largo de este capitulo X sera un espacio de Banach y 7
una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo 7-nulo son 7-semicontinuas
inferiormente (7-lsc), o tal que los conjuntos 7-secuencialmente compactos son 7-
compactos y las funciones de tipo 7-nulo son 7-secuencialmente semicontinuas infe-
riormente (7-slsc).

Comenzamos, pues, el capitulo definiendo la condicién que serd nuestra principal
herramienta para garantizar la existencia de punto fijo. Diremos que X satisface la
(DL),-condicién con respecto a 7 (7(DL),-condicién) si existe A € [0, 1) tal que para
cada subconjunto 7-compacto y convexo C' de X y para cada ultra red acotada {z,}

en C' se tiene
re(A(C {za})) < Ar(C,{za}).
Se prueba que si X es un espacio de Banach que satisface la 7(DL),-condicién y
T es una topologia lineal sobre X tal que los conjuntos 7-secuencialmente compactos
son T-compactos y separables, entonces X tiene 7T-estructura normal.
El teorema que enunciamos a continuacion constituye la pieza clave del capitulo,
ya que en él se prueba que la 7(DL),-condicién implica la existencia de punto fijo

para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

Teorema 0.0.9. Sea C' un subconjunto no vacio, T-compacto, cerrado, acotado y
convezo de un espacio de Banach X yT : C — KC(C) una aplicacion no expansiva.

Si X satisface la T(DL),-condicion, entonces T tiene un punto fijo.
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A partir de aqui nuestro objetivo serd probar que ciertas propiedades que im-
plican algin tipo de estructura normal también garantizan que el espacio cumple
la 7(DL),-condicién y, por tanto, la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no ex-
pansivas. En este sentido, comenzamos mostrando que la condicién dada a través
del médulo de cuadratura {x(5) < 1/(1 — ) para algin 5 € (0,1), que implica
estructura normal uniforme, también implica la (DL),-condicién, esto es, la (DL),-

condicién con respecto a la topologia débil.

Teorema 0.0.10. Sea C un subconjunto convezo, cerrado y acotado de un espacio

de Banach reflexivo X y sea {x, : a € D} una ultra red en C. Entonces, para cada
7 e(0,1)
re(A(C{za})) < (1= B)Ex (B)r(C, {za}).

Consecuentemente, si C' es un subconjunto no vacio, convezxo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que

Ex () < ﬁ para algin 5 € (0,1)

yT:C — KC(C) es una aplicacion no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Como consecuencia del resultado anterior y usando la siguiente desigualdad que

relaciona el médulo de cuadratura con el médulo de suavidad

(1—-0)¢x(B) <2px(B)+1— 0 paratodo 3 € (0,1)
([8], Teorema 2.4), se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 0.0.2. Sea C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X tal que p'x(0) < 1/2, yT : C — KC(C) una aplicacion no

expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En particular, teniendo en cuenta que un espacio de Banach X es uniformemente

suave si y so6lo si p'x(0) = 0, se deduce que los espacios de Banach uniformemente
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suaves verifican la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas con val-
ores compactos y convexos, dando asi una respuesta afirmativa al Problema Abierto
1 planteado por H.K. Xu en [82].

A continuacién presentamos tres condiciones equivalentes en términos del médulo
infinito-dimensional, de la caracteristica de 7-casi convexidad uniforme y del médulo
de Opial, que implican 7-estructura normal uniforme y probamos que las mismas
condiciones también implican la 7(DL),-condicién y, por tanto, la 7-FPP para apli-

caciones multivaluadas no expansivas.

Teorema 0.0.11. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X tal
que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto acotado, convezo,
T-compacto y T-secuencialmente compacto de X y {x,} una sucesion en C' que es
reqular con respecto a C'. Entonces

1

ro(A(C, {zn, })) < m

r(C{Tn, })

para cada {x,,} subred universal de {x,}.
Consecuentemente, si C' es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado, acotado, T-
compacto y T-secuencialmente compacto de X. Supongamos que se verifica una de

las siguientes condiciones equivalentes:
1 rx.(1)>0
2. N+ (X) <1
5. Cx(8) < B/(1 — ) para algin 3 € (0,1).
Entonces cada aplicacion no expansiva T : C — KC(C) tiene un punto fijo.

En particular, como la caracteristica de convexidad no compacta Ag ,(X) cumple
la desigualdad e5,(X) > Ao, (X), el resultado anterior mejora el Teorema 3.5 en
[32]. Ademds, mostramos un ejemplo de un espacio X tal que A, (X) < 1 pero
e (X) > 1.
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Un método para asegurar que un espacio de Banach cumple la 7-FPP puede ser
probar que esta “cerca”’de otro espacio de Banach que cumpla una cierta condicién
(més que) suficiente para la 7-FPP. Por ese motivo estudiamos la permanencia ba-
jo renormamiento de las anteriores propiedades que implican la 7(DL),-condicién,
lo cual da lugar a resultados de estabilidad para la 7-FPP para aplicaciones mul-
tivaluadas no expansivas. Para medir la proximidad entre dos espacios de Banach

isomorfos usaremos la distancia de Banach-Mazur definida por
dX,Y)=mf {||U||U"]: U : X — Y,U isomorfismo} .

Cuando X eY son dos espacios de Banach isomorfos tales que d(X,Y") < d, podemos
suponer que Y es un renormamiento de (X, ||-||) con una norma |-| que verifica ||z|| <
|z| < d||z|| para cada z € X. Comenzamos, pues, estudiando la permanencia bajo

renormamientos de la propiedad Ay ,(X) < 1 y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 0.0.12. Sea (X, || -||) un espacio de Banach. Supongamos que | -| es una
norma definida sobre X tal que ||z|| < |x| < d||z|| para cadax € X. SeaY = (X, |-|).
Entonces

Ay (€) > dAx, (2) +1—4d para cada € > 0.

Consecuentemente, si Ax , (%) >1-— %1’

funciones de tipo T-nulo sobre Y son T-lsc, entonces cada aplicacion no expansiva

entonces Ay .(17) > 0. Por tanto, si las

T:C — KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto no vacio, convero,

cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto de Y .

A continuacién aplicamos el resultado anterior en el caso de los espacios £, y Ejg
con la topologia débil y en los espacios L,(x) con la topologia de la convergencia
local en medida, y mostramos que las cotas obtenidas son también cotas para w-
UNS y clm-UNS respectivamente. En particular, se da un ejemplo en que no se
puede aplicar la generalizacién del teorema de Lami-Dozo dada por P. Lorenzo en
[65], mientras que se puede usar el resultado de estabilidad anterior para deducir la

FPP en ausencia de la propiedad de Opial.
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De modo similar podemos obtener también un resultado de estabilidad usando
ep-(X) en lugar de Ay (X)), pero en el caso de los espacios L,(u) las cotas obtenidas
son peores que las obtenidas usando Ag ,(X).

Notese que el teorema anterior no da un resultado de estabilidad en el sentido
usual de encontrar una constante k, dependiente de X, tal que si Y es un espacio de
Banach con d(X,Y’) < k entonces Y también verifica la propiedad. Sin embargo, ver-
emos en el siguiente teorema que el moédulo de Opial da un resultado de estabilidad

en el sentido usual.

Teorema 0.0.13. Sean X e Y espacios de Banach isomorfos, entonces
rx (1) +1<d(X,Y)(ry,(1) +1).

Consecuentemente, si d(X,Y) < rx.(1)+ 1, entonces ry,(1) > 0. Por tanto, si las
funciones de tipo T-nulo sobre Y son T-lsc, entonces cada aplicacion no erpansiva
T:C — KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto no vacio, convero,

cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto de Y .

Volvemos a aplicar el resultado obtenido en el caso de los espacios ¢, y Eg con
la topologia débil y en los espacios L,(i) con la topologia de la convergencia local
en medida y observamos que las cotas obtenidas coinciden con las que obtuvimos
usando Ay ,(X), lo cual no es de extranar teniendo en cuenta que las condiciones

rx.(1) >0y Ay, (X) <1 son equivalentes.

Terminamos el capitulo realizando un estudio similar para aplicaciones multi-
valuadas no expansivas cuyo rango no esta contenido en su dominio. Para ello, lo
primero que hemos de hacer es probar que, bajo ciertas condiciones adicionales,
la 7(DL),-condicién implica también la existencia de punto fijo para este tipo de

aplicaciones.

Teorema 0.0.14. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X
tal que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto no vacio, T-

compacto, cerrado, acotado y convexo de X y T : C — KC(X) una aplicacion no
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expansiva y 1-x-contractiva tal que Tz C Io(x) para cada x € C. Si X wverifica la

T(DL),-condicion, entonces T tiene un punto fijo.

Observaciéon 0.0.3. No sabemos si la condicién de y-contractividad puede ser
suprimida. No obstante, cuando C' es un subconjunto 7-secuencialmente compacto
de un espacio de Banach X separable o reflexivo cumpliendo la propiedad de Opial
no estricta con respecto a 7, fue probado en ([65], Teorema 3.2.5) que cada aplicacién

no expansiva 7' : C' — K(X) con T(C) acotado es 1-x-contractiva.

Vamos a aplicar el teorema anterior con el fin de extender algunos resultados
conocidos para aplicaciones multivaluadas no expansivas cuyo rango no esta con-

tenido en su dominio.

Teorema 0.0.15. Sea X un espacio de Banach y 7 una topologia lineal sobre X tal
que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto no vacio, convezxo,
cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto de X. Supongamos que

se verifica una de las siguientes condiciones equivalentes:

3. Cxr(8) < B/(1— ) para algin B € (0,1).

Sea T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva y 1-x-contractiva tal que Tx C

Io(x) para cada x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

Como la caracteristica de 7-casi convexidad uniforme A (X)) verifica las sigu-
ientes desigualdades
o, (X) 2 Do (X) = &y (X),

el teorema anterior generaliza el Teorema 3.6 en [31] para una topologia arbitraria

7 y elimina la hipdtesis de separabilidad de él.
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Teniendo en cuenta la observacién anterior podemos enunciar el siguiente coro-
lario que generaliza ([31], Teorema 3.7) para una topologia arbitraria 7 y elimina
la hipétesis de separabilidad de €él, ya que Ag -(X) coincide con €, -(X) cuando X

satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a 7.

Corolario 0.0.3. Sea X un espacio de Banach separable o reflexivo con la propiedad
de Opial no estricta y T una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo
T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto no wvacio, convexo, cerrado, acotado, T-
compacto y T-secuencialmente compacto de X. Supongamos que se verifica una de

las siguientes condiciones equivalentes:
1. TXJ—(l) >0

2. N+ (X) <1

3. Cxr(8) < B/(1 = B) para algin 3 € (0,1).

Sea T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva tal que Tx C Ic(z) para cada
x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

De forma andloga podemos extender también el Teorema 0.0.10 y el Corolario
0.0.2 para aplicaciones multivaluadas no expansivas cuyo rango no esta contenido

en su dominio.

Teorema 0.0.16. Sea C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X tal que {x () < ﬁ para algin 3 € (0,1) (o, en particular,
P (0) <1/2). Sea T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva y 1-x-contractiva
tal que Tz C Io(x) para cada x € C. Entonces T' tiene un punto fijo.

En (][20], Teorema 3.4) S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao obtu-
vieron una relacion entre el centro asintético de una sucesion acotada y la constante
de James. Aqui vamos a mostrar una relaciéon similar para redes que nos permi-
tird suprimir la hipétesis de separabilidad del Corolario 3.6 en [20]. Previamente

recordamos que:
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= Un espacio de Banach X se dice que verifica la propiedad WORTH si
lim sup ||z, + z|| = limsup ||z, — z||
para cualquier € X y cualquier sucesién débilmente nula {z,} en X.

= Si X verifica la propiedad WORTH, entonces X verifica la propiedad de Opial

no estricta [38].

» Un espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado si y sélo si J(X) < 2,

donde J(X) denota la constante de James del espacio X definida por

J(X) =sup{llz +yl|Allz -yl :z,y € Bx}.

Los espacios de Banach uniformemente no cuadrados son reflexivos [45].

Teorema 0.0.17. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
de Banach reflexivo X verificando la propiedad WORTH y sea {x,} una sucesion

en C que es reqular con respecto a C'. Entonces

re(AC (1) < Z900C )

para cada {x,,} subred universal de {x,}.

Consecuentemente, si X es un espacio de Banach uniformemente no cuadrado ver-
ificando la propiedad WORTH y C' es un subconjunto no vacio, acotado, cerrado y
convexo de X. Entonces cada aplicacion no expansiva T : C — KC(X), tal que

Tz C Ic(x) para todo x € C, tiene un punto fijo.

A lo largo del Capitulo 3 se han obtenido resultados en los que se prueba que cier-
tas propiedades que garantizan algtn tipo de estructura normal también implican la
7(DL),-condicién y, por tanto, la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansi-
vas. Dichos resultados dan respuestas parciales al problema de extender el Teorema

de Kirk para aplicaciones multivaluadas y nos llevan a conjeturar que estructura
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normal implica la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no ex-
pansivas. De hecho, nos planteamos si los espacios con estructura normal cumplen
la (DL)-condicién, propiedad definida por S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A.
Kaewkhao [20] usando sucesiones en lugar de redes, que implica estructura normal
débil y la w-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Sin embargo, en
el Apéndice se da un ejemplo que muestra que la (DL)-condicién es estrictamente
mas fuerte que la estructura normal débil. Més atn, S. Dhompongsa, T. Dominguez
Benavides, A. Kaewcharoen y B. Panyanak [19] han definido recientemente una nue-
va propiedad para espacios de Banach llamada propiedad (D), que es mas débil que
la (DL)-condicién y més fuerte que la estructura normal débil, y prueban que si C'
es un subconjunto convexo y débil compacto de un espacio de Banach que verifica
la propiedad (D) entonces toda aplicacién no expansiva 7' : C' — KC(C') tiene un
punto fijo. El ejemplo que se da en el Apéndice muestra que la estructura normal
uniforme no implica dicha propiedad (D). Por tanto, el problema de extender el
Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas no expansivas permanece abierto,

ya que la (DL)-condicién y la propiedad (D) sélo pueden dar respuestas parciales.

En el Apéndice se estudia la relacién entre las siguientes propiedades: estruc-
tura normal uniforme, estructura normal uniforme débil, estructura normal débil,
rx(1) > 0,&x(B) < 1/(1—p) para algun g € (0,1), (DL)-condicién y propiedad (D).
Se ha determinado la validez o no validez de todas las posibles implicaciones entre
dichas propiedades, excepto para la siguiente implicacién: no sabemos si £x () <
1/(1— () para algin 8 € (0,1) implica (x(5) < /(1 — ) para algin g € (0,1). En
la siguiente tabla recogemos los resultados obtenidos. En ella “S” quiere decir que
la condicion de arriba implica la condicion de la izquierda, “N” quiere decir que la
condicién de arriba no implica la condicion de la izquierda, “?” quiere decir que no
sabemos si la condicién de arriba implica la condicion de la izquierda y, finalmente,

&x quiere decir £x () < ﬁ para algin (€ (0,1).



INTRODUCCION

XXII

S

N

—| UNS | w-UNS | w-NS | rx(1) >0 | & | (DL) | (D)

UNS
w-UNS

w-INS

Tx(l) >0

3
(DL)

(D)




Capitulo 1

Notacion y Preliminares

1.1. Estructura normal, condiciones geométricas

y moddulos relacionados

El concepto de estructura normal juega un papel esencial en la Teoria Métrica
del Punto Fijo, especialmente en aquellos problemas que conciernen a aplicaciones
no expansivas. En esta seccién vamos a recordar la nocién de estructura normal
asi como otras propiedades geométricas relacionadas con ella. Antes de formular la

definicién, necesitamos establecer la siguiente notacion.

Definicién 1.1.1. Sea (M,d) un espacio métrico y A un subconjunto acotado de
M.

1. El diametro de A se define como diam(A) = sup{d(z,y): z,y € A}.
2. El radio de Chebyshev de A se define como

r(A) = inf {sup{d(z,y) :y € A} :x € A}.

3. Se dice que el conjunto A es diametral si diam(A) = r(A).
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El concepto de estructura normal fue introducido por M.S. Brodskii y P.D. Mil-
man [10] en 1948 para estudiar los puntos fijos de las isometrias. Mdas tarde, se des-
cubrié que dicho concepto esta relacionado con la propiedad del punto fijo para apli-
caciones no expansivas (W.A. Kirk [49], 1965) y se generaliz6 para la topologia débil
y, finalmente, para una topologia arbitraria surgiendo el concepto de 7-estructura
normal introducido por W.A. Kirk en [50]. Aqui vamos a usar la terminologia que
aparece en [46], [23] y [76].

Definicién 1.1.2. Se dice que un espacio de Banach X tiene estructura normal
(NS) (respectivamente, estructura normal con respecto a una topologia T (T7-NS)) si
todo subconjunto no vacio, cerrado (respectivamente, T-secuencialmente compacto),

acotado, convexo y diametral de X es unitario.

Asi pues, un espacio tiene estructura normal si todo subconjunto cerrado, aco-
tado, convexo y no unitario puede ser recubierto por una bola de radio menor que
su didmetro y centrada en el subconjunto. Intuitivamente puede parecer que esto
sucede en todos los espacios de Banach y, en efecto, es el caso de todos los espa-
cios uniformemente convexos (cuya definicién veremos mas adelante), entre los que
estan, por ejemplo, los espacios ¢, y L,(Q2) con 1 < p < +oo. Sin embargo, ¢
no tiene ni estructura normal ni estructura normal débil (esto es, estructura nor-
mal con respecto a la topologia débil). De hecho, si consideramos el subconjunto
A = co({e, : n € N}) donde {e,} es la base estdndar, entonces diam(A) = 1y
r(A) = 1 porque lim, ||z — e,|| > 1 para cada x € ¢;. Como la sucesién {e,} es
débilmente nula, A es débil compacto y, por tanto, ¢y no tiene estructura normal
débil. Considerando el mismo conjunto A en ¢y, es facil comprobar que ¢; no tiene
estructura normal. Sin embargo, veremos mas adelante que ¢; y, en general, cada
espacio de Banach con la propiedad de Schur (esto es, toda sucesién débilmente

convergente converge en norma) tiene estructura normal débil.

Recordemos un coeficiente geométrico relacionado con la estructura normal definido
por W.L. Bynum [14] en 1980.
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Definicién 1.1.3. Sea X un espacio de Banach. El coeficiente de estructura normal
de X se define por

diam(A)

N(X) :inf{ A

: A C X convexo, cerrado y acotado con diam(A) > 0} .
Obviamente, X tiene estructura normal si N(X) > 1. Sin embargo, hay espacios

con estructura normal tales que N(X) = 1 ([4], Ejemplo VL5). Diremos que un

espacio de Banach X tiene estructura normal uniforme (UNS) si N(X) > 1. En tal

caso, se tiene que X es reflexivo [66].
Asociado a la estructura normal débil, W.L. Bynum [14] defini6 el coeficiente de

sucesiones débilmente convergentes de la siguiente forma:

Definicién 1.1.4. Sea X un espacio de Banach sin la propiedad de Schur. El coe-

ficiente de sucesiones débilmente convergentes de X se define como

WCS(X) = inf {Chi“(‘{—%@}

donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones {x,} débilmente convergentes

que mo convergen en norma, siendo

diam,({z,}) = klim sup {||zn — x| : n,m >k}

ro({z,}) = nf {limnsup | — 2| sz € co({xn})}

el didmetro y radio asintdtico de {x,} respectivamente.

Se tiene que WCS(X) € [1,2]. Puesto que 2 es el valor maximo para WCS(X)
en la definicién anterior, podemos establecer que WCS(X) = 2 cuando X verifica
la propiedad de Schur. En el siguiente teorema recordamos que el coeficiente de
sucesiones débilmente convergentes puede ser considerado como una medida de la

estructura normal débil.
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Teorema 1.1.1. ([14]) Sea X un espacio de Banach con WCS(X) > 1. Entonces

X tiene estructura normal débil.

Como consecuencia, este coeficiente también se denomina coeficiente de estruc-
tura normal débil. Ademas, en [14] se prueba que 1 < N(X) < WCS(X). Sin embar-
go, hay espacios con estructura normal tales que WCS(X) =1 ([4], Ejemplo VL5).
Diremos que X tiene estructura normal débil uniforme (w-UNS) si WCS(X) > 1.

Las siguientes expresiones equivalentes de WCS(X), probadas en ([4], Lema

VI1.3.8), facilitan el célculo de dicho coeficiente en muchos espacios de Banach.

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio de Banach sin la propiedad de Schur. Entonces:

1.
d. a n 7 -
WCS(X) = inf ,lam—({x}) :{xn} converge débilmente a cero
lim sup,, ||z, ||
2. ’
WES(X) = iuf § Mnmsntn 172 = T
lim,, ||z, |
donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones {x,} débilmente nulas
tales que ambos limites existen.
3.

WCS(X) = inf{ hn;é |zn — me}

donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones {x,} débilmente nulas

tales que ||z, || =1 para todo n y My, pypsm || T — Tm || existe.

Notese que cada sucesion acotada en un espacio métrico tiene una subsucesién

{z,} tal que limy, .t d(20, Tp) existe ([4], Teorema I11.1.5).

En el siguiente teorema recordamos cudl es el valor de WCS(X) en algunos es-
pacios de Banach particulares. Previamente recordamos la definicion de los espacios

de Bynum.
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Definicién 1.1.5. Sea p € [1,+00), ¢ € [1,+00]. Los espacios de Bynum ¢, , se

definen como £y 4 = (€, || - ||p.q) donde para x € £,
l#llp.g = (2117 + 2~ l17)" si g € [1,+00)

|]lp.ce = max{[lz" [lp, 1z~ [}

xt, 2~ denotan la parte positiva y negativa de x respectivamente, esto es, cada x € {,,
d tad =xT—x~ dondel () tes i-€st
puede ser representado como x = v —x~ donde las respectivas componentes i-ésimas
de xt yx~ son
2
73| — @i
2

(z7); = méx{z;,0} =

(x7); = max{—z;,0} =

Nétese que para todo p € [1,400) los espacios ¢, , (¢ > 1) son isomorfos a ¢,,.
Por otra parte, si 1 < p < 400, 1 < q < +00y p*, ¢° son exponentes conjugados de
p y q respectivamente (esto es, 1/p+1/p* =1y 1/q+1/q* = 1), entonces £, es

isométricamente isomorfo a £« g«.
Teorema 1.1.3. 1. Para cada p > 1, se tiene WCS((,) = 21/P

3. Seanp >1, ¢ > 1, entonces WCS({,,) = min {2/ 21/}

Para una topologia 7 arbitraria, M.A. Japén Pineda [46] define el siguiente coe-

ficiente:

Definicién 1.1.6. ([46], Definicion 2.4) Sea X un espacio de Banach y T una
topologia sobre X tal que hay sucesiones T-convergentes que no son convergentes

en norma. Se define el coeficiente

0500 = o { sl

lim,, ||z, ||
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donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones {x,} acotadas en norma y
T-nulas tales que ambos limites existen y lim,, ||z, || # 0.

Diremos que X tiene estructura normal uniforme con respecto a la topologia T

(t-UNS) si TCS(X) > 1.

Observacion 1.1.1. Cuando 7 es la topologia débil, el coeficiente 7C'S(X) coincide
con el coeficiente de sucesiones débilmente convergentes WC'S(X) (Teorema 1.1.2).
Sin embargo, cuando se extiende la definicién de WC'S(X) para una topologia ar-
bitraria es méas tutil considerar la Definiciéon 1.1.6 en lugar de una extension directa
de la definiciéon de WC'S(X). Para mostrar este hecho, M.A. Japén Pineda ([46],
Nota 2.2) consider6 el espacio L;([0, 1]) dotado con la topologia de la convergencia
en medida y tomé la sucesion f,, = nxo1/n en Lq([0,1]) que converge a cero en
medida. Como || f, — f|| = 2 — 2™ para cada n,m € N con n > m, se tiene que

diam,({f,}) = 2. Por otra parte, sea f € co({f.}), pongamos
f= Zakfk conap > 0,k=1,....m; Zak =1.
k=1 k=1
Para todo n > m se tiene
IF - =223 ok
n|l — £ kn

y, por tanto, limsup,, || f — full =2 y ra({fn}) = 2. Asi pues, el coeficiente obtenido

extendiendo directamente la definicién tendria valor 1, es decir,

=t { S

donde el infimo es tomado sobre las sucesiones {f,} T-convergentes que no son
convergentes en norma. Sin embargo, en el siguiente ejemplo veremos que, usando la
Definicién 1.1.6, 7C'S(L1([0,1])) = 2 cuando 7 es la topologia de la convergencia en

medida, lo cual implica que L;([0, 1]) tiene T-estructura normal (Proposicién 1.1.1).
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Ejemplo 1.1.1. ([46], Ejemplo 2.3) Sea (£2,%, 1) un espacio de medida positiva
o-finita. Para cada 1 < p < +oo consideramos el espacio de Banach separable
L,(4) con la norma usual. Sea {€2,}7°, una particiéon o-finita de €. Consideramos

la topologia 7 generada por la métrica

[e.e]

&1 =l
A9 =2 3 ) /Q T4 —g W P fo € Lplu)

n=1
Esta topologia es conocida como la topologia de la convergencia local en medida

(cIm). Cuando p(Q2) < 400, la métrica

d(f,g) = /Q %du para f,g € L,(1)

genera la clm-topologia y, en este caso, la clm-topologia es equivalente a la topologia
de la convergencia en medida. Esto no es cierto, en general, si p(§2) = 400 (ver [46],
pag. 34).

Para cada p € [1,+00), se tiene (clm)CS(L,(x)) = 21/P. También es conocido que
WCOS(Ly(1)) > min{2Y/? 21=1/P} y la igualdad se tiene si p > 2 0 y no es puramente
atémica ([21]).

Obviamente, 1 < 7CS(X) < 27, al igual que ocurria con el coeficiente WC'S(X),

7CS(X) puede ser considerado como una medida de 7T-estructura normal.

Proposicién 1.1.1. ([76], Proposicién 5.8) Sea 7 una topologia lineal sobre X
tal que cada conjunto T-secuencialmente compacto es separable. Si 1 < 7CS(X),
entonces X tiene 7-NS. Cuando 7 es la topologia débil la condicion de separabilidad

no es necesaria.

En los tltimos cincuenta anos se han estudiado propiedades geométricas, tales
como la propiedad de Opial, convexidad, suavidad, etc., que implican algtin tipo de
estructura normal (NS, UNS, 7-NS o 7-UNS). Vamos a recordar algunas de dichas
propiedades junto con los médulos que dan una idea cuantitativa de la verificacién

de dichas propiedades.
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Comenzaremos recordando la propiedad de Opial. Fue Z. Opial [70] el primero
en estudiar dicha propiedad respecto a la topologia débil y aplicarla a la Teoria del
Punto Fijo. La propiedad de Opial uniforme con respecto a la topologia débil fue
definida por S. Prus en [74] y el médulo de Opial fue introducido en [62] por P.K.
Lin, K.K. Tan y H.K. Xu.

Definicién 1.1.7. Diremos que un espacio de Banach X satisface la propiedad de
Opial con respecto a una topologia T si para cada sucesion acotada {x,} T-nula y

cada x # 0 en X se tiene
lim inf ||z, || < lminf ||z, + ||
n—oo n—oo

Reemplazando < por < tenemos la definicion de propiedad de Opial no estricta con
respecto a la topologia T.

Notese que si T es la topologia débil o la topologia débil estrella, las sucesiones
T-convergentes son acotadas y, por tanto, la palabra “acotada” puede suprimirse de
la definicion.

El modulo de Opial de X se define para ¢ > 0 como
rx.(c) = inf {h'minf |z, + || — 1}

donde el infimo es tomado sobre todo © € X con ||x|| > ¢ y toda sucesion T-nula
{z,} en X con liminf, ||z,| > 1.
Diremos que X satisface la propiedad de Opial uniforme con respecto a T si

rx.-(c) >0 para cada ¢ > 0.

Cuando 7 sea la topologia débil, diremos simplemente que X verifica la propiedad
de Opial, la propiedad de Opial no estricta o la propiedad de Opial uniforme, y el
modulo de Opial se denotard por 7x(-). Usando los mismos argumentos que para la
topologia débil, se prueba que rx -(-) es una funcion creciente y continua en [0, +00).

A modo de ejemplo podemos citar que los espacios de Hilbert y los espacios ¢,

(1 < p < +00) cumplen la propiedad de Opial, y el espacio ¢y verifica la propiedad
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de Opial no estricta. Sin embargo, L,[0,27] no cumple la propiedad de Opial no
estricta para p # 2 ([76], Ejemplo 4.20).
Los siguientes resultados establecen la relacion existente entre las nociones de

propiedad de Opial y estructura normal.

Teorema 1.1.4. ([43]) Si X es un espacio de Banach separable que satisface la
propiedad de Opial con respecto a una topologia T, entonces X tiene T-estructura
normal.

Cuando T es la topologia débil, la condicion de separabilidad no es necesaria.

Proposicién 1.1.2. ([46], Lema 2.3) Sea X un espacio de Banach y T una topologia
lineal sobre X . Entonces

TCS(X) > 14 rx.(1).

Consecuentemente, X tiene T-UNS sirx.(1) > 0.

A continuacion estudiaremos la convexidad del espacio, otra propiedad geométri-
ca relacionada con la estructura normal. Las nociones bésicas de convexidad estricta

y convexidad uniforme fueron introducidas por J.A. Clarkson [16].

Definicién 1.1.8. Decimos que un espacio de Banach X es estrictamente convezxo
si la superficie esférica unidad no contiene segmentos, o equivalentemente, si para

cualquier par x,y de vectores no colineales de X se tiene ||z + y|| < ||z| + ||y|l-

Un concepto mas fuerte de convexidad se obtiene exigiendo la propiedad ante-
rior de una manera uniforme, esto es, hablando sin rigor, exigiendo que no puedan
encontrarse segmentos de longitud predeterminada tan préximos como se quiera a

la superficie esférica.

Definicién 1.1.9. Decimos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo
(UC) si para cada € € (0,2] existe 6 > 0 tal que para x,y € X con |||, ||yl <1y

|z —y|| > €, se tiene ||| <1—4.
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Algunos ejemplos de espacios uniformemente convexos son los espacios de Hilbert,
los espacios ¢, y los espacios de funciones L,[0, 1] con 1 < p < 400 (ver [7]).
Asociado a la convexidad uniforme, se define el moédulo de convexidad, también

llamado médulo de Clarkson, como sigue:

Tr+y
2

Sx(€) :inf{l—

H cx,y € Bx, ||z — | Ze}

para cada € € [0, 2], donde By denota la bola unidad cerrada de X. Vamos a denotar

£0(X) la caracteristica de convexidad de X dada por
go(X) =sup{e>0:0x(e) =0}.

Obviamente, X es uniformemente convexo si y sélo si dx(e) > 0 para todo € € (0, 2]
(equivalentemente, £¢(X) = 0).
El médulo de Clarkson y el coeficiente de estructura normal estan relacionados

por medio de la siguiente desigualdad:
Teorema 1.1.5. Sea X un espacio de Banach. Entonces N(X) > (1 —dx(1))7".

Consecuentemente, la condicién dx(1) > 0 implica que X es reflexivo y tiene
estructura normal uniforme. En particular, nétese que no sélo los espacios uniforme-
mente convexos tienen estructura normal, sino también todos aquellos espacios que
no tienen segmentos de longitud mayor o igual que 1 tan préximos como se quiera

a la superficie esférica unidad.

Vamos a estudiar ahora otro concepto geométrico relacionado con la estructura

normal: la suavidad.

Definicién 1.1.10. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X es suave si cada
punto x de la superficie esférica unidad soporta un unico funcional tangente, esto

es, existe un unico f € X* tal que ||f|| =1y f(x) =1.
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Noétese que el concepto de suavidad es parcialmente dual al de convexidad es-
tricta. En efecto, se tiene:

(a) Si X* es suave, X es estrictamente convexo

(b) Si X* es estrictamente convexo, X es suave.

En general, los reciprocos de (a) y (b) no son ciertos (ver [4], Ejemplo IV.3).
Vamos a considerar ahora un concepto mas fuerte que la suavidad, la suavidad

uniforme.

Definicién 1.1.11. Decimos que un espacio de Banach X es uniformemente suave
(US) si
=0

t)
/ O — 1/ pX(
Px(0) tir(g t

donde px es el modulo de suavidad de X, definido parat > 0 como

1
px(t) = sup{i(llwrtyll e =tyl) =1+ flzl < 1yl < 1}-

Observacion 1.1.2. 1. Todo espacio uniformemente suave es suave, sin que, en

general, sea cierta la asercion inversa.

2. Como consecuencia de las formulas de dualidad de Lindenstrauss, se tiene la

siguiente relacién entre los médulos de convexidad y suavidad ([4], pag. 84):

px-(0) =e0(X)/2 vy px(0) =eo(X7)/2,

de donde se deduce que la convexidad uniforme y la suavidad uniforme son

conceptos duales, esto es,
(a) X es UC siy sélo si X* es US
(b) X es US siy sélo si X* es UC.

El médulo de suavidad y el coeficiente de estructura normal débil estan rela-

cionados por medio de la siguiente desigualdad:
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Teorema 1.1.6. ([73]) Sea X un espacio de Banach con mddulo de suavidad px(-).

Denotemos

p:inf{px(t)—%—i—l:te (0,1/2]}.

Entonces N(X) > 1/p. Consecuentemente, si p'y(0) < 1/2, entonces X es reflexivo

y tiene estructura normal uniforme.

A continuacion recordamos los conceptos de casi convexidad uniforme y casi
suavidad uniforme, que son generalizaciones de las nociones de convexidad y suavi-
dad uniforme.

Como el médulo de Clarkson sélo depende de los subespacios bidimensionales, en
la década de los setenta V.D. Milman [68] y F. Sullivan [79], independientemente,
inician el estudio de la convexidad uniforme multidimensional (k-convexidad uni-
forme y k-uniform rotundness) e introducen diversas generalizaciones del mddulo
de Clarkson que involucran a los subespacios de dimension k& > 2. Mas tarde, se
demostrd que los espacios k-uniformemente convexos tienen la propiedad de Kadec-
Klee uniforme introducida por R. Huff [44].

Definicién 1.1.12. Un espacio de Banach X se dice que es uniformemente Kadec
Klee (UKK) si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si {x,} es una sucesion en la
bola unidad de X que converge débilmente a x con sep({x,}) := Wnf{||z, — x| :

n #m} > €, entonces ||z|| <1—96.

Como los espacios k-uniformemente convexos son reflexivos y cumplen la propiedad
de Kadec-Klee uniforme, R. Huff [44] inicia en 1980 el estudio de los espacios que
satisfacen ambas propiedades, a los que llamo espacios casi uniformemente convexos.
Sin embargo, debemos hacer notar que, independientemente de Huff, K. Goebel y T.
Sekowski [41] introdujeron también una propiedad equivalente a la casi convexidad

uniforme bajo el nombre de convexidad uniforme no compacta.
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Definicién 1.1.13. Se dice que un espacio de Banach X es casi uniformemente
convexo (NUC) si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si {x,} es una sucesion en
Bx con sep({x,}) > €, entonces co({x,}) N B(0,1 —4) # 0.

Usando medidas de no compacidad, se define un médulo de casi convexidad
uniforme. Recordamos previamente las definiciones de las medidas de no compacidad

de Kuratowski, de Hausdorff y de separacion.

Definicién 1.1.14. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Para cada A subcon-
junto acotado de X, se definen las medidas de no compacidad o de Kuratowski, x

de Hausdorff y (8 de separacion como sigue:
a(A) = inf{e > 0: A puede ser cubierto por un nimero finito de conjuntos

de didmetro < €}
X(A) = inf{e > 0: A puede ser cubierto por un nimero finito de bolas
de radio < €}
B(A) =sup{r > 0: A tiene una r — separacion infinita }

donde una r-separacion de A es un subconjunto B C A tal que d(x,y) > r para todo

x,y € B, xF#y.

Para todo subconjunto acotado A de X se verifican las siguientes desigualdades

X(A) < B(A) < a(A) < 2x(A).

Un estudio detallado de tales medidas de no compacidad puede encontrarse en [4].

Definicién 1.1.15. Sea X un espacio de Banach y ¢ la medida de no compacidad
a, x 0 3. Se define el médulo de convexidad no compacta asociado a ¢ de la siguiente

forma:
Ax (€) =inf{l1 —d(0,A) : A C Bx convexo ,p(A) > €}.
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Se define la caracteristica de convezidad no compacta de X asociada a la medida de

no compacidad ¢, como
£4(X) =sup{e > 0: Ax 4(¢) = 0}.

El médulo Ay, fue considerado por K. Goebel y T. Sekowski [41], Ax , por J.
Banés [6] y Ax s por T. Dominguez Benavides y G. Lépez [29].

Se tienen las siguientes relaciones:

ox(€) < Axale) < Axple) < Ax(e)
e0(X) 2> ea(X) > g5(X) > £, (X)

Ademas, estos médulos caracterizan la propiedad de casi convexidad uniforme
en el sentido de que un espacio X es NUC si y s6lo si e4(X) = 0, donde ¢ es «, x
6 (G (4], Capitulo V).

Teorema 1.1.7. ([4], Teorema V.1.7) Si e, (X) < 1, entonces X es reflexivo.

Como consecuencia, teniendo en cuenta las desigualdades anteriores, se tiene
que X es reflexivo si €,(X) < 1, para ¢ = o, 8 6 x. En particular, los espacios casi
uniformemente convexos son reflexivos.

Para espacios de Banach reflexivos, los moédulos de convexidad no compacta

asociados a x y [ pueden expresarse como sigue ([4], Capitulo V):
Ax,(e) =f{l — ||z|| : {z,,} C Bx, z, =z, x({zn}) > €}
Ax (e) = inf{l — ||z| : {z.} C Bx, ©, — z, sep({x,}) > €}.

A comienzos de los noventa, C. Lennard [56] extendié el concepto de casi con-
vexidad uniforme de Huff para una topologia arbitraria 7 y lo usé para obtener un
resultado de punto fijo en el espacio L;(£2) con la topologia de la convergencia local
en medida. Aqui vamos a usar la terminologia que aparece en [46], que es ligeramente
diferente a la de C. Lennard.

En [46], las expresiones de los médulos de convexidad no compacta asociados a

By x se generalizan para una topologia arbitraria 7.
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Definicién 1.1.16. ([46]) Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre
X tal que la norma es T-secuencialmente semicontinua inferiormente. Asociados a
las medidas de no compacidad de Hausdorff x y de separacion (3 se definen los

siguientes modulos:
Axyr(€) = f{l —[lz|| : {zn} C Bx, 7 —limz, = 2, x({xa}) > €}.

Axpr(€) = mfi{l —|lz[| : {zn} C Bx, 7 —limz, =z, S({zn}) = €}.

Recordamos que se dice que una funcién f : X — R es 7-secuencialmente semi-
continua inferiormente (7-slsc) si cada sucesion {z,, } 7-convergente a x € X satisface
f(z) < liminf, f(z,). Recuérdese que si (X, || - ||) es un espacio de Banach y w es
la topologia débil, entonces la norma || - || es w-slsc.

Cuando el espacio de Banach es reflexivo y 7 es la topologia débil, estas defini-
ciones coinciden con las de los médulos de convexidad no compacta asociados a las
correspondientes medidas de no compacidad. Por otra parte, puede comprobarse sin

dificultad que:
Axpg.(€) = f{l — ||z| : {z,} C Bx, 7 —lima, =z, sep({z,}) > €}.

La caracteristica de convexidad no compacta asociada a la medida de no com-

pacidad ¢ se define por:
€47 (X) =sup{e > 0: Ax4,(e) =0}

Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que la norma es 7-slsc. El espacio X se
dice que es casi uniformemente convexo con respecto a 7 (7-NUC) si X es reflexivo
y Ax 4.-(€) > 0 para todo € > 0 (o equivalentemente €, -(X) = 0).

También vamos a usar la siguiente formulacion equivalente: X es 7-NUC si y sélo
si X es reflexivo y Ax ,(€) > 0 para todo € > 0 (o equivalentemente Aq .(X) = 0),
donde

Ax,(e) = nf{l — ||z| : {z,} C Bx,7 —limz,, = z,liminf ||z, — x| > €}
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Ao (X) =sup{e >0: Ax,(e) =0}.

Se puede comprobar que X es 7-NUC si y s6lo si X es reflexivo y uniformemente
Kadec Klee con respecto a 7 (7-UKK). Recordamos que un espacio de Banach X se
dice que es 7-UKK si para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que si {x,} es una sucesién
en By T-convergente a un punto x con sep{x,} > €, entonces [|z|| <1 —9.

Las relaciones entre los diferentes mddulos son

Axpr(€) < Axr(e) < Ax - ()

y consecuentemente
epr(X) 2 DBor(X) = e+ (X),

Cuando el espacio X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a la
topologia 7, entonces Ay ,(X) coincide con e, (X).

En el Teorema 1.1.5 vimos que el médulo de convexidad de Clarkson da una cota
inferior para el coeficiente de estructura normal. En el siguiente teorema recordamos
que hay una acotacién similar para el coeficiente 7C'S(X) reemplazando el médulo
de Clarkson por el médulo de convexidad no compacta asociado a la medida de

separacion.

Teorema 1.1.8. ([46], Lema 2.4) Sea X un espacio de Banach y T una topologia

lineal sobre X . Entonces,

1
> lim ———.
TCS(X) - 6—121* 1-— AXﬁ’T(E)

Consecuentemente, siez(X) <1 (en particular, si X es T-NUC), entonces X tiene
7-UNS.

Ejemplo 1.1.2. El valor de cada uno de los médulos de convexidad no compacta
en los espacios ¢, (1 < p < +4o00) viene dado por las siguientes expresiones ([4],
Capitulo V):

a1 (1= (5))
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e\ »
Agpﬂ(E) = 1 — (1 — E)

Ap () =1—(1—=€)r.

S =

Sea (€2, %, ) un espacio de medida positiva o-finita. Consideremos el espacio
L, (1) con la topologia de la convergencia local en medida. En ([46], Ejemplo 2.4) se

prueba que para 1 < p < +o00 se tiene:

-

eP\ P
ALp(m,ﬁ,czm(e) =1—1(1- 5
1
Asz(u),x,clm(é) =1—-(1—-€)r.

A continuacién recordamos el concepto de espacio casi uniformemente suave
introducido por S. Prus [72] quien ademés demostrd la dualidad entre las nociones
de casi suavidad uniforme y casi convexidad uniforme.

Recordemos que una sucesién {z,,} en un espacio de Banach X se dice que es una
base de Schauder de X si para cada x € X existe una tnica sucesioén de escalares
{ay,} tal que z = Y7 | @,x,. Una sucesién {z,} es una sucesién bdsica si es una

base de Schauder de span{z,}.

Definicién 1.1.17. Un espacio de Banach X es casi uniformemente suave (NUS)
si para cada € > 0 existe n > 0 tal que sit € (0,n) y {z,} es una sucesion bdsica en

Bx entonces eziste k > 1 tal que ||xq + txy|| < 1+ €t.

Teorema 1.1.9. ([72], Proposicién 2.3) Sea X un espacio de Banach NUS. Entonces

X es reflexivo.
Teorema 1.1.10. ([72], Teorema 2.4) Sea X un espacio de Banach. Entonces
1. X es NUC si y solo st X* es NUS

2. X es NUS st y solo si X* es NUC



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

En [22] T. Dominguez Benavides define el médulo de NUS de un espacio de

Banach X como

12 n —t n . ;.
[x(t) = sup {inf { o1 + tan _5 o = tall 1} : {x, }sucesion basica en BX}

n>1

para cada t > 0. Resulta obvio, de la definicién, que I'x(t) < px(t) para todo ¢ > 0.

Proposicién 1.1.3. ([22], Proposicién 1) Sea X un espacio de Banach reflexivo.

Entonces

||$1 + txn” + ||171 - txn”

FX(t):sup{l'nf{ 5 —1:n>1}:{xn}w—nula en BX}.

Proposicién 1.1.4. ([22], Proposicién 2) Sea X un espacio de Banach. Entonces

Cx(®) _
xt) —

X es NUS si y solo si X es reflexivo y lim, o+

En [76] se generaliza el concepto de casi suavidad uniforme para una topologia

arbitraria como sigue:

Definicién 1.1.18. Se dice que un espacio de Banach X es casi uniformemente

suave con respecto a una topologia T (T-NUS) si

1fm bx ()

— ()’
t—0 t

siendo para cada t > 0
bx -(t) = sup {limsup |z +tx,|| —1:2 € Bx, {x,} C Bx 7 — nula} :

No es complicado probar la siguiente formulacién equivalente del concepto de

T-casi suavidad uniforme.

Proposicion 1.1.5. X es 7-NUS si y solo si para cada € > 0 existe n > 0 tal que
para cualquier t € (0,m) y cualquier sucesion {x,} C Bx T-nula existe k > 1 tal que

|lx1 + toy|| < 1+ et.
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Demostracion: Supongamos que X es 7-NUS. Sea ¢ > 0 arbitrario, existe
n > 0 tal que bx,(t) <etsite (0,n). Seat e (0,n)y {x,} C Bx 7-nula. Entonces
limsup,, ||z1 +tx,| < 1+ €t, lo cual implica que existe k tal que ||z; +tzg|| < 1+ €t.
Reciprocamente, sea € > 0 arbitrario y n = n(€) dado por la hipdtesis. Sea t € (0,n),
r € Bx y {x,} C Bx 7-nula. Tomamos una subsucesién {y,} de {z,} tal que
limsup,, ||z + tz,|| = lim, |z + ty,||. Consideramos la sucesion x,yi, Yo, ys, . .. que
esta contenida en By y es 7-nula. Entonces existe k; > 1 tal que ||z +ty, || < 1+e€t.
Si nos quedamos ahora con la subsucesion 7-nula x, Y, +1, Yk, +2, - - - que estd en By,
tenemos que existe ko > ki tal que ||z + tyg,|| < 1+ et. Repitiendo el razonamiento,

se tiene que existen infinitos n tales que ||x + ty,|| < 1 + €t, lo cual implica que
limsup ||z + ta,|| = Hm ||z 4 ty,|| < 1+ et.

Notese que, como consecuencia de la proposicién anterior, deducimos que X es
NUS si y sélo si es w-NUS y reflexivo.

Como vimos antes, cada espacio 7-NUC tiene T-estructura normal uniforme. Sin
embargo, hay espacios NUS que no tienen estructura normal. De hecho, £, ; es NUC,
por tanto su dual ¢, es NUS, pero este espacio no tiene estructura normal ([4],
Ejemplo VI1.2).

En 1995 C. Benitez, K. Przeslawski y D. Yost [8] definieron un médulo bidimen-
sional para espacios normados. Dado un espacio normado X, se observa que para
cada z,y € X con |ly|]| <1 < ||z||, existe un tnico z = z(z,y) en el segmento lineal
[z,y] con ||z|]| = 1. Asi pues, definen la funcién {x : [0,1) — R dada por

ex(®) =sup { 2Dy < <1< g},

Llamaron a £ médulo de cuadratura, porque sus valores extremos caracterizan la
casi cuadratura (recordemos que X es casi cuadrado si para todo € > 0 existe Y
subespacio de X con dimY = 2 tal que d(Y,¢1(2)) < 1 + €, donde d(E, F) es la
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distancia de Banach-Mazur entre dos espacios normados F y F). En [8] Benitez,

Przeslawski y Yost realizan un profundo estudio sobre el médulo de cuadratura en

el que prueban algunas propiedades basicas y relacionan el comportamiento de &

con propiedades geométricas de los espacios de Banach, tales como convexidad uni-

forme, suavidad uniforme y estructura normal uniforme. Sus principales resultados

los recogemos en el siguiente teorema:

Teorema 1.1.11. ([8]) Sea X un espacio normado y & su mddulo de cuadratura.

Entonces:
1. £(B) =sup{&m(fB) : M C X, dimM = 2}.
2. £ es estrictamente creciente y convexo.
3. &£(B) < &(B) para cada B € (0,1), a menos que X sea casi cuadrado, en cuyo
caso £(B) = & (B) para todo B € (0,1), donde
1+
& (0) = -5
En particular, si X no es reflexivo, £(5) = &1(B) para todo B € (0,1).
4. & <& en casi todo (0,1).
5. £(B) > &(B) para cada f € (0,1), a menos que X sea prehilbertiano, en cuyo
caso £(B) = &(B) para todo B € (0,1), donde
6(8) = ——
2 5
6. Si X eY son espacios normados isomorfos cuya distancia de Banach-Mazur
es menor que 1+ 8% con § < 1. Entonces
2(0 + 67
€x(8) — & (B)] < ﬁ para todo 5 € (0,1).
7. X es uniformemente convexo si y solo silimg_,1(1 — 3)&(B) = 0.
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8. X es uniformemente suave si y solo si £'(0) = 0.

9. El médulo de cuadratura de X* en 3 es Ex+(8) = 1/€71(1/0).

10. Si&(B) < 1/(1 =) para algin 5 € (0,1), entonces X tiene estructura normal

uniforme.

La ventaja que este médulo tiene sobre otros antes definidos (como el médu-
lo de suavidad uniforme, el médulo de Clarkson, de Milman, de Gurarii, etc.) es
poder utilizar simultaneamente la suavidad y la convexidad del espacio, en lugar
de hacerlo independientemente. Este médulo, al igual que la convexidad y suavidad
uniforme, tiene caracter finito-dimensional, esto es, sélo depende de los subespacios
de dimension finita del espacio considerado. En el Capitulo 2 se define un médulo de
caracter infinito-dimensional que es adecuado simultaneamente para la 7-casi con-
vexidad uniforme y 7-casi suavidad uniforme (conceptos paralelos a la convexidad

y suavidad uniforme pero con caracter infinito-dimensional).

1.2. La Propiedad del Punto Fijo para Aplica-

ciones No Expansivas Univaluadas

Sea (M, d) un espacio métrico. Recordamos que una aplicacién T': M — M se

dice que es no expansiva si d(Tz, Ty) < d(z,y) para cada =,y € M.

Definicién 1.2.1. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad del punto
fijo (FPP) si cada aplicacion no expansiva T : C — C' tiene punto fijo (es decir,
existe v € C tal que x = Tz ), siendo C' un subconjunto convexo, cerrado y acotado

de X.

En 1965 Kirk [49] probo el siguiente resultado que vincula el concepto de estruc-

tura normal con la existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas.
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Teorema 1.2.1. (Kirk [49]) Sea X un espacio de Banach reflexivo con estructura

normal. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

El ejemplo de S. Kakutani [47] de una aplicacién no expansiva de la bola unidad
de ¢q en si misma sin punto fijo, muestra que hay espacios de Banach que no cumplen
la FPP. En dicho ejemplo, el hecho de que ¢y no tenga dicha propiedad es debido a
que la bola unidad de ¢y no es débil compacta. Este hecho dio lugar a que muchos
investigadores comenzaran a estudiar la existencia de punto fijo para aplicaciones
no expansivas bajo condiciones méas fuertes. Como en los espacios reflexivos todo
conjunto cerrado, convexo y acotado es débil compacto, parece natural plantearse la
siguiente pregunta: Si C' es un subconjunto convexo y débil compacto de un espacio

de Banach X y T : C'— C es no expansiva, jtiene T" un punto fijo?

Definicién 1.2.2. Diremos que un espacio de Banach X satisface la propiedad débil
del punto fijo (w-FPP) si toda aplicacion no expansiva T : C'— C' tiene punto fijo,

siendo C' un subconjunto convero y débil compacto de X.

La respuesta a la pregunta anterior es negativa, ya que D.E. Alspach [2] prue-
ba que L;]0,1] no cumple la w-FPP. Como consecuencia, se empieza a investigar
también qué ocurre si se reemplaza la topologia débil por otras topologias como,
por ejemplo, la topologia débil estrella o la topologia de la convergencia local en
medida. En [23] y [46] se considera una topologia arbitraria 7 sobre X y se define la

propiedad del punto fijo con respecto a 7 como sigue:

Definicién 1.2.3. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad del punto
fijo respecto de una topologia T (T-FPP) si cada aplicacion no expansiva T : C' — C
tiene punto fijo, siendo C' un subconjunto de X convero, acotado en norma y T-

secuencialmente compacto.

Del Teorema de Eberlein-Smulian (que prueba la equivalencia entre compacidad

débil y compacidad secuencial débil), se deduce que la definicién de 7-FPP coincide
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con la de w-FPP cuando 7 es la topologia débil. Ademads, es obvio que para un

espacio de Banach reflexivo las propiedades FPP y w-FPP son idénticas.

El siguiente teorema da una generalizacion del famoso Teorema de Kirk para una

topologia 7.

Teorema 1.2.2. ([23], Teorema 1) Sea X un espacio de Banach y T una topologia
lineal sobre X tal que la norma es T-slsc. Si X tiene 7-NS, entonces X tiene la
T7-FPP.

No se conoce una completa caracterizacion de los espacios de Banach que tienen
la 7-FPP. Sin embargo, en los 1ltimos cincuenta anos se han estudiado propiedades
geométricas (tales como la propiedad de Opial, la convexidad, la suavidad, etc.), que

aseguran estructura normal (ver Seccién 1.1) y, por tanto, la existencia de punto fijo.

Veremos a continuacion que hay otras propiedades geométricas de los espacios de
Banach que también garantizan la existencia de punto fijo, en ausencia de estructura
normal. El caso mas representativo es el espacio ¢y que no posee estructura normal
débil y, sin embargo, veremos a continuacion que c¢q si satisface la w-FPP.

En 1991, J. Garcia-Falset [35] define el siguiente coeficiente geométrico
R(X) = sup {liminf |z, + x| : = € Bx,{z,} C Bx, z, — 0}

y, mas tarde, prueba que un espacio de Banach X tiene la w-FPP si R(X) < 2 ([36],

Teorema 3).

Observacién 1.2.1. 1. Para X = ¢ se tiene WCS(¢y) = 1. Sin embargo, en
[36] se prueba que R(c¢p) =1y, por tanto, ¢y tiene la w-FPP.

2. En la Seccién 1.1 vimos que hay espacios casi uniformemente suaves que no
tienen estructura normal. No obstante, cada espacio X casi uniformemente

suave verifica R(X) < 2y, por tanto, tiene la w-FPP ([36], Corolario 5).
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En [46] se generaliza el coeficiente R(X) para una topologia arbitraria 7 sobre

X como sigue
R.(X) =sup {h’minf |en + 2| : 2 € Bx, {z,} C Bx 7 — nula}
y se obtiene el siguiente resultado de punto fijo:

Teorema 1.2.3. ([46], pagina 54) Sea X wun espacio de Banach, T una topologia
lineal sobre X tal que las funciones de tipo T-nulo son T-slsc y cada conjunto T-

secuencialmente compacto es T-compacto. Entonces X tiene la T-FPP si R, (X) < 2.

Recordemos que si {z,,} es una sucesién 7-nula y acotada en norma en (X, ||-|), la
funcién @ de tipo 7-nulo asociada a {z, } se define como ®(, }(r) = limsup,, ||z, —x|.

Cuando 7 es la topologia débil, las funciones de tipo w-nulo son w-slsc.

1.3. La Propiedad del Punto Fijo para Aplica-

ciones No Expansivas Multivaluadas

En esta seccién introducimos algunas nociones y resultados conocidos relaciona-
dos con la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas, la
mayoria de los cuales pueden encontrarse con més detalle en [82] y [83].

Previamente vamos a recordar el concepto de centro asintético y algunos resul-
tados relacionados con él. El concepto de centro asintético de sucesiones fue consid-
erado por primera vez por M. Edelstein [34] y posteriormente extendido por T.C.

Lim [58] para redes.

Definicién 1.3.1. Sea C un subconjunto no vacio de un espacio de Banach X, D
un conjunto dirigido y {x, : a € D} una red acotada en X. El radio asintdtico y el

centro asintdtico de la red {x, : o« € D} en C se definen, respectivamente, como

r(C,{zs}) = mf{limsup ||z, — z| : x € C}
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A(CH{z,}) ={z e C: h'masup |za — || = r(C,{za})}

stendo

limsup ||z, — x| = inf{sup{||zs — z| : B > a} : a« € D}.

La convexidad de C implica la convexidad de A(C,{z,}), aunque este conjunto
puede ser vacio. Suponiendo que las funciones de tipo 7-nulo son 7-semicontinuas
inferiormente, o bien que dichas funciones son 7-secuencialmente semicontinuas in-
feriormente y que los conjuntos 7-secuencialmente compactos son T-compactos, se
tiene que A(C,{z,}) es un conjunto no vacio y 7-compacto si C' lo es (ver [65], pag.
18 y 30).

Recordamos que, dado un espacio topolégico (X, 7), una funcién f : X — R
se dice que es T-semicontinua inferiormente (7-Isc) si f~'((—o0,a]) es un conjunto

T-cerrado para cada a € R.

Definicién 1.3.2. Una sucesion acotada (respectivamente una red) se dice que es
regular (resp. n-reqular) con respecto a C' si cada una de sus subsucesiones (resp.
subredes) tiene el mismo radio asintdtico en C; y se dice que es asintdticamente
uniforme (resp. m-asintoticamente uniforme) con respecto a C si cada una de sus

subsucesiones (resp. subredes) tiene el mismo centro asintético en C.

Observemos que si {x,, : ¥ € I} es una subred de la red {z, : a € D},
entonces r(C, {4, }) < r(C,{xs}). Ademas, si r(C,{z4,}) = 7(C,{z.}), entonces
A(C {za}) € A(C, {20, })-

El método de los centros asintoticos juega un papel importante en Teoria del
Punto Fijo de aplicaciones no expansivas univaluadas y multivaluadas debido al

siguiente lema:

Lema 1.3.1. Sea C un subconjunto de un espacio de Banach X y {x,} una sucesion

acotada en X.
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(i) (Goebel [39], Lim [57]) Siempre existe una subsucesion de {x,} que es reqular
con respecto a C.
(i) (Kirk [51]) Si C' es separable, entonces {x,} contiene una subsucesion que

es asintoticamente uniforme con respecto a C.

En general, como muestra el lema anterior, sélo tenemos garantizada la existencia
de sucesiones asintéticamente uniformes con respecto a un conjunto cuando dicho
conjunto es separable. Sin embargo, a continuacion veremos que podemos prescindir
de la separabilidad si consideramos centros asintéticos de ultra redes.

Recordemos que una red {x, : @ € D} en un conjunto S se dice que estd even-
tualmente en un subconjunto H C S si existe ag € D tal que x, € H para todo

a > Q.

Definicién 1.3.3. Una red {x, : « € D} en un conjunto S se dice que es una
ultra red (o red universal) si, dado un subconjunto G C S, o bien {x, : a € D}

estd eventualmente en G o bien {x, : a« € D} estd eventualmente en S\ G.

La utilidad de las ultra redes procede de los siguientes resultados que pueden

encontrarse en ([40], pdgina 157):
= Toda red en un conjunto tiene una subred que es una ultra red.

» Sean S; y Sy dos conjuntos y f : Sy — Ss. Si {z, : @ € D} es una ultra red

en Sy, entonces { f(z,) : @ € D} es una ultra red en Ss.

» Si S es un compacto de un espacio topoldgico de Hausdorff y {z,, : « € D} es
una ultra red en .S, entonces lim,, x,, existe.

Como consecuencia de estos hechos, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.1. ([65], Proposicién 1.5.1) Sea X un espacio de Banach, C un
subconjunto débil compacto y convero de X y {x, : « € D} una ultra red acotada

en X, entonces {z, : « € D} es n-asintdticamente uniforme con respecto a C'.
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Denotaremos por C'B(X) la familia de todos los subconjuntos no vacios cerrados
y acotados de X y por K(X) (resp. KC(X)) la familia de todos los subconjuntos
no vacios y compactos (resp. compactos y convexos) de X. Sobre CB(X) se tiene
la métrica de Hausdorff H dada por
H(A, B) := max {supd(a, B),sup d(b, A)} , A Be(CB(X)

acA beB

donde paraxz € X y F C X, d(z,E) := inf{||lx — y|| : y € E} es la distancia del

punto x al subconjunto F.

Definicién 1.3.4. Una aplicacion multivaluada T : C — CB(X) se dice que es
k-contractiva (k € [0,1)) si

H(Txz,Ty) < kllz —yll, =yeC,
y T se dice que es no erpansiva si
H(Tz,Ty) < |lz —y|l, z,yeC.

Una aplicacion T : C' — 2% se denomina ¢-condensante (resp. k-¢-contractiva),
donde ¢ es una medida de no compacidad, si para cada subconjunto acotado B de

C con ¢(B) > 0 se cumple la desigualdad

(T (B)) < ¢(B) (resp. ¢(T(B)) < k¢(B))

siendo T'(B) = J,.g Tz

z€EB :

Una aplicacién multivaluada T' : C' — 2% \ {0} se dice que es semicontinua
superiormente en C' si {x € C': Tx C V'} es abierto en C siempre que V C X sea
abierto; T se dice que es semicontinua inferiormentesi T-(V) :={zx € C : TzNV #
()} es abierto en C' siempre que V' C X sea abierto. Se dice que T es continua si
es semicontinua superior e inferiormente. Otra definicién de continuidad para un

operador multivaluado es la siguiente: 7' : X — CB(X) se dice que es continuo
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en X (con respecto a la métrica de Hausdorft H) si H(Tx,,Tx) — 0 siempre que
xn, — x. Ambas definiciones de continuidad son equivalentes si Tx es compacto para
cada x € X (ver [3] y [17]).

Algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas
univaluadas ya han sido extendidos al caso multivaluado. Por ejemplo, el Principio
de Contraccién de Banach fue extendido por S.B. Nadler [69] en 1969.

Teorema 1.3.1. ([69]) Sea C' un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X
y T :C — CB(C) una contraccion. Entonces T tiene un punto fijo, es decir, existe

x € C tal que x € Tx.

Sin embargo, muchos otros resultados todavia no han podido ser extendidos.
Por ejemplo, se desconoce si es posible extender para aplicaciones multivaluadas el
famoso Teorema de Kirk (segin el cual los espacios de Banach reflexivos con es-
tructura normal tienen la propiedad del punto fijo). No obstante, como vimos en
la Seccién 1.1, hay diversas propiedades de los espacios de Banach que garantizan
estructura normal y reflexividad. De ahi que hayan ido surgiendo algunas respuestas
parciales al problema de extender el Teorema de Kirk, encaminadas a probar que
dichas propiedades implican la existencia de punto fijo para aplicaciones multivalu-

adas no expansivas.

En 1973 E. Lami Dozo dio el siguiente resultado de existencia de punto fijo para

espacios que satisfacen la propiedad de Opial.

Teorema 1.3.2. (Lami Dozo [55], Teorema 3.2) Sea X un espacio de Banach que
satisface la propiedad de Opial. St C' es un subconjunto débil compacto y convezxo de

X yT:C— K(C) es una aplicacion no expansiva, entonces T tiene punto fijo.

En 1974 T.C. Lim [57] dio un resultado similar para espacios uniformemente

convexos usando el método de Edelstein de los centros asintéticos [34].
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Teorema 1.3.3. (Lim [57]) Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo,
C' un subconjunto cerrado, acotado y convexo de X yT : C'— K(C) una aplicacion

no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En 1990 W.A. Kirk y S. Massa prueban la siguiente generalizacién del Teorema

de Lim usando centros asintéticos de sucesiones y de redes.

Teorema 1.3.4. (Kirk-Massa [52]) Sea C' un subconjunto cerrado, acotado y convero
de un espacio de Banach X y T : C — KC(C) una aplicacion no expansiva. Si el
centro asintotico en C' de cada sucesion acotada de X es no wvacio y compacto,

entonces T' tiene un punto fijo.

Aunque no se tiene una caracterizacién completa de los espacios en los que los
centros asintoticos de sucesiones acotadas son compactos, si se conocen algunos
resultados parciales, por ejemplo, los espacios k-uniformemente convexos cumplen
dicha condicién [51]. Sin embargo, en los espacios NUC el centro asintético de una
sucesién acotada con respecto a un subconjunto cerrado, acotado y convexo no es

necesariamente compacto [54].

El andlisis de la importancia del centro asintético en el Teorema de Kirk-Massa
llevé a T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo al estudio de algunas conexiones entre
los centros asintéticos y la geometria de ciertos espacios. Asi pues, en [30] Dominguez
y Lorenzo obtienen la siguiente relacion entre el centro asintético de una sucesién
acotada y el modulo de convexidad no compacta con respecto a las medidas (5 y x.
Recordemos que, si D es un subconjunto acotado de X, el radio de Chebyshev de

D relativo a C se define como
ro(D) = inf {sup{||z —y||:y € D} : x € C}.

Teorema 1.3.5. ([30], Teorema 3.4) Sea C' un subconjunto cerrado y convezo de un
espacio de Banach reflexivo X y {x,} una sucesion acotada en C que es reqular con

respecto a C. Entonces

ro(A(C {zn})) < (1 = Axp(17))r(C, {zn}).
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Ademds, si X satisface la propiedad de Opial no estricta, entonces

ro(A(C {zn})) < (1= Axx(17))r(C{zn}).

Las desigualdades anteriores dan lugar a un método iterativo que reduce en cada
paso el valor del radio de Chebyshev para una cadena de centros asintéticos. Como
consecuencia, Dominguez y Lorenzo deducen en [32] la siguiente extensién parcial
del Teorema de Kirk que, en particular, garantiza que los espacios casi uniforme-
mente convexos tienen la propiedad del punto fijo para aplicaciones multivaluadas

no expansivas.

Teorema 1.3.6. ([32], Teorema 3.5) Sea C' un subconjunto no vacio cerrado, acotado
y convezo de un espacio de Banach X tal que eg(X) < 1. Sea T : C — KC(C) una

aplicacion no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Noétese que en los anteriores resultados de punto fijo para aplicaciones multival-
uadas no expansivas, el rango de la aplicacion esta contenido en su dominio. No
obstante, hay un estudio paralelo para aplicaciones con imagen en un conjunto may-
or que su dominio. Por ejemplo, a continuaciéon enunciamos las extensiones de los
teoremas de Nadler, Lim, Kirk-Massa y Dominguez-Lorenzo para aplicaciones cuyo

rango no esta contenido en su dominio.

Teorema 1.3.7. ([60]) Sea C' un subconjunto no vacio y cerrado de un espacio de

Banach X y T : C — 2%\ {0} una contraccion con valores cerrados y tal que
Tx C Ic(z) para todo x € C,
donde Io(x) es el conjunto “hacia dentro”de x con respecto a C' definido por

Io(z) ={z+ANy—2): A >0,y € C}.

Entonces T tiene un punto fijo.
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Teorema 1.3.8. ([59], [83]) Sea C un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y
convexo de un espacio de Banach X uniformemente convero y T : C — K(X) una

aplicacion no expansiva tal que Tx C Io(x) para todo x € C. Entonces T tiene un

punto fijo.

Teorema 1.3.9. ([82], Teorema 2.3.1) Sea C un subconjunto no vacio, cerrado,
acotado y convezo de un espacio de Banach X y T : C — KC(X) una aplicacion
no expansiwa tal que Tx C Io(x) para todo x € C. Si el centro asintdtico en C de

cada sucesion acotada de X es no vacio y compacto, entonces T tiene un punto fijo.

Teorema 1.3.10. ([31], Teorema 3.6) Sea X un espacio de Banach tal que 4(X) <
1, C' un subconjunto cerrado, acotado, convexo y separable de X yT : C — KC(X)
una aplicacion no expansiva y 1-x-contractiva tal que T(C) es acotado y Tx C Io(x)

para todo x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

Cuando X es un espacio de Banach reflexivo que verifica la propiedad de Opial
no estricta, se prueba en ([65], Teorema 3.2.5) usando propiedades de conjuntos x-
minimales, que la y-contractividad esta implicita en la no expansividad y, por tanto,
puede omitirse en el Teorema 1.3.10. Teniendo en cuenta dicha observacién, en [31]
se enuncia el siguiente resultado en el que se reemplaza £5(X) por la caracteristica

de no compacidad respecto a la medida de Hausdorff.

Teorema 1.3.11. ([31], Teorema 3.7) Sea X un espacio de Banach con la propiedad
de Opial no estricta y tal que €,(X) < 1. Sea C' un subconjunto cerrado, acotado,
convexo y separable de X y T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva tal que

T(C) es acotado y Tx C Io(x) para todo x € C. Entonces T tiene un punto fijo.






Capitulo 2

Moédulo universal
infinito-dimensional y aplicaciones

en Teoria del Punto Fijo

C. Benitez, K. Przeslawski y D. Yost estudiaron en [8] un médulo bidimensional
para espacios normados, llamado médulo de cuadratura, que puede ser considera-
do, a la vez, como una medida de la convexidad y suavidad uniforme del espacio
(ver Seccién 1.1). Puesto que dichas propiedades tienen interesantes versiones de
caracter infinito-dimensional (que se conocen con el nombre de casi convexidad uni-
forme y casi suavidad uniforme), es natural plantearse la existencia de un médulo que
caracterice estas propiedades. Por ello, inspirandose en la definicién y en el compor-
tamiento del modulo de cuadratura, T. Dominguez Benavides y S. Prus definieron
un moédulo de caracter infinito-dimensional adecuado simultdneamente para la casi
convexidad uniforme y casi suavidad uniforme.

El objetivo de este capitulo es realizar un estudio de este nuevo médulo similar
al que hicieron Benitez, Przeslawski y Yost en [8] sobre el médulo de cuadratura.

Como en la definicién del nuevo moédulo interviene la convergencia débil, parece

natural preguntarse qué ocurre cuando reemplazamos la topologia débil por una

33
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topologia 7 arbitraria. La respuesta es que, bajo ciertas condiciones, los resulta-
dos obtenidos para el médulo infinito-dimensional respecto de una topologia 7 son
andalogos a los obtenidos para la topologia débil. Por ello, con el fin de que los resul-
tados recogidos en este capitulo sean més generales, realizamos el estudio del nuevo
modulo respecto de una topologia 7 arbitraria.

En la Seccién 2.1 definimos el nuevo modulo infinito-dimensional y calculamos
el valor de dicho médulo en algunos espacios clésicos. En particular, cabe destacar
que ha sido posible el calculo del médulo infinito-dimensional en los espacios de
sucesiones £, con 1 < p < oo, mientras que el médulo de cuadratura sélo es conocido
parap=1,p=2y p=o0.

En la Seccién 2.2 se estudian algunas propiedades basicas del nuevo moédulo
(crecimiento, convexidad, continuidad respecto de su variable, continuidad respecto
de la distancia de Banach-Mazur, ...) y se compara el médulo infinito-dimensional
con el modulo de cuadratura.

En la Seccién 2.3 se muestran las caracterizaciones de 7-casi convexidad uniforme
y 7-casi suavidad uniforme en funcién del médulo infinito-dimensional. Dichas carac-
terizaciones son andlogas a las obtenidas en [8] para convexidad y suavidad uniforme
a través del modulo de cuadratura.

En la Seccién 2.4 se obtiene una condicion suficiente para que un espacio tenga
T-estructura normal uniforme en funcién del moédulo infinito-dimensional. A con-
tinuacion se da una condicién suficiente para que un espacio de Banach tenga la
propiedad del punto fijo a través del coeficiente R,(X), que permite obtener resul-
tados de existencia de punto fijo en ausencia de T-estructura normal.

En la Seccién 2.1 mostramos el valor del médulo infinito-dimensional en los
espacios de funciones L,(x) con la topologia de la convergencia local en medida.
Como los espacios de Orlicz son una generalizacion natural de los espacios L,(u), en
la Seccién 2.5 nuestro objetivo es estimar el valor del modulo infinito-dimensional

en dichos espacios.
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2.1. Modbdulo universal infinito-dimensional con re-

specto a una topologia 7: Definicion

A lo largo de todo el capitulo X serd un espacio de Banach y 7 una topologia
lineal sobre X tal que la norma es 7-secuencialmente semicontinua inferiormente (7-
slsc), esto es, ||z|| < liminf, ||z,|| para cada sucesién {x,} T-convergente a x € X.

En particular, cuando w es la topologia débil, se tiene que la norma es w-slsc.

Definicién 2.1.1. Para cada € (0,1), el mo6dulo universal infinito-dimensional
con respecto a T se define como
ol —yll
Cx-(0) =sup {hm inf ———
n—oo 1 — |z

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones {x,} C Bpg tales que T —

T
llll 7

lim, z, = = # 0 con liminf, ||z, —z|| < B ey = donde T — lim,x,, denota el
limite de la sucesion {x,} con respecto a 7 y Bg denota la bola cerrada de centro 0

y radio [3.

Cuando 7 es la topologia débil, el médulo universal infinito-dimensional se denota

simplemente por (x(-).

Observacién 2.1.1. Sea {z,} C Bg una sucesién 7-convergente a x # 0 tal que

liminf, ||z, — z|| < e y = z/||z|. Como la norma || - || es 7-slsc, se tiene ||z|| < 3
y, por tanto,
e Ty — L. Ty — X T — I} 1
hmnlnf% < hmnlnf Hl — ||$HH + ! — ||i” < 5 +1= m
Por otra parte, usando también que la norma es 7-slsc deducimos la siguiente cota
inferior
gl =9l S =l _
n—oo 1 —lzf| 71—z

Por tanto, para cada 5 € (0,1) tenemos las siguientes desigualdades
1

1 S CX,’T(ﬂ) S m
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En el siguiente teorema veremos que ambos valores extremos se alcanzan en

algunos espacios.

Teorema 2.1.1. 1. Si X satisface la propiedad de Schur, esto es, toda sucesion

débilmente convergente converge en norma, entonces (x () = 1 para cualquier

B e (0,1).

2. Para cada B € (0,1)
1

Ceoe (B) = -5
3. Sea (Q, %, 1) un espacio de medida positiva o-finita. Para cada 1 < p < +00,
consideramos el espacio de Banach L,(1t) con la norma usual y la topologia de

la convergencia local en medida (clm). Entonces, para cada 3 € (0,1)

(3 + (1= goy—)Vr
(1-— ﬁq)l/q

CLl(u),clm(ﬂ) =1+ ﬁ

CLp(M) ,clm (5) =

st 1l < p<+o0,

4. Si1 < p< oo, entonces para cada 3 € (0,1) se tiene

(5 + (1= ) e
(=g

Cep (ﬂ) =

En particular, para p = 2 se tiene

1

Ce,(B) = &6, (B) = \/1——762

para cada € (0,1).

5. Para cada B € (0,1)
camzmwﬁpf—)

6. Si1<p< oo, entonces para cada 3 € (0,1)

D 1/p
Cpoe (B) = <1 + 0 ) :
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Demostracién:
1. Obvio

2. Denotamos 1 := )~ e, y consideramos la sucesién z,, = 3(1 —e,) € Bg
que converge débilmente a #1 =: z con liminf, ||z, — z|| < . Ademads, como
y = x/||z|| = 1, se tiene que ||z, — y|| = 1 para cada n, lo cual implica
1

1-p

y, teniendo en cuenta la observacién anterior, deducimos que

Ceoe (B) =

1
oo (B) = 15 bua cada 3 € (0,1).

3. Usando el Lema de Fatou y teniendo en cuenta que cada sucesién clm-con-
vergente tiene una subsucesion que converge al mismo limite e.c.t., podemos
deducir que la norma | - ||, es clm-slsc para cada p € [1,+00). Ademsds, el
siguiente resultado se puede deducir de [9]: Si {f,} es una sucesién clm-nula

en Ly(pn), 1 <p < 400,y f es una funcién en L,(p), entonces

liminf || £, — f[15 = [I£113 + i inf | £, (2.1)

Tras este recordatorio, vamos a calcular (z, (u),am(5)- Sea { f,} C Bg una suce-
sién clm-convergente a f con liminf, ||f, — f|| < By g = f/||f]|- Denotando
A = ||fll, v aplicando (2.1) obtenemos

B > liminf || f, |2 = A + lminf || £, — f|2

— p — p — p P _ AP
tming I Wy M Ay oA

o (A=l A=Al A=A lp)7 (1—A)p
La funcién F(A) = (67 — AP) /(1 — A)P alcanza su maximo en [0, 5] en el punto

A=p%con1l/g=1—1/psip#1yenel punto A=0sip= 1. Sustituyendo
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dichos valores deducimos que

(37 -+ (1= 1) e

CLP(M),clm<B) < (1 — ﬁq)l/q si D 7& 1
CLN,u),clm(ﬂ) < 1+ 6
Considerando la sucesion
o= B o+ B(1 =BV ————xq
AR e ()P

se obtiene la igualdad para p # 1. Si p = 1, considerando

a 1—a
fn=20 (mXQl + mXQn)

con a € (0,1) arbitrario, obtenemos

B —a)

CLy(u),em(B) > 1+ m-

Haciendo tender a hacia 0, tenemos (r, (),am(8) > 1+ 3, de donde se deduce
la igualdad.

. Es un caso particular de (3) porque, cuando 2 = N y u es la medida cardi-

nal definida sobre los subconjuntos de N, la convergencia local en medida es

equivalente a la convergencia débil para sucesiones acotadas en ¢, con p > 1.

. Sea {z,} C Bjs una sucesién débilmente convergente a x (lo cual implica

liminf, ||z, — z|| <, porque ¢ satisface la propiedad de Opial no estricta).

Tomando una subsucesion, si fuera necesario, podemos suponer que
sop (2, — 2) Nsop (z — ) = 0
donde para cada z = (z*) denotamos sopx = {k : x* # 0}. Asf pues, se tiene

liminf |2, — y|| = liminf ||z, —z + 2 — y|| =
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= max(liminf ||z, — z||, ||z — y||) < max(8,1 — ||z]]).

Por tanto,

max (S, 1 — ||z|) N
(e, (B) < 7 < max (m, 1> .

Considerando la sucesién z,, = f(e; + e,,) se obtiene la igualdad.

6. Sea {x,} C Bjs una sucesiéon débilmente convergente a x (lo cual implica
liminf,, ||z, — 2|, < B, porque ¢, satisface la propiedad de Opial no es-

tricta). Tomando una subsucesién, si fuera necesario, podemos suponer que
sop (z, — x) Nsop (z —y) = 0.
Usando (2.1) podemos deducir
lim inf ||z, — y[[) o = mdx {h’minf | (zn —y) 7|17, lim inf || (2, — y)*||g} =
= mix {lim inf |[(z, — 2)* + (z = y)* | Y inf ||z, — 2) "+ (2 — )7 |}5} =

= s {1 inf || (2, — )+ | (& — ) 2, inf || (2 — )2+ (2 — ) 2} <

< timinf [, — 2l oo + [l2 — ylE < 57+ (1~ [l

Por tanto obtenemos

Clpoe (B) < (uf—pﬁ)p + 1) v

y este valor se alcanza para z, = f(e; — e,).
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2.2. Algunas propiedades del médulo universal in-

finito-dimensional

Estudiamos a continuacién algunas propiedades basicas del nuevo moédulo, tales
como crecimiento, convexidad, continuidad respecto de su variable y continuidad

respecto de la distancia de Banach-Mazur. El siguiente resultado es obvio:
Proposicién 2.2.1. La funcion (x.(-) es creciente.

Notese que, en general, (x-(-) no es estrictamente creciente. Basta considerar,
por ejemplo, un espacio de Banach X con la propiedad de Schur o X = ¢y (ver
Teorema 2.1.1).

El médulo de convexidad no es necesariamente una funcién convexa (ver [64]
o [40] Ejemplo 5.8). Sin embargo, como veremos en la siguiente proposicién, este

nuevo modulo si es convexo.

Proposicién 2.2.2. (x () es una funcion conveza y, por tanto, es continua en
(0,1).

Demostracion: Consideremos 0 < 1 < 2 < 1y 0 <t < 1. Hay que demostrar

Cxr(t01+ (1 = 1)B2) < tCx-(B1) + (1 = 1)(x7(B2)-

Sea {x,} C Big,+1-1)s, tal que 7 —lim, x,, = « con liminf,, ||z, —z| < 16+ (1—1)F
e y = x/|z||. Basta encontrar dos sucesiones {z,,} C Bg,, {2} C Bg, tales que
R || vy [y T N
liminf ———— < tliminf ———— 4 (1 — ) lim inf —*———.
oo 1 — ||z no L=t no 1=l
Consideremos para ¢ = 1,2

Bi T Bi ; ;o T

Tl = T, — r=u Y=——=—=1u.
1B+ (1 —1)5 1B+ (1 —1)5 [z [l
Usando la convexidad de la norma, tenemos la siguiente desigualdad
lzn =yl _ tlzn =o'l + A =025 — o7
L=zl = e = flzt ) + (1 = ) (1 — [J2]])
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Por otra parte, si consideramos
2o = A2+ (1= Nag, = py + (1 — p)z,

con

_ b _ b5
Am—Be @)y p= e 0]
T o] T o]
tenemos

20 =yl = (1 = )|z, — yl|
= 1—pz' +py=1- 2% =(1-pd-|z').

Ademas, usando que la norma es convexa y 7-slsc, obtenemos
limint |12, — yl| < AlJe? =yl + (1 — ) minf [l22 — || < limint |2 — y]
de donde deducimos

1 _ _ 5
tning 12— o D = vl gl — 0l
e T S e e E|

Asi pues, aplicando la siguiente desigualdad

ta+(1—t)c _a c
— < i{- 1—-1)-
mri—nd=p 00

que es cierta para 0 <t <1y a,b,c,d >0conb>dya/b<c/d (8, Lema 1.3),

obtenemos la desigualdad deseada. ]

Este resultado de continuidad seré usado para obtener la siguiente relacién entre
el médulo ¢ y el médulo de cuadratura &, segiin la cual este nuevo modulo es un

refinamiento del anterior.
Teorema 2.2.1. (x,(08) < &x(B) para cualquier § € (0,1).

Demostracién: Sea {z,} una sucesiéon en Bz 7-convergente a x # 0 con

liminf, ||z, — z|| < B. Sea 7 > 1 arbitrario y 2, € [x,,7y] tal que ||z,|| = 1.
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Existe A\, € (0,1) tal que z, = \,yy + (1 — A\,)x,. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que {\,} es convergente hacia algin A. Asi pues, obtenemos ||A\yy +
(1 —X)z|| <1, que implica

31+1—4g1

]

]

de donde deducimos

Ay = llzl)) <1 = [l=[I,

y, por tanto,
v—1

1-A> .
7 = =l

Sea ¢ < 1 arbitrario. Para n suficientemente grande (n > ng(c,7y)) tenemos

—1
1A, >t~
v = [zl
Asi,
() > Dy al _ 0=y =zl Jhy =zl
T -1 7= Tlel
Por consiguiente,
X ECII’minfw:Ch’mian v il
Ex(B)
noy— || no 1 _ el

v

Tomando supremo obtenemos x () > ¢(x.-(8/7). Como (x () es continua y ¢ es
arbitrario, haciendo tender v a 17, se obtiene {x(5) > (x-(5). [ ]

Notese que, en el caso del espacio de sucesiones ¢y con la topologia débil, la
estimacién es éptima ya que, como vimos en el Teorema 2.1.1, (s, (5) = &, () para

todo 8 € (0,1).

A continuacién estudiamos la continuidad del médulo ¢ respecto de la distancia

de Banach-Mazur.
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Teorema 2.2.2. Sean X e Y dos espacios de Banach isomorfos cuya distancia de
Banach-Mazur es menor que 1+ 6 con 6 < 1. Entonces, para cada 3 € (0,1), se

tiene
20

(1=p)*

Demostracién: Como X e Y son espacios de Banach isomorfos con d(X,Y) <

ICx7(B) = Cvir(B)] <

1 + 0, podemos considerar X e Y como el mismo espacio vectorial dotado con dos

normas equivalentes, || - || v ||| - ||| respectivamente, tales que
2]l < ]l < (14 6)l|

paracadaz € X. Sea {z,} C Bx(0, 3) una sucesién tal que x,, — x con lim inf,, ||z, —

z|| < B ey = z/|z]. Consideremos la sucesién !, = 1+5:z:n € By (0,03) que es 7-
1

8

convergente a r' = 5w con liminf, |||z}, — 2'|[| < 8. Para y' = o = T S€
tiene
2 = yll = [z, = I < Nlzw = ylll = N2y, =Yl < [ —y — 2, +¢[] <
<l =l 1 =l = el |1 = |+ Ml o =
xn_xn Yy —Ylll = |||Tn
1446 Nzl fll| =
o =l
T, —1< 85+ =61+ 03).
<l + Lol =1< 8645 =61+ 5)
Por otra parte
) 36
1-— mMm<1- =1- <1-— —_
10 1= sl =1 =l + slell <1 el + 2
Asi pues,
zn =yl llf = ¥l
L—flzll  T—[l[2']]] —
lzn =yl llzn —yll -0 +5) _
I (Ed] 1— [lz]| + 2%

144
e —ylli35 + 00+ 8)(1 — ||2])
(L= fll) (1=l + 135)
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Bé
lzn —yll 176 6(1+5)
Tl Tz 1= ||

<

148 £5  6(1+8)
T1-p61-8  1-p
1+ ++8)(1-p)
(1-p5)

_ (g —0) + B +0
a (1-03) B
ﬁl;j(;+6< 20
T (d=p2T A-p)

lo cual implica
Nz =yl Nzn —wll 20
/ — 2°
L=lll[l = T =zl (1=5)

Por tanto,
20

(1-73)*
Un argumento simétrico prueba que (x..(3) > (v.(8) — 26/(1 — 3)% [ ]

CY,T(ﬁ) 2 gX,T(ﬁ) -

2.3. Relaciéon del mdédulo infinito-dimensional con
las propiedades de 7-casi convexidad uniforme

y 7-casi suavidad uniforme

En esta seccién vamos a mostrar caracterizaciones de los espacios 7-casi uni-
formemente convexos y 7-casi uniformemente suaves, dadas a través del mdodulo
infinito-dimensional, andlogas a las caracterizaciones de los espacios uniformemente
convexos y uniformemente suaves obtenidas por Benitez, Przeslawski y Yost [§] a

través del modulo de cuadratura.
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La caracterizacion de los espacios casi uniformemente convexos se deducira como
consecuencia de los siguientes lemas en los que estudiamos la relacién entre el médulo

( y la caracteristica de -NUC del espacio.

Lema 2.3.1. Para cualquier 5 € (0,1), se tiene

(8/2)A0-(X)+ 61
1-3 ‘

Demostracién: Si Ay (X) = 0, la desigualdad es obvia. Si Ag,(X) > 0, sea

CX,T(/8> >

0 < ¢ < Ay, (X). Para cualquier n > 0 existe una sucesién {z, } en Bx T-convergente
a z, tal que ||z, —2|| > ¢y ||z|] > 1—n. Consideremos la sucesién z,, = 5(z,+2) € Bs
que es T-convergente a z = [z con liminf, ||z, — z|| < . Sea y = z/||z| = z/||z]|,
entonces se tiene

g
—c
2

g

120 = yll 2 llzn — 2l =z =yl 2 Fe+ llal =1 2 Se+ 51 —n) — 1.

Por tanto,
e —ll  (B/2e+B1L—m) —1
1= flzf} — 1-p(1=n)

Haciendo tender n — 0y luego ¢ — Ag ,(X), obtenemos la desigualdad establecida.

Cuando el espacio satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a 7,

la estimacién anterior puede mejorarse como mostramos en el siguiente lema.

Lema 2.3.2. 57 X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a T,

entonces para cualquier f € (0,1)

BAy-(X)
> —
gX,T (/6) — 1 _ ﬁ
Demostracién: Usando los argumentos de la prueba del lema anterior y con-
siderando la sucesién x,, = [z, € B que es T-convergente a x = [z con liminf,, ||z, —

x|| < 3, se obtiene la desigualdad del enunciado. ]
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En ([8], Teorema 2.5) Benitez, Przeslawski y Yost probaron que

(1 = x(9) = 20(X)

En el siguiente lema mostramos que hay una relacién similar entre el médulo infinito-
dimensional y la caracteristica de 7-NUC en los espacios que verifican la propiedad

de Opial no estricta.

Lema 2.3.3.

1/2A0,T(X) < Hlﬁn_}{lf(l - /B)CX,T(/B) < lim Sup(l - ﬁ)gX,T(ﬁ) < AO,T(‘X)'

B—1

En particular, st X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a T,

entonces

Hm(l - 6)CX7T<5) = AO,T(X)'

B—1

Demostracion: Del Lema 2.3.1 deducimos que

liminf(1 — B)Cxr(8) 2 1/280,(X).

En particular, si X satisface la propiedad de Opial no estricta, del Lema 2.3.2 se
deduce que liminfg 1 (1 — 5)(x+(8) > Ao (X).

Para probar la otra desigualdad, consideramos cualquier sucesiéon {z,} en Bg 7-
convergente a z con lim inf,, ||z, —z|| < . Sea y = x/||x||, tomando una subsucesién,
si fuera necesario, podemos suponer que existen los siguientes limites lim,, ||z, — y||,
lim,, ||z,|| = a < By lim, ||z, —z|| = € < 3. Paran € (0,1 — (3) arbitrario, podemos
suponer que |||z, — x| —€| < ny |||z.|| — @| < n para cada n natural. Elegimos

p € (0,1) y definimos para 5 € (0,1)
rp(B) =sup{e > 0: Ax.(e) < (1—[3)"}.
Es facil ver que 7,(-) es una funcién no creciente. Veamos que

lim r,(5) < A (X).

pB—1—
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De lo contrario, existirfa un nimero c tal que r,(3) > ¢ > Ay (X) para cualquier
B < 1. Si elegimos ¢(8) € (c,rp(8)) tal que Ax.(e(3)) < (1 — B)P, obtenemos
Ax,(c) < (1 — B)P para cualquier § < 1, lo que implica Ax ,(c) = 0 que estd en
contradiccién con ¢ > Ag - (X).

Tenemos las siguientes desigualdades

€
a+n

ol < e+ (1= Axr (5 )) < a4 1)1 = Axr(e)

[zn =yl < llzn =zl + lz =yl <e+n+1 =[]

que implica
lzn —yll o _etm
L=zl = 1= ||

Si e > r,(03), entonces Ay () > (1 —B)Py

Hwn_yH< B+n
L—|lz]| = 1=(B+n)(—-(1-08)])

Si e <1,(8), tenemos

+ 1.

lzn =yl _ rp(8) +1
Tl =715

En ambos casos, como 7 es arbitrario, se obtiene

+ 1.

lim sup(1 — 5)Cx, - (8) <

B—1
< méx {lir;:silp(l — )= 3 +g(1 — Gy +1- ﬁ,lfr;ljyp rp(B) +1— ﬁ} <
< max {0, lim sup rp(ﬂ)} < Ap,(X).
B—1

Como consecuencia del Lema 2.3.3 se deduce el siguiente resultado que muestra
que el comportamiento del médulo ¢ para valores de 3 préoximos a 1 esta relacionado

con la casi convexidad uniforme.
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Teorema 2.3.1. Un espacio de Banach X es T-NUC si y solo st X es reflexivo y

tim (1 = A)Cx(8) = 0.

En el siguiente teorema mostramos que el comportamiento del médulo ¢ para

valores de 3 proximos a 0 esta relacionado con la casi suavidad uniforme.
Teorema 2.3.2. Un espacio de Banach X es 7-NUS si y solo si

C+(0) = lim Cxr(B) =1

=0.
3—0 B

Demostracién: Suponemos que X es 7-NUS. Sea € > 0 arbitrario y n = n(e)
dado por la definicién de 7-NUS. Tomamos 3 < n/(1+n). Sea {z,} una sucesién en
Bg t-convergente a x con liminf, ||z, — z|| < § < 7. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que existe lim,, ||y — z,| v lim, ||z — x,||/(1 — ||z||) =: t, siendo

y = x/||z||. Entonces, tenemos

' y—x T — Tp
_|_
ly =l [ly — =l

ly = @nll = lly — ]l

y—x ||l‘—$n|| L= Tn
- (- Jel) | L+ =
Ty =l * T [lzll o —al
y—x T — Tp Iz = 2l
Y =
PR P t= el
Como I 1
Tr — Xy 6
t=1lim < <7
w1 el T 18
tenemos
|z — @
ly =l < (L= Il +et) + (1 - “f'”\t‘l——uxu -
4 ||x—xn|l)
<(1—lz 1+—+'t_
ol (14 725 4 - B
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para infinitos n. Asi pues

xr(0) < 14 72
que implica
0< gX’T(g)_l < 1jﬁ paraﬁ<$.
Por tanto
0< liminfM < h’msupM <e.
3—0 50

Como € es arbitrario, se obtiene (% (0) = 0.

Reciprocamente, supongamos que X no es 7-NUS. Entonces existe ¢y > 0 tal que
para cada n > 0 existe ¢ € (0,17) y una sucesién 7-nula {u,} en Bx cumpliendo
|lur + tun|| > 1+ ept para todo n natural. Sea n > 0 arbitrario y a = f¢/2
con (3 suficientemente pequeno tal que t = a/(1 — a). Consideremos la sucesién

x, = a(u; — uy,)/||ui|| que es T-convergente a au, /||uq]| =: . Como

1—|—60

< Jfuy || + —
u —
1— =1

y a/(1 —a) < 1 obtenemos
a
HU1|| > 1+ (60 — ].)m > €g.
Asi, ||z,|| < 2a/eg = B, liminf, ||z, — z|| < By para y = x/||z|| = uy/||u1]| se tiene

‘ >

x_
e
vl Tyl

|y — | a a
> 1 — | > (1 - 1 .
> M (1ot ) 2 -l (14 e

Unp

Iy = @all = lly — =]

i —a||U1||

Por tanto,

que implica
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lim inf
B—0

CX,T(B) —1 6(%
5

> — > 0.
-2

Observacién 2.3.1. En 1997 S. Prus [75] define la clase de los espacios de Banach
UNC (uniformly noncreasy), que contiene todos los espacios uniformemente convexos
y uniformemente suaves. Mas tarde, en 2001, J. Garcia-Falset, E. Llorens-Fuster y
E.M. Mazcunan Navarro [37] dan una generalizacién de dicha nocién definiendo
la propiedad de ser m-UNC (r-uniformly noncreasy) con r € (0,2]. Seria, pues,
interesante obtener una caracterizacién de los espacios de Banach que son UNC o
r-UNC a través del modulo de cuadratura &.

Recientemente, S. Prus y M. Szczepanik [77] han definido la clase de los espacios
de Banach NUNC (nearly uniformly noncreasy), una generalizacién con cardcter
infinito-dimensional, que contiene todos los espacios casi uniformemente convexos y
casi uniformemente suaves. Por eso, de igual modo, seria interesante caracterizar,
mediante el modulo infinito-dimensional (, los espacios de Banach que cumplen la
propiedad NUNC.

2.4. Aplicaciones del mdédulo universal infinito-

dimensional en Teoria del Punto Fijo

Comenzamos la seccién dando una cota inferior para el coeficiente 7C'S(X) en
funcién del médulo Cx - (+), que se usara para obtener una condicién suficiente para
que un espacio de Banach X tenga T-estructura normal uniforme y, por consiguiente,

la 7-propiedad del punto fijo.
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Proposicién 2.4.1.

TOﬂX)ZSW)1+B—Qw@%+J@x%@—i_gy+4mk4m'

Be(0,1) 2

Demostracién: Denotemos t = 7CS(X). Para cualquier n > 0 existe una
sucesién 7-nula {z,} en Sx tal que t < lmy, st ||2n — 2| < t + 7. Elegimos
k € N tal que t —n < ||z, — zx|]| <t +n para cada n € N. Para cualquier # € (0,1)
consideramos la sucesién x,, = [(z — 2,)/(t + 1) € B que es T-convergente a

Bz /(t +n) =: x con liminf, ||z, — x| < (. Entonces, para y = z/||z| = zj se tiene

e =yl o =] — (1= &) =zl . 1= (1= ) (40

1=z = [ = 12

Haciendo tender n — 0 se obtiene

t(l+ 3 —1)
t—p

que es equivalente a la desigualdad del enunciado. [

(xA(B) > para cada 8 € (0,1)

Observacién 2.4.1. La cota obtenida para 7C'S(X) no es éptima. De hecho, para
X =/, se obtiene

2 = Wes(X) > sup IO+ VIKP) — 1= B +40(P) _ 145

Be(0,1) 2 2

y para X = /5, mediante calculos elementales, la estimacién obtenida es

V2 = WCS(X) > sup 1+ 06— Cx(0) + v/ (Cx(8) — 1 — B)? + 46¢x ()
© Be(01) 2

~ 1,25.

Sin embargo, para X = ¢y se da la igualdad

WOS(X) = 1= sup TP~ &0+ VIK(B) — 1= B +45(5)

Be(0,1) 2
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Como consecuencia de la anterior proposicién y teniendo en cuenta la Proposicién
1.1.1 y el Teorema 1.2.2 se obtiene una condicién suficiente para que un espacio de
Banach X tenga 7-UNS y 7-FPP.

Corolario 2.4.1. Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que la norma es T-slsc y

cada conjunto T-secuencialmente compacto es separable. Si

(x-(B) < % para algin (€ (0,1),

en particular si liminfg ;1 (1 — B)(x.-(6) < 1, entonces X tiene 7-UNS y, por tanto,
7-FPP.

Observacién 2.4.2. La estimacion obtenida en el Corolario 2.4.1 no es éptima. Por

ejemplo, el espacio X = (R @ l5), satisface
s
> —

para cada 8 € (0,1) y WCS(X) = /2. Ademis, como Cx,(3) > 1, la condicién
del corolario s6lo puede cumplirse para § > 2/3. Este hecho no nos sorprende
porque hemos probado que el “buen” comportamiento de ¢ para  préximo a cero
estd relacionado con la casi suavidad uniforme (Teorema 2.3.2) y dicha propiedad
no implica 7- estructura normal (ver [4]).

Por otra parte, no podemos esperar que la estimacién (x.(6) < 1/(1 — ) para
algin 3 garantice T-estructura normal uniforme como sucedia con el médulo finito-
dimensional £ ([8], Proposicién 2.9). De hecho, el espacio X = ¢y cumple (x(f) =
B/(1—p5)<1/(1—p) para B € (1/2,1) (ver Teorema 2.1.1) y, sin embargo, ¢y no

tiene estructura normal débil.

Hasta ahora, el médulo infinito-dimensional nos ha permitido obtener resultados
de punto fijo a través de condiciones que garantizan T-estructura normal. Final-
mente, damos una condicién suficiente para que un espacio de Banach X tenga

7-FPP en ausencia de 7-NS, usando el coeficiente R, (X).
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Teorema 2.4.1. Si(x.(3) < 1+ 8 para algin 3 € (0,1), en particular si (% (0) <
1, entonces R, (X) < 2.

Demostracién: Supongamos que R, (X) = 2. Sea n > 0 arbitrario, entonces
existe una sucesién 7-nula {u,} en Bx y u € By tal que liminf,, ||u, + ul > 2 — 7.
Podemos suponer que ||u, + u|| > 2 — n para todo n. Asi pues, ||u,|| > 1 —n para
todony ||lul| > 1—n. Sea w = Au, + (1 — X)u con A € (0,1/2] (la prueba es similar
para A € (1/2,1), intercambiando w,, y u). Entonces (u, + u)/2 = pu, + (1 — p)w
con = (1—2X)/2(1 — ) <1/2y, por tanto,

2—n _ |lun+ull
<
2 2

<p+ (1= plwl = p = lwl)) + w] <

1
2

que implica ||w| > 1 —n. Sean ahora A, u € (0, +00) entonces se tiene

5 (L= wl]) + flw] = 1(1 + [[wl])

o)
Uy + U
A p A+

HMM+MW=4A+MW > (A )1~ 1),

Por tanto, hemos probado que || Au, +pul|| > (A+p)(1—n) para cada A, u € (0, +00)
y cada n natural.

Consideremos la sucesién

xn:ﬁ( ! U — a un) N b U=z

1+4+a 1+a

con a > 0 arbitrario. Para y = z/||z|| = u/||u|| tenemos

_ __B fa
Iy = ol = | (i = T ) 0+ ot

1 1] Ba
= (HuH - 1+a+1+a>

( Bfa) (1—=n)
i(1 = ).
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Por tanto 5 5
I =yl (1-5+5.) 0-n)
1— |zl — 1—2-(1-n)

Haciendo tender n — 0 y @ — oo, deducimos que (x,(3) > 1+ [ para cualquier
B e (0,1). u

Como consecuencia del teorema anterior y del Teorema 1.2.3, se obtiene el sigu-

iente resultado de punto fijo.

Corolario 2.4.2. Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo
T-nulo son T-slsc y cada conjunto T-secuencialmente compacto es T-compacto. Si
Cxr(0) <1+ para algiun B € (0,1), entonces X tiene la T-FPP.

Observacion 2.4.3. 1. El reciproco del Corolario 2.4.2 no es cierto. Por ejemplo,
X = Ly(p) cumple la clm-FPP (ver [46]) y, sin embargo, en el Teorema 2.1.1
vimos que Cx am(3) = 1+  para todo 8 € (0, 1).

2. La estimacién del Corolario 2.4.2 no da nuevos resultados de punto fijo para
3 préximo a 1. De hecho, si § > (=1 + /5)/2 se tiene
D osies
En este sentido, podemos decir que el Corolario 2.4.1 es 1til para § proximo a
1 y el Corolario 2.4.2 para [ préximo a 0. Seria interesante obtener resultados
de punto fijo mediante el médulo (x () para valores intermedios de [ en
espacios en los que TCS(X) =1y R, (X) = 2.

Como consecuencia del Teorema 2.4.1 podemos obtener el siguiente resultado que

relaciona el mddulo infinito-dimensional con el médulo de 7-casi suavidad uniforme.

Corolario 2.4.3. Si(x () < 140 para algin 3 € (0,1), en particular si (. (0) <
1, entonces by . (0) < 1, donde bx -(-) denota el mdodulo de T-casi suavidad uniforme

de X.
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Demostracién: Sea 0 < t < 1, z € Bx y {z,} una sucesién 7-nula en By.

Entonces, se tiene
liminf ||z + tz,|| < tliminf ||z +z,|| +1 -t <tR.(X)+1—t,

que implica

bx -(t)
t

by ,(0) = lim < R(X) -1,

Si (x.-(B) <14 [ para algun (§ € (0,1), entonces R,(X) < 2y, como consecuencia

de la desigualdad anterior, se deduce que b (0) < 1. [ ]

2.5. Estimaciones del moédulo universal infinito-

dimensional en los espacios de Orlicz

En la Seccion 2.1 se obtuvo el valor del médulo infinito-dimensional en los espa-
cios L, (1) con respecto a la topologia de la convergencia local en medida, poniéndose
de manifiesto el importante papel desempenado por las funciones convexas t +— tP
que los definen. Pues bien, siendo los espacios de Orlicz una generalizacién natural
de los espacios L,(f), nuestro objetivo en esta seccién es obtener una estimacién del
modulo infinito-dimensional en dichos espacios.

Para comenzar daremos algunas nociones y resultados basicos sobre espacios de
Orlicz que nos seran de utilidad y que pueden encontrarse con méas detalle en [63] y
[46].

Definicién 2.5.1. Una funcién de Orlicz es una funcion ® : [0,400) — [0, +00)
que es convexa, continua, creciente, tal que ®(0) =0 y lim, 4 P(z) = +o0.

Si ®(x) =0 para algin x > 0, se dice que ¢ es degenerada.

Sea (2, %, 1) un espacio de medida. Una funcion de Orlicz @ se dice que verifica la
Aq-condicion de reqularidad si existe K > 0 tal que ®(22) < K®(z) para x > 0 si
() = 400 0 bien ¢(2x) < K®(z) para x > x¢ € (0,400) si pu(2) < +o0.
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Independientemente de la medida de (), diremos que una funcion de Orlicz ® satis-
face la Ag-condicion si existe K > 0 tal que ®(2x) < K®(x) para cada x > 0. Si
es una funcion finita, ® satisface la Ay-condicion si y solo si

i d(27) -4 i d(27)
1m su 0 1m su

< 400
Definicién 2.5.2. Sea (2,3, 1) un espacio de medida y ® una funcién de Orlicz.

1. El conjunto de todas las funciones medibles f : Q — R tales que

/ O(p|f)dp < +oo para algin p >0
Q

Né(f):inf{p>0:/ﬂtl>(%>du§1}

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz Lg(p).

con la norma

2. FEl subconjunto He(p) formado por todas aquellas funciones medibles f : Q0 —

R tales que
/ Q(p|f|)dp < +o00 para cada p >0
Q

es un subespacio de Lo (p), que coincide con Le(p) cuando ® es Ag-regular.

En lo que sigue vamos a suponer que (€2, 3, ) es un espacio de medida o-finita
y ® es una funcion de Orlicz no degenerada finita cumpliendo la As-condicién. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que ®(1) = 1. De hecho, si ®(1) # 1,
definimos Ay = ®!(1) y consideramos la aplicacién ®,(z) = ®(\gz). Es sencillo
comprobar que ®; es una funciéon de Orlicz no degenerada, que satisface la As-
condicién y ®;(1) = 1. A lo largo de esta seccién, para simplificar la notacién,
vamos a denotar @' por U y escribiremos Ig(f) en lugar de [, ®(|f|)du si dicha

integral esta bien definida.
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En [46] se define una funcién a(-) (inspirada en la funcién de expansion definida
por T. Dominguez Benavides y R.J. Rodriguez en [33]) que permite obtener infor-
macién sobre la norma de una funcién f € Le(p) a través de la integral que define

dicha norma. Recordamos a continuacion su definicién y propiedades fundamentales.
Proposicién 2.5.1. [46] La funcion a : (0,+00) — R definida como
v(t)
0)=inf ¢ —=<:t>0
0= {4}
satisface las siguientes propiedades:
1. a(+) es una funcién decreciente, continua a la izquierda y lims_,,- a(d) = 1.

2. a(d)>1s1d<1.

3. a(6d") > a(d)a(d') si 6,0 € (0,+00). En particular, a(-) es estrictamente

decreciente.
4. lims_ga(d) = +oo.
5. 8i 8,5 € (0,+00), entonces ®(s/a(8)) > 0d(s).
6. Si f € Lo(u) y Io(f) < 6, entonces No(f) < 1/a(6).

En [46] también se define la funcién a!(-) similar a la definida en [33], como

vemos en la siguiente proposicion.
Proposicién 2.5.2. La funcién a=' : (0,4+00) — (0, +00) definida por
a () = sup{d > 0: a(d) > 0}
satisface las siguientes propiedades:
1. a=*(a(6)) = ¢ para cualquier § € (0, +00).

2. a(a™(0)) > 0 para cualquier 6 € (0, +00).
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3. a 1(00") > a *(0)a 1 (0") para cada 6,6 € (0,+00).

4. ®(s/0) > a1 (0)®(s) para cada 0,s € (0,+00).

Inspirados por las definiciones anteriores definimos las siguientes funciones (que
seran de utilidad para estimar el valor del médulo infinito-dimensional en los espacios

de Orlicz) y estudiamos sus propiedades fundamentales.

Proposicién 2.5.3. La funcion b : (0,+00) — R definida por

b(0) :sup{% :t>0}

satisface las siguientes propiedades:
1. b(8) € [1,1/8] si 6 € (0,1].
2. b() es una funcion decreciente.

3. b(+) es una funcion continua a la derecha.

6. lims_o b(8) = +oo.

7. ®(s/b(8)) < 60(s) para cada b, s € (0, +00).

8 8i fe Lo(p) yIs(f) >0, entonces No(f) > 1/b(9).
9. b(86") < b(S)H(S') para cada 5,5 € (0, 1],

Demostracién:
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1. Sea ¢ € (0,1]. Como W(-) es creciente y concava, W(t) > W(ot) > JU(t) para

todo ¢ > 0. En consecuencia

para todo t > 0

2. Sean 0 < §; < . Como VU(-) es estrictamente creciente, se tiene W(d;t) <
U (d9t) para todo t > 0y, por tanto,
MO0

todot >0
\If(dlt)>\11((52t) para todo ¢ > 0,

que implica b(d1) > b(dz).

3. Sea &y € (0,+00). Sea | = lim;_ 5+ b(0). Como b(-) es decreciente, se tiene que

[ < b(dg). Por otra parte, para todo § > dy y t > 0 se tiene

U(t)
L OE

Asi, la continuidad de W(-) implica que

<[l paratodot >0

y, por tanto, b(dy) < I.
4. Obvio.

5. Sea § < 1. Por la Proposicién 2.5.1(2), se tiene a(d) > 1. Como b(6) > a(6),
se tiene que b(d) > 1.

6. Como lims_,ga(d) = +oo y b(d) > a(d) para todo d € (0, +00), deducimos que
lims_0 b(5) = +00.
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7. Si s = 0 la desigualdad es obvia, teniendo en cuenta que ®(0) = 0. Sea

€ (0, +00). Entonces para t = ®(s) € (0,400) se tiene

U(t) s

Y0) 2§51~ T

que implica ¥ (6P (s)) > s/b(d) y, por tanto, ®(s/b(d)) < IP(s).

8. Supongamos que Ig(f) > §. Aplicando la propiedad (7) obtenemos

| 20@Idu= 5 [ Sshdn = 1) =1,
de donde se deduce Ng(f) > 1/b(0).

9. Sean 0,¢" € (0, 1].

n_ vt _ U(t) w(ot)
b(5(5)—sup{\p(56/t).t>0}—sup{—5) Vo) t>0}§

Ssup{%lt>0}sul){\;2g;2) :t>0} :

Proposiciéon 2.5.4. La funcién b= : (0, 4+00) — (0, +00) definida por
b= 1(0) = sup{d > 0: b(6) > 0}
satisface las siguientes propiedades:
1. b=1(b(8)) = & para todo § € (0,+00).
2. b(b=1(0)) < 0 para cualquier 6 € (0,+00).

3. a Y(0) < b Y0) para cada 6 € (0, +00).
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4. 0710) <1/6 si 6 € [1,+00).

5. ®(s/0) < b~ 1(0)®(s) para s,0 € (0,+00).

6. b=1(00") < b=1(0)b () para 0,0 € (0, +00).
Demostracién: Las propiedades (1), (2) y (3) son obvias.

4. Sea 6 € [1,400). Si § > 1, entonces b(d) < b(1) =1 < 6. Sea § € (0,1] tal que
b(0) > 6. Entonces, aplicando la Proposicién 2.5.3(1), sabemos que b(d) < 1/6,
por tanto se tiene que 1/§ > 0. Asf pues, b=1(9) < 1/6.

5. Sean s,0 € (0,400). Sea d = b~ '(#) € (0, +00), entonces aplicando la Proposi-
cién 2.5.3(7) y la propiedad (2) tenemos

b1 (0)D(s) > @ (W) > ¢ (g) .

6. Sean 6,0 € (0,+00). Sean § = b~1(6), &' = b=1(#’). Entonces, se tiene
B ) (0) < b(b ()b () < 60
Como b~!(+) es decreciente, obtenemos b=(6)b=1(0") > b=1(00").

En la Seccion 2.1 vimos que el médulo infinito-dimensional de cualquier espacio
de Banach verifica (x ,(3) < 1/(1 — ) para todo 8 € (0,1). En el siguiente teorema
vamos a mostrar que dicha estimacién puede mejorarse en el caso de los espacios de

Orlicz L () con la topologia de la convergencia local en medida.

Teorema 2.5.1. Sea (Q,%, p) un espacio de medida o-finita y ® una funcidn de
Orlicz no degenerada que satisface la Ag-condicion y ®(1) = 1. Entonces, para cada

B € (0,1), se tiene

¢ (8) < : IBA_ + T4
clm G) < sup '
L (1)l A€(0,8) ¢ (b—l (%) (1-at (ﬁ)) b~ (1J{€;1A)>
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Demostracién: Sea {f,} C Bj una sucesién clm-convergente a f con
liminf, No(f, — f) < By g = f/Ng(f). Para simplificar la notacién, denotamos
A = Ng(f). Entonces Is(f/A) =1y, por tanto,

D))
Como {f, — f} es clm-nula, usando ([46], Lema 4.5) podemos suponer que

sop (fu — f) Nisop f = 0.

Asi pues, obtenemos las siguientes desigualdades

(85 o () () ()
w(5da) = (5 e (55
)
]<1fﬁgA> () e () ()

Por consiguiente, como sop (f, — f) Nsop (f — g) = (), tenemos

fn_ fn_f f_g
](1+ﬁ A) I(1+6 A)+“(1+5—A)§

v (48 (- () o (57

Usando la Proposicién 2.5.1(6) obtenemos

IA

1+8—A
No(fn — f) < .
<I><f f) a <b*1 (1+%—A> (1 a 1( )) +p-t (1-11-€ZA)>
Por tanto,
Ncb(fn_g> 1+ﬁ—A

D T e (b () (1 () 10 (52

y de ahi podemos deducir la estimacién deseada. [ ]
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Observacién 2.5.1. 1. La estimacién obtenida mejora la cota 1/(1 — f3).

2. En los espacios L,(u) con la topologia de la convergencia local en medida y en
los espacios ¢, con la topologia débil (1 < p < +00) la estimation es Gptima,

ya que en dichos espacios se tiene ®(z) = 2P, U(t) = t/7,

a(0) =b(d) = # para cada § > 0

a '(0) =b"1(0) = Gip para cada 6 > 0

y mediante calculos elementales se obtiene

L+ i
sup =

0na (171 (52) (1= (B) ot ()

P4 (1 — Ba)p—1)1/p
N . +(§ — ﬁf)f/q : = (L, (),cm(B) = G, (B)-







Capitulo 3

Teoremas de Punto Fijo para
Aplicaciones Multivaluadas No

Expansivas

En 1969 S.B. Nadler [69] extendi6 el Principio de Contraccién de Banach para
aplicaciones multivaluadas contractivas en espacios métricos completos. Desde en-
tonces algunos otros teoremas de punto fijo clasicos para aplicaciones univaluadas
también han podido ser extendidos para aplicaciones multivaluadas (ver Seccién 1.3).
Sin embargo, muchos problemas permanecen abiertos, por ejemplo, se desconoce si
es posible extender el conocido Teorema de Kirk [49], es decir, ;tienen la propiedad
del punto fijo (FPP) para aplicaciones multivaluadas no expansivas los espacios de
Banach reflexivos con estructura normal?

Como hay diversas propiedades geométricas de los espacios de Banach que im-
plican reflexividad y estructura normal (ver Seccién 1.1), es natural considerar el
siguiente problema: ;Dichas propiedades implican la FPP para aplicaciones multi-
valuadas no expansivas?

En particular, seria interesante determinar si los espacios casi uniformemente

convexos y los espacios uniformemente suaves cumplen la FPP para aplicaciones

65
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multivaluadas. Estas cuestiones fueron formuladas explicitamente por H. K. Xu en
2000 (ver [82], Problemas Abiertos).

En 2004 T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo [32] resolvieron el problema de los
espacios casi uniformemente convexos al probar que cada aplicacion T : C — KC(C')
no expansiva con valores compactos y convexos tiene un punto fijo, siendo C' un
subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de un espacio de Banach X tal
que €5(X) < 1 (ver Teorema 1.3.6). En este capitulo vamos a probar que los espacios
uniformemente suaves cumplen también la FPP para aplicaciones multivaluadas.
Mas aun, probaremos dicho resultado para la clase de los espacios de Banach X que
cumplen py(0) < 1/2, que incluye a los espacios uniformemente suaves (recuérdese
que X es uniformemente suave si y sélo si p/y(0) = 0). Damos asi una respuesta

afirmativa al Problema Abierto 1 planteado por H.K. Xu en [82].

En la Seccién 3.1 se define una condicién que sera nuestra principal herramienta
para garantizar la existencia de punto fijo: la (DL),-condicién con respecto a una
topologia 7 (7(DL),-condicién). Se prueba que dicha condicién implica 7-estructura
normal y la 7-propiedad del punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas.
A partir de aqui, nuestro objetivo serd mostrar que ciertas propiedades que implican
algun tipo de estructura normal también garantizan que el espacio cumple la 7(DL),,-

condicién y, por tanto, la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En la Seccién 3.2 usaremos el médulo de cuadratura para obtener un resultado de
punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Concretamente, veremos
que la condicién {x(B) < 1/(1 — ) para algin 8 € (0,1), que implica estructura
normal uniforme, también implica la (DL),-condicién (esto es, la (DL),-condicién
con respecto a la topologia débil). Como consecuencia se deduce que la condicién
P’ (0) < 1/2 implica la (DL),-condicién y, por tanto, la propiedad del punto fijo
para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En la Seccion 3.3 presentamos tres condiciones equivalentes en las que intervienen
el médulo infinito-dimensional, la caracteristica de 7-casi convexidad uniforme y

el médulo de Opial, que implican 7-estructura normal uniforme y probamos que
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las mismas condiciones también implican la 7(DL),-condicién y, por tanto, la 7-
FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. En particular se prueba que la
caracteristica de convexidad no compacta €3 ,(X) puede ser reemplazada en ([32],
Teorema 3.5) por la caracteristica Ag -(X) (que es menor que €5.(X)), con objeto
de obtener un mejor resultado de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no
expansivas. Ademds, mostramos un ejemplo de un espacio X tal que Ay (X) < 1
pero €5.(X) > 1.

En la Secciéon 3.4 estudiamos la permanencia bajo renormamiento de las propiedades
anteriores que implican la 7(DL),-condicién y deducimos resultados de estabilidad
para la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Cabe resaltar que, en
algunos casos particulares, las cotas obtenidas para la 7-FPP para aplicaciones mul-
tivaluadas no expansivas coinciden con las cotas de T-estructura normal uniforme.

En la Seccién 3.5 mostramos algunos resultados de punto fijo para aplicaciones
multivaluadas cuyo rango no esta contenido en su dominio. Para ello, lo primero que
hacemos es probar que, bajo ciertas condiciones adicionales, la 7(DL),-condicién
también implica la 7-propiedad del punto fijo para este tipo de aplicaciones. A
continuacion aplicamos dicho resultado con el fin de generalizar algunos resultados
conocidos para aplicaciones multivaluadas cuyo rango no esta contenido en su do-
minio. En particular, mejoramos algunos resultados dados en [31] y [20], evitando

la hipotesis de separabilidad.

3.1. La (DL),-condicién con respecto a una topo-
logia 7

S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao [20] observaron que la principal
herramienta usada en [30] y [32] para obtener resultados de punto fijo para aplica-
ciones multivaluadas no expansivas, es una relacion entre el radio de Chebyshev del

centro asintotico de una sucesion acotada y el radio asintético de dicha sucesion.
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Dicha relacion da lugar a un método iterativo que reduce en cada paso el valor del
radio de Chebyshev para una cadena de centros asintéticos. Como consecuencia de
tal observacion, en [20] definen la condicién de Dominguez-Lorenzo ((DL)-condicién)
y prueban que dicha condicién implica estructura normal débil y la existencia de
punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En [27] generalizamos la (DL)-condicién para una topologia lineal 7 tal que los
conjuntos T-secuencialmente compactos son 7T-compactos y las funciones de tipo

7-nulo son T-secuencialmente semicontinuas inferiormente (7-slsc).

Definicién 3.1.1. Un espacio de Banach X wverifica la (DL )-condicion con respecto
a una topologia T (T (DL )-condicion) si existe A € [0, 1) tal que para cada subconjunto
T-secuencialmente compacto y convexo C' de X y para cada sucesion acotada {x,}

en C regqular con respecto a C', se tiene

ro(A(C {zn})) < Ar(C {@n}).

Usando los argumentos que aparecen en ([32], Teorema 3.5), probamos en [27] que
la 7(DL)-condicién implica la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas

con valores compactos y convexos.

Teorema 3.1.1. ([27], Teorema 7) Sea C' un subconjunto no vacio, cerrado, acotado,
convezo, T-secuencialmente compacto y separable de X y T : C — KC(C) una

aplicacion no expansiva. Si X satisface la T(DL)-condicion, entonces T tiene un

punto fijo.

Cuando 7 es la topologia débil y C' es un subconjunto convexo y débil compacto
de X, la condicion de separabilidad no es necesaria. En efecto, cuando T es una apli-
cacion cuyo rango esta contenido en su dominio podemos construir un subconjunto
T-invariante, separable, cerrado y convexo C' de C' de la siguiente manera (ver [40]

y [54]). Sea x¢ € C, basta considerar

C = U, C,
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con
C() = {wo}
C, :=co(C,.1UTC,,_1) paraneN.

Teniendo en cuenta que los conjuntos convexos y cerrados en norma son débilmente
cerrados, se deduce que C' es también débil compacto.

Sin embargo, cuando 7 es una topologia arbitraria, los conjuntos convexos y cerrados
en norma no son, en general, 7-cerrados (por ejemplo, cuando 7 es la topologia débil
estrella, los conjuntos convexos y cerrados en norma no son w*-cerrados). A pesar de
ello, en el caso de una topologia arbitraria, veremos a continuacion que la hipdtesis
de separabilidad puede evitarse si usamos ultra redes en lugar de sucesiones. Por esta
razén vamos a introducir la 7(DL),-condicién modificando ligeramente la definicién

de la 7(DL)-condicién considerando ultra redes en lugar de sucesiones.

A lo largo de este capitulo vamos a trabajar con centros asintéticos. Sabemos
que los centros asintéticos son conjuntos que pueden ser vacios. No obstante, en el
siguiente lema veremos que, bajo ciertas condiciones, tendremos garantizado que los
centros asintoticos con los que vamos a trabajar son no vacios. Recordemos que si
{Zs : @ € D} es una red acotada en norma y 7-nula en X, la funcién de tipo 7-nulo

asociada a {z, : @ € D} se define como Py, y(x) = limsup,, ||ze — .

Lema 3.1.1. 1. Sea 7 una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo
T-nulo son T-semicontinuas inferiormente (T-lsc), esto es, ®~1((—oo, a]) es 7-
cerrado para todo a € R. Sea C' un subconjunto de X no wvacio y T-compacto
y {xa : @ € D} una red acotada en C' T-convergente a un punto x. Entonces

A(C,{zs}) es no vacio y T-compacto.

2. Sea T una topologia lineal sobre X tal que los conjuntos T-secuencialmente com-
pactos son T-compactos y las funciones de tipo T-nulo son T-secuencialmente
semicontinuas inferiormente (T-slsc), esto es, ®(y) < liminf, ®(y,) para cada

sucesion {y,} T-convergente a un punto y € X. Sea C' un subconjunto de X
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no vacio y T-secuencialmente compacto y {x, : o € D} una red acotada en C

T-convergente a un punto x. Entonces A(C,{x,}) es no vacio y T-compacto.

Demostracién: Denotemos r = r(C, {z,}) v
, 1
A = {z € C:limsup ||z, — 2| <7+ —} para m € N.
« m

Es obvio que A(C,{zo}) = (o, Am vy Am # 0 para cada m. Ademds, vamos a

m=1

probar que A,, es T-compacto para cada m en ambos casos.

1. Como la funcién de tipo 7-nulo @y, _51(-) es 7-Isc, se tiene que

®, oy (00,7 +1/m])
es T-cerrado. Asi pues, A,, es T-cerrado y, por tanto, T-compacto.

2. Sea {y,} una sucesién en A,, T-convergente a un punto y. Entonces y € C.

Usando que las funciones de tipo 7-nulo son 7-slsc, se tiene
. . e 1
limsup ||z, — y|| < lminflimsup ||z, — yu| < r + —,
« n « m

lo cual implica que y € A,,. Asi pues, A,, es T-secuencialmente cerrado y, por

tanto, A,, es T-secuencialmente compacto y T-compacto.

Como C' es 7-compacto y {A;,}m es una familia de subconjuntos 7-compactos
de C' con la propiedad de interseccién finita, entonces () ~_, A,, # 0 y, por tanto, A

es no vacio y 7-compacto. ]

Asi pues, con el fin de asegurar que los centros asintoticos de las redes con las
que vamos a trabajar son no vacios, a lo largo de esta seccién X sera un espacio de
Banach y 7 una topologia lineal sobre X tal que o bien las funciones de tipo 7-nulo
son 7-Isc o bien los conjuntos 7-secuencialmente compactos son 7-compactos y las

funciones de tipo 7-nulo son 7-slsc.
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Definicién 3.1.2. Se dice que un espacio de Banach X wverifica la (DL),-condicion
con respecto a la topologia T (T(DL),-condicion) si existe A € [0,1) tal que para
cada subconjunto T-compacto y convexo C de X y para cada ultra red acotada {4}

en C se tiene

ro(A(C {za})) < Ar(C{za}).

Cuando 7 es la topologia débil escribimos (DL),-condicién en lugar de w(DL),-
condicion para simplificar la notacion.
En la siguiente proposicién vamos a ver que, bajo ciertas condiciones adicionales,

la 7(DL),-condicién es mas fuerte que la 7(DL)-condicién.

Proposicion 3.1.1. Sea X un espacio de Banach tal que cada subconjunto -
secuencialmente compacto es separable y T-compacto. St X wverifica la T(DL),-con-

dicion, entonces X wverifica la T(DL)-condicion.

Demostracion: Sea C' un subconjunto 7-secuencialmente compacto y convexo
de X y {x,} una sucesién acotada en C' que es regular con respecto a C. Sea {n,}

una subred universal de la sucesién de niimeros naturales {n}, entonces
lim ||z, — z|| = lim ||z, — ||
para cada x € C, lo cual implica
r(CAzn}) = r(Czn.}) v A(CHza}) = A(C {zn, }).
Como X verifica la 7(DL),-condicién, se tiene
re(A(C, {zn})) = re(A(C {zn, 1)) < Ar(C{zn,}) = Ar(C {zn})
para algin A € [0, 1). u

A continuacién vamos a probar que la 7(DL),-condicién implica 7-estructura
normal. Notese que este resultado puede deducirse como consecuencia de la proposi-
cién anterior y del hecho de que la 7(DL)-condicién implica 7-estructura normal

(ver [27], Teorema 3). No obstante, incluimos la prueba aqui.
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Teorema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach tal que cada subconjunto T-secuen-
cialmente compacto es separable y T-compacto. Si X satisface la T(DL),-condicion,

entonces X tiene 7-NS.

Demostracion: Supongamos que X no tiene 7-NS. Entonces, existe un sub-
conjunto acotado, convexo, T-secuencialmente compacto y diametral C' de X y una

sucesion {z,} en C tal que
lim ||z, — x| = diam({z,}) > 0

para cada x € C' ([76], Proposicién 5.3). Sea {n, } una subred universal de la sucesién

de niimeros naturales {n}, entonces
h’;n |tn, — || = h'yrln |z, — z|| = diam({z,})
para cada x € C, lo cual implica que
r(C{n, ) = r(C,{xn}) = diam({z,})
A(C{n, ) = A(C {zn}) = C

ro(A(C, {zn, })) = re(C) = diam(C).

Como X verifica la 7(DL),-condicién, existe A € [0,1) tal que
diam(C) = rc(A(C, {zn, })) < Ar(C {x,,}) = Mdiam({z,}) < diam(C)

que es una contradiccién.

Vamos a ver a continuacién que la 7(DL),-condicién implica la 7-propiedad del
punto fijo para aplicaciones no expansivas con valores compactos y convexos. Para

ello necesitamos el siguiente resultado previo.
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Teorema 3.1.3. ([80], Teorema 3) Sea C' un subconjunto cerrado y convezo de un
espacio de Banach X, T : C — KC(C) una contraccion multivaluada y D un

subcongunto acotado, cerrado y convexo de C. Si Tax N Ip(x) # O para cada x € D,

entonces T' tiene un punto fijo en D.

En [31] T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo dieron un resultado de punto fijo
para aplicaciones cuyo rango no esta contenido en su dominio, usando una relacién
entre el radio de Chebyshev del centro asintético de una ultra red y el radio asintético
de dicha ultra red. Usando un procedimiento inductivo anédlogo al seguido en la
prueba de ([31], Teorema 3.4) vamos a probar el siguiente resultado que constituye

la pieza clave del capitulo.

Teorema 3.1.4. Sea C' un subconjunto no vacio, T-compacto, cerrado, acotado y
convezo de un espacio de Banach X yT : C — KC(C) una aplicacion no expansiva.

Si X werifica la T(DL)q-condicion, entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién: Fijado zy € C, para cada n > 1 definimos T,, : C — KC(C)

por

1 1

Thwr=—xo+(1——|Tx, xe€C.

n n
Como T,, es (1 - %)-contractiva, existe un punto fijo x,, de T,. Por tanto, tenemos
una sucesiéon {x,} C C tal que lim, d(x,,Tz,) = 0. Sea {n,} una subred universal
de la sucesién de nimeros naturales {n}.

Denotamos A = A(C, {z,,}). Comenzamos probando que
TxNA#( for every x € A.

De hecho, la compacidad de T'z,,, implica que, para cada n,, podemos tomar y,_ €
Tx,, tal que
Hxna - yna || = d(xnoﬂ T'rnoz)

Como T'x es compacto, para cada x € A, podemos encontrar z,, € Tz tal que

||yna - Z”a” - d(ynoﬂT'x) S H(Txna7Tx) S ||xna - :L'“
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Sea z = lim, z,, € Tz, entonces se tiene
i [|zn, = z[| = M [[yn, = 20, || <1 flzn, — 2| = r(C {20, }).

Asi pues, z € Tz N A. Por tanto, la aplicacién T': A — KC(C) es no expansiva y
verifica TxN A # () para cada x € A. Mds ain, como X cumple la 7(DL),-condicién,

se obtiene

ro(A) < A r(C {z,,})

para algin A\ < 1.
Fijado x; € A, para cada n > 1 consideramos la contracciéon T} : A — KC(C)

definida por

1 1
T;:B:—x1+(1——)Tx, r € A
n n

Como T! es (1 — %)—contractiva y TlxNA+#( paracadaz € A, del Teorema
3.1.3, se deduce que T! tiene un punto fijo z! € A. Asi, lim,d(z},Tz})=0.
Igual que antes podemos probar que TzNA; # 0 paracada x € Ay := A(C,{z; _})

y
ro(Ay) < Ar(C, {x}ta}) < Arg(A).

Por induccién, para cada nimero natural m > 1 podemos encontrar una sucesion
{a"}, en A,y i= A(C, {z7'}) tal que lim,, d(2, Tx}") = 0. Considerando la ultra

red {z] }, construimos el conjunto A,, := A(C, {2} }) y deducimos que
Tc(Am) S )\mTc(A>

Elegimos z,, € A,,. Vamos a probar que {z,,}, es una sucesiéon de Cauchy. Para

cada m > 1 y para cualquier n,, se tiene
1 = @all < Noms — |+ o = ol < diam( Ay + 2, — 2.l
Tomando limite obtenemos

|Zm—1 — Zm|| < diam(A,,—1) + lim|[z] — 2| = diam(Ay—1) +7r(C, {2} }) <
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S 2T0(Am_1) + TC(Am—l) = 3T0(Am_1) S 3)\m_1Tc(A).

Como A < 1, concluimos que {x,, },, es una sucesién de Cauchy y, por tanto, existe
x € C tal que {z,,} converge a x. Veamos que x es un punto fijo de 7. Como T es

no expansiva, para cada m > 1 se tiene

d(@m, Trm) < ||2m — o)

+d(z, Txy' )+ H(Tx)! , Tw,,) <

< 2w —ap || + d(ay,, Tay,).

Tomando limite, se obtiene
d(Xm, Tay,) < 21im ||, — 27 || < 20 Lo (A).

Finalmente, tomando limite cuando m — oo, se deduce que lim,, d(z,,, Tx,,) = 0.

La continuidad de 7" implica que d(z,Tz) = 0, es decir, z es un punto fijo de 7. m

Si 7 es la topologia débil y C' es un subconjunto convexo y débil compacto de X,
entonces C' es también cerrado en norma, por lo que esta condicion no es necesaria.
Sin embargo, si 7 es una topologia arbitraria sobre X y C es un subconjunto 7-

compacto y convexo de X, C' no es necesariamente cerrado en norma.

3.2. Suavidad uniforme y resultados de punto fijo
para aplicaciones multivaluadas no-expansi-

vas

En esta seccién vamos a mostrar algunas condiciones que implican la (DL),-
condicién, esto es, la (DL),-condicién con respecto a la topologia débil. A lo largo
de esta seccion 7 sera la topologia débil, puesto que las condiciones con las que

vamos a trabajar implican reflexividad.
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En primer lugar, mostramos una condicién dada a través del modulo de cuadratu-
ra que implica la (DL),-condicién. Para ello vamos a usar la siguiente definicién
equivalente del médulo de cuadratura dada por C. Benitez, K. Przeslawski y D.
Yost en [8].

Definicién 3.2.1. ([8], Lema 1.2) Sea X un espacio normado. Para cada 3 € [0,1),

el modulo de cuadratura se define como

o o=l
S = T BN )

donde Ny (v,w) denota la derivada unidireccional de la norma en v en la direccion

w dada por

e ol = o]
Ni(v,w) = lAlﬁ]l ) .

En la Seccién 1.1 recordamos que el comportamiento de este médulo bidimen-
sional estd estrechamente relacionado con la geometria de X. En particular, {x(-)
nos dice si X es uniformemente suave, uniformemente convexo, uniformemente no
cuadrado o prehilbertiano. Ademads, este médulo también da una condicién suficiente
para que un espacio tenga estructura normal uniforme como muestra la siguiente

proposicion.

Proposicién 3.2.1. ([8], Proposicién 2.9) Si Ex(6) < 1/(1 — B) para algin [ €

(0,1), entonces X tiene estructura normal uniforme.

Vamos a probar que esta condicién que garantiza UNS también implica la (DL),-
condicion. En la demostracién usaremos técnicas de ultrapotencias. Por ello, previ-
amente vamos a recordar algunos conceptos y notaciones relativos a la técnica de
ultrapotencias. Se puede encontrar una exposicion mas detallada en ([53], Capitulo
6) v ([1], Capitulo 1).

Sea I un conjunto no vacio. Un filtro F sobre I es una familia no vacia de

subconjuntos de I (F C 2!) que satisface las siguientes propiedades:
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1. F es cerrada bajo intersecciones finitas, es decir, si A, B € F entonces ANB €

F.

2. F es cerrada al tomar superconjuntos, es decir, si A € F y A C B entonces

BeF.

Diremos que F es un filtro propio si es distinto de 2!, o equivalentemente, () ¢ F.

Un ultrafiltro ¢ sobre I es un filtro propio sobre I que es maximal con respecto
a la ordenacion de los filtros propios de I dada por la inclusion: es decir, siid C F
y JF es un filtro propio sobre I, entonces F = U.

Un ultrafiltro U es no trivial (o libre) si y sélo si no contiene ningtin subconjunto
finito.

Recordemos el concepto de convergencia en un ultrafiltro. Sea X un espacio
topolégico de Hausdorff y {z;};c; una coleccién de elementos de X, siendo I un
conjunto de indices. Consideremos un ultrafiltro & sobre I. Decimos que {x;}ics
converge a x € X sobre U si {i € I :x; € N} € U para cada entorno N de z. El

limite en U es Unico y se denotara por
limz; = z.
u

Si U es un ultrafiltro no trivial sobre N y {x,} converge a = en la topologia
del espacio X, entonces {z,} converge a = con respecto al ultrafiltro U, es decir,
limy, z,, = = ([1], Proposicién 2.2).

Una coleccion no vacia B de subconjuntos no vacios de I es un filtro base para

algun filtro sobre I si y sélo si
si (1,0 € B entonces C3 C 7 NCy para algian C3 € B,

en cuyo caso el filtro generado por B consta de todos los superconjuntos de elementos
de B.

Sea D un conjunto dirigido. Sea B = {A, : « € D} donde A, :=={f€D: (>
a}. Entonces B es un filtro base para un filtro sobre D. En efecto, si ay,ay € D,

entonces existe az € D tal que a1 < ag, as < ag. Asi pues, Ay, C Ay, N Aa,.
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Sea U un ultrafiltro que contiene el filtro generado por B. Sea {z, : @ € D} una
red en un conjunto X. Si lim, x, existe, entonces limy, x, = lim, z,. En efecto, si
suponemos que lim, x, = x, entonces para cada entorno V de x existe ay € D tal
que z, € V para cada a > «ay. Por tanto, para cada entorno V' de x existe ag € D
tal que A,, C {a« € D : x, € V}, lo cual implica que {aw € D : z, € V} € U para
cada entorno V' de x, es decir, limy x, = =.

Recordamos ahora la definicién de ultrapotencia de un espacio de Banach. Sea
(X, || - ||) un espacio de Banach y ¢ un ultrafiltro sobre un conjunto indice /. La

ultrapotencia Xy de X sobre U se define como el espacio cociente de

£xX) = { foider : Naidierlloe = sup o] < |
por el subespacio lineal cerrado de o (X)
Niu(X) 2= {{redier € £oo(X) 2 Um i = 0}
La norma cociente sobre X;; viene dada por

H{zitull, = lfg{n (B[

donde {z;}y es la clase de equivalencia de {z;}cs.

Identificaremos cada elemento € X con la clase de equivalencia {x;}y, donde
x; = x para todo 7 € I.

Cualquier ultrapotencia de un espacio de Banach X es finitamente representable
en X (ver [53], Proposicion 2.10), es decir, para cualquier € > 0 y cualquier sube-
spacio finito-dimensional M de Xy, existe un subespacio N de X con la misma

dimensién y una aplicacion lineal T': M — N tal que
(L= e)llzf] < Tzl < (1 + €)l]]

para cada x € M. Asi, X;; hereda las propiedades locales de X, es decir, aquellas
propiedades que sélo dependen de los subespacios finito-dimensionales de X. Por

ejemplo, como el médulo de cuadratura tiene caracter bidimensional, se tiene

Ex (1) = Ex, (1)
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Tras este recordatorio sobre ultra-métodos, estamos ya preparados para probar
la siguiente desigualdad que relaciona el radio de Chebyshev del centro asintético

de una ultra red y el radio asintético, a través del moédulo de cuadratura.

Proposicion 3.2.2. Sea C' un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio
de Banach reflexivo X y sea {x, : o € D} una ultra red en C. Entonces, para cada

B € (0,1) se tiene

ro(A(C{za})) < (1= B)Ex (B)r(C {xa}).

Demostracién: Denotemos r = r(C,{z.}) vy A = A(C,{z,}). Como C es
débil compacto, la ultra red {z,}qcp es débilmente convergente a un punto x € C.
Ademas, lim,ep ||z, — z|| existe para cada z € C.

Sea z; € A fijo y sea z € A arbitrario. Entonces se tiene lim, ||z, — 2| =
lim, ||za — 21| = 7.

Sea U un ultrafiltro no trivial sobre el conjunto D conteniendo el filtro generado
por B={B,:a € D} con B, ={f € D: [ > a}. En la ultrapotencia X;; de X

consideramos
-1 .1
v:;{xa—z}uESXM w:;{xa—zl}ueSXM.

Entonces, se tiene

[0 = By = =1 [|[za — 2 = B(xa — 21)| =
1 —1 1
= —lim :L'a—z—m—ﬁ(xa—zl)——ﬁ(xa—zl) >
roa m m
1 —1 —1 1
z—lim‘(l—m—ﬁ>xa+m Bz1 — 2z ——ﬁh'rnH:Ba—lez
r oo m m rm a
1 —1 —1
ST
r m m m

Por otra parte,

1 n A
z
1+A 1+ A

z1 € A para cada A\ > 0,
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y por tanto se tiene

~ ~ 1 z.
16+ Aiblly = ~lim |z — 2 + Mza — 21)|| =

1
= —lm(1+ \)

T o

(LA — 142
T ]_—|—AZ 1+/\Zl = .

Asi pues, obtenemos N, (v, w) = 1.

Por tanto, se deduce

5 = Biblly  2[|(1—mB) @+ B — 2| - 2
Ex, (B) > 1= AN, (0, ) > =5 )

Como Xy es finitamente representable en X, se tiene {x(8) = £x,,(3) para todo 3

y, por tanto,

H(l—m_1ﬂ>$+m_1ﬁzl—z
m

m

<(a-mex+ L)

sup
z€A
Como
—1 —1
(1—m—6)x+ Bz € C,
m
deducimos

rel) < (1= ex(@)+ 2 )

Esta ultima desigualdad es cierta para cada m > 1, de donde obtenemos la desigual-

dad del enunciado. ]

La condicién £x(8) < ﬁ para algin # € (0,1), implica que el espacio es
reflexivo. Por tanto, como consecuencia de la Proposicion 3.2.2 y del Teorema 3.1.4,
se obtiene la siguiente condicién suficiente para que un espacio de Banach X tenga

la FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.
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Corolario 3.2.1. Sea C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que

Ex(f) < ﬁ para algin 5 € (0,1).

Sea T : C — KC(C) una aplicacion no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Observacién 3.2.1. En la Seccion 3.1 mostramos que si C' es un subconjunto con-
vexo y débil compacto de un espacio de Banach X que verifica la (DL)-condicién,
entonces toda aplicacién no expansiva 7' : C' — KC(C') tiene un punto fijo, porque
en tal caso podiamos suponer que C' es separable. Por tanto, podriamos haber
obtenido el resultado del Corolario 3.2.1 usando sucesiones en lugar de ultra redes
en la Proposiciéon 3.2.2. Sin embargo, necesitaremos la desigualdad de la Proposicion
3.2.2 (para ultra redes) para deducir el Teorema 3.5.4, que da una generalizacién del

Corolario 3.2.1 para aplicaciones cuyo rango no estd contenido en su dominio.

En ([8], Teorema 2.4) C. Benitez, K. Przeslawski y D. Yost probaron que

(1= 03)x(B) < 2px(F) +1 = para todo 3 € (0,1),

donde px(-) denota el médulo de suavidad de X definido por

px(8) =sup {5 o+ Ayl + i = oyl) 1y € B}

Recordamos que X es uniformemente suave si y sélo si p/y(0) = 0. Usando la de-
sigualdad anterior y la Proposicién 3.2.1, deducimos que si p'y(0) < 1/2 (lo cual es
equivalente a py () < /2 para algin (3, porque px(3)/3 es estrictamente creciente)
entonces X tiene estructura normal uniforme. Como consecuencia del Corolario 3.2.1
y teniendo en cuenta la desigualdad anterior dada en ([8], Teorema 2.4), se obtiene

el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2. Sea C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X tal que p'x(0) < 1/2, y T : C — KC(C) una aplicacion no

expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.
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En particular, se deduce que los espacios de Banach uniformemente suaves tienen
la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas con valores compactos y
convexos. Consecuentemente, damos una respuesta afirmativa al Problema Abierto 1
que aparece en [82] sobre la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas
no expansivas definidas en un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach uniformemente suave.

3.3. Otras condiciones geométricas implicando la
FPP para aplicaciones multivaluadas no ex-

pansivas

La ventaja que el médulo de cuadratura tiene sobre otros médulos definidos con
anterioridad (como el médulo de suavidad uniforme, el médulo de Clarkson, etc.)
es poder “medir’simultaneamente la suavidad y la convexidad del espacio, en lugar
de hacerlo independientemente. Este modulo, al igual que la convexidad y suavidad
uniforme, tiene un caracter finito-dimensional, esto es, sélo depende de los sube-
spacios de dimension finita del espacio considerado. En la Secciéon 2.1 definimos
un nuevo moédulo infinito-dimensional (x ,(-) y probamos que dicho médulo podia
ser considerado simultdneamente como una medida de 7-casi convexidad uniforme
y 7-casi suavidad uniforme (ver Teorema 2.3.1 y Teorema 2.3.2). También vimos
que el modulo infinito-dimensional daba una condicion suficiente para que un es-
pacio tuviera 7-estructura normal uniforme (ver Corolario 2.4.1). En esta seccién
vamos a mostrar que la misma condicién que garantiza 7-UNS también implica la
7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Este hecho se deducira co-
mo consecuencia de la equivalencia entre dicha condicién dada a través del modulo
infinito-dimensional, una condiciéon en funcién de la caracteristica de 7-casi con-

vexidad uniforme y una condiciéon en funcién del médulo de Opial que implica la
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7(DL),-condicién.
Proposicién 3.3.1. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X

tal que la norma es T-slsc. Entonces

1
Demostracién: Nétese que, como Cx () > 1, la desigualdad (x(3) < 5/(1—0)

Ao (X) <1 siysolosi C(x.(8)< iﬁ para algun B € (0,1).

s6lo puede cumplirse para § > 1/2.

Usando la desigualdad que aparece en el Lema 2.3.3, se deduce que Ay, (X) < 1
implica (x,(3) < /(1 — ) para algin § € (0,1).

Para probar la otra implicacién, supongamos que Ag,(X) > 1. Entonces
Ax (e) = 0 para cada € < 1. Sea n > 0 arbitrario. Existe una sucesién {z,} C By
T-convergente a un punto z tal que liminf,, ||z, —z| > ey 1—||z|| < n. Tomando una

subsucesion, si fuera necesario, podemos suponer que existe lim, ||z, — z|| =1 > e.
Consideremos la sucesién

| —

que es T-convergente a Sz = 2’ con lim, ||z), — 2| < B. Sea y' = 2'/||2'|| = =/||z||,

entonces tenemos

1 € [ —¢€
liminf ||z, — ¢'|| = lim inf ‘——(zn—x) ( 5) ( x)H >
n no [l [z l

1 € 1 [ —e€
> ——lim ||z, —z|| — (——B) hmlnf xn+—x >

][ L n ] ! l

1-¢
> B>
[N ||
De ahi se deduce que
A =

R el el g T}

Como la dltima desigualdad es cierta para cada 7 > 0 y cada € < 1, se obtiene que
Cx(8) = B/(1 — ) para cada . .
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Proposicién 3.3.2. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X

tal que la norma es T-slsc. Entonces,
rx.(1) >0 siysdlosi Ax,(17)>0.

Demostracién: Supongamos que rx (1) > 0. Sea € < 1 arbitrario. Para cada
n > 0 existe una sucesién {z, } C Bx 7-convergente a un punto x con liminf,, ||z, —
z|| > ey 1—|z| < Ax(e)+n. Consideremos la sucesién r-nula y,, = (z, — ) /e con

liminf,, ||y,|| > 1 e y = z/e. Entonces se tiene

€

TL

hmmeyn—i—yH >1+rx, (H H)

1—n— AX,T(€)> '

€

21+TX,T<

Como 7 es arbitrario, usando la continuidad de rx -(-) se obtiene

! >1+rx, (—1 — AX’T(G)) :

€ €

Si1—Ax,(17) =1, haciendo tender ¢ — 1~ obtendriamos

0>rx,(1-Ax,(17)) =rx,(1)

que serfa una contradiccién. Por tanto, Ay -(17) > 0.
Reciprocamente, supongamos que Ay (17) > 0. Sea n > 0 arbitrario. Existe

una sucesién 7-nula {x,} con liminf, ... ||z, > 1y z € X con ||z|| > 1 tal que
liminf ||z + z,]| <1+7rx.(1)+n.

Podemos suponer, tomando una subsucesién si fuera necesario, que lim, ||z + z,||

existe. Sea
Tn+ T

T4+rx.(1)+n
Entonces y,, € Bx para n suficientemente grande y

Yn =

Yn = -
1+7rx.(1)+n
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con
a1

L+rx.()+n = 14+rx.(1)+n

liminf ||y, — y|| = lim inf
n n
Por tanto, se obtiene

1 ||| B 1
l+7rx,(1)4+n =~ 1+rx.(1)+n "\l +7rx.(1)+7n

Como 1 > 0 es arbitrario, se deduce

e =18 ((m;mm)) |

Si rx.(1) = 0, obtendrfamos 1 < 1 — Ay .(17), que serfa una contradicciéon. Por

consiguiente, se concluye que rx (1) > 0. n

Como consecuencia de la Proposicion 3.3.1 y de la Proposicién 3.3.2, se deduce
que las tres condiciones siguientes son equivalentes:
- Cxr(B) < B/(1— ) para algiin § € (0,1)
- Ao (X) <1
-rx-(1) > 0.
Noétese que estas tres condiciones equivalentes implican 7-UNS. En particular, sabe-
mos que 7y (1) > 0 implica 7-UNS, porque 7CS(X) > 1 + rx (1) para cada
espacio de Banach X ([46], Lema 2.3). Por tanto, el Corolario 2.4.1 puede deducirse

facilmente usando la equivalencia entre la condicién rx (1) > 0 y la condicién
Cx-(3) < B/(1 — B) para algtin 3 € (0,1).

A continuacién vamos a probar que la condicién rx (1) > 0 implica la 7-FPP
para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Consecuentemente, las tres condi-
ciones equivalentes que implican 7-UNS también implican la 7-FPP para aplica-
ciones multivaluadas no expansivas. Previamente, vamos a estudiar la relacion exis-
tente entre el radio asintético de una sucesion y el radio asintotico de sus subredes

universales.
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Lema 3.3.1. Sea C' un subconjunto no vacio de un espacio de Banach X. Si {z,}

es una sucesion acotada en C' que es reqular con respecto a C, entonces

r(C{zn}t) = r(C {zn. })
para cada subred universal {z,, } de {x,}.

Demostracién: Sea {xz,,} una subred universal de {x,}. Como
li;n |n, — 2| < limsup ||z, — z|
para cada x € C, se tiene
r(C{wn,}) < r(C{zn}).
Supongamos que 7(C, {x,,}) < r(C,{z,}). Entonces existe x € C tal que
h'én |zn, — x| < r(C,{z,}).

Como el limite de la subred es un punto de acumulacién para la sucesién, podemos

encontrar una subsucesion {y,} de {z,} tal que

tim|lyn — 2] = lim 2, — ],
Asi,

r(Co{yn}) <l lyn — zf| <7(C, {2n})
lo cual contradice la regularidad de {x,}. n

Proposicion 3.3.3. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre
X tal que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto acotado,
convexo, T-compacto y T-secuencialmente compacto de X y {x,} una sucesion en C
que es reqular con respecto a C'. Entonces

ro(A(C, {za. ) !

[ —
- 1+TX,T(1)

r(C,{wn. 1)

para cada {x,, } subred universal de {x,}.
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Demostracién: Sea z € A(C,{z,,}). Existe una subsucesién {y,} de {z,} tal

que

i [|y,, — 2|| =t [z, — 2| = r(C, {wn, }) = 7(C, {za}) = 7(C, {yn})-

Podemos suponer, tomando una subsucesién si fuera necesario, que {y,} es 7-
convergente a un punto y € C' y lim, ||y, — y|| existe. Como {y,} es regular con

respecto a (', al pasar a una subsucesién el radio asintdtico no varia. Consideremos
u= p=— con [[ul =1y la sucesién u, = #2=% que es T-nula con limy, ||u,|| > 1. En

efecto, usando que la norma es 7-slsc se obtiene

[l — ]l > r(C. {yu}) = im g — 2 > 1y~ =]

que implica lim, ||u,|| > 1. Entonces se tiene

[yn =2l _ 7(Ci{zn.})
ly — =] ly — =]

1+ rx,(1) <liminf ||u, + u|| = lim
y se deduce la desigualdad del enunciado. ]

Como consecuencia de la Proposiciéon 3.3.3 y usando los argumentos que apare-
cen en la prueba del Teorema 3.1.4, podemos probar de forma similar el siguiente

resultado.

Corolario 3.3.1. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X
tal que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto de X no vacio,
convezxo, cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto. Supongamos

que se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:
1 rx.(1)>0
2. N+ (X) <1
3. Cx(8) < B/(1 = ) para algiin 5 € (0,1).

Entonces toda aplicacion no expansiva T : C' — KC(C) tiene un punto fijo.
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En la Seccion 1.3 recordamos que T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo obtu-
vieron en [32] un resultado de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansi-
vas usando la caracteristica de convexidad no compacta con respecto a la medida de
separacion 5(X) (ver Teorema 1.3.6). Como la caracteristica Ag (X)) satisface la
desigualdad €3 (X) > Ay (X), el Corolario 3.3.1 mejora el Teorema 3.5 en [32]. De
hecho, la clase de los espacios de Banach con Ag.(X) < 1 es estrictamente mayor
que la de los espacios tales que €5 -(X) < 1. Por ejemplo, el espacio X, = ({2, || - ||m)
con m € (0, 1] donde

) 1
() ||m = max{H(xn)Hg, E|x1|} para cada x = (z,,) € s,

verifica e5(Xpm) = /2(1 —m?) v Ao(Xpm) = V1 —m? (ver [81]).

3.4. La 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no
expansivas y su permanencia bajo renormamien-

to

En la Seccién 3.3 presentamos algunas condiciones en funciéon de ciertas con-
stantes geométricas de los espacios de Banach que implican la 7-FPP para aplica-
ciones multivaluadas no expansivas. En esta secciéon mostramos que dichas condi-
ciones geométricas pueden preservarse bajo renormamiento cuando la distancia de
Banach-Mazur entre la norma original y la nueva norma no es demasiado grande.
Esto dara lugar a resultados de estabilidad para la 7-FPP para aplicaciones mul-
tivaluadas no expansivas. Para medir la proximidad entre dos espacios de Banach

isomorfos usaremos la distancia de Banach-Mazur definida por
d(X,Y)=f {||U||U"]: U : X — Y,U isomorfismo} .

Cuando X e Y son dos espacios de Banach isomorfos tales que d(X,Y") < d, podemos

suponer que Y es un renormamiento de (X, || - ||) con una norma |- | que verifica
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|z|]| < |z| < d||z| para cada = € X. Este método fue iniciado por Bynum [14]
usando los coeficientes de estructura normal. De hecho, las desigualdades d(X,Y) <
N(X)y d(X,Y) <WCS(X) implican que Y tiene UNS y que Y tiene w-UNS
respectivamente. Més tarde, M.A. Jap6n Pineda [46] dio la siguiente generalizacién:

Sid(X,Y) < 7CS(X) y la norma equivalente es 7-slsc, entonces Y tiene 7-UNS.

A lo largo de esta secciéon 7 sera una topologia lineal sobre un espacio de Ba-
nach tal que o bien las funciones de tipo 7-nulo son 7-lsc o bien los conjuntos
T-secuencialmente compactos son 7-compactos y las funciones de tipo 7-nulo son 7-
slsc. Por ejemplo, la topologia débil verifica dichas condiciones. También se sabe que
los conjuntos 7-secuencialmente compactos son T-compactos cuando 7 es cualquier
topologia métrica. Ademads, si X es un espacio de Banach separable y 7 es una
topologia sobre X mas débil que la topologia de la norma, entonces los conjuntos
T-secuencialmente compactos son T-compactos. En efecto, la separabilidad de X im-
plica que el espacio es Lindelof (es decir, de cada recubrimiento abierto de X se puede
extraer un subrecubrimiento numerable) para la topologia de la norma. Lo mismo
es cierto para la topologia 7 porque es menos fina que la topologia inducida por
la norma. Asi, los subconjuntos 7-secuencialmente compactos son numerablemente

compactos y Lindel6f, y por tanto son 7-compactos.

En primer lugar vamos a estudiar la permanencia de la propiedad Ay (X) < 1

bajo renormamiento.

Proposicién 3.4.1. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach. Supongamos que | - |
es una norma definida sobre X tal que ||z|| < || < d||z|| para cada x € X. Sea
Y = (X,]-]). Entonces

Ay, (e) > dAx, (2) +1—d para cada € > 0.

Demostracién: Sea ¢ > 0 y sea {z, } una sucesién en By T-convergente a z con

liminf, |z, — 2| > €. Entonces, liminf,, ||z, — z|| > €/d y

1— o] >1—dl|z]| = d(1 — ||z]) + 1 —d > dAx. (2) T1-d.
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De ahi se deduce la desigualdad del enunciado. ]

La proposicion anterior da el siguiente resultado de estabilidad para la 7-FPP

para aplicaciones multivaluadas no expansivas, que es una consecuencia directa del
Corolario 3.3.1.

Corolario 3.4.1. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach. Supongamos que | - | es
una norma definida sobre X tal que ||z| < |z| < d||z|| para cada x € X. Sea
Y=(X,]-]). S Ax. (%) >1—2, entonces Ay,(17)>0. Por tanto, si las
funciones de tipo T-nulo sobre Y son T-lsc, entonces cada aplicacion no expansiva
T :C — KC(C) tiene un punto fijo, donde C' es un subconjunto de Y no vacio,

convero, cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto.

En el siguiente ejemplo aplicamos el resultado anterior en el caso de los espacios

de sucesiones ¢, con la topologia débil.

Ejemplo 3.4.1. En el caso de los espacios ¢, (1 < p < 4+00) con la topologia débil
se tiene Ay () =1 — (1 — €?)'/? ([4], Nota V.1.17). Por tanto,
Ay L >1—1 siysélosi d<2Y?
P\ d d '
Nétese que la cota obtenida es cota para estructura normal (y, por tanto, teniendo
en cuenta que la (DL),-condicién implica estructura normal débil, es también una

cota para la (DL),-condicién).

A continuacién aplicamos el Corolario 3.4.1 en el caso de los espacios Ejg con la

topologia débil.

Ejemplo 3.4.2. Para 8 > 1 consideramos el espacio {5 con la norma equivalente

[2]l2,6 = méx {||z[l2, Bzl }



3.4. PERMANENCIA DE LA 7-FPP BAJO RENORMAMIENTO 91

Entonces Eg = (¢, | - ||2,3) es un espacio de Banach isomorfo a ¢ con d(Egs, {5) = 3
(puesto que ||z]l2 < ||z|l2s < Bllz]|2 para todo z € {3). Estos espacios son im-
portantes en Teoria del Punto Fijo porque es conocido que Ejg no tiene estructura
normal cuando 3 > v/2, pero Ejs tiene estructura normal asintética (y, por tanto,
tiene la FPP) si § < 2. Por otra parte, F3 tiene una base mondtona incondicional,
por tanto, Eg tiene la FPP para cualquier 3 > 1 (ver [61]).

En el caso de Ejs (con la topologia débil) probaremos que

Ap,w(€) = max (0, 1—+/32— €2>
para cada € < 1. En efecto, sea {r,} C Bg, débilmente convergente a z con

liminf,, ||z, — z||25 > €. Entonces

2 Ty
1 > liminf ||z, ||3 = liminf ||z, — 2|3 + ||=|3 > €« n I Hz,@
n n

32 B
Por tanto, se tiene ||z||25 < /(% — €2, lo cual implica que

Ap, w(€) > mix (o, 1 m) .

Cuando € € [/3? — 1, 1] podemos considerar la sucesién

1
Ty = B (wﬁz — €2e; + een> € Bg,

que es débilmente convergente a

32— 2
r=-—"—7-e.

g
Como |[|z]l25 = /% — €2, se tiene Ag, ,(€) =1 — /(% — €.
Por otra parte, puesto que Ag, .,(€) es una funcién creciente, se tiene que
Ap,w(€) =0 para cada e < /32 — 1.

Asi pues, para 3 < V2

1~ 1 2
AEW<7> >1_Zz siy s6lo si d<%

que es también una cota para estructura normal (ver [28], Teorema 4).
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Finalmente, en el siguiente ejemplo aplicamos el resultado anterior en el caso de

los espacios L, (4) con la topologia de la convergencia local en medida.

Ejemplo 3.4.3. Sea (2,3, 1) un espacio de medida positiva o-finita. Para cada
1 < p < +o0 consideramos el espacio de Banach separable L, () con la norma usual.
Sea {2, }°°, una particién o-finita de Q2. Consideramos 7 la topologia generada por

la métrica

L1 lf — 9|
d(f,9) —;Q—nm/ﬂnmdu para f,g € L,(p).

Esta topologia se conoce como la topologia de la convergencia local en medida (clm).
L,(1) dotado con la clm topologia (que es mas débil que la topologia de la norma)
es un espacio vectorial topologico.

Como la clm topologia es metrizable, los conjuntos clm-secuencialmente compactos
son clm-compactos.

Para p > 1 la clm topologia es mas fuerte que la topologia débil, lo cual implica
que las funciones de tipo clm-nulo son clm-lsc. Para p = 1 vamos a mostrar que las
funciones de tipo clm-nulo sobre (Li(u), || - ||1) son clm-slsc. Primero probaremos

que si {f.} es una red clm-nula en L;(u), entonces
lmsup [| fo = fllv = [| ]l + lmsup || fa s

para cada f € Ly(u). Sea € > 0, existe k tal que

i/n\f!du<e

n=k+1

y, como {f,} es clm-nula, existe aqp tal que

k
Z/ | faldp < €
n=1 Qn

para cada a > ag. Por tanto,

o = Flln = Mfally = [[f11:] <€
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para cada a > «aq, lo que prueba que
Mmsup || fo = fllv = [ /[l + Umsup || fo]1-
« «

Sea {g,} una sucesién en L;(u) clm-convergente a g. Usando el Lema de Fatou y
teniendo en cuenta que cada sucesién clm-convergente tiene una subsucesion que
converge al mismo limite en casi todo, se dedujo en ([46], Ejemplo 2.3) que la norma

| - |]1 es clm-slsc. Por tanto,
lmsup || fo — gl = limsup || fall + llglh <

< limsup || fo||1 + liminf ||g,|1 = liminf limsup || fo — gnl|1-

En el caso de los espacios L,(u) (1 < p < 400), se probé en ([46], Ejemplo 2.4)

que

1
ALp(u),clm(G) =1—(1-¢€)r.

Por tanto,

1~ 1\ L 1
AL, (),clm )" 1—% >1_8 siysélosi d<2».

En el caso particular del espacio Li(u), si Y es un espacio de Banach isomorfo a
Li(p) tal que las funciones de tipo clm-nulo sobre Y son clm-slsc y d(Li(p),Y) < 2,
entonces toda aplicacién no expansiva 7' : C' — KC(C) tiene un punto fijo, donde
C' es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente
compacto de Y.

En particular cuando €2 = Ny p es la medida cardinal definida en los subconjun-
tos de N, para p = 1 la convergencia local en medida es equivalente a la convergencia

débil estrella para sucesiones acotadas en ¢;. Asi pues, obtenemos

1~ 1 1
AV (7> :E>1_8 siy sélosi d< 2.
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Obsérvese que éstas son también cotas para clm-UNS y w*-UNS respectivamente,
es decir, las cotas obtenidas son las maximas cotas posibles de estabilidad para clm-
UNS y w*-UNS respectivamente. De hecho, en el caso p > 1 (para la medida cardinal
sobre N) podemos considerar los espacios E, g definidos como el renormamiento de
¢, dado por

[2]lp.s = méx{|[z[l,, Bl #[loo }-

Es facil probar que ||z||, < ||z|l,s < B||z||, para cada x € ¢, por tanto, d(¢,, E, 3) =
B. Sin embargo, F, 3 no tiene w-UNS si 8 > 27 porque
2L/p

- aral < 3 < 2l/p
WOS(E,s)=4 5 F <6

1 para 217 < 3
Por otra parte, para p = 1 si consideramos el espacio de Bynum /; o, es decir, el

espacio /1 dotado con la norma equivalente

[0 = méx{ |z 1, 2711},

podemos comprobar que d({1, 1 ) = 2 (puesto que ||z]|1,00 < [|z|1 < 2||z]/1,00 para
cada x € ;). Sin embargo, {1 « no tiene w*-NS. Més atn, ¢, o, no cumple la w*-FPP
(ver [46], Ejemplo 1.2), por tanto ésta es la mejor cota de estabilidad para la w*-FPP

en el espacio /;.

En el siguiente ejemplo mostramos una aplicacién del resultado de estabilidad
obtenido para el espacio Li(u).

Previamente recordamos la siguiente generalizacion del Teorema de Lami-Dozo
([55], Teorema 3.2) dada por P. Lorenzo en [65].

Teorema 3.4.1. ([65], Teorema 3.2.2) Sea X un espacio de Banach verificando la
propiedad de Opial con respecto a una topologia lineal T dada sobre X. Supongamos
que C' es un subconjunto cerrado, acotado, convero y T-secuencialmente compacto

de X yT:C — K(C) es una aplicacion no expansiva, entonces T tiene un punto

fijo.
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En particular podemos aplicar este teorema al espacio L; (i) con la clm topologia
porque dicho espacio verifica la propiedad uniforme de Opial con respecto a la clm
topologia. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra una aplicaciéon del resultado

de estabilidad para deducir la FPP en ausencia de la propiedad de Opial.

Ejemplo 3.4.4. Sea (2,%, ) un espacio de medida positiva o-finita y 7 la
topologia de la convergencia local en medida. Sea X el espacio de Banach L;(u)
con la norma usual || - |J;. Sea {§2,}22, una particién o-finita de 2. Para 1 < A < 2

consideramos en L;(p) la norma equivalente

A1l = méx (||f||1,Asup/ IfIdM) .
k Jo,

Sea Y = (Li(),|||-]l|)- Vamos a comprobar que las funciones de tipo clm-nulo sobre
Y son clm-slsc. En efecto, sea {f,} una red clm-nula en L;(x). Como en el Ejemplo
3.4.3 (donde mostramos que las funciones de tipo clm-nulo sobre (Ly(p), || - |]1) son
clm-slsc), podemos obtener que

lim sup sup/ |fo — fldp = méax (sup/ | f|dp, lim sup sup/
Qp k Qp @ k

a k Qp

|fa|du)
para cada f € Li(u). Sea {g,} una sucesién en L;(u) clm-convergente a g, entonces
lim sup sup | fa — g|dp < liminf lim sup sup | fo — gnldp,
o kE JQg n e k JQ

que implica

limsup ||| fo — gl|| < h’mninflimsupmfa — gnlll-

Como d(X,Y) = XA < 2 y las funciones de tipo clm-nulo sobre Y son clm-slsc,
entonces cada aplicaciéon no expansiva T : C' — KC(C) tiene un punto fijo, donde
C es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente
compacto de Y.

Sin embargo, Y no verifica la propiedad de Opial con respecto a la clm topologia.

De hecho, si consideramos la sucesion clm-nula

1
fn - mXQn
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y la funcién

a
f=———xq, cona<1l,
()

se tiene ||| fulll = Ay || fa—f]]] = Asi1+a < A. Por tanto, Y no cumple la propiedad
de Opial con respecto a la clm topologia y no podemos aplicar la generalizacion del

Teorema de Lami-Dozo.

También podemos obtener un resultado de estabilidad usando la caracteristica
ep-(X) en lugar de A, (X). Sin embargo, en el caso de los espacios L,(4) veremos
que este resultado es peor que el obtenido previamente usando Ay (X) (lo cual era
de esperar, ya que Ay, (X) < ez.(X)).

Vamos a estudiar la permanencia bajo renormamiento de la propiedad 5, (X) <

1. La prueba es similar a la de la Proposicién 3.4.1, por lo que no la incluimos.

Proposiciéon 3.4.2. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Supongamos que | - |
es una norma definida sobre X tal que ||z|| < |z| < d||z|| para cada x € X. Sea
Y = (X,]-]). Entonces

€

AY,B,T(€) Z dAX,ﬁ,T (d

>+1—d para cada € > 0.

Como consecuencia de esta desigualdad se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.4.2. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Supongamos que | - | es
una norma definida sobre X tal que ||z| < |z| < d||z| para cada x € X. Sea
Y =(X,|-]). St Axp, (%) > 1—12, entonces Ayg.(17) > 0. Por tanto, silas
funciones de tipo T-nulo sobre Y son T-lsc, entonces cada aplicacion no expansiva
T : C — KC(C) tiene un punto fijo, siendo C' un subconjunto de Y no wacio,

convexo, cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto.

En el caso de los espacios £, y L,(p) con 1 < p < 400, se tiene

e\ »
Aepung<€> = ALp(/J),B,clm(e) - 1 - (1 - 5)
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([46], Ejemplo 2.4). Por tanto,

1- 1- 1 3\ 7
Afp,ﬁ,w (7) = ALP(M),;@,clm <€) >1-— a si y sélo si d < <§> .

Notese que los resultados anteriores no son resultados de estabilidad en el sentido
usual de encontrar una constante k, que depende de X, tal que si X cumple cierta
propiedad e Y es un espacio de Banach con d(X,Y’) < k, entonces Y también verifica
dicha propiedad. No obstante, veremos a continuacion que el médulo de Opial puede
darnos un resultado de estabilidad en el sentido usual. En la siguiente proposicion

estudiamos la permanencia de la condicién rx ,(1) > 0 bajo isomorfismos.
Proposicién 3.4.3. Sean X e Y espacios de Banach isomorfos. Entonces
rx.(1)+1<d(X,Y)(ry,(1)+1).

Demostracion: Podemos considerar X e Y como el mismo espacio vectorial

dotado con dos normas equivalentes, || - || v | - | respectivamente, tales que
llz|| < |z| < d||z|| para cada = € X.

Sea x € Y con |x| > 1y {x,} una sucesiéon 7-nula en Y tal que liminf, |z,| > 1.

Entonces, se tiene que ||dz|| > 1y liminf, ||dz,|| > 1. Por tanto,
rx-(1) + 1 <liminf ||dz,, + dz| < dliminf |z, + z|.
De ahi se deduce la desigualdad del enunciado. ]

Como consecuencia del Corolario 3.3.1 se obtiene el siguiente resultado de esta-

bilidad para la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

Corolario 3.4.3. Sean X e Y dos espacios de Banach isomorfos. Si d(X,Y) <
rx.(1)+1, entonces ry. (1) >0. Por tanto, silas funciones de tipo T-nulo sobre
Y son T-lsc, entonces cada aplicacion no expansiva T : C — KC(C) tiene un punto
figo, siendo C' un subconjunto de'Y no vacio, convexo, cerrado, acotado, T-compacto

y T-secuencialmente compacto.
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A continuacién vamos a aplicar el Corolario 3.4.3 en el caso de los espacios ¢, y

Ejg con la topologia débil y en el caso de los espacios L, con la clm-topologia.

» En el caso de los espacios ¢, (1 < p < 00) con la topologia débil, se tiene
1
re,w(c) = (14+c)r =1

y, por tanto, se obtiene que si Y es un espacio de Banach isomorfo a ¢, tal que
d(t,,Y) < 2%, entonces cada aplicacién no expansiva 7' : C — KC(C) tiene
un punto fijo, siendo C' un subconjunto no vacio, convexo y débil compacto de

Y. Nétese que ésta es la misma cota que obtuvimos en el Ejemplo 3.4.1.

» En el caso de los espacios Eg con la topologia débil, es facil comprobar que

V2
1o ll) = 7 —1 para <2

0 para 3 > /2

Asi, usando el Corolario 3.4.3, de nuevo obtenemos (como en el Ejemplo 3.4.2)
que si Y es un espacio de Banach isomorfo a Ej tal que d(Ejs,Y) < v/2/3 para
algin < v/2, entonces cada aplicacién no expansiva T : C' — KC (C) tiene
un punto fijo, siendo C' un subconjunto no vacio, convexo y débil compacto de

Y.

» En el caso de los espacios L,(1) con 1 < p < oo, en ([46], Example 2.3) se
probé que

1
Ly em(c) = (1+c)r — 1.

Por tanto, si Y es un espacio de Banach isomorfo a L, () tal que d(L,(p),Y) <
% (que coincide con la cota obtenida en el Ejemplo 3.4.3), entonces cada
aplicacién no expansiva 7' : C' — KC(C) tiene un punto fijo, siendo C' un
subconjunto de Y no vacio, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente

compacto.
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En particular, cuando 2 = N y i es la medida cardinal definida en los subcon-
juntos de N, para p = 1 se tiene 7y, ,+(1) = r1,(u),am(1) = 1. Por consiguiente,
si Y es un espacio de Banach isomorfo a ¢; tal que las funciones de tipo w*-
nulo sobre Y son w*-slsc y d(¢1,Y) < 2, entonces cada aplicacién no expansiva
T :C — KC(C) tiene un punto fijo, siendo C' un subconjunto de Y no vacio,

convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente compacto.

Obsérvese que las cotas que hemos obtenido con el moédulo de Opial coinciden
con las que obtuvimos antes usando la caracteristica de 7-NUC A . (X). Esto era
de esperar, ya que en la Proposicién 3.3.2 se probd que la condicién rx (1) > 0 es

equivalente a Ag - (X) < 1.

3.5. Algunos resultados de punto fijo para nonself-

aplicaciones multivaluadas no expansivas

En las secciones anteriores probamos algunos resultados de punto fijo para apli-
caciones multivaluadas no expansivas cuyo rango esta contenido en su dominio. No
obstante, podemos hacer un estudio similar para aplicaciones cuyo rango no esté con-
tenido en su dominio (a las que llamaremos nonself-aplicaciones). El uso de ultra
redes nos permitira evitar la hipdtesis de separabilidad al extender los resultados
conocidos para nonself-aplicaciones.

En primer lugar vamos a demostrar que, bajo ciertas condiciones, la 7(DL),-
condicién también implica la 7-FPP para nonself-aplicaciones no expansivas. Para

ello vamos a necesitar el siguiente resultado previo.

Teorema 3.5.1. ([18], Lema 11.5) Sea C' un subconjunto no vacio, convezxo, cer-

rado y acotado de un espacio de Banach X. Sea F : C — 2%\ {0} semicontinua

superiormente y x-condensante con valores cerrados y converos. Si Fx N Ic(x) # ()
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para todo x € C, donde Ic(x) denota el conjunto “hacia dentro”de x con respecto a
C definido por
Io(z) ={z+Ny—2): A>0,y € C},

entonces F' tiene un punto fijo.

Teorema 3.5.2. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X
tal que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto no vacio, -
compacto, cerrado, acotado y convero de X y T : C — KC(X) una aplicacion no
expansiva y 1-x-contractiva tal que Tx C Ic(x) para cada x € C. Si X wverifica la

7(DL),-condicion, entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién: Fijado =g € C, para cada n > 1, definimos T,, : C' — KC(X)

por

1 1
Tnx:—xg—i-(l——)Tx, x e C.
n

n

Teniendo en cuenta que para cada x € C el conjunto Io(z) es convexo y contiene
a C, es facil ver que T,x C Io(x) para todo x € C. Como T es 1-x-contractiva,
entonces T,, es (1 — %)—X—contractiva. Asi, podemos aplicar el Teorema 3.5.1 para
obtener un punto fijo z,, € C' de T,,. Por tanto, tenemos una sucesiéon {z, } en C' tal
que lim,, d(z,,, Tx,) = 0. Sea {n,} una subred universal de la sucesién de nimeros

naturales {n}. Denotemos A = A(C,{x,,}). En primer lugar vamos a probar que
TxNIs(x) £ for every z € A.

En efecto, la compacidad de Tz, implica que, para cada n,, podemos tomar ¥, €

Tx,, tal que
Hxna - yna H = d(:cncﬂ Txna)

Como T'x es compacto, para cada x € A, podemos encontrar z,, € Tz tal que

||yna - z”a” = d(yna’T'r) S H(TxnoﬂTm) S ”mna - l’”
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Let z = lim,, 2,,, € T'z, entonces se tiene
(|2, = z[| = M [[yn, — 20, || < M [l2n, — 2| = 7(C {20, ).

Como z € Tx C Io(x), existe A > 0 tal que z = z + A(v — z) para algin v € C.
Si A < 1, entonces z € C' vy, por tanto, de la desigualdad anterior se deduce que

z € AC Ia(x). SiA> 1, entonces poniendo

v=ypz+ (1 —p)z con p=—¢€(0,1),

> =

se tiene
lim ||z, — vl < plim|[j2,, — 2| + (1 = p) lm |z, — 2| < 7r(C,{zn,})

que implica que v € A y, por tanto, z € [4(z).

Asi pues, la aplicaciéon T : A — KC(X) es no expansiva, 1-y-contractiva y
verifica Tx N I4(z) # 0 for every z € A. Ademds, como X cumple la 7(DL),-
condicién, se tiene

ro(A) < Ar(Co{z,,.})

para algin A\ < 1. A partir de aqui podemos seguir la prueba como en el Teorema
3.1.4. [ |

Observacion 3.5.1. Hay ejemplos que muestran que la condicién de no expansivi-
dad no puede evitarse en el teorema anterior (ver [30], Nota 4.4). En efecto, si By

es la bola unidad cerrada de £5 y T : By — By esta definida como sigue
T(x) =T(21,29,...) = ( 1 —||x||?, 21, x2, ) ;

entonces 1" es una 1-y-contraccién sin punto fijo.
Sin embargo, no sabemos si la condicién de y-contractividad puede evitarse en el
teorema anterior. No obstante, en ([65], Teorema 3.2.5) se prueba que, cuando C' es

un subconjunto 7-secuencialmente compacto de un espacio de Banach X separable o
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reflexivo cumpliendo la propiedad de Opial no estricta con respecto a una topologia
lineal 7, entonces cada aplicacién no expansiva 7' : C' — K(X) con T(C) acotado
es 1-y-contractiva.

Nétese que T(C) es un conjunto acotado siempre que C es acotado y T :
C — CB(X) es una aplicacién no expansiva. En efecto, si xy € C, entonces

Tx C B(Tx, ||z — x¢||) para cada z € C.

A continuacién vamos a aplicar el Teorema 3.5.2 con el fin de generalizar algunos
resultados dados en [31] y [20].

Como consecuencia de la Proposicion 3.3.3 y usando los argumentos que aparecen
en la prueba del Teorema 3.5.2, podemos probar de forma similar el siguiente resul-
tado que extiende el Corolario 3.3.1 para aplicaciones cuyo rango no esta contenido

en su dominio.

Teorema 3.5.3. Sea X un espacio de Banach y T una topologia lineal sobre X tal
que las funciones de tipo T-nulo son T-lsc. Sea C' un subconjunto de X no wvacio,
convezo, cerrado, acotado, T-compacto y T-secuencialmente compacto. Supongamos

que se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:

1. T‘X,T(l) >0

3. Cxr(B) < B/(1— B) para algiin 3 € (0,1).

Sea T : C' — KC(X) una aplicacion no expansiva y 1-x-contractiva tal que Tz C

Io(z) para cada x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

En la Seccion 1.3 recordamos que T. Dominguez Benavides y P. Lorenzo obtu-
vieron en [31] algunos resultados de punto fijo para nonself-aplicaciones multivalu-

adas no expansivas usando la caracteristica de convexidad no compacta con respecto
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a las medidas 3 y x (ver Teorema 1.3.10 y Teorema 1.3.11). Como la caracteristica

Ag - (X) verifica las siguientes desigualdades
6, (X) = Do (X) = £y (X),

el Teorema 3.5.3 generaliza el Teorema 3.6 en [31] para una topologia arbitraria 7y
elimina la hipétesis de separabilidad de él.

Teniendo en cuenta la Observacion 3.5.1 podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.5.1. Sea X un espacio de Banach separable o reflexivo con la propiedad
de Opial no estricta y T una topologia lineal sobre X tal que las funciones de tipo
T-nulo son T-lsc. Sea C'" un subconjunto de X no vacio, convexo, cerrado, acotado,
T-compacto y T-secuencialmente compacto. Supongamos que se cumple una de las

siguientes condiciones equivalentes:
1. T'X’T(l) >0
2. AOJ(X) <1

3. Cxr(8) < B/(1— B) para algin § € (0,1).

Sea T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva tal que Tx C Ic(z) para cada
x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

Como A -(X) coincide con ¢, ,(X) cuando X verifica la propiedad de Opial no
estricta con respecto a 7, este resultado generaliza el Teorema 3.7 en [31] para una
topologia arbitraria 7 y elimina la hipdtesis de separabilidad de él.

Como consecuencia de la Proposicion 3.2.2 y del Teorema 3.5.2, podemos exten-
der el Corolario 3.2.1 y el Corolario 3.2.2 para aplicaciones cuyo rango no esta con-

tenido en su dominio.

Teorema 3.5.4. Sea C' un subconjunto no vacio, convezo, cerrado y acotado de un

espacio de Banach X tal que

Ex(f) < ﬁ para algin 5 € (0,1).
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Sea T : C — KC(X) una aplicacion no expansiva y 1-x-contractiva tal que Tx C

Io(z) para cada x € C. Entonces T tiene un punto fijo.

Corolario 3.5.2. Sea C' un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach X tal que p'y(0) < 1/2. Sea T : C' — KC(X) una aplicacion
no expansiva y 1-x-contractiva tal que Tx C Io(x) para cada x € C. Entonces T

tiene un punto fijo.

En (][20], Teorema 3.4) S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao obtu-
vieron una relacién entre el centro asintético de una sucesion y la constante de James.
Aqui vamos a mostrar una relacion similar para redes. Previamente recordamos que

un espacio de Banach X se dice que verifica la propiedad WORTH si
limsup ||z, + z|| = limsup ||z, — z||

para cualquier z € X y cualquier sucesién débilmente nula {x,} en X. Es sabido
que si X verifica la propiedad WORTH, entonces X verifica la propiedad de Opial

no estricta [38].

Proposicion 3.5.1. Sea C' un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
de Banach reflexivo X verificando la propiedad WORTH y sea {x,} una sucesion

en C que es reqular con respecto a C'. Entonces

re(AC () < ZE00C )

para cada {x,,} subred universal de {x,}, donde J(X) denota la constante de James

del espacio X definida por
J(X) = sup{[lz +yl[ Allz —yll : 2,y € Bx}.

Demostracién: Sea z € A(C,{x,,}). Existe una subsucesién {y,} de {z,} tal

que

i [ly, — z|| =l [lz,, = z[| = 7(C, {2n,}) = r(C, {zn}) = 7(C, {ya}).
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A partir de aqui podemos seguir la prueba como en ([20], Teorema 3.4). Podemos
suponer, tomando una subsucesion si fuera necesario, que {y, } es débilmente conver-
gente a un punto y € C'y lim,, ||y, —y|| existe. Como {y,} es regular con respecto a C,
al pasar a una subsucesién no varia el radio asintético. Denotemos r = r(C, {z,, }).
Como X satisface la propiedad WORTH vy, por tanto, verifica la propiedad de Opial

no estricta, entonces se tiene

r = lm [y, —yl|

r=lm |y, —z[| = lm[|(y, —y) + (y — 2)I| =
= lm [|(yn —y) = (y = 2)[| = lim [|yn — 2y + z]|.

Sea U un ultrafiltro no trivial en N. En la ultrapotencia X;; de X consideramos
-1 o1
U= ;{yn —zlu€eSx, y 0= ;{yn—Qy—i—z}u € Sx,-
Entonces se tiene
2 2
i+ 0|l = -1 n—yll=-1 n— vyl =2
i+ Ol = i flyn = yll = Ly —y]
. 2
1@ =l = ~lly = 2.
Usando que la norma es w-slsc, se obtiene
ly = 2] < lim |y, —z[| = 7.
Por tanto,
. L 2 2
J(Xu) 2 ||+ 0l Ala =l =24 —lly = 2l = —lly = 2.

Como cada subespacio finito-dimensional de Xj; es casi isométrico a un subespacio
finito-dimensional de X ([53], Proposicién 2.10), entonces J(X) = J(Xy) vy, por
tanto, se tiene

JX) 2 2y 2|,
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Como la tltima desigualdad es cierta para cada z € A(C,{x,,}), obtenemos la

desigualdad del enunciado. [ ]

Usando la desigualdad anterior y los argumentos de la prueba del Teorema 3.5.2,
podemos obtener el siguiente resultado que suprime la hipotesis de separabilidad
del Corolario 3.6 en [20]. Previamente recordamos que un espacio de Banach X es
uniformemente no cuadrado si y sélo si J(X) < 2. Los espacios de Banach uniforme-

mente no cuadrados son reflexivos [45].

Teorema 3.5.5. Sea X un espacio de Banach uniformemente no cuadrado ver-
ificando la propiedad WORTH y sea C un subconjunto no vacio, acotado, cerra-
do y convero de X. S1 T : C — KC(X) es una aplicacion no expansiva tal que

Tx C Ic(x) para todo x € C, entonces T tiene un punto fijo.

En ([81], Teorema 6.5) A. Wisnicki y J. Wosko obtienen el mismo resultado

introduciendo la nocién de ultra centro asintético.



Apéndice A

Relacién entre algunas condiciones
que implican la FPP para
aplicaciones multivaluadas no

expansivas

A lo largo del Capitulo 3 se han obtenido resultados en los que se prueba que
ciertas propiedades que garantizan algin tipo de estructura normal también im-
plican la 7(DL),-condicién y, por tanto, la 7-FPP para aplicaciones multivaluadas
no expansivas. Dichos resultados dan respuestas parciales al problema de extender
el Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas y nos llevan a conjeturar que
estructura normal implica la existencia de punto fijo para aplicaciones multivalu-
adas no expansivas. De hecho, nos planteamos si los espacios con estructura normal
cumplen la (DL)-condiciéon, propiedad definida por S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen
y A. Kaewkhao [20] usando sucesiones en lugar de redes, que implica estructura nor-
mal débil y la w-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Sin embargo,
en este Apéndice vamos dar un ejemplo que muestra que la (DL)-condicién es es-

trictamente mas fuerte que la estructura normal débil. M&s atn, S. Dhompongsa,
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T. Dominguez Benavides, A. Kaewcharoen y B. Panyanak [19] han definido recien-
temente una nueva propiedad para espacios de Banach llamada propiedad (D), que
es mas débil que la (DL)-condicién y més fuerte que la estructura normal débil,
y prueban que si C' es un subconjunto no vacio, convexo y débil compacto de un
espacio de Banach que verifica la propiedad (D) entonces toda aplicacién no expan-
sivaT : C — KC(C) tiene un punto fijo. El ejemplo que daremos muestra que la
estructura normal uniforme no implica dicha propiedad (D). Por tanto, el proble-
ma de extender el Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas no expansivas
permanece abierto, ya que la (DL)-condicién y la propiedad (D) sélo pueden dar

respuestas parciales.

En este Apéndice vamos a trabajar con sucesiones y con la topologia débil.

Definicién A.0.1. ([19]) Se dice que un espacio de Banach X verifica la propiedad
(D) si existe X € [0,1) tal que para cualquier subconjunto no wvacio, débil com-
pacto y convexo C' de X, cualquier sucesion acotada {x,} en C reqular y asintdtica-
mente uniforme con respecto a C, y cualquier sucesion {y,} en A(C,{z,}) reqular

y asintoticamente uniforme con respecto a C, se tiene

r(C{yn}) < Ar(C {zn}).

Teorema A.0.6. ([19], Teorema 3.2) Sea X un espacio de Banach verificando la

propiedad (D). Entonces X tiene estructura normal débil.

Teorema A.0.7. ([19], Teorema 3.5) Sea C' un subconjunto no vacio, débil compacto
y convexo de un espacio de Banach X que verifica la propiedad (D). Sea T : C' —

KC(C) una aplicacion no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En este momento sabemos que hay varias condiciones geométricas que implican la
FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas: la (DL)-condicién, la propiedad

(D), £x(B) < 1/(1 — B) para algin 3, (x(8) < B/(1 — ) para algin 3, Ag(X) < 1

y rx(1) > 0. Ademds sabemos que todas estas propiedades implican algin tipo de
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estructura normal (w-NS, w-UNS o UNS). Una cuestién natural es determinar la
relacion exacta que existe entre dichas propiedades. Por tanto vamos a estudiar la

relacién existente entre las siguientes propiedades: (DL)-condicién, propiedad (D),
w-NS, w-UNS, UNS, &x(6) < 1/(1 — ) para algin 3, (x(6) < /(1 — () para
algin 3, Ag(X) <1y rx(1) > 0. En la Seccién 3.3 probamos que las tres tltimas
condiciones son equivalentes, por tanto sélo vamos a considerar la condicién rx (1) >
0 como representante de las tres.

En la siguiente proposicion mostramos algunas relaciones que son ya conocidas
y otras relaciones que son similares a las que probamos en la Seccién 3.2 y en la

Seccion 3.3.

Proposicién A.0.2. 1. La (DL)-condicion implica la propiedad (D) que implica
w-NS.

2. £x(B) < 1/(1 =) para algin B € (0,1) implica UNS y la (DL)-condicion para

los subconjuntos separables de X .
3. rx(1) > 0 implica w-UNS y la (DL)-condicidn.
4. w-UNS implica w-NS.
5. w-NS no implica w-UNS.
6. UNS implica w-UNS.
7. w-UNS no implica UNS.
Demostracién:

1. De la definicién se deduce facilmente que la propiedad (D) es mas débil que la
(DL)-condicién.

Por otra parte, Dhompongsa et al. probaron en ([19], Teorema 3.2) que la

propiedad (D) implica w-NS.
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2. Benitez et al. probaron en ([8], Proposicién 2.9) que x(6) < 1/(1 — 3) para

algun g € (0,1) implica UNS.

Por otra parte, en la Proposicién 3.2.2 probamos que x(5) < 1/(1 — 3) para
algin # € (0,1) implica la (DL),-condicién y observamos que, cuando C' es
separable, se puede obtener una desigualdad analoga usando sucesiones en
lugar de ultra redes. Asi pues, X verifica la (DL)-condicién para subconjuntos

separables de X.

Como WCS(X) > 1+ rx(1) para cada espacio de Banach X ([62], Teorema

3.2), como consecuencia se deduce que rx (1) > 0 implica w-UNS.

Por otra parte, para deducir que rx (1) > 0 implica la (DL)-condicién, podemos
probar facilmente una desigualdad para sucesiones similar a la obtenida en la
Proposicién 3.3.3. En efecto, sea C' un subconjunto débil compacto y convexo
de X y sea {x,} una sucesién acotada en C' regular con respecto a C'. Podemos
suponer, tomando una subsucesién si fuera necesario, que {z,} es débilmente
convergente a un punto z € C'y que existe lim,, ||z, —z||. Como {x,} es regular
con respecto a C, el radio asintético no varia al tomar una subsucesién. Sea

r—z

z € A(C,{x,}). Consideremos y = £== con ||y|| = 1 y la sucesién y,, =

llz—z]| [l —z(l

que es débilmente nula con lim,, ||y,|| > 1. Entonces se tiene

|l = 2| _ 7(C {zn})

lz ==l =l — =]

1+ 7x(1) < lminf ||y, + y|| = lim inf

de donde se deduce

1

ro(A(C{z,})) < m

r(C{zn}).

De esta desigualdad se deduce que X cumple la (DL)-condicién cuando rx (1) >
0.

4. Ver ([4], Teorema VI.3.3).
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5. Ver ([4] Ejemplo VL5): El espacio X, definido como la fy-suma directa de los
espacios de sucesiones {/,},>2, es reflexivo y tiene estructura normal porque
es un espacio de Banach uniformemente convexo en cada direccién (UCED).

Sin embargo,

WCS(X) = mf{WCS((,) : n>2} =mf{2"/" :n>2} =1.

6. Es consecuencia directa de la desigualdad N(X) < WCS(X) (ver [14]).

7. Ver ([4] Ejemplo VI.6): Sea X el espacio ¢y-suma directa de los espacios de
sucesiones {/,, } con r, = (14 n)/n. Entonces N(X) = 1, porque

N(X) < N(£,) = min{2"/" 21=1/rn}
para cada n € N. Sin embargo, WCS(X) = v/2.

En la siguiente proposiciéon mostramos algunas otras relaciones existentes entre

las condiciones consideradas en este apéndice.
Proposiciéon A.0.3. 1. La (DL)-condicion no implica w-UNS.
2. UNS no implica la propiedad (D).
3. La propiedad (D) no implica la (DL )-condicion.
4. rx(1) > 0 no implica UNS.
Demostracion:

1. Sea X el espacio {o-suma directa de los espacios de sucesiones {/,, },>2. Como
X es UCED, el centro asintético de una sucesion acotada en un subconjunto
no vacio, débil compacto y convexo es unitario. Por tanto X cumple la (DL)-

condicién. Sin embargo, en la proposicién anterior vimos que WC'S(X) = 1.
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2. Sea X = R@P_ 2P, ¢2. Como min {N(R),N(l3)} > 1, se deduce de [15]

que N(X) > 1.

Sin embargo, X no verifica la propiedad (D). En efecto, consideremos el sub-
conjunto C' = By y la sucesién débilmente nula x,, = (0,¢e,,0) en C. Co-
mo X satisface la propiedad de Opial no estricta, se tiene r(C,{x,}) = 1
y A(C,{x,}) = Br x {0} x By,. Considerando la sucesién y, = (0,0,e,) €
A(C {z,}) con r(C,{yn}) = 1, se deduce que X no verifica la propiedad (D).

Sea X = R@_ ¢». Entonces X satisface la propiedad (D) porque el centro
asintotico de cada sucesion acotada en cualquier subconjunto débil compacto
y convexo es compacto. Efectivamente, sea C' un subconjunto no vacio, débil
compacto y convexo de X y sea {x,} = {(un,v,)} una sucesiéon acotada en C
que es regular con respecto a C. Como C' es débil compacto podemos suponer,
tomando una subsucesion si fuera necesario, que {x,} es débilmente conver-
gente a un punto (u,v) € C. Asi, u,, — u, v, = v y podemos suponer también
que existe lim,, ||v, —v||2 =: d. Como X verifica la propiedad de Opial no estric-
ta, es facil deducir que r(C,{z,}) =dy A(C,{z,}) = (ju—d,u+d] x{v})NC
que es compacto. Entonces, para cualquier sucesién {y,} en A(C,{z,}) reg-
ular con respecto a C' se tiene que r(C,{y,}) = 0 y, por tanto, X cumple la

propiedad (D).

Sin embargo, X no verifica la (DL)-condicién. En efecto, consideremos el sub-

conjunto C' = By y la sucesién débilmente nula z,, = (0,e,) en C. Entonces

T<C7 {:En}> =1, A<C7 {xn}> = Bg % {O} Yy Trc (A<C7 {xn}» =1

4. Sea X el espacio ¢;. Entonces rx (1) > 0. Sin embargo, X no tiene UNS.

Observaciéon A.0.2. A partir de los resultados obtenidos en la Proposicion A.0.2

y en la Proposicién A.0.3, podemos determinar la validez o no validez de todas las
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posibles implicaciones entre UNS, w-UNS, w-NS, rx(1) > 0, {x(8) < 1/(1— ) para
algun [, la (DL)-condicién y la propiedad (D) (ver la tabla siguiente), excepto para
la siguiente implicacién: no sabemos si {x(5) < 1/(1 — ) para algun 5 € (0,1)
implica rx (1) > 0.

En la tabla “S” quiere decir que la condicién de arriba implica la condicién de
la izquierda, “N” quiere decir que la condicién de arriba no implica la condiciéon
de la izquierda, “?” quiere decir que no sabemos si la condicién de arriba implica

la condicién de la izquierda y, finalmente, {x quiere decir x(5) < ﬁ para algin

B e (0,1).

(— UNS | w-UNS | w-NS | rx(1) >0 | & | (DL) | (D)
UNS S N N N S| N | N
w-UNS | S S N S S| N | N
w-NS S S S S S| s | s
rx(1)>0| N N N S 7| N | N

Ex N N N N S| N | N
(DL) N N N S S| s | N
(D) N N N S S| S | S
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