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No puedo olvidar a mis compañeros del I.E.S. Al-Mudeyne, que d́ıa a d́ıa dan

vida a nuestro centro formando una gran familia a la que he tenido la suerte de

pertenecer durante los dos últimos años.
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2. Módulo universal infinito-dimensional y aplicaciones en Teoŕıa del

Punto Fijo 33
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Introducción

El hecho de que una aplicación tenga o no punto fijo (esto es, un punto que

permanece invariante bajo dicha aplicación) es una propiedad intŕınseca de dicha

aplicación. Sin embargo, muchas condiciones necesarias o suficientes para la exis-

tencia de punto fijo involucran propiedades de naturaleza algebraica, topológica o

métrica de la aplicación o de su dominio. Entendemos por Teoŕıa Métrica del Punto

Fijo la rama de la Teoŕıa del Punto Fijo que engloba los resultados que dependen

de una métrica y que no tienen por qué ser invariantes cuando reemplazamos dicha

métrica por otra equivalente. El primer teorema métrico de punto fijo fue dado por

S. Banach en 1922.

Teorema 0.0.1. (Principio de Contracción de Banach, [5]) Sea X espacio métrico

completo y T : X → X una aplicación contractiva, esto es, existe k ∈ [0, 1) tal que

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) para todo x, y ∈ X. Entonces T tiene un (único) punto fijo

x0. Además, x0 = ĺımn T nx para cada x ∈ X.

El Teorema de Banach es una herramienta básica en Análisis Funcional, Análisis

No Lineal y Ecuaciones Diferenciales, por lo que se ha intentado obtener generaliza-

ciones debilitando sus hipótesis. La generalización más natural debeŕıa ser permitir

a la constante k tomar el valor 1 (es decir, relajar la condición de contractividad

requiriendo solo que la aplicación sea no expansiva), pero en este caso el teorema

no es cierto, como muestra una traslación en R. Ni siquiera la hipótesis interme-

dia d(Tx, Ty) < d(x, y) asegura la existencia de punto fijo. En efecto, considerando

i
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X = [1, +∞) y T : X → X dada por Tx = x + 1/x, se tiene

d(Tx, Ty) =

∣
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y, sin embargo, T no tiene punto fijo. Esto no sucedeŕıa si el intervalo en que se define

T fuera acotado, porque en tal caso podŕıamos aplicar el Teorema de Brouwer:

Teorema 0.0.2. (Brouwer [11], 1912) Sea M un subconjunto convexo, cerrado y

acotado de R
n y T : M → M continua. Entonces T tiene un punto fijo.

A la vista del Teorema de Brouwer y de los anteriores ejemplos surge una cuestión

natural: Si M es un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio de Banach

arbitrario y T : M → M es no expansiva (esto es, ‖Tx − Ty‖ ≤ ‖x − y‖ para

todo x, y ∈ M), ¿tiene T un punto fijo?. Nótese que se ha debilitado la hipótesis

sobre el espacio, permitiéndole tener dimensión arbitraria, pero se ha fortalecido

notablemente la hipótesis de continuidad de la aplicación. La respuesta vuelve a ser

negativa como muestra el siguiente ejemplo debido a S. Kakutani.

Ejemplo 0.0.1. (Kakutani [47], 1943) Sea Bc0 la bola unidad de c0 y T : Bc0 → Bc0

definida por T (x1, x2, . . .) = (1, x1, x2, . . .). Se tiene que T es una isometŕıa af́ın y

no tiene puntos fijos.

Durante muchos años la Teoŕıa Métrica del Punto Fijo se limitó a estudiar

pequeñas extensiones del Teorema de Banach en la ĺınea de rebajar la exigencia

de contractividad, aśı como a la extensión de este resultado para aplicaciones mul-

tivaluadas. En la década de los sesenta, la Teoŕıa Métrica del Punto Fijo recibe

un nuevo impulso cuando F.E. Browder, D. Göhde y W.A. Kirk prueban la ex-

istencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas en espacios de Banach que

verifican ciertas propiedades geométricas. En 1965, Browder [12] probó que toda

aplicación no expansiva definida en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Hilbert, con imagen en śı mismo, tiene un punto fijo. En ese mismo

año, simultáneamente Browder [13] y Göhde [42] probaron que toda aplicación no
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expansiva definida en un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio de

Banach uniformemente convexo, con imagen en śı mismo, tiene un punto fijo; y Kirk

[49] observó que una propiedad geométrica más débil, llamada estructura normal,

garantizaba el mismo resultado en un espacio de Banach reflexivo. Recuérdese que

un espacio de Banach X tiene estructura normal si cualquier subconjunto A ⊂ X

convexo, cerrado, acotado y diametral es unitario.

Teorema 0.0.3. Sea C un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio X

y T : C → C no expansiva. Si X es un espacio de Hilbert, o un espacio de Banach

uniformemente convexo, o un espacio de Banach reflexivo con estructura normal,

entonces T tiene un punto fijo.

A partir de estos resultados se inicia la búsqueda de condiciones más generales

para un espacio de Banach y para un subconjunto C que aseguren la existencia de

puntos fijos. Para formular el problema se introduce de forma natural la siguiente

definición: Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad del punto fijo

(FPP) para aplicaciones no expansivas si cada aplicación no expansiva definida en

un subconjunto convexo, cerrado y acotado C de X, con imagen en C, tiene un punto

fijo. El ejemplo de Kakutani muestra que hay espacios de Banach que no tienen la

FPP. En este ejemplo, el hecho de que c0 no tenga dicha propiedad es debido a que

la bola unidad de c0 no es débil compacta, puesto que una aplicación af́ın y continua

es débil-débil continua y, por tanto, debe tener puntos fijos en conjuntos débilmente

compactos (Teorema de Tychonoff). Ejemplos como éste y la importancia de otras

topoloǵıas definidas en espacios de Banach, han motivado el estudio de la existencia

de puntos fijos para aplicaciones no expansivas definidas en subconjuntos compactos

con respecto a otras topoloǵıas.

Los resultados de Browder, Göhde y Kirk establecen un puente, hasta entonces

inexistente, entre la Teoŕıa Geométrica de los Espacios de Banach, tema enmarca-

do habitualmente en Análisis Funcional Lineal, y la Teoŕıa del Punto Fijo, tema

correspondiente al Análisis Funcional No Lineal. A partir de este momento muchos
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investigadores se preocupan por explotar esta conexión, esencialmente considerando

otras propiedades geométricas de los espacios de Banach (tales como suavidad uni-

forme, condiciones de tipo Opial, casi convexidad uniforme, casi suavidad uniforme,

etc.) que puedan ser aplicadas para probar la existencia de puntos fijos para dis-

tintos tipos de operadores no lineales. Asociados a estas propiedades van surgiendo

unos módulos y coeficientes geométricos que las caracterizan. Aśı pues, dentro de

la Teoŕıa Geométrica de los Espacios de Banach es muy frecuente encontrar defini-

ciones de módulos (esto es, ciertas funciones reales caracteŕısticas del espacio) que

están estrechamente relacionados con diferentes propiedades geométricas que este

espacio puede verificar. Estos módulos dan una idea cuantitativa de la verificación

de estas propiedades. Los más conocidos son, probablemente, el módulo de Clark-

son de convexidad uniforme y el módulo de suavidad uniforme. Estos módulos, y

otros muchos referentes a otras propiedades geométricas, han sido muy útiles para

el estudio de la existencia de puntos fijos de operadores no expansivos (ver [4] y las

referencias alĺı incluidas).

En 1995, C. Beńıtez, K. Przeslawski y D. Yost [8] definen un módulo, al que lla-

man módulo de cuadratura, que caracteriza simultáneamente diferentes propiedades

geométricas de los espacios normados (convexidad uniforme, suavidad uniforme, es-

tructura normal uniforme, etc.).

Teorema 0.0.4. ([8]) Sea X un espacio normado y ξX : [0, 1) → R su módulo de

cuadratura dado por

ξX(β) = sup

{‖x − z(x, y)‖
‖x‖ − 1

: ‖y‖ ≤ β < 1 < ‖x‖
}

siendo z(x, y) el único punto del segmento lineal [x, y] con ‖z‖ = 1. Entonces:

1. X es uniformemente convexo si y sólo si ĺımβ→1(1 − β)ξX(β) = 0.

2. X es uniformemente suave si y sólo si ξ′X(0) = 0.

3. Si ξX(β) < 1/(1−β) para algún β ∈ (0, 1), entonces X tiene estructura normal

uniforme.
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La ventaja que este módulo tiene sobre otros antes definidos (como el módulo

de suavidad uniforme, el módulo de Clarkson, de Gurarii, de Milman, etc.) es poder

“medir”simultáneamente la suavidad y la convexidad del espacio en lugar de hacerlo

independientemente.

El módulo de cuadratura (al igual que la convexidad y suavidad uniformes) tiene

carácter finito-dimensional, esto es, sólo depende de los subespacios de dimensión

finita del espacio considerado. Sin embargo, puesto que las anteriores propiedades

geométricas tienen interesantes versiones de carácter infinito-dimensional (casi con-

vexidad uniforme, casi suavidad uniforme, estructura normal débil uniforme, etc.),

es natural plantearse la existencia de un módulo que caracterice dichas propiedades.

Éste será nuestro principal objetivo en el Caṕıtulo 2 de esta Memoria.

La Teoŕıa del Punto Fijo para aplicaciones multivaluadas (aplicaciones que trans-

forman puntos en conjuntos) tiene útiles aplicaciones en Ciencias Aplicadas, en par-

ticular, en Teoŕıa de Juegos y en Economı́a Aplicada. Por ello, surge de forma nat-

ural el problema de extender los resultados de punto fijo obtenidos para aplicaciones

univaluadas al campo de las aplicaciones multivaluadas.

Algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas

univaluadas ya han sido extendidos al caso multivaluado, por ejemplo, S.B. Nadler

[69] extendió el Principio de Contracción de Banach en 1969. Sin embargo, muchos

otros resultados todav́ıa no han podido ser extendidos, por ejemplo, se desconoce si

es posible extender el famoso Teorema de Kirk, ya que los argumentos usados en la

prueba de dicho teorema no son válidos en el caso multivaluado.

Como hay diversas propiedades que garantizan estructura normal y reflexividad

(por ejemplo, convexidad uniforme, suavidad uniforme y casi convexidad uniforme),

es lógico estudiar si dichas propiedades implican la FPP para aplicaciones multival-

uadas no expansivas.

En 1974 T.C. Lim [57] probó la existencia de punto fijo para una aplicación no

expansiva definida en un subconjunto C cerrado, acotado y convexo de un espacio
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de Banach uniformemente convexo, con imagen en los subconjuntos compactos de

C.

La prueba original del Teorema de Lim combinaba el método de los centros

asintóticos de Edelstein y la inducción transfinita. El estudio de ciertas propiedades

del centro asintótico de sucesiones llevó a W.A. Kirk y S. Massa [52] en 1990 a una

generalización del Teorema de Lim probando la existencia de punto fijo para una

aplicación no expansiva definida en un subconjunto C cerrado, acotado y convexo

de un espacio de Banach, con imagen en los subconjuntos compactos y convexos

de C, bajo la hipótesis de compacidad del centro asintótico en C de cada sucesión

acotada.

Un ejemplo dado por T. Kuczumov y S. Prus [54] muestra que en los espacios casi

uniformemente convexos no se satisface esta propiedad de los centros asintóticos.

Aśı pues, el problema de obtener resultados de punto fijo en espacios casi uni-

formemente convexos y en espacios uniformemente suaves permanećıa abierto. Estas

cuestiones aparecieron formuladas expĺıcitamente en un trabajo sobre Teoŕıa Métri-

ca del Punto Fijo para aplicaciones multivaluadas realizado por H.K. Xu [82] en

2000.

Problemas Abiertos ([82]): Sea X un espacio de Banach uniformemente suave

o casi uniformemente convexo, C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de X

y T : C → KC(C) una aplicación no expansiva. ¿Tiene T punto fijo?

El análisis de la importancia del centro asintótico en el Teorema de Kirk-Massa

llevó a T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo al estudio de algunas conexiones entre

los centros asintóticos y la geometŕıa de ciertos espacios, incluidos los espacios casi

uniformemente convexos. En [30] obtienen la siguiente relación entre el radio de

Chebyshev del centro asintótico de una sucesión acotada y el radio asintótico de

dicha sucesión, a través del módulo de convexidad no compacta con respecto a la

medida de separación β:

rC(A(C, {xn})) ≤ (1 − ∆X,β(1−))r(C, {xn})
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siendo C un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach reflexivo y {xn}
una sucesión acotada en C que es regular con respecto a C. Usando dicha relación

que da lugar a un método iterativo que reduce en cada paso el valor del radio de

Chebyshev para una cadena de centros asintóticos, prueban en [32] la existencia

de punto fijo para una aplicación no expansiva con valores compactos y convexos

definida en un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio de Banach

X tal que εβ(X) < 1. Dicho resultado garantiza, en particular, la existencia de

punto fijo en los espacios casi uniformemente convexos, dando aśı una respuesta

afirmativa a uno de los problemas planteados por H.K. Xu. El problema abierto de

los espacios uniformemente suaves será resuelto afirmativamente en el Caṕıtulo 3 de

esta Memoria.

En el Caṕıtulo 1 se recogen los conceptos, resultados y técnicas que serán usados

en los posteriores caṕıtulos. No se incluyen demostraciones, sino que se intenta dar

referencias concretas.

Comenzamos recordando el concepto de estructura normal y sus variantes (τ -

estructura normal, estructura normal uniforme y τ -estructura normal uniforme),

aśı como los coeficientes considerados como medidas de dichas propiedades.

A continuación se hace un breve estudio de algunas propiedades geométricas

(tales como la propiedad de Opial, convexidad, suavidad, etc.), que implican algún

tipo de estructura normal, junto con los módulos que las caracterizan.

Finalmente se recogen algunos resultados conocidos de existencia de punto fijo

para aplicaciones no expansivas univaluadas y multivaluadas.

En el Caṕıtulo 2 se define un nuevo módulo de carácter infinito-dimensional con

respecto a una topoloǵıa lineal τ tal que la norma del espacio es τ -secuencialmente

semicontinua inferiormente (τ -slsc), como sigue

ζX,τ (β) = sup

{

ĺım inf
n→∞

‖xn − y‖
1 − ‖x‖

}

para cada β ∈ (0, 1)
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donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones {xn} ⊂ Bβ tales que τ −
ĺımn xn = x 6= 0, ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β e y = x

‖x‖
, donde τ − limnxn denota el ĺımite

de la sucesión {xn} con respecto a la topoloǵıa τ y Bβ denota la bola cerrada de

centro 0 y radio β.

Dicho módulo está acotado superior e inferiormente, ya que para cada β ∈ (0, 1)

1 ≤ ζX,τ (β) ≤ 1

1 − β
,

y veremos que la cota inferior se alcanza en cualquier espacio con la propiedad de

Schur, mientras que la cota superior se alcanza en ℓ∞. Además se calcula también

el valor de dicho módulo en algunos otros espacios clásicos (tales como, ℓp con

1 ≤ p ≤ ∞, c0 y ℓp,∞ con 1 ≤ p < ∞), destacando que, en particular, ha sido

posible el cálculo del módulo infinito-dimensional en los espacios de sucesiones ℓp

con 1 ≤ p ≤ ∞, mientras que el módulo de cuadratura sólo es conocido para p = 1,

p = 2 y p = ∞.

Se estudian a continuación algunas propiedades básicas de este nuevo módulo,

obteniéndose que la función ζX,τ (·) es creciente, convexa y, por tanto, continua en

(0, 1); además es también continua respecto a la distancia de Banach-Mazur.

El módulo infinito-dimensional está relacionado con el módulo de cuadratura

mediante la siguiente desigualdad

ζX,τ (β) ≤ ξX(β) para cualquier β ∈ (0, 1),

según la cual este nuevo módulo es un refinamiento del anterior. Además, en el caso

del espacio de sucesiones ℓ2 con la topoloǵıa débil la estimación es óptima, ya que

ζℓ2(β) = ξℓ2(β) =
1

√

1 − β2
para todo β ∈ (0, 1).

A continuación se muestra que el módulo infinito-dimensional permite caracteri-

zar simultáneamente la τ -casi convexidad uniforme y la τ -casi suavidad uniforme,

de igual forma que el módulo de cuadratura caracterizaba la convexidad y suavidad

uniformes.
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Teorema 0.0.5. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal

que la norma es τ -slsc. Entonces:

1. X es τ -casi uniformemente convexo si y sólo si X es reflexivo y

ĺımβ→1(1 − β)ζX,τ (β) = 0.

2. X es τ -casi uniformemente suave si y sólo si ζ ′
X,τ (0) = 0.

Observación 0.0.1. En 1997 S. Prus [75] define la clase de los espacios de Banach

UNC (uniformly noncreasy), que contiene todos los espacios uniformemente convexos

y uniformemente suaves. Más tarde, en 2001, J. Garćıa-Falset, E. Llorens-Fuster y

E.M. Mazcuñán Navarro [37] dan una generalización de dicha noción definiendo

la propiedad de ser r-UNC (r-uniformly noncreasy) con r ∈ (0, 2]. Seŕıa, pues,

interesante obtener una caracterización de los espacios de Banach que son UNC o

r-UNC a través del módulo de cuadratura ξ.

Recientemente, S. Prus y M. Szczepanik [77] han definido la clase de los espacios

de Banach NUNC (nearly uniformly noncreasy), una generalización con carácter

infinito-dimensional, que contiene todos los espacios casi uniformemente convexos y

casi uniformemente suaves. Por eso, de igual modo, seŕıa interesante caracterizar,

mediante el módulo infinito-dimensional ζ, los espacios de Banach que cumplen la

propiedad NUNC.

Como el módulo de cuadratura pod́ıa ser usado también para obtener estructura

normal uniforme, estudiamos si hay una relación similar entre el módulo infinito-

dimensional y el concepto de τ -estructura normal uniforme. A partir de la siguiente

cota inferior obtenida para el coeficiente τCS(X) en función del módulo ζX,τ (·)

τCS(X) ≥ sup
β∈(0,1)

1 + β − ζX,τ (β) +
√

(ζX,τ (β) − 1 − β)2 + 4βζX,τ (β)

2
,

se obtiene la siguiente condición suficiente para que un espacio de Banach tenga

τ -estructura normal uniforme.
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Teorema 0.0.6. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que la norma es τ -slsc y

cada conjunto τ -secuencialmente compacto es separable. Si

ζX,τ (β) <
β

1 − β
para algún β ∈ (0, 1),

en particular si ĺım infβ→1(1− β)ζX,τ (β) < 1, entonces X tiene τ -estructura normal

uniforme y, por tanto, τ -FPP.

Esta estimación no es óptima ya que, por ejemplo, el espacio X = (R⊕ l2)∞ con

la topoloǵıa débil satisface ζX(β) ≥ β/(1−β) para cada β ∈ (0, 1) y WCS(X) =
√

2.

No obstante, no podemos esperar que la estimación ζX,τ (β) < 1/(1−β) para algún β

garantice τ -estructura normal uniforme como suced́ıa con el módulo de cuadratura

ya que, por ejemplo, el espacio X = c0 cumple ζX(β) = β/(1− β) < 1/(1− β) para

β ∈ (1/2, 1) y, sin embargo, c0 no tiene estructura normal débil.

Hasta ahora el módulo infinito-dimensional nos ha permitido obtener resulta-

dos de punto fijo a través de condiciones que garantizan τ -estructura normal. No

obstante, usando el coeficiente Rτ (X), veremos que el módulo infinito-dimensional

también da una condición suficiente para que un espacio de Banach X tenga τ -FPP

en ausencia de τ -estructura normal.

Teorema 0.0.7. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo

τ -nulo son τ -slsc y cada conjunto τ -secuencialmente compacto es τ -compacto. Si

ζX,τ (β) < 1+β para algún β ∈ (0, 1), en particular si ζ ′
X,τ (0) < 1, entonces Rτ (X) <

2 y, por tanto, X tiene la τ -FPP.

Observación 0.0.2. 1. El rećıproco del Teorema 0.0.7 no es cierto. Por ejemplo,

X = L1(µ) cumple la clm-FPP (ver [46]) y, sin embargo, ζX,clm(β) = 1 + β

para todo β ∈ (0, 1).

2. La estimación del Teorema 0.0.7 no da nuevos resultados de punto fijo para β

próximo a 1. De hecho, si β ≥ (−1 +
√

5)/2 se tiene

β

1 − β
≥ 1 + β.
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En este sentido, podemos decir que el Teorema 0.0.6 es útil para β próximo a

1 y el Teorema 0.0.7 para β próximo a 0. Seŕıa interesante obtener resultados

de punto fijo mediante el módulo ζX,τ (β) para valores intermedios de β en

espacios en los que τCS(X) = 1 y Rτ (X) = 2.

Como consecuencia del Teorema 0.0.7 podemos obtener el siguiente resultado que

relaciona el módulo infinito-dimensional con el módulo de τ -casi suavidad uniforme.

Corolario 0.0.1. Si ζX,τ (β) < 1+β para algún β ∈ (0, 1), en particular si ζ ′
X,τ (0) <

1, entonces b′X,τ (0) < 1, donde bX,τ (·) denota el módulo de τ -casi suavidad uniforme

de X.

Finalmente, como los espacios de Orlicz son una generalización natural de los

espacios Lp (en los que mostramos el valor del módulo infinito-dimensional con

respecto a la topoloǵıa de la convergencia local en medida) vamos a estimar el valor

del módulo infinito-dimensional en dichos espacios.

Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida y Φ una función de Orlicz, es decir, una

función Φ : [0, +∞) → [0, +∞) convexa, continua, no decreciente, tal que Φ(0) = 0

y ĺımx→+∞ Φ(x) = +∞. El conjunto de todas las funciones medibles f : Ω → R̄

tales que
∫

Ω

Φ(ρ|f |)dµ < +∞ para algún ρ > 0

con la norma

NΦ(f) = ı́nf

{

ρ > 0 :

∫

Ω

Φ

( |f |
ρ

)

dµ ≤ 1

}

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz LΦ(µ).

En adelante vamos a suponer que:

(Ω, Σ, µ) un espacio de medida σ-finita,

Φ es una función de Orlicz no degenerada, esto es, Φ(x) > 0 para todo x > 0,

Φ satisface la ∆2-condición, esto es, existe K > 0 tal que Φ(2x) ≤ KΦ(x) para

cada x ≥ 0,
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Φ(1) = 1.

Además vamos a denotar Φ−1 por Ψ y escribiremos IΦ(f) en lugar de
∫

Ω
Φ(|f |)dµ si

dicha integral está bien definida.

En [46] se define la función a : (0, +∞) → R dada por

a(δ) = ı́nf

{

Ψ(t)

Ψ(δt)
: t > 0

}

(inspirada en la función de expansión definida por T. Domı́nguez Benavides y R.J.

Rodŕıguez en [33]) que permite obtener información sobre la norma de una función

f ∈ LΦ(µ) a través de la integral que define dicha norma.

Inspirados por la definición anterior definimos la función b : (0, +∞) → R dada

por

b(δ) = sup

{

Ψ(t)

Ψ(δt)
: t > 0

}

,

que será de utilidad para estimar el valor del módulo infinito-dimensional en los

espacios de Orlicz.

Usando algunas propiedades que cumplen estas funciones, se prueba el siguiente

teorema que da una estimación del valor del módulo infinito-dimensional en los

espacios de Orlicz con la topoloǵıa de la convergencia local en medida.

Teorema 0.0.8. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida σ-finita y Φ una función de

Orlicz no degenerada que satisface la ∆2-condición y Φ(1) = 1. Entonces, para cada

β ∈ (0, 1), se tiene

ζLΦ(µ),clm(β) ≤ sup
A∈(0,β)

1 + β
1−A

a
(

b−1
(

1+β−A
β

)

(

1 − a−1
(

β
A

))

+ b−1
(

1+β−A
1−A

)

) .

La estimación obtenida mejora la cota superior del módulo infinito-dimensional

1/(1− β). Además, mediante cálculos elementales se comprueba que en los espacios

Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida y en los espacios ℓp con

la topoloǵıa débil (1 < p < +∞) la estimación es óptima.



xiii

En el Caṕıtulo 3 se dan resultados de existencia de punto fijo para aplicaciones

multivaluadas no expansivas con rangos contenidos o no en sus dominios. Todos estos

resultados se obtienen como consecuencia de cierta relación existente entre el radio

de Chebyshev del centro asintótico de ultra redes acotadas y el radio asintótico de

tales ultra redes. El uso de ultra redes en lugar de sucesiones nos permitirá eliminar

la hipótesis de separabilidad al trabajar con una topoloǵıa arbitraria en lugar de la

topoloǵıa débil y al extender los resultados obtenidos para aplicaciones cuyo rango

no esté contenido en su dominio.

Con objeto de garantizar que los centros asintóticos de redes con los que vamos a

trabajar sean no vaćıos, a lo largo de este caṕıtulo X será un espacio de Banach y τ

una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -semicontinuas

inferiormente (τ -lsc), o tal que los conjuntos τ -secuencialmente compactos son τ -

compactos y las funciones de tipo τ -nulo son τ -secuencialmente semicontinuas infe-

riormente (τ -slsc).

Comenzamos, pues, el caṕıtulo definiendo la condición que será nuestra principal

herramienta para garantizar la existencia de punto fijo. Diremos que X satisface la

(DL)α-condición con respecto a τ (τ(DL)α-condición) si existe λ ∈ [0, 1) tal que para

cada subconjunto τ -compacto y convexo C de X y para cada ultra red acotada {xα}
en C se tiene

rC(A(C, {xα})) ≤ λr(C, {xα}).
Se prueba que si X es un espacio de Banach que satisface la τ(DL)α-condición y

τ es una topoloǵıa lineal sobre X tal que los conjuntos τ -secuencialmente compactos

son τ -compactos y separables, entonces X tiene τ -estructura normal.

El teorema que enunciamos a continuación constituye la pieza clave del caṕıtulo,

ya que en él se prueba que la τ(DL)α-condición implica la existencia de punto fijo

para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

Teorema 0.0.9. Sea C un subconjunto no vaćıo, τ -compacto, cerrado, acotado y

convexo de un espacio de Banach X y T : C → KC(C) una aplicación no expansiva.

Si X satisface la τ(DL)α-condición, entonces T tiene un punto fijo.
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A partir de aqúı nuestro objetivo será probar que ciertas propiedades que im-

plican algún tipo de estructura normal también garantizan que el espacio cumple

la τ(DL)α-condición y, por tanto, la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no ex-

pansivas. En este sentido, comenzamos mostrando que la condición dada a través

del módulo de cuadratura ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1), que implica

estructura normal uniforme, también implica la (DL)α-condición, esto es, la (DL)α-

condición con respecto a la topoloǵıa débil.

Teorema 0.0.10. Sea C un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio

de Banach reflexivo X y sea {xα : α ∈ D} una ultra red en C. Entonces, para cada

β ∈ (0, 1)

rC(A(C, {xα})) ≤ (1 − β)ξX(β)r(C, {xα}).

Consecuentemente, si C es un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que

ξX(β) <
1

1 − β
para algún β ∈ (0, 1)

y T : C → KC(C) es una aplicación no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Como consecuencia del resultado anterior y usando la siguiente desigualdad que

relaciona el módulo de cuadratura con el módulo de suavidad

(1 − β)ξX(β) ≤ 2ρX(β) + 1 − β para todo β ∈ (0, 1)

([8], Teorema 2.4), se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 0.0.2. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que ρ′
X(0) < 1/2, y T : C → KC(C) una aplicación no

expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En particular, teniendo en cuenta que un espacio de Banach X es uniformemente

suave si y sólo si ρ′
X(0) = 0, se deduce que los espacios de Banach uniformemente
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suaves verifican la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas con val-

ores compactos y convexos, dando aśı una respuesta afirmativa al Problema Abierto

1 planteado por H.K. Xu en [82].

A continuación presentamos tres condiciones equivalentes en términos del módulo

infinito-dimensional, de la caracteŕıstica de τ -casi convexidad uniforme y del módulo

de Opial, que implican τ -estructura normal uniforme y probamos que las mismas

condiciones también implican la τ(DL)α-condición y, por tanto, la τ -FPP para apli-

caciones multivaluadas no expansivas.

Teorema 0.0.11. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal

que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto acotado, convexo,

τ -compacto y τ -secuencialmente compacto de X y {xn} una sucesión en C que es

regular con respecto a C. Entonces

rC(A(C, {xnα
})) ≤ 1

1 + rX,τ (1)
r(C, {xnα

})

para cada {xnα
} subred universal de {xn}.

Consecuentemente, si C es un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado, acotado, τ -

compacto y τ -secuencialmente compacto de X. Supongamos que se verifica una de

las siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo.

En particular, como la caracteŕıstica de convexidad no compacta ∆0,τ (X) cumple

la desigualdad εβ,τ (X) ≥ ∆0,τ (X), el resultado anterior mejora el Teorema 3.5 en

[32]. Además, mostramos un ejemplo de un espacio X tal que ∆0,τ (X) < 1 pero

εβ,τ (X) ≥ 1.
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Un método para asegurar que un espacio de Banach cumple la τ -FPP puede ser

probar que está “cerca”de otro espacio de Banach que cumpla una cierta condición

(más que) suficiente para la τ -FPP. Por ese motivo estudiamos la permanencia ba-

jo renormamiento de las anteriores propiedades que implican la τ(DL)α-condición,

lo cual da lugar a resultados de estabilidad para la τ -FPP para aplicaciones mul-

tivaluadas no expansivas. Para medir la proximidad entre dos espacios de Banach

isomorfos usaremos la distancia de Banach-Mazur definida por

d(X,Y ) = ı́nf
{

‖U‖‖U−1‖ : U : X → Y, U isomorfismo
}

.

Cuando X e Y son dos espacios de Banach isomorfos tales que d(X,Y ) ≤ d, podemos

suponer que Y es un renormamiento de (X, ‖·‖) con una norma |·| que verifica ‖x‖ ≤
|x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Comenzamos, pues, estudiando la permanencia bajo

renormamientos de la propiedad ∆0,τ (X) < 1 y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 0.0.12. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Supongamos que | · | es una

norma definida sobre X tal que ‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Sea Y = (X, |·|).
Entonces

∆Y,τ (ǫ) ≥ d∆X,τ

( ǫ

d

)

+ 1 − d para cada ǫ > 0.

Consecuentemente, si ∆X,τ

(

1−

d

)

> 1 − 1
d
, entonces ∆Y,τ (1

−) > 0. Por tanto, si las

funciones de tipo τ -nulo sobre Y son τ -lsc, entonces cada aplicación no expansiva

T : C → KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto no vaćıo, convexo,

cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto de Y .

A continuación aplicamos el resultado anterior en el caso de los espacios ℓp y Eβ

con la topoloǵıa débil y en los espacios Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia

local en medida, y mostramos que las cotas obtenidas son también cotas para w-

UNS y clm-UNS respectivamente. En particular, se da un ejemplo en que no se

puede aplicar la generalización del teorema de Lami-Dozo dada por P. Lorenzo en

[65], mientras que se puede usar el resultado de estabilidad anterior para deducir la

FPP en ausencia de la propiedad de Opial.
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De modo similar podemos obtener también un resultado de estabilidad usando

εβ,τ (X) en lugar de ∆0,τ (X), pero en el caso de los espacios Lp(µ) las cotas obtenidas

son peores que las obtenidas usando ∆0,τ (X).

Nótese que el teorema anterior no da un resultado de estabilidad en el sentido

usual de encontrar una constante k, dependiente de X, tal que si Y es un espacio de

Banach con d(X,Y ) < k entonces Y también verifica la propiedad. Sin embargo, ver-

emos en el siguiente teorema que el módulo de Opial da un resultado de estabilidad

en el sentido usual.

Teorema 0.0.13. Sean X e Y espacios de Banach isomorfos, entonces

rX,τ (1) + 1 ≤ d(X,Y )(rY,τ (1) + 1).

Consecuentemente, si d(X,Y ) < rX,τ (1) + 1, entonces rY,τ (1) > 0. Por tanto, si las

funciones de tipo τ -nulo sobre Y son τ -lsc, entonces cada aplicación no expansiva

T : C → KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto no vaćıo, convexo,

cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto de Y .

Volvemos a aplicar el resultado obtenido en el caso de los espacios ℓp y Eβ con

la topoloǵıa débil y en los espacios Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local

en medida y observamos que las cotas obtenidas coinciden con las que obtuvimos

usando ∆0,τ (X), lo cual no es de extrañar teniendo en cuenta que las condiciones

rX,τ (1) > 0 y ∆0,τ (X) < 1 son equivalentes.

Terminamos el caṕıtulo realizando un estudio similar para aplicaciones multi-

valuadas no expansivas cuyo rango no está contenido en su dominio. Para ello, lo

primero que hemos de hacer es probar que, bajo ciertas condiciones adicionales,

la τ(DL)α-condición implica también la existencia de punto fijo para este tipo de

aplicaciones.

Teorema 0.0.14. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto no vaćıo, τ -

compacto, cerrado, acotado y convexo de X y T : C → KC(X) una aplicación no
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expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂ IC(x) para cada x ∈ C. Si X verifica la

τ(DL)α-condición, entonces T tiene un punto fijo.

Observación 0.0.3. No sabemos si la condición de χ-contractividad puede ser

suprimida. No obstante, cuando C es un subconjunto τ -secuencialmente compacto

de un espacio de Banach X separable o reflexivo cumpliendo la propiedad de Opial

no estricta con respecto a τ , fue probado en ([65], Teorema 3.2.5) que cada aplicación

no expansiva T : C → K(X) con T (C) acotado es 1-χ-contractiva.

Vamos a aplicar el teorema anterior con el fin de extender algunos resultados

conocidos para aplicaciones multivaluadas no expansivas cuyo rango no está con-

tenido en su dominio.

Teorema 0.0.15. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal

que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo,

cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto de X. Supongamos que

se verifica una de las siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂
IC(x) para cada x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

Como la caracteŕıstica de τ -casi convexidad uniforme ∆0,τ (X) verifica las sigu-

ientes desigualdades

εβ,τ (X) ≥ ∆0,τ (X) ≥ εχ,τ (X),

el teorema anterior generaliza el Teorema 3.6 en [31] para una topoloǵıa arbitraria

τ y elimina la hipótesis de separabilidad de él.
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Teniendo en cuenta la observación anterior podemos enunciar el siguiente coro-

lario que generaliza ([31], Teorema 3.7) para una topoloǵıa arbitraria τ y elimina

la hipótesis de separabilidad de él, ya que ∆0,τ (X) coincide con εχ,τ (X) cuando X

satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a τ .

Corolario 0.0.3. Sea X un espacio de Banach separable o reflexivo con la propiedad

de Opial no estricta y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo

τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado, acotado, τ -

compacto y τ -secuencialmente compacto de X. Supongamos que se verifica una de

las siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva tal que Tx ⊂ IC(x) para cada

x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

De forma anóloga podemos extender también el Teorema 0.0.10 y el Corolario

0.0.2 para aplicaciones multivaluadas no expansivas cuyo rango no está contenido

en su dominio.

Teorema 0.0.16. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que ξX(β) < 1
1−β

para algún β ∈ (0, 1) (o, en particular,

ρ′
X(0) < 1/2). Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva y 1-χ-contractiva

tal que Tx ⊂ IC(x) para cada x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

En ([20], Teorema 3.4) S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao obtu-

vieron una relación entre el centro asintótico de una sucesión acotada y la constante

de James. Aqúı vamos a mostrar una relación similar para redes que nos permi-

tirá suprimir la hipótesis de separabilidad del Corolario 3.6 en [20]. Previamente

recordamos que:
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Un espacio de Banach X se dice que verifica la propiedad WORTH si

ĺım sup
n

‖xn + x‖ = ĺım sup
n

‖xn − x‖

para cualquier x ∈ X y cualquier sucesión débilmente nula {xn} en X.

Si X verifica la propiedad WORTH, entonces X verifica la propiedad de Opial

no estricta [38].

Un espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado si y sólo si J(X) < 2,

donde J(X) denota la constante de James del espacio X definida por

J(X) = sup {‖x + y‖ ∧ ‖x − y‖ : x, y ∈ BX} .

Los espacios de Banach uniformemente no cuadrados son reflexivos [45].

Teorema 0.0.17. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio

de Banach reflexivo X verificando la propiedad WORTH y sea {xn} una sucesión

en C que es regular con respecto a C. Entonces

rC(A(C, {xnα
})) ≤ J(X)

2
r(C, {xnα

})

para cada {xnα
} subred universal de {xn}.

Consecuentemente, si X es un espacio de Banach uniformemente no cuadrado ver-

ificando la propiedad WORTH y C es un subconjunto no vaćıo, acotado, cerrado y

convexo de X. Entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(X), tal que

Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C, tiene un punto fijo.

A lo largo del Caṕıtulo 3 se han obtenido resultados en los que se prueba que cier-

tas propiedades que garantizan algún tipo de estructura normal también implican la

τ(DL)α-condición y, por tanto, la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansi-

vas. Dichos resultados dan respuestas parciales al problema de extender el Teorema

de Kirk para aplicaciones multivaluadas y nos llevan a conjeturar que estructura
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normal implica la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no ex-

pansivas. De hecho, nos planteamos si los espacios con estructura normal cumplen

la (DL)-condición, propiedad definida por S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A.

Kaewkhao [20] usando sucesiones en lugar de redes, que implica estructura normal

débil y la w-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Sin embargo, en

el Apéndice se da un ejemplo que muestra que la (DL)-condición es estrictamente

más fuerte que la estructura normal débil. Más aún, S. Dhompongsa, T. Domı́nguez

Benavides, A. Kaewcharoen y B. Panyanak [19] han definido recientemente una nue-

va propiedad para espacios de Banach llamada propiedad (D), que es más débil que

la (DL)-condición y más fuerte que la estructura normal débil, y prueban que si C

es un subconjunto convexo y débil compacto de un espacio de Banach que verifica

la propiedad (D) entonces toda aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un

punto fijo. El ejemplo que se da en el Apéndice muestra que la estructura normal

uniforme no implica dicha propiedad (D). Por tanto, el problema de extender el

Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas no expansivas permanece abierto,

ya que la (DL)-condición y la propiedad (D) sólo pueden dar respuestas parciales.

En el Apéndice se estudia la relación entre las siguientes propiedades: estruc-

tura normal uniforme, estructura normal uniforme débil, estructura normal débil,

rX(1) > 0, ξX(β) < 1/(1−β) para algún β ∈ (0, 1), (DL)-condición y propiedad (D).

Se ha determinado la validez o no validez de todas las posibles implicaciones entre

dichas propiedades, excepto para la siguiente implicación: no sabemos si ξX(β) <

1/(1−β) para algún β ∈ (0, 1) implica ζX(β) < β/(1−β) para algún β ∈ (0, 1). En

la siguiente tabla recogemos los resultados obtenidos. En ella “S” quiere decir que

la condición de arriba implica la condición de la izquierda, “N” quiere decir que la

condición de arriba no implica la condición de la izquierda, “?” quiere decir que no

sabemos si la condición de arriba implica la condición de la izquierda y, finalmente,

ξX quiere decir ξX(β) < 1
1−β

para algún β ∈ (0, 1).
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?

UNS w-UNS w-NS rX(1) > 0 ξX (DL) (D)

UNS S N N N S N N

w-UNS S S N S S N N

w-NS S S S S S S S

rX(1) > 0 N N N S ? N N

ξX N N N N S N N

(DL) N N N S S S N

(D) N N N S S S S



Caṕıtulo 1

Notación y Preliminares

1.1. Estructura normal, condiciones geométricas

y módulos relacionados

El concepto de estructura normal juega un papel esencial en la Teoŕıa Métrica

del Punto Fijo, especialmente en aquellos problemas que conciernen a aplicaciones

no expansivas. En esta sección vamos a recordar la noción de estructura normal

aśı como otras propiedades geométricas relacionadas con ella. Antes de formular la

definición, necesitamos establecer la siguiente notación.

Definición 1.1.1. Sea (M,d) un espacio métrico y A un subconjunto acotado de

M .

1. El diámetro de A se define como diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A}.

2. El radio de Chebyshev de A se define como

r(A) = ı́nf {sup {d(x, y) : y ∈ A} : x ∈ A} .

3. Se dice que el conjunto A es diametral si diam(A) = r(A).

1
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El concepto de estructura normal fue introducido por M.S. Brodskii y P.D. Mil-

man [10] en 1948 para estudiar los puntos fijos de las isometŕıas. Más tarde, se des-

cubrió que dicho concepto está relacionado con la propiedad del punto fijo para apli-

caciones no expansivas (W.A. Kirk [49], 1965) y se generalizó para la topoloǵıa débil

y, finalmente, para una topoloǵıa arbitraria surgiendo el concepto de τ -estructura

normal introducido por W.A. Kirk en [50]. Aqúı vamos a usar la terminoloǵıa que

aparece en [46], [23] y [76].

Definición 1.1.2. Se dice que un espacio de Banach X tiene estructura normal

(NS) (respectivamente, estructura normal con respecto a una topoloǵıa τ (τ -NS)) si

todo subconjunto no vaćıo, cerrado (respectivamente, τ -secuencialmente compacto),

acotado, convexo y diametral de X es unitario.

Aśı pues, un espacio tiene estructura normal si todo subconjunto cerrado, aco-

tado, convexo y no unitario puede ser recubierto por una bola de radio menor que

su diámetro y centrada en el subconjunto. Intuitivamente puede parecer que esto

sucede en todos los espacios de Banach y, en efecto, es el caso de todos los espa-

cios uniformemente convexos (cuya definición veremos más adelante), entre los que

están, por ejemplo, los espacios ℓp y Lp(Ω) con 1 < p < +∞. Sin embargo, c0

no tiene ni estructura normal ni estructura normal débil (esto es, estructura nor-

mal con respecto a la topoloǵıa débil). De hecho, si consideramos el subconjunto

A = co({en : n ∈ N}) donde {en} es la base estándar, entonces diam(A) = 1 y

r(A) = 1 porque ĺımn ‖x − en‖ ≥ 1 para cada x ∈ c0. Como la sucesión {en} es

débilmente nula, A es débil compacto y, por tanto, c0 no tiene estructura normal

débil. Considerando el mismo conjunto A en ℓ1, es fácil comprobar que ℓ1 no tiene

estructura normal. Sin embargo, veremos más adelante que ℓ1 y, en general, cada

espacio de Banach con la propiedad de Schur (esto es, toda sucesión débilmente

convergente converge en norma) tiene estructura normal débil.

Recordemos un coeficiente geométrico relacionado con la estructura normal definido

por W.L. Bynum [14] en 1980.
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Definición 1.1.3. Sea X un espacio de Banach. El coeficiente de estructura normal

de X se define por

N(X) = ı́nf

{

diam(A)

r(A)
: A ⊂ X convexo, cerrado y acotado con diam(A) > 0

}

.

Obviamente, X tiene estructura normal si N(X) > 1. Sin embargo, hay espacios

con estructura normal tales que N(X) = 1 ([4], Ejemplo VI.5). Diremos que un

espacio de Banach X tiene estructura normal uniforme (UNS) si N(X) > 1. En tal

caso, se tiene que X es reflexivo [66].

Asociado a la estructura normal débil, W.L. Bynum [14] definió el coeficiente de

sucesiones débilmente convergentes de la siguiente forma:

Definición 1.1.4. Sea X un espacio de Banach sin la propiedad de Schur. El coe-

ficiente de sucesiones débilmente convergentes de X se define como

WCS(X) = ı́nf

{

diama({xn})
ra({xn})

}

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las sucesiones {xn} débilmente convergentes

que no convergen en norma, siendo

diama({xn}) = ĺım
k→∞

sup {‖xn − xm‖ : n,m ≥ k}

ra({xn}) = ı́nf

{

ĺım sup
n

‖xn − x‖ : x ∈ co({xn})
}

el diámetro y radio asintótico de {xn} respectivamente.

Se tiene que WCS(X) ∈ [1, 2]. Puesto que 2 es el valor máximo para WCS(X)

en la definición anterior, podemos establecer que WCS(X) = 2 cuando X verifica

la propiedad de Schur. En el siguiente teorema recordamos que el coeficiente de

sucesiones débilmente convergentes puede ser considerado como una medida de la

estructura normal débil.
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Teorema 1.1.1. ([14]) Sea X un espacio de Banach con WCS(X) > 1. Entonces

X tiene estructura normal débil.

Como consecuencia, este coeficiente también se denomina coeficiente de estruc-

tura normal débil. Además, en [14] se prueba que 1 ≤ N(X) ≤ WCS(X). Sin embar-

go, hay espacios con estructura normal tales que WCS(X) = 1 ([4], Ejemplo VI.5).

Diremos que X tiene estructura normal débil uniforme (w-UNS) si WCS(X) > 1.

Las siguientes expresiones equivalentes de WCS(X), probadas en ([4], Lema

VI.3.8), facilitan el cálculo de dicho coeficiente en muchos espacios de Banach.

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio de Banach sin la propiedad de Schur. Entonces:

1.

WCS(X) = ı́nf

{

diama({xn})
ĺım supn ‖xn‖

: {xn} converge débilmente a cero

}

2.

WCS(X) = ı́nf

{

ĺımn,m;n6=m ‖xn − xm‖
ĺımn ‖xn‖

}

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las sucesiones {xn} débilmente nulas

tales que ambos ĺımites existen.

3.

WCS(X) = ı́nf

{

ĺım
n,m;n6=m

‖xn − xm‖
}

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las sucesiones {xn} débilmente nulas

tales que ‖xn‖ = 1 para todo n y ĺımn,m;n6=m ‖xn − xm‖ existe.

Nótese que cada sucesión acotada en un espacio métrico tiene una subsucesión

{xn} tal que ĺımn,m;n6=m d(xn, xm) existe ([4], Teorema III.1.5).

En el siguiente teorema recordamos cuál es el valor de WCS(X) en algunos es-

pacios de Banach particulares. Previamente recordamos la definición de los espacios

de Bynum.
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Definición 1.1.5. Sea p ∈ [1, +∞), q ∈ [1, +∞]. Los espacios de Bynum ℓp,q se

definen como ℓp,q = (ℓp, ‖ · ‖p,q) donde para x ∈ ℓp

‖x‖p,q = (‖x+‖q
p + ‖x−‖q

p)
1/q si q ∈ [1, +∞)

‖x‖p,∞ = máx{‖x+‖p, ‖x−‖p}

x+, x− denotan la parte positiva y negativa de x respectivamente, esto es, cada x ∈ ℓp

puede ser representado como x = x+−x− donde las respectivas componentes i-ésimas

de x+ y x− son

(x+)i = máx{xi, 0} =
|xi| + xi

2

(x−)i = máx{−xi, 0} =
|xi| − xi

2

Nótese que para todo p ∈ [1, +∞) los espacios ℓp,q (q ≥ 1) son isomorfos a ℓp.

Por otra parte, si 1 < p < +∞, 1 ≤ q ≤ +∞ y p∗, q∗ son exponentes conjugados de

p y q respectivamente (esto es, 1/p + 1/p∗ = 1 y 1/q + 1/q∗ = 1), entonces ℓ∗p,q es

isométricamente isomorfo a ℓp∗,q∗ .

Teorema 1.1.3. 1. Para cada p ≥ 1, se tiene WCS(ℓp) = 21/p

2. WCS(c0) = 1

3. Sean p > 1, q ≥ 1, entonces WCS(ℓp,q) = mı́n
{

21/p, 21/q
}

Para una topoloǵıa τ arbitraria, M.A. Japón Pineda [46] define el siguiente coe-

ficiente:

Definición 1.1.6. ([46], Definición 2.4) Sea X un espacio de Banach y τ una

topoloǵıa sobre X tal que hay sucesiones τ -convergentes que no son convergentes

en norma. Se define el coeficiente

τCS(X) = ı́nf

{

ĺımn,m;n6=m ‖xn − xm‖
ĺımn ‖xn‖

}
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donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las sucesiones {xn} acotadas en norma y

τ -nulas tales que ambos ĺımites existen y ĺımn ‖xn‖ 6= 0.

Diremos que X tiene estructura normal uniforme con respecto a la topoloǵıa τ

(τ -UNS) si τCS(X) > 1.

Observación 1.1.1. Cuando τ es la topoloǵıa débil, el coeficiente τCS(X) coincide

con el coeficiente de sucesiones débilmente convergentes WCS(X) (Teorema 1.1.2).

Sin embargo, cuando se extiende la definición de WCS(X) para una topoloǵıa ar-

bitraria es más útil considerar la Definición 1.1.6 en lugar de una extensión directa

de la definición de WCS(X). Para mostrar este hecho, M.A. Japón Pineda ([46],

Nota 2.2) consideró el espacio L1([0, 1]) dotado con la topoloǵıa de la convergencia

en medida y tomó la sucesión fn = nχ[0,1/n] en L1([0, 1]) que converge a cero en

medida. Como ‖fn − fm‖ = 2 − 2m
n

para cada n,m ∈ N con n > m, se tiene que

diama({fn}) = 2. Por otra parte, sea f ∈ co({fn}), pongamos

f =
m
∑

k=1

αkfk con αk ≥ 0, k = 1, ...,m;
m
∑

k=1

αk = 1.

Para todo n > m se tiene

‖f − fn‖ = 2 − 2
m
∑

k=1

αk
k

n

y, por tanto, ĺım supn ‖f − fn‖ = 2 y ra({fn}) = 2. Aśı pues, el coeficiente obtenido

extendiendo directamente la definición tendŕıa valor 1, es decir,

1 = ı́nf

{

diama({fn})
ra({fn})

}

donde el ı́nfimo es tomado sobre las sucesiones {fn} τ -convergentes que no son

convergentes en norma. Sin embargo, en el siguiente ejemplo veremos que, usando la

Definición 1.1.6, τCS(L1([0, 1])) = 2 cuando τ es la topoloǵıa de la convergencia en

medida, lo cual implica que L1([0, 1]) tiene τ -estructura normal (Proposición 1.1.1).
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Ejemplo 1.1.1. ([46], Ejemplo 2.3) Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva

σ-finita. Para cada 1 ≤ p < +∞ consideramos el espacio de Banach separable

Lp(µ) con la norma usual. Sea {Ωn}∞n=1 una partición σ-finita de Ω. Consideramos

la topoloǵıa τ generada por la métrica

d(f, g) =
∞
∑

n=1

1

2n

1

µ(Ωn)

∫

Ωn

|f − g|
1 + |f − g| dµ para f, g ∈ Lp(µ).

Esta topoloǵıa es conocida como la topoloǵıa de la convergencia local en medida

(clm). Cuando µ(Ω) < +∞, la métrica

d(f, g) =

∫

Ω

|f − g|
1 + |f − g| dµ para f, g ∈ Lp(µ)

genera la clm-topoloǵıa y, en este caso, la clm-topoloǵıa es equivalente a la topoloǵıa

de la convergencia en medida. Esto no es cierto, en general, si µ(Ω) = +∞ (ver [46],

pág. 34).

Para cada p ∈ [1, +∞), se tiene (clm)CS(Lp(µ)) = 21/p. También es conocido que

WCS(Lp(µ)) ≥ mı́n{21/p, 21−1/p} y la igualdad se tiene si p > 2 o µ no es puramente

atómica ([21]).

Obviamente, 1 ≤ τCS(X) ≤ 2 y, al igual que ocurŕıa con el coeficiente WCS(X),

τCS(X) puede ser considerado como una medida de τ -estructura normal.

Proposición 1.1.1. ([76], Proposición 5.8) Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que cada conjunto τ -secuencialmente compacto es separable. Si 1 < τCS(X),

entonces X tiene τ -NS. Cuando τ es la topoloǵıa débil la condición de separabilidad

no es necesaria.

En los últimos cincuenta años se han estudiado propiedades geométricas, tales

como la propiedad de Opial, convexidad, suavidad, etc., que implican algún tipo de

estructura normal (NS, UNS, τ -NS o τ -UNS). Vamos a recordar algunas de dichas

propiedades junto con los módulos que dan una idea cuantitativa de la verificación

de dichas propiedades.
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Comenzaremos recordando la propiedad de Opial. Fue Z. Opial [70] el primero

en estudiar dicha propiedad respecto a la topoloǵıa débil y aplicarla a la Teoŕıa del

Punto Fijo. La propiedad de Opial uniforme con respecto a la topoloǵıa débil fue

definida por S. Prus en [74] y el módulo de Opial fue introducido en [62] por P.K.

Lin, K.K. Tan y H.K. Xu.

Definición 1.1.7. Diremos que un espacio de Banach X satisface la propiedad de

Opial con respecto a una topoloǵıa τ si para cada sucesión acotada {xn} τ -nula y

cada x 6= 0 en X se tiene

ĺım inf
n→∞

‖xn‖ < ĺım inf
n→∞

‖xn + x‖.

Reemplazando < por ≤ tenemos la definición de propiedad de Opial no estricta con

respecto a la topoloǵıa τ .

Nótese que si τ es la topoloǵıa débil o la topoloǵıa débil estrella, las sucesiones

τ -convergentes son acotadas y, por tanto, la palabra “acotada” puede suprimirse de

la definición.

El módulo de Opial de X se define para c ≥ 0 como

rX,τ (c) = ı́nf
{

ĺım inf
n

‖xn + x‖ − 1
}

donde el ı́nfimo es tomado sobre todo x ∈ X con ‖x‖ ≥ c y toda sucesión τ -nula

{xn} en X con ĺım infn ‖xn‖ ≥ 1.

Diremos que X satisface la propiedad de Opial uniforme con respecto a τ si

rX,τ (c) > 0 para cada c > 0.

Cuando τ sea la topoloǵıa débil, diremos simplemente que X verifica la propiedad

de Opial, la propiedad de Opial no estricta o la propiedad de Opial uniforme, y el

módulo de Opial se denotará por rX(·). Usando los mismos argumentos que para la

topoloǵıa débil, se prueba que rX,τ (·) es una función creciente y continua en [0, +∞).

A modo de ejemplo podemos citar que los espacios de Hilbert y los espacios ℓp

(1 < p < +∞) cumplen la propiedad de Opial, y el espacio c0 verifica la propiedad
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de Opial no estricta. Sin embargo, Lp[0, 2π] no cumple la propiedad de Opial no

estricta para p 6= 2 ([76], Ejemplo 4.20).

Los siguientes resultados establecen la relación existente entre las nociones de

propiedad de Opial y estructura normal.

Teorema 1.1.4. ([43]) Si X es un espacio de Banach separable que satisface la

propiedad de Opial con respecto a una topoloǵıa τ , entonces X tiene τ -estructura

normal.

Cuando τ es la topoloǵıa débil, la condición de separabilidad no es necesaria.

Proposición 1.1.2. ([46], Lema 2.3) Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa

lineal sobre X. Entonces

τCS(X) ≥ 1 + rX,τ (1).

Consecuentemente, X tiene τ -UNS si rX,τ (1) > 0.

A continuación estudiaremos la convexidad del espacio, otra propiedad geométri-

ca relacionada con la estructura normal. Las nociones básicas de convexidad estricta

y convexidad uniforme fueron introducidas por J.A. Clarkson [16].

Definición 1.1.8. Decimos que un espacio de Banach X es estrictamente convexo

si la superficie esférica unidad no contiene segmentos, o equivalentemente, si para

cualquier par x, y de vectores no colineales de X se tiene ‖x + y‖ < ‖x‖ + ‖y‖.

Un concepto más fuerte de convexidad se obtiene exigiendo la propiedad ante-

rior de una manera uniforme, esto es, hablando sin rigor, exigiendo que no puedan

encontrarse segmentos de longitud predeterminada tan próximos como se quiera a

la superficie esférica.

Definición 1.1.9. Decimos que un espacio de Banach X es uniformemente convexo

(UC) si para cada ǫ ∈ (0, 2] existe δ > 0 tal que para x, y ∈ X con ‖x‖, ‖y‖ ≤ 1 y

‖x − y‖ ≥ ǫ, se tiene ‖x+y
2
‖ ≤ 1 − δ.
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Algunos ejemplos de espacios uniformemente convexos son los espacios de Hilbert,

los espacios ℓp y los espacios de funciones Lp[0, 1] con 1 < p < +∞ (ver [7]).

Asociado a la convexidad uniforme, se define el módulo de convexidad, también

llamado módulo de Clarkson, como sigue:

δX(ǫ) = ı́nf

{

1 −
∥

∥

∥

∥

x + y

2

∥

∥

∥

∥

: x, y ∈ BX , ‖x − y‖ ≥ ǫ

}

para cada ǫ ∈ [0, 2], donde BX denota la bola unidad cerrada de X. Vamos a denotar

ε0(X) la caracteŕıstica de convexidad de X dada por

ε0(X) = sup {ǫ ≥ 0 : δX(ǫ) = 0} .

Obviamente, X es uniformemente convexo si y sólo si δX(ǫ) > 0 para todo ǫ ∈ (0, 2]

(equivalentemente, ε0(X) = 0).

El módulo de Clarkson y el coeficiente de estructura normal están relacionados

por medio de la siguiente desigualdad:

Teorema 1.1.5. Sea X un espacio de Banach. Entonces N(X) ≥ (1 − δX(1))−1.

Consecuentemente, la condición δX(1) > 0 implica que X es reflexivo y tiene

estructura normal uniforme. En particular, nótese que no sólo los espacios uniforme-

mente convexos tienen estructura normal, sino también todos aquellos espacios que

no tienen segmentos de longitud mayor o igual que 1 tan próximos como se quiera

a la superficie esférica unidad.

Vamos a estudiar ahora otro concepto geométrico relacionado con la estructura

normal: la suavidad.

Definición 1.1.10. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X es suave si cada

punto x de la superficie esférica unidad soporta un único funcional tangente, esto

es, existe un único f ∈ X∗ tal que ‖f‖ = 1 y f(x) = 1.
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Nótese que el concepto de suavidad es parcialmente dual al de convexidad es-

tricta. En efecto, se tiene:

(a) Si X∗ es suave, X es estrictamente convexo

(b) Si X∗ es estrictamente convexo, X es suave.

En general, los rećıprocos de (a) y (b) no son ciertos (ver [4], Ejemplo IV.3).

Vamos a considerar ahora un concepto más fuerte que la suavidad, la suavidad

uniforme.

Definición 1.1.11. Decimos que un espacio de Banach X es uniformemente suave

(US) si

ρ′
X(0) = ĺım

t→0+

ρX(t)

t
= 0

donde ρX es el módulo de suavidad de X, definido para t ≥ 0 como

ρX(t) = sup

{

1

2
(‖x + ty‖ + ‖x − ty‖) − 1 : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1

}

.

Observación 1.1.2. 1. Todo espacio uniformemente suave es suave, sin que, en

general, sea cierta la aserción inversa.

2. Como consecuencia de las fórmulas de dualidad de Lindenstrauss, se tiene la

siguiente relación entre los módulos de convexidad y suavidad ([4], pág. 84):

ρ′
X∗(0) = ε0(X)/2 y ρ′

X(0) = ε0(X
∗)/2,

de donde se deduce que la convexidad uniforme y la suavidad uniforme son

conceptos duales, esto es,

(a) X es UC si y sólo si X∗ es US

(b) X es US si y sólo si X∗ es UC.

El módulo de suavidad y el coeficiente de estructura normal débil están rela-

cionados por medio de la siguiente desigualdad:
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Teorema 1.1.6. ([73]) Sea X un espacio de Banach con módulo de suavidad ρX(·).
Denotemos

ρ = ı́nf

{

ρX(t) − t

2
+ 1 : t ∈ (0, 1/2]

}

.

Entonces N(X) ≥ 1/ρ. Consecuentemente, si ρ′
X(0) < 1/2, entonces X es reflexivo

y tiene estructura normal uniforme.

A continuación recordamos los conceptos de casi convexidad uniforme y casi

suavidad uniforme, que son generalizaciones de las nociones de convexidad y suavi-

dad uniforme.

Como el módulo de Clarkson sólo depende de los subespacios bidimensionales, en

la década de los setenta V.D. Milman [68] y F. Sullivan [79], independientemente,

inician el estudio de la convexidad uniforme multidimensional (k-convexidad uni-

forme y k-uniform rotundness) e introducen diversas generalizaciones del módulo

de Clarkson que involucran a los subespacios de dimensión k > 2. Más tarde, se

demostró que los espacios k-uniformemente convexos tienen la propiedad de Kadec-

Klee uniforme introducida por R. Huff [44].

Definición 1.1.12. Un espacio de Banach X se dice que es uniformemente Kadec

Klee (UKK) si para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que si {xn} es una sucesión en la

bola unidad de X que converge débilmente a x con sep({xn}) := ı́nf{‖xn − xm‖ :

n 6= m} ≥ ǫ, entonces ‖x‖ ≤ 1 − δ.

Como los espacios k-uniformemente convexos son reflexivos y cumplen la propiedad

de Kadec-Klee uniforme, R. Huff [44] inicia en 1980 el estudio de los espacios que

satisfacen ambas propiedades, a los que llamó espacios casi uniformemente convexos.

Sin embargo, debemos hacer notar que, independientemente de Huff, K. Goebel y T.

Sȩkowski [41] introdujeron también una propiedad equivalente a la casi convexidad

uniforme bajo el nombre de convexidad uniforme no compacta.
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Definición 1.1.13. Se dice que un espacio de Banach X es casi uniformemente

convexo (NUC) si para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que si {xn} es una sucesión en

BX con sep({xn}) > ǫ, entonces co({xn}) ∩ B(0, 1 − δ) 6= ∅.

Usando medidas de no compacidad, se define un módulo de casi convexidad

uniforme. Recordamos previamente las definiciones de las medidas de no compacidad

de Kuratowski, de Hausdorff y de separación.

Definición 1.1.14. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Para cada A subcon-

junto acotado de X, se definen las medidas de no compacidad α de Kuratowski, χ

de Hausdorff y β de separación como sigue:

α(A) = ı́nf{ǫ > 0 : A puede ser cubierto por un número finito de conjuntos

de diámetro ≤ ǫ}

χ(A) = ı́nf{ǫ > 0 : A puede ser cubierto por un número finito de bolas

de radio ≤ ǫ}

β(A) = sup{r > 0 : A tiene una r − separación infinita }

donde una r-separación de A es un subconjunto B ⊂ A tal que d(x, y) ≥ r para todo

x, y ∈ B, x 6= y.

Para todo subconjunto acotado A de X se verifican las siguientes desigualdades

χ(A) ≤ β(A) ≤ α(A) ≤ 2χ(A).

Un estudio detallado de tales medidas de no compacidad puede encontrarse en [4].

Definición 1.1.15. Sea X un espacio de Banach y φ la medida de no compacidad

α, χ ó β. Se define el módulo de convexidad no compacta asociado a φ de la siguiente

forma:

∆X,φ(ǫ) = ı́nf{1 − d(0, A) : A ⊂ BX convexo , φ(A) > ǫ}.
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Se define la caracteŕıstica de convexidad no compacta de X asociada a la medida de

no compacidad φ, como

εφ(X) = sup{ǫ ≥ 0 : ∆X,φ(ǫ) = 0}.

El módulo ∆X,α fue considerado por K. Goebel y T. Sȩkowski [41], ∆X,χ por J.

Banás [6] y ∆X,β por T. Domı́nguez Benavides y G. López [29].

Se tienen las siguientes relaciones:

δX(ǫ) ≤ ∆X,α(ǫ) ≤ ∆X,β(ǫ) ≤ ∆X,χ(ǫ)

ε0(X) ≥ εα(X) ≥ εβ(X) ≥ εχ(X)

Además, estos módulos caracterizan la propiedad de casi convexidad uniforme

en el sentido de que un espacio X es NUC si y sólo si εφ(X) = 0, donde φ es α, χ

ó β ([4], Caṕıtulo V).

Teorema 1.1.7. ([4], Teorema V.1.7) Si εχ(X) < 1, entonces X es reflexivo.

Como consecuencia, teniendo en cuenta las desigualdades anteriores, se tiene

que X es reflexivo si εφ(X) < 1, para φ = α, β ó χ. En particular, los espacios casi

uniformemente convexos son reflexivos.

Para espacios de Banach reflexivos, los módulos de convexidad no compacta

asociados a χ y β pueden expresarse como sigue ([4], Caṕıtulo V):

∆X,χ(ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , xn ⇀ x, χ({xn}) ≥ ǫ}

∆X,β(ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , xn ⇀ x, sep({xn}) ≥ ǫ}.

A comienzos de los noventa, C. Lennard [56] extendió el concepto de casi con-

vexidad uniforme de Huff para una topoloǵıa arbitraria τ y lo usó para obtener un

resultado de punto fijo en el espacio L1(Ω) con la topoloǵıa de la convergencia local

en medida. Aqúı vamos a usar la terminoloǵıa que aparece en [46], que es ligeramente

diferente a la de C. Lennard.

En [46], las expresiones de los módulos de convexidad no compacta asociados a

β y χ se generalizan para una topoloǵıa arbitraria τ .
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Definición 1.1.16. ([46]) Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre

X tal que la norma es τ -secuencialmente semicontinua inferiormente. Asociados a

las medidas de no compacidad de Hausdorff χ y de separación β se definen los

siguientes módulos:

∆X,χ,τ (ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , τ − ĺım
n

xn = x, χ({xn}) ≥ ǫ}.

∆X,β,τ (ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , τ − ĺım
n

xn = x, β({xn}) ≥ ǫ}.

Recordamos que se dice que una función f : X → R es τ -secuencialmente semi-

continua inferiormente (τ -slsc) si cada sucesión {xn} τ -convergente a x ∈ X satisface

f(x) ≤ ĺım infn f(xn). Recuérdese que si (X, ‖ · ‖) es un espacio de Banach y w es

la topoloǵıa débil, entonces la norma ‖ · ‖ es w-slsc.

Cuando el espacio de Banach es reflexivo y τ es la topoloǵıa débil, estas defini-

ciones coinciden con las de los módulos de convexidad no compacta asociados a las

correspondientes medidas de no compacidad. Por otra parte, puede comprobarse sin

dificultad que:

∆X,β,τ (ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , τ − ĺım
n

xn = x, sep({xn}) ≥ ǫ}.

La caracteŕıstica de convexidad no compacta asociada a la medida de no com-

pacidad φ se define por:

εφ,τ (X) = sup{ǫ ≥ 0 : ∆X,φ,τ (ǫ) = 0}.

Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que la norma es τ -slsc. El espacio X se

dice que es casi uniformemente convexo con respecto a τ (τ -NUC) si X es reflexivo

y ∆X,φ,τ (ǫ) > 0 para todo ǫ > 0 (o equivalentemente εφ,τ (X) = 0).

También vamos a usar la siguiente formulación equivalente: X es τ -NUC si y sólo

si X es reflexivo y ∆X,τ (ǫ) > 0 para todo ǫ > 0 (o equivalentemente ∆0,τ (X) = 0),

donde

∆X,τ (ǫ) = ı́nf{1 − ‖x‖ : {xn} ⊂ BX , τ − ĺım
n

xn = x, ĺım inf
n

‖xn − x‖ ≥ ǫ}
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∆0,τ (X) = sup{ǫ ≥ 0 : ∆X,τ (ǫ) = 0}.

Se puede comprobar que X es τ -NUC si y sólo si X es reflexivo y uniformemente

Kadec Klee con respecto a τ (τ -UKK). Recordamos que un espacio de Banach X se

dice que es τ -UKK si para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que si {xn} es una sucesión

en BX τ -convergente a un punto x con sep{xn} ≥ ǫ, entonces ‖x‖ ≤ 1 − δ.

Las relaciones entre los diferentes módulos son

∆X,β,τ (ǫ) ≤ ∆X,τ (ǫ) ≤ ∆X,χ,τ (ǫ)

y consecuentemente

εβ,τ (X) ≥ ∆0,τ (X) ≥ εχ,τ (X).

Cuando el espacio X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a la

topoloǵıa τ , entonces ∆0,τ (X) coincide con εχ,τ (X).

En el Teorema 1.1.5 vimos que el módulo de convexidad de Clarkson da una cota

inferior para el coeficiente de estructura normal. En el siguiente teorema recordamos

que hay una acotación similar para el coeficiente τCS(X) reemplazando el módulo

de Clarkson por el módulo de convexidad no compacta asociado a la medida de

separación.

Teorema 1.1.8. ([46], Lema 2.4) Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa

lineal sobre X. Entonces,

τCS(X) ≥ ĺım
ǫ→1−

1

1 − ∆X,β,τ (ǫ)
.

Consecuentemente, si εβ,τ (X) < 1 (en particular, si X es τ -NUC), entonces X tiene

τ -UNS.

Ejemplo 1.1.2. El valor de cada uno de los módulos de convexidad no compacta

en los espacios ℓp (1 < p < +∞) viene dado por las siguientes expresiones ([4],

Caṕıtulo V):

∆ℓp,α(ǫ) = 1 −
(

1 −
( ǫ

2

)p) 1

p
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∆ℓp,β(ǫ) = 1 −
(

1 − ǫp

2

)
1

p

∆ℓp,χ(ǫ) = 1 − (1 − ǫp)
1

p .

Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva σ-finita. Consideremos el espacio

Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida. En ([46], Ejemplo 2.4) se

prueba que para 1 ≤ p < +∞ se tiene:

∆Lp(µ),β,clm(ǫ) = 1 −
(

1 − ǫp

2

)
1

p

∆Lp(µ),χ,clm(ǫ) = 1 − (1 − ǫp)
1

p .

A continuación recordamos el concepto de espacio casi uniformemente suave

introducido por S. Prus [72] quien además demostró la dualidad entre las nociones

de casi suavidad uniforme y casi convexidad uniforme.

Recordemos que una sucesión {xn} en un espacio de Banach X se dice que es una

base de Schauder de X si para cada x ∈ X existe una única sucesión de escalares

{αn} tal que x =
∑∞

n=1 αnxn. Una sucesión {xn} es una sucesión básica si es una

base de Schauder de span{xn}.

Definición 1.1.17. Un espacio de Banach X es casi uniformemente suave (NUS)

si para cada ǫ > 0 existe η > 0 tal que si t ∈ (0, η) y {xn} es una sucesión básica en

BX entonces existe k > 1 tal que ‖x1 + txk‖ ≤ 1 + ǫt.

Teorema 1.1.9. ([72], Proposición 2.3) Sea X un espacio de Banach NUS. Entonces

X es reflexivo.

Teorema 1.1.10. ([72], Teorema 2.4) Sea X un espacio de Banach. Entonces

1. X es NUC si y sólo si X∗ es NUS

2. X es NUS si y sólo si X∗ es NUC
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En [22] T. Domı́nguez Benavides define el módulo de NUS de un espacio de

Banach X como

ΓX(t) = sup

{

ı́nf
n>1

{‖x1 + txn‖ + ‖x1 − txn‖
2

− 1

}

: {xn}sucesión básica en BX

}

para cada t ≥ 0. Resulta obvio, de la definición, que ΓX(t) ≤ ρX(t) para todo t ≥ 0.

Proposición 1.1.3. ([22], Proposición 1) Sea X un espacio de Banach reflexivo.

Entonces

ΓX(t) = sup

{

ı́nf

{‖x1 + txn‖ + ‖x1 − txn‖
2

− 1 : n > 1

}

: {xn} w − nula en BX

}

.

Proposición 1.1.4. ([22], Proposición 2) Sea X un espacio de Banach. Entonces

X es NUS si y sólo si X es reflexivo y ĺımt→0+
ΓX(t)

t
= 0.

En [76] se generaliza el concepto de casi suavidad uniforme para una topoloǵıa

arbitraria como sigue:

Definición 1.1.18. Se dice que un espacio de Banach X es casi uniformemente

suave con respecto a una topoloǵıa τ (τ -NUS) si

ĺım
t→0

bX,τ (t)

t
= 0,

siendo para cada t ≥ 0

bX,τ (t) = sup

{

ĺım sup
n

‖x + txn‖ − 1 : x ∈ BX , {xn} ⊂ BX τ − nula

}

.

No es complicado probar la siguiente formulación equivalente del concepto de

τ -casi suavidad uniforme.

Proposición 1.1.5. X es τ -NUS si y sólo si para cada ǫ > 0 existe η > 0 tal que

para cualquier t ∈ (0, η) y cualquier sucesión {xn} ⊂ BX τ -nula existe k > 1 tal que

‖x1 + txk‖ ≤ 1 + ǫt.
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Demostración: Supongamos que X es τ -NUS. Sea ǫ > 0 arbitrario, existe

η > 0 tal que bX,τ (t) < ǫt si t ∈ (0, η). Sea t ∈ (0, η) y {xn} ⊂ BX τ -nula. Entonces

ĺım supn ‖x1 + txn‖ < 1+ ǫt, lo cual implica que existe k tal que ‖x1 + txk‖ < 1+ ǫt.

Rećıprocamente, sea ǫ > 0 arbitrario y η = η(ǫ) dado por la hipótesis. Sea t ∈ (0, η),

x ∈ BX y {xn} ⊂ BX τ -nula. Tomamos una subsucesión {yn} de {xn} tal que

ĺım supn ‖x + txn‖ = ĺımn ‖x + tyn‖. Consideramos la sucesión x, y1, y2, y3, . . . que

está contenida en BX y es τ -nula. Entonces existe k1 ≥ 1 tal que ‖x+ tyk1
‖ ≤ 1+ ǫt.

Si nos quedamos ahora con la subsucesión τ -nula x, yk1+1, yk1+2, . . . que está en BX ,

tenemos que existe k2 > k1 tal que ‖x + tyk2
‖ ≤ 1 + ǫt. Repitiendo el razonamiento,

se tiene que existen infinitos n tales que ‖x + tyn‖ ≤ 1 + ǫt, lo cual implica que

ĺım sup
n

‖x + txn‖ = ĺım
n

‖x + tyn‖ ≤ 1 + ǫt.

Nótese que, como consecuencia de la proposición anterior, deducimos que X es

NUS si y sólo si es w-NUS y reflexivo.

Como vimos antes, cada espacio τ -NUC tiene τ -estructura normal uniforme. Sin

embargo, hay espacios NUS que no tienen estructura normal. De hecho, ℓp,1 es NUC,

por tanto su dual ℓq,∞ es NUS, pero este espacio no tiene estructura normal ([4],

Ejemplo VI.2).

En 1995 C. Beńıtez, K. Przeslawski y D. Yost [8] definieron un módulo bidimen-

sional para espacios normados. Dado un espacio normado X, se observa que para

cada x, y ∈ X con ‖y‖ < 1 < ‖x‖, existe un único z = z(x, y) en el segmento lineal

[x, y] con ‖z‖ = 1. Aśı pues, definen la función ξX : [0, 1) → R dada por

ξX(β) = sup

{‖x − z(x, y)‖
‖x‖ − 1

: ‖y‖ ≤ β < 1 < ‖x‖
}

.

Llamaron a ξ módulo de cuadratura, porque sus valores extremos caracterizan la

casi cuadratura (recordemos que X es casi cuadrado si para todo ǫ > 0 existe Y

subespacio de X con dimY = 2 tal que d(Y, ℓ1(2)) < 1 + ǫ, donde d(E,F ) es la
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distancia de Banach-Mazur entre dos espacios normados E y F ). En [8] Beńıtez,

Przeslawski y Yost realizan un profundo estudio sobre el módulo de cuadratura en

el que prueban algunas propiedades básicas y relacionan el comportamiento de ξ

con propiedades geométricas de los espacios de Banach, tales como convexidad uni-

forme, suavidad uniforme y estructura normal uniforme. Sus principales resultados

los recogemos en el siguiente teorema:

Teorema 1.1.11. ([8]) Sea X un espacio normado y ξ su módulo de cuadratura.

Entonces:

1. ξ(β) = sup{ξM(β) : M ⊂ X, dimM = 2}.

2. ξ es estrictamente creciente y convexo.

3. ξ(β) < ξ1(β) para cada β ∈ (0, 1), a menos que X sea casi cuadrado, en cuyo

caso ξ(β) = ξ1(β) para todo β ∈ (0, 1), donde

ξ1(β) =
1 + β

1 − β
.

En particular, si X no es reflexivo, ξ(β) = ξ1(β) para todo β ∈ (0, 1).

4. ξ′ ≤ ξ′1 en casi todo (0, 1).

5. ξ(β) > ξ2(β) para cada β ∈ (0, 1), a menos que X sea prehilbertiano, en cuyo

caso ξ(β) = ξ2(β) para todo β ∈ (0, 1), donde

ξ2(β) =
1

√

1 − β2
.

6. Si X e Y son espacios normados isomorfos cuya distancia de Banach-Mazur

es menor que 1 + δ2 con δ ≤ 1. Entonces

|ξX(β) − ξY (β)| ≤ 2(δ + δ2)

(1 − β)2
para todo β ∈ (0, 1).

7. X es uniformemente convexo si y sólo si ĺımβ→1(1 − β)ξ(β) = 0.
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8. X es uniformemente suave si y sólo si ξ′(0) = 0.

9. El módulo de cuadratura de X∗ en β es ξX∗(β) = 1/ξ−1(1/β).

10. Si ξ(β) < 1/(1−β) para algún β ∈ (0, 1), entonces X tiene estructura normal

uniforme.

La ventaja que este módulo tiene sobre otros antes definidos (como el módu-

lo de suavidad uniforme, el módulo de Clarkson, de Milman, de Gurarii, etc.) es

poder utilizar simultáneamente la suavidad y la convexidad del espacio, en lugar

de hacerlo independientemente. Este módulo, al igual que la convexidad y suavidad

uniforme, tiene carácter finito-dimensional, esto es, sólo depende de los subespacios

de dimensión finita del espacio considerado. En el Caṕıtulo 2 se define un módulo de

carácter infinito-dimensional que es adecuado simultáneamente para la τ -casi con-

vexidad uniforme y τ -casi suavidad uniforme (conceptos paralelos a la convexidad

y suavidad uniforme pero con carácter infinito-dimensional).

1.2. La Propiedad del Punto Fijo para Aplica-

ciones No Expansivas Univaluadas

Sea (M,d) un espacio métrico. Recordamos que una aplicación T : M → M se

dice que es no expansiva si d(Tx, Ty) ≤ d(x, y) para cada x, y ∈ M .

Definición 1.2.1. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad del punto

fijo (FPP) si cada aplicación no expansiva T : C → C tiene punto fijo (es decir,

existe x ∈ C tal que x = Tx), siendo C un subconjunto convexo, cerrado y acotado

de X.

En 1965 Kirk [49] probó el siguiente resultado que vincula el concepto de estruc-

tura normal con la existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas.
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Teorema 1.2.1. (Kirk [49]) Sea X un espacio de Banach reflexivo con estructura

normal. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

El ejemplo de S. Kakutani [47] de una aplicación no expansiva de la bola unidad

de c0 en śı misma sin punto fijo, muestra que hay espacios de Banach que no cumplen

la FPP. En dicho ejemplo, el hecho de que c0 no tenga dicha propiedad es debido a

que la bola unidad de c0 no es débil compacta. Este hecho dio lugar a que muchos

investigadores comenzaran a estudiar la existencia de punto fijo para aplicaciones

no expansivas bajo condiciones más fuertes. Como en los espacios reflexivos todo

conjunto cerrado, convexo y acotado es débil compacto, parece natural plantearse la

siguiente pregunta: Si C es un subconjunto convexo y débil compacto de un espacio

de Banach X y T : C → C es no expansiva, ¿tiene T un punto fijo?

Definición 1.2.2. Diremos que un espacio de Banach X satisface la propiedad débil

del punto fijo (w-FPP) si toda aplicación no expansiva T : C → C tiene punto fijo,

siendo C un subconjunto convexo y débil compacto de X.

La respuesta a la pregunta anterior es negativa, ya que D.E. Alspach [2] prue-

ba que L1[0, 1] no cumple la w-FPP. Como consecuencia, se empieza a investigar

también qué ocurre si se reemplaza la topoloǵıa débil por otras topoloǵıas como,

por ejemplo, la topoloǵıa débil estrella o la topoloǵıa de la convergencia local en

medida. En [23] y [46] se considera una topoloǵıa arbitraria τ sobre X y se define la

propiedad del punto fijo con respecto a τ como sigue:

Definición 1.2.3. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad del punto

fijo respecto de una topoloǵıa τ (τ -FPP) si cada aplicación no expansiva T : C → C

tiene punto fijo, siendo C un subconjunto de X convexo, acotado en norma y τ -

secuencialmente compacto.

Del Teorema de Eberlein-Smulian (que prueba la equivalencia entre compacidad

débil y compacidad secuencial débil), se deduce que la definición de τ -FPP coincide
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con la de w-FPP cuando τ es la topoloǵıa débil. Además, es obvio que para un

espacio de Banach reflexivo las propiedades FPP y w-FPP son idénticas.

El siguiente teorema da una generalización del famoso Teorema de Kirk para una

topoloǵıa τ .

Teorema 1.2.2. ([23], Teorema 1) Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa

lineal sobre X tal que la norma es τ -slsc. Si X tiene τ -NS, entonces X tiene la

τ -FPP.

No se conoce una completa caracterización de los espacios de Banach que tienen

la τ -FPP. Sin embargo, en los últimos cincuenta años se han estudiado propiedades

geométricas (tales como la propiedad de Opial, la convexidad, la suavidad, etc.), que

aseguran estructura normal (ver Sección 1.1) y, por tanto, la existencia de punto fijo.

Veremos a continuación que hay otras propiedades geométricas de los espacios de

Banach que también garantizan la existencia de punto fijo, en ausencia de estructura

normal. El caso más representativo es el espacio c0 que no posee estructura normal

débil y, sin embargo, veremos a continuación que c0 śı satisface la w-FPP.

En 1991, J. Garćıa-Falset [35] define el siguiente coeficiente geométrico

R(X) = sup
{

ĺım inf
n→∞

‖xn + x‖ : x ∈ BX , {xn} ⊂ BX , xn ⇀ 0
}

y, más tarde, prueba que un espacio de Banach X tiene la w-FPP si R(X) < 2 ([36],

Teorema 3).

Observación 1.2.1. 1. Para X = c0 se tiene WCS(c0) = 1. Sin embargo, en

[36] se prueba que R(c0) = 1 y, por tanto, c0 tiene la w-FPP.

2. En la Sección 1.1 vimos que hay espacios casi uniformemente suaves que no

tienen estructura normal. No obstante, cada espacio X casi uniformemente

suave verifica R(X) < 2 y, por tanto, tiene la w-FPP ([36], Corolario 5).
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En [46] se generaliza el coeficiente R(X) para una topoloǵıa arbitraria τ sobre

X como sigue

Rτ (X) = sup
{

ĺım inf
n

‖xn + x‖ : x ∈ BX , {xn} ⊂ BX τ − nula
}

y se obtiene el siguiente resultado de punto fijo:

Teorema 1.2.3. ([46], página 54) Sea X un espacio de Banach, τ una topoloǵıa

lineal sobre X tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -slsc y cada conjunto τ -

secuencialmente compacto es τ -compacto. Entonces X tiene la τ -FPP si Rτ (X) < 2.

Recordemos que si {xn} es una sucesión τ -nula y acotada en norma en (X, ‖·‖), la

función Φ de tipo τ -nulo asociada a {xn} se define como Φ{xn}(x) = ĺım supn ‖xn−x‖.
Cuando τ es la topoloǵıa débil, las funciones de tipo w-nulo son w-slsc.

1.3. La Propiedad del Punto Fijo para Aplica-

ciones No Expansivas Multivaluadas

En esta sección introducimos algunas nociones y resultados conocidos relaciona-

dos con la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas, la

mayoŕıa de los cuales pueden encontrarse con más detalle en [82] y [83].

Previamente vamos a recordar el concepto de centro asintótico y algunos resul-

tados relacionados con él. El concepto de centro asintótico de sucesiones fue consid-

erado por primera vez por M. Edelstein [34] y posteriormente extendido por T.C.

Lim [58] para redes.

Definición 1.3.1. Sea C un subconjunto no vaćıo de un espacio de Banach X, D
un conjunto dirigido y {xα : α ∈ D} una red acotada en X. El radio asintótico y el

centro asintótico de la red {xα : α ∈ D} en C se definen, respectivamente, como

r(C, {xα}) = ı́nf{ĺım sup
α

‖xα − x‖ : x ∈ C}
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A(C, {xα}) = {x ∈ C : ĺım sup
α

‖xα − x‖ = r(C, {xα})}

siendo

ĺım sup
α

‖xα − x‖ = ı́nf{sup{‖xβ − x‖ : β ≥ α} : α ∈ D}.

La convexidad de C implica la convexidad de A(C, {xα}), aunque este conjunto

puede ser vaćıo. Suponiendo que las funciones de tipo τ -nulo son τ -semicontinuas

inferiormente, o bien que dichas funciones son τ -secuencialmente semicontinuas in-

feriormente y que los conjuntos τ -secuencialmente compactos son τ -compactos, se

tiene que A(C, {xα}) es un conjunto no vaćıo y τ -compacto si C lo es (ver [65], pág.

18 y 30).

Recordamos que, dado un espacio topológico (X, τ), una función f : X → R

se dice que es τ -semicontinua inferiormente (τ -lsc) si f−1((−∞, a]) es un conjunto

τ -cerrado para cada a ∈ R.

Definición 1.3.2. Una sucesión acotada (respectivamente una red) se dice que es

regular (resp. n-regular) con respecto a C si cada una de sus subsucesiones (resp.

subredes) tiene el mismo radio asintótico en C; y se dice que es asintóticamente

uniforme (resp. n-asintóticamente uniforme) con respecto a C si cada una de sus

subsucesiones (resp. subredes) tiene el mismo centro asintótico en C.

Observemos que si {xαν
: ν ∈ I} es una subred de la red {xα : α ∈ D},

entonces r(C, {xαν
}) ≤ r(C, {xα}). Además, si r(C, {xαν

}) = r(C, {xα}), entonces

A(C, {xα}) ⊆ A(C, {xαν
}).

El método de los centros asintóticos juega un papel importante en Teoŕıa del

Punto Fijo de aplicaciones no expansivas univaluadas y multivaluadas debido al

siguiente lema:

Lema 1.3.1. Sea C un subconjunto de un espacio de Banach X y {xn} una sucesión

acotada en X.



26 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(i) (Goebel [39], Lim [57]) Siempre existe una subsucesión de {xn} que es regular

con respecto a C.

(ii) (Kirk [51]) Si C es separable, entonces {xn} contiene una subsucesión que

es asintóticamente uniforme con respecto a C.

En general, como muestra el lema anterior, sólo tenemos garantizada la existencia

de sucesiones asintóticamente uniformes con respecto a un conjunto cuando dicho

conjunto es separable. Sin embargo, a continuación veremos que podemos prescindir

de la separabilidad si consideramos centros asintóticos de ultra redes.

Recordemos que una red {xα : α ∈ D} en un conjunto S se dice que está even-

tualmente en un subconjunto H ⊂ S si existe α0 ∈ D tal que xα ∈ H para todo

α ≥ α0.

Definición 1.3.3. Una red {xα : α ∈ D} en un conjunto S se dice que es una

ultra red (o red universal) si, dado un subconjunto G ⊂ S, o bien {xα : α ∈ D}
está eventualmente en G o bien {xα : α ∈ D} está eventualmente en S \ G.

La utilidad de las ultra redes procede de los siguientes resultados que pueden

encontrarse en ([40], página 157):

Toda red en un conjunto tiene una subred que es una ultra red.

Sean S1 y S2 dos conjuntos y f : S1 → S2. Si {xα : α ∈ D} es una ultra red

en S1, entonces {f(xα) : α ∈ D} es una ultra red en S2.

Si S es un compacto de un espacio topológico de Hausdorff y {xα : α ∈ D} es

una ultra red en S, entonces ĺımα xα existe.

Como consecuencia de estos hechos, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.3.1. ([65], Proposición 1.5.1) Sea X un espacio de Banach, C un

subconjunto débil compacto y convexo de X y {xα : α ∈ D} una ultra red acotada

en X, entonces {xα : α ∈ D} es n-asintóticamente uniforme con respecto a C.
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Denotaremos por CB(X) la familia de todos los subconjuntos no vaćıos cerrados

y acotados de X y por K(X) (resp. KC(X)) la familia de todos los subconjuntos

no vaćıos y compactos (resp. compactos y convexos) de X. Sobre CB(X) se tiene

la métrica de Hausdorff H dada por

H(A,B) := máx

{

sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}

, A,B ∈ CB(X)

donde para x ∈ X y E ⊂ X, d(x,E) := ı́nf{‖x − y‖ : y ∈ E} es la distancia del

punto x al subconjunto E.

Definición 1.3.4. Una aplicación multivaluada T : C → CB(X) se dice que es

k-contractiva (k ∈ [0, 1)) si

H(Tx, Ty) ≤ k‖x − y‖, x, y ∈ C,

y T se dice que es no expansiva si

H(Tx, Ty) ≤ ‖x − y‖, x, y ∈ C.

Una aplicación T : C → 2X se denomina φ-condensante (resp. k-φ-contractiva),

donde φ es una medida de no compacidad, si para cada subconjunto acotado B de

C con φ(B) > 0 se cumple la desigualdad

φ(T (B)) < φ(B) (resp. φ(T (B)) ≤ kφ(B))

siendo T (B) =
⋃

x∈B Tx.

Una aplicación multivaluada T : C → 2X \ {∅} se dice que es semicontinua

superiormente en C si {x ∈ C : Tx ⊂ V } es abierto en C siempre que V ⊂ X sea

abierto; T se dice que es semicontinua inferiormente si T−1(V ) := {x ∈ C : Tx∩V 6=
∅} es abierto en C siempre que V ⊂ X sea abierto. Se dice que T es continua si

es semicontinua superior e inferiormente. Otra definición de continuidad para un

operador multivaluado es la siguiente: T : X → CB(X) se dice que es continuo
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en X (con respecto a la métrica de Hausdorff H) si H(Txn, Tx) → 0 siempre que

xn → x. Ambas definiciones de continuidad son equivalentes si Tx es compacto para

cada x ∈ X (ver [3] y [17]).

Algunos teoremas de existencia de punto fijo para aplicaciones no expansivas

univaluadas ya han sido extendidos al caso multivaluado. Por ejemplo, el Principio

de Contracción de Banach fue extendido por S.B. Nadler [69] en 1969.

Teorema 1.3.1. ([69]) Sea C un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X

y T : C → CB(C) una contracción. Entonces T tiene un punto fijo, es decir, existe

x ∈ C tal que x ∈ Tx.

Sin embargo, muchos otros resultados todav́ıa no han podido ser extendidos.

Por ejemplo, se desconoce si es posible extender para aplicaciones multivaluadas el

famoso Teorema de Kirk (según el cual los espacios de Banach reflexivos con es-

tructura normal tienen la propiedad del punto fijo). No obstante, como vimos en

la Sección 1.1, hay diversas propiedades de los espacios de Banach que garantizan

estructura normal y reflexividad. De ah́ı que hayan ido surgiendo algunas respuestas

parciales al problema de extender el Teorema de Kirk, encaminadas a probar que

dichas propiedades implican la existencia de punto fijo para aplicaciones multivalu-

adas no expansivas.

En 1973 E. Lami Dozo dio el siguiente resultado de existencia de punto fijo para

espacios que satisfacen la propiedad de Opial.

Teorema 1.3.2. (Lami Dozo [55], Teorema 3.2) Sea X un espacio de Banach que

satisface la propiedad de Opial. Si C es un subconjunto débil compacto y convexo de

X y T : C → K(C) es una aplicación no expansiva, entonces T tiene punto fijo.

En 1974 T.C. Lim [57] dio un resultado similar para espacios uniformemente

convexos usando el método de Edelstein de los centros asintóticos [34].
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Teorema 1.3.3. (Lim [57]) Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo,

C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de X y T : C → K(C) una aplicación

no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En 1990 W.A. Kirk y S. Massa prueban la siguiente generalización del Teorema

de Lim usando centros asintóticos de sucesiones y de redes.

Teorema 1.3.4. (Kirk-Massa [52]) Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo

de un espacio de Banach X y T : C → KC(C) una aplicación no expansiva. Si el

centro asintótico en C de cada sucesión acotada de X es no vaćıo y compacto,

entonces T tiene un punto fijo.

Aunque no se tiene una caracterización completa de los espacios en los que los

centros asintóticos de sucesiones acotadas son compactos, śı se conocen algunos

resultados parciales, por ejemplo, los espacios k-uniformemente convexos cumplen

dicha condición [51]. Sin embargo, en los espacios NUC el centro asintótico de una

sucesión acotada con respecto a un subconjunto cerrado, acotado y convexo no es

necesariamente compacto [54].

El análisis de la importancia del centro asintótico en el Teorema de Kirk-Massa

llevó a T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo al estudio de algunas conexiones entre

los centros asintóticos y la geometŕıa de ciertos espacios. Aśı pues, en [30] Domı́nguez

y Lorenzo obtienen la siguiente relación entre el centro asintótico de una sucesión

acotada y el módulo de convexidad no compacta con respecto a las medidas β y χ.

Recordemos que, si D es un subconjunto acotado de X, el radio de Chebyshev de

D relativo a C se define como

rC(D) = ı́nf {sup{‖x − y‖ : y ∈ D} : x ∈ C} .

Teorema 1.3.5. ([30], Teorema 3.4) Sea C un subconjunto cerrado y convexo de un

espacio de Banach reflexivo X y {xn} una sucesión acotada en C que es regular con

respecto a C. Entonces

rC(A(C, {xn})) ≤ (1 − ∆X,β(1−))r(C, {xn}).
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Además, si X satisface la propiedad de Opial no estricta, entonces

rC(A(C, {xn})) ≤ (1 − ∆X,χ(1−))r(C, {xn}).

Las desigualdades anteriores dan lugar a un método iterativo que reduce en cada

paso el valor del radio de Chebyshev para una cadena de centros asintóticos. Como

consecuencia, Domı́nguez y Lorenzo deducen en [32] la siguiente extensión parcial

del Teorema de Kirk que, en particular, garantiza que los espacios casi uniforme-

mente convexos tienen la propiedad del punto fijo para aplicaciones multivaluadas

no expansivas.

Teorema 1.3.6. ([32], Teorema 3.5) Sea C un subconjunto no vaćıo cerrado, acotado

y convexo de un espacio de Banach X tal que εβ(X) < 1. Sea T : C → KC(C) una

aplicación no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Nótese que en los anteriores resultados de punto fijo para aplicaciones multival-

uadas no expansivas, el rango de la aplicación está contenido en su dominio. No

obstante, hay un estudio paralelo para aplicaciones con imagen en un conjunto may-

or que su dominio. Por ejemplo, a continuación enunciamos las extensiones de los

teoremas de Nadler, Lim, Kirk-Massa y Domı́nguez-Lorenzo para aplicaciones cuyo

rango no está contenido en su dominio.

Teorema 1.3.7. ([60]) Sea C un subconjunto no vaćıo y cerrado de un espacio de

Banach X y T : C → 2X \ {∅} una contracción con valores cerrados y tal que

Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C,

donde IC(x) es el conjunto “hacia dentro”de x con respecto a C definido por

IC(x) := {x + λ(y − x) : λ ≥ 0, y ∈ C} .

Entonces T tiene un punto fijo.
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Teorema 1.3.8. ([59], [83]) Sea C un subconjunto no vaćıo, cerrado, acotado y

convexo de un espacio de Banach X uniformemente convexo y T : C → K(X) una

aplicación no expansiva tal que Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C. Entonces T tiene un

punto fijo.

Teorema 1.3.9. ([82], Teorema 2.3.1) Sea C un subconjunto no vaćıo, cerrado,

acotado y convexo de un espacio de Banach X y T : C → KC(X) una aplicación

no expansiva tal que Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C. Si el centro asintótico en C de

cada sucesión acotada de X es no vaćıo y compacto, entonces T tiene un punto fijo.

Teorema 1.3.10. ([31], Teorema 3.6) Sea X un espacio de Banach tal que εβ(X) <

1, C un subconjunto cerrado, acotado, convexo y separable de X y T : C → KC(X)

una aplicación no expansiva y 1-χ-contractiva tal que T (C) es acotado y Tx ⊂ IC(x)

para todo x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

Cuando X es un espacio de Banach reflexivo que verifica la propiedad de Opial

no estricta, se prueba en ([65], Teorema 3.2.5) usando propiedades de conjuntos χ-

minimales, que la χ-contractividad está impĺıcita en la no expansividad y, por tanto,

puede omitirse en el Teorema 1.3.10. Teniendo en cuenta dicha observación, en [31]

se enuncia el siguiente resultado en el que se reemplaza εβ(X) por la caracteŕıstica

de no compacidad respecto a la medida de Hausdorff.

Teorema 1.3.11. ([31], Teorema 3.7) Sea X un espacio de Banach con la propiedad

de Opial no estricta y tal que εχ(X) < 1. Sea C un subconjunto cerrado, acotado,

convexo y separable de X y T : C → KC(X) una aplicación no expansiva tal que

T (C) es acotado y Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.





Caṕıtulo 2

Módulo universal

infinito-dimensional y aplicaciones

en Teoŕıa del Punto Fijo

C. Beńıtez, K. Przeslawski y D. Yost estudiaron en [8] un módulo bidimensional

para espacios normados, llamado módulo de cuadratura, que puede ser considera-

do, a la vez, como una medida de la convexidad y suavidad uniforme del espacio

(ver Sección 1.1). Puesto que dichas propiedades tienen interesantes versiones de

carácter infinito-dimensional (que se conocen con el nombre de casi convexidad uni-

forme y casi suavidad uniforme), es natural plantearse la existencia de un módulo que

caracterice estas propiedades. Por ello, inspirándose en la definición y en el compor-

tamiento del módulo de cuadratura, T. Domı́nguez Benavides y S. Prus definieron

un módulo de carácter infinito-dimensional adecuado simultáneamente para la casi

convexidad uniforme y casi suavidad uniforme.

El objetivo de este caṕıtulo es realizar un estudio de este nuevo módulo similar

al que hicieron Beńıtez, Przeslawski y Yost en [8] sobre el módulo de cuadratura.

Como en la definición del nuevo módulo interviene la convergencia débil, parece

natural preguntarse qué ocurre cuando reemplazamos la topoloǵıa débil por una

33
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topoloǵıa τ arbitraria. La respuesta es que, bajo ciertas condiciones, los resulta-

dos obtenidos para el módulo infinito-dimensional respecto de una topoloǵıa τ son

análogos a los obtenidos para la topoloǵıa débil. Por ello, con el fin de que los resul-

tados recogidos en este caṕıtulo sean más generales, realizamos el estudio del nuevo

módulo respecto de una topoloǵıa τ arbitraria.

En la Sección 2.1 definimos el nuevo módulo infinito-dimensional y calculamos

el valor de dicho módulo en algunos espacios clásicos. En particular, cabe destacar

que ha sido posible el cálculo del módulo infinito-dimensional en los espacios de

sucesiones ℓp con 1 ≤ p ≤ ∞, mientras que el módulo de cuadratura sólo es conocido

para p = 1, p = 2 y p = ∞.

En la Sección 2.2 se estudian algunas propiedades básicas del nuevo módulo

(crecimiento, convexidad, continuidad respecto de su variable, continuidad respecto

de la distancia de Banach-Mazur, ...) y se compara el módulo infinito-dimensional

con el módulo de cuadratura.

En la Sección 2.3 se muestran las caracterizaciones de τ -casi convexidad uniforme

y τ -casi suavidad uniforme en función del módulo infinito-dimensional. Dichas carac-

terizaciones son análogas a las obtenidas en [8] para convexidad y suavidad uniforme

a través del módulo de cuadratura.

En la Sección 2.4 se obtiene una condición suficiente para que un espacio tenga

τ -estructura normal uniforme en función del módulo infinito-dimensional. A con-

tinuación se da una condición suficiente para que un espacio de Banach tenga la

propiedad del punto fijo a través del coeficiente Rτ (X), que permite obtener resul-

tados de existencia de punto fijo en ausencia de τ -estructura normal.

En la Sección 2.1 mostramos el valor del módulo infinito-dimensional en los

espacios de funciones Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida.

Como los espacios de Orlicz son una generalización natural de los espacios Lp(µ), en

la Sección 2.5 nuestro objetivo es estimar el valor del módulo infinito-dimensional

en dichos espacios.
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2.1. Módulo universal infinito-dimensional con re-

specto a una topoloǵıa τ : Definición

A lo largo de todo el caṕıtulo X será un espacio de Banach y τ una topoloǵıa

lineal sobre X tal que la norma es τ -secuencialmente semicontinua inferiormente (τ -

slsc), esto es, ‖x‖ ≤ ĺım infn ‖xn‖ para cada sucesión {xn} τ -convergente a x ∈ X.

En particular, cuando w es la topoloǵıa débil, se tiene que la norma es w-slsc.

Definición 2.1.1. Para cada β ∈ (0, 1), el módulo universal infinito-dimensional

con respecto a τ se define como

ζX,τ (β) = sup

{

ĺım inf
n→∞

‖xn − y‖
1 − ‖x‖

}

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones {xn} ⊂ Bβ tales que τ −
ĺımn xn = x 6= 0 con ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β e y = x

‖x‖
, donde τ − limnxn denota el

ĺımite de la sucesión {xn} con respecto a τ y Bβ denota la bola cerrada de centro 0

y radio β.

Cuando τ es la topoloǵıa débil, el módulo universal infinito-dimensional se denota

simplemente por ζX(·).

Observación 2.1.1. Sea {xn} ⊂ Bβ una sucesión τ -convergente a x 6= 0 tal que

ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β e y = x/‖x‖. Como la norma ‖ · ‖ es τ -slsc, se tiene ‖x‖ ≤ β

y, por tanto,

ĺım inf
n

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ ĺım inf

n

‖xn − x‖
1 − ‖x‖ +

‖x − y‖
1 − ‖x‖ ≤ β

1 − β
+ 1 =

1

1 − β
.

Por otra parte, usando también que la norma es τ -slsc deducimos la siguiente cota

inferior

ĺım inf
n→∞

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≥ ‖x − y‖

1 − ‖x‖ = 1.

Por tanto, para cada β ∈ (0, 1) tenemos las siguientes desigualdades

1 ≤ ζX,τ (β) ≤ 1

1 − β
.
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En el siguiente teorema veremos que ambos valores extremos se alcanzan en

algunos espacios.

Teorema 2.1.1. 1. Si X satisface la propiedad de Schur, esto es, toda sucesión

débilmente convergente converge en norma, entonces ζX(β) = 1 para cualquier

β ∈ (0, 1).

2. Para cada β ∈ (0, 1)

ζℓ∞(β) =
1

1 − β
.

3. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva σ-finita. Para cada 1 ≤ p < +∞,

consideramos el espacio de Banach Lp(µ) con la norma usual y la topoloǵıa de

la convergencia local en medida (clm). Entonces, para cada β ∈ (0, 1)

ζLp(µ),clm(β) =
(βp + (1 − βq)p−1)1/p

(1 − βq)1/q
si 1 < p < +∞,

ζL1(µ),clm(β) = 1 + β.

4. Si 1 < p < ∞, entonces para cada β ∈ (0, 1) se tiene

ζℓp
(β) =

(βp + (1 − βq)p−1)1/p

(1 − βq)1/q
.

En particular, para p = 2 se tiene

ζℓ2(β) = ξℓ2(β) =
1

√

1 − β2
para cada β ∈ (0, 1).

5. Para cada β ∈ (0, 1)

ζc0(β) = máx

(

1,
β

1 − β

)

.

6. Si 1 ≤ p < ∞, entonces para cada β ∈ (0, 1)

ζℓp,∞
(β) =

(

1 +
βp

(1 − β)p

)1/p

.
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Demostración:

1. Obvio

2. Denotamos 1 :=
∑∞

k=1 ek y consideramos la sucesión xn = β(1 − en) ∈ Bβ

que converge débilmente a β1 =: x con ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β. Además, como

y = x/‖x‖ = 1, se tiene que ‖xn − y‖ = 1 para cada n, lo cual implica

ζℓ∞(β) ≥ 1

1 − β

y, teniendo en cuenta la observación anterior, deducimos que

ζℓ∞(β) =
1

1 − β
para cada β ∈ (0, 1).

3. Usando el Lema de Fatou y teniendo en cuenta que cada sucesión clm-con-

vergente tiene una subsucesión que converge al mismo ĺımite e.c.t., podemos

deducir que la norma ‖ · ‖p es clm-slsc para cada p ∈ [1, +∞). Además, el

siguiente resultado se puede deducir de [9]: Si {fn} es una sucesión clm-nula

en Lp(µ), 1 ≤ p < +∞, y f es una función en Lp(µ), entonces

ĺım inf
n→∞

‖fn − f‖p
p = ‖f‖p

p + ĺım inf
n→∞

‖fn‖p
p. (2.1)

Tras este recordatorio, vamos a calcular ζLp(µ),clm(β). Sea {fn} ⊂ Bβ una suce-

sión clm-convergente a f con ĺım infn ‖fn − f‖ ≤ β y g = f/‖f‖. Denotando

A = ‖f‖p y aplicando (2.1) obtenemos

βp ≥ ĺım inf
n

‖fn‖p
p = Ap + ĺım inf

n
‖fn − f‖p

p

y

ĺım inf
n

‖fn − g‖p
p

(1 − ‖f‖p)p
=

‖f − g‖p
p

(1 − ‖f‖p)p
+ ĺım inf

n

‖fn − f‖p
p

(1 − ‖f‖p)p
≤ 1 +

βp − Ap

(1 − A)p
.

La función F (A) = (βp−Ap)/(1−A)p alcanza su máximo en [0, β] en el punto

A = βq con 1/q = 1− 1/p si p 6= 1 y en el punto A = 0 si p = 1. Sustituyendo
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dichos valores deducimos que

ζLp(µ),clm(β) ≤ (βp + (1 − βq)p−1)1/p

(1 − βq)1/q
si p 6= 1

ζL1(µ),clm(β) ≤ 1 + β.

Considerando la sucesión

fn = βq 1

µ(Ω1)1/p
χΩ1

+ β(1 − βq)1/p 1

µ(Ωn)1/p
χΩn

se obtiene la igualdad para p 6= 1. Si p = 1, considerando

fn = β

(

a

µ(Ω1)
χΩ1

+
1 − a

µ(Ωn)
χΩn

)

con a ∈ (0, 1) arbitrario, obtenemos

ζL1(µ),clm(β) ≥ 1 +
β(1 − a)

1 − βa
.

Haciendo tender a hacia 0, tenemos ζL1(µ),clm(β) ≥ 1 + β, de donde se deduce

la igualdad.

4. Es un caso particular de (3) porque, cuando Ω = N y µ es la medida cardi-

nal definida sobre los subconjuntos de N, la convergencia local en medida es

equivalente a la convergencia débil para sucesiones acotadas en ℓp con p > 1.

5. Sea {xn} ⊂ Bβ una sucesión débilmente convergente a x (lo cual implica

ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β, porque c0 satisface la propiedad de Opial no estricta).

Tomando una subsucesión, si fuera necesario, podemos suponer que

sop (xn − x) ∩ sop (x − y) = ∅

donde para cada x = (xk) denotamos sop x = {k : xk 6= 0}. Aśı pues, se tiene

ĺım inf
n

‖xn − y‖ = ĺım inf
n

‖xn − x + x − y‖ =
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= máx(ĺım inf
n

‖xn − x‖, ‖x − y‖) ≤ máx(β, 1 − ‖x‖).

Por tanto,

ζco
(β) ≤ máx(β, 1 − ‖x‖)

1 − ‖x‖ ≤ máx

(

β

1 − β
, 1

)

.

Considerando la sucesión xn = β(e1 + en) se obtiene la igualdad.

6. Sea {xn} ⊂ Bβ una sucesión débilmente convergente a x (lo cual implica

ĺım infn ‖xn − x‖p,∞ ≤ β, porque ℓp,∞ satisface la propiedad de Opial no es-

tricta). Tomando una subsucesión, si fuera necesario, podemos suponer que

sop (xn − x) ∩ sop (x − y) = ∅.

Usando (2.1) podemos deducir

ĺım inf
n

‖xn − y‖p
p,∞ = máx

{

ĺım inf
n

‖(xn − y)+‖p
p, ĺım inf

n
‖(xn − y)−‖p

p

}

=

= máx
{

ĺım inf
n

‖(xn − x)+ + (x − y)+‖p
p, ĺım inf

n
‖(xn − x)− + (x − y)−‖p

p

}

=

= máx
{

ĺım inf
n

‖(xn − x)+‖p
p + ‖(x − y)+‖p

p, ĺım inf
n

‖(xn − x)−‖p
p + ‖(x − y)−‖p

p

}

≤

≤ ĺım inf
n

‖xn − x‖p
p,∞ + ‖x − y‖p

p,∞ ≤ βp + (1 − ‖x‖p,∞)p.

Por tanto obtenemos

ζℓp,∞
(β) ≤

(

βp

(1 − β)p
+ 1

)1/p

y este valor se alcanza para xn = β(e1 − en).
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2.2. Algunas propiedades del módulo universal in-

finito-dimensional

Estudiamos a continuación algunas propiedades básicas del nuevo módulo, tales

como crecimiento, convexidad, continuidad respecto de su variable y continuidad

respecto de la distancia de Banach-Mazur. El siguiente resultado es obvio:

Proposición 2.2.1. La función ζX,τ (·) es creciente.

Nótese que, en general, ζX,τ (·) no es estrictamente creciente. Basta considerar,

por ejemplo, un espacio de Banach X con la propiedad de Schur o X = c0 (ver

Teorema 2.1.1).

El módulo de convexidad no es necesariamente una función convexa (ver [64]

o [40] Ejemplo 5.8). Sin embargo, como veremos en la siguiente proposición, este

nuevo módulo śı es convexo.

Proposición 2.2.2. ζX,τ (·) es una función convexa y, por tanto, es continua en

(0, 1).

Demostración: Consideremos 0 < β1 < β2 < 1 y 0 < t < 1. Hay que demostrar

ζX,τ (tβ1 + (1 − t)β2) ≤ tζX,τ (β1) + (1 − t)ζX,τ (β2).

Sea {xn} ⊂ Btβ1+(1−t)β2
tal que τ− ĺımn xn = x con ĺım infn ‖xn−x‖ ≤ tβ1+(1−t)β2

e y = x/‖x‖. Basta encontrar dos sucesiones {x1
n} ⊂ Bβ1

, {x2
n} ⊂ Bβ2

tales que

ĺım inf
n→∞

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ t ĺım inf

n

‖x1
n − y1‖

1 − ‖x1‖ + (1 − t) ĺım inf
n

‖x2
n − y2‖

1 − ‖x2‖ .

Consideremos para i = 1, 2

xi
n =

βi

tβ1 + (1 − t)β2

xn
τ→ βi

tβ1 + (1 − t)β2

x = xi yi =
xi

‖xi‖ =
x

‖x‖ = y.

Usando la convexidad de la norma, tenemos la siguiente desigualdad

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ t‖x1

n − y1‖ + (1 − t)‖x2
n − y2‖

t(1 − ‖x1‖) + (1 − t)(1 − ‖x2‖) .
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Por otra parte, si consideramos

zn = λx2 + (1 − λ)x2
n = µy + (1 − µ)x1

n

con

λ =
1 − β1

β2

1 − ‖x1‖ ∈ (0, 1) y µ =
1 − β1

β2

1 − ‖x1‖‖x
2‖ ∈ (0, 1)

tenemos

‖zn − y‖ = (1 − µ)‖x1
n − y‖

x2 = (1 − µ)x1 + µy ⇒ 1 − ‖x2‖ = (1 − µ)(1 − ‖x1‖).

Además, usando que la norma es convexa y τ -slsc, obtenemos

ĺım inf
n

‖zn − y‖ ≤ λ‖x2 − y‖ + (1 − λ) ĺım inf
n

‖x2
n − y‖ ≤ ĺım inf

n
‖x2

n − y‖

de donde deducimos

ĺım inf
n

‖x1
n − y‖

1 − ‖x1‖ = ĺım inf
n

‖zn − y‖
1 − ‖x2‖ ≤ ĺım inf

n

‖x2
n − y‖

1 − ‖x2‖ .

Aśı pues, aplicando la siguiente desigualdad

ta + (1 − t)c

tb + (1 − t)d
≤ t

a

b
+ (1 − t)

c

d

que es cierta para 0 < t ≤ 1 y a, b, c, d > 0 con b ≥ d y a/b ≤ c/d ([8], Lema 1.3),

obtenemos la desigualdad deseada.

Este resultado de continuidad será usado para obtener la siguiente relación entre

el módulo ζ y el módulo de cuadratura ξ, según la cual este nuevo módulo es un

refinamiento del anterior.

Teorema 2.2.1. ζX,τ (β) ≤ ξX(β) para cualquier β ∈ (0, 1).

Demostración: Sea {xn} una sucesión en Bβ τ -convergente a x 6= 0 con

ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β. Sea γ > 1 arbitrario y zn ∈ [xn, γy] tal que ‖zn‖ = 1.
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Existe λn ∈ (0, 1) tal que zn = λnγy + (1 − λn)xn. Podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que {λn} es convergente hacia algún λ. Aśı pues, obtenemos ‖λγy +

(1 − λ)x‖ ≤ 1, que implica

‖x‖
∣

∣

∣

∣

λγ

‖x‖ + 1 − λ

∣

∣

∣

∣

≤ 1

de donde deducimos

λ(γ − ‖x‖) ≤ 1 − ‖x‖,

y, por tanto,

1 − λ ≥ γ − 1

γ − ‖x‖ .

Sea c < 1 arbitrario. Para n suficientemente grande (n > n0(c, γ)) tenemos

1 − λn ≥ c
γ − 1

γ − ‖x‖ .

Aśı,

ξX(β) ≥ ‖γy − zn‖
γ − 1

=
(1 − λn)‖γy − xn‖

γ − 1
≥ c

‖γy − xn‖
γ − ‖x‖ .

Por consiguiente,

ξX(β) ≥ c ĺım inf
n

‖γy − xn‖
γ − ‖x‖ = c ĺım inf

n

∥

∥

∥
y − xn

γ

∥

∥

∥

1 − ‖x‖
γ

.

Tomando supremo obtenemos ξX(β) ≥ c ζX,τ (β/γ). Como ζX,τ (·) es continua y c es

arbitrario, haciendo tender γ a 1+, se obtiene ξX(β) ≥ ζX,τ (β).

Nótese que, en el caso del espacio de sucesiones ℓ2 con la topoloǵıa débil, la

estimación es óptima ya que, como vimos en el Teorema 2.1.1, ζℓ2(β) = ξℓ2(β) para

todo β ∈ (0, 1).

A continuación estudiamos la continuidad del módulo ζ respecto de la distancia

de Banach-Mazur.
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Teorema 2.2.2. Sean X e Y dos espacios de Banach isomorfos cuya distancia de

Banach-Mazur es menor que 1 + δ con δ ≤ 1. Entonces, para cada β ∈ (0, 1), se

tiene

|ζX,τ (β) − ζY,τ (β)| ≤ 2δ

(1 − β)2
.

Demostración: Como X e Y son espacios de Banach isomorfos con d(X,Y ) <

1 + δ, podemos considerar X e Y como el mismo espacio vectorial dotado con dos

normas equivalentes, ‖ · ‖ y ||| · ||| respectivamente, tales que

‖x‖ ≤ |||x||| ≤ (1 + δ)‖x‖

para cada x ∈ X. Sea {xn} ⊂ BX(0, β) una sucesión tal que xn
τ→ x con ĺım infn ‖xn−

x‖ ≤ β e y = x/‖x‖. Consideremos la sucesión x′
n = 1

1+δ
xn ∈ BY (0, β) que es τ -

convergente a x′ = 1
1+δ

x con ĺım infn |||x′
n − x′||| ≤ β. Para y′ = x′

|||x′|||
= x

|||x|||
se

tiene

‖xn − y‖ − |||x′
n − y′||| ≤ |||xn − y||| − |||x′

n − y′||| ≤ |||xn − y − x′
n + y′||| ≤

≤ |||xn − x′
n||| + |||y′ − y||| = |||xn|||

∣

∣

∣

∣

1 − 1

1 + δ

∣

∣

∣

∣

+ |||x|||
∣

∣

∣

∣

1

|||x||| −
1

‖x‖

∣

∣

∣

∣

≤

≤ |||xn|||
δ

1 + δ
+

|||x|||
‖x‖ − 1 ≤ βδ + δ = δ(1 + β).

Por otra parte

1 − |||x′||| ≤ 1 − 1

1 + δ
‖x‖ = 1 − ‖x‖ +

δ

1 + δ
‖x‖ ≤ 1 − ‖x‖ +

βδ

1 + δ
.

Aśı pues,
‖xn − y‖
1 − ‖x‖ − |||x′

n − y′|||
1 − |||x′||| ≤

≤ ‖xn − y‖
1 − ‖x‖ − ‖xn − y‖ − δ(1 + β)

1 − ‖x‖ + βδ
1+δ

=

=
‖xn − y‖ βδ

1+δ
+ δ(1 + β)(1 − ‖x‖)

(1 − ‖x‖)
(

1 − ‖x‖ + βδ
1+δ

) ≤
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≤ ‖xn − y‖
1 − ‖x‖

βδ
1+δ

1 − ‖x‖ +
δ(1 + β)

1 − ‖x‖ ≤

≤ 1 + β

1 − β

βδ
1+δ

1 − β
+

δ(1 + β)

1 − β
=

=
(1 + β) βδ

1+δ
+ δ(1 + β)(1 − β)

(1 − β)2
=

=
β2
(

δ
1+δ

− δ
)

+ β δ
1+δ

+ δ

(1 − β)2
≤

≤
β δ

1+δ
+ δ

(1 − β)2
≤ 2δ

(1 − β)2

lo cual implica
|||x′

n − y′|||
1 − |||x′||| ≥ ‖xn − y‖

1 − ‖x‖ − 2δ

(1 − β)2
.

Por tanto,

ζY,τ (β) ≥ ζX,τ (β) − 2δ

(1 − β)2
.

Un argumento simétrico prueba que ζX,τ (β) ≥ ζY,τ (β) − 2δ/(1 − β)2.

2.3. Relación del módulo infinito-dimensional con

las propiedades de τ-casi convexidad uniforme

y τ-casi suavidad uniforme

En esta sección vamos a mostrar caracterizaciones de los espacios τ -casi uni-

formemente convexos y τ -casi uniformemente suaves, dadas a través del módulo

infinito-dimensional, análogas a las caracterizaciones de los espacios uniformemente

convexos y uniformemente suaves obtenidas por Beńıtez, Przeslawski y Yost [8] a

través del módulo de cuadratura.
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La caracterización de los espacios casi uniformemente convexos se deducirá como

consecuencia de los siguientes lemas en los que estudiamos la relación entre el módulo

ζ y la caracteŕıstica de τ -NUC del espacio.

Lema 2.3.1. Para cualquier β ∈ (0, 1), se tiene

ζX,τ (β) ≥ (β/2)∆0,τ (X) + β − 1

1 − β
.

Demostración: Si ∆0,τ (X) = 0, la desigualdad es obvia. Si ∆0,τ (X) > 0, sea

0 < c < ∆0,τ (X). Para cualquier η > 0 existe una sucesión {zn} en BX τ -convergente

a z, tal que ‖zn−z‖ ≥ c y ‖z‖ ≥ 1−η. Consideremos la sucesión xn = β
2
(zn+z) ∈ Bβ

que es τ -convergente a x = βz con ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β. Sea y = x/‖x‖ = z/‖z‖,
entonces se tiene

‖xn − y‖ ≥ ‖xn − x‖ − ‖x − y‖ ≥ β

2
c + ‖x‖ − 1 ≥ β

2
c + β(1 − η) − 1.

Por tanto,
‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≥ (β/2)c + β(1 − η) − 1

1 − β(1 − η)
.

Haciendo tender η → 0 y luego c → ∆0,τ (X), obtenemos la desigualdad establecida.

Cuando el espacio satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a τ ,

la estimación anterior puede mejorarse como mostramos en el siguiente lema.

Lema 2.3.2. Si X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a τ ,

entonces para cualquier β ∈ (0, 1)

ζX,τ (β) ≥ β∆0,τ (X)

1 − β
.

Demostración: Usando los argumentos de la prueba del lema anterior y con-

siderando la sucesión xn = βzn ∈ Bβ que es τ -convergente a x = βz con ĺım infn ‖xn−
x‖ ≤ β, se obtiene la desigualdad del enunciado.
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En ([8], Teorema 2.5) Beńıtez, Przeslawski y Yost probaron que

ĺım
β→1

(1 − β)ξX(β) = ε0(X).

En el siguiente lema mostramos que hay una relación similar entre el módulo infinito-

dimensional y la caracteŕıstica de τ -NUC en los espacios que verifican la propiedad

de Opial no estricta.

Lema 2.3.3.

1/2∆0,τ (X) ≤ ĺım inf
β→1

(1 − β)ζX,τ (β) ≤ ĺım sup
β→1

(1 − β)ζX,τ (β) ≤ ∆0,τ (X).

En particular, si X satisface la propiedad de Opial no estricta con respecto a τ ,

entonces

ĺım
β→1

(1 − β)ζX,τ (β) = ∆0,τ (X).

Demostración: Del Lema 2.3.1 deducimos que

ĺım inf
β→1

(1 − β)ζX,τ (β) ≥ 1/2∆0,τ (X).

En particular, si X satisface la propiedad de Opial no estricta, del Lema 2.3.2 se

deduce que ĺım infβ→1(1 − β)ζX,τ (β) ≥ ∆0,τ (X).

Para probar la otra desigualdad, consideramos cualquier sucesión {xn} en Bβ τ -

convergente a x con ĺım infn ‖xn−x‖ ≤ β. Sea y = x/‖x‖, tomando una subsucesión,

si fuera necesario, podemos suponer que existen los siguientes ĺımites ĺımn ‖xn − y‖,
ĺımn ‖xn‖ = α ≤ β y ĺımn ‖xn −x‖ = ǫ ≤ β. Para η ∈ (0, 1−β) arbitrario, podemos

suponer que |‖xn − x‖ − ǫ| < η y |‖xn‖ − α| < η para cada n natural. Elegimos

p ∈ (0, 1) y definimos para β ∈ (0, 1)

rp(β) = sup {ǫ ≥ 0 : ∆X,τ (ǫ) < (1 − β)p} .

Es fácil ver que rp(·) es una función no creciente. Veamos que

ĺım
β→1−

rp(β) ≤ ∆0,τ (X).



2.3. RELACIÓN CON τ -NUC Y τ -NUS 47

De lo contrario, existiŕıa un número c tal que rp(β) > c > ∆0,τ (X) para cualquier

β < 1. Si elegimos ε(β) ∈ (c, rp(β)) tal que ∆X,τ (ε(β)) < (1 − β)p, obtenemos

∆X,τ (c) ≤ (1 − β)p para cualquier β < 1, lo que implica ∆X,τ (c) = 0 que está en

contradicción con c > ∆0,τ (X).

Tenemos las siguientes desigualdades

‖x‖ ≤ (α + η)

(

1 − ∆X,τ

(

ǫ

α + η

))

≤ (α + η)(1 − ∆X,τ (ǫ))

‖xn − y‖ ≤ ‖xn − x‖ + ‖x − y‖ ≤ ǫ + η + 1 − ‖x‖

que implica
‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ ǫ + η

1 − ‖x‖ + 1.

Si ǫ > rp(β), entonces ∆X,τ (ǫ) ≥ (1 − β)p y

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ β + η

1 − (β + η)(1 − (1 − β)p)
+ 1.

Si ǫ ≤ rp(β), tenemos
‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≤ rp(β) + η

1 − β
+ 1.

En ambos casos, como η es arbitrario, se obtiene

ĺım sup
β→1

(1 − β)ζX,,τ (β) ≤

≤ máx

{

ĺım sup
β→1

(1 − β)
β

1 − β + β(1 − β)p
+ 1 − β, ĺım sup

β→1
rp(β) + 1 − β

}

≤

≤ máx

{

0, ĺım sup
β→1

rp(β)

}

≤ ∆0,τ (X).

Como consecuencia del Lema 2.3.3 se deduce el siguiente resultado que muestra

que el comportamiento del módulo ζ para valores de β próximos a 1 está relacionado

con la casi convexidad uniforme.



48 CAPÍTULO 2. MÓDULO UNIVERSAL INFINITO-DIMENSIONAL

Teorema 2.3.1. Un espacio de Banach X es τ -NUC si y sólo si X es reflexivo y

ĺım
β→1

(1 − β)ζX,τ (β) = 0.

En el siguiente teorema mostramos que el comportamiento del módulo ζ para

valores de β próximos a 0 está relacionado con la casi suavidad uniforme.

Teorema 2.3.2. Un espacio de Banach X es τ -NUS si y sólo si

ζ ′
X,τ (0) = ĺım

β→0

ζX,τ (β) − 1

β
= 0.

Demostración: Suponemos que X es τ -NUS. Sea ǫ > 0 arbitrario y η = η(ǫ)

dado por la definición de τ -NUS. Tomamos β < η/(1+η). Sea {xn} una sucesión en

Bβ τ -convergente a x con ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β < η. Podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que existe ĺımn ‖y − xn‖ y ĺımn ‖x − xn‖/(1 − ‖x‖) =: t, siendo

y = x/‖x‖. Entonces, tenemos

‖y − xn‖ = ‖y − x‖
∥

∥

∥

∥

y − x

‖y − x‖ +
x − xn

‖y − x‖

∥

∥

∥

∥

=

= (1 − ‖x‖)
∥

∥

∥

∥

y − x

‖y − x‖ +
‖x − xn‖
1 − ‖x‖

x − xn

‖x − xn‖

∥

∥

∥

∥

≤

≤ (1 − ‖x‖)
∥

∥

∥

∥

y − x

‖y − x‖ + t
x − xn

‖x − xn‖

∥

∥

∥

∥

+ (1 − ‖x‖)
∣

∣

∣

∣

t − ‖x − xn‖
1 − ‖x‖

∣

∣

∣

∣

.

Como

t = ĺım
n

‖x − xn‖
1 − ‖x‖ ≤ β

1 − β
< η,

tenemos

‖y − xn‖ ≤ (1 − ‖x‖)(1 + ǫt) + (1 − ‖x‖)
∣

∣

∣

∣

t − ‖x − xn‖
1 − ‖x‖

∣

∣

∣

∣

≤

≤ (1 − ‖x‖)
(

1 +
ǫβ

1 − β
+

∣

∣

∣

∣

t − ‖x − xn‖
1 − ‖x‖

∣

∣

∣

∣

)
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para infinitos n. Aśı pues

ζX,τ (β) ≤ 1 +
ǫβ

1 − β

que implica

0 ≤ ζX,τ (β) − 1

β
≤ ǫ

1 − β
para β <

η

1 + η
.

Por tanto

0 ≤ ĺım inf
β→0

ζX,τ (β) − 1

β
≤ ĺım sup

β→0

ζX,τ (β) − 1

β
≤ ǫ.

Como ǫ es arbitrario, se obtiene ζ ′
X,τ (0) = 0.

Rećıprocamente, supongamos que X no es τ -NUS. Entonces existe ǫ0 > 0 tal que

para cada η > 0 existe t ∈ (0, η) y una sucesión τ -nula {un} en BX cumpliendo

‖u1 + tun‖ > 1 + ǫ0t para todo n natural. Sea η > 0 arbitrario y a = βǫ0/2

con β suficientemente pequeño tal que t = a/(1 − a). Consideremos la sucesión

xn = a(u1 − un)/‖u1‖ que es τ -convergente a au1/‖u1‖ =: x. Como

1 + ǫ0
a

1 − a
<

∥

∥

∥

∥

u1 +
a

1 − a
un

∥

∥

∥

∥

≤ ‖u1‖ +
a

1 − a

y a/(1 − a) < 1 obtenemos

‖u1‖ ≥ 1 + (ǫ0 − 1)
a

1 − a
> ǫ0.

Aśı, ‖xn‖ ≤ 2a/ǫ0 = β, ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β y para y = x/‖x‖ = u1/‖u1‖ se tiene

‖y − xn‖ = ‖y − x‖
∥

∥

∥

∥

y − x

‖y − x‖ +
x − xn

‖y − x‖

∥

∥

∥

∥

= ‖y − x‖
∥

∥

∥

∥

u1

‖u1‖
+

a

1 − a

un

‖u1‖

∥

∥

∥

∥

≥

≥ ‖y − x‖
‖u1‖

(

1 + ǫ0
a

1 − a

)

≥ (1 − ‖x‖)
(

1 + ǫ0
a

1 − a

)

.

Por tanto,

ζX,τ (β) ≥ 1 + ǫ0
a

1 − a

que implica
ζX,τ (β) − 1

β
≥ ǫ2

0

2 − βǫ0
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y

ĺım inf
β→0

ζX,τ (β) − 1

β
≥ ǫ2

0

2
> 0.

Observación 2.3.1. En 1997 S. Prus [75] define la clase de los espacios de Banach

UNC (uniformly noncreasy), que contiene todos los espacios uniformemente convexos

y uniformemente suaves. Más tarde, en 2001, J. Garćıa-Falset, E. Llorens-Fuster y

E.M. Mazcuñán Navarro [37] dan una generalización de dicha noción definiendo

la propiedad de ser r-UNC (r-uniformly noncreasy) con r ∈ (0, 2]. Seŕıa, pues,

interesante obtener una caracterización de los espacios de Banach que son UNC o

r-UNC a través del módulo de cuadratura ξ.

Recientemente, S. Prus y M. Szczepanik [77] han definido la clase de los espacios

de Banach NUNC (nearly uniformly noncreasy), una generalización con carácter

infinito-dimensional, que contiene todos los espacios casi uniformemente convexos y

casi uniformemente suaves. Por eso, de igual modo, seŕıa interesante caracterizar,

mediante el módulo infinito-dimensional ζ, los espacios de Banach que cumplen la

propiedad NUNC.

2.4. Aplicaciones del módulo universal infinito-

dimensional en Teoŕıa del Punto Fijo

Comenzamos la sección dando una cota inferior para el coeficiente τCS(X) en

función del módulo ζX,τ (·), que se usará para obtener una condición suficiente para

que un espacio de Banach X tenga τ -estructura normal uniforme y, por consiguiente,

la τ -propiedad del punto fijo.
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Proposición 2.4.1.

τCS(X) ≥ sup
β∈(0,1)

1 + β − ζX,τ (β) +
√

(ζX,τ (β) − 1 − β)2 + 4βζX,τ (β)

2
.

Demostración: Denotemos t = τCS(X). Para cualquier η > 0 existe una

sucesión τ -nula {zn} en SX tal que t ≤ ĺımn,m;n6=m ‖zn − zm‖ < t + η. Elegimos

k ∈ N tal que t − η ≤ ‖zn − zk‖ ≤ t + η para cada n ∈ N. Para cualquier β ∈ (0, 1)

consideramos la sucesión xn = β(zk − zn)/(t + η) ∈ Bβ que es τ -convergente a

βzk/(t + η) =: x con ĺım infn ‖xn − x‖ ≤ β. Entonces, para y = x/‖x‖ = zk se tiene

‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≥

‖zn‖ −
(

1 − β
t+η

)

‖zk − zn‖
1 − β

t+η

≥
1 −

(

1 − β
t+η

)

(t + η)

1 − β
t+η

.

Haciendo tender η → 0 se obtiene

ζX,τ (β) ≥ t(1 + β − t)

t − β
para cada β ∈ (0, 1)

que es equivalente a la desigualdad del enunciado.

Observación 2.4.1. La cota obtenida para τCS(X) no es óptima. De hecho, para

X = ℓ1 se obtiene

2 = WCS(X) ≥ sup
β∈(0,1)

1 + β − ζX(β) +
√

(ζX(β) − 1 − β)2 + 4βζX(β)

2
=

1 +
√

5

2

y para X = ℓ2, mediante cálculos elementales, la estimación obtenida es

√
2 = WCS(X) ≥ sup

β∈(0,1)

1 + β − ζX(β) +
√

(ζX(β) − 1 − β)2 + 4βζX(β)

2
≈ 1,25.

Sin embargo, para X = c0 se da la igualdad

WCS(X) = 1 = sup
β∈(0,1)

1 + β − ζX(β) +
√

(ζX(β) − 1 − β)2 + 4βζX(β)

2
.
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Como consecuencia de la anterior proposición y teniendo en cuenta la Proposición

1.1.1 y el Teorema 1.2.2 se obtiene una condición suficiente para que un espacio de

Banach X tenga τ -UNS y τ -FPP.

Corolario 2.4.1. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que la norma es τ -slsc y

cada conjunto τ -secuencialmente compacto es separable. Si

ζX,τ (β) <
β

1 − β
para algún β ∈ (0, 1),

en particular si ĺım infβ→1(1− β)ζX,τ (β) < 1, entonces X tiene τ -UNS y, por tanto,

τ -FPP.

Observación 2.4.2. La estimación obtenida en el Corolario 2.4.1 no es óptima. Por

ejemplo, el espacio X = (R ⊕ l2)∞ satisface

ζX(β) ≥ β

1 − β

para cada β ∈ (0, 1) y WCS(X) =
√

2. Además, como ζX,τ (β) ≥ 1, la condición

del corolario sólo puede cumplirse para β > 2/3. Este hecho no nos sorprende

porque hemos probado que el “buen” comportamiento de ζ para β próximo a cero

está relacionado con la casi suavidad uniforme (Teorema 2.3.2) y dicha propiedad

no implica τ - estructura normal (ver [4]).

Por otra parte, no podemos esperar que la estimación ζX,τ (β) < 1/(1 − β) para

algún β garantice τ -estructura normal uniforme como suced́ıa con el módulo finito-

dimensional ξ ([8], Proposición 2.9). De hecho, el espacio X = c0 cumple ζX(β) =

β/(1 − β) < 1/(1 − β) para β ∈ (1/2, 1) (ver Teorema 2.1.1) y, sin embargo, c0 no

tiene estructura normal débil.

Hasta ahora, el módulo infinito-dimensional nos ha permitido obtener resultados

de punto fijo a través de condiciones que garantizan τ -estructura normal. Final-

mente, damos una condición suficiente para que un espacio de Banach X tenga

τ -FPP en ausencia de τ -NS, usando el coeficiente Rτ (X).
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Teorema 2.4.1. Si ζX,τ (β) < 1+β para algún β ∈ (0, 1), en particular si ζ ′
X,τ (0) <

1, entonces Rτ (X) < 2.

Demostración: Supongamos que Rτ (X) = 2. Sea η > 0 arbitrario, entonces

existe una sucesión τ -nula {un} en BX y u ∈ BX tal que ĺım infn ‖un + u‖ > 2 − η.

Podemos suponer que ‖un + u‖ > 2 − η para todo n. Aśı pues, ‖un‖ > 1 − η para

todo n y ‖u‖ > 1− η. Sea w = λun + (1− λ)u con λ ∈ (0, 1/2] (la prueba es similar

para λ ∈ (1/2, 1), intercambiando un y u). Entonces (un + u)/2 = µun + (1 − µ)w

con µ = (1 − 2λ)/2(1 − λ) ≤ 1/2 y, por tanto,

2 − η

2
<

‖un + u‖
2

≤ µ + (1 − µ)‖w‖ = µ(1 − ‖w‖) + ‖w‖ ≤

≤ 1

2
(1 − ‖w‖) + ‖w‖ =

1

2
(1 + ‖w‖)

que implica ‖w‖ ≥ 1 − η. Sean ahora λ, µ ∈ (0, +∞) entonces se tiene

‖λun + µu‖ = (λ + µ)

∥

∥

∥

∥

λ

λ + µ
un +

µ

λ + µ
u

∥

∥

∥

∥

≥ (λ + µ)(1 − η).

Por tanto, hemos probado que ‖λun+µu‖ ≥ (λ+µ)(1−η) para cada λ, µ ∈ (0, +∞)

y cada n natural.

Consideremos la sucesión

xn = β

(

1

1 + a
u − a

1 + a
un

)

τ→ β

1 + a
u = x

con a > 0 arbitrario. Para y = x/‖x‖ = u/‖u‖ tenemos

‖y − xn‖ =

∥

∥

∥

∥

(

1

‖u‖ − β

1 + a

)

u +
βa

1 + a
un

∥

∥

∥

∥

≥

≥
(

1

‖u‖ − β

1 + a
+

βa

1 + a

)

(1 − η) ≥
(

1 − β

1 + a
+

βa

1 + a

)

(1 − η)

‖x‖ =
β

1 + a
‖u‖ >

β

1 + a
(1 − η).
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Por tanto
‖xn − y‖
1 − ‖x‖ ≥

(

1 − β
1+a

+ βa
1+a

)

(1 − η)

1 − β
1+a

(1 − η)
.

Haciendo tender η → 0 y a → ∞, deducimos que ζX,τ (β) ≥ 1 + β para cualquier

β ∈ (0, 1).

Como consecuencia del teorema anterior y del Teorema 1.2.3, se obtiene el sigu-

iente resultado de punto fijo.

Corolario 2.4.2. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo

τ -nulo son τ -slsc y cada conjunto τ -secuencialmente compacto es τ -compacto. Si

ζX,τ (β) < 1 + β para algún β ∈ (0, 1), entonces X tiene la τ -FPP.

Observación 2.4.3. 1. El rećıproco del Corolario 2.4.2 no es cierto. Por ejemplo,

X = L1(µ) cumple la clm-FPP (ver [46]) y, sin embargo, en el Teorema 2.1.1

vimos que ζX,clm(β) = 1 + β para todo β ∈ (0, 1).

2. La estimación del Corolario 2.4.2 no da nuevos resultados de punto fijo para

β próximo a 1. De hecho, si β ≥ (−1 +
√

5)/2 se tiene

β

1 − β
≥ 1 + β.

En este sentido, podemos decir que el Corolario 2.4.1 es útil para β próximo a

1 y el Corolario 2.4.2 para β próximo a 0. Seŕıa interesante obtener resultados

de punto fijo mediante el módulo ζX,τ (β) para valores intermedios de β en

espacios en los que τCS(X) = 1 y Rτ (X) = 2.

Como consecuencia del Teorema 2.4.1 podemos obtener el siguiente resultado que

relaciona el módulo infinito-dimensional con el módulo de τ -casi suavidad uniforme.

Corolario 2.4.3. Si ζX,τ (β) < 1+β para algún β ∈ (0, 1), en particular si ζ ′
X,τ (0) <

1, entonces b′X,τ (0) < 1, donde bX,τ (·) denota el módulo de τ -casi suavidad uniforme

de X.
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Demostración: Sea 0 < t < 1, x ∈ BX y {xn} una sucesión τ -nula en BX .

Entonces, se tiene

ĺım inf
n

‖x + txn‖ ≤ t ĺım inf
n

‖x + xn‖ + 1 − t ≤ tRτ (X) + 1 − t,

que implica

b′X,τ (0) = ĺım
t→0

bX,τ (t)

t
≤ Rτ (X) − 1.

Si ζX,τ (β) < 1 + β para algún β ∈ (0, 1), entonces Rτ (X) < 2 y, como consecuencia

de la desigualdad anterior, se deduce que b′X,τ (0) < 1.

2.5. Estimaciones del módulo universal infinito-

dimensional en los espacios de Orlicz

En la Sección 2.1 se obtuvo el valor del módulo infinito-dimensional en los espa-

cios Lp(µ) con respecto a la topoloǵıa de la convergencia local en medida, poniéndose

de manifiesto el importante papel desempeñado por las funciones convexas t 7→ tp

que los definen. Pues bien, siendo los espacios de Orlicz una generalización natural

de los espacios Lp(µ), nuestro objetivo en esta sección es obtener una estimación del

módulo infinito-dimensional en dichos espacios.

Para comenzar daremos algunas nociones y resultados básicos sobre espacios de

Orlicz que nos serán de utilidad y que pueden encontrarse con más detalle en [63] y

[46].

Definición 2.5.1. Una función de Orlicz es una función Φ : [0, +∞) → [0, +∞)

que es convexa, continua, creciente, tal que Φ(0) = 0 y ĺımx→+∞ Φ(x) = +∞.

Si Φ(x) = 0 para algún x > 0, se dice que Φ es degenerada.

Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. Una función de Orlicz Φ se dice que verifica la

∆2-condición de regularidad si existe K > 0 tal que Φ(2x) ≤ KΦ(x) para x ≥ 0 si

µ(Ω) = +∞ o bien Φ(2x) ≤ KΦ(x) para x ≥ x0 ∈ (0, +∞) si µ(Ω) < +∞.
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Independientemente de la medida de Ω, diremos que una función de Orlicz Φ satis-

face la ∆2-condición si existe K > 0 tal que Φ(2x) ≤ KΦ(x) para cada x ≥ 0. Si Φ

es una función finita, Φ satisface la ∆2-condición si y sólo si

ĺım sup
x→0

Φ(2x)

Φ(x)
< +∞ y ĺım sup

x→+∞

Φ(2x)

Φ(x)
< +∞.

Definición 2.5.2. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida y Φ una función de Orlicz.

1. El conjunto de todas las funciones medibles f : Ω → R̄ tales que

∫

Ω

Φ(ρ|f |)dµ < +∞ para algún ρ > 0

con la norma

NΦ(f) = ı́nf

{

ρ > 0 :

∫

Ω

Φ

( |f |
ρ

)

dµ ≤ 1

}

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz LΦ(µ).

2. El subconjunto HΦ(µ) formado por todas aquellas funciones medibles f : Ω →
R̄ tales que

∫

Ω

Φ(ρ|f |)dµ < +∞ para cada ρ > 0

es un subespacio de LΦ(µ), que coincide con LΦ(µ) cuando Φ es ∆2-regular.

En lo que sigue vamos a suponer que (Ω, Σ, µ) es un espacio de medida σ-finita

y Φ es una función de Orlicz no degenerada finita cumpliendo la ∆2-condición. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que Φ(1) = 1. De hecho, si Φ(1) 6= 1,

definimos λ0 = Φ−1(1) y consideramos la aplicación Φ1(x) = Φ(λ0x). Es sencillo

comprobar que Φ1 es una función de Orlicz no degenerada, que satisface la ∆2-

condición y Φ1(1) = 1. A lo largo de esta sección, para simplificar la notación,

vamos a denotar Φ−1 por Ψ y escribiremos IΦ(f) en lugar de
∫

Ω
Φ(|f |)dµ si dicha

integral está bien definida.
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En [46] se define una función a(·) (inspirada en la función de expansión definida

por T. Domı́nguez Benavides y R.J. Rodŕıguez en [33]) que permite obtener infor-

mación sobre la norma de una función f ∈ LΦ(µ) a través de la integral que define

dicha norma. Recordamos a continuación su definición y propiedades fundamentales.

Proposición 2.5.1. [46] La función a : (0, +∞) → R definida como

a(δ) = ı́nf

{

Ψ(t)

Ψ(δt)
: t > 0

}

satisface las siguientes propiedades:

1. a(·) es una función decreciente, continua a la izquierda y ĺımδ→1− a(δ) = 1.

2. a(δ) > 1 si δ < 1.

3. a(δδ′) ≥ a(δ)a(δ′) si δ, δ′ ∈ (0, +∞). En particular, a(·) es estrictamente

decreciente.

4. ĺımδ→0 a(δ) = +∞.

5. Si δ, s ∈ (0, +∞), entonces Φ(s/a(δ)) ≥ δΦ(s).

6. Si f ∈ LΦ(µ) y IΦ(f) ≤ δ, entonces NΦ(f) ≤ 1/a(δ).

En [46] también se define la función a−1(·) similar a la definida en [33], como

vemos en la siguiente proposición.

Proposición 2.5.2. La función a−1 : (0, +∞) → (0, +∞) definida por

a−1(θ) = sup{δ > 0 : a(δ) > θ}

satisface las siguientes propiedades:

1. a−1(a(δ)) = δ para cualquier δ ∈ (0, +∞).

2. a(a−1(θ)) ≥ θ para cualquier θ ∈ (0, +∞).
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3. a−1(θθ′) ≥ a−1(θ)a−1(θ′) para cada θ, θ′ ∈ (0, +∞).

4. Φ(s/θ) ≥ a−1(θ)Φ(s) para cada θ, s ∈ (0, +∞).

Inspirados por las definiciones anteriores definimos las siguientes funciones (que

serán de utilidad para estimar el valor del módulo infinito-dimensional en los espacios

de Orlicz) y estudiamos sus propiedades fundamentales.

Proposición 2.5.3. La función b : (0, +∞) → R definida por

b(δ) = sup

{

Ψ(t)

Ψ(δt)
: t > 0

}

satisface las siguientes propiedades:

1. b(δ) ∈ [1, 1/δ] si δ ∈ (0, 1].

2. b(·) es una función decreciente.

3. b(·) es una función continua a la derecha.

4. b(1) = 1.

5. b(δ) > 1 si δ < 1.

6. ĺımδ→0 b(δ) = +∞.

7. Φ(s/b(δ)) ≤ δΦ(s) para cada δ, s ∈ (0, +∞).

8. Si f ∈ LΦ(µ) y IΦ(f) ≥ δ, entonces NΦ(f) ≥ 1/b(δ).

9. b(δδ′) ≤ b(δ)b(δ′) para cada δ, δ′ ∈ (0, 1].

Demostración:
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1. Sea δ ∈ (0, 1]. Como Ψ(·) es creciente y cóncava, Ψ(t) ≥ Ψ(δt) ≥ δΨ(t) para

todo t > 0. En consecuencia

1 ≤ Ψ(t)

Ψ(δt)
≤ 1

δ
para todo t > 0

y, por tanto, 1 ≤ b(δ) ≤ 1/δ.

2. Sean 0 < δ1 < δ2. Como Ψ(·) es estrictamente creciente, se tiene Ψ(δ1t) <

Ψ(δ2t) para todo t > 0 y, por tanto,

Ψ(t)

Ψ(δ1t)
>

Ψ(t)

Ψ(δ2t)
para todo t > 0,

que implica b(δ1) ≥ b(δ2).

3. Sea δ0 ∈ (0, +∞). Sea l = ĺımδ→δ+
0

b(δ). Como b(·) es decreciente, se tiene que

l ≤ b(δ0). Por otra parte, para todo δ > δ0 y t > 0 se tiene

Ψ(t)

Ψ(δt)
≤ b(δ) ≤ l.

Aśı, la continuidad de Ψ(·) implica que

Ψ(t)

Ψ(δ0t)
≤ l para todo t > 0

y, por tanto, b(δ0) ≤ l.

4. Obvio.

5. Sea δ < 1. Por la Proposición 2.5.1(2), se tiene a(δ) > 1. Como b(δ) ≥ a(δ),

se tiene que b(δ) > 1.

6. Como ĺımδ→0 a(δ) = +∞ y b(δ) ≥ a(δ) para todo δ ∈ (0, +∞), deducimos que

ĺımδ→0 b(δ) = +∞.
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7. Si s = 0 la desigualdad es obvia, teniendo en cuenta que Φ(0) = 0. Sea

s ∈ (0, +∞). Entonces para t = Φ(s) ∈ (0, +∞) se tiene

b(δ) ≥ Ψ(t)

Ψ(δt)
=

s

Ψ(δΦ(s))

que implica Ψ(δΦ(s)) ≥ s/b(δ) y, por tanto, Φ(s/b(δ)) ≤ δΦ(s).

8. Supongamos que IΦ(f) ≥ δ. Aplicando la propiedad (7) obtenemos

∫

Ω

Φ(b(δ)|f |)dµ ≥ 1

δ

∫

Ω

Φ(|f |)dµ =
1

δ
IΦ(f) ≥ 1,

de donde se deduce NΦ(f) ≥ 1/b(δ).

9. Sean δ, δ′ ∈ (0, 1].

b(δδ′) = sup

{

Ψ(t)

Ψ(δδ′t)
: t > 0

}

= sup

{

Ψ(t)

Ψ(δt)

Ψ(δt)

Ψ(δδ′t)
: t > 0

}

≤

≤ sup

{

Ψ(t)

Ψ(δt)
: t > 0

}

sup

{

Ψ(δt)

Ψ(δδ′t)
: t > 0

}

≤

≤ b(δ) sup

{

Ψ(t)

Ψ(δ′t)
: t > 0

}

= b(δ)b(δ′).

Proposición 2.5.4. La función b−1 : (0, +∞) → (0, +∞) definida por

b−1(θ) = sup{δ > 0 : b(δ) > θ}

satisface las siguientes propiedades:

1. b−1(b(δ)) = δ para todo δ ∈ (0, +∞).

2. b(b−1(θ)) ≤ θ para cualquier θ ∈ (0, +∞).

3. a−1(θ) ≤ b−1(θ) para cada θ ∈ (0, +∞).
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4. b−1(θ) ≤ 1/θ si θ ∈ [1, +∞).

5. Φ(s/θ) ≤ b−1(θ)Φ(s) para s, θ ∈ (0, +∞).

6. b−1(θθ′) ≤ b−1(θ)b−1(θ′) para θ, θ′ ∈ (0, +∞).

Demostración: Las propiedades (1), (2) y (3) son obvias.

4. Sea θ ∈ [1, +∞). Si δ > 1, entonces b(δ) ≤ b(1) = 1 ≤ θ. Sea δ ∈ (0, 1] tal que

b(δ) > θ. Entonces, aplicando la Proposición 2.5.3(1), sabemos que b(δ) ≤ 1/δ,

por tanto se tiene que 1/δ > θ. Aśı pues, b−1(θ) ≤ 1/θ.

5. Sean s, θ ∈ (0, +∞). Sea δ = b−1(θ) ∈ (0, +∞), entonces aplicando la Proposi-

ción 2.5.3(7) y la propiedad (2) tenemos

b−1(θ)Φ(s) ≥ Φ

(

s

b(b−1(θ))

)

≥ Φ
(s

θ

)

.

6. Sean θ, θ′ ∈ (0, +∞). Sean δ = b−1(θ), δ′ = b−1(θ′). Entonces, se tiene

b(b−1(θ)b−1(θ′)) ≤ b(b−1(θ))b(b−1(θ′)) ≤ θθ′.

Como b−1(·) es decreciente, obtenemos b−1(θ)b−1(θ′) ≥ b−1(θθ′).

En la Sección 2.1 vimos que el módulo infinito-dimensional de cualquier espacio

de Banach verifica ζX,τ (β) ≤ 1/(1−β) para todo β ∈ (0, 1). En el siguiente teorema

vamos a mostrar que dicha estimación puede mejorarse en el caso de los espacios de

Orlicz LΦ(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida.

Teorema 2.5.1. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida σ-finita y Φ una función de

Orlicz no degenerada que satisface la ∆2-condición y Φ(1) = 1. Entonces, para cada

β ∈ (0, 1), se tiene

ζLΦ(µ),clm(β) ≤ sup
A∈(0,β)

1 + β
1−A

a
(

b−1
(

1+β−A
β

)

(

1 − a−1
(

β
A

))

+ b−1
(

1+β−A
1−A

)

) .
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Demostración: Sea {fn} ⊂ Bβ una sucesión clm-convergente a f con

ĺım infn NΦ(fn − f) ≤ β y g = f/NΦ(f). Para simplificar la notación, denotamos

A = NΦ(f). Entonces IΦ(f/A) = 1 y, por tanto,

IΦ

(

f

β

)

≥ a−1

(

β

A

)

IΦ

(

f

A

)

= a−1

(

β

A

)

.

Como {fn − f} es clm-nula, usando ([46], Lema 4.5) podemos suponer que

sop (fn − f) ∩ sop f = ∅.

Aśı pues, obtenemos las siguientes desigualdades

1 ≥ IΦ

(

fn

β

)

= IΦ

(

fn − f

β

)

+ IΦ

(

f

β

)

≥ IΦ

(

fn − f

β

)

+ a−1

(

β

A

)

IΦ

(

fn − f

1 + β − A

)

≤ b−1

(

1 + β − A

β

)

IΦ

(

fn − f

β

)

≤

≤ b−1

(

1 + β − A

β

)(

1 − a−1

(

β

A

))

IΦ

(

f − g

1 + β − A

)

≤ b−1

(

1 + β − A

1 − A

)

IΦ

(

f − g

1 − A

)

= b−1

(

1 + β − A

1 − A

)

.

Por consiguiente, como sop (fn − f) ∩ sop (f − g) = ∅, tenemos

IΦ

(

fn − g

1 + β − A

)

= IΦ

(

fn − f

1 + β − A

)

+ IΦ

(

f − g

1 + β − A

)

≤

≤ b−1

(

1 + β − A

β

)(

1 − a−1

(

β

A

))

+ b−1

(

1 + β − A

1 − A

)

.

Usando la Proposición 2.5.1(6) obtenemos

NΦ(fn − f) ≤ 1 + β − A

a
(

b−1
(

1+β−A
β

)

(

1 − a−1
(

β
A

))

+ b−1
(

1+β−A
1−A

)

) .

Por tanto,

NΦ(fn − g)

1 − NΦ(f)
≤ 1 + β − A

(1 − A)a
(

b−1
(

1+β−A
β

)

(

1 − a−1
(

β
A

))

+ b−1
(

1+β−A
1−A

)

)

y de ah́ı podemos deducir la estimación deseada.
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Observación 2.5.1. 1. La estimación obtenida mejora la cota 1/(1 − β).

2. En los espacios Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida y en

los espacios ℓp con la topoloǵıa débil (1 < p < +∞) la estimation es óptima,

ya que en dichos espacios se tiene Φ(x) = xp, Ψ(t) = t1/p,

a(δ) = b(δ) =
1

δ1/p
para cada δ > 0

a−1(θ) = b−1(θ) =
1

θp
para cada θ > 0

y mediante cálculos elementales se obtiene

sup
A∈(0,β)

1 + β
1−A

a
(

b−1
(

1+β−A
β

)

(

1 − a−1
(

β
A

))

+ b−1
(

1+β−A
1−A

)

) =

=
(βp + (1 − βq)p−1)1/p

(1 − βq)1/q
= ζLp(µ),clm(β) = ζℓp

(β).





Caṕıtulo 3

Teoremas de Punto Fijo para

Aplicaciones Multivaluadas No

Expansivas

En 1969 S.B. Nadler [69] extendió el Principio de Contracción de Banach para

aplicaciones multivaluadas contractivas en espacios métricos completos. Desde en-

tonces algunos otros teoremas de punto fijo clásicos para aplicaciones univaluadas

también han podido ser extendidos para aplicaciones multivaluadas (ver Sección 1.3).

Sin embargo, muchos problemas permanecen abiertos, por ejemplo, se desconoce si

es posible extender el conocido Teorema de Kirk [49], es decir, ¿tienen la propiedad

del punto fijo (FPP) para aplicaciones multivaluadas no expansivas los espacios de

Banach reflexivos con estructura normal?

Como hay diversas propiedades geométricas de los espacios de Banach que im-

plican reflexividad y estructura normal (ver Sección 1.1), es natural considerar el

siguiente problema: ¿Dichas propiedades implican la FPP para aplicaciones multi-

valuadas no expansivas?

En particular, seŕıa interesante determinar si los espacios casi uniformemente

convexos y los espacios uniformemente suaves cumplen la FPP para aplicaciones

65
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multivaluadas. Estas cuestiones fueron formuladas expĺıcitamente por H.K. Xu en

2000 (ver [82], Problemas Abiertos).

En 2004 T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo [32] resolvieron el problema de los

espacios casi uniformemente convexos al probar que cada aplicación T : C → KC(C)

no expansiva con valores compactos y convexos tiene un punto fijo, siendo C un

subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de un espacio de Banach X tal

que εβ(X) < 1 (ver Teorema 1.3.6). En este caṕıtulo vamos a probar que los espacios

uniformemente suaves cumplen también la FPP para aplicaciones multivaluadas.

Más aún, probaremos dicho resultado para la clase de los espacios de Banach X que

cumplen ρ′
X(0) < 1/2, que incluye a los espacios uniformemente suaves (recuérdese

que X es uniformemente suave si y sólo si ρ′
X(0) = 0). Damos aśı una respuesta

afirmativa al Problema Abierto 1 planteado por H.K. Xu en [82].

En la Sección 3.1 se define una condición que será nuestra principal herramienta

para garantizar la existencia de punto fijo: la (DL)α-condición con respecto a una

topoloǵıa τ (τ(DL)α-condición). Se prueba que dicha condición implica τ -estructura

normal y la τ -propiedad del punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

A partir de aqúı, nuestro objetivo será mostrar que ciertas propiedades que implican

algún tipo de estructura normal también garantizan que el espacio cumple la τ(DL)α-

condición y, por tanto, la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En la Sección 3.2 usaremos el módulo de cuadratura para obtener un resultado de

punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Concretamente, veremos

que la condición ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1), que implica estructura

normal uniforme, también implica la (DL)α-condición (esto es, la (DL)α-condición

con respecto a la topoloǵıa débil). Como consecuencia se deduce que la condición

ρ′
X(0) < 1/2 implica la (DL)α-condición y, por tanto, la propiedad del punto fijo

para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En la Sección 3.3 presentamos tres condiciones equivalentes en las que intervienen

el módulo infinito-dimensional, la caracteŕıstica de τ -casi convexidad uniforme y

el módulo de Opial, que implican τ -estructura normal uniforme y probamos que
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las mismas condiciones también implican la τ(DL)α-condición y, por tanto, la τ -

FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. En particular se prueba que la

caracteŕıstica de convexidad no compacta εβ,τ (X) puede ser reemplazada en ([32],

Teorema 3.5) por la caracteŕıstica ∆0,τ (X) (que es menor que εβ,τ (X)), con objeto

de obtener un mejor resultado de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no

expansivas. Además, mostramos un ejemplo de un espacio X tal que ∆0,τ (X) < 1

pero εβ,τ (X) ≥ 1.

En la Sección 3.4 estudiamos la permanencia bajo renormamiento de las propiedades

anteriores que implican la τ(DL)α-condición y deducimos resultados de estabilidad

para la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Cabe resaltar que, en

algunos casos particulares, las cotas obtenidas para la τ -FPP para aplicaciones mul-

tivaluadas no expansivas coinciden con las cotas de τ -estructura normal uniforme.

En la Sección 3.5 mostramos algunos resultados de punto fijo para aplicaciones

multivaluadas cuyo rango no está contenido en su dominio. Para ello, lo primero que

hacemos es probar que, bajo ciertas condiciones adicionales, la τ(DL)α-condición

también implica la τ -propiedad del punto fijo para este tipo de aplicaciones. A

continuación aplicamos dicho resultado con el fin de generalizar algunos resultados

conocidos para aplicaciones multivaluadas cuyo rango no está contenido en su do-

minio. En particular, mejoramos algunos resultados dados en [31] y [20], evitando

la hipótesis de separabilidad.

3.1. La (DL)α-condición con respecto a una topo-

loǵıa τ

S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao [20] observaron que la principal

herramienta usada en [30] y [32] para obtener resultados de punto fijo para aplica-

ciones multivaluadas no expansivas, es una relación entre el radio de Chebyshev del

centro asintótico de una sucesión acotada y el radio asintótico de dicha sucesión.
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Dicha relación da lugar a un método iterativo que reduce en cada paso el valor del

radio de Chebyshev para una cadena de centros asintóticos. Como consecuencia de

tal observación, en [20] definen la condición de Domı́nguez-Lorenzo ((DL)-condición)

y prueban que dicha condición implica estructura normal débil y la existencia de

punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

En [27] generalizamos la (DL)-condición para una topoloǵıa lineal τ tal que los

conjuntos τ -secuencialmente compactos son τ -compactos y las funciones de tipo

τ -nulo son τ -secuencialmente semicontinuas inferiormente (τ -slsc).

Definición 3.1.1. Un espacio de Banach X verifica la (DL)-condición con respecto

a una topoloǵıa τ (τ(DL)-condición) si existe λ ∈ [0, 1) tal que para cada subconjunto

τ -secuencialmente compacto y convexo C de X y para cada sucesión acotada {xn}
en C regular con respecto a C, se tiene

rC(A(C, {xn})) ≤ λr(C, {xn}).

Usando los argumentos que aparecen en ([32], Teorema 3.5), probamos en [27] que

la τ(DL)-condición implica la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas

con valores compactos y convexos.

Teorema 3.1.1. ([27], Teorema 7) Sea C un subconjunto no vaćıo, cerrado, acotado,

convexo, τ -secuencialmente compacto y separable de X y T : C → KC(C) una

aplicación no expansiva. Si X satisface la τ(DL)-condición, entonces T tiene un

punto fijo.

Cuando τ es la topoloǵıa débil y C es un subconjunto convexo y débil compacto

de X, la condición de separabilidad no es necesaria. En efecto, cuando T es una apli-

cación cuyo rango está contenido en su dominio podemos construir un subconjunto

T -invariante, separable, cerrado y convexo C̃ de C de la siguiente manera (ver [40]

y [54]). Sea x0 ∈ C, basta considerar

C̃ := ∪nCn
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con

C0 := {x0}

Cn := co(Cn−1 ∪ TCn−1) para n ∈ N.

Teniendo en cuenta que los conjuntos convexos y cerrados en norma son débilmente

cerrados, se deduce que C̃ es también débil compacto.

Sin embargo, cuando τ es una topoloǵıa arbitraria, los conjuntos convexos y cerrados

en norma no son, en general, τ -cerrados (por ejemplo, cuando τ es la topoloǵıa débil

estrella, los conjuntos convexos y cerrados en norma no son w∗-cerrados). A pesar de

ello, en el caso de una topoloǵıa arbitraria, veremos a continuación que la hipótesis

de separabilidad puede evitarse si usamos ultra redes en lugar de sucesiones. Por esta

razón vamos a introducir la τ(DL)α-condición modificando ligeramente la definición

de la τ(DL)-condición considerando ultra redes en lugar de sucesiones.

A lo largo de este caṕıtulo vamos a trabajar con centros asintóticos. Sabemos

que los centros asintóticos son conjuntos que pueden ser vaćıos. No obstante, en el

siguiente lema veremos que, bajo ciertas condiciones, tendremos garantizado que los

centros asintóticos con los que vamos a trabajar son no vaćıos. Recordemos que si

{xα : α ∈ D} es una red acotada en norma y τ -nula en X, la función de tipo τ -nulo

asociada a {xα : α ∈ D} se define como Φ{xα}(x) = ĺım supα ‖xα − x‖.

Lema 3.1.1. 1. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo

τ -nulo son τ -semicontinuas inferiormente (τ -lsc), esto es, Φ−1((−∞, a]) es τ -

cerrado para todo a ∈ R. Sea C un subconjunto de X no vaćıo y τ -compacto

y {xα : α ∈ D} una red acotada en C τ -convergente a un punto x. Entonces

A(C, {xα}) es no vaćıo y τ -compacto.

2. Sea τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que los conjuntos τ -secuencialmente com-

pactos son τ -compactos y las funciones de tipo τ -nulo son τ -secuencialmente

semicontinuas inferiormente (τ -slsc), esto es, Φ(y) ≤ ĺım infn Φ(yn) para cada

sucesión {yn} τ -convergente a un punto y ∈ X. Sea C un subconjunto de X
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no vaćıo y τ -secuencialmente compacto y {xα : α ∈ D} una red acotada en C

τ -convergente a un punto x. Entonces A(C, {xα}) es no vaćıo y τ -compacto.

Demostración: Denotemos r = r(C, {xα}) y

Am =

{

z ∈ C : ĺım sup
α

‖xα − z‖ ≤ r +
1

m

}

para m ∈ N.

Es obvio que A(C, {xα}) =
⋂∞

m=1 Am y Am 6= ∅ para cada m. Además, vamos a

probar que Am es τ -compacto para cada m en ambos casos.

1. Como la función de tipo τ -nulo Φ{xα−x}(·) es τ -lsc, se tiene que

Φ−1
{xα−x} ((−∞, r + 1/m])

es τ -cerrado. Aśı pues, Am es τ -cerrado y, por tanto, τ -compacto.

2. Sea {yn} una sucesión en Am τ -convergente a un punto y. Entonces y ∈ C.

Usando que las funciones de tipo τ -nulo son τ -slsc, se tiene

ĺım sup
α

‖xα − y‖ ≤ ĺım inf
n

ĺım sup
α

‖xα − yn‖ ≤ r +
1

m
,

lo cual implica que y ∈ Am. Aśı pues, Am es τ -secuencialmente cerrado y, por

tanto, Am es τ -secuencialmente compacto y τ -compacto.

Como C es τ -compacto y {Am}m es una familia de subconjuntos τ -compactos

de C con la propiedad de intersección finita, entonces
⋂∞

m=1 Am 6= ∅ y, por tanto, A

es no vaćıo y τ -compacto.

Aśı pues, con el fin de asegurar que los centros asintóticos de las redes con las

que vamos a trabajar son no vaćıos, a lo largo de esta sección X será un espacio de

Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que o bien las funciones de tipo τ -nulo

son τ -lsc o bien los conjuntos τ -secuencialmente compactos son τ -compactos y las

funciones de tipo τ -nulo son τ -slsc.
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Definición 3.1.2. Se dice que un espacio de Banach X verifica la (DL)α-condición

con respecto a la topoloǵıa τ (τ(DL)α-condición) si existe λ ∈ [0, 1) tal que para

cada subconjunto τ -compacto y convexo C de X y para cada ultra red acotada {xα}
en C se tiene

rC(A(C, {xα})) ≤ λr(C, {xα}).

Cuando τ es la topoloǵıa débil escribimos (DL)α-condición en lugar de w(DL)α-

condición para simplificar la notación.

En la siguiente proposición vamos a ver que, bajo ciertas condiciones adicionales,

la τ(DL)α-condición es más fuerte que la τ(DL)-condición.

Proposición 3.1.1. Sea X un espacio de Banach tal que cada subconjunto τ -

secuencialmente compacto es separable y τ -compacto. Si X verifica la τ(DL)α-con-

dición, entonces X verifica la τ(DL)-condición.

Demostración: Sea C un subconjunto τ -secuencialmente compacto y convexo

de X y {xn} una sucesión acotada en C que es regular con respecto a C. Sea {nα}
una subred universal de la sucesión de números naturales {n}, entonces

ĺım
n

‖xn − x‖ = ĺım
α

‖xnα
− x‖

para cada x ∈ C, lo cual implica

r(C, {xn}) = r(C, {xnα
}) y A(C, {xn}) = A(C, {xnα

}).

Como X verifica la τ(DL)α-condición, se tiene

rC(A(C, {xn})) = rC(A(C, {xnα
})) ≤ λr(C, {xnα

}) = λr(C, {xn})

para algún λ ∈ [0, 1).

A continuación vamos a probar que la τ(DL)α-condición implica τ -estructura

normal. Nótese que este resultado puede deducirse como consecuencia de la proposi-

ción anterior y del hecho de que la τ(DL)-condición implica τ -estructura normal

(ver [27], Teorema 3). No obstante, incluimos la prueba aqúı.
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Teorema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach tal que cada subconjunto τ -secuen-

cialmente compacto es separable y τ -compacto. Si X satisface la τ(DL)α-condición,

entonces X tiene τ -NS.

Demostración: Supongamos que X no tiene τ -NS. Entonces, existe un sub-

conjunto acotado, convexo, τ -secuencialmente compacto y diametral C de X y una

sucesión {xn} en C tal que

ĺım
n

‖xn − x‖ = diam({xn}) > 0

para cada x ∈ C ([76], Proposición 5.3). Sea {nα} una subred universal de la sucesión

de números naturales {n}, entonces

ĺım
α

‖xnα
− x‖ = ĺım

n
‖xn − x‖ = diam({xn})

para cada x ∈ C, lo cual implica que

r(C, {xnα
}) = r(C, {xn}) = diam({xn})

A(C, {xnα
}) = A(C, {xn}) = C

rC(A(C, {xnα
})) = rC(C) = diam(C).

Como X verifica la τ(DL)α-condición, existe λ ∈ [0, 1) tal que

diam(C) = rC(A(C, {xnα
})) ≤ λr(C, {xnα

}) = λdiam({xn}) < diam(C)

que es una contradicción.

Vamos a ver a continuación que la τ(DL)α-condición implica la τ -propiedad del

punto fijo para aplicaciones no expansivas con valores compactos y convexos. Para

ello necesitamos el siguiente resultado previo.
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Teorema 3.1.3. ([80], Teorema 3) Sea C un subconjunto cerrado y convexo de un

espacio de Banach X, T : C → KC(C) una contracción multivaluada y D un

subconjunto acotado, cerrado y convexo de C. Si Tx ∩ ID(x) 6= ∅ para cada x ∈ D,

entonces T tiene un punto fijo en D.

En [31] T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo dieron un resultado de punto fijo

para aplicaciones cuyo rango no está contenido en su dominio, usando una relación

entre el radio de Chebyshev del centro asintótico de una ultra red y el radio asintótico

de dicha ultra red. Usando un procedimiento inductivo análogo al seguido en la

prueba de ([31], Teorema 3.4) vamos a probar el siguiente resultado que constituye

la pieza clave del caṕıtulo.

Teorema 3.1.4. Sea C un subconjunto no vaćıo, τ -compacto, cerrado, acotado y

convexo de un espacio de Banach X y T : C → KC(C) una aplicación no expansiva.

Si X verifica la τ(DL)α-condición, entonces T tiene un punto fijo.

Demostración: Fijado x0 ∈ C, para cada n ≥ 1 definimos Tn : C → KC(C)

por

Tnx =
1

n
x0 +

(

1 − 1

n

)

Tx, x ∈ C.

Como Tn es
(

1 − 1
n

)

-contractiva, existe un punto fijo xn de Tn. Por tanto, tenemos

una sucesión {xn} ⊂ C tal que ĺımn d(xn, Txn) = 0. Sea {nα} una subred universal

de la sucesión de números naturales {n}.
Denotamos A = A(C, {xnα

}). Comenzamos probando que

Tx ∩ A 6= ∅ for every x ∈ A.

De hecho, la compacidad de Txnα
implica que, para cada nα, podemos tomar ynα

∈
Txnα

tal que

‖xnα
− ynα

‖ = d(xnα
, Txnα

).

Como Tx es compacto, para cada x ∈ A, podemos encontrar znα
∈ Tx tal que

‖ynα
− znα

‖ = d(ynα
, Tx) ≤ H(Txnα

, Tx) ≤ ‖xnα
− x‖.
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Sea z = ĺımα znα
∈ Tx, entonces se tiene

ĺım
α

‖xnα
− z‖ = ĺım

α
‖ynα

− znα
‖ ≤ ĺım

α
‖xnα

− x‖ = r(C, {xnα
}).

Aśı pues, z ∈ Tx ∩ A. Por tanto, la aplicación T : A → KC(C) es no expansiva y

verifica Tx∩A 6= ∅ para cada x ∈ A. Más aún, como X cumple la τ(DL)α-condición,

se obtiene

rC(A) ≤ λr(C, {xnα
})

para algún λ < 1.

Fijado x1 ∈ A, para cada n ≥ 1 consideramos la contracción T 1
n : A → KC(C)

definida por

T 1
nx =

1

n
x1 +

(

1 − 1

n

)

Tx, x ∈ A.

Como T 1
n es

(

1 − 1
n

)

-contractiva y T 1
nx∩A 6= ∅ para cada x ∈ A, del Teorema

3.1.3, se deduce que T 1
n tiene un punto fijo x1

n ∈ A. Aśı, ĺımn d(x1
n, Tx1

n) = 0.

Igual que antes podemos probar que Tx∩A1 6= ∅ para cada x ∈ A1 := A(C, {x1
nα
})

y

rC(A1) ≤ λr(C, {x1
nα
}) ≤ λrC(A).

Por inducción, para cada número natural m ≥ 1 podemos encontrar una sucesión

{xm
n }n en Am−1 := A(C, {xm−1

nα
}) tal que ĺımn d(xm

n , Txm
n ) = 0. Considerando la ultra

red {xm
nα
}α construimos el conjunto Am := A(C, {xm

nα
}) y deducimos que

rC(Am) ≤ λmrC(A).

Elegimos xm ∈ Am. Vamos a probar que {xm}m es una sucesión de Cauchy. Para

cada m ≥ 1 y para cualquier nα, se tiene

‖xm−1 − xm‖ ≤ ‖xm−1 − xm
nα
‖ + ‖xm

nα
− xm‖ ≤ diam(Am−1) + ‖xm

nα
− xm‖.

Tomando ĺımite obtenemos

‖xm−1 − xm‖ ≤ diam(Am−1) + ĺım
α

‖xm
nα

− xm‖ = diam(Am−1) + r(C, {xm
nα
}) ≤
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≤ 2rC(Am−1) + rC(Am−1) = 3rC(Am−1) ≤ 3λm−1rC(A).

Como λ < 1, concluimos que {xm}m es una sucesión de Cauchy y, por tanto, existe

x ∈ C tal que {xm} converge a x. Veamos que x es un punto fijo de T . Como T es

no expansiva, para cada m ≥ 1 se tiene

d(xm, Txm) ≤ ‖xm − xm
nα
‖ + d(xm

nα
, Txm

nα
) + H(Txm

nα
, Txm) ≤

≤ 2‖xm − xm
nα
‖ + d(xm

nα
, Txm

nα
).

Tomando ĺımite, se obtiene

d(xm, Txm) ≤ 2 ĺım
α

‖xm − xm
nα
‖ ≤ 2λm−1rC(A).

Finalmente, tomando ĺımite cuando m → ∞, se deduce que ĺımm d(xm, Txm) = 0.

La continuidad de T implica que d(x, Tx) = 0, es decir, x es un punto fijo de T .

Si τ es la topoloǵıa débil y C es un subconjunto convexo y débil compacto de X,

entonces C es también cerrado en norma, por lo que esta condición no es necesaria.

Sin embargo, si τ es una topoloǵıa arbitraria sobre X y C es un subconjunto τ -

compacto y convexo de X, C no es necesariamente cerrado en norma.

3.2. Suavidad uniforme y resultados de punto fijo

para aplicaciones multivaluadas no-expansi-

vas

En esta sección vamos a mostrar algunas condiciones que implican la (DL)α-

condición, esto es, la (DL)α-condición con respecto a la topoloǵıa débil. A lo largo

de esta sección τ será la topoloǵıa débil, puesto que las condiciones con las que

vamos a trabajar implican reflexividad.
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En primer lugar, mostramos una condición dada a través del módulo de cuadratu-

ra que implica la (DL)α-condición. Para ello vamos a usar la siguiente definición

equivalente del módulo de cuadratura dada por C. Beńıtez, K. Przeslawski y D.

Yost en [8].

Definición 3.2.1. ([8], Lema 1.2) Sea X un espacio normado. Para cada β ∈ [0, 1),

el módulo de cuadratura se define como

ξX(β) = sup
v,w∈SX

‖v − βw‖
1 − βN+(v, w)

donde N+(v, w) denota la derivada unidireccional de la norma en v en la dirección

w dada por

N+(v, w) = ĺım
λ↓0

‖v + λw‖ − ‖v‖
λ

.

En la Sección 1.1 recordamos que el comportamiento de este módulo bidimen-

sional está estrechamente relacionado con la geometŕıa de X. En particular, ξX(·)
nos dice si X es uniformemente suave, uniformemente convexo, uniformemente no

cuadrado o prehilbertiano. Además, este módulo también da una condición suficiente

para que un espacio tenga estructura normal uniforme como muestra la siguiente

proposición.

Proposición 3.2.1. ([8], Proposición 2.9) Si ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β ∈
(0, 1), entonces X tiene estructura normal uniforme.

Vamos a probar que esta condición que garantiza UNS también implica la (DL)α-

condición. En la demostración usaremos técnicas de ultrapotencias. Por ello, previ-

amente vamos a recordar algunos conceptos y notaciones relativos a la técnica de

ultrapotencias. Se puede encontrar una exposición más detallada en ([53], Caṕıtulo

6) y ([1], Caṕıtulo 1).

Sea I un conjunto no vaćıo. Un filtro F sobre I es una familia no vaćıa de

subconjuntos de I (F ⊆ 2I) que satisface las siguientes propiedades:
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1. F es cerrada bajo intersecciones finitas, es decir, si A,B ∈ F entonces A∩B ∈
F .

2. F es cerrada al tomar superconjuntos, es decir, si A ∈ F y A ⊆ B entonces

B ∈ F .

Diremos que F es un filtro propio si es distinto de 2I , o equivalentemente, ∅ /∈ F .

Un ultrafiltro U sobre I es un filtro propio sobre I que es maximal con respecto

a la ordenación de los filtros propios de I dada por la inclusión: es decir, si U ⊆ F
y F es un filtro propio sobre I, entonces F = U .

Un ultrafiltro U es no trivial (o libre) si y sólo si no contiene ningún subconjunto

finito.

Recordemos el concepto de convergencia en un ultrafiltro. Sea X un espacio

topológico de Hausdorff y {xi}i∈I una colección de elementos de X, siendo I un

conjunto de ı́ndices. Consideremos un ultrafiltro U sobre I. Decimos que {xi}i∈I

converge a x ∈ X sobre U si {i ∈ I : xi ∈ N} ∈ U para cada entorno N de x. El

ĺımite en U es único y se denotará por

ĺım
U

xi = x.

Si U es un ultrafiltro no trivial sobre N y {xn} converge a x en la topoloǵıa

del espacio X, entonces {xn} converge a x con respecto al ultrafiltro U , es decir,

ĺımU xn = x ([1], Proposición 2.2).

Una colección no vaćıa B de subconjuntos no vaćıos de I es un filtro base para

algún filtro sobre I si y sólo si

si C1, C2 ∈ B entonces C3 ⊂ C1 ∩ C2 para algún C3 ∈ B,

en cuyo caso el filtro generado por B consta de todos los superconjuntos de elementos

de B.

Sea D un conjunto dirigido. Sea B = {Aα : α ∈ D} donde Aα := {β ∈ D : β ≥
α}. Entonces B es un filtro base para un filtro sobre D. En efecto, si α1, α2 ∈ D,

entonces existe α3 ∈ D tal que α1 ≤ α3, α2 ≤ α3. Aśı pues, Aα3
⊂ Aα1

∩ Aα2
.
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Sea U un ultrafiltro que contiene el filtro generado por B. Sea {xα : α ∈ D} una

red en un conjunto X. Si ĺımα xα existe, entonces ĺımU xα = ĺımα xα. En efecto, si

suponemos que ĺımα xα = x, entonces para cada entorno V de x existe α0 ∈ D tal

que xα ∈ V para cada α ≥ α0. Por tanto, para cada entorno V de x existe α0 ∈ D
tal que Aα0

⊂ {α ∈ D : xα ∈ V }, lo cual implica que {α ∈ D : xα ∈ V } ∈ U para

cada entorno V de x, es decir, ĺımU xα = x.

Recordamos ahora la definición de ultrapotencia de un espacio de Banach. Sea

(X, ‖ · ‖) un espacio de Banach y U un ultrafiltro sobre un conjunto ı́ndice I. La

ultrapotencia XU de X sobre U se define como el espacio cociente de

ℓ∞(X) :=

{

{xi}i∈I : ‖{xi}i∈I‖∞ := sup
i∈I

‖xi‖ < ∞
}

.

por el subespacio lineal cerrado de ℓ∞(X)

NU(X) :=
{

{xi}i∈I ∈ ℓ∞(X) : ĺım
U

‖xi‖ = 0
}

.

La norma cociente sobre XU viene dada por

‖{xi}U‖U = ĺım
U

‖xi‖,

donde {xi}U es la clase de equivalencia de {xi}i∈I .

Identificaremos cada elemento x ∈ X con la clase de equivalencia {xi}U , donde

xi = x para todo i ∈ I.

Cualquier ultrapotencia de un espacio de Banach X es finitamente representable

en X (ver [53], Proposición 2.10), es decir, para cualquier ǫ > 0 y cualquier sube-

spacio finito-dimensional M de XU , existe un subespacio N de X con la misma

dimensión y una aplicación lineal T : M → N tal que

(1 − ǫ)‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤ (1 + ǫ)‖x‖

para cada x ∈ M . Aśı, XU hereda las propiedades locales de X, es decir, aquellas

propiedades que sólo dependen de los subespacios finito-dimensionales de X. Por

ejemplo, como el módulo de cuadratura tiene carácter bidimensional, se tiene

ξX(·) = ξXU
(·).
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Tras este recordatorio sobre ultra-métodos, estamos ya preparados para probar

la siguiente desigualdad que relaciona el radio de Chebyshev del centro asintótico

de una ultra red y el radio asintótico, a través del módulo de cuadratura.

Proposición 3.2.2. Sea C un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio

de Banach reflexivo X y sea {xα : α ∈ D} una ultra red en C. Entonces, para cada

β ∈ (0, 1) se tiene

rC(A(C, {xα})) ≤ (1 − β)ξX(β)r(C, {xα}).

Demostración: Denotemos r = r(C, {xα}) y A = A(C, {xα}). Como C es

débil compacto, la ultra red {xα}α∈D es débilmente convergente a un punto x ∈ C.

Además, ĺımα∈D ‖xα − x‖ existe para cada x ∈ C.

Sea z1 ∈ A fijo y sea z ∈ A arbitrario. Entonces se tiene ĺımα ‖xα − z‖ =

ĺımα ‖xα − z1‖ = r.

Sea U un ultrafiltro no trivial sobre el conjunto D conteniendo el filtro generado

por B = {Bα : α ∈ D} con Bα = {β ∈ D : β ≥ α}. En la ultrapotencia XU de X

consideramos

ṽ =
1

r
{xα − z}U ∈ SXU

w̃ =
1

r
{xα − z1}U ∈ SXU

.

Entonces, se tiene

‖ṽ − βw̃‖U =
1

r
ĺım
U

‖xα − z − β(xα − z1)‖ =

=
1

r
ĺım

α

∥

∥

∥

∥

xα − z − m − 1

m
β(xα − z1) −

1

m
β(xα − z1)

∥

∥

∥

∥

≥

≥ 1

r
ĺım

α

∥

∥

∥

∥

(

1 − m − 1

m
β

)

xα +
m − 1

m
βz1 − z

∥

∥

∥

∥

− 1

r

β

m
ĺım

α
‖xα − z1‖ ≥

≥ 1

r

∥

∥

∥

∥

(

1 − m − 1

m
β

)

x +
m − 1

m
βz1 − z

∥

∥

∥

∥

− β

m
.

Por otra parte,

1

1 + λ
z +

λ

1 + λ
z1 ∈ A para cada λ > 0,
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y por tanto se tiene

‖ṽ + λw̃‖U =
1

r
ĺım
U

‖xα − z + λ(xα − z1)‖ =

=
1

r
ĺım

α
(1 + λ)

∥

∥

∥

∥

xα −
(

1

1 + λ
z +

λ

1 + λ
z1

)∥

∥

∥

∥

= 1 + λ.

Aśı pues, obtenemos N+(ṽ, w̃) = 1.

Por tanto, se deduce

ξXU
(β) ≥ ‖ṽ − βw̃‖U

1 − βN+(ṽ, w̃)
≥

1
r

∥

∥

(

1 − m−1
m

β
)

x + m−1
m

βz1 − z
∥

∥− β
m

1 − β
.

Como XU es finitamente representable en X, se tiene ξX(β) = ξXU
(β) para todo β

y, por tanto,

∥

∥

∥

∥

(

1 − m − 1

m
β

)

x +
m − 1

m
βz1 − z

∥

∥

∥

∥

≤
(

(1 − β)ξX(β) +
β

m

)

r

para cada z ∈ A. Aśı,

sup
z∈A

∥

∥

∥

∥

(

1 − m − 1

m
β

)

x +
m − 1

m
βz1 − z

∥

∥

∥

∥

≤
(

(1 − β)ξX(β) +
β

m

)

r.

Como
(

1 − m − 1

m
β

)

x +
m − 1

m
βz1 ∈ C,

deducimos

rC(A) ≤
(

(1 − β)ξX(β) +
β

m

)

r.

Esta última desigualdad es cierta para cada m ≥ 1, de donde obtenemos la desigual-

dad del enunciado.

La condición ξX(β) < 1
1−β

para algún β ∈ (0, 1), implica que el espacio es

reflexivo. Por tanto, como consecuencia de la Proposición 3.2.2 y del Teorema 3.1.4,

se obtiene la siguiente condición suficiente para que un espacio de Banach X tenga

la FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.
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Corolario 3.2.1. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que

ξX(β) <
1

1 − β
para algún β ∈ (0, 1).

Sea T : C → KC(C) una aplicación no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

Observación 3.2.1. En la Sección 3.1 mostramos que si C es un subconjunto con-

vexo y débil compacto de un espacio de Banach X que verifica la (DL)-condición,

entonces toda aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo, porque

en tal caso pod́ıamos suponer que C es separable. Por tanto, podŕıamos haber

obtenido el resultado del Corolario 3.2.1 usando sucesiones en lugar de ultra redes

en la Proposición 3.2.2. Sin embargo, necesitaremos la desigualdad de la Proposición

3.2.2 (para ultra redes) para deducir el Teorema 3.5.4, que da una generalización del

Corolario 3.2.1 para aplicaciones cuyo rango no está contenido en su dominio.

En ([8], Teorema 2.4) C. Beńıtez, K. Przeslawski y D. Yost probaron que

(1 − β)ξX(β) ≤ 2ρX(β) + 1 − β para todo β ∈ (0, 1),

donde ρX(·) denota el módulo de suavidad de X definido por

ρX(β) = sup

{

1

2
(‖x + βy‖ + ‖x − βy‖) − 1 : x, y ∈ BX

}

.

Recordamos que X es uniformemente suave si y sólo si ρ′
X(0) = 0. Usando la de-

sigualdad anterior y la Proposición 3.2.1, deducimos que si ρ′
X(0) < 1/2 (lo cual es

equivalente a ρX(β) < β/2 para algún β, porque ρX(β)/β es estrictamente creciente)

entonces X tiene estructura normal uniforme. Como consecuencia del Corolario 3.2.1

y teniendo en cuenta la desigualdad anterior dada en ([8], Teorema 2.4), se obtiene

el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que ρ′
X(0) < 1/2, y T : C → KC(C) una aplicación no

expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.
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En particular, se deduce que los espacios de Banach uniformemente suaves tienen

la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas con valores compactos y

convexos. Consecuentemente, damos una respuesta afirmativa al Problema Abierto 1

que aparece en [82] sobre la existencia de punto fijo para aplicaciones multivaluadas

no expansivas definidas en un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach uniformemente suave.

3.3. Otras condiciones geométricas implicando la

FPP para aplicaciones multivaluadas no ex-

pansivas

La ventaja que el módulo de cuadratura tiene sobre otros módulos definidos con

anterioridad (como el módulo de suavidad uniforme, el módulo de Clarkson, etc.)

es poder “medir”simultáneamente la suavidad y la convexidad del espacio, en lugar

de hacerlo independientemente. Este módulo, al igual que la convexidad y suavidad

uniforme, tiene un carácter finito-dimensional, esto es, sólo depende de los sube-

spacios de dimensión finita del espacio considerado. En la Sección 2.1 definimos

un nuevo módulo infinito-dimensional ζX,τ (·) y probamos que dicho módulo pod́ıa

ser considerado simultáneamente como una medida de τ -casi convexidad uniforme

y τ -casi suavidad uniforme (ver Teorema 2.3.1 y Teorema 2.3.2). También vimos

que el módulo infinito-dimensional daba una condición suficiente para que un es-

pacio tuviera τ -estructura normal uniforme (ver Corolario 2.4.1). En esta sección

vamos a mostrar que la misma condición que garantiza τ -UNS también implica la

τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Este hecho se deducirá co-

mo consecuencia de la equivalencia entre dicha condición dada a través del módulo

infinito-dimensional, una condición en función de la caracteŕıstica de τ -casi con-

vexidad uniforme y una condición en función del módulo de Opial que implica la
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τ(DL)α-condición.

Proposición 3.3.1. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que la norma es τ -slsc. Entonces

∆0,τ (X) < 1 si y sólo si ζX,τ (β) <
β

1 − β
para algún β ∈ (0, 1).

Demostración: Nótese que, como ζX,τ (β) ≥ 1, la desigualdad ζX(β) < β/(1−β)

sólo puede cumplirse para β > 1/2.

Usando la desigualdad que aparece en el Lema 2.3.3, se deduce que ∆0,τ (X) < 1

implica ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Para probar la otra implicación, supongamos que ∆0,τ (X) ≥ 1. Entonces

∆X,τ (ǫ) = 0 para cada ǫ < 1. Sea η > 0 arbitrario. Existe una sucesión {xn} ⊂ BX

τ -convergente a un punto x tal que ĺım infn ‖xn−x‖ ≥ ǫ y 1−‖x‖ < η. Tomando una

subsucesión, si fuera necesario, podemos suponer que existe ĺımn ‖xn − x‖ = l ≥ ǫ.

Consideremos la sucesión

x′
n = β

(

ǫ

l
xn +

l − ǫ

l
x

)

∈ Bβ

que es τ -convergente a βx = x′ con ĺımn ‖x′
n − x′‖ ≤ β. Sea y′ = x′/‖x′‖ = x/‖x‖,

entonces tenemos

ĺım inf
n

‖x′
n − y′‖ = ĺım inf

n

∥

∥

∥

∥

1

‖x‖
ǫ

l
(xn − x) −

(

1

‖x‖ − β

)(

ǫ

l
xn +

l − ǫ

l
x

)∥

∥

∥

∥

≥

≥ 1

‖x‖
ǫ

l
ĺım

n
‖xn − x‖ −

(

1

‖x‖ − β

)

ĺım inf
n

∥

∥

∥

∥

ǫ

l
xn +

l − ǫ

l
x

∥

∥

∥

∥

≥

≥ ǫ

‖x‖ − 1

‖x‖ + β > β − 1 − ǫ

1 − η
.

De ah́ı se deduce que

ζX,τ (β) ≥ ĺım inf
n

‖x′
n − y′‖

1 − ‖x′‖ ≥
β − 1−ǫ

1−η

1 − β(1 − η)
.

Como la última desigualdad es cierta para cada η > 0 y cada ǫ < 1, se obtiene que

ζX,τ (β) ≥ β/(1 − β) para cada β.
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Proposición 3.3.2. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que la norma es τ -slsc. Entonces,

rX,τ (1) > 0 si y sólo si ∆X,τ (1
−) > 0.

Demostración: Supongamos que rX,τ (1) > 0. Sea ǫ < 1 arbitrario. Para cada

η > 0 existe una sucesión {xn} ⊂ BX τ -convergente a un punto x con ĺım infn ‖xn −
x‖ ≥ ǫ y 1−‖x‖ < ∆X(ǫ)+ η. Consideremos la sucesión τ -nula yn = (xn −x)/ǫ con

ĺım infn ‖yn‖ ≥ 1 e y = x/ǫ. Entonces se tiene

1

ǫ
≥ ĺım inf

n

‖xn‖
ǫ

= ĺım inf
n

‖yn + y‖ ≥ 1 + rX,τ

(‖x‖
ǫ

)

≥

≥ 1 + rX,τ

(

1 − η − ∆X,τ (ǫ)

ǫ

)

.

Como η es arbitrario, usando la continuidad de rX,τ (·) se obtiene

1

ǫ
≥ 1 + rX,τ

(

1 − ∆X,τ (ǫ)

ǫ

)

.

Si 1 − ∆X,τ (1
−) = 1, haciendo tender ǫ → 1− obtendŕıamos

0 ≥ rX,τ

(

1 − ∆X,τ (1
−)
)

= rX,τ (1)

que seŕıa una contradicción. Por tanto, ∆X,τ (1
−) > 0.

Rećıprocamente, supongamos que ∆X,τ (1
−) > 0. Sea η > 0 arbitrario. Existe

una sucesión τ -nula {xn} con ĺım infn→∞ ‖xn‖ ≥ 1 y x ∈ X con ‖x‖ ≥ 1 tal que

ĺım inf
n→∞

‖x + xn‖ < 1 + rX,τ (1) + η.

Podemos suponer, tomando una subsucesión si fuera necesario, que ĺımn ‖x + xn‖
existe. Sea

yn =
xn + x

1 + rX,τ (1) + η
.

Entonces yn ∈ BX para n suficientemente grande y

yn
τ→ x

1 + rX,τ (1) + η
=: y
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con

ĺım inf
n

‖yn − y‖ = ĺım inf
n

‖xn‖
1 + rX,τ (1) + η

≥ 1

1 + rX,τ (1) + η
.

Por tanto, se obtiene

1

1 + rX,τ (1) + η
≤ ‖x‖

1 + rX,τ (1) + η
≤ 1 − ∆X,τ

(

1

1 + rX,τ (1) + η

)

.

Como η > 0 es arbitrario, se deduce

1

1 + rX,τ (1)
≤ 1 − ∆X,τ

(

(

1

1 + rX,τ (1)

)−
)

.

Si rX,τ (1) = 0, obtendŕıamos 1 ≤ 1 − ∆X,τ (1
−), que seŕıa una contradicción. Por

consiguiente, se concluye que rX,τ (1) > 0.

Como consecuencia de la Proposición 3.3.1 y de la Proposición 3.3.2, se deduce

que las tres condiciones siguientes son equivalentes:

- ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1)

- ∆0,τ (X) < 1

- rX,τ (1) > 0.

Nótese que estas tres condiciones equivalentes implican τ -UNS. En particular, sabe-

mos que rX,τ (1) > 0 implica τ -UNS, porque τCS(X) ≥ 1 + rX,τ (1) para cada

espacio de Banach X ([46], Lema 2.3). Por tanto, el Corolario 2.4.1 puede deducirse

fácilmente usando la equivalencia entre la condición rX,τ (1) > 0 y la condición

ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

A continuación vamos a probar que la condición rX,τ (1) > 0 implica la τ -FPP

para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Consecuentemente, las tres condi-

ciones equivalentes que implican τ -UNS también implican la τ -FPP para aplica-

ciones multivaluadas no expansivas. Previamente, vamos a estudiar la relación exis-

tente entre el radio asintótico de una sucesión y el radio asintótico de sus subredes

universales.
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Lema 3.3.1. Sea C un subconjunto no vaćıo de un espacio de Banach X. Si {xn}
es una sucesión acotada en C que es regular con respecto a C, entonces

r(C, {xn}) = r(C, {xnα
})

para cada subred universal {xnα
} de {xn}.

Demostración: Sea {xnα
} una subred universal de {xn}. Como

ĺım
α

‖xnα
− x‖ ≤ ĺım sup

n
‖xn − x‖

para cada x ∈ C, se tiene

r(C, {xnα
}) ≤ r(C, {xn}).

Supongamos que r(C, {xnα
}) < r(C, {xn}). Entonces existe x ∈ C tal que

ĺım
α

‖xnα
− x‖ < r(C, {xn}).

Como el ĺımite de la subred es un punto de acumulación para la sucesión, podemos

encontrar una subsucesión {yn} de {xn} tal que

ĺım
n

‖yn − x‖ = ĺım
α

‖xnα
− x‖.

Aśı,

r(C, {yn}) ≤ ĺım
n

‖yn − x‖ < r(C, {xn})

lo cual contradice la regularidad de {xn}.

Proposición 3.3.3. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre

X tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto acotado,

convexo, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto de X y {xn} una sucesión en C

que es regular con respecto a C. Entonces

rC(A(C, {xnα
})) ≤ 1

1 + rX,τ (1)
r(C, {xnα

})

para cada {xnα
} subred universal de {xn}.
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Demostración: Sea z ∈ A(C, {xnα
}). Existe una subsucesión {yn} de {xn} tal

que

ĺım
n

‖yn − z‖ = ĺım
α

‖xnα
− z‖ = r(C, {xnα

}) = r(C, {xn}) = r(C, {yn}).

Podemos suponer, tomando una subsucesión si fuera necesario, que {yn} es τ -

convergente a un punto y ∈ C y ĺımn ‖yn − y‖ existe. Como {yn} es regular con

respecto a C, al pasar a una subsucesión el radio asintótico no vaŕıa. Consideremos

u = y−z
‖y−z‖

con ‖u‖ = 1 y la sucesión un = yn−y
‖y−z‖

que es τ -nula con ĺımn ‖un‖ ≥ 1. En

efecto, usando que la norma es τ -slsc se obtiene

ĺım
n

‖yn − y‖ ≥ r(C, {yn}) = ĺım
n

‖yn − z‖ ≥ ‖y − z‖

que implica ĺımn ‖un‖ ≥ 1. Entonces se tiene

1 + rX,τ (1) ≤ ĺım inf
n

‖un + u‖ = ĺım
n

‖yn − z‖
‖y − z‖ =

r(C, {xnα
})

‖y − z‖
y se deduce la desigualdad del enunciado.

Como consecuencia de la Proposición 3.3.3 y usando los argumentos que apare-

cen en la prueba del Teorema 3.1.4, podemos probar de forma similar el siguiente

resultado.

Corolario 3.3.1. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto de X no vaćıo,

convexo, cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto. Supongamos

que se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Entonces toda aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo.
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En la Sección 1.3 recordamos que T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo obtu-

vieron en [32] un resultado de punto fijo para aplicaciones multivaluadas no expansi-

vas usando la caracteŕıstica de convexidad no compacta con respecto a la medida de

separación εβ(X) (ver Teorema 1.3.6). Como la caracteŕıstica ∆0,τ (X) satisface la

desigualdad εβ,τ (X) ≥ ∆0,τ (X), el Corolario 3.3.1 mejora el Teorema 3.5 en [32]. De

hecho, la clase de los espacios de Banach con ∆0,τ (X) < 1 es estrictamente mayor

que la de los espacios tales que εβ,τ (X) < 1. Por ejemplo, el espacio Xm = (ℓ2, ‖·‖m)

con m ∈ (0, 1] donde

‖(xn)‖m = máx

{

‖(xn)‖2,
1

m
|x1|
}

para cada x = (xn) ∈ ℓ2,

verifica εβ(Xm) =
√

2(1 − m2) y ∆0(Xm) =
√

1 − m2 (ver [81]).

3.4. La τ-FPP para aplicaciones multivaluadas no

expansivas y su permanencia bajo renormamien-

to

En la Sección 3.3 presentamos algunas condiciones en función de ciertas con-

stantes geométricas de los espacios de Banach que implican la τ -FPP para aplica-

ciones multivaluadas no expansivas. En esta sección mostramos que dichas condi-

ciones geométricas pueden preservarse bajo renormamiento cuando la distancia de

Banach-Mazur entre la norma original y la nueva norma no es demasiado grande.

Esto dará lugar a resultados de estabilidad para la τ -FPP para aplicaciones mul-

tivaluadas no expansivas. Para medir la proximidad entre dos espacios de Banach

isomorfos usaremos la distancia de Banach-Mazur definida por

d(X,Y ) = ı́nf
{

‖U‖‖U−1‖ : U : X → Y, U isomorfismo
}

.

Cuando X e Y son dos espacios de Banach isomorfos tales que d(X,Y ) ≤ d, podemos

suponer que Y es un renormamiento de (X, ‖ · ‖) con una norma | · | que verifica
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‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Este método fue iniciado por Bynum [14]

usando los coeficientes de estructura normal. De hecho, las desigualdades d(X,Y ) <

N(X) y d(X,Y ) < WCS(X) implican que Y tiene UNS y que Y tiene w-UNS

respectivamente. Más tarde, M.A. Japón Pineda [46] dio la siguiente generalización:

Si d(X,Y ) < τCS(X) y la norma equivalente es τ -slsc, entonces Y tiene τ -UNS.

A lo largo de esta sección τ será una topoloǵıa lineal sobre un espacio de Ba-

nach tal que o bien las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc o bien los conjuntos

τ -secuencialmente compactos son τ -compactos y las funciones de tipo τ -nulo son τ -

slsc. Por ejemplo, la topoloǵıa débil verifica dichas condiciones. También se sabe que

los conjuntos τ -secuencialmente compactos son τ -compactos cuando τ es cualquier

topoloǵıa métrica. Además, si X es un espacio de Banach separable y τ es una

topoloǵıa sobre X más débil que la topoloǵıa de la norma, entonces los conjuntos

τ -secuencialmente compactos son τ -compactos. En efecto, la separabilidad de X im-

plica que el espacio es Lindelöf (es decir, de cada recubrimiento abierto de X se puede

extraer un subrecubrimiento numerable) para la topoloǵıa de la norma. Lo mismo

es cierto para la topoloǵıa τ porque es menos fina que la topoloǵıa inducida por

la norma. Aśı, los subconjuntos τ -secuencialmente compactos son numerablemente

compactos y Lindelöf, y por tanto son τ -compactos.

En primer lugar vamos a estudiar la permanencia de la propiedad ∆0,τ (X) < 1

bajo renormamiento.

Proposición 3.4.1. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Supongamos que | · |
es una norma definida sobre X tal que ‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Sea

Y = (X, | · |). Entonces

∆Y,τ (ǫ) ≥ d∆X,τ

( ǫ

d

)

+ 1 − d para cada ǫ > 0.

Demostración: Sea ǫ > 0 y sea {xn} una sucesión en BY τ -convergente a x con

ĺım infn |xn − x| ≥ ǫ. Entonces, ĺım infn ‖xn − x‖ ≥ ǫ/d y

1 − |x| ≥ 1 − d‖x‖ = d(1 − ‖x‖) + 1 − d ≥ d∆X,τ

( ǫ

d

)

+ 1 − d.
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De ah́ı se deduce la desigualdad del enunciado.

La proposición anterior da el siguiente resultado de estabilidad para la τ -FPP

para aplicaciones multivaluadas no expansivas, que es una consecuencia directa del

Corolario 3.3.1.

Corolario 3.4.1. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Supongamos que | · | es

una norma definida sobre X tal que ‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Sea

Y = (X, | · |). Si ∆X,τ

(

1−

d

)

> 1− 1
d
, entonces ∆Y,τ (1

−) > 0. Por tanto, si las

funciones de tipo τ -nulo sobre Y son τ -lsc, entonces cada aplicación no expansiva

T : C → KC(C) tiene un punto fijo, donde C es un subconjunto de Y no vaćıo,

convexo, cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto.

En el siguiente ejemplo aplicamos el resultado anterior en el caso de los espacios

de sucesiones ℓp con la topoloǵıa débil.

Ejemplo 3.4.1. En el caso de los espacios ℓp (1 < p < +∞) con la topoloǵıa débil

se tiene ∆ℓp,w(ǫ) = 1 − (1 − ǫp)1/p ([4], Nota V.1.17). Por tanto,

∆ℓp,w

(

1−

d

)

> 1 − 1

d
si y sólo si d < 21/p.

Nótese que la cota obtenida es cota para estructura normal (y, por tanto, teniendo

en cuenta que la (DL)α-condición implica estructura normal débil, es también una

cota para la (DL)α-condición).

A continuación aplicamos el Corolario 3.4.1 en el caso de los espacios Eβ con la

topoloǵıa débil.

Ejemplo 3.4.2. Para β > 1 consideramos el espacio ℓ2 con la norma equivalente

‖x‖2,β = máx {‖x‖2, β‖x‖∞} .
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Entonces Eβ = (ℓ2, ‖ · ‖2,β) es un espacio de Banach isomorfo a ℓ2 con d(Eβ, ℓ2) = β

(puesto que ‖x‖2 ≤ ‖x‖2,β ≤ β‖x‖2 para todo x ∈ ℓ2). Estos espacios son im-

portantes en Teoŕıa del Punto Fijo porque es conocido que Eβ no tiene estructura

normal cuando β ≥
√

2, pero Eβ tiene estructura normal asintótica (y, por tanto,

tiene la FPP) si β < 2. Por otra parte, Eβ tiene una base monótona incondicional,

por tanto, Eβ tiene la FPP para cualquier β > 1 (ver [61]).

En el caso de Eβ (con la topoloǵıa débil) probaremos que

∆Eβ ,w(ǫ) = máx
(

0, 1 −
√

β2 − ǫ2
)

para cada ǫ ≤ 1. En efecto, sea {xn} ⊂ BEβ
débilmente convergente a x con

ĺım infn ‖xn − x‖2,β ≥ ǫ. Entonces

1 ≥ ĺım inf
n

‖xn‖2
2 = ĺım inf

n
‖xn − x‖2

2 + ‖x‖2
2 ≥

ǫ2

β2
+

‖x‖2
2,β

β2
.

Por tanto, se tiene ‖x‖2,β ≤
√

β2 − ǫ2, lo cual implica que

∆Eβ ,w(ǫ) ≥ máx
(

0, 1 −
√

β2 − ǫ2
)

.

Cuando ǫ ∈ [
√

β2 − 1, 1] podemos considerar la sucesión

xn =
1

β

(

√

β2 − ǫ2e1 + ǫen

)

∈ BEβ

que es débilmente convergente a

x =

√

β2 − ǫ2

β
e1.

Como ‖x‖2,β =
√

β2 − ǫ2, se tiene ∆Eβ ,w(ǫ) = 1 −
√

β2 − ǫ2.

Por otra parte, puesto que ∆Eβ ,w(ǫ) es una función creciente, se tiene que

∆Eβ ,w(ǫ) = 0 para cada ǫ ≤
√

β2 − 1.

Aśı pues, para β <
√

2

∆Eβ ,w

(

1−

d

)

> 1 − 1

d
si y sólo si d <

√
2

β

que es también una cota para estructura normal (ver [28], Teorema 4).
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Finalmente, en el siguiente ejemplo aplicamos el resultado anterior en el caso de

los espacios Lp(µ) con la topoloǵıa de la convergencia local en medida.

Ejemplo 3.4.3. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva σ-finita. Para cada

1 ≤ p < +∞ consideramos el espacio de Banach separable Lp(µ) con la norma usual.

Sea {Ωn}∞n=1 una partición σ-finita de Ω. Consideramos τ la topoloǵıa generada por

la métrica

d(f, g) =
∞
∑

n=1

1

2n

1

µ(Ωn)

∫

Ωn

|f − g|
1 + |f − g| dµ para f, g ∈ Lp(µ).

Esta topoloǵıa se conoce como la topoloǵıa de la convergencia local en medida (clm).

Lp(µ) dotado con la clm topoloǵıa (que es más débil que la topoloǵıa de la norma)

es un espacio vectorial topológico.

Como la clm topoloǵıa es metrizable, los conjuntos clm-secuencialmente compactos

son clm-compactos.

Para p > 1 la clm topoloǵıa es más fuerte que la topoloǵıa débil, lo cual implica

que las funciones de tipo clm-nulo son clm-lsc. Para p = 1 vamos a mostrar que las

funciones de tipo clm-nulo sobre (L1(µ), ‖ · ‖1) son clm-slsc. Primero probaremos

que si {fα} es una red clm-nula en L1(µ), entonces

ĺım sup
α

‖fα − f‖1 = ‖f‖1 + ĺım sup
α

‖fα‖1

para cada f ∈ L1(µ). Sea ǫ > 0, existe k tal que

∞
∑

n=k+1

∫

Ωn

|f |dµ < ǫ

y, como {fα} es clm-nula, existe α0 tal que

k
∑

n=1

∫

Ωn

|fα|dµ < ǫ

para cada α ≥ α0. Por tanto,

|‖fα − f‖1 − ‖fα‖1 − ‖f‖1| < ǫ
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para cada α ≥ α0, lo que prueba que

ĺım sup
α

‖fα − f‖1 = ‖f‖1 + ĺım sup
α

‖fα‖1.

Sea {gn} una sucesión en L1(µ) clm-convergente a g. Usando el Lema de Fatou y

teniendo en cuenta que cada sucesión clm-convergente tiene una subsucesión que

converge al mismo ĺımite en casi todo, se dedujo en ([46], Ejemplo 2.3) que la norma

‖ · ‖1 es clm-slsc. Por tanto,

ĺım sup
α

‖fα − g‖1 = ĺım sup
α

‖fα‖1 + ‖g‖1 ≤

≤ ĺım sup
α

‖fα‖1 + ĺım inf
n

‖gn‖1 = ĺım inf
n

ĺım sup
α

‖fα − gn‖1.

En el caso de los espacios Lp(µ) (1 ≤ p < +∞), se probó en ([46], Ejemplo 2.4)

que

∆Lp(µ),clm(ǫ) = 1 − (1 − ǫp)
1

p .

Por tanto,

∆Lp(µ),clm

(

1−

d

)

= 1 −
(

1 − 1

dp

)
1

p

> 1 − 1

d
si y sólo si d < 2

1

p .

En el caso particular del espacio L1(µ), si Y es un espacio de Banach isomorfo a

L1(µ) tal que las funciones de tipo clm-nulo sobre Y son clm-slsc y d(L1(µ), Y ) < 2,

entonces toda aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo, donde

C es un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente

compacto de Y .

En particular cuando Ω = N y µ es la medida cardinal definida en los subconjun-

tos de N, para p = 1 la convergencia local en medida es equivalente a la convergencia

débil estrella para sucesiones acotadas en ℓ1. Aśı pues, obtenemos

∆ℓ1,w∗

(

1−

d

)

=
1

d
> 1 − 1

d
si y sólo si d < 2.
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Obsérvese que éstas son también cotas para clm-UNS y w∗-UNS respectivamente,

es decir, las cotas obtenidas son las máximas cotas posibles de estabilidad para clm-

UNS y w∗-UNS respectivamente. De hecho, en el caso p > 1 (para la medida cardinal

sobre N) podemos considerar los espacios Ep,β definidos como el renormamiento de

ℓp dado por

‖x‖p,β = máx{‖x‖p, β‖x‖∞}.

Es fácil probar que ‖x‖p ≤ ‖x‖p,β ≤ β‖x‖p para cada x ∈ ℓp, por tanto, d(ℓp, Ep,β) =

β. Sin embargo, Ep,β no tiene w-UNS si β ≥ 2
1

p porque

WCS(Ep,β) =







21/p

β
para 1 ≤ β < 21/p

1 para 21/p ≤ β

Por otra parte, para p = 1 si consideramos el espacio de Bynum ℓ1,∞, es decir, el

espacio ℓ1 dotado con la norma equivalente

‖x‖1,∞ = máx{‖x+‖1, ‖x−‖1},

podemos comprobar que d(ℓ1, ℓ1,∞) = 2 (puesto que ‖x‖1,∞ ≤ ‖x‖1 ≤ 2‖x‖1,∞ para

cada x ∈ ℓ1). Sin embargo, ℓ1,∞ no tiene w∗-NS. Más aún, ℓ1,∞ no cumple la w∗-FPP

(ver [46], Ejemplo 1.2), por tanto ésta es la mejor cota de estabilidad para la w∗-FPP

en el espacio ℓ1.

En el siguiente ejemplo mostramos una aplicación del resultado de estabilidad

obtenido para el espacio L1(µ).

Previamente recordamos la siguiente generalización del Teorema de Lami-Dozo

([55], Teorema 3.2) dada por P. Lorenzo en [65].

Teorema 3.4.1. ([65], Teorema 3.2.2) Sea X un espacio de Banach verificando la

propiedad de Opial con respecto a una topoloǵıa lineal τ dada sobre X. Supongamos

que C es un subconjunto cerrado, acotado, convexo y τ -secuencialmente compacto

de X y T : C → K(C) es una aplicación no expansiva, entonces T tiene un punto

fijo.
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En particular podemos aplicar este teorema al espacio L1(µ) con la clm topoloǵıa

porque dicho espacio verifica la propiedad uniforme de Opial con respecto a la clm

topoloǵıa. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra una aplicación del resultado

de estabilidad para deducir la FPP en ausencia de la propiedad de Opial.

Ejemplo 3.4.4. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida positiva σ-finita y τ la

topoloǵıa de la convergencia local en medida. Sea X el espacio de Banach L1(µ)

con la norma usual ‖ · ‖1. Sea {Ωn}∞n=1 una partición σ-finita de Ω. Para 1 < λ < 2

consideramos en L1(µ) la norma equivalente

|||f ||| = máx

(

‖f‖1, λ sup
k

∫

Ωk

|f | dµ

)

.

Sea Y = (L1(µ), ||| · |||). Vamos a comprobar que las funciones de tipo clm-nulo sobre

Y son clm-slsc. En efecto, sea {fα} una red clm-nula en L1(µ). Como en el Ejemplo

3.4.3 (donde mostramos que las funciones de tipo clm-nulo sobre (L1(µ), ‖ · ‖1) son

clm-slsc), podemos obtener que

ĺım sup
α

sup
k

∫

Ωk

|fα − f |dµ = máx

(

sup
k

∫

Ωk

|f |dµ, ĺım sup
α

sup
k

∫

Ωk

|fα|dµ

)

para cada f ∈ L1(µ). Sea {gn} una sucesión en L1(µ) clm-convergente a g, entonces

ĺım sup
α

sup
k

∫

Ωk

|fα − g|dµ ≤ ĺım inf
n

ĺım sup
α

sup
k

∫

Ωk

|fα − gn|dµ,

que implica

ĺım sup
α

|||fα − g||| ≤ ĺım inf
n

ĺım sup
α

|||fα − gn|||.

Como d(X,Y ) = λ < 2 y las funciones de tipo clm-nulo sobre Y son clm-slsc,

entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo, donde

C es un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente

compacto de Y .

Sin embargo, Y no verifica la propiedad de Opial con respecto a la clm topoloǵıa.

De hecho, si consideramos la sucesión clm-nula

fn =
1

µ(Ωn)
χΩn
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y la función

f =
a

µ(Ω1)
χΩ1

con a < 1,

se tiene |||fn||| = λ y |||fn−f ||| = λ si 1+a < λ. Por tanto, Y no cumple la propiedad

de Opial con respecto a la clm topoloǵıa y no podemos aplicar la generalización del

Teorema de Lami-Dozo.

También podemos obtener un resultado de estabilidad usando la caracteŕıstica

εβ,τ (X) en lugar de ∆0,τ (X). Sin embargo, en el caso de los espacios Lp(µ) veremos

que este resultado es peor que el obtenido previamente usando ∆0,τ (X) (lo cual era

de esperar, ya que ∆0,τ (X) ≤ εβ,τ (X)).

Vamos a estudiar la permanencia bajo renormamiento de la propiedad εβ,τ (X) <

1. La prueba es similar a la de la Proposición 3.4.1, por lo que no la incluimos.

Proposición 3.4.2. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Supongamos que | · |
es una norma definida sobre X tal que ‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Sea

Y = (X, | · |). Entonces

∆Y,β,τ (ǫ) ≥ d∆X,β,τ

( ǫ

d

)

+ 1 − d para cada ǫ > 0.

Como consecuencia de esta desigualdad se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.4.2. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Supongamos que | · | es

una norma definida sobre X tal que ‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X. Sea

Y = (X, |·|). Si ∆X,β,τ

(

1−

d

)

> 1− 1
d
, entonces ∆Y,β,τ (1

−) > 0. Por tanto, si las

funciones de tipo τ -nulo sobre Y son τ -lsc, entonces cada aplicación no expansiva

T : C → KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto de Y no vaćıo,

convexo, cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto.

En el caso de los espacios ℓp y Lp(µ) con 1 < p < +∞, se tiene

∆ℓp,β,w(ǫ) = ∆Lp(µ),β,clm(ǫ) = 1 −
(

1 − ǫp

2

)
1

p
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([46], Ejemplo 2.4). Por tanto,

∆ℓp,β,w

(

1−

d

)

= ∆Lp(µ),β,clm

(

1−

d

)

> 1 − 1

d
si y sólo si d <

(

3

2

)
1

p

.

Nótese que los resultados anteriores no son resultados de estabilidad en el sentido

usual de encontrar una constante k, que depende de X, tal que si X cumple cierta

propiedad e Y es un espacio de Banach con d(X,Y ) < k, entonces Y también verifica

dicha propiedad. No obstante, veremos a continuación que el módulo de Opial puede

darnos un resultado de estabilidad en el sentido usual. En la siguiente proposición

estudiamos la permanencia de la condición rX,τ (1) > 0 bajo isomorfismos.

Proposición 3.4.3. Sean X e Y espacios de Banach isomorfos. Entonces

rX,τ (1) + 1 ≤ d(X,Y )(rY,τ (1) + 1).

Demostración: Podemos considerar X e Y como el mismo espacio vectorial

dotado con dos normas equivalentes, ‖ · ‖ y | · | respectivamente, tales que

‖x‖ ≤ |x| ≤ d‖x‖ para cada x ∈ X.

Sea x ∈ Y con |x| ≥ 1 y {xn} una sucesión τ -nula en Y tal que ĺım infn |xn| ≥ 1.

Entonces, se tiene que ‖dx‖ ≥ 1 y ĺım infn ‖dxn‖ ≥ 1. Por tanto,

rX,τ (1) + 1 ≤ ĺım inf
n

‖dxn + dx‖ ≤ d ĺım inf
n

|xn + x|.

De ah́ı se deduce la desigualdad del enunciado.

Como consecuencia del Corolario 3.3.1 se obtiene el siguiente resultado de esta-

bilidad para la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas.

Corolario 3.4.3. Sean X e Y dos espacios de Banach isomorfos. Si d(X,Y ) <

rX,τ (1)+1, entonces rY,τ (1) > 0. Por tanto, si las funciones de tipo τ -nulo sobre

Y son τ -lsc, entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto

fijo, siendo C un subconjunto de Y no vaćıo, convexo, cerrado, acotado, τ -compacto

y τ -secuencialmente compacto.
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A continuación vamos a aplicar el Corolario 3.4.3 en el caso de los espacios ℓp y

Eβ con la topoloǵıa débil y en el caso de los espacios Lp con la clm-topoloǵıa.

En el caso de los espacios ℓp (1 < p < ∞) con la topoloǵıa débil, se tiene

rℓp,w(c) = (1 + cp)
1

p − 1

y, por tanto, se obtiene que si Y es un espacio de Banach isomorfo a ℓp tal que

d(ℓp, Y ) < 2
1

p , entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene

un punto fijo, siendo C un subconjunto no vaćıo, convexo y débil compacto de

Y . Nótese que ésta es la misma cota que obtuvimos en el Ejemplo 3.4.1.

En el caso de los espacios Eβ con la topoloǵıa débil, es fácil comprobar que

rEβ ,w(1) =











√
2

β
− 1 para β <

√
2

0 para β ≥
√

2

Aśı, usando el Corolario 3.4.3, de nuevo obtenemos (como en el Ejemplo 3.4.2)

que si Y es un espacio de Banach isomorfo a Eβ tal que d(Eβ, Y ) <
√

2/β para

algún β <
√

2, entonces cada aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene

un punto fijo, siendo C un subconjunto no vaćıo, convexo y débil compacto de

Y .

En el caso de los espacios Lp(µ) con 1 ≤ p < ∞, en ([46], Example 2.3) se

probó que

rLp(µ),clm(c) = (1 + cp)
1

p − 1.

Por tanto, si Y es un espacio de Banach isomorfo a Lp(µ) tal que d(Lp(µ), Y ) <

2
1

p (que coincide con la cota obtenida en el Ejemplo 3.4.3), entonces cada

aplicación no expansiva T : C → KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un

subconjunto de Y no vaćıo, convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente

compacto.
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En particular, cuando Ω = N y µ es la medida cardinal definida en los subcon-

juntos de N, para p = 1 se tiene rℓ1,w∗(1) = rL1(µ),clm(1) = 1. Por consiguiente,

si Y es un espacio de Banach isomorfo a ℓ1 tal que las funciones de tipo w∗-

nulo sobre Y son w∗-slsc y d(ℓ1, Y ) < 2, entonces cada aplicación no expansiva

T : C → KC(C) tiene un punto fijo, siendo C un subconjunto de Y no vaćıo,

convexo, cerrado, acotado y clm-secuencialmente compacto.

Obsérvese que las cotas que hemos obtenido con el módulo de Opial coinciden

con las que obtuvimos antes usando la caracteŕıstica de τ -NUC ∆0,τ (X). Esto era

de esperar, ya que en la Proposición 3.3.2 se probó que la condición rX,τ (1) > 0 es

equivalente a ∆0,τ (X) < 1.

3.5. Algunos resultados de punto fijo para nonself-

aplicaciones multivaluadas no expansivas

En las secciones anteriores probamos algunos resultados de punto fijo para apli-

caciones multivaluadas no expansivas cuyo rango está contenido en su dominio. No

obstante, podemos hacer un estudio similar para aplicaciones cuyo rango no esté con-

tenido en su dominio (a las que llamaremos nonself-aplicaciones). El uso de ultra

redes nos permitirá evitar la hipótesis de separabilidad al extender los resultados

conocidos para nonself-aplicaciones.

En primer lugar vamos a demostrar que, bajo ciertas condiciones, la τ(DL)α-

condición también implica la τ -FPP para nonself-aplicaciones no expansivas. Para

ello vamos a necesitar el siguiente resultado previo.

Teorema 3.5.1. ([18], Lema 11.5) Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cer-

rado y acotado de un espacio de Banach X. Sea F : C → 2X \ {∅} semicontinua

superiormente y χ-condensante con valores cerrados y convexos. Si Fx ∩ IC(x) 6= ∅



100 CAPÍTULO 3. FPP PARA APLICACIONES MULTIVALUADAS

para todo x ∈ C, donde IC(x) denota el conjunto “hacia dentro”de x con respecto a

C definido por

IC(x) := {x + λ(y − x) : λ ≥ 0, y ∈ C},

entonces F tiene un punto fijo.

Teorema 3.5.2. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X

tal que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto no vaćıo, τ -

compacto, cerrado, acotado y convexo de X y T : C → KC(X) una aplicación no

expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂ IC(x) para cada x ∈ C. Si X verifica la

τ(DL)α-condición, entonces T tiene un punto fijo.

Demostración: Fijado x0 ∈ C, para cada n ≥ 1, definimos Tn : C → KC(X)

por

Tnx =
1

n
x0 +

(

1 − 1

n

)

Tx, x ∈ C.

Teniendo en cuenta que para cada x ∈ C el conjunto IC(x) es convexo y contiene

a C, es fácil ver que Tnx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C. Como T es 1-χ-contractiva,

entonces Tn es
(

1 − 1
n

)

-χ-contractiva. Aśı, podemos aplicar el Teorema 3.5.1 para

obtener un punto fijo xn ∈ C de Tn. Por tanto, tenemos una sucesión {xn} en C tal

que ĺımn d(xn, Txn) = 0. Sea {nα} una subred universal de la sucesión de números

naturales {n}. Denotemos A = A(C, {xnα
}). En primer lugar vamos a probar que

Tx ∩ IA(x) 6= ∅ for every x ∈ A.

En efecto, la compacidad de Txnα
implica que, para cada nα, podemos tomar ynα

∈
Txnα

tal que

‖xnα
− ynα

‖ = d(xnα
, Txnα

).

Como Tx es compacto, para cada x ∈ A, podemos encontrar znα
∈ Tx tal que

‖ynα
− znα

‖ = d(ynα
, Tx) ≤ H(Txnα

, Tx) ≤ ‖xnα
− x‖.
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Let z = ĺımα znα
∈ Tx, entonces se tiene

ĺım
α

‖xnα
− z‖ = ĺım

α
‖ynα

− znα
‖ ≤ ĺım

α
‖xnα

− x‖ = r(C, {xnα
}).

Como z ∈ Tx ⊂ IC(x), existe λ ≥ 0 tal que z = x + λ(v − x) para algún v ∈ C.

Si λ ≤ 1, entonces z ∈ C y, por tanto, de la desigualdad anterior se deduce que

z ∈ A ⊂ IA(x). Si λ > 1, entonces poniendo

v = µz + (1 − µ)x con µ =
1

λ
∈ (0, 1),

se tiene

ĺım
α

‖xnα
− v‖ ≤ µ ĺım

α
‖xnα

− z‖ + (1 − µ) ĺım
α

‖xnα
− x‖ ≤ r(C, {xnα

})

que implica que v ∈ A y, por tanto, z ∈ IA(x).

Aśı pues, la aplicación T : A → KC(X) es no expansiva, 1-χ-contractiva y

verifica Tx ∩ IA(x) 6= ∅ for every x ∈ A. Además, como X cumple la τ(DL)α-

condición, se tiene

rC(A) ≤ λr(C, {xnα
})

para algún λ < 1. A partir de aqúı podemos seguir la prueba como en el Teorema

3.1.4.

Observación 3.5.1. Hay ejemplos que muestran que la condición de no expansivi-

dad no puede evitarse en el teorema anterior (ver [30], Nota 4.4). En efecto, si B2

es la bola unidad cerrada de ℓ2 y T : B2 → B2 está definida como sigue

T (x) = T (x1, x2, ...) =
(

√

1 − ‖x‖2, x1, x2, ...
)

,

entonces T es una 1-χ-contracción sin punto fijo.

Sin embargo, no sabemos si la condición de χ-contractividad puede evitarse en el

teorema anterior. No obstante, en ([65], Teorema 3.2.5) se prueba que, cuando C es

un subconjunto τ -secuencialmente compacto de un espacio de Banach X separable o
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reflexivo cumpliendo la propiedad de Opial no estricta con respecto a una topoloǵıa

lineal τ , entonces cada aplicación no expansiva T : C → K(X) con T (C) acotado

es 1-χ-contractiva.

Nótese que T (C) es un conjunto acotado siempre que C es acotado y T :

C → CB(X) es una aplicación no expansiva. En efecto, si x0 ∈ C, entonces

Tx ⊂ B(Tx0, ‖x − x0‖) para cada x ∈ C.

A continuación vamos a aplicar el Teorema 3.5.2 con el fin de generalizar algunos

resultados dados en [31] y [20].

Como consecuencia de la Proposición 3.3.3 y usando los argumentos que aparecen

en la prueba del Teorema 3.5.2, podemos probar de forma similar el siguiente resul-

tado que extiende el Corolario 3.3.1 para aplicaciones cuyo rango no está contenido

en su dominio.

Teorema 3.5.3. Sea X un espacio de Banach y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal

que las funciones de tipo τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto de X no vaćıo,

convexo, cerrado, acotado, τ -compacto y τ -secuencialmente compacto. Supongamos

que se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂
IC(x) para cada x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

En la Sección 1.3 recordamos que T. Domı́nguez Benavides y P. Lorenzo obtu-

vieron en [31] algunos resultados de punto fijo para nonself-aplicaciones multivalu-

adas no expansivas usando la caracteŕıstica de convexidad no compacta con respecto
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a las medidas β y χ (ver Teorema 1.3.10 y Teorema 1.3.11). Como la caracteŕıstica

∆0,τ (X) verifica las siguientes desigualdades

εβ,τ (X) ≥ ∆0,τ (X) ≥ εχ,τ (X),

el Teorema 3.5.3 generaliza el Teorema 3.6 en [31] para una topoloǵıa arbitraria τ y

elimina la hipótesis de separabilidad de él.

Teniendo en cuenta la Observación 3.5.1 podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.5.1. Sea X un espacio de Banach separable o reflexivo con la propiedad

de Opial no estricta y τ una topoloǵıa lineal sobre X tal que las funciones de tipo

τ -nulo son τ -lsc. Sea C un subconjunto de X no vaćıo, convexo, cerrado, acotado,

τ -compacto y τ -secuencialmente compacto. Supongamos que se cumple una de las

siguientes condiciones equivalentes:

1. rX,τ (1) > 0

2. ∆0,τ (X) < 1

3. ζX,τ (β) < β/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1).

Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva tal que Tx ⊂ IC(x) para cada

x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

Como ∆0,τ (X) coincide con εχ,τ (X) cuando X verifica la propiedad de Opial no

estricta con respecto a τ , este resultado generaliza el Teorema 3.7 en [31] para una

topoloǵıa arbitraria τ y elimina la hipótesis de separabilidad de él.

Como consecuencia de la Proposición 3.2.2 y del Teorema 3.5.2, podemos exten-

der el Corolario 3.2.1 y el Corolario 3.2.2 para aplicaciones cuyo rango no está con-

tenido en su dominio.

Teorema 3.5.4. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de un

espacio de Banach X tal que

ξX(β) <
1

1 − β
para algún β ∈ (0, 1).
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Sea T : C → KC(X) una aplicación no expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂
IC(x) para cada x ∈ C. Entonces T tiene un punto fijo.

Corolario 3.5.2. Sea C un subconjunto no vaćıo, convexo, cerrado y acotado de

un espacio de Banach X tal que ρ′
X(0) < 1/2. Sea T : C → KC(X) una aplicación

no expansiva y 1-χ-contractiva tal que Tx ⊂ IC(x) para cada x ∈ C. Entonces T

tiene un punto fijo.

En ([20], Teorema 3.4) S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen y A. Kaewkhao obtu-

vieron una relación entre el centro asintótico de una sucesión y la constante de James.

Aqúı vamos a mostrar una relación similar para redes. Previamente recordamos que

un espacio de Banach X se dice que verifica la propiedad WORTH si

ĺım sup
n

‖xn + x‖ = ĺım sup
n

‖xn − x‖

para cualquier x ∈ X y cualquier sucesión débilmente nula {xn} en X. Es sabido

que si X verifica la propiedad WORTH, entonces X verifica la propiedad de Opial

no estricta [38].

Proposición 3.5.1. Sea C un subconjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio

de Banach reflexivo X verificando la propiedad WORTH y sea {xn} una sucesión

en C que es regular con respecto a C. Entonces

rC(A(C, {xnα
})) ≤ J(X)

2
r(C, {xnα

})

para cada {xnα
} subred universal de {xn}, donde J(X) denota la constante de James

del espacio X definida por

J(X) = sup {‖x + y‖ ∧ ‖x − y‖ : x, y ∈ BX} .

Demostración: Sea z ∈ A(C, {xnα
}). Existe una subsucesión {yn} de {xn} tal

que

ĺım
n

‖yn − z‖ = ĺım
α

‖xnα
− z‖ = r(C, {xnα

}) = r(C, {xn}) = r(C, {yn}).
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A partir de aqúı podemos seguir la prueba como en ([20], Teorema 3.4). Podemos

suponer, tomando una subsucesión si fuera necesario, que {yn} es débilmente conver-

gente a un punto y ∈ C y ĺımn ‖yn−y‖ existe. Como {yn} es regular con respecto a C,

al pasar a una subsucesión no vaŕıa el radio asintótico. Denotemos r = r(C, {xnα
}).

Como X satisface la propiedad WORTH y, por tanto, verifica la propiedad de Opial

no estricta, entonces se tiene

r = ĺım
n

‖yn − y‖

y

r = ĺım
n

‖yn − z‖ = ĺım
n

‖(yn − y) + (y − z)‖ =

= ĺım
n

‖(yn − y) − (y − z)‖ = ĺım
n

‖yn − 2y + z‖.

Sea U un ultrafiltro no trivial en N. En la ultrapotencia XU de X consideramos

ũ =
1

r
{yn − z}U ∈ SXU

y ṽ =
1

r
{yn − 2y + z}U ∈ SXU

.

Entonces se tiene

‖ũ + ṽ‖U =
2

r
ĺım
U

‖yn − y‖ =
2

r
ĺım

n
‖yn − y‖ = 2

‖ũ − ṽ‖U =
2

r
‖y − z‖.

Usando que la norma es w-slsc, se obtiene

‖y − z‖ ≤ ĺım
n

‖yn − z‖ = r.

Por tanto,

J(XU) ≥ ‖ũ + ṽ‖U ∧ ‖ũ − ṽ‖U = 2 ∧ 2

r
‖y − z‖ =

2

r
‖y − z‖.

Como cada subespacio finito-dimensional de XU es casi isométrico a un subespacio

finito-dimensional de X ([53], Proposición 2.10), entonces J(X) = J(XU) y, por

tanto, se tiene

J(X) ≥ 2

r
‖y − z‖.
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Como la última desigualdad es cierta para cada z ∈ A(C, {xnα
}), obtenemos la

desigualdad del enunciado.

Usando la desigualdad anterior y los argumentos de la prueba del Teorema 3.5.2,

podemos obtener el siguiente resultado que suprime la hipótesis de separabilidad

del Corolario 3.6 en [20]. Previamente recordamos que un espacio de Banach X es

uniformemente no cuadrado si y sólo si J(X) < 2. Los espacios de Banach uniforme-

mente no cuadrados son reflexivos [45].

Teorema 3.5.5. Sea X un espacio de Banach uniformemente no cuadrado ver-

ificando la propiedad WORTH y sea C un subconjunto no vaćıo, acotado, cerra-

do y convexo de X. Si T : C → KC(X) es una aplicación no expansiva tal que

Tx ⊂ IC(x) para todo x ∈ C, entonces T tiene un punto fijo.

En ([81], Teorema 6.5) A. Wísnicki y J. Wośko obtienen el mismo resultado

introduciendo la noción de ultra centro asintótico.



Apéndice A

Relación entre algunas condiciones

que implican la FPP para

aplicaciones multivaluadas no

expansivas

A lo largo del Caṕıtulo 3 se han obtenido resultados en los que se prueba que

ciertas propiedades que garantizan algún tipo de estructura normal también im-

plican la τ(DL)α-condición y, por tanto, la τ -FPP para aplicaciones multivaluadas

no expansivas. Dichos resultados dan respuestas parciales al problema de extender

el Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas y nos llevan a conjeturar que

estructura normal implica la existencia de punto fijo para aplicaciones multivalu-

adas no expansivas. De hecho, nos planteamos si los espacios con estructura normal

cumplen la (DL)-condición, propiedad definida por S. Dhompongsa, A. Kaewcharoen

y A. Kaewkhao [20] usando sucesiones en lugar de redes, que implica estructura nor-

mal débil y la w-FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas. Sin embargo,

en este Apéndice vamos dar un ejemplo que muestra que la (DL)-condición es es-

trictamente más fuerte que la estructura normal débil. Más aún, S. Dhompongsa,
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T. Domı́nguez Benavides, A. Kaewcharoen y B. Panyanak [19] han definido recien-

temente una nueva propiedad para espacios de Banach llamada propiedad (D), que

es más débil que la (DL)-condición y más fuerte que la estructura normal débil,

y prueban que si C es un subconjunto no vaćıo, convexo y débil compacto de un

espacio de Banach que verifica la propiedad (D) entonces toda aplicación no expan-

siva T : C → KC(C) tiene un punto fijo. El ejemplo que daremos muestra que la

estructura normal uniforme no implica dicha propiedad (D). Por tanto, el proble-

ma de extender el Teorema de Kirk para aplicaciones multivaluadas no expansivas

permanece abierto, ya que la (DL)-condición y la propiedad (D) sólo pueden dar

respuestas parciales.

En este Apéndice vamos a trabajar con sucesiones y con la topoloǵıa débil.

Definición A.0.1. ([19]) Se dice que un espacio de Banach X verifica la propiedad

(D) si existe λ ∈ [0, 1) tal que para cualquier subconjunto no vaćıo, débil com-

pacto y convexo C de X, cualquier sucesión acotada {xn} en C regular y asintótica-

mente uniforme con respecto a C, y cualquier sucesión {yn} en A(C, {xn}) regular

y asintóticamente uniforme con respecto a C, se tiene

r(C, {yn}) ≤ λr(C, {xn}).

Teorema A.0.6. ([19], Teorema 3.2) Sea X un espacio de Banach verificando la

propiedad (D). Entonces X tiene estructura normal débil.

Teorema A.0.7. ([19], Teorema 3.5) Sea C un subconjunto no vaćıo, débil compacto

y convexo de un espacio de Banach X que verifica la propiedad (D). Sea T : C →
KC(C) una aplicación no expansiva. Entonces T tiene un punto fijo.

En este momento sabemos que hay varias condiciones geométricas que implican la

FPP para aplicaciones multivaluadas no expansivas: la (DL)-condición, la propiedad

(D), ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β, ζX(β) < β/(1 − β) para algún β, ∆0(X) < 1

y rX(1) > 0. Además sabemos que todas estas propiedades implican algún tipo de
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estructura normal (w-NS, w-UNS o UNS). Una cuestión natural es determinar la

relación exacta que existe entre dichas propiedades. Por tanto vamos a estudiar la

relación existente entre las siguientes propiedades: (DL)-condición, propiedad (D),

w-NS, w-UNS, UNS, ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β, ζX(β) < β/(1 − β) para

algún β, ∆0(X) < 1 y rX(1) > 0. En la Sección 3.3 probamos que las tres últimas

condiciones son equivalentes, por tanto sólo vamos a considerar la condición rX(1) >

0 como representante de las tres.

En la siguiente proposición mostramos algunas relaciones que son ya conocidas

y otras relaciones que son similares a las que probamos en la Sección 3.2 y en la

Sección 3.3.

Proposición A.0.2. 1. La (DL)-condición implica la propiedad (D) que implica

w-NS.

2. ξX(β) < 1/(1−β) para algún β ∈ (0, 1) implica UNS y la (DL)-condición para

los subconjuntos separables de X.

3. rX(1) > 0 implica w-UNS y la (DL)-condición.

4. w-UNS implica w-NS.

5. w-NS no implica w-UNS.

6. UNS implica w-UNS.

7. w-UNS no implica UNS.

Demostración:

1. De la definición se deduce fácilmente que la propiedad (D) es más débil que la

(DL)-condición.

Por otra parte, Dhompongsa et al. probaron en ([19], Teorema 3.2) que la

propiedad (D) implica w-NS.
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2. Beńıtez et al. probaron en ([8], Proposición 2.9) que ξX(β) < 1/(1 − β) para

algún β ∈ (0, 1) implica UNS.

Por otra parte, en la Proposición 3.2.2 probamos que ξX(β) < 1/(1 − β) para

algún β ∈ (0, 1) implica la (DL)α-condición y observamos que, cuando C es

separable, se puede obtener una desigualdad análoga usando sucesiones en

lugar de ultra redes. Aśı pues, X verifica la (DL)-condición para subconjuntos

separables de X.

3. Como WCS(X) ≥ 1 + rX(1) para cada espacio de Banach X ([62], Teorema

3.2), como consecuencia se deduce que rX(1) > 0 implica w-UNS.

Por otra parte, para deducir que rX(1) > 0 implica la (DL)-condición, podemos

probar fácilmente una desigualdad para sucesiones similar a la obtenida en la

Proposición 3.3.3. En efecto, sea C un subconjunto débil compacto y convexo

de X y sea {xn} una sucesión acotada en C regular con respecto a C. Podemos

suponer, tomando una subsucesión si fuera necesario, que {xn} es débilmente

convergente a un punto x ∈ C y que existe ĺımn ‖xn−x‖. Como {xn} es regular

con respecto a C, el radio asintótico no vaŕıa al tomar una subsucesión. Sea

z ∈ A(C, {xn}). Consideremos y = x−z
‖x−z‖

con ‖y‖ = 1 y la sucesión yn = xn−x
‖x−z‖

que es débilmente nula con ĺımn ‖yn‖ ≥ 1. Entonces se tiene

1 + rX(1) ≤ ĺım inf
n

‖yn + y‖ = ĺım inf
n

‖xn − z‖
‖x − z‖ ≤ r(C, {xn})

‖x − z‖

de donde se deduce

rC(A(C, {xn})) ≤
1

1 + rX(1)
r(C, {xn}).

De esta desigualdad se deduce que X cumple la (DL)-condición cuando rX(1) >

0.

4. Ver ([4], Teorema VI.3.3).
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5. Ver ([4] Ejemplo VI.5): El espacio X, definido como la ℓ2-suma directa de los

espacios de sucesiones {ℓn}n≥2, es reflexivo y tiene estructura normal porque

es un espacio de Banach uniformemente convexo en cada dirección (UCED).

Sin embargo,

WCS(X) = ı́nf{WCS(ℓn) : n ≥ 2} = ı́nf{21/n : n ≥ 2} = 1.

6. Es consecuencia directa de la desigualdad N(X) ≤ WCS(X) (ver [14]).

7. Ver ([4] Ejemplo VI.6): Sea X el espacio ℓ2-suma directa de los espacios de

sucesiones {ℓrn
} con rn = (1 + n)/n. Entonces N(X) = 1, porque

N(X) ≤ N(ℓrn
) = mı́n{21/rn , 21−1/rn}

para cada n ∈ N. Sin embargo, WCS(X) =
√

2.

En la siguiente proposición mostramos algunas otras relaciones existentes entre

las condiciones consideradas en este apéndice.

Proposición A.0.3. 1. La (DL)-condición no implica w-UNS.

2. UNS no implica la propiedad (D).

3. La propiedad (D) no implica la (DL)-condición.

4. rX(1) > 0 no implica UNS.

Demostración:

1. Sea X el espacio ℓ2-suma directa de los espacios de sucesiones {ℓn}n≥2. Como

X es UCED, el centro asintótico de una sucesión acotada en un subconjunto

no vaćıo, débil compacto y convexo es unitario. Por tanto X cumple la (DL)-

condición. Sin embargo, en la proposición anterior vimos que WCS(X) = 1.
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2. Sea X = R
⊕

∞ ℓ2

⊕

∞ ℓ2. Como mı́n {N(R), N(ℓ2)} > 1, se deduce de [15]

que N(X) > 1.

Sin embargo, X no verifica la propiedad (D). En efecto, consideremos el sub-

conjunto C = BX y la sucesión débilmente nula xn = (0, en, 0) en C. Co-

mo X satisface la propiedad de Opial no estricta, se tiene r(C, {xn}) = 1

y A(C, {xn}) = BR × {0} × Bℓ2 . Considerando la sucesión yn = (0, 0, en) ∈
A(C, {xn}) con r(C, {yn}) = 1, se deduce que X no verifica la propiedad (D).

3. Sea X = R
⊕

∞ ℓ2. Entonces X satisface la propiedad (D) porque el centro

asintótico de cada sucesión acotada en cualquier subconjunto débil compacto

y convexo es compacto. Efectivamente, sea C un subconjunto no vaćıo, débil

compacto y convexo de X y sea {xn} = {(un, vn)} una sucesión acotada en C

que es regular con respecto a C. Como C es débil compacto podemos suponer,

tomando una subsucesión si fuera necesario, que {xn} es débilmente conver-

gente a un punto (u, v) ∈ C. Aśı, un → u, vn ⇀ v y podemos suponer también

que existe ĺımn ‖vn−v‖2 =: d. Como X verifica la propiedad de Opial no estric-

ta, es fácil deducir que r(C, {xn}) = d y A(C, {xn}) = ([u−d, u+d]×{v})∩C

que es compacto. Entonces, para cualquier sucesión {yn} en A(C, {xn}) reg-

ular con respecto a C se tiene que r(C, {yn}) = 0 y, por tanto, X cumple la

propiedad (D).

Sin embargo, X no verifica la (DL)-condición. En efecto, consideremos el sub-

conjunto C = BX y la sucesión débilmente nula xn = (0, en) en C. Entonces

r(C, {xn}) = 1, A(C, {xn}) = BR × {0} y rC (A(C, {xn})) = 1.

4. Sea X el espacio ℓ1. Entonces rX(1) > 0. Sin embargo, X no tiene UNS.

Observación A.0.2. A partir de los resultados obtenidos en la Proposición A.0.2

y en la Proposición A.0.3, podemos determinar la validez o no validez de todas las
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posibles implicaciones entre UNS, w-UNS, w-NS, rX(1) > 0, ξX(β) < 1/(1−β) para

algún β, la (DL)-condición y la propiedad (D) (ver la tabla siguiente), excepto para

la siguiente implicación: no sabemos si ξX(β) < 1/(1 − β) para algún β ∈ (0, 1)

implica rX(1) > 0.

En la tabla “S” quiere decir que la condición de arriba implica la condición de

la izquierda, “N” quiere decir que la condición de arriba no implica la condición

de la izquierda, “?” quiere decir que no sabemos si la condición de arriba implica

la condición de la izquierda y, finalmente, ξX quiere decir ξX(β) < 1
1−β

para algún

β ∈ (0, 1).

?

UNS w-UNS w-NS rX(1) > 0 ξX (DL) (D)

UNS S N N N S N N

w-UNS S S N S S N N

w-NS S S S S S S S

rX(1) > 0 N N N S ? N N

ξX N N N N S N N

(DL) N N N S S S N

(D) N N N S S S S
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[37] J. Garćıa-Falset, E. Llorens-Fuster, E.M. Mazcuñán Navarro, Banach spaces

which are r-uniformly noncreasy, Nonlinear Anal. 53 (2003), 957-975.
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