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INTRODUCC ION

La presente memoria versa sobre singularidades de super-
ficies en caracteristica positiva. El interés del tema es patehte: la reso-
lucidn de singularidades‘de variedades algebrdicas sobre cuerpos base de
caracteristica positiva es uno de los grahdes problemas que quedan abiertos.
De otro ladQ estd el problema de la equisingularidad, del cual hay muy poco
hecho en caracteristica positiva. |

Esta memoria no se refiere especificamente ni a resolu-
cién de singularidades ni a equisingularidad, sino a ambas en conjunto, ya
que no es posible delimitar una frontera neta entre ambos problemas. La -
idea; como el titulo indica, eé real{zar un estudio local de las singulari-
dadeé de las superficies con la doble intencion de:
1°)Sentar las bases para la resolucién local de singularidades.
2°)Estudiar la equisingularidad.

Vamos a ir brecisando y definiendo términos. Lo que se
hace en esta memoria es presentar los elementos basicos constitutivos de un
dtil o herramienta local que bermita la resolucion local de singularidades
Yy que budfera admitir, eVentuélmente; un proceso de globalizacién. Esta he-
rramienta es el &rbol de una singularidad. En este trabajo no llegamos a
definir este concepto, pues quedan aidn muchos problemas por resolver antes
de-poderlb hacer, sino. que salvamos el primer escollo que se presenta en
su estudio con nuestro resultado fundamental: el teorema de finitud de las
sucesiones admisibles de explosiones.

Es bien conoéido que las éingularidades de una superfi-
cie algebraica en el espacio broyeCtivo sé pueden resolver. Hay una demos-
tracion de este hecho en unas notas multicopiadas que circulan de mano en
mano, sobre unas lecciones de Hironaka en el Bowdoin College en las que se
resuelve este problema. Nuestro punto de vista es completamente distinto:
dado un punto singular cero-dimensional de una superficie algebraica, estu-

~diar su evolucién en todas las posibles sucesiones de explosiones de esa



sdperficie, con centro conteniendo a ese punto, y que verifiquen unas -

ciertas condiciones de razonabilidad. (Este calificativo de‘“razonables

serd aclarado mis adelante. Baste por ahora decir que el estudio de todas
las posibles explosiones de un punto no conduce a nada préctico, por haber
demasiadas cosas en cuestién).&Pof.qué elegir las supérficies para nuestro
éstudio? Daremos aigunas razones:

a) Es un casoAparticular lo suficientemente sencillo bara ser manejable y
lo suficientemente comblicado como para que, hechos que se'estudian en
ellas, sean generalizables a dimensidn mayor. Dentro del estudio de las
siﬁgularidades hay ejemﬁlos pa]pables de teoremas dados para superficies
cuya generalizécién a dimensiones superiores es relativamente facil -

’ (é.f., por ejemﬁlo, Sanchez Giralda-[§], en el que se generalizan los
téoremas sobre caminos estacionarios de [}], por el mismo autor).

b) Sabemos muchas cosas sobre la resoluciSn de singularidades de superfi-
cies. Por tanto, si nuestros métodos valen, tenemos un excelente banco
de prueba para ellos.

c) Las superficies constituyen el siguiente caso de equisingularidad a es-
tudiar, y del cual poco hay hecho. No.olvidemos que no hay que perder -

de vista la equisingularidad.

{Qué es el arbol de la singularidad de una superficie?
{Para qué sirve?iCémo se maneja? Vamos a exponer brevemente la respuesta a
‘estas preguntas en el caso de caracteristica cero, que es donde se conoce
algo mds del tema graciasca los trabajos de Sanchez Giralda y a los mis
recientes de J.M.Aroca y J.L.Vicente. Posteriormente indicaremos cémo es
la situacion en caracteristica positiva y enmarcaremos nuestro trabajo en
ella. |

Partimos de una filosoffa: la equisingularidad es un -
probléma éuntual, y las técnicas puntuales son susceptibles de aceptar un
Proceso de globalizacidn en orden a la resolucién de singularidades. De -
acuerdo con ésto, vamos a trabajar con superficies algebroides singulares,

reducidas, no necesariamente irreducibles, sumergidas en un espacio de di~



mensidn 3 (abreviadamente, superficies algebroides). En principio supon-

dremos el cuerpo base algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Definicion.- Sea S wuna superficie-algebroide. LLamaremos &rbol de la -

singularidad de 'S a una sucesion {Ni}ie.z de conjuntos de superficies
0

algebroides, 1lamados nivelées del arbol, definido recurrentemente asi:

a) Ng = S .
b) Construido el nivel i-&simo, el nivel Ni+1 se compone:

(b-1) De todos los transformados monoidales formales po-

sibles de todas las superficies Ni que tengan

centros permitidos de dimensidn 1.
(b-2) De todos los transformados cuadriticos formales

de todas las superficies de Ni que no tengan cen-

tros permitidos de dimension 1.

Un camino en el 8rbol de S es una sucesidn {Si}iesi de superficies
' 0

algebroides tales que:
a) $; =S

b) \¥i2>1 , Si es un explotado formal de 5;—1

En otras palabras, los caminos de un arbol son sucesio-
nes de explotados formales de una superficie S siguiendo la regla de -
”exblotar siembre con un centro permitido de la mayor dimensidn posible''.
Tales sucesiones de explosiones (o tales caminos) se llaman en esta memo-

ria sucesiones admisibles de explosiones, para seguir la terminologfa cla-

sica. EIl problema aquf es dar teoremas que permitan ''recortar'' el arbol -
hasta convértirlo en algo finito y manejable. En caracteristica cero te-
nemos vafibs de ellos. En caracteristica positiva s6lo tenemos los que se
dan en esta memorié.

Antes de continuar daremos un ejemplo de &rbol de la‘

singularidad de una superficie, que sirva de aclaracion a lo expuesto.



2
Sea S la superficie algebroide de ecuacion Z - XZY5 = 0 . Los cuatro

primeros niveles del Grbol de S son:

S: 22-X2Y5=O
monoidal de monoidal de
centro Z=X=0 centro Z=Y=0
52 5_ 2,23
S”.Z1 Y] 0 512 Z] X1Y]—O
monoidal de
centro 21=Y1=0
monoidal de monoidal de
centro Z,=X,=0 centro
: 171
, Z.=Y,=0
v T 1
.72 3. .72_y3. : 72 y2y =
521.22 Y2 0 SZZ.ZZ—YZ—O 523.22 XZYZ 0
monoidal monoidal ~ monoidal
de centro de centro : de centro
22=Y2=0 | 22=Y2=0 22=X2=0
b4 \7 . ‘ J/
2 2 ' 2
s :Z - =0 . -— = . - = .
3172373 $327237Y3=0 S337237Y3=0

Los siguientes niveles del arbol estadn todos constituidos por superficies
lisas.

iCudl es la estructura dél &rbol de la singularidad de
una superficie S 7 Comencemos estudiando el caso en que S posea curvas

permitidas; sean éstas Cl R 02 s eee ,Cq .. Para cada Ci , la seccion ge-
nérica de .S transversal a Ci est3d univocamente determinada (c.f. Zaris-

ki []]) Yy, por tanto, lo estad el primer eXponente caracteristico de esta

seccion, al que designaremos por m(Ci) . Poniendo

q

m """255: m(ci) H

i=1 .



_se tiene que los m+l1 primeros niveles del arbol de S (salvo el primerp),

estan constituidos por transformados monoidales formales. El nivel Nm es-

td constituido todo &1 por superficies de multiplicfdad inferi§r a la de
S ’o bien por superficies de multiplicidad igual a Ia de S vy sin curvas
permitidas.

Si S no tiene curvas permitidas, hay un teorema poten-
tisimo de Aroca-Vicente basado en resultados de Zarfski4[7]; que es absolu-

tamente especifico de caracteristica cero, y que permite recortar grande-

mente el &arbol, como veremos. Vamos a comeniarlo. Consideremos la superfi-
cie S, de la que suponemos que no tiene curvas permitidas; los infinitos
transformados cuadriticos de S pueden ser considerados como una familia
algebraica de superficies algebroides, con el divisor excepcional de S co-
mo espacio de par@metros. El teorema dice entonces que las-fibras genéricas
de esta familia (es decir, las fibras en los puntos genéricos de cada una

de las componentes irreducibies del divisor excepcional), tienen una sin-
gularidad de tipo dimensional 1 (cf. Zariski, loc.cit.). Recuérdese que una
singularidad de una superficie es de tipo dimensional 1 si el lugar singular
es una curva permitida y si existe una seccion de la superficfe transversal
al lugar singular que es equisingular a la seccidn genérica. Dicho en otras
palabras, una superficie tiene una singularidad de tipo dimensional 1 si su
lugar singular es una curva permitida, y si su singularidad puede ser re-
suelta por transformaciones monoidales de la misma manera (i.e., con la mis-
ma sucesidn de multiplicidades) que‘la seccidn genérica transversal al lugar
singular. “

El resultado anterior recorta el arbol enormemente. ¢(Por
qué? La explicacién es facil. Partiendo de S , ese resultado significa que
todos los transformados cuadriticos de S , salvo un nimero finito, pueden
ser clasificados en un nimero finito de paquetes tales que las superficies
de cada paquete tienen una singularidad equirresoluble por monoidales (en
un nimero finito, claro). Entonces estudiar el &rbol es éstudiar ese nlimero

finito de superficies de excepcidn, puesto que de las otras ya se conoce



tbdo.

Heﬁos dicho antes que este teorema es especifico de ca-
racteristica cero. La razdn es que se apoya en el criterio de equisingula-
ridad por d}scriminantes de Zariski—[?}: Una superficie tiene una sihgula—
ridad de tipo dimensional 1 si y s6lo si existe un sistema de coordenadas
y una proyeccién de esa superficie sobre un plano cuyo lugar critico (dis-
criminanté=0) es liso. Naturalmente el criterio de equisingularidad por dis-
criminantes es absoldtamente falso en caracterfistica positiva, y no hay na-
da descubierto sobre este tema.

iQué serfa deseable dar como teorema de finitud de un

drbol? La respuesta es facil: Dada una superficie S vy su arbol {N{}ie 7

| 0

existe un me:Z+ tal que, ‘Vi;;m , el nivel Ni estd constituido por su-

perficies lisas. En caracteristica cero tenemos la 'mitad' de este teore-
ma de finitud con el resultado anterior. La otra mitad no es dificil: con-
siste en una ingeniosa interpretacidn del teorema de finitud de sucesiones
admisib]és de explosiones, que en caracteristica cero se conoce desde Za-
riski—[6]. Y esto es asi, porque segin él resultado anterior, lo que tene-
mos que dar es un teorema de finitud de sucesiones de superficies de excep-
cion provinientes las unas de las otras.

En caracteristica positiva, la situacidn es justamente
la inversa de la presente. No sabemos demostrar, por el momento, y, ni si-
quiera tenemos una pista, el resultado de que los transformados cuadrati-
cos de una superficie se puedan clasificar en paquetes equirresolubles por
monoiQales. E1 problema estd en que necesitamos un criterio algebréicodgin-
gularidad de tipo dimensional 1 para sustituir al discrimina;te en caracte-
ristica cero. En cambio aqui si que conocemos el teorema de finitud de
sucesiones admisibles de explosiones, pues &ste es el resultado principal
de esta memoria. Ni que decir tiene que este teorema de finitud es infini?

tamente mis complicado que en caracteristica cero y que la complicacion

viene, como siempre, en el caso en que la multiplicidad de la superficie
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es‘un miltiplo de la caracterfstica del cuerpo base. El caso en que esto
no ocurre difiere técnicamente, que no conceptualmente, del caso de carac-
teristica cero. Asf, se puedé encontrar en esta memdria, como céso particu-
lar, el teorema de finitud de Zariski-[ﬁ] para caracteristica cero, demos-
tradobaséndose s6lamente en las propiedades geométricas de las explosiones,
sin necesidad de recurrir a la uniformizacidn de va]oraciones.

Esta es la situacidon del estudio local de ias singula-
ridades de superficies en caracterfstica positiva, y éste és el marco en -
el que se encuadra la presente memoria. Pasamos ahbra a detallar los prin-
cipales resultados y técnicas usadas en ella. Para .terminologfa, notacio-
nes y resuitados previos, nos hemos basado fuertemente en Sdnchez-Giralda
[3].

Esta memoria consta de tres capftulos, el primero de -
éllos réservado a una revision de resultados conocides y lemas técnicos.

La seccién 1.1 se reddce, bdsicamente, a las definicio-
nes cl3sicas de éxplosién global, local y formal de un anillo local noethe-
riano.

En la seccidn 1.2 pasamos ya al caso de una variedad
algebroide X lisa, de dimensidn 3 sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do, obteniéndose que todos los transformados cuadriticos locales y monoi-
dales locales (con centros permitidos de dimensién 1) de X son lisos, de
~dimehsi6n 3, y todos los transformados cuadraticos y monoidales formales
son isomorfos a X (teor.2).

En 1a seccidon 1.3 entramos ya de lleno en las varieda-
des que nos interesan, las superficies algebroides (SAS). Dotamos de ecua-
ciones a estas SAS, llegando a las muy conocidas ecuaciones de las trans-
formaciones cuadréticas y monoidales formales. .

El pardgrafo siguiente comienza con un resumen de re-
sultados puntuales sobre resolucidn de singularidades, que se encuentran

en Sanchez Giralda-[B] y Romo-[ }. En el inmero se traté de SAS sobre -



viii

cuerpos de caractérfstica cero y en el segundo de hipersuperficies sobre
cuerpos de caracteristica arbitraria. La situacidon es la siguiente:

Sea X una supefficie algebraicaben el espacio broyec-
tivo de dimensidn 3 sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de carac-

teristica cero. Sea xé&X un punto cerrado, Consideremos la fibra (9X x
. b

A .
del haz estructural de X , y S = Spec((DX x) , que es una superficie al-
M :

gebroide. Sea M: X! —>X la explosidn glchal de X con centro x 'y

: A\
x' un punto tal que [T(x') = x ; entonces S!' = Spec((px,,x.) es un trans-

formado cuadrético\formal de S
AsT, las cadenas de transformados cuadraticos dé una
SAS pueden interpretarse como sucesiones de puntos‘que van uno sobre el -
anterior, en una sucesion de explosiones de la sﬁperficie algebraica X .
El resultado de los autores antes citados, a que hacfa-

mos alusidn, se puede resumir en el siguiente:

Teorema 1.- Sea X una superficie aigebraica en el espacio proyectivo

tridimensional (resp. para Romo—[?l, una hipersuperficie en el espacio -
proyectivo n-dimensional) sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y de ca-
ractérfstica cero (resp. arbitraria). Sea x un punto cerrado de X; en-
tonces, existe una sucesidn finita de transformaciones cuadraticas globa-

les de X:

1§ T |
eri—axr,1—-> -————)x]._-l~., Xg = X,

con centros respectivos '{xi}i , donde Xg=X s n}(xi)=xi_]

=0,...,r-1
y un punto xre-,Xr con ﬁ}(xr)=xr_1 , que es un punto simple de Xr .
El resultado algebroide que se encuentra en las refe-

rencias citadas dice asT:

Teorema 1'.- Dada una superficie algebroide (resp.,hipersuperficie alge-

broide) - S , existe una sucesidén finita SO » Sp o0 e ,.Sr de SAS (resp.

hipersup. algebroides), tales que:



1°) So =S .
2°) ‘/i=l,...,r . Si es una transformada cuadr8tica formal de Si-l
3°) S, es lisa.

Precisamente, nuéstro primer paragrafo del segundo capftuloﬁlO'dedicamos a
dar una demostracion mi3s clara de este resultado, para el caso de superfi-
cies algebroides sobre cuerbos base de caracteristica arbitraria. El caso
“"facil', cuando el cono tangénte no se reduce a un plano Gnico, se resuel-
ve (prop.2) eligiendo un punto del divisor excepcional que tenga menor mul-
tiplfcidad que la de la superficie, y localizando en &l la explosién del
origen. La transformada cuadrética formal en ese punto ya rebaja la multi-
plicidad. '

El caso dificil, cuando el plano t;ngente es un plano
Gnico, no lo es tanto si la caracteristica del cuerpo es cero, o bien, si
es bositiva y no divide a la multip]icidad (prop.6). Entdnces, se puede

prebarar la ecuacion de la superficie,
F(X,Y,2) = 2P 4 apﬁ1(X,Y)Zp’] Foe 4 a (N2 + ag(X,Y) = 0

en k[[X,Y,%” , de forma inicial ZzP, de tal manera que ap—1(X’Y) =0 ..
Asi, después de un nGﬁero finito de transformaciones cuadriticas.se consi-
gué; o bien reducir la multiplicidad, o bien, si ésta se mantiene, la for-
ma inicial deja de ser potencia de una forma lineal.

No se puede hacer la misma preparacién cuando la carac-
teristica es positiva y divide a la multiplicidad. Entonces un ingenioso
estudio del diagrama de Newton, usando el hecho de que la superficie es re-
ducida, concluye el teorema.

Como vemos, este resultado dista aln de lo que preten-
dfamos, e) teorema de finitud de las sucesiones admisibles, pues quedan
todavfa‘ﬁreguntas importantisimas por‘contestar, por ejemplo, iqué se pue-

de decir sobre la totalidad de los puntos de Xr que van sobre X, me-

la composicidn ITO{T1 cen n’r ? Y aun cuando se pudiera afirmar que todos



ellos son puntos simples (lo que no ocurre salvo contados casos), ique su-
cede con el resto de las singularfdades de X 7

Observemos que con este teorema, lo que se ha probado
‘es que éxiste un camino en un cierto arbol de la singularidad de S , cons-
tituido exclusivamente por transformaciores cuadraticas, en el que las su-
berficies singulares son un ndmero finito. Sobre los demis caminos no se
dice nada.

Nuestra seccién 1.4 concluye con un lema técnico (teor.5)
que afirma que si una SAS tiene un cono tangente reducido a un plano dnico
y con un punto singular aislado, toda transformada cuadratica formal tie-
ne un lugar singular que sblo puede ser, o el vacio, o un punto, o una -
curva lisa (por tanto, irreducible).

En los trabajos [3] y {h] de Sénchez Giralda se da un
paso mis en el estudio de ese arbol constituido por transformados cuadra-
ticos formales. En ellos se estudia la estructura de los caminos de multi-
blicidad constante, que é1 llama caminos estacionarios, en el caso de car
racteristica cero. Se prueba en [j]que, si el cono tangente a una SAS no
es un Gnico plano, la superficie admite, a’lo més, un (nico camino esta- "
cionario, seglin que la superficie tenga o no una curva permitida.

Para cualquier superficie algebroide, en [h] se prueba
que; dado un camino estacionario, en un nimero infinito de niveles las -
explosiones del origen se localizan en.puntos correspondientes a direccio-
nes tangentes a curvas permitidas.

Estos resultados resumidos se encuenfran en la Gltima
seccidon de nuestro capitulo primero.

El capitulo segundo, en sus apratados 2.2 y 2.3, estd
dedicado a generalizar todos estos resultados a caractgrfstica positiva.
Dadovque las curvas permitidas son dificiles.de détectar, a no ser las -~
que tienen ideales de la forma (z,X) y (Z,Y) , en la seccidn 2.2 trata-

mos de simplificar lo maximo posible los caminos estacionarios. El caso



dificil (el otro no tiene interés resefiarlo aqui), es cuando el camino es-

tacionario est3 constituido por etapas de transformaciones cuadrdticas en

puntos de primera coordenada no nula, y etapas de transformaciones cuadré-
ticas en puntos de primera coordenada nula, ambas en un ndmero infinito.

. Mediante una conveniente preparacion del camino estacio-
nario, se consigue (lema 9) que:

a) Si 0=gq (=car k) , o bien q>0 vy q%’p (=multiplicidad de la SAS),
las transformaciones cuadraticas de las etapas impares, se hacen en pun-
tos del tino (1, @,0) , conservandose la forma inicial P .

b) Si q>0 vy q] p , las transformaciones cuadriticas de las etapas im-

pares son totalmente generales, y la forma inicial puede ser del tipo
|

(z+aX)P (aek -10). | o
c) En cualquier caso, las transformaciones cuadrdticas de las etapas pares

se hacen todas en (0,1,0) .
En la seccidn 2.3 , hemos generalizado a caracteristi-
ca positiva el siguiente

‘Teorema.-(teor.11).- Sea S wuna SAS, {ﬁsi’Pi)}ﬁ eZ’ un camino estacio-

0

nario para S . Existe un subconjunto infinito | de Z0 con las propie-

dades siguientes:

. a) Para cada ietl , Si posee una curva permitida Ci

b) Para cada i€l , la recta tangente a la superficie determinada por Pi

es tangente a Ci .

La demostracién se apoya, de nuevo, en el diagrama de
Newton D de la ecuacién de D , dividiendo &ste en cuatro zonas (véase
la fig. de la pag. 68). Primero se prueba (lema 9) que, después de un ni-

mero finito de explosiones, en la zona F, no hay puntos ue esta con-
1 Yy P Y q

dicién es estable para las sucesivas transformaciones. A continuacién se

demuestra (lema 10) que en la zona F, no hay puntos, cuando no los hay
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en F, . En suma, después de un nlmero finito de etapas, la curva (Z,X)

es permitida, luego las infinitas explosiones de las siguientes etapas pa-

res (de transformaciones cuadriticas en (0,1,0)) verifican el teorema.

Entramos ya en el (ltimo capitulo de nuestra memoria,
en el que se estudian las sucesiones admisibles de explosiones y el teore-

ma de finitud que enunciamos del modo que sigue:
Teorema.- Sea S una SAS sobre un cuerpo k algebrdicamente cerrado

y de caracteristica q2>0, sea {Si}ié ; ~una sucesion admisible de ex-

0
plosiones para S . Se tiene que:
a) Si el cono tangente a S no es un plano Gnico, entonces existe un en-

tero n tal que )Vi;n s Si es lisa.

b) Si el cono tangente a $ es un plano dnico y S tiene un punto singu-

lar aislado, la conclusidn del apartado anterior sigue siendo valida.

El primer apartado se demuestra en la seccion 3.1 (prop.
3). Si la superficie S tiene una curva #ermitida (recuérdese que a lo mas
habTa una), las explosiones con centro esta curva ya rebajan la multipli-
cidad. Si por el contrario S no contiene curvas permitidas, no hay cami-
nos estacionarios para S , y en ninguna superficie de la sucesidn Si

puede haber curvas permitidas. Por tanto la multiplicidad decrece.

E]l caso dificil es cuando el cono tangente a todas las
superficies de la sucesidn es un plano Gnico. La dificultad estriba en que
pueden aparecer curvas permitidas después de transformacfones cuadraticas.

La seccidon 3.2 es un laborioso estudio de la forma que
pueden tener los ideales de las curvas permitidas que aparecenvluego de
una exploéién en el origen de una superficie S . Se prueba, entre otros,
un resultédo que afirma que las (nicas curvas que pueden aparecer por una
transformacidn cuaarética en (1,0,0) son lag dé idealés (2,X) y  ===-

(Z,x+b(Y)), con b(Y)e k[[Y]] y o(b(Y))>2, y ademids, si aparece una del
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segundo tipo, aparece también la primera (teor. 3 v prop. 5). Mas aun,
esto Gltimo implica la existencia en el lugar singular de la superficie
inicial S, de una curva singular (prop. 6).

Aqui, la hipdtesis de que la primera superficie So de

vla sucesidon admisible tiene un punto singular ais]adb, nos permite dese-
char el caso anterior, es decir, que la Gnica curva permitida que puede

aparecer por transformaciones cuadriticas en (1,0,0) es la de ideal (Z,X),

y por simetrfa, después de una transforimacidn cuadritica en (0,1,0) , la |
de ideal (Z,Y)

Esta es una hipdtesis restrictiva pero, desde el punto
de Wista4de la desingularizacién, no lo es tanto. En efecto, para desin-
gularizar una superficie algebraica; lo brimero que se hace, clasicamente,
es Feducir:su lugar singular a un ndmero finito de puntos, pasando al nor-
malizado (cf. por ejemplé, Zafiski-[ﬁ]) . Por tanto no es exagerado afadir
esta hipbtesis. |

Todo esto nos ha simplificado el problema porque ya sa-
bemos que la sucesidn admisible se obtiene mediante las siguientes opera-
ciones:

1) Transformaciones cuadriticas en (1,0,0) (mediante un cambio de coorde-
nadas qué transforme un punto (l,ﬁ ,K’) en el (1,0,0)) vy en‘(0,1;0).

2) Transformaciones monoidales en (z,X) y (Z,Y) .

Si se aborda ahora el problema desde el mismo punto de
vista que tomamos en la seccidn 2.1, nos encontramos con una diferencia
sustancial, por culpa de las transformaciones monoidales, y es que,después
de esfe tipo, podemos llegar a una forma inicial potencia de una forma li-

neal, distinta de Zp, que nos complica la situacion.

“E]emplo;-' En un cuerpo de caracteristica 2,%

22 + Xh + X2Y2 + X10Y =0

monoidal con
centro Z=X=0

2 2

27+ X+ Y2 + x8

Y = (z+x+\()2 + X8Y =0
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Pero en este ejemplo vemos que, si en la superficie
inicial, hacemos el cambio de coordenadas de ecuaciones
X=X

(1) - AY =Y

R

\Z =7t - x 2 gy

va no se plantea la dificultad.

iEste es el caminol. La dificultad se obvia por este
métodé, preparando la superficie inicial. En este caso, trabajamos con una
proyeccion estereografica del diagrama de Newton desde el punto (0,0,p),
definimos el poligono de Newton de esta proyeccidn, y realizamos una '‘pre-
para%ién“ de los vértices de este poligono mediante cambios de coordena-
das como el del tipo (1). Esto es bosible con un nimero finito de cambios
(Ieﬁa 7).

Esta preparacién nos garantiza que la forma inicial de

unas ecuaciones de las superficies Si es, si se conserva la multiplici-

dad, d= la forma zP (lema 13); Ademds esta preparacidn de los vértices
sélo se pierde cuando hay explosiones en (1,(3,0) , (‘5¢0), y en este ca-
so, el vértice mds a la izquierda sigue preparado.

La demostracion propiamente dicha.del teorema de fini-
tud, es ya un simplé Juego; basta observar la evolucidn del vértice antes
citado (de mfnima abcisa), obteniéndose que, en algln momento, este vérti-
ce, procede de la broyecci&n de puntos dej diagrama de Newton que repre-

sentan monomios de grado menor que p . Esto concluye nuestra memoria.

Bibliografia que se cita en esta Introdiccién.=-
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I}] T.SANCHEZ GIRALDA:''TeorTa de singularidades de superficies algebroi-
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CAPITULO PRIMERD

REVISION DE "RESULTADOS CONOCIDOS Y LEMAS TECNICOS

SECCION 1.1.- EXPLOSIONES FORMALES DE UN ANILLO LOCAL.NOETHERIANO.-

Situacidén 1.~ Sea A un anillo local noetheriano, M ~su ideal maximal, e

leM un ideal arbitrario. Sea B ="@ln , que es una A-3lgebra graduada de

, ny0
tipo finito, y si | = (fl,...,fm)A , entonces B = A[f1,...,fél (notese
que cada fi como elemento de A es de grado 0, y como elemento de | es de

gradec 1).

Tenemos asT, el siguiente diagrama de homomorfismos

A ——» B

Ln
A/l

que induce el diagrama de morfismos de esquemas siguiente'
fT: Proj(B) ——s Spec(A)

V(1)=Spec(A/1).

Definicién 2.~ El morfismo [T : Proj(B) ——> Spec(A) se denomina explo-

"sidn global de 'A” con centro | , y se dice que Proj(B) (=BlI(A), como

1o denotaremos en lo sucesivo), es el explotado global de A con centro 1.




En particular, si le Spec(A), la explosidn se dice una transformacidn mo-

noidal global de A con centro | , y en el caso en que | =M, la trans-

formacidn cuadratica global de A .

El esquema BII(A) puede ser recubierto por un nimero
finito de esquemas afines
U spect ~ U ‘
(1) | BI (A) = M Speci B(fi)) = M0 (F) L (ef. [7]2.3.0)

i=1

donde B£f ) = (Bf )0 , es decir, la parte homogénea de grado cero del ani-
i i

110 de fracciones By = S—TB con S ={'1, fi’ f%, ...} , graduado de la
i

forma natural, en grados positivos y negativos.
]

De otro lado, el homomorfismo graduado de grado C
\{):B~——'~—~>-grl(A)=(B a7 9t ,
@0
que a cada elemento x€B homogéneo de grado.wq hace corresponder el ele-

+1 . . e
mento x -+ 19 , induce una inmersidon cerrada

Proj( gr!(A) ) s B]I(A) ,
cuya imagen es justamerite !T_I( v(1) ). As7, como (A/1)-esquemas
T v ) & projar () ),

y usualmente se identificar&n ambos, via este isomorfismo. Este subesquema

de Proj(B) es un divisor, cuya ecuacidn local en D+(Fi) es ’fi=0.

De este hecho y de (1) se puede deducir inmedidtamente

que el morfismo

T ' -1 : Bl}(A) - FT—]( V(1) ) ~—— Spec(A)-v(1)
BII(A) -0 o(v@))

es un isomorfismo.

-

Definicién 3.- Al subesquema Proj( ng(A) ) de BII(A) se denomina divi-

sor excepcional de Spec(A),




A continuacion definiremos y caracterizaremos el concep-
to de transformado estricto de un ideal J de A por la explosidén global

(T . Para ello, construyamos

B'= o (1'nJ),
nz0

que es un ideal homogéneo de B y que determina un ideal coherente sobre
Bll(A), que denotaremos por 3ﬁ. Este haz, se obtiene mediante el ”reco]le-

. o~ ’
ment" (cf. [6] 0.3.3.1) de los haces de ideales Ji , i=1,...,m, sobre las

piezas afines D+(fi) de Bll(A) , asociados a los ideales de B(f )

.F

Ji=§_'_a_;' { ag Jni', a({-:lrﬂ} , i=1,...,m.

Con esta notacidn damos la siguiente

Definicién 4.~ Se llama transformado estricto del ideal J por la explo-

sion global T al ideal T Al subesquema cerrado Z' de BiI(A) de~

~. . A
terminado por J , se le denomina transformado estricto por {1 del esque-

ma afin Z = Spec{ A/J ) € Spec(A).

Se obtiene una caracterizacidn de este transformado es-

tricto en [13] 1.1.8 , dada por

Z' = Proj ( 2 (1 739010)™) = Bl (AY),

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

' ¢ Bl|(A)

l 'T\z' lﬂ‘
v(J) < s Spec(A) .

M3s aun, en Cor.1.1.10 (loc. cit.), se demuestra que Z' es el subesquema
cerrado m3s pequefio de BIF(A) que contiene a TTﬂl( v(Jg) - v() ), " -~

(cf. también [12) prop. 2.3.4.).

Definicidén 5.- Un explotado local de A con centro | , serd una fibra del




haz estructural de B]l(A) en un punto cerrado de rTnl(M) . Un explotado

formal de "A con centro | sera la compleccidn fespecto de su ideal maxi-
mal, de un explotado local de A con centro 1. (Andlogo significado se da-

ré a una transformacidn monoidal o cuadratica, local y formal).

Definiremos ahora unos conceptos que usaremos también -

ampliamente a lo largo de esta memoria.

Situacidon 6.- Sea A un anillo loca1, M su ideal maximal, J wun ideal

de A y G

ng(A). Designargmos por JO al idealyhomogéneo de G gene-
rado por el conjunto {lnM(a) ,eaeJ} , donde por InM(a) represen-
tamos a la forma inicial de aé€J para la filtracidn {Mn}nzO . Designa-
remos por - g_M(a) ' al grado del elemento a en dicha filtracion,i.e.

co,,{a) o,(a) + 1’
aem N - ow :

Definicién 7.~ En la situacidn anterior, una base M-standard de J es un

conjunto {fi""’fr} de elementos de J tales que, si §i= lnM(fi) ,
i=t,...,r, entonces el conjunto {_El,...,frk. es un sistema minimal de

generadores homogéneos de J0 .

Es facil ver que si {fl""’fr} es una base M-stan-

dard de J , entonces J = (f - f ) (cf.[8] cap. 11 lema 6).

1’0

Definicidn 8.~ Sea 15€Spec(A), se dice que ﬁs es permitidoen A, si

se verifican las dos condiciones siguientes:
1) Aﬁp es regular.

2) gr, (A) es libre sobre AR

P

En [8} Cap II,Prop. 1 y Teor. 2, se demuestra el impor-
tante resultado que sigue, que nos da una caracterizacion de ideales permi-

tidos.



Teorema 9.~ Sea [j un anillo local con ideal maximal M tal que exis-
te un anillo local regular A~ y un ideal J de A tal que ‘3 = A/J (por
supuesto, Tt = M/J ; donde M es el ideal maximal de A ). Sea 1déSpéc(D)
y  Pe Spec(A) tal que F = P/J . Las condiciones siguientes son equivalen-
tes: '

1) 13 es permitido en 0 .

2) Existe una base M-standard (fl";"ff) de J tal que

0, (F.) = o,(F) , Vi=1,...,r.

Definicidn 10.- Una transformacidn monoidal de un anillo local A con -

centro 15 se dice permitida, si 15 es permitido en - A.
|

Nétese que la transformaciones cuadraticas son siempre

permitidas ya que A/M es un cuerpo, y por tanto M es permitido en A.



SECCION 1.2 TRANSFORMADOS CUADRATICOS Y MONOIDALES DE UNA VARIEDAD ALGEBROIDE

LISA.-

En lo que sigue, k serd un cuerpo algebraicamente cerrado y de
caracteristica q O.

Definicidn 1.- Una variedad algebroide X sobre k es el espectro de un anillo lo-

cal noetheriano completo A , sin elementos nilpotentes, con k como cuerpo de -
coeficientes. Se dird que X es lisa, si A es regular; en otro caso, se dirad que
X es singular.

Dada una variedad algebroide X=Spec(A), y una subvariedad Y X,
de ideal | A, se llamard explotado (globa],*local o formal) de X con centro Y,
a Spec(A') ‘donde A'-es'el explotado (global, local o formal resp.) de A y cen=
tro I. |

En esta seccidn y en la que sigue dotaremos de coordenadas a una
variedad algebroide de dimensién 3 (i.e. dim A=3), y obtendremos propiedades de
los transformados cuadrdticos y monoidales de X. En concreto, en esta seccibn -
probaremos dos teorcmas, uno relativo a transformados cuadréticos y otro a monoi-

dales.

Teorema 2.- (13 teor.1.2.8).- Sea X = Spec(A) una variedad algebroide lisa

de dimensidon 3. Se verifican las propiedades siguientes:

(2-1) Todo transformado cuadratico local de A es regular, de
dimensidén 3 y tiene k como cuerpo de coeficientes,

(2-2) Todos los transformados cuadriticos formales de A son -

isomorfos a A.



Demostracién.- Al ser A local noetheriano regular y-completo, de dimen-
sién 3, se le puede identificar con un anillo de series formales en tres va-

riables sobre "k , digamos A = kt[zl’ZZ’ZB]] y sea M= (21,22,23) su

ideal maximal.

Si B= 8 " , sabemos que B.;c-como A-algebra gradua-
n30

da, se puede identificar con
A {XI,XZ,XB] = A [x1,x2,x5] / o

donde

X

ZyXy = Z3Xq 5 ZpX = Z3X, ),

1X27 L%y

(cf. [13] prop.1.2.2).
; Por tanto, la explosidn del anillo A con centro M es

T . B]M(A) = Proj( A[x],xz,xél ) ——> Spec(A),
donde el divisor excepcicnal es fr-1(M) = Proj( ng(A) ). Por ser A lo-
cal redular de dimension 3, se tiene que ng(A) = k‘:y1,y2,y5] , donde -

Y1sYg:® y3 son variables independientes sobre k (cf. {2] teor.11.22). Lue-

go

ﬂ'zl(M) = Proj( k[y1,y2,y§] ) =lPi (plano proyectivo

sobre k).
Nos interesa calcular el transformado cuadratico local de

A . Para ello, tomamos un punto (e(,@>,3 )EJPi en el que se puede suponer -

X # 0 sin pérdida de generalidad, y cuyo ideal en Proj( k[yl’YZ’yél ) es

P! (0(\/2 'Py‘l" °(Y3 '25\’1 ’ 'BY3 _UY'L)'

Ahora bien, si & # 0 , es claro que también

it

t - . -
Pt = (Xy, = pyy » okyy IRZRE
“La contraccidn de "P' mediante el homomorfismo

f: B —> gry,(A),

definido por



{ Y(& =a+ M VaeA

‘f(xi) =y, i=1,2,3 ,

i
(que subordina la inclusién de Proj( gry,(A) ) en BIM(A) ), es el ideal
.P=(°<x2—?x1,°(x3-5x1,21,22,23)
(cf. por ejemplo [13] lema 1.2.4).

La cuestidn se reduce a obtener la fibra del?haz‘estrUCr

tural de Proj(B) en el punto P. Como & # 0, entonces PE& D+(x1).'AsT,
‘ X9 x3
en el homeomorfismo natural de D+(x1) -sobre Spec( B(X1) ) = Spec( A[?T,;Z-)

al ideal P . corresponde el ideal

H

!

X X
A [xz ’ x%} X ﬂ X,
%1 1 2 _ 3.3
( — ‘&"' X] 0( 2 21’22,23)-

Se considera para ello, el epimorfismo natural:
Xy X3
G:AEZ’T;}-_’-‘_’A ;(’1"9;; ’
donde T, vy T3 son indeterminadas sobre A ; se comprueba que
2 1°3

ker €= (2T, -2, , 2T -Z3)AT2,T;).

Ademas,

-1 | & ¥
p. = e )= (T, - 1, =X z.2,2.) AT ,T)
o () =Ty T 12,3)[23]

X

Luego, -

X X o~ . -
X X3} = AE’ ,T] “AT,T]
A[xl’ X;}'P * 3/(”0' A[T T] = L Py
0 P1l 2?3
L ker &

Ahora bien, se tiene la siguiente cadena de resultados que concluye el teo-

kerG"A[TZ,T;
Py

rema:

1) A[Tz,Té] es un anillo de Cohen-Macaulay (cf‘delteor.31), de dimension 5.



2) P, es un ideal maximal engendrado por 5 elementos,

1

3) Por tanto A[TZ,T£} es un anillo local regular de dimensidn 5.
P ,

1
(CF.YJG] Teor.28 Cap.VIl §12).

is - - B -4 - -
L) También Py (T2 " » Ts " v 2y Ty 2y, T = 2 ).
5) A‘?Z’Tﬂ p : es un anillo local regular de dimen=~
1
@rU-AEZJﬂP
1

sion 3, (cf. [16] teor.26 Cap.VlI<§11); en el que ‘{TZ - —Z—, T3— {— , 21}

es un sistema regular de parametros.

6) Es obvio que el anillo de coordenadas del transformado cuadratico local
de X tiene a k como cuerpo de coeficientes, es regular y no necesari-
mente completo.

7) Al completar se 6btiehe evidentemente, que todos los anillos de coorde-

nadas de los transformados cuadraticos formales de X son isomorfos a ‘A,

----- 000-=~=~

Vamos ahora a obtener un resultado andlogo para trans-
formaciones monoidales locales y formales de A con centros permitidos de

dimensidn 1. Se verifica el siguiente

Teorema 3.~ Sea X = Spec(A) una variedad algebroide lisa de dimensidn 3.
Sea ICA un idedl permitido de dimensidn 1. Se verifican las propiedades
siguientes:
| (3=1) Todo transformado monoidal local de A con centro |
es regu]ar, de dimensidén 3 y tiene'a k como cuerpo de coeficientes.

(3-2) Todos los transformados monoidales formales de A

con centro | son isomorfos a A.

Demostracidn.- Podemos suponer A = k[[?1,22,25}] y designar por M al
ideal maximal de A ; podemos suponer también | = (ZI’ZZ)A' Designaremos

por IT: BlI(A) > Spec(A) a la explosién global de A con centro |.
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Sea B = ,®,lne , que se puede identificar con la A-3lgebra graduadé

A[xl,x;-\ = Y1 2] / ot
donde X1 y X2 son indeterminadas sobre A, y a = (lez-ZZXI)A[XPXZ].

Por otra parte se tiene que

gr (A) = 0 ( MY = (A )[z1+ 12, Z,+ |2]"=’ ( A/ )[Yl,Yz]

ny0
donde Y1 e Y2 son indeterminadas sobre A/l vya que
i ] i, i
O=Z:_ (a. .+ 1)(z, +1%) Yz, +1H %= Z a. . 7,172 PY
i +1.=p i1 1 2 i +i.=p iy
1 2 : 172
implica que a; \f|1,| , o 1o que es losmismo a; .+ 1 =0
1'2 1'2

Un punto cerrado de TT—T(M) serd un ideal primo homo-

géneo de grl(A) distinto del (Z3 +1,Y,,Y, ) y maximal para estas
condiciones. Sea P un ideal de esta forma; debe ser PN(A/I) = (23+l),

luego (Z3+l)' (A/I)[Y1,Yé}(: P.. Pero como

(A/1) _ (a/1) oA
43+I)(A/I) ) A/!) = AME

entonces

(A/l)[v1,Y2] . T
(23+|).(A/|)'[Y1,v2] - kLYI’Y?-]

Asi el ideal P , que contiene a (23+l)‘(A/I)[Y],Y£], se amplia, mediante

el homomorfismo natural gr, (A) —> k[}1,Yé} , a un ideal de éste Glti-

mo, que es un punto cerrado de Proj( k[Y1,Y£) ). Esta ampliacién es nece-
sariamente de la forma (a1Y2 - a2Y1) con (al,az) # (0,0), luego
= ( z3+ b, agY, = ayY, ).

El ideal P' de B contraido de P mediante el homomorfismo
? : [ 1,xé} S S A/I)[Y 1

definido por



1M

W (a) =a+1,si aeh,

flx;) = v, , i=1,2.
(que induce la inclusién de Proj( ng(A) ) en Proj(B)), es
- - :
P ,(a]xz aXy 5 Iy 5 2y 23 ).
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer a1#0 s entonces P'e.D+(x1).

As7, mediante el homeomorfismo candnico de D+(x1) sobre Spec( B(x )7) =
1

Ixy X
= Spec( Al ==1), al punto P' corresponde el ideal primo P, de A|-=
in 0 X
dado por
X a
= 2 _ 2
Py = ( RT- — Iy .7, z3 )
1
. x2 '
Queda, pues, por probar que A v es un anillo local regular de dimen-
' 14P

0
sion 3, con k cono cuerpo de coeficientes.

Para ello, iqual que en el teorema 2, se considera el -
' X
epimorfismo natural ag: A[Té] —_— A{;g} donde T2 es una indetermi-
1 ‘

nada sobre A , cuyo nicleo es ker G = ( Z1T2 - 22 ) Ly

_ ol _ o2 .
—G—(PO)_(T "“,Z]’-ZZ’Z3)'

P
2 a1

1

Entonces

(1) A[;%] x A[T%rc' & Amp]
1l e, P,/ker g kuﬁﬂﬂ}ﬂp1

Luego se tienen los siguientes hechos, que prueban el teorema:

1) A{Té] ces un anillo de Cohen-Macaalay de dimensidn 4,

2) P, es un ideal maximal engendrado por 4 elementos.

1

"~ 3) Por tanto A[fé}P es un anillo local regular de dimensién 4.
1

X

L) Teniendo en cuenta (1), se tiene que A[%z] p es unanillo local re-
14 Po



12

a .
. .z ) _ = m2 -
gular de dimension 3, por ser P1 = ( T2 gg-, ZITZ 22 ) 21 s 23 ), vy

que contiene a k como cuerpo de coeficientes.
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SECCION 1.3,~-TRANSFORMADOS CUADRATICOS Y MONOIDALES DE UNA SUPERFICIE ALGE-

BROIDE SUMERG!DA, -

Definicidoh 1.- Una superficie algebroide S, sumeégida, (SAS) sobre k, es

el espectro de un anillo local nee theriano completo ES_, con k como -
cuerpo de coeficientes, de dimension 2 y dimensidn de inmersidn no supérior
a 3. Se dird que S es irreducible, si ! es un dominio de integridad,
y se dird que S es reducida, si el nilradical de D es el (0). se supon-

drad siempre que el ideal (0) de [j es puro.

© Usualmente se operara con superficies algebroides singu-

lares. Asi, salvo mensidn en caso contrario, se supondri siempres

Nota 2.~ Sea S = Spec([)) una SAS vy TK-C[j el ideal maximal, entonces
W = (Xl’XZ’XB) por ser dim.inm.‘j = 3 . Asi, considerando el k-homomor=-
fismo suprayectivo local Y : k[[?l,ZZ,Zé]] —ey [j definido por

Y (z,) = xi , i=1,2,3, se tiene que

[
D =~ «[[2,, 3}]/01,
donde @ es un ideal principal de [21, 3}] ya que alt ot=1,
por ser k[[zl,zz,zﬂ] de Cohen-Macaulay y dim [)=2.
| Sea oL = (f(Z],2,,2;)) ; en este caso, diremos que

f(21,22,23) = 0 -es la ecuacién de 'S relativa a la inmersidn de esquemas
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afines determinada por Q . En adelante, identificaremos los anillos 0

k[[ZPZZ’ZS’]] , cuando operemos-con la misma inmersion.
A#(z,,2,,2,)) |

Nuestro propdsito en esta seccidn es calcular las ecua-

ciones de-los transformados cuadradticos y monoidales formales de S.

-— —— ” — n
Nota 3.- Sean A = k[[zvzz,z;ﬂ , M= (20,2,,2)A, B ngo MYy
v

B'= & wt . Se tiene que B (resp. B' ) es una A-algebra (resp. [J-al-
gebra) graduada, engendrada por tres elementos de grado 1. As7, si
{X1,X2,X3} son indeterminadas, se tienen epimorfismos

; .

L A[X1,X2,X3] ———> B

Dix.,x, ,x B!
L 1279 3] B et

Des ignemos por X, (resp. ;}), i=1,2,3, a la imagen de Xi en el primer

(resp. segundo) epimorfismo; .se tiene entonces que

B = A[xl,xz,x3] , B! =D[§_1 ,;2 ,;3]

De otro lado, el epimorfismo

i
N alxg L, 3]._,~._:,|j [x,.%, x3]
que reduce los coeficientes médulo (f) induce un epimorfismo \:B —> B!

tal que el diagrama
}

A[Xl,XZ,X3] AL D[x1,xé,x3]
!;' —2 B

es conmutativo.

Vamos a determinar el ndcleo de A ; para ello se pro-
ceder3 como sigue, Sea V = Q_M(f); para cada entero p , 1€ pgY, se
reordenard f en la forma

; A
f(2,,2,,25) = Z a; .+ 1 (24,2,,25)2, z 2 33

71+i2+i3=p 1'2°3
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y, cuando esté asT eSCfita, se la designard por fp(Z1, 29 3) Es impor-

tante notar que, para p fijo, esta reordencidn de f se puede hacer de varias
maneras. Pongamos en el caso anterior,

o irizhi3
fp(x19 2 3) Z: ‘l’ 2, 3) 1 X2 X3

|+|+|p 123
3
con estas notaciones es muy facil comprobar que

ker A = ( F(2,,25025) 5 Filxpa%g,%5) seeey Flxguxp,%5))B

y que la ambigledad en la forma de escribir cada fi(xl’XZ’XB) no tiene re-

"levancia alguna.

Nota 4.- i x1¢ \}ker)\ el homomorfismo >\ se puede extender, de ma-

—~——

1 .
nera natural a un homomorfismo A Bx — B;— graduado de grado cero.

1 : 1
A su vez A se restringe a un homomorfismo A : B — B,—
0 (Xl) (XI)
que es un epimoffiémo de nicleo
K >\ _(f f1<x1’x2’x3) f (X]: 2’x3) fV(x] ’XZ’X3))
er ={=, , s ens s
0 1 X, 2 <V
- *1 1
y, teniendo en cuenta que lej - ij] =0, j=2,3, es
C (% ,x, ,%g)
ker Ny = (21223
V
X
1
Se tiene pues:
X, X X, X By,
T 2 73 , 2 73 _ (%)
by D=2 L Ml = Ak x,)
1 XX ~ 1 1) (v 127273
. fv(x],xz,x3) N
(————= 1
xy
Nota 5.~ 'El homomorf ismo A.:B ——> B! de la nota anterior, induce

una inmersidn cerrada de esquemas

q) : Proj(B') C——3 Proj(B)

y se tiene  Spec ( BZ;')) = Proj(B') N Spec( B(x ) )
: i i’
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De otro lado, se tiene el diagrama conmutativo

¢

Proj(B') ¢ ¥ 5 Proj(B)
I lrr

Spec(ﬁ) > Spec(A)
donde . [T y [is son las transformaciones cuadrética§ globales de A’y O
respectivamente. En consecuencia ff_1(“3) = TY-!(M)I\ Proj(B*)

De otro lado,
7 Vwy) = Proj( gr g (D) ) = Proj( k[Z1’Zz’Z£1 / (?3 )

donde f es la forma inicial ’ordfnarié de f . Asi] F?-i(“t) es una -

curva en el plano proyectivo.
Sea (o ,(5 ,zg)e lPi un punto cerrado de fr--l('ﬂ‘(z)
sin pérdida de generalidad se puede suponer KX #0 , con lo cual su ideal

en B' pertenece a D+(§}) . De manera andloga a lo visto en & 1.2, al -

punto (o<,(b ,6) Correspoﬁde en

el

X.
spec( Bz ) = spec(D{ 2, 21)
1 X X
1 1
el ideal
X, X.
P. = ._2._6.. _}.-—K—-,Z,Z,Z ).
X1 X1
Nota 6.~ Por otra parte, se comprueba facilmente (cf. por ejemplo [13]

prop. 1.3.14) que
Zl 21

# identificandolos, queda P =>\(_)1

Entonces el anillo de coordenadas del transformado cuadratico local es
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B2, 2 o« ;
X X, | P (24,2925 2 43
1 L L —_—=)-A 7 T :
yA R N I
1 ]
' Z2 23
Vimos en la seccidon anterior que A 5.5 |p €S un anillo local regular
L1 1
. VA z
de dimensidn 3 que tiene a 47, , 2 - Ji—, 3 - EL{} como un sistema re-
1 Z_' & 21 o( ’

gular de parametros; por tanto podemos hacer la identificacidn

v : = ' . ]
Entonces si ponemos f(zl’ZZ’ZB) ;;v fp(zleZ’ZB) donde fp(ZI’ZZ’Z3)

s
es bien una forma de grado p , bien cero, se tiene
| LB ¥
1 [} [} t —_ I | ——
f(24,2,,2,) ) > 02y, 22y + ), 242y + =) )

v
p>v v
Z4 g 4

b 7} + :;4 + ... = f' (z! z',z§):

& 4
= £t 1 [ |
fp (1.2 N o<) t2ify (L2 + x’73

v+1
En suma, el transformado cuadrdtico formal del anillo

de la superficie S es

[B3.25.2]]
5! = Spec //é/f'(z',ZQ,zg) ) )

Notese que para que f'(Z',Zé,Z)) no sea unidad, es ne-

3
. . . ,L,L_ . _
cesario y suficiente que FV(1,q - ) =0, o lo que es lo mismo, que
f;(d ,F ’U ) = 0 . Entonces los puntos del divisor excepcional, estan en

correspondencia biunivoca con los ceros de f;(Z1,22,Z3) , forma inicial

de f(2,,2,,25).
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A la ecuacidn f‘(Z]',Zz',Zé) =0, la llamaremos ecuaciodn

transformada cuadratica de la f(Z], ,Z ) = 0 por la explosidn \'\'(“ (6 2g)

Por otra parte, si también (5#0 en el punto~(o(,/>,5’)

al considerar la pieza afin (D+(—>?§)" de B]m(lj) , obtenemos otro transfor-

mado cuadratico formal, mediante Tas ecuaciones

1
7} = o - —
177, {5
Zy =1,
S
3 Z2 (5

de forma que este transformado cuadratico formal es

B3 '
.SH.—:SpeC /f (21»22') ) ) ’

Fzy,25024) = @+ 1 e By w2y 5 0, 7y B

R A I R I

a la que se llama ecuacidn transformada cuadratica de f(Z1,22,Z3) = 0 por

donde ahora

3 +1

la explosidn [1'502() ,(9 . Obviamente S' y S'' son isomorfos como esquemas
B A\

afines.

La transformacidn W§3) ) se harfa de un modo andlogo.
- “,{5,5

Situacién 7.- Sean A = kl|z,,Z2,,Z , M su ideal maximal, f(Z,,Z Y )E A,
————ee 1°72°73 1

= - - e - .~
D=na/ (f(zl’22’23)) y gM(f) v . Si fS spec(d) es de dimensidn
uno y permitido en B , se puede siempre suponer, mediante un cambio de

v
coordenadas, que 'P= (21,22)/ (f) dondek fe(Z1,Zz) . Pongamos I=(Z],22)A.

Pretendemos construir los transformados monoidales formales de U con cen-

tro el ideal permitido ‘P .

- = n (- no 3
Nota 8. Sean B ngo 1 y B n?}o'f’ ; entonces, de forma angloga

a la nota 3, tenemos que B = A[x1,x2] , B! =D [;l ,3?2] y un homomorfis-
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mo X: B —>B! definido por
MNa) = a+ (f) VYaen
{)\(xi) = (X)), i=1,2

Como felv se phede reordenar, para p , 1<pgvV , en la forma.

' o i
- L - 1, 2

i1+i2=p 1°2

i
112
fp(x1,x2) —Z foo (21,22,23)x1 X,

i1+i2=p 1°2

As7 pondremos

Se ve facilmente, entonces, que

"f ker A = ( f, f1(x1,X2), ces f,)(x-l ’xz) )B

Nota}9.- Si X4 & qkerA elvhomomorfismo A se puede extender, de ma-

nera natural, a un homomorfismo

< : .
A Bxlz————__i’ B

A su vez ) se restringe a un homomorfismo
No: B, \ — 5 B
° P(x,) (x3)

que es suprayectivo y de nicleo

er M= (f Frlxixp) 5 lxy,%)) fy (xq5%5)
el" o‘_ ] 9 xl 9 2 9 e -9 ‘(
*1 1

Pero, puesto que ZIXZ - sz1ﬂ= 0 , se tiene que

fv(x s X )
ker ,\0= (_____1—._2_.

As1 se tiene que

=
!
a0

o
_AX|NX
| O

X

(ﬂ,(x],xz)

x))
1

Nota 10.- E1 homomorfismo ):B —-» B! de la nota anterior, induce una
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inmersidén cerrada de esquemas QJ: Proj(B') &——> Proj(B) , de tal

modo que el diagrama

Proj(B') L__‘ki_? Proj (B)
|7 Ir
Spec((&) L_____.} Spec(A)
esconmutativo, siendo Ty T las transformaciones monoidales globales

de A vy [& con centros | y A} respectivamente. Se tiene ademds que

RNV ) ) = Proj(8) A 1 v() ).
Segin vimos en la §1.2, a un punto del divisor excep-
cional de Spec(A) le correspondia un ideal de (A/[)[Y1,Y£} de la forma
| Pr=(Zg+ 1, a¥, - a,¥; )
donde a;ek (i=1,2), (supongamos a1¢0).
| También':, - en la seccién 1.2, al ideal P! le corres-

ponde en B el ideal
(x4) :

X, a
2 2
A I T A
1 1
que a su vez se transforma en P! = X\ (? ) de B— siendo
0 00 x) ’
X, a
2 2
| = — o ——
P0 ( - a, °’ 21 ’ Z3 )
X4 1

Notese que

or, (B) =~ gr'(A/)
/? ~. { . +
, ( FV(Y1,Y2223 1))

donde por f;(21,22,23) representamos ahora los términos de f(ZI,ZZ,Z3)

cuyos exponentes de Z] y Z2 suman P exactamente, Y para que P! sea
un pte de Proj( gr,p({j) ) debe cumplirse que P' D (f;(Yl,YZ,Z3+I) ),

es decir,- que f;(a1,a2,0) = 0.

VA X
Nota 11.~ Como en la Nota 6 se tiene que A [721 es isomorfo a A [_Z]’
1

N

2%
Z a

identificandolos, se tiene que P,.= (
' 1 1

0 , Zl ) 22 , Z3 ) vy que
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pro
1 0 f (21,22,23)‘ z,
( v VATl
A ‘ VA 1i1'0
1
o Z2 ,
Pero segiin vimos en la seccion 1.2, A 57\ p €sun anillo’local regular
11°0
22 a,
dé dimensidn 3, siendo ‘{7—-- P Z] . 23 un $istema regular de parame-
1 1 :

tros. Por tanto, completando, podemos hacer la ciguiente identificacion

N
AE&] SR AEA P

1

] Z2 a,
i i - 1 = ————— . =
haciendo Z1 Z1 , 22 21 a, , Zé Z3

En suma, un transformado monoidal de 15 superficie S

es ’ .
[[2125.24]]
S|=SpeC( ( f'(zl’zé’zé) ) )
donde a,
fzr,z (2 + —),21 )
frizy,zy,zy) =—1 1 2 a1’ 3 g4
-2°73 Z'u

1

se dice la ecuacidn transformada monoidal de la f(21,22,23) =0 en el
punto (al,az) del divisor excepcional.

Por Gltimo, con vista a aplicar sucesivas transformacio-
nes cuadridticas y monoidales formales a una superficie algebroide redicida,

tendremos en cuenta los siguientes resultados:

Proposicidn 12.- (Cf. 13 prop.1.3.19).-Si D es un anillo local noethe-

riano , cuyo nilradical es (0), entonces todo transf. cuadritico formal

de [J tiene también como nilradical el (0) .

El resultado andlogo para transformaciones monoidales
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también es cierto, y su demostracidn no varfa esencialmente de la dada para

la proposicidon anterior en la referencia citada.

Terminologia 13.; a) En lo que sigue, salvo qu se Haga mencidn expresa,
siempre que se hable de superficies algebroides sumergidas, se sobreenten-
deran reducidas.

b) Cuando se mencionen tfansformaciones cuadrdticas y md—
noidales, sin especificar nada, nos referiremos siempre-a transformaciones
cuadraticas y monoidales formales.

c)También diremos transf. cuadratica en el punto P ,
para sefialar que la explosidn con centro el origen se ha localizado en el

ideal de P .



23

SECCION 1.4.-kRESOLUCION DE SINGULARIDADES DE SUPERFICIES ALGEBROIDES SUMER-

GIDAS. -

En este apartado pretendemos resumir, brevemente, unos
resultados puntuales sobre resolucién de singularidades, que se encuentran
en !ﬁj] N EZ]. En el primerﬁ se trata de SAS sobre cuerpos de caracteris-
l. .

tica cero y en el segundo de hipersuperficies algebroides sobre cuerpos de

caractristica arbitraria.

Situacidn 1.- Sea X una superficie algebraica en el espacio proyectivo

de dimensidn 3 sobre k .y x€X un punto cerrado. Consideremos la fibra
/N

(OX X del haz estructural de X , y el completado [j==(9x x » CUyo espec-
’ . . s

tro es una SAS sobre k.

Sea FTX : Xt ————>» X la explosidn-de X con cen-

tro x'; se sabe que Ty “irnduce un isomorfismo

-1
WX X"'W;I(X) : Xt - \Tx (X) e X —{x} K

“ ' -1 - - R T \
y ademas que (Tx (x) es un divisor en X' , el divisor excepcional, cu-

yos puntos estan en correspondencia biunivoca natural con las direcciones

tangentes a X en el punto x (cono tangente de X en el punto x'). Es=

to nos permite dar una interpretacidn geométrica de las transformaciones
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cuadraticas de superficies algebroides, a saber:

Sea x'€ FT;1(x)~ un punto del divisor excepcional de

. . i
s = spec([}); entonces la superficie algebroide §' = Spec(I}'), con -

/~
t ¢
Ij'= (QX' X! ©s la transformada cuadratica de S en aguel punto del divi-
’

sor excepcional, que corresponde la misma direccidn tangente a X en X

a la que corresponde x',

AsT, los transformados cuadriticos de S , son la colec~

cion de superficies algebroides

~
. { S.1 = Spec( U)X',x' ) } X' ff;‘(x)

La situacidn con las transformaciones monoidales de X ,
con centros permitidos es, salvando las distancias impuestas por la mayor
dimensidn del centro de explosidn, andloga a la anterior.

Ast, las cadenas de transformados cuadrétiéos (o monoi-
dales) de una superficie algebroide se pueden interpretar como sucesiones
de puntos que van cada uno sobre el anteriér, en una sucesion de explosio-
nes permitidas (de centros permitidos) de la superficie algebriica X. '

En resumen, en un proceso de resolucién de singularida-
des de X , hay una contrapartida puntual, i.e. algebroide, que formard -
parte de nuestro estudio.

En esta situacién, podemos exponer los resultados a que
‘nos referfamos al principio de ésta seccidn de EZ] y 113]

En [13]Capll,<§2 , se demuestra un resultado que se resu-

miria en el siguiente

Teorema 1.- Sea X una superficie algebraica en el espacio proyectivo -

tridimensional sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de caracteris-
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tica cero, y x un punto de X de dimensidon cero. Entonces existe una su-

cesidn finita de transformaciones cuadriticas globales de X

Wy
— L —>X ~> Xo=X

con centros respecfivos %ﬁi} i=0,...,r~1 , ~donde Xg=X ﬂ}(xi)=xi_1,

con Wr(xr)=xr-l’ que es un punto no singular de X_

y un punto xre Xr >

El enunciado, equivalente algebroide, que se encuentra

en la citada referencia, dice asi

Teorema 1'.- (de desingularizacidn de una superficie algebroide).- Dada

una SAS S; existe una sucesidén finita S, , S, ,..., S_ de SAS, tales que:
0 1 r

2°) Vi=1,...,r , Si es una transformada cuadritica de Si—1

3°) Sr es lisa.

En ‘ji]Caplll, se generaliza el teorema anterior a hiper-
‘superficies sobre cuerpos de caracteristica arbitraria. Este era el objeti-

vo central de [ji] que podrfa, en lenguaje usual, expresarse como sigue:

Teorema 2.~ Sea X una hipersuperficie algebraica del espacio proyectivo
n-dimensional, sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caractefisti-

ca arbitraria. Existe una sucesidn finita de transformaciones cuadréaticas

' o T T
de X , Xr ——~J;-4> Xr-l — ....——*—€>X1 ——~—J—-—>'XO=X , con centros

respectivos {xi} i=0,...,r-1 * X07™% ﬂ'i(xi)=xi_1 y un punto x € X_

con n'r(xr)=xr_1 tal que x. es.un pun?o no singular de Xr'

Omitimos el enunciado algebréide de ‘}2} ya que es c]af
ra su redaccibn. Consideramos que la demostracidn dada en DZ] puede hacer-
se mds clara y brevemente para nuestro caso de superficies, por ello dedi-
caremos en el capftulo 2° de nuestra memoria unas pocas paginas para probar

este teorema.
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"En los dos trabajos @2] y Y}ﬂ , en las demostraciones
de estos teofemas, se operé por fecurrencia. Por tanto, basta probar que,
dada una superficie algebroide, después de un ndmero finito de transforma-
ciones cuadraticas, la superfici; algebroide ha reducido su mu]tiblicidad;

A la vista de estos resultados, el problema que nos in-
teresa estudiar, la resolucién de singularidades de X , no puede decirse
que estd resuelto. M&s aun, quedan preguntas importantisimas por contestar,
por ejemplo, lqué se puede decir sobre la totalidad de los'puntos de Xr que

van sobre Xq mediante la composicidn Tﬁ- ﬁ}_]--- ﬂ} 7 Y aun cuando se pu-

~diera afirmar que todos ellos son puntos sihp]es (1o que no ocurre salvo
en contados casos) {qué sucede con el resto de las singularidades de X7
Nuestro trabajo estd orientado a contestar en parte a estas preguntas.

Por Gltimo, daremos un teorema, que usaremos mas adelan-
‘te, y que da importante informacidén acerca de la evolucién de las subvarie-

dades singulares de una SAS.:

Definicidén 3.~ Se l1lama lugar singular de una SAS ”S=Spec([§); Yy serepre-

sénta por Sing(S) , al subconjunto de S definido por

Sing(s) ={ J\dé.S=Spec(ﬂ)‘\ ﬁ’? no es regular}

En estas circunstancias se tiene el siguiente
Teorema k.- (_DO]teor.74) Sing(S) es cerrado en S=Spec([§).

Teorema 5.- Sea S una SAS cuyo cono tangente se reduce a un Gnico plano
y que tiene un punto singular aislado. Entonces, para cualquier transforma-.
da cuadritica 'S' de S , se verifica que el lugar singular de S' ‘es el
vacio, un punto, o una curva lisa {por tanto irreducible),

Demostracidn.- Sea S$=Spec(Q}) y ¥T el ideal maximal de B . sea

W Bl-,m‘(ﬂ.) ——> Spec([}) la transformacidn cuadrética global de YS

Se sabe que T induce un isomorfismo

" 31, (B) - Ty ¢ BB - 1! (w) ——— spec(B) -{m]
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y. como Sing(S) ={m} , estd-claro que

Sing( Bl (0) )€ W ' (m)

el divisor excepcional. Pero Sing( Bl q(Q) ) es cerrado en Blm(ﬂ) y
F\'-T(m) es una recta proyectiva, por tanto Sing( Blm(d) ) es, bien el

: . DU . -1
vacio, bien un nimero finito de puntos, bien [T (M) . Como los transfor-
mados cuadriticos de )j son los completados ( y compleccidn conserva mul-

tiplicidad) de las fibras del haz estructural de Bl (0) en los puntos

_1 .
cerrados~de [T (W) , se tiene el teorema.
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SECCION 1.5.~- TEOREMAS DE ESTRUCTURA DE LOS CAMINOS ESTACIONARIOS DE SAS

(CARACTERISTICA CERO).-

En la memoria Y_BJCap 11l y en [141, se da un paso mas
en los problemas que plante3bamos en la seccidn anterior. En los citados
trabajos, se estudia la estructura de las cadenas de transformaciones cua-
draticas que no reducen la multiplicidad de una SAS sobre cuerpos algebrii-
camente cerrados y de caracteristica cero (es bien conocida la existencia
de estas cadenas). En ellos se demuestra que , en algin paso de la cadena, "
(y por ende, en infinitos) la transformacidn cuadritica se hace en puntos
correspondientes a direcciones tgs. a curvas permitidas de la SAS.

Escuétamente resumimos estos resultados.

Definicién 1.- Sea S wuna SAS, un camino estacionario para S , es una su-

cesidn de pares {(Si’Pi)}f ez, verificando:

1) Yie ZO , Si es una SAS y Pi es un punto del divisor excepcional de

S,
i

2) SO=S % Vié-Z > S, es la transformada cuadratica de Si en P,

0 i+1 i’

3)Todas las superficies Si ,Vié.ZO , poseen la misma multiplicidad.

Mas aun, se da una definicién de camino estacionario de-
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pendiente de las ecuaciones de la superficie:

Definicidon 2.- Sea S wuna SASy f(X,Y,Z) = 0 una ecuacidén de S con

f(X,Y,2) e k[[X,Y,Z]] . Un camino estacionario para la ecuacién f(X,Y,Z)=0

de S es una sucesidn de pares {fgl)(xi’yi’zf) s Pi} ez mas una

0

aplicacion g: ZO-—————~9{},2,3} de tal manera que:

: . i 2
1) V,ezo X f( )(Xi’Yi’Z*i)é k[[)(i,Yl.,Za-} y Pi es punto cerrado de IPk

que anula a la forma inicial de f(')(Xi,Y;,Zi) (i.e., P, es un punto -

del divisor excepcional de Si)'

(0) _ . _ _ _
0 2) (X, Yg,Z) = F(X,Y,2) siendo Xg=X » Yo=Y , Z,=Z .

la coordenada de Pi que ocupe el lugar G (i) es no nula.

3) ViéZo ,

(i+1) _ .
f (Xi+1’Yi+1’Zi+1) = 0 'es la ecuaciér transformada cua

1y Yie Zy s

dratica de f(')(xi’Yi’Zi) =0 por Tféci(”)
i
5) Todas las series f(')(Xi,Yi,Zi) poseen el mismo orden.

Se establece una relacién de equivaiencia para caminos

estacicnarios de ecuaciones de una misma superficie, de un modo natural: se

dice que dos caminos estacionarios para ecuaciones son equivalentes, si

existe un cambio de coordenadas que transforma una ecuacibn en otra y que
se prolonga del mismo modo a los demds pasos del camino. Aéf se demuestra
en [1i]teor.3.l.10 que, existe una correspondencia biunfvoca entre caminos
estacionarios para una superficie S (def.1) y clases de equivalencia de
caminos estacionarios para ecuaciones de § (def.2).

Existe una clase distinguida de caminos estacionarios,
que juega un papel importante, la de aquellos caminos estacionarios en los

que Pi =P, ViEEZO , @ los que se Tlama puntos estacionarios. Nos encon-

tramos as?, con un primer teorema de estructura, que liga los puntos esta-
cionarios con las curvas permitidas (correspondientes a ideales permitidos

de dimensidn 1). El enunciado es el siguiente:
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®

Teorema 3.-( ﬁ}]teor.3.2,7).- Sea S una SAS, se verifican las siguiéntes

propiedades;

1) Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de clases de equj—
valencia de caminos estacionarios para ecuaciones de S que contienen a un
punto estacionario y el conjunto de curvas permitidas de §S-.

2) La correspondencia.anteriof verifica lo siguiente: si
al (i)
t ”LG A YLz Py iez,

es un camino estacionario equivalente a un punto, para la ecuacion

f(o)(XO,YO,ZO) =0 de S , entonces:

ki1X,,Y,,2Z
a) La curva de S en D = ”:0 0 (;H(F(O) (X ¥..2.))
0°°0°70

correspondiente por 1) a la clase de equivalencia de
Yi , es tandgente a la recta tangente a la superficie

determinada por PO .

b) Vi>0 , 1lamando

S. = Srec( k[[XI’Yi,ﬁEEL//.
L Wox vz

la curva de Si correspondiente por 1) a la clase del

camino estacionario

st JeU) |

I ) ]
- crko'{0,1,---,i—1} , es tangente a la recta tan

gente a la superficie determinada por Pi

Dos resultados importantes relativos a superficies cuyo
cono tangente ﬁo se reduce’a un plano dnico, se obtienen mds adelante. EI
primero consiste en demostrar que una tal superficie,‘contiene a lo mas un
camino estacionario, y en caso de qde exista ésfe, la clase de caminos es-
tacionarios para ecuaciones correspondiente, éontiene un punto estaciona-
rio (cf. D3}teor.3.3.8‘)d.

El segundo, abundando en esta @ltima posibilidad, des-
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cribe la estructura geométrica de estas superficies. El enunciado es como

sigue:

Teorema 4.- ([13)teor.3.3.10).- Sea S una SAS cuyo cono tangente no cons-

ta de un plano Gnico; supongamos que =S posee un camino estacionario, y sea
C la curva permitida contenida en S , correspondiente. Entonces S es -

unidén finita de superficies S], S ,St , t>1, que verifican:

g

ij Todas las superficies. Si poseen un plano tangente (nico.

’2) Los planos tangentes a las Si son distintos dos a dos.

3) La curva C estd contenida en cada Si céon multiplicidad igual a la de
Si ; en otras palabras, cada Sia posee un punto estacionario para una
ecgacién de S

qu ﬁltimo, en [1h]teor.11 del mismo autor, se demues-

tra el resultado al que hacTamos referencia al comienzo: de esta seccidn,

a saber,
Teorema 5.- Sea S una SAS, {(Si’PiX}ié 7 un camino estacicnario pa-
, : 0 .

“ra S . Existe un subconjunto infinito IC.Z0 con las propiedades siguien-
tes:

N Viet S, contiene una curva C; permitida.
2) Yi ¢! , la recta tangente a la superficie determinada por Pi , es tan-

gente a Ci
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CAPITULO SEGUNDO

TEORIA LOCAL DE DESINGULARIZACION EN CARACTERISTICA ARBITRARIA

SECCION 2.1.- TEQOREMA | DE DESINGULARIZACION DE UN SAS.-

Ve

Como indicdbamos en la seccidén 1.4 de nuestra memoria,
. - . . .
comenzamos este capitulo dando una prueba de un cierto teorema de desingula-
rizacidn de hipersuperficies algebroides sumergidas, sobre un cuerpo de ca-

racteristica q»0 de ‘jZ]Cap.l!l , en el caso de superficies.
Teorema |.- Dada una SAS S , existe una sucesidn finita S0 s Sl yeoess S
de SAS tales que

1°) S0 =S .

2°) \fi=1,...,r s Si es una transformada cuadritica de Si—1

3°) Sr es lisa.

" "Observacién 1.~  Sea }j = k[[X’Y’Z]](

nadas de S , siendo f(X,Y,Z) = 0 una ecuacién de S y k un cuerpo al-

F(X,Y,2)) el anillo de coorde-

gebréicamente cerrado y de caractefistica q»0°; sea p»2 lamultiplici-

dad de S. ’ y

Para !'preparar’ convenientemente la serie f(X,Y,Z) usa-

mos el conocido procedimiento que sigue:
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a) Elegir un punto (o<,F,, 1 )E.k3 tal que fp(X,Y,Z),

forma inicial de f(X,Y,Z) , no se anule en ese punto (es siempre posible,

gracias a que k ‘es algebrdicamente cerrado y por tanto infinito). Defini-

" mos el cambio de coordenadas

X=X+ 7!
Y=Y'+ €>z'
Z=17' ; ,

entonces, llamando f'(X',Y',Z") = f(X' +x Z' , Y! +-f,Z' , Z') , tenemos

. fFr(x',y",z')) = '(0,0,2') = f , B, 1)-Z7'P 0.
que o (f'( )) =p vy fp(oo ) p(«x/& ) #

b) En estas condiciones, se puede aplicar el Teorema -

Preparatorio de Weierstrass (Ij@]Cap.Vll $1 Teor.5) con lo que podemos tomar
(1,) fl(XI,YI,ZI) - er + ap-](X"Y|)ZIp_1 + ..+ al(X',Y')Z' + aO(XI’YI)
con ai(X',Y')e k[[X',Yﬂ] y 9_(ai(X',Y'));>p—i , k/ﬁ=0,1,...,p-1, estan-

do f'(X',Y',Z') definido salvo producto por una unidad, que obviamente no

afecta al anillo de coordenadas

0 = k[[X',Yi’Z%(‘X',Y',Z‘)) |

Por consiguiente, a partir de este momento, supondremos

siempre que el anillo de coordenadas de una SAS no necesariamente reducida,

k[[x,v,2]] '
0= | /f(x,v,z))

donde f(X,Y,Z) tiene la forma expresada en (1).

€s

Proposicidn 2.~ Sea k un cuerpo algebrdicamente cerrado de caracteristica

q;;O ; sea S una SAS sobre k vy tal que su cono tangente no se reduzca a
un plano Gnico. Entonces, existe una transformada cuadratica 51 de S cu-
ya multiplicidad es estrictamente menor que la de S.

Demostracidén.- Sea “f(X,Y,Z) = 0 una ecuacidén de S donde

f(X,v,2) = z° + ap_T(x,v)zp" + oo a N2+ ag(X,Y)
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3k

con ai(X,Y)e k[[X,Y]] , g(éi(X,Y))z,p-i , Vi=0,1,...:,p-—~1' Yy P22 vya

que se supohe que S no es lisa. Se escribird también  f(X,Y,Z) en la -

o2
“f(X,Y,2) =Zf L(X,Y,2)
i=0 p+l

donde fp+i(X’Y’Z) ~es, o bien cevo, o bien un‘polinomfo homogéneo de grado
pti

Se verifica que no todos lus puntos del divisor excep-
cional tienen multiplicidad p , porque si la tuvieran, el divisor excepcio-
nal serfa una (nica recta contada p veces, 0 bien pasando al espacio afin,
el cono tangente seria un plano Gnico contado p veces, contra la hipbtesis
(1a demostracidn de esta afirmacion es andloga a la que se realizard en el
lema 1 de 1la §3.1).

Sea P = (', P',/X') un punto del divisor excepcio-

nal de multiplicidad r<p . Puesto que fp(0,0,Z) = zP , debe ser

(x?', P') # (0,0) , pudiéndose as? suponer X' # 0 sin pérdida de generali-
dad. Entonces P tendrd coordenadas ( 1,F>,K).

El transformado cuadritico 'S] de S en P, se obtie-

ne mediante las ecuaciones

X = X]

= XI(YI +(§)

P
i

zZ = M(ZI+6) .

Asi la ecuacidn de S] es

(1) i _
(2) f (X;,Y;52;) = % x]' pr( 1, ¥, +(5, Z!*Zf)' =0 .

Nos fijamos en el primer sumando fp(-l, Y1-+P, Z1 +X)

de (2) , que igualado a cero representa una curva en el plano afin que pasa

por (0,0) , al ser fp(]’F ,5 ) =0 . Mas aun, la multiplicidad de '(1’f%5)\

en el divisor excepcional es la multiplicidad del origen en la curva afin



de ecuacidn fp( 1, Yoo+ P, Z] 4—&) = 0 . Pero ésto quiere decir que este

polinomio tiene orden r«p ; ademds, ningln monomio de grado r de aqui -

puede anularse con'algﬁno de los dem3s sumandos de (2), porque los suman-

. . v gl
dos fp+i( 1, Y4 +'P, 21 +6 ) con i>0 ,van multiplicados por‘ X1 que
no estd fp( 1Y, +~P, Z, +¥)-

Esto prueba que la multiplicidad de Sl’ es menor o igual

que r , y por tanto inferior a la de S , lo que demuestra la proposicidn.

Observacion 3.~ Para el caso en el cono tangente se reduzca a un plano Gni-

co, el problema reviste un poco mds de dificultad, debiendo diferenciar dos
‘casos, dependiendo de que la caracteristica del cuerpo divida o no a la mul-
tiplicidad de la superficie.

En cualquier caso, por ser el divisor excepcional una
Gnica recta proyectiva, prepararemos la superficie S dada del siguiente
modo: |

Como siempre, sea f(X,Y,Z) = 0 una ecucacidn de S

en k[[},Y,i]] con

(3) F(X,v,z) = zP + ap!](X,Y)ZpH1 b+ a (0GNZ * g (6Y)
y ai(X,Y)ek[[X,YJ] . o (a, () zpmi Vi=0,1,...,p~1, y también~
(L) f(X,Y,2) = ;:Ef:; f.xy,z)
iz P
donde para todo {20 , fp+i(X,Y,Z) es, o bien cero, o bien una forma de

grado p+i. Se tiene por hipdtesis que fp(X,Y,Z) = (z + aX + bY)P |

siendo a,b€ k . Entonces efectuamos el cambio de coordenadas dado por

X' = X

i

(5) . Y'=y
Z' =7 + aX + bY ,
con el que la forma inicial de la serie transformada es 2'P . Este cambio,

ademds conserva la forma de Weierstrass de f(X,Y,Z) .

Por todo ésto, podemos suponer de partida, que la serie
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inicial f(X,Y,Z) tiene la forma (3) pero ahora con el 9_(ai(X,Y));>p-i
para cada i=0,1,...,p-1

Consideremos el espacio ordinario R3 dotado de un sis-
tema de coordenadas ortogonales {x,y,z} . Vamos a definir, dentro de él,

unos ciertos subconjuntos que se usaran continuamente a lo largo de este -

trabajo.

Definicidn 4.- Dada una no unidad arbitraria g(X,Y,Z) € k[(X,Y,iy} 1lama-

remos diagrama de Newton D de la serie g , al conjunto

b

D = {(a;b,c)e 73 i x2v°z¢  es un monomio con coeficiente no nulo en g}u

Definicidn 5.~ Dada una no unidad arbitraria g(X,Y,Z) & k[[X,Y,Zl] 11ama-

remos diagrama de Newton Dj de 1a serie g correspondiente a zJ , al

conjunto

b

2
Dj = {(a,b)e Z X3Pz  es un monomio con coeficiente no nulo en g}.

Por consiguiente Dj se obtiene a partir de D ,:i:cor=.:

tandolo por el plano z=] ; este Dj sera llamado también el nivel j del

diagrama D .

Nos interesa estudiar la evolucidn de los puntos del
diagrama de Newton D de la serie f(X,Y,Z) "por transformaciones cuadré-
ticas.'Nétesé 'que por este tipo de explosiénes en puntos de 1a forma @X,F,O),
los distintos niveles de D ho se mezclan, es decir, si un punto estd en

un Dj , después de la transformacidn citada, da lugar a puntos que estén

en D

Proposicién 6.~ Sea S$ una SAS de multiplicidad p}»2 , sobre un cuerpo

k de caracteristica q»0 , y supongamos que el cono tangente a S esta -~
formado por un plano {nico. Supongamos ademds, que una de las dos condicio-

nes siguientes se verifica:
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(i) qg=0
(ii) Si q>0 , entonces q X p .
Entonces, la multiplicidad de S 'puede ser disminuida

por aplicacidn sucesiva de un ndmero finito de transformaciones cuadraticas.

Demostracidén.- Sea. f(X,Y,Z) = 0 una ecuacidn de S con

£(x,v,2) = zP + ap_l(x,y)zp'1 oo+ a (X2 + ag(X,Y)

Y ai(X;Y) € k[[X,Y]] , 9_(ai(X,Y)):> p-i , i=o,1,...,p~1, segln la Ob-
servacion anterior.
Por las hipétesis impuestas'a q y p , estd garantiza-

da la existencia en k de 1/p , luego se puede efectuar el cambio de co-

-ordenadas
X = X!
(6) ; Y =Y g
1
Z=2"-——a2a Xty
5 p_1( )

Obsérvese que, con este cambio, se conserva la forma de Weierstrass de 'f

y ademads se anula el coeficiente del término en Zp“1 , quedando f en la

forma
(7) frx,y',2') = 2P+ bp_z(x',y')z'p'2 +oo ot b1(X',Y')Z' + by(Xtyyt)
con 9.(bi(Xf,Y'));>p-i , i=0,...,p-2 , por ser g.(ap_l(X,Y)):> 1

Podemos as? suponer, que la ecuacidén f(X,Y,Z) =0 ,

de partida, tiéne la forma (7) , sin t&rminos en ZP—1 , €s decir, el nivel
p-1 del diagrama D de f(X,Y,Z) es vacio.

Al menos alguno de los DO’ D], cen Dp__2 debe ser no

vacto, digamos Di , va que hemos supuesto que la superficie es reducida,

y por consiguiente, su ecuacidn no puede ser zP ='0. Nos centramos en el
. . i -
diagrama Di , correspondiente a Z , y sea ai(X,Y) su coeficiente,; con

o (a,(X,¥)) = m>p-i ; Tlamemos f (X,Y) a la forma inicial de a, (X,Y).
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(0 pn)

(0, )"“)

-~

(p-i,0) (m,0) ’

Como fm(X,Y) £0 y k es infinito, sea ( T,F Ye kz “un“punto tal que
Sea fm(T,@ ) # 0 ; consideremos la transformacidn cuadratica TT(I) en el

punto ( 1,?, 0 ) del divisor excepcional.
Nos ponemos en el peor de los caso de que, después de

esta explosidn, en los diagramas distintos de Di,no aparezca ningln tér-

no de grado menor o igual que p.,(distinto de‘Z?); ya'que, entonces:

a) Si apareciese un término de grado menor que p , se
habria concluido él teorema, porque se reduce la multiplicidad.

b) Si apa?eciesen términos de grado p (distintos de Z?),
se obtendria una forma inicial quémgerfa poténcia de una forma lineal, ya
que en este caso, por las hipdtesis impuestas a q y p , deberfan apare-

cer términos con Z$—1 en esta forma inicial, del todo imposible por ser

D vacio.

p-1
Nos queda asT, el caso en que la forma inicial sigue

siendo Z? . Estudiemos la evolucidon de D, deépués de latransformacion

cuadratica de ecuaciones:

| X = X,
(8) | oY= X, (Y, +[5)
Z =X, 1,

Entonces los términos de fm(X,Y)Z' se transforman en

fm(x1,x1(vl+(5),x 21)

p R
X

]

m-p+i i meprig g i
X3 fm(1,Y1+F,)Z1 = X fm(l,/s)21+
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+ [?érminos de grado superiogx .

Se tiene que fm(1,P) # 0 , luego el punto (m-p+i,0)
aparece efectivaménte en el diagrama Di después de la explosidn, ya que

los Ginicos puntos del nivel i de D con primera coordenada m-p+i , proce-

den de fm(X,Y). De este modo; si bT(X1,Y]) es el nuevo cceficiente de Z;

se tiene que

o (b, (X{,Y)) = mpti <'m

Este proceso se puede repetir si m-(p-i)> p-i (en otro
caso estd concluida la proposicidén), ya que la forma inicial sigue siendo

_ Z? . Es claro entonces que si

n = parte entera ( pTi ),
después de n explosiones de este tipo, la multiplicidad se habrd reduci--
do. Obsérvese que si m=n{p-i) en la explosién (n-1)-ésima, se obtiene
una forma inicial que no es potencia de una forma lineal; en este caso la

proposicién 2 'garantiza que, despuds de una transformacidn cuadrética, se

disminuye la multiplicidad. Esto concluye la prueba de la proposicidn.

Nbservacidn 7.~ Nos queda estudiar el caso en que q>0 vy q,p , en el que

no es posible hacer la sustitucién (6) de la proposicién anterior.
Sea p = Vqr , con q%’v y r>0 ; entonces en el de-
sarrollo de Newton de la potencia p-ésima de un binomio, se tiene que
r r r
(a+b)P=(a+b)¥9 =(a%+p? )",
luego los @inicos exponentes que aparecen efectivamente en el desarrollo de

(a+b )p., estin en el conjunto de nlmeros enteros:

Nq = .{p=Vqr , (v-—l)qr s e qr , 0} .

Es obvio entonces que, los exponentes que aparecen efectivamente al desa-

rrollar (a+ b+ ¢ )p, estdn también en Nq
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_Proposicion 8.- Sea S una SAS de multiplicidad p>2 sobre k , de ca-

racteristica q»0 , y siendo p = Vqr s q){v y r>0-. Si el cono tangen-
te a S estd formado por un plano {inico, entonces, la multiplicidad de S
puede ser disminuida por aplicacidn sucesiva de un nimero finito de trans-

formaciones cuadraticas.

Demostracidén.- Como siempre supongamos f(X,Y,Z) = 0 una ecuacibn de §
7P

en k[[X,Y,i]], con f en la forma de Weierstrass y de forma inicial

Como vamos a aplicar a S una sucesidn de transformaciones cuadraticas, -
supondremos qUe la ecuacidon de cada transfoimada de esta sucesidn, tiene
una forma inicial que es potencia de una forma lineal, porque en caso con-
trario, la proposicidn es automaticamente cierta en el paso siguiente.
Consideremos el diagrama de Newton D de f(X,Y,Z) y
tendremos en cuenta varias posibilidades.
P

Caso 1.- Existe alglin nivel j en D no vacTo , con j{;Nq . Supondre~

mos que j es el mayor {o m3s alto) entre los que cumplen estas condicio-
nes, centrdndonos entonces en este nivel { de D.

Al igual que hicimos en la proposicion anterior, sea
. . J . - _ ; -
aj(X,Y) el coeficiente de Z7 , con o (aj(X,Y)) = m>p-j y 1}lamemos
fm(X,Y) a la forma inicial de aj(X,Y) .

Como fm(X,Y) #0 y k es infinito, sea ( I,F ) un

punto tal que fm( I,F ) # 0 ; consideremos la transformacién cuadrética
"(1) en el punto (1, F, 0 ) del divisor excepcional..Entonces los mo-
nomios de fm(X,Y)ZJ se transforman en

XT"P+jfm(1,F )Z{ + [Férminos de grado superio{]
luego el pﬁnto (m-p+j,0) aparece en Dj degpués de la.exp]osién_ S

m=p+j+j<p , hemos terminado 1a demostracidn; supongamos pues, que ésto no

se verifica.
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Al contrario que en la proposicidn anterior, ahora-la
la forma inicial no tiene porqué conservarse, pudiendo en general ser de la

forma (Z1 + aX1)p . Tenemos que efectuar una segunda explosidn, esta vez

Ya en un punto ( I,F ;K ) , de manera que ( 1,#) no anule a la forma -~

inicial del coeficiente de Z{ y reiterar el proceso descrito. Lo Gnico -
que tenemos que probar es que los puntos (m~(p-j),0) , (m-2(p-j),0) ,...,
del nivel j , no se cancelan después de explosiones ‘T(1> en puntos del
tipo P *6)

Ahora bien, la (nica posibilidad de simplificacion de
los puntos antes citados, serfa con términos procedentes de niveles mas al-

tos, digamos i>j , al desarrollar términos del tipo (Z +6)l . Pero és-

to es imposible ya que los niveles mids altos que j son de Nq y por tan-

to, segln la observacion 7, en el desarro lo de términos como el anterior,

s6lo aparecen exponentes de Z que estan en Nq

En suma, después de n = parte enteraf ij ) explosio-

nes, la multiplicidad se ha reducido.

Caso‘2.-’tos niveles no vacios dé D son de Nd

Por ser S reducida, existen monomios con coeficiente
no nulo en f(X,Y,2) de la forma XaYij_ cen (a,b)é:zqrxzqr , mas aun -
deben existir monomios de la forma anterior con (a,b)é;Zq x Zq , ya que en
otro caso, f serTa una potencia q-&sima de otra seric.

Consideremos los monomios de esta forma que estan en el

m3s alto nivel de D , y de ellos, los de menor grado. Supongamos que el mo-

nomio YbZJ (X #0 ) verifica estas condiciones . Caben dos posi-’
bilidades:
subcase 2:1.- a+b &Zq

En este caso consideremos la forma fa+b(X,Y) # 0 de

. | )
grado a+b del coeficiente aj(X,Y) de ZJ. Sea ( l,@ ) un punto de k
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tal que Fa+b( T,% ) # 0 ; entonces consideremos la transformacidn cuadra-

tica fr(1) en el punto ( I,P , 0) del divisor exqepciona].

Mediante esta explosidn, los términos de vfa+b(X,Y)ZJ s

se trnsforman en

a+b+j-p j .. .
X fa+b(1’ {’))Z1 + [}ermlnos de grado super:oa .
As? el punto (a+b-(p~j) , 0) del nivel j después de la explosidn, no pue-
de cancelarse, y estd en las mismas condiciones que el punto (a,b) de par-
tida.

Como en el caso 1, surge la posibilidad de que la for~

“ma inicial no sea Z? sino una del tipo (Z]+é]X1)-; entonces no podrian

hacerse explosiones en puntos del tipo ( ],/3, 0 ) , sino del mds general
( 1,{5,B’) . Aun en este caso, de transformaciones cuadrdticas en buntos

( I,P ;{) del divisor excepcional, los puntos (atb=(p~j),a) ,
(atb-2(p-j),0) , ..., del nivel j no bueden cancelarse con otros de ni=
veles mas altos borque todos éstos, tienen componentes enteras de Zq . lLa

demostracion se concluye ya facilmente en este caso.

Subcaso 2.2.- a+be€&lZq.

Aplicando una:transformacidn cuadrdtica en el punto -

b

(1,0,0) del divisor excepcional, el monomio fijado e x%v°zJ  se transfor-

a+b+j—pYb

ma en el Xy 73 que estd en las condiciones del subcaso 2.1

171
si  atb+j-p+tb+j>p vy la forma inicial es Z? .En los otros casos:
2.2.1) Si atb+j-ptb+j = p , se llega a contradicéidn con que (a,b)¢2q><2q

2.2.2) Si atb+j-p+b+j < p , sevhabrfa concluido la demostraciodn.

2.2.3) Si la forma inicial es del tipo (Z1 + a, 1)p entonces realizando

en k[E(,Y,‘Z]] el cambio de coordenadas

X=X
Y=y
7=12" - ax?
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resuelve la cuestidn, porque da ludar, despus de la explosidn en (1,0,0)

a una forma inicial del tipo Z%p ,dejando todas las demds condiciones in-

variables.

Esto concluye la demostracidn de la proposicion.

Con un proceso de recurrencia, las proposiciones 2, 6
y 8 , constituyen una prieba del teorema | que enunci&bamos al comienzo de;

la seccibn.
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SECCION 2.2.-CAMINOS ESTACIONARIOS DE SAS (CARACTERISTICA ARBITRARIA).-

Hemos de hacer constar en primer lugar, que los resulta-
dos relativos a caminos estacionarios de [151 que resumiamos en la seccién
1.5, son perfectamente vilidos para caracteristica q)»0 , siendo las de-
mcstraciones dadas alli, trasladables a SAS sobre cuerpos de cualquier ca-
racteristica, excepcidon hecha de la Prop.3.3.2 y los corolarios 3.3.3 vy
3.3.4, en los que se hace uso de la férmula de Tayler. Sin embargo los obs-
taculos son facilmente salvables, vy todds los resultados salvo aquellos 3,
vilidos en general. Precisamente en el Cap. 11l $ 3.1 lema 1 , damos una
demostracién de aquellos resultados, vdlida para cualquier caracteristica.

Nuestro propbsito en esta seccion es estudiar la forma

de los caminos estacionarios para el caso de caracteristica arbitraria.

Situacidn inicial.- Sea k wun cuerpo algebrdicamente cérrado, de caracte-

ristica q20 . Se considera una serie f'(X',Y',Z') & k[[X',Y',Z']J de
orden p>17, sin factores miltiples, cuya forma inicial sea 2'P y escri-

ta en la forma de Weierstrass,.i.e.,
fI(XI,YI,ZI) = 72'P 4 a;)‘](xl,yl)znp—1 + ...+ ai(XI,YI)Zl + a(I)(XI,YI),‘
con a;(xl3Yl)€k[[xl,Y'_]] Y O (3E<XI’Y'))>p-i s Vi:o,]""ip—]'

Se supondra, ademds, que si i) g=0 , o bien ii) g>0 vy qA/p , entonces

aé_1(X',Y') =0 , Esto se consigue, como vimos en la seccidn anterior, -
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mediante el cambio de coordenadas:
' X' o= X
CYY o= oyn
1
Zl - le - — al XH’YII
P p-l( )
Pretendemos, en la linea de Eﬂa, profundizar en la es-

tructura de los caminos estacionarios. Por tanto, supondremos dado un cami-

no estacionario

para la ecuacién fr(x',¥",Z') = 0 de la superficie

S = Spec ( k[[XI,YI,ZEU/ '(X',Yl,zl)) ): ’

con las siquientes proiedades:
1) im ¢'= {1,2} , sin pérdida de generalidad, por [1{11ema 3.1.9.

2) Todas las superficies algebroides

‘ LY, z! '
T
(F1 00X, v,28) )

tienen un cono tangente reducido a un plano {nico, ya que en otro caso, la
estructura es bién conoc¢ida (cf. teor. 4 § 1.5).

/ . . .
3) 16 no es equivalente a un punto estacionario, pues en este caso, se ha
probado que las explosiones se realizan.en el punto correspondiente a la -

direccién tangente a una curva permitida (cf. teor. 3 §1.5).
Intercambiando las variables Xé e Yé , si fuera pre-
ciso, podemos suponer que la primera coordenada de Pé , €s no nula. Se
verifica entonces, el siguiente
I .
Lema 1.~ Los puntos P; del camino estacionario ‘ﬁ no tienen todos su

primera coordenada distinta de cero.

Demostracidn.- Supongamos lo contrario, y consideremos el camino estacio-

nario para S, {(Si,P;)} ie‘Z , correspondiente a la clase de equiva-
0
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lencia que contiene a < . Como vimos en la seccidn 1.3 , el transforma-
do cuadratico de una superficie algebroide, estd biunivocamente determina-
do por el punto del divisor excepcional en el que se hace la explosidn.

Por consiguiente, si consideramos el camino estacionario

SN u '.,(‘) oy 7N n
f-t@,{f ! (Xi’Yi’Zi)’Pi} ‘ezo]

con P =Pl paratodo ieZ,, im0G=4{i}y f"(o)(xb'_,v'd,zg) =

( R
=’f"0)(X',Y6,26) si XB = X6 , Y8 &= Yé y 28 = 26 , se tiene que el ca-

W |
mino € es equivalente a-: €
Por otra parte, en [jj] teor.3.2.3 , se demuestra, que
{

' p\
en este caso, en que im 0" = {1} , se tiene que € , Y por tanto t s €S

equivalente a un punto estacionario contra lo supuesto.

Observacidén 2.- Por los argumentos utilizados en este lema 1 , supondremos

que siempre que la primera coordenada de P} sea distinta de cero, ¢'(i)=1,

(1)

es decir, la transformacion cuadratica correspondiente es en el -

punto P; , abreviadamente diremos que esta explosidn es del tipo 1 . En

cambio, cuando la primera coordenada sea cero, entonces 6'(i)=2 , y dire-
mos que la explosidn es del tipo 2 .
Como hemos supuesto que .Pé tiene la primera coordenada

no nula, en general, las N, primeras transformaciones cuadraticas de
* .son del tipo 1 , con n1€.Z+ y la (n1+1)-ésima serd del tipo 2. A estas

ny explosiones del tipo 1, las llamaremos primera etapa del camino esta-

cionario .

Lema 3.- Existe un camino estacionario {Z para una ecuacidon de S , con
. . ! cpe . .

la forma de Weierstrass, equivalente a £ , tal que verifica las siguien-

tes propiedades:

(3~a) Las N primeras transformaciones cuadraticas de 73 se hacen en

el punto (1,0,0).
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]
(3-b) A partir de la n,-8sima explosidén los dos caminos £ y Y coin-

1
ciden.

(3-c) La forma inicial de las oy primeras ecuaciones de Zi es del tipo

ZP  (eventualmente, (Z + aX)P ,con a#0 , en la ny-ésima si q>0 vy
q fp ) manteniéndose en su caso , la no existencia de puntos en el -

“nivel p-1 de los diagramas de Newton de aquellas.

Demostracidn.- Para probar el lema debemos considerar dos‘caSOS:

Caso 1.- { q=0 0 q>0 vy q,yp ).~ Hemos supuesto que entonces, la ecua-

cidn inicial f‘(o)(X',Yé,Zé) no contiene términos en Zép_I

El Pé es de la forma (1,F6,0) , por tanto, al efectuar
la transfofmacién cuadréatica del tipo 1 en el punto Pé , la ecuacidn trans-
formada no contieng términos en Zip—I , (los niveles del diagrama de New-
ton no se ''mezclan'', en el sentido de que los puntos de un nivel, se trans-
forman en puntos del mismo nivel). |

e s R 1

Como por hipbtesis la forma inicial de f'( )(Xi,Yi,Z%)

es potencia de una forma lineal, ésta debe ser Z{p , Ya que en otro caso

habria términos con Z{p—j . Este razonamiento se extiende por recurrencia

a toda la primera etapa.

Por otro lado, pongamos P; = (1, P%,O) v i=0,...,n,-1,

y construyamos el camino 13 definiendo previamente el siguiente cambio

de coordenadas en k [[X' ,Y('),Z('):H

|

X0 = Xo

(1) "‘1"1 j+1
. (. 1
Yo = Yo *Z: P; %o
J_

| J—

Zy = Ly

La nueva ecuacion f(o)(XO,YO,ZO) = conserva la forma de Weierstrass,

la forma inicial y la no existencia de puntos en el nivel p-1 de su dia-

grama. El punto Pé = (1, 6,0) se transforma mediante el cambio ante-
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rior en el punto P, = (1,0,0) .

El cambio de coordenadas (1), se prolonga a un cambio de

coordenadas en k[[x‘,Y{,Z;]] , con las ecuaciones siguientes

a) Si n1=1
' 4
X1 =%
| R—
Yi =Y
o=
zy =1,
b) Si n1>l
, .
X1 =X
n1—1
. :EE v oyd
Y1 Y] + = Pj X]
J=1 1
Zj = 7,

Este cambio transforma el punto P{ = (1, F{,O) en el P, = (1,0,0) , vy

en ambos casos, la. nueva ecuacién f(1)(X],Y1,Z])-= 0 conserva la formsg

: , . - -1,
de Weierstrasss, la forma inicial y la no existencia de términos en Zip ;

ademas se comprueba facilmente que f(1%x],vl,z1) = 0 es la ecuacidn trans-

formada cuadratica de f(o)(XO,YO,ZO) = 0 en el punto P0 .
Sea ahora i€z , 1< i<n] , Y supongamos que se ha de-
finido el cambio de coordenadas en k{{XE,Y;,Z;]] siguiente

X1 = X,

i i
n]-1 ‘
Y! =Y., + z i Xj'(i"1)
i i T j i
j=i
[ .
Zi Zi :
entonces, este cambio transforma el punto P; = (1, p%,O) en el punto -

Pi = (1,0,0) vy si f(')(X;,Yi,Zi) = 0 es la nueva ecuacidn, ésta con-
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serva la forma de Weierstrass,, la forma inicial y la ausencia de términos
-1
en Z;p

E1 cambio anterior se prolonga a.un nuevo cambio de co-

t t i H
ordenadas en k[[?i+1’Yi+1’Zi+A)} de ecuaciones

a) Si n1=i+1

Xivr = Xia1
Yier = Vg
21 = i
b) Si n > i+l
Xii T X
n]—1
Yier = Vst +Zj=;+1 & o
\Z;+1 B Zi+1

: ' i = ' P
Este cambio transforma el punto Pl (1,? i+1,0) em el ' Pi, (1,0,0),

. - i+1
y en ambos casos la nueva ecuacion f( )(X } = 0 conserva

REASTRRL T

P . . (i+1 ’
= l i 1 ) =
las caracteristicas que nos interesan de f lxi+1’Yi+1’Zii1) 0.

f('+l)(x Z ) =0 es la ecuacidn transfor-

También se tiene que i+1’Yi+1’ i+

mada cuadratica en el punto P. = (1,0,0) de f(')(Xi,Yi,Zi) =0 .

Al final de las .n, primeras transformaciones cuadrati-

1

{
cas de C , el cambio inducido de (1) en k [X’ ,Y! ,Z2! Yes la identi-
e M ™y

dad, i.e.-
X' = X
n] n]
vio=Y
1 ™
7' =7
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Hemos obtenido asi un camino estacionario (i para la

. (0) _ :
ecuacién f (XO,YO,ZO) =0 de S,

(i) '
- 0”{‘6 l (X;.¥520) Pi}ie Z,

sin mads que trasladar, a partir de la (n1+1)-ésima transformacidn cuadra-

tica, las ecuaciones y los puntos de é a t: , con lo que queda proba-

do el lema para este caso.

Caso 2.-(q>0 vy q‘ p) .- Aqui la situacién se complica con respecto al

caso anterior, al no poder garantizar que la forma inicial de la serie’

f'(o)(xé,Yé,Zé) , que es 26p , se conserva a lo largo de la primera eta-

pa.
Por ejemplo, consideremos en caracterfistica 2, la super-

ficie de ecuacidn

2 4 3
) 1 tyt? —
Z0 + XO + XOY0 o,

que es reducida. E] transformado cuadritico de la superficie en (1,0,0) ,
tiene de ecuacion

2 2

) 3

] i
+ X1 Y

— 1 {
= (Z] + X .

1 =05
por tanto, si se pretende hacer una segunda transformacién cuadratica del

tipo 1, el punto debe ser ~'de la forma (1,F,-1)
Se tendra, en geheral, Py * (1, Pé,O) , Y Si n, > 1,
P; = (I,F;, X;) Vi¥1,..,n]-1 . Consideremos entonces el cambio de coor-
1
denadas en k[[XO,Yé,Zé]] dado por
" | B
X0 = %o

n1-1
o ydtl
Y+ Zj=0 }%J. X3

n]~1

Z. + E%“_ K! Xg+1 (tomando’ 66=0),

—~
N
S
-
it

N
o -
i

0 -

=0

que transforma el punto Pé en el PO = (1,0,0) , conserva la forma de
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Weierstrass y la forma inicial de f'(o)(X',Yé,Zé) en la nueva ecuacidn
£(0) _
f XO,YO,ZO) =0 .

Exactamente igual que en el caso anterior, este cambio

se prolongé a un cambio de coordenadas en k[[x’,Yi,Z;}] de modo que lleva

f'(1)(X',Yi,Zi) a f(l)(X1,Y1,Z‘), que es la serie transformada cuadrati-

ca de f(o)(XO,YO,ZO) en el punto (1,0?0).
Se obtiene as{ un camino estacionario para la ecuacién
=0 de S,

\ (i)

tal que:verifica las siguientes propiedades:

(0)
f (xo,vo,zo)

a) Po = Py = ... =.Pn1_] = (1,0,0).
b) La forma de Weierstrass se conserva a lo largo de la primera etapa.

l ‘ ‘ - 3
c) {3 coincide con (i a partir de la explosidn n,-ésima.

Para concluir la prueba del lema nos queda observar como

es la forma inicial en la primera etapa de 'f . Recordemos que la forma

inicial de f(o)(XO,YO,ZO) es Zg . Por transformaciones cuadraticas po-
dria alterarse y ser, después de i explosiones:
(3) (z, + aX, + by, )P

para un cierto i , 1£ i$n1-1 . Pero si b#0 , en f(')(Xi,Yi,Zi) habra

algiln término Y? con coeficiente no nulo, que claramente no puede apare-

cer‘por primera vez después de una transformacidn cuadratica en (1,0,0).
Luego b=0.

Si en (3) fuese a#0 , el punto (1,0,0) de la explosién
siguiente no podr?a ser un punto del divisor excepsional, con 10 que se de-
duce que, sblo en la Gltima transformacidn de la primera etapa, puede ser
la forma inicial del tipo . (Zn + aXn])p con aéik-&Q}.

1
c.q.d.
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Observacidén 4.- A partir de este momento nos centraremos en el camino es-

tacionario € . Este camino continuaria con una segunda tanda de explo-
siones del tipo 2, como indica el lema 1, que puede ser finita o infinita.

Llamamos segunda etapa a este proceso de transformaciones de tipo 2 que -

sigue a la primera‘etapa.

En el caso de una segunda efapa infinita, o en el mias -
general, de que, a partir de un momento, todas las explosiones sean, bfen
del tipo 1, bien del tipo 1, nuestro estudio del camino estacionario

estarfa concluido con el siguiente

Teorema 5.~ Sea

{ = 6,&(”(XPYiJiL m% ez,

un camino estacionario para la ecuacién f(o)(XO,YO,ZO) =0de S , tal

. e . i
que existe un ny,& Z_ que verifica que, si G'—‘Glzo _ {0,1’ .,n0-1} )

i i
entonces im 0= 1 o bien imG= 2,

En estas condiciones; existe una curva C permitida en

k[i%”o’Y"o’Z”oll | )

(ng)
(£'h0 (X"o?Y“o’Z"o))

S .
ng = Spec(

que es tangente a la recta tangente correspondiente al punto Pn .
0

Demostracidén.- Es inmediata considerando el camino estacionario

én - OJ ’{f(i)(xi;yi’zi)’ Pi} iéno’}

0

para la ecuacidn f(no)(X ,Y ,Z ) =0 de S, que es equivalente a
"’ Mo’ Mo ny

un punto estacionario para una ecuacidn de Sn por [33] teor.3.2.3 .
0 , ;

Basta aplicar el teor. 3 de la seccidén 1.5 para obtener lo deseado.

Corolario 6.- En la situacibn del teorema 6, para todo i>.no y Si
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k{{x.,y.,Z.
S. = Spec( [[ o i{l/?.)
v (7 (x,,Y,z)

existe una curva permitida ‘Ci en Si , verificando las condiciones del

teorema, i.e.,tangente a la recta tangente determinada por Pi .

Después de este teorema, podemos suponer que en la 2a.
etapa de {i Jas transformaciones cuadriticas de tipo 2, son en ndmero fi-

nito, digamos n,=ny .

Lema 7.- Las transformaciones cuadréaticas de la segunda etapa de <f3;;éen
efectuan todas , en el punto (0,1,0), y la forma inicial que hay en
el comienzo de la segunda etapa, permanece sin cambios a lo largo de toda
ella,

Demostracidn.- Recordemos que en lema 3, obtuvimos que, al final de la ---

primeraietapa de '@ , la forma inicial era de uno de los dos tipos siguien-

tes

p P L0
(3) zn1 o (zn1+.axn1) (a#0)

En cualquier caso, como la primera explosidn de ségunda etapa se hace en un
punto con primera coordenada cero, para anular a cualquiera de las formas
iniciales de (3), debe ser también la tercera componente nula. Luego el -
punto correspondiente a la primera explosion es (0,1,0). |

De otro lado, por transformaciones cuadraticas en (0,1,0),
la forma inicial (3) no varfa. En efecto, como hemos supuesto que la forma
inicial es siempre potencia de una forma lineal, si hubiera alguna varia-
cion con respecto a (3), deberfa aparecer, después de una exp]osién,»un -
término en xP oen YP , Yy ésto es impésib]e. En el caso de XP 1a razén
es clara, y en el caso de yP también, porque si se ha obtenido este tér-
mino después de i transformaciones cuadraticas (i3»1) en (0,1,0), se

tendria que éste, procederia de uno de f(nT)(Xn ,Yn ,Zn ) que seria de
1 1 1

la forma bYr(]'H)p (b#0), y ésto es claramente imposible, ya que todos
1
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son di
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visibles por Xn

! | c.q.d.

Observacidn 8.- Por el teorema 5, debemos suponer que las explosiones del

tipo 1 y del tipo 2, se van alternando sucesivamente, dividiendo asi el ca-

mino estacionario T en etapas; las etapas impares estan formadas por -

transf

ciones

etapa,

pares,

Lema 9

piedad

(9-a)

(9-b)

(9-¢)

Demost

ormaciones cuadraticas del tipo 1 y las etapas pares por transforma-

dei tipo 2, .ambas en nimero finito, digamos n3-n2 para la tercera
nh-nB-para ta cuarta, vy asT sucesivamente.

E1 lema anteriofse puede generalizar para las etapas

y otros resultados mas se obtienenen el siguiente

.~ Para el camino estacionario 13 se verifican las siguientes pro-
es:

Si g=0 o g>0 vy q,*p , las transformaciones cuadraticas de las
etapas impares, se hacen en puntos del tipo (1,{5,0) , conservando-
se la forma inicial ZP y la no existencia de términos en ZP~1,

Si 9g>0 y q{p, las transformacibnescuadrétiéaS"de las etapas
impares son totidlmente generaies.

En cualquier caso las transformaciones cuadraticas- de las etapas

pares, se hacen todas en el pinto (0,1,0) .

racioén.~- (Por comodidad no precisaremos los subindices de las varia-

bles,

qu’p-

siempre que no haya lugar a confusién).
Para probar (9-a) supongamos que q=0 o que q>0 vy

Supongamos probado que al final de una etapa par, digamos 2i (i»1)

la forma inicial es ZP ; entonces el primer punto de la etapa (2i+1)-8si-

ma debe ser, forzosamente, de la forma (1,#,0).

a“ser

pero

A lo largo de esta etapa la forma inicial, pbdrfa pasar

del tipo
(z + aX + bY)P

YP no puede aparece} por explosiones del tipo 1, y si fuese a#0 ,
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apareceria un término én Zp—1 que no puede proceder de explosiones én
(1, P,O), si antes no existiese. Por tanto, la forma inicial es 2ZP ; las
explosiones son en puntos del tipo (1,‘5,0) Yy no hay'puntos en lds nive-
les p-1, en ninglin momento de esta etapa.

Si g>»0 y ¢ ‘p , la forma inicial después de una eta-

pa par, puéde ser (Z + aX)? con é#O s de‘ahf que los puntos de la etapa
impar siguiente, puedan ser del tipo (1, P f§ ) . Pero nétese gue YP no
puede aparecer por explosiones del tipo 1, por tanto la forma inicial, se
conserva del tipo (3) del lema anterior.

(9-c) se demuestra de un modo andlogo al lema 7, dado
-que la forma inicial es como en (3). Ademas es claro que al final de Qna
etapa par, la forma inicial es zP si g=0 o si q>»0 vy q*’p , Como era

requerido en (9-a).

c.q.d.

CabrTaAbensar una simplificacién de las etapas impares
de un modo andlogo al de las pares, esto es. pensar que se puede encontrar
un camino equivalente a 13 de forma que las explosiones en las etapas
impares se hagan en un punto (nico, digamos (1,0,0) , o incluso en el -
(0,1,0) . Pero en general esto no es posibie, como se comprobara en el -

ejemplo que daremos mis adelante.

Observacidon 10.- Designaremos por TT; : k[[X,Y,Z:H —_— k[BT’YT’Za] ,
| (1)

al k-homomorfismo dado bor las ecuaciones de la explosidn '{T ! en el pun-

~to P, i.e., si P=(1, F,Z )

1
To(x) = x,
»lTFl,,(Y) = X (Y, +p)

n,‘,(z)

It

X](Z1-+K)

Andlogo significado daremos a lTﬁ y rrg
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En estas condiciones, en EB]Cap.HI $1 , se tiene el

siguiente

Lema 11.- Si un cambio de coordenadas ? transforma el punto P en el P!

entonces existe un Gnico cambio de coordenadas %/:k{i¥l’y1’Z{SX—%>k[{¥"Yi’Zsl
de modo que el diagrama
k[, v, 2] . k[x,ve,z1]

i j
m ml,

k[[%15Y4 ’ZM ‘“;'”—"k[[x' ,Y;‘,Zl{ﬂ

- es .conmutativo, donde 'i,j€ &1,2,3} son tales que P 'y P' tienen sus

coordenadas i-&sima y j-&sima respectivamente, no nulas.

6

Ejemplo 12.- Sea la superficie de ecuacidn Z0 + X0 = 0 , sobre un cuer-

po de caracteristica cero, y un camino estacionario para esta ecuacidn, cu-

yas primeras explosiones son como siguen:

(D) () Q)
2 6 (1,0,0) 2 b (0,1.0) 2 L 2 (1,1,0)
Zo+ Xy € Zy + X{ < Z5 + XYy < e

(1,1,00 2, xl*(\./3 + 1

)2 (0,1,0)
3 3 N

y a partir de aqui se van alternardo las explosiones en (1,0,0) y (0,1,0).
Nuestro problema es demostrar que no es posible encon=

trat un cambio de coordenadas (fO: k[{XO,YO,ZO]] ~———+k[[X('),;Y6,Z(')]] y que

al prolongarse 'hacia abajo'', esto es, al considerar les cambios de coorde-

nadas inducidos TI y Tz , tales que los diagramas

k[[o-¥o:2o)] — <[ [xo-v6025)]

1 1
T1,0,0) ! < ,W(r,o,O) '

(B Yy 2,]) s K[ 121]]

2 2
v g

k“:xz,vz,zz:” —————> k[ Xé’Yé’Zin
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sean conmutativos, entonces el cambio de coordenadas Yz transforme el

punto (1,1,0) en el punto (1,0,0)7 oen el (0,1,0). (NGtese que habria

que considerar tambien el caso en que:la segunda explosion del nuevo camino

fuese en el punto

derecha, fuese W}i 0.,0)

ta posibilidad).

En efecto,

(1,0,0), i.e., en el diagrama Il,el homomorfismo de la

. Pero un estudio anadlogo al que sigue, 'anula es-

supongamos las ecuaciones de ?1 siguientes:

%1(X1) = b11Xi + bIZYi + b13Zi + &érminos de grado mayor que ﬂ
W1(Y1) = b21Xi + bzzY{ + bZBZi + [}érminos de grado mayor que f)
%1(21) = b31Xi + szYi + b33Zi + {}érminos de -grado mayor que 1} .
b b b
siendo 1 12 13
bar Paa B3 | 20
P31 Py P33
Como ?] transforma el punto (0,1,0) en el (0,1,0),
debe ser
bry P By3\ /0 0‘\ »
bar P Bz | 1] =1 }
' /
b31 b32 b33 0 0
y se tiene que b12'= b32 =0 vy b22 = 1 Ahora bien, segun el lema an-
terior, las ecuaciones de wz son
: 2
T Y (x,)
Dy L 0,1,0) [1 ‘1 m2
2
122,

Y
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L 2
Llamando t1 , 'c2 Y t3 a lgs coeficientes de Y{ en L{,i(X1) ,

({1(Y]) y “{1(21) respectivamente, queda

21722 2°2 7 t2"2 ,

%Z(Yz) = b, X)Y! + Yé + b23Y'Z' + t,Y! + |términos de grédo mayor que 2} _
y divisibles por Yy

= Yé“ + b21Xé + t.ZYé + b23Zé + {férminos de grado mayor que 1] ),
‘fz(xz) i ané + bBZé + t]Yé + [térmfnos- de grado mayor que ﬂ N
1+ bZ]Xé + thé + b23Zé + [térm‘ de grado mayor q.ﬂ
= bHXé + t1Yé + bBZé + [términos de grado mayor que 1] s
\fz(zz) ] bBIXé + t3Yé + b3BZé + [términos de grado mayor quhe 1] )

: t 1 1 A g
1+ b21X2 + t2Y2 + b2322 + [term. grado mayor que 1]

- I I i 4 H
b31X2 + t3Y2 + b3322 + [termlnos de grado mayor que 1]

Ahora bien, si %)2 transforma e! punto (1,1,0) en el

punto (X,/;,X) , debe ser

b, t bys\ [ &) f1)
0 1 0 /3 =11
b31 t3 b33 5 0

Por tanto (0(,/5,5) no puede ser (1,0,0). {Puede ser (0,1,0)7?
Para responder afirmativamente, en principio, tiene que

ser .t, = t, = 0 ; pero, con estos datos, vamos a demostran la imposibili-

dad apoyandonos en la conmutatividad del diagrama | y 1l anterior. En

efecto, si

._._. I 1 [ Zm H
L()O(XO) a”X0 + a12Y0 + a1320 + [termlnos de grado superior a 1} ,

YO(YO) = a21X(') + azzY(') + a232(') + [términos de grado superior a 1J s
ka(ZO) = 831)((') + a32Y(') + a332(') + [términos de grado superior a 1} ,

como ‘fO transforma (1,0,0) en (1,0,0) , debe ser aj; = 1, a21=a31=0.

Por la referida conmutatividad, debe ser
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1 ot _ _ , C L vai2
T(1,0,00 " Po o) = F4 M1 0,00 (o) = §aXp) = byXy o+ bygZy + V3% ..
y esto es imposible porque, el monomio Y{Z no puede aparecer por el-homomor-

1

fismo iT(1,o,o) .

En resumen el camino estacionario Tf no podemos hacerlo

mas simple en el sentidp que hemos visto.

Observacion 13.- No podemos perder de vista nuestro objetivo, que es encon-

trar las explosiones que se realizan en puntos correspondientes a direccio-
nes tangentes a curvas permitidas de la superficie, y éstas son mucho mas
facilmente detectables cuando las transformaciones son en puntos correspon-
~dientes a las direcciones de los ejes. Esta es la razdn de nuestro interés
por conseguir los puntos (1,0,0) y (0,1,0) en el caminolestacionario en
cuestion.

El lema 3 va a ser una herramienta muy Gtil en las mani-
pulaciones que haremos al camino Zi . En efeéto, las operaciones que reali-
zaremos para conocer su estructura, son las siguientes:

a) La primera y sedunda etapa no se modificaran.
b) Si no todos los puntos de la tercera etapa son el (1,0,0) , y 1lamamos

fé al camino ﬁf considerado a partir de la tercera etapa, es decir

(i)
€5 = [ ¢ {f RGP } i3, i} ,

! . (n )
= HE 2 =
con (O G—IZ i {0,1, ..,n2-13 , para la ecuacién f (an,Ynz,Ynz) 0,

g
de Sn , entonces, construimos un camino estacionario {-3 de modo que

2

1) Las n primeras transformaciones cuadraticas de

37"

ﬁ.g , se hacen en el punto (1,0,0).
2) A partir de éstas, los dos caminos _f3 y £'3' icoin-

ciden.
Estas operaciones son posibles, gracias al lema 3 apli-

cado a f3 .

Si, en cambio, todos los puntos de la tercera etapa de
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Zi son el (1,0,0),vno harfamos ninguna modificacién.

De este modo hemos conseguido, en general, un cémino es+
tacionario'que es equivalente a € si se excluyen de éste las dos prime-
ras etapas y que tiene su primera etapa (tercera de & ), de transformacio-
nes cuadriticas en (1,0,0).

c) Este proceso, lo repetimos cuando sea necesario, en las etapas impares,
esto es, cuando en una de ellas no todas las explosiones sean en (1,0,0) ,
obteniendo asi un camino estacionario equivalente a 13Aaesde esa etapa en
adelante, de modo que en ella los puntos donde se localiza la explosién sean

el ya citado (1,0,0), y el resto de las etapas coincidiendo con ff .
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SECCION 2.3.- TEOREMAS DE ESTRUCTURA DE CAMINOS ESTACIONARIOS DE SAS (CARAC-

RISTICA ARBITRARIA).-

En la seccidn anterior, hemos simplificado lo madximo po-
sible el camino estacionario dado, al objeto de conocer las curvas permiti-
das de la superficie, y las explosiones que se realizan en puntos corres-
pondientes a direcciones tangentes a ellas.

Operaremos, de nuevo, con los diagramas de Newton de los
sucesivos transformados de la superficie inicial, y estudiaremos su evolu-
cién, con respecto a las operaciones indicadas en la Observacion 13 de la
seccidén anterior. Los lemas obtenidos en esa seccidn nos inducen a distin-
guir los dos casos en que 1a caractefistica del cuerpo divida o no a la -

multiplicidad de la superficie.

Observacidén 1.~ Segln la seccidn anterior, se puede suponer una SAS S de

... (0) _ .
ecuacién f (XO,YO,ZO) =0 en k[[XO,YO,ZO]] , escrita en la forma

(0) _ 4P p-1
PO YgoZg) = Zg + an (g Yg)Zg T+ e+ 2y (X, ¥g)Z + ag (X, Y)

con ai(XO’YO) 3 k[[xo,vo]] , o (a, (X, Y)) >p-i Vi=0,1,...,p-1

Si g=0 o ¢g>0 vy q*’p , Se supone que ap~1(X0’YO) = 0.

Sea Tf un camino estacionario para la ecuacién dada de
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o ()
- [G ’{f | ‘Xi’Yi’Zi) s P } i€z

Y {nk} kKez una sucesidn creciente de niimeros naturales, de tal modo que:
+

0

a) Las formas iniciales de f(l)(xi’Yi’Zi) son:

(a-1) Z? s Viézo , st g=C 0o gq>0 vy q)(p .

- P ié =g.,= = = i
(a-2) (Zi + aiXi) , V_:c,zg, con ag=a;=... anT_] 0 si

q20 vy ql p .

b) P.=P = ..=P_ _;=(1,0,0) .

01 ,
) Si k es impar P_=p . =...=p_ _=(0,1,0)
U nk+1 N 1
d) Si k es par (nk)= (nk+1)=...= (nk+1‘1)= 1

Caso | (g=0 o q>0 vy q,"p).-

Notacién 2.~ Fijemos un j€Z , 0L jg p-1 arbitrario tal que el nivel j

(notado Dj) del diagrama de Newton D de f(o) (XO,YO,ZO) no sea vacio. Es-

tudiaremos la evolucién de este nivel j al aplicarle las operaciones que
hemos descrito en la seccidn anterior, es decir, explosiones en (1,0,0) ,
(0,1,0) y cambios de coordenadas del tipo (1) del lema 3 $£2.2 .

LLamando o = p-j , fraccionemos el Dj de cualquier se-

rie f(l)(xi’Yi’Zi) en cuatro zonas (véase fig.1).

h

' Fy = {,(a’b)(‘:Dj ‘ adof b;«x}
F
' ‘ " F2={(%“€D | a<x ,b<«}
(0,%) , , ) ’
o : : Fs {(a,b)CD | ay« , bl }
(x,0) > Fp = {(a,b)éD l a >, b‘)/o(}
(fig1) .

N6tese que por la condicidn (a=1) impuesta al camino .

para todo (a,b)é€ Dj es ath D>y,
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Observacidén 3.~

a) Las transformaciones cuadraticas en el punto (1,0,0) , transforman mono-
mios en monomios del siguiente modo:

x?v?z{ > X

a+b+j-p,b ]
i+1 Yi+1zi+1

por tanto, un puntb (a,b) de Dj se transforma en el (atb-& , b)

AsT (fig.2):

- Los. puntos F1 Y Fh se muevén a la derecha (b>«),

o se quedan fijos ( b=&).

~Los puntds de F2 % F3 se mueven a la izquierda (b<at).

b) Las transformaciones cuadraticas en el punto (0,1,0) , transforman mo-
anomios en monomios del siguiente modo:

a,b.,j a ,atb+j-p,j
: j
Xty — > XiaTie1r T fe

por tanto, un punto (a,b) de Dj se transforma en el (a , b+a-«).

Asi (fig.3)

- Los puntos de F, 'y F, se mueven hacia abajo (a<«).

-Los puntos de F3 y Fp se mueven hacia arriba (a>«)

o se quedan fijos (a=«).
c) Los cambios de coordenadas del tipo (1) del lema 3 § 2.2, transforman
n

bZ"g en X;a(Y; +%—P|X;]+])bZ;J , luego un punto (a,b)

el monomio X?Yi
de Dj , se transforma (fig.4) en una serie de puntos de ADj ,del triangulo

determinado por los puntos (a,b) , (a+b,0) y {a+b(n+1),0).

AN
N AN
e = — &
R N\
Jj\ \
N :)\
A A N a,b)
h I ;»——}o N . -..
i N | 2o, .
5_) \\\l \\) T"'—'—-';\ . ..‘““
‘OA) }\\ :\'\ \! (O‘Q) ™ \\\ ‘...': .
TN U o Sl
0(*-—-——"' \ ; } n‘ . . o N ?
(x.0) 4 et,0) @) e,

fig 2 s fy. !
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Lema 4.- Dado un jé:ZO , 0¢€j<p-1 fijo, después de un nimero finito de
las operaciones anteriormente descritas, en la zona Flc_Dj correspondien-

te, no hay puntos. Mas aun, esta condicidn es estable para las sucesivas
- ‘operaciones.

Demostracidon.- Refiriéndonos siempre al nivel Dj , supongamos gque F]¢ g

y sea
Vo = min {a \(a,b)e Fy } .
Durante la primera etapa de nuestras operaciones, explo-

siones en (1,0,0) , todos los puntos de “F1 se corren hacia la derecha,

conservando la ordenada, salvo los que tierien ordenada igual a o que que-
dan fijos. Durante la segunda etapa, explosiones en (0,1,0) , todos los

puntos de F] se corren hacia abajo, conservando su abcisa. De aqui resul-

ta evidente que, después de estas dos etapas, si ailn es F, #08 ysi

vy = min{a \(a,b)e F1} )
entonces es

v]:> Vo .

Ahora bien, si eventualmene hay que realizar un cambio
de coordenadas del tipo (1) ya descrito ,:es claro que, despue§ de este -
cambio, sigue siendo

v, = min {a | (a,b)e F]} ,
porque los puntos en que se alcanza este mfnimo son incancelables al no te-
ner ninguno situado a su izquierda.

| Ahora ya queda claro que, después de un nimero finito de

operaciones (etapas y cambios de coordenadas), no quedan ya puntos en F]

Ahora bien, esta condicién es estable, es decir, si en un momento del pro-
ceso no hay puntos en Fi , no los puede haber después. En efecto:

a) Por explosiones en (1,0,0) no pueden entrar puntos en F, » pues los

que estdn por encima de la recta b =o se corren hacia la derecha, vy
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los que estén en ella,-permanecen filos.

b) Por explosiones en (0,1,0) no pueden entrar buntos en F1 pues estas
explosiones mueven los puntos a abcisa constante.

c) Por los cambios de coordenadas que usamos, tampoco pueden entrar puntos

en F1 , pues un cambio de coordenadas de éstos abre cada punto en un

abanico hacia la derecha y hacia abajo.

Esto prueba el lema.

Lema 5.- Fijado un _j(—.ZO , 0Zj<p-1 , después de un nimero finito de
operaciones, en la zona FZC Dj correspondiente, no hay puntos. Y esta con-

dicion es estable para las sucesivas operaciones.

Demostracidon.- Por el lema anterior, sabemos que, después de un ndmero fi-

nito de operaciones; no hay puntos en el F]Cij correspondiente, y que -

esta condicidn es estable. Lo que demostraremos es que a partir de este mo-

mento no hay puntos en F2.

En efecto, supongamos que los hubiera y:sea
my = min {_a+b l(a,b)é F, }

(al nGmero a+b le 1lamaremos orden del punto (a,b)). Vamos a estudiar cémo
evoluciona este minimo con las operaciones que estamos efectuando. Asi se

tiene:

a) Explosiones en: (1,0,0) : Estas explosiones hacen que los puntos de F,

<

se corran hacia la izquierda, a ordenada constante y, por tanto, que
disminuyan estrictamente su orden. Al final de una etapa de estas explo-
siones, si ponemos
my = min {a+b ‘(a,b)é Fy }
es |
my <My
b) Explosiones en (0,1,0) : Estas explosiopes hacen que los puntos de F2
se corran hacia abajo, a abcisa constante y, por tanto, que disminuyan

estrictamente su orden. Al final de una etapa de estas explosiones, si
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ponemos

m, = min {a+b | (a,b)e F, }

es
my < M
c) Cambios de coordenadas: De todos los puntos de F2 que verifiquen que
su orden es minimo, elegimos el (a,b) tal que su abcisa sea mfnima.
Este punto no puede cancelarse por el cambio de coordenadas, porque de

scr asi, se cancelaria con uno procedente de (a1,b]) tal que

a1+b1\< m, Y a]ga
-Pero la eleccidn de (a,b) y la no existencia de puntos en Fy imposi-
bilita esta anulacion.

lgualmente, no es posible por el cambio de coordenadas,

obtener un punto en Fz cuyo orden sea menor que 'mz , Ya que todo pun-

to (al’b1) da lugar a puntos del conjunto
{(u,w)\lu},a1 , wgby v u+w>a1+bl} ,

seglin hemso visto en la Observacidon 3.

En resumen, si una vez que F1,= # suponemos que F2 ¥ 9
y continuamos efectuando nuestras operaciones, los puntos de F2 disminu-

yen su orden estrictamente. Como el nimero de explosiones es infinito en
el caminc;‘ﬁ , después de un ndmero finito de operaciones, para algin -
(a,b) F2 es atbg« . La desigualdad estricta es imposible, porqqe el
monomio correspondiente tendrfa grado menor que p . La igualdad indicarfa

un monomio de grado p , que en el casode q=0 o q>0 vy qA’p , es im-

posible porque la forma inicial de todos los f(l)(XI’Yi’Zi) es Z?

Por esto, hemos 1legado a una contradicécion, no puede -

haber puntos en F después de que no los haya en Fyo- Ademas se ha -

2 ’

probado que en ningin otro momento del camino, puede haber puntos en "F2 s

porque no lo habra en F1 segin el lema anterior.



67

Con estos lemas, podemos enunciar el siguiente

Teorema 6.~ Sea

PR RS
'C _X(: ,{f : (x|9Yi’Zi) ’Pi} iezo

un camino estacionario para la ecuacidn "f(o)(XO,YO,ZO) = 0  de la SAS

kHXO’Yo’Zoﬂ/
S, = ) ),
QO Spec( (f(O (XO’YO’ZQ))

de multiplicidad p . Sea gq=cark=0 o ¢>0 vy qA’p , de modo que
no existe ningdn entero positivo tal que a partir de &1, todas las explo-

siones sean del mismo tipo. Entonces, existe un nOE.Z+ tal que para todo

izn, vy o{j) =2, existe una curva permitida C en
“Z0

o = spec <l0v73]]
kj " (f(j)(xj,vj,zj))

que es tangente a la recta tangente determinada por Pj

Demostracién.~- Estamos en las condiciones de los dos Gltimos lemas, por

consiguiente, tenemos un camino equivalente a z: (salvo un nimero finito

de etapas) de modo que en este nuevo camino, para todo i
f(')(xi,vi,zi) €, ,z)°
En efecto, por los lemas anteriores, para cada nivel j

del diagramé D, existe un tj tal que a partir de la etapa tj:se tiene

Y(a,b)e D, => ad=pj = atiyp =3Pz e (x,2)P
Escogiendo .el mayor de los tj (o0gj<p), se tienello que pretendTamos.
Pero (Xi’zi) es una curva permitida en. Si por el Teorema 9 de la sec-
cién 1.1, luego las explosiones de las etapas pares verifican el teorema,
a partié de un determinado momento. Este resultado se traslada al camino

dado Tf , via la equivalencia de caminos estacionarios para ecuaciones,

con lo que se concluye el teorema.
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Caso Il .(g0 y q \p).—

E1 probar un resultado andlogo é] anterior es, en este ca-
so, algo mas complejo, dado que la forma inicial a lo largo del camino esta-
cionario, no es zP ,en general, y que no podemos tomar independientementev
los diagramas de Newton de los coeficientes de las potencias de Z, porque
ahora, los cambios de coordenadas, seran del tipo (2) del lema 3 §2.2,
donde por consiguiente, existe una interrefacién entre los diversos niveles
de los diagramas de Newton. Es por esto, por lo que en este caso, estudia-
remos globalmente el diagrama de Newton de las series, haciendo un estudio
para]elo al del caso |

f
Notacidn 7.- En la situacidon de la Observacién 1 , el .diagrama de Newton

D de las sucesivas f(')(Xi,Yi,Zi) de Tf lo dividiremos en.:cuatro zonas:

-
it

’ {(a,b,c)éD‘aﬁc(p s b+c>/p}

‘l'l
H

9 {(a,b,c)eDIa+c<p , b+c<p}

-n
I

3 = {(a,b,C)eD la+c>/p , btc<p }

Fl& = {(a,b,c)éDla+c>p , b+c>p}
AW ‘ AW
///’ //
~ / E. // F,
P J , 2 \ o
/7 / 7 7/ 7/
/ \/ g
———— e M
Vs /
" s ’
// //
LY /
w
0 N
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Observacidén 8.~ Estudiemos cémo evoluciona el diagrama D bajo las opera-

ciones que realizaremos en este caso, a saber, transformaciones cuadrati-
cas en los puntos (1,0,0) y (0,1,0) vy cambios de coordenadas del tipo

(2) del lema 3 2.2 :
b

a) Transformaciones cuadraticas en (1,0,0), llevan el monomio X | al
x§+b+c-p ? z¢ , luego un punto (a,b,c) de D se transforma en el
i+1 i+170+1
(a+b+c-p,b,c)
b) Transformaciones cuadriticas en (0,1,0), llevan el monomio X?Y?ZT al

a  bta+c~ ~p,C

Xi+1Y|+1 |+1 ’

luego un punto (a,b,c) de D se transforma en el

(a,a+b+c-p,c)
c) Cambios de coordenadas del tipo indicado, transforman el monomio
x3vb2¢ en
P

n
X{H (vt + %:[3 x'J+1 b(z' ZXJ.X;JH)C ,

luego un punto (a,b,c) de D se transforma en una serie de puntos de la

regién {(u,v,w) ‘ v€b , w€ce , u+v+w>a+b+c}

Lema 9.- Después de un nlmero finito de operaciones, en la zona Ff: D

correspondiente, no hay puntos. Mas aun, esta condicidn es estable para las
sucesivas operaciones,

Demostracién.- Supongames F, # # y sea

Vo = min-{ a ‘(a,b,c)é F]}

Se tiene:

-a) Por una explosién en (1,0,0) , cada punto (a,b,c)¢ Fy con bic>p se

desplaza paralelamente al eje OU en el sentido de abcisas crecientes.

Los puntos (a,b,c)&F, con b+c=p permanecen fijos.

1
b) Por una explosién en (0,1,0) cada punto (a,b,c) de la regidn Fi

+(0)

del diagrama de Newton resultante de aplicar a la primera etapa,
se desplaza paralelamente a OV en el sentido de ordenadas decrecientes.

Por tanto, si al final de la segunda etapa, se pone, pa-
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ra la regidn F, correspondiente
Vv, = min{ a \(a,b,c)e Fl} ,
es
V1>V,
Ahora bien, si eventualmente hay que realizar un cambio
de coordenadas del tipo (2) ya descrito, es claro que después de efectuat-

lo, en la regidn correspondiente, es

i
Yy =minjal (a,b,c)€F, ),

porque los puntos en que se alcanza ese minimo son incancelables por el -

cambio y no puede aparecer ningin punto en F1 con primera coordenada me-

nor. Esto se justifica del siguiente modo: si apareciese un punto - (u,v,w)
después del cambio, en F] , de primera coordenada menor, entonces:

a) No puede proceder del desarrollo de uno (a',b',c') de F, porque

uza'?,u)1

b) No puede proceder del desarrollo de uno (a',b',c')é.FZUF3 porque
viwgbl+c'<p = (u,v,w)€E FZUF3
c) No puede proceder del desarrollo de uno ‘(a';b',c')é,Fh porque

vip >utviw za'tb'+c!' > b'4p =% v>b'
que contradice el hecho de que v« b!
Repitiendo el razonamiento, es claro que, después de la

tercera vy cu?rta etapas, se obtiene un v2:>x)1 , que es la primera coor?
denada minima de los puntos del F; correspondiente. Y édemés, después -
del eventual cambio de coordenadas, no aparece ningiin nuevo punto en F]
de primera coordenada menor que DZ .

Por consiguiente, después de un nimero finito de opera-

ciones (etapas y cambios de coordenadas), no an puntos en F. , ya que los
puntos de F2 , F3 Y -Fh no pueden entrar en Fi , ni con cambios de co-~

ordenadas, por b) y c) del razonamiento anterior, ni con explosiones en
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(1,0,0) y (0,1,0) como es fécilmente comprobable.
Esto demuestra que la situacidn es estable, esto es, si

en F1 no-hay puntos en un momento concreto del proceso, después no tos

puede haber tampbco.

Lema 10.- Después de un nidmero finito de operaciones, en la zona FZC D

correspondiente, no hay puntos. Esta condicidon es estable.

Demostracidon.~ Por el lema anterior, sabemos que después de un nimero fini-

to de operaciones, no hay puntos en la zona F1Cl) correspondiente, y que

esta condicidon es estable. Lo que demostraremos es que, a partir de este

I, '
preciso momento, no hay puntos en Fz

En efecto, si hubiera puntos en F2 se pondrfa.

Po = min—{a+b+c} (a,b,c) ¢ Fz}

(al nimerc at+b+c se le 1lamard orden del punto (a,b,c)).
Estudiemos, entonces, cémo evoluciona este minimo ante
las operaciones a realizar:

a) Explosiones en (1,0,0) : si (a,b,c)eF2 es tal que a+btc =I&O , su

transformado,que es (a+b+c-p,b,c) , verifica que

(atb+c-p) + ¢ <atcp =—> (a-l—b+<:--p,b,c)6F2

y su orden es

(at+btc-p) + b + ¢ = F0+b+c—p'< ko
Luego, si después de esta explosidn existen puntos en F2 , YOS
rk] = ming’a+b+c k(a,bzc)e Fy 3 .

es evidente que

F1<Mo

b} Explosiones en - (0,1,0): si (a,b,c)é& F, es tal que atb+c =}10 ,su

transformado, que es (a,a+b+c-p,c) , verifica que

(atbtc-p) + ¢ Latc < p = (a,a+b+£~p,c) e F,
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y su orden es

(at+b+c-p) + a + c= rb+a+C"P </‘0 .
- Luego, después de esta explosidn, si existen puntos en FZ y si
’AI = min&a+b+c\ (a,b,c) FZE )

es evidente que

Fi< o -

Cambios de coordenadas: Sea un (a,b,c)é"Fzﬁ tal que

(i) su orden es ”LO .Y
(ii) a es minimo, entre los que verifican la anterior
condicion.
En la Observacidn 8 vimos que un punto {a',b',c') mediante este cambio
se transforma en puntos del conjunto
| {(U,v,w)l uza', véb' , wgcel u+v+w2,a'+b"+c‘}- .
Entonces:

(c-1) si (a',b',c')e F3 se tiene que

(1) utwya'+tb'+ci-v yptb'-v > p
(2) vtwgb'+c'cp

por tanto (u,v,w)€ F3 .
(c-2) si (a',b',c')e F bor (1), (u,v,we F3UF4

(c-3) si (a',b',ce F, por (2), (u,v,w)e€ FZL)F3 ’

Seglin estos tres resultados, si un punto (a,b,c) ele-
gido, se cancelase después del cambio, lo serfa con uno cuyo orden fue=-
se ko , de primera coordenada igual, pero,o bien la segunda coordena~
da, o bien la tercera, mayor, y ésto es imposible porque ‘a es minimo.

Por consiguiente, los (a,b,c) verificaﬁdo (i) y (i)
son incancelables y no puede aparecer ningﬁno cuyo orden sea menol que

r»o . Por tanto, después del.cambio, existen puntos en. F2 , Y si

fﬁ1= min,{a+b+c {(a,b,c)e F2}>
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se tiene que
F1=Fo
En suma, en la operacidn siguiente a la no existencia de

puntos en F] , si habTa puntos en F2 , ¥y si los sigue habiendo después
de esa operacidn, sus 6rdenes tienen un minimo ,kliéfko , alcanzandose la

iguaidad.sélo en el caso de un cambio de coordenadas.

Por consiguiente, después de un ndmero finito de opera-
ciones, para algin (a,b,c)é FZ , se tiene que

a+b+cgp

La desigualdad estricta es obviamente imposible (se re-
ducirfa la‘multiplicidad), y la igualdad indicarfa un monomio de grado p ,

por lo que pertenecerfa a la forma inicial, que seria, bien zP | bien
(Z+aX)P . Esto es una contradicé¢idn porque, tanto 2P como 1os monomios
de (Z+aX)P, dan puntos en el diagrama de Newton de Fh y no de F2 como

era (a,b,c) .
La estabilidad del lema anterior, garantiza la estabili~"

dad de éste, ya que cuando no hay puntos en F] , hemos demostrado que no
hay puntos en Fy -
Con estos lemas, enunciamos el siguiente teorema de es-

tructura de caminos estacionarios, para el caso de caracteristica q>0 vy

q Ip = multiplicidad de las SAS.

Teorema 11.~ Sea
v (N , i
{"[U'{f (X;¥;52,) ’Pi}iezo

un camino estacionario para la ecuacién f(o)(XO,YO,ZO) = 0 de la SAS

Sy = Spec li¥O’YO’ifEl// | )
(79 (v, 20))

(0)

con gq=car k>0 y q fp = o(f O,YO,ZO)) , de modo queno existe -~
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ningln entero positivo tal que a partir de &l todas las explosiones sean

~del mismo tipo. Entonces, existe un noé Z+ tal que:para todo JZ’"O con

0(j) =2, existe una curva permitida C en

- <[l 2l
5, = Spec( (f(j)(XJ.,YJ.,ZJ.)) )

que es tangente a la recta tangente determinada por Pj .

Demostracién.- Es andloga a la del teorema 6, apoyandose en los dos lemas

anteriores.

Con este resultado acabamos este capitulo. NOotese que he-
mos generalizado el teor. 11 de [}4], por el que podemos afirmar que, para
cualquier caracterfstica, no existen caminos estacionarios de SAS, a menos
que se hagan explosiohes del origen en puntos correspondientes a direccio-

nes tangentes a curvas permitidas, y esto en un nimeio infinito de veces.
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CAPITULO TERCERO

SUCESIONES ADMISIBLES DE EXPLOSIONES. TEOREMA DE FINITUD

INTRQDUCCION. -

En el capitulo anterior vefamos, como ya se apuntd, unos
resultados que equivalen a decir que, dada una superficie algebraica X en
un espacio proyectivo tridimensional y un punto cero-dimensional xcEX‘,
existe una sucesidn finita de transformaciones cuadraticas de X , la pri-

mera con centro x , la segunda con centro un punto x] que va sobre  x.,

_etc,
X —>X —_— .. X ——5 X =X
n n-1 1 G
W v v w
xn n-1 X] xo=x

tal que X, es simple.

En este capitulo, vamos a centrar la atencién también,
en el punto xe&X , pero vamos a estudiar todos los puntos que van sobre
X en todés las sucesiones''admisibles' de explosiones de X. Lo ideal se-
ria estudiar la evolucidn de x en todas las gucesioneg posibles de ex-
plosiones de X . Pero esto es demasiado amplgo y no conduce a resultados
practicos. Tenemos, pues, que restringirnos a una cierta clase de sucesio-

nes de explosiones (restriccién que es mas bien tenue), a saber, las su-
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cesiones que llamaremos admisibles. E! resultado que vamos a demostrar -
constituye, de un lado, un teorema de desingularizacidn débil para super-
ficies algebroides y, del otro, wun primer paso esencial en la desingula-

rizacién de superficies algebraicas.

Definicidon 1.- Sea S una SAS sobre un cuerpo k algebraicamente cerra-

do, de caracteristica q>»0 . Una sucesidn admisible de explosiones para S,

i+1

" es una sucesidn %Si} iz de SAS, verificando las sigiientes condicio-
0
nes:
© -
1°) SO~S
2°) S es un explotado formal de Si con centro, bien

el origen (si no hay curvas permitidas en Si)’ bien
una curva permitida.

El objetivo de este capitulo es probar.la no existencia
de sucesiones admisibles infinitas de explosiones en las que la multiplici~
dad sea constante y superiof a 1 . Este resultado se puede expresar como -

sigue,

Teorema de finitud de sucesiones admisibles.~

Sea S wuna SAS sobre un cuerpo k algebraicamente ce-

rrado, de caracteristica q30 , y sea '{Si} e 7 una sucesion admisi-
0

ble de explosiones para S . Se tiene que:
a) Si el cono tangente a S no es un plano (nico, entonces existe un en=

tero n ‘"tal que,para todo izn , Si es lisa.

b) Si el cono tangente a S es un plano Gnicoy S tiene un punto singu-

lar aislado, la conclusidn del apartado anterior sigue siendo valida.

La demostracidén se har3 por induccidn y bastard probar
la existencia de un entero n tal que para todo ipn , Si “es de multi-

plicidad menor que la de SO
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SECCION 3.1.- CASO EN QUE EL CONQ TANGENTE NO SE REDUCE A UN PLANO UNICO.-

Necesitamos, para este caso, un lema previo al que hacia-
mos referencia en la seccidn 2.2, porque se encuentra en []ﬁ}Caplli, pero

la demostracion no es gemwralizable a caracterfstica positiva.

Lema 1.- Sea S una SAS cuyo cono tangente no se reduzca a un plano Gni-

co. Si un transformado cuadratico S] de S tiene multiplicidad igual a

la de S, entonces se verifican las propiedades siguientes:

(1-1) El divisor excepcional de S es unién de un nimero finito de rectas
proyectivas pasando todas por el punto en el cual se toma el trans-
formado cusdradtico y con, al menos, dos de ellas diferentes.

(1-2) E1 cono tangente a $ no se reduce a un plano dnico.

1

Demostracién.- En primer lugar, analizaremos la multiplicidad de un punto

en una curva en el plano proyectivo.

Sea fp(X,Y,Z)e.kl},Y,Z] una forma de grado p , vy
fp(X,Y,Z) = 0 la ecuacién de la curva C en lPi . Sea -P=(1,G ,X ) un

punto de esa curva, i.e., fp(], F,‘X) = 0 ; denotamos por m a la multi-
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plicidad del punto P en la curva C . Entonces, m es la multiplicidad

de (1,0,0) en la curva de ecuacidn fp(X',Y'+F>X',Z'+XX') =0 . Desho-
mogeneizando con respecto a X' , m es la multiplicidad del origen en
fp(1,Y”+‘5,Z'H-K) =0, siendo Y'=Y!'/X' y ZI"=Z'/X'

Ahora bien, el anillo local del plano afin en el origen

€s

A= k[y,zt]

(Y“,Z”')

Como m es la multiplicidad del anillo local

o
il

[k ~Y”,Z“J / (fp(] LY+ {5 20+ 6—)):{

( Y”+fp(1 ’Y”+r’ ’Zu+x ) ’Z“+fp(1 ’Y”+F’Z“+6))

A/ f (L, Y+g,2Y) A
SRy p Lz y)
entonces m es el orden de fp(l,Y"+ G),Z“+]S) en la filtracion de A de-

finida por su ideal maximal (cf [13]lema 3.2.4) . En suma,

m = orden de la serie fp(l,Y"+(5 ,Z”+K),

Volviendo a nuestro enunciado, sea f(X,Y,Z) =0 una -
ecuacién de S en k[[X,Y,Z]] , con o (f(X,Y,Z)) = p y escrita en la for-

ma de Weierstrass. Ademids, sea

o0
F(X,Y,2) =Z | F.00Y,2)
i=p

donde fi(X,Y,Z) es, o bien cero, o bien una forma de grado i . Si el pun-

to en el que se localiza la explosién es (1,{5 ,b’) , entonces una ecuacidn

de S1 es -
(1) f(])(x1, Z]) = Z X:“n fi(1,Y +(5,Z +5) = fp(l,Yl+‘s,Z +¥ )+
i=p A . |
+ X, f (1Y+(32+5)+xf (1,Y+fS,Z YD)+

Por hipbtesis _Q_(f“)(x Y1,21)) = p ; entonces fp(T,Y +4,3,Z +5)' debe

ser de orden p vya que:
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a) fp(l’Yf+F ,Z,+%) no puede ser cero , porque en la ecuacidn de S exis-

tia el término zP .

b) Los términos de (1) que no estén en fp(1,Yl+/5,Z~+X ) son todos divi-
sibles por X; » luego no pueden cancelarse con ninguno de fp(1,Y]+P,ZI+E).
Por lo visto anteriormente, si fp(1,Y14-ﬁ ,Z+Y ) es de

orden p, es porque (1,# ,X) es un punto de multiplicidad p en el di-

visor excepcional. También es claro que fp(I,Y +/§,Z-+6 ) es una forma

de grado p .
Para concluir la demostracidon del primer apartado, median-
te un cambio de coordenadas, se puede suponer que el punto de explosién es

(1,0,0). En este caso, hemos obtenido que fp(1,Y},Z ) es una forma de
grado p , luego fp(X,Y,Z) no depende de X , y por ser k algebrdica-
mente cerrado, se tiene que

f}(xngz)= (Z =a¥)(Z -ay) ... (Z -ay) .
Mas aun, como fp(X,Y,Z) no es potencia de una forma lineal; al menos hay
dps di distintas entre si7. Deshaciendo el cambio anterior, se tiene el

apartado 1.1
fgual que antes, el apartado 1.2 basta probarlo para la

transformacién cuadritica en (1,0,0) . Si el cono tangente a S, se re-

dujese a un (nico plano, la forma inicial de S1 serfa:

(1) - yP
fp (X1,Y1,Z]) = (Z]+aY1+bX1, ,

y teniendo en cuenta (1)
FD0,v,,2)) = (Z+a¥)P = £ (1,v,,2,)
p A R 1 1 p T T
que contradice lo ya probado.
Corolario 2.- Se verifican las siguientes propiedades para una SAS S cu-

Yo cono tangente no se reduce a un plano Gnico:

2.1) S posee un camino estacionario si y solo si S contiene una curva
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permitida,.

2.2) S contiene a lo mas una curva permitida.

Demostracién.- Es consecuencia inmediata del lema 1.y del apartado 2) del

teor.3.3.8 de \]3] .

Estamos ya en condiciones de probar el teorema de fini-
tud de las sucesiones admisibles de explosionss y que enunciamos en la si-

guiente

Proposicion 3.- Sea S wuna SAS cuyo cono tangente no consta de un plano

Gnico; sea isi} e 7 una sucesidn admisible de explosiones para S .
0

Existe un entero n tal que, para todo i»n , la multiplicidad de Si

es menor que la de § .

Demostracidn.- Distinguiremos los dos casos siguientes:

a) S contiene una curva permitida (Gnica por el Cor.2).

b) S no contiene ninguna curva permitida.

Caso_a).- Supongamos que f(X,Y,Z) = 0 es una ecuacién de S con

f(X,v,z2)e k[{X,Y,iJ] escrita en la forma de Weierstrass y o(f(X,Y,Z))=p.
Podemos suponer también que la curva permitida es la de ideal (Y,Z) , sin

mds que hacer un cambio de coordenadas conveniente. Entonces
(2) f(x,v,2) = zP + <—3|D_](x,\()yz'f"1 bt al(X,Y)Yp-1Z + aO(X,Y)YP ,

siendo a (X,Y)e k[[X,Y]]y ofa,(x,¥))20 , ¥i=0,1,...,p-1.

Por la expresidén (2) para f(X,Y,Z) , su forma inicial

es del tipo
m o
(3) : f(X,Y,2) = 2 (Z+a,Y)
p 3 j
J
. , .
donde m>1 , a # a;, para JEit oy }z% rpEp AsT pues, el divisor

excepcional de S tiene un nimero finito de puntos para transformaciones

monoidales con centro la curva permitida, que son
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’{ (1,—a]),...,(1,-am)} .
'La primera explosidn de la sucesidn admisible es una -
transformacién monoidal con centro (Y,Z) , de la que se puede suponer,

sin pérdida de generalidad, que ha sido tomada en el punto (1,—a1), es -

decir, que sus ecuaciones son

X = X'
Y =Y!
z=Y'(2'"-a,)

Escribiendo f(X,Y,Z) en la forma

P

f(X,Y,2) = Z fi(X,Y,Z) ’.

i=p
se tiene que la ecuacidn de la transformada monoidal de S , en el punto

considerado, es

oo .
Z' f_'_](X',Y',Y'(Z'-a]))

fl(x|’YI’ZI) = f ( X',],Z'~a1 ) + P
P j=p+1 ytP '

AsT se tiene:

m
r.
i) fp(X',l,Z'-al) = z (Z'—al+aj) J 'y, claramente, este es un polinomio

Jj=1
de orden 'r]<< p .

if)Ninguno de los términos del anterior polinomio puede cancelar con térmi-
nos provinientes de formas de grado mayor de f(X,Y,Z) . En efecto, un
monomio de f divisible por X da lugar a términos de f' divisibles
por X' . Y un monomio de f , de grado mayor que p , no divisible por
X , da lugar en f' a monomios divisibles por Y'.

| Asi pues, la transformada monoidal tiene multiplicidad

r1<fp , lo que prueba la proposicién en este caso.

terior, no existen caminos estacionarios para S , luego cualquier sucesidn
de transformados cuadraticos, hace descender la multiplicidad, luego de un

nimero finito de pasos.
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Adem3s, esto implica que la sucesién admisible de explo-
siones dada, mientras se mantenga la multiplicidad, solo estad formada por
transformados cuadradticos. En efecto, supongamos que en algiln momento de

la sucesidn, digamos en Sn , apareciese una curva permitida. Por 1.2 del
lema 1, Sn tendria un cono tangente que no serfa un plano Gnico v esto
indicarfa, por el corolario 2, la existencia para Sn de un camino esta-

cionario. Llegarfamos asi a una contradicéién con el hecho de que S no

admite caminos estacionarios. |

in resumen, tenemos los dos hechos siguientes:

(i) S no admite caminos estacionarios.

(ii) Si se mantiene la multiplicidad‘en la sucesién ad-
misible de explosiones, solo hay transformados cua-
draticos en ella.

Estos dos hechos garantizan la no exisfencia para S de

sucesiones admisibles de explosiones de multiplicidad constante.

c.q.d.
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SECCION 3.2.-CURVAS PERMITIDAS EN TRANSFORMADOS CUADRATICOS. -

E]kcaso en que el cono tangente a § sea un Gnico plano,
planiea mas dificultades que el caso anterior. La razdn de esta dificultad
estriba en la posible aparicién de curvas permitidas luego de transforma-
ciones cuadraticas, incluso en ndmero superior a uno.

En esta seccidn abordaremos este problema, caracterizan-
do las curvas permitidas que aparecen después de una transformacién cua-
dratica en (1,0,0), y si estas curvas proceden por desingularizacion de

otras singulares de la superficie dada.

Situacidn 1.- Sea S wuna SAS sin curvas permitidas. Sea f(X,Y,Z) = 0 una
ecuacion de S , con f(X,Y,Z)EI<[@QY,Z]] escrita en la forma de Weiers-
trass, vy cdya forma inicial es ZP . Supondremos también que, después de la

explosion'en (1,0,0) , el transformado cuadritico S1 de S conserva la

multiplicidad y su cono tangente es todavia un plano Gnico. Sea

(1) _ P _
f (X1,Y1,Z]) = f(x],xm,x]z]) / Xy = 0

la ecuacidn de S]

En esta situscidn se tiene el siguiente
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Lema 2.~ Si la forma inicial de f(1)(X1,Y1,Zl) es Z? , se verifica:

a) El transformado 51 s6lo puede contener las curavas permitidas de ide-
ales (Zl,X1)‘ y del tipo (Z}+Y;u(Y1), X1+Y?V(Y1)) , donde
 (a-1) s,r2
(a-Z) v(Y]) es una unidad de k[[YI]].
(a-3) u(Y,) es, o bien cero, o bien una unidad de k[[Y]l].
b) En el caso de que aparezca una curva permitida del segundo tipo, apare-

cerd también la de ideal (Z],Xl) .

Demostracidn.- Supongamos que, despuds de una transformacidn cuadréatica

en (1,0,0) , aparece en S] la curva permitida C de ideal

I
I

i
(1y (aX1+bY1+cZ1+ [:l, a'X,+b'Y +c'Z + O ) -

: 1
donde [] % [] representan términos de grado superior a 1, y a,b,c,

a',b',c'ek . Por comodidad designaremos (f1,f2) al ideal (1) , donde

f

1 aX1+bY1+cZ1+ ]

-—h
[}

a'X +b'Y 4c'Z + ik

Como la curva C es lisa, debe ser

a b c
rango =2,
a' b! c!

En estas condiciones, vamos a probar, en primer lugar, que

a b

a' b!
En efecto, debe ser

(1) N = :; . i
Yz = hi Y2 fify s

i+j=p

donde p es la multiplicidad de S vy S, Y hij(X1,Y1,Z])€ k‘]?i,Yl,Z]]}.

lgualando las formas iniciales de ambos miembros, se tiene que

(2) z? = ;:E h..(0,0,0) (aX +bY +cZ.) ' (a'X +b'Y1+c'Z1)J
rymnll 170717 1
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Si fuese b=b'=0 , el aserto estaria probado; suponga-
mos pues que b#0 (el otro caso, b'#0 , es simétrico). Sustituyendo en (2)

las variables por (1,-a/b,0) , queda

hop(o,o,o) =0

b'a \p v
= Ve =
0 hop(o,o,o)(a b) =
c bien
a b
al bl‘=0

Ahora bien, si hOp(O’O’O) =0 , de (2) se deduce que

aX]+bY1+cZ1 Z] ,

lo cuales absurdo al suponer b#0 .
|

AsT, si a'#0 o b'#0, debe ser a=% a', b=x b' con

ek ; como (f1,f2) = (fl-)‘fz , fz) , en cualquier caso, hemos probado
que la curva € viene dadapor un ideal de la forma:
: |
(z, + ., a'X1+b'Y1+c'Zl+D )
Nos proponemos simplificar mds aun los generadores de es-
te ideal. Para ello, aplicamos el teorema preparatorio de Weierstrass a la .
serie Z1 4-[:] , quedando

z, + 1 = W(X(,Y,,2,) (2 HalX LY,
donde u(X1,Y1,Z]) es una unidad de k]}?l,Y1,Z%Xy a(X1,Y1)e k [B1,Y]1]

es de orden superior a 1. De aqui se deduce que el ideal de C es también
.
(Z]+a(X],Y1), a'X]+b'Y]+c'Z1+ [1 ) o,

y lo designaremos por (g],gz) donde

il

9, Z]+a(X1,Y])

!
o ' '
9, = a X]+b Yite!Z + []

Dividiendo g, entre 9 (que es regular en Z] de or-

den 1), se tiene que

= . JIX gy ! »
9y = 9779(X .Y ,Z,) + alX b Y b (XY,
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donde  q(X,,Y,,Z, ck [x1, 1)] , b(x],vl)ekux],v_m y olb(x,,Y)p2 .

Luego,
= - . f I
(3) (97,9,) = (9,,9,79,-a(X;,Y,,2.)) = (Z+al(X],Y,),a!X +b! Y +b(X,Y,))
Queremos probar ahora que b'=0 . En efecto, en caso con-
trario, aplicamos el teorema preparatorio de Weierstrass a !a segunda serie
de (3), con lo que se tiene que

a'X.+b'y +b(X.,Y.) = v(X )(Y +b(X Y,

1 1 1’1

donde v(Xl,Y1) k{{?1,YJ] es una unidad y b(X1)é k[{x{ﬂ signdé

1’ 1

gﬂb(X1))2>1 . Por consiguiente, el ideal de C , en el caso de b'# 0, se-
ria también
(z +alX,,Y,), Y +b (X))
Dividiendo a(X ,Y1) por Y +b(X ) , se tendria:
Z]+a(X], 1) = q (X1,Y ) (Y +b(X Y) + 2 +a(X )y,
I \ A3 ‘ . ‘
donde q (Xl’Yl)ekU.XP'l}l’ a(X1)c k[[x]ﬂ y 9_(a(X1))3,2 . Con esto,
la curva C tendria de ideal
(z,%a(X,), Y, #b(x))
Pero esto conducirfa a una contradiccidén con las hipdte-
sis de que en 'S no hay curvas permitidas. En efecto, consideremos el si-
guiente diagrama

k ([, v,2]] —f k[Lx' vt,z']]

M1,0,0 1,“(1 0,0)
(3o 3]] s K [J0v1024 1]

donde \Y Y %/ son los k-isomorfismos definidos por

&g(x) = X!
Lf(\() = Y! - X'b(X')
\f(z) =7' - X'a(x")

Y(Xi) =
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V) = v - b(x)
= 1w 4 '

Yz =zi - alx))
Este diagrama es claramene conmutativo, vy W transforma (1,0,0) en sf
mismo. Obsérvese también que el ideal (Z]+a(X1),Yl+b(Xl)) se transfor-
ma por ﬂ} en el (21,1') ; por tanto,

f"‘)(x',vf z) =VY(f (1) ¢ (X;,Y4,2 )) € (z3,¥)P,

es decir, en la superficie de ecuacién f‘(1)(X', 1,Z]') = 0 aparece la
curva permitida de ideal (Z',Yi) . Ahora bien, es facil comprobar que

esta curva aparece por una explosién en el origen en (1,0,0) si y sélo si

;
la curva de ideal (Z',Y') era permitida en la superficie de ecuacidn

FrX',Y,2Y) = (F(X,Y,2)) =

Se obtiene asi que la curva de 'S de ideal

(47120, g7 = (@600, Yexb(x)),

es permitida en S , en contra de la hipétesis.
En resumen, tenemos probado que, de aparecer en S1 una

curva permitida, ésta debe corresponder a un ideal de la forma

(&) (Z]+a(X Y.),X +b(X Y]))

1271
donde a(X1,Y]),b(X],Y])) e.ki1?1,Y{]]y los 6rdenes de ambas son mayores
o iguales que 2.

Aplicando el teorema preparatorio de Weierstrass a la
segunda serie de {4) y dividiendo después a(X],Yl) por la segunda serie,

tenemos que ‘el ideal (4) es igual al

donde a(Yi),b(Y1)e k[ﬁ%]} y son de 6rdenes mayores o iguales que 2 :

En estas condiciones, pueden ocurrir dos casos, depen-

diendo de que a(Y]) sea cero o no.
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P e k. LT TAN R iy L

En primer lugar presentamos un ejemplo en el que se da

este caso:
2
Cf(X,Y,2) =27 + (x3+Y2)2

(1)
(10,0

2

2,2
1 1)

(1) _ 2
f (x1,Y1,z1) =77 + XI(X1+Y

Obsérvese que, después de la explosiodn, aparecen las cur-

vas permitidas de ideales (Z],X]+Y?) 'y (21,X1) , como afirma el aparta-
do b) del lema que estamos probando.
Para demostrar este apartado b), en el casode que aparez-

i
!

ca una curva permitida de ideal (21,X1+b(Y1)) ,observemos en primer lugar,

que f(1)(x1,y1,zl) se puede reordenar del modo siguiente,

‘ (1) _ 4P Sy, P
(6) £ 7(X,,Y,,2) =70 + bp_](X1,Y])(X1+b(Y]))Z1 ot
; p-1 p
+"'+b1(x1’y1)(x1*b(Y1)) z, + bo(x],v1)(x1+b(v])) ,
donde bf(xlle)e k[{?1,Y1]], Vi=0,1,...,p-1

Fijemos un sumando cualquiera no nulo de (6) ,
p-i,i

(1) b (X, Y ) (X+b (Y Nz,

donde 0£i<p-1. Sea t=g(b(Y1))22 y dX;-Y? , con dek —{0}, el mono-

mio de menor grado en X1 “de bi(X],Y]) (considerada como serie en X] -

con coeficientes series en Y] ), que a su vez tiene menor grado en Y1

En el desarrollo de (7), entonces aparece el término

.
1

) rys p-i

y en €1, el monomio no nulo

(9) d'xgvf+t(P“‘)z{ . (d'ek -{o})

que, claramente, no puede cancelar con ninguno del desarrollo de (7), y por

tanto de (6).
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Por otro lado, también es claro que, para que un monomio
ybz¥ da d losis (1,0,0) i -
Y144 proceda de otro por una explosidon en ,0, , €S necesario y su

ficiente que ciz,ﬁ-bz'—p ; por tanto, en (9) debe ser

rys+tp=i)+i-p > s+2(p-i)+i-p = s+p=i > p-i

AsT X$_' ,bi(xi’y1) , Vi=0,1...,p—1 ; por consiguiente, si

) = xp“b;(x1,vl) ¥i=0,1,...,p-1

by (X;,Y, 1

se tiene que

| (1) = 7P 1 p-1
PO, ,7,) =20 + b (XY X (xpep (v D)z e ¥

: . p-1 p-1
j +b (x],vl)x] (X1+b(Y1)) Z

: + b (XY XD (x +6 (v )P

1 0 1

1 .
lo que indica que f(')(X1,Y1,Z1) € (21’X1)p como pretendfamos probar.

Caso_2.-_alY1) #.0.-

Damos también aqui un ejemplo en el que esta posibilidad

se presenta:
f(x,v,2) = 22+ axvz + x5v? 4 x6 + 2x3y2 +Yh = (Z + xv)2 + (x3+Y2)2
(1)

(1,0,0)

f(1)(x1,v1,z1) =722 s axv.z o+ k&2 4ty 2x?

2 2k
1 V8 Y Y X Yi XYy o=

2,2
=

]

U3 2 3 2 2 2
(z1 Y]) + 2Y1(Z1 Yl)(X]+Y1) + (X1+Y1)(X1+Y

1

)2 2)2

2
(Z.+X.Y + x](x1+v1

1711
En este caso, probar que si aparece una curva permitida

de ideal (Zl+a(Y1), X1+b(Y1)) , también aparece la de ideal (ZI,X]) ,se
presenta mas complicado, porque ahora la reordenacidn que podemos hacer -

de f(1)(X1,Y],Zl) es la siquiente

(10) f(l)(x1,Y1,Zl) = z? + bpui(x1,v1)(x1+b(vl))(zl+a(v1))9‘? + .t

ot b (XY ) (X (V) PTHZ wa(v))) by (X, V) (b (Y )P
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1 . B
donde bi(xl’Yl)é k[[X1,Y1&j , ‘Vn—O,...,p j
En esta expresidn los monomios que no contienen a las va-

riables X1 % Z1 deben cancelarse,ya que éstos no pueden aparecer por

transformaciones cuadriticas en (1,0,0) ; por tanto es b(Y]) #0 , vy si

ponemos

a(v,) Y';u(yl)

b(¥,) = Yjv(¥))

siendo r,s»2 vy u(Y1),v(Y1) unidades en k[XY1]]’ debe ser

bO(O,Yl)Y?pv(YI)p+b](O,YI)Y?(p—I)v(Y1)pm1Y;u(Y1) ot

s v (p=1) p-1 rp P _
+ bp-1(°’Y1)Y1V(Y1fY1 u(v )P v Puly,) 0
Esto prueba que rzs .

Dividiendo r entre s se obtiene r = r's+ t donde

r'2l y O0<gtgs . Sustituyendo asi, en el primer generador del ideal -

S

de la curva, Y1

por -X, / V(Yl) queda

fulyy)
(2,4 uly ), XSV (v)) = (2, + ¥iX] (WY—L)—"> , X Sv(Y,) ) =
1

- Wt s
= (z] + X c(Yl) , X1+Y1V(Y1) ),

) e il

Realizando en c(Y]) la misma sustitucién de Y? por =X, / v(Y]) y =

efulYy)

con C(Y]) = iY.l(“—(——;r
vi{Y
1

cuantas veces sea posible, el ideal toma Jla forma
i
(z, + X, ;:;E'._ XyFo(vy) X+ b(v) ),
i»r'-1

donde cada fi(Yl) es un polinomio de k{yll , de grado menor o igual que
s-1 , o bien, abreviadamente,

(z1 + Xlg(Xl,Y1) , X+ b(Y]) ) )

1



91

con 9(X1’1)€"[@1951]

En suma, la ecuacidn dada de Sl , puede ser reordenada

de la forma siguiente:

(1 £ 0gv 2 = a0, P+ e 0¥ (1)) (2,Kg Y, ) P

p~1 ' p
ek e (XY (X +b(Y )Pz +x]g(x1, ) g (X, Y,) (X #b(Y,)
' i

Queremos probar que X] , c ], 1 Vl yeseasP , O

bien, poniendo
o0
e (XY V) = e oxd
1°'1 o hi

que ép-i j(Y1) =0 ,‘VI=1,...,p v  ¥Yj=0,1,...,i-1 . Para ello haremos

una doble recurrencia.

Paso_1.- cp_1,0(Y]) =0 .
En efecto, los términos de (11) que no contienen a X1 %

contienen a Z?_l son

, p-1
que deben ser nulos porque no pueden proceder de una transformacién cuadréa-

tica en (1,0,0) , luego Cp-1,O(Yl) =0 .

Paso_2.-Supongamos que si 1Ligp , se tiene que

(H1) ¥hgi-1  se verifica que X?\ (X1, 1) )

tenemos que probar que X; 'cp_i(X],Y]) , o lo que es lo mismo, que

Cp-i J VJ =0,...,i-1 . Esto lo prbbaremos, a su vez, porrecurren-
cia.
Paso_2.1.- Cp~ ,O(Y]) 0

En efecto, los términos de (11) que no contienen a X,

y contienen a Z?b' , por (H1) son:
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i p-i

y esto debe ser cero, por no poder proceder de una explosién en (1,0,0) .
AsT, cp-i,O(Yl) =0 .
Paso_2.2.- Supongamos que si es 0<ngi~1 , se tiene que

(H2) Ym=0,...,n-1 se verifica que Comi m(Yl) =0 |,

tenemos que probar que Comi n(Y1) = 0 . En efecto, los términos de (11)
’
que contienen a X? y a Z?_' no pueden proceder de sumandos anteriores

al cp_i(X1,Y1)(X1+b(Y1))l(Z1+Xlg(X1,Y1))p_' , porque por (H1), estos mono-
P71

c . . . i
mios, siI contienen a 1 , contienen a X1 por lo menos .

Por otra parte, por la hipdtesis (H2), los términos que

contienen a X? y a Z$—' son
n i p-i
Xyep-i,n (Y)Y 2]

Pero para que estos términos procedan de una explosidén en (1,0,0) , debe
ser
CE_i n(Y1)b(Y])'= polinomio de grado menor o igual que i+n ;
3
sin embargo, siz= 2i7>>2i-1 2 i+n . Luego Comi n(Y1) =0 .
3
c.q.d.
Prescindiendo ahora de la hipdtesis adicional del lema 2
7P

de que la ecuacidn de Sl tiene como forma inicial 1 » se tiene el si-

guiente

Teorema 3.-. En la situacidn 1, se verifican las siguientes propiedades:

a) El transformado cuadritico S] de $ en (1,0,0) , s6lo puede con-
tener las curvas permitidas de ideales (Z],Xl) y del tipo de

(Z1+Y;u(Y1) , X]+Y?V(Y1)) , donde:
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(a-1) s,rp?2
(a-2) V(Yl) es una unidad de k U@1X1.

(a-3) u(Y]) eé, o bien cero, o bien una unidad de kijy;Y}

b) En el caso de que aparezca una curva permitida del segundo tipo, apare-

cerd también la de ideal (21,X )

Demostracién.- En general, la forma inicial de la ecuacidn f(])(X1,Y1,ZT)=

= 0 , transformada de f(X,Y,Z) = 0 por la explosién en (1,0,0) , es del

tipo (Z1 + % )P , ya que hemos supuesto que es potencia de una forma -

1
lineal.

Consideremos el diagrama siguiente
k[[x,v,z]] _“ub k[, v ,2']}
1 1

\l/lr(uo,o) l“(uo,O)
K%y 2 )] —E s K [Biv5024]]

donde w % q’ son los k-isomorfismos dados por

¢ (x)
Q(v)

‘{(z) 7t - Xt2

X ]

Yl

Il

il
~<

\Y(Y])

[ CAREIRE S

]
N

Es claro que este diagrama es conmutativo, y que W transforma el punto

(1,0,0) en sT mismo. M&as aun, las superffcies Sty S; de ecuaciones
respectivas. f'(X',Y',2') = lT(f(X,Y,Z)) =0 vy f'(1)(X',Y{,Z;) =
= Y}(f(])(xl’Y],Z])) = 0 , estdn en las condiciones del lema 2. Por tan-

to, -las curvas permitidas posibles en S{ son (Zi,X{) y del tipo

Sz viTu(rn) , oxd o+ vESv(v) )

1 1 1
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Trasladando estos hechos a S vy S1 via ({-1 y 1f-1,
y teniendo en cuenta que

(21+ X

1

+ Y]ru(Yl) L X+ Y?V(Y]) ) = (z, + Y " YLD, XY v(Y ))

donde r'ys»2 vy u'(Yl) es, bien cero , bien una unidad, se tiene pro-

bado el teorema.

Nota 4.- En el caso de una curva permitida de ideal (Z1+a(Y1),X +b(Y1))

usando el método utilizado en la demostracidn del lema 2, podemos expresar

aquel ideal en la forma

f ;:Ei:; X]g (Y ), X + Y v(Y ) )

i>1

donde cada gi(Y]) es un polinomio de grado menor o igual que s-1

Proposicién 5.- Sea S una SAS de ecuacidén f(X,Y,Z) =0 en k[DQY,Z]].

Supongamos que el cono tangente a S es un plano Gnico y que S no tiene

curvas permitidas. Sea S] el transformado cuadratico de S en el punto

(1,0,0) y supongamos que S, tiene multiplicidad igual a la‘de S , que

su cono tangente es un plano Gnico y que tiene la curva permitida de ideal

(2, +27 xig. (v, X, + ¥u(r,) )
i1

Entonces, existe un k-isomorfismo (f:l([B,Y,{” ~—~——~al<[B',Y',Zﬂ}
que verifica:
? transforma (1,0,0) en s mismo .

2°) Si 4Y:I<[P],Y Z]].“__—~__§l<[P', ], 1]} es el k—iﬁomorfismé de

ecuaciones

il
>

Y x) = x
Yoy =
Y =z

i
N
i
>
— -
]
P
-
—_—
N
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entonces, el diagrama

Kk [[x,v,zﬂ . SN k[[x' Y zﬂ]

1 1
. X“U,O,o) lﬁm,o,o)
¥
\ ' 1 t
k[[xY ,z]ﬂ — Yk [y 211}
es conmutativo.(En otras palabras, el cambio de coordenadas \y pro=

viene por transformacién cuadritica en (1,0,0), de un cambio de coor-

‘denadas) .

Demostracién.- La proposicién serad cierta si probamos que para todo iX1

grado( gi(Y1) ) £ P+l )

ya que este caso es el Gnico en que

171 - Mk |
iz -2 x g (v
iz
1
puede proceder de un elemento de k[{g',Y',ZQ] por (Y(1 0.0)

Para sg3 el resultado es evidente, al ser, para cual-

quier 31, grado( gi(Y1) Y€ s-1 = 2 . Por tanto supongamos, a partir

de aqui que s>3 .
Razonemos por reduccidn al absurdo, suponiendo que existe

un subconjunto C , no vacio, de los naturales ,

C ={j1.j2, ,jt}

tal que
a) 1éj]<jz<...<jt$s—3n 4
b) grado( 9; (Y]) )>ji+1 , i=1,...,t .
i
. . e . . t [ i
Entonces, consideremos el k-isomorfismo ’%ﬁ. k[Eﬁ,Y&,ZJ]-—9¢<[%1,Y1,Z1]]

definido por

X, =X
'\K(Y~l) = Yi
Yz =2 - 2 xila (v
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. . . Cov
Es claro que se tiene un k-isomorfismo fl {X Y Zﬂ..—-—-)k[[x Y Z:D
que lleva (1,0,0) sobre si mismo, y de modo que ‘T}1,0 0) Wi = %GIT}1 0.0) "

Ademas el ideal

v 22 xlg (v)) L X+ () )

i=1

se transforma por \Y ; en

(1) (2! + :Ef::x g, (Y§) , Xj + Yisv(Y{) )

i€C

El problema se ha trasladado, asf, via Y] y 1Y1 , a -

otro igual, pero en el que el ideal permitido que aparece es el (1) . sin
embargo, por comodidad de notacidén, continuamos usando las coordenadas -

X,Y,Z para la ecuacion dada y X para la ecuacidon transformada.

127102
Reordenamos la ecuacién f(”(X1 Yoo 1) = 0 del modo

va usual,

(2) f(1)(X Y.2,) = (Z,+ ::f: x! (v]))P +

1° 17 Tec M1
+a (XY X AvSviy)) (z.+ x] (y ))p"1 +
p-1 0 T/ A T Y Y 1" 7ec 191N e

+

p-1 s p-1 EE 1 :
.+ a](xl,v])x1 (X1+Y]v(Y1)) (z1+ Tz CX]g](Y1))+

- p s P _

y consideremos el diagrama d= Newton D correspondiente. Designemos por

g, al grado de g](Yl) , verificandose que
(3) H<g sl Viec

Por otra parte, consideremos el diagrama de Newton D'

de la ecuacidn

P, . TS p-1
(4) Zy + ap_](x,,v1)x](x1+v1v(vl))z1 + ..t

p-1 s p-1
toocba (XY )x] (X1+Y1V(Y1)) Z, +

1

p S P
ao(xl’Y1)X](XI+Y]V(Y])) =0,
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‘Entonces, el diagrama D de la ecuacién (2) se obtiene, a partir de D',

transformando cada punto (a,b,c) de D' , definido por un monomio no nu-

, en los puntos procedentes del desarrollo de

EE- 1 c
V12 X9, (0.

X3P (z +
En cualquier caso, el diagrama D, por proceder de una
transformacion cuadritica en (1,0,0) , debe tener todos sus puntos -
(x,y,z) en el semiespacio dado por
(5) X=y=2z+p>0

En esta situacidn, llamando j=j] , se tiene que

© G

i .
ap_i(XI,Y])X1 s \/h—1,...,p .
Probaremos esto por induccién en i

X1 ap_] X1,Y1)X]
En efecto, nos centramos en el nivel p-1 de D (que -
suponemos no vacio). Los puntos de este nivel corresponden a los puntos

del nivel p-1 de D' , junto a los puntos del desarrollo del (0,0,p)

de D' (salvo en el caso en que q»0 vy q] p).

L
L

1

M&s precisamente, sea (D(,P )
b
(e, prs) el punto correspondiente a un monomio de

ap_1(X1,Y])X] tal que X sea minimo, vy

///

{0,4) ld 8) (w44, 8)

de ellos sea F, la minima ordenada, es

decir, de los puntos mds a la izquierda,

el mas bajo.

-

(1,0) .

Al multiplicar por (X]+Y?V(Y])) , el monomio X1Y1 da

lugar a los puntos de D' siguientes:
(o¢+1, @,p-i)

(o, F+s,p~1), (e ,F+S+1,p*1), (x, F+€+2,p~1),
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Entonces el punto (0(,ﬁ7+5,p-1) aparece efecti{vamente en D porque:
a) No puede ser cancelado por ningln punto proviniente de un (', Pl)

de ap_](X1,Y])X1 en el paso de multiplicar por (X]+Y?V(Y1)) , por la

minimalidad de « vy {3
b) Los puntos del nivel p-1 de D que, eventualmente, proceden del desa-

rrollo de

(z, +4_] Xjo,(v) )P,
eC

‘ —_—
son los de Afz;_Xlg](Y1) , que tienen el exponente de la Y1 menor que
1€C ‘

s , luego no pueden cancelar con (x’,ﬁ+s,p—1)

Como los puntos de D debeh verificar (5) , sustituyen-

do alli el punto (&, F+s,p—1) , queda
"(“((5+S)'(p-1)+p}‘70 ==> zpts-13g;  por (3)

g . ,
J .
En suma X1 l ap_1(X1,Y1)X1 como pretendiamos probar.

Paso de__i__a__i+l.- Escojamos un monomio X?Yf de entre los de - -
i+
ap-l-l(XT’Y1)X; 1 (que suponemos no nulo), de tal modo que o« sea minimo,

Al multiplicar por (x1+va(Y1))'”

el monomio XlYl da lugar, eventualmente,

@J@ Toeeind, £ 3 a los puntos del nivel p-i-1 de D' si-

(ori")

guientes:

hY
7

(x +i+1, (b ,p-i-1)

(s+i,0)

(X +i, p+s,§-i—l) , (o +i, P+s+1,p-i-1)

(X +i-1, F>+2$,p-i—1) , (w +i-1, (5+25+1,p~|'-1)

(o, (’a+(i+1)s,p~i~1) ) (0(,/5+(H1)s+1,p~i—1)
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Centramos nuestra atencién en el punto (a’,ﬁ+{i+1)s,p-i-1)
que esta, con seguridad, en D' por la eleccién de (oé,ﬁd. Veamos que este

punto estd también en D , para lo que habrd que probar que no cancela con

otros procedentes del cambio de Z$_m por
(7) (Z1 4~;;,_, ng](Y]) yp™m con m=0,...,i

1&C

Caso_m=0.- Al cambiar Z? por (7) con m=0 , los puntos que, eventudl-

mente, aparecen en el nivel p-i-1 de D son correspondientes a monomios

) ] i+1.p-i-1
L%Xlgl(y1):( Z

de

Pero el exponente de Y] de estos monomios, es siempre menor que ‘s(i+1) ,

luego no puede cancelar con el punto prefijado anteriormente.

Caso_m>0.- Por la hip6tesis de induccidn, los puntos de D' del nivel

p-m, verifican que su piimera componente x , es

x>/gj + (m—T)j ’
por ello, al cambiar Z$_m por (7), en el nivel p-i-1 de D .aparecen,

eventudlmente, puntos que verifican que

X Z;QJ + (m-1)j + (i+1-m)j = 9; +ij

Luego:

a) Si o(.;,g’I + ij , ya estd probado.
b) Si «x< 9; + ij , no se cancela el punto (O(,ﬁ'+(i+1)s,p-i~1) con los

procedentes de niveles superiores. Pero este punto debe estar en el se-
miespacio (5), luego
o« > p+(i+1)stp-i-1-p = '(5+(i+1)(s-1) > (i+1) (s-1)3
: Z’(iﬂ)gJ = gj+igj j,gj+ij por (3)
Y esto es wuna contradicciodn.
Con esto queda probado (6).

Al resultado final se llega obteniendo una contradiccion

si C#4f@ . En efecto, en el paso de D' a D , el punto (0,0,p) de D'
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da lugar al (pj,pgj,O) de D , que es incancelable ya que
pj =]+ (P‘1)J'<9j + (p-1)J ,
y los puntos que

(x],vl)x (X, +Y v(Y) (z+ Z Xg (v, NPT =, ,p
1eC

define en el nivel 0 de D verifican que, su primera coordenada X , es
>=gj+(i-1)j+(p-i)j = gj+(p-1)j

Como el punto (pj,pgj,O) de D también verifica (5),

es decir pj -pgj;>0 , se llega a una. contradiccidn con (3)

c.q.d.

i
i

Proposicién 6.- Sea S una SAS tal que, después de una transformacién cua-

dratica en  (1,0,0) , se mantiene la multiplicidad y aparecen las curvas -
permitidas de ideales (21,X1) y (Z X+ V(Y )) en [ 1, Yis i]]

Entonces, en - S , existe una curva de ideal (Z,g(X,Y)) en kU:X,Y,Z]]

de multiplicidad igual a la de la superficie S vy singular.

Demostracion.- Una ecuacidn de S] es

s p-1
_1(X],YI)X](X1+Y1V(Y1))Z] + ..+

(1) _ P
f (‘XT,Yl,Z]) =77 +a

ai(x1,Y1)x?"‘(x1+Y1v(Y1))p"1z )x (,+¥3v (v ))P=

<+

p +ag(XnY,

=0 .

Como la superficie es reducida, alguno de los coeficientes ap_i(X],Y1)
con i=1,...p , debe ser no nulo. Consideremos uno cualquiera de éstos,

X (x vy N £ 0

ali,,vp) = a (XY,

Tomando la maxima potencia X:“J de X, que divida a
. - I s m-j
_j(X1,Y1) , ¥ la mdxima potencia (X]+Y1V(Y])) de (X1+Y1V(Y])) que

divida a ap_j(x1,Y1) , escribimos

_ . 1 R m
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- Se tiene que

a(X1,Y1)
1

X

= aé_j(X1,Y1)(X1+Y1v(Y])) 0

es la tran;formada cuadratica de una curva algebroide plana en el punto
(1,0) de su divisor excepcional.

Ahora bien, como curvas algebroides planas irreducibles
van sobre curvas algebroides planas irreducibles, mediante una transforma-
cidn cuadrdtica, si el punto donde se localiza la explosion es un hunto del
divisor excepcional, o bien van sobre unidades, si no es un punto del di-
visor excepcional, entonces, se deduce de aqul que, existe una curva al-

gebroide irreducible, de ecuacién g(X,Y) en k]]},Y]l., tal que su for-

ma inicial es Yf y su transformada cuadrdtica en (1,0) es

' -, s
g' (X %) = (X, ¥ ) (X +viv(y,))
donde u(X],Y]) es una unidad en k [X1,Y{1 .

Por tanto, la curva de ideal (Z,g(X,Y)) que estd en la
superficie S , como se comprueba facilmente, y que tiene multiplicidad

(1)

ﬁ en S ,se transforma por IT(: 0.0) en la curva de ideal - - -

(2, X, +Y3v(Y,))
Queda sélo probar que la curva de ideal (Z,g(X,Y)) es
singular.
En efecto, en caso contrario, serfa ﬁ =1, es decir

eh el plano XY serfa Y + %Egigi(X,Y) siendo gi(X,Y)é-k[x,f] bien ce-

ro, bien una forma de grado i ( Vi2=2). Por tanto, su transformada cua=-

dratica en (1,0) serfa:
vy 2Ty
i=2 '

llegandose a una contradiccién, al tener que ser,

i-1 v =
Y]+Q;Z;‘x1 gi(T,Yl) = u(Al,Y])(x]w]v(Yl))
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En resumen, en esta seccidn, hemos visto que las Gnicas
curvas permitidas que pueden aparecer después de una transformacidn cua-

dratica en (1,0,0) , son las ideales (21,X1) y (21,X1+b(Y1)) , (even-

tudlmente, previo cambio de coordenadas, segln la proposicidn 5). Ademés,
la proposicidén 6, demuestra que el caso en que aparezca una curva del se-
gundo tipo, se debe a que, en la superficie anterior, existfa una curva

singular, de multiplicidad igual a la de la superficie.
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SECCION 3.3.-CASQO EN QUE EL CONO TANGENTE SE REDUCE A UN PLANO UNICC.-

Observacién 1.- Sea S una SAS cuyo cono tangente se reduce aun plano

Gnico y~{Si} icz una sucesidn admisible de explosiones para S . Que-
i ez,

remos probar que, en algln momento de la sucesidn, la multiplicidad de-
crece. Razonaremos por reduccidn al absurdo y supondremos que la multi-

plicidad de todas las Si es constante.
Si alguna Si (ié.Zo) tuviera un cono tangente que no

fuera un planc (nico, estarfamos en el caso de la € 3.1, llegando a
una contradiccién, con lo que el teorema de finitud de sucesiones admisi-
bles, estarfa probado. Por esta razén supondremos también que, para‘todo

iE.ZO , el cono tangente a Si estd formado por un {nico plano.

Supondremos también que: S tiene un punto siﬁgular -
aislado. E;ta es una hipétesfs restrictiva pero, desde el punto de vista
de la desTﬁguIarizacién, no lo es tanto. En efecto, para desingularizar
una superficie algebraica en el espacio proyectivo lo primero que se ha-
ce, cldsicamente, es reducir su lugar singular a una subvariedad de di-
mensidén cero (por éjemplo, por paso al normalizado)(cf.(}?]) . Como nues-

tro objetivo, segiin hemos hecho constar anteriormente, es estudiar todas
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las evoluciones posibles de puntos en la desingularizacién de una super-
ficie, no es exagerado afadir esta hipdtesis supletoria.

Ahora bien, como probamos en el teorema 5 de la seccién
1.4, por transformaciones cuadraticas, sdlamente puede aparecer una curva
permitida, a lo sumo. Si consideramos una ecuacién f(X,Y,Z) =0 de S,
en k[[X,Y,in ,escrita en la forma de Weierstrass, y de forma inicial Zp,
en el caso de una transformacién cuadritica en (1,0,0) la curva bermitida

que puede aparecer es la de ideal (21,X1). En el caso de una transfor-

macién cuadratica en (0,1,0), por simetrfa, la curva que puede aparecer

es la de ideal (Z],Y1) .

f El razonamiento anterior se puede repetir en cualquier
momento de sucesidn admisible, dado que no es posible introducir una curva
singular en el lugar singular de una superficie, con las explosiones que:

se realizan en {S.} .
idieZ
0
Asi, la estructura de la sucesidn admisible de explosio-
nes dada, sera semejante a la de un camino estacionario, salvo en que,
después de explosiones en (1,0,0) vy (0,1,0) , puede haber un nimero fi-
nito de explosiones en (Z,X) y (Z,Y) respectivamente. Mas concretamen-
te, si f(X,Y,Z) = 0 es una ecuacidn de S en k[]?,Y,Z]], con las con-

diciones ya expresadas, las operaciones que se realizarén para obtener

ecuaciones de todos los Si seran:

a) Un cambio de variables para que la forma inicial de las sucesivas ecua-
ciones de los Si , Sea Z? ,¥i ezo .

b) Explosiones del origen en los puntos (1,0,0) y (0,1,0) . En caso de ex-
plosiones en puntos de la forma (1, F,é) , se realizaran previamente
cambios de coordenadas del tipo (1) del lema 3 $2.2 , es decir:

X = X!
(1) Y
Z =12

YU+ poX
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c) Explosiones en (Z,X) vy (Z,Y) . La existencia de estas transforma-

ciones monoidales estd garantizada por los resultados de la seccidn 2.3. -

Observacién 2.- En esta seccidn trabajaremos con la proyeccidn 'estereogra-

fica' del diagrama de Newton D de la ecuacién f(X,Y,Z) = 0 y de sus ex-
plotadas.

A cada punto (a,b,c)e D , le hacemos corresponder el

punto  ( E%%— R B%%—)G;Qz , que es el que resulta de proyectar el punto

(a,b,c) desde (0,0,p) sobre el nivel 0 de D . Al conjunto de pro-

yecciones lo 1lamaremos diagrama E de la ecuacion f(Xx,Y,Z) = 0.

Definicidn 3.- Denominamos regidn de Newton E correspondiente al dia-
grama E, a la zona del plano xy que no contiene al origen, y que estd
timitada por:

a) La recta x = Xy donde Xy es laminima abcisa de los puntos de E.

b) La recta y = Yo > donde Yo ©s la minima ordenada de los puntos de E.

c) Las rectas que, pasando por dos o mds puntos de E ,dejan a los puntos

de E en distinto semiplano que el origen.

(Al polfgono que definen estas rectas lo llamaremos poligono de Newton -

del diagrama D ).
74
Es decir, E es una''envolvente con-

vexa'' de E , y es obvio que el nimero

de vértices del poligono de Newton es -

N finito.

Estudiaremos ahora el cambio de coordenadas al que ha-
cfamos alusién en la observacidn 1, para que las formas iniciales de las

ecuaciones de las Si (Yi eZO) , sea Z? . Para ello, definiremos lo -

que entenderemos por vértices contrictiles y contraccidn de vértices . del
poligono de Newton correspondiente a una ecuacidn f(X,Y,Z) = 0 , con
f(X,v,2) & k[{},Y,Z]Jde orden p., escrita en la forma de Weierstrass y de

forma inicial Zp .
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Definicidon h.- Un vértice (« ,P ) del poligono de Newton correspondien-
te a la ecuacidn f(X,Y,Z) =0, se dfce contractil , si verificanlas con-
diciones siguientes:
(5-1) (&,p) & 2p x Zp .
(b-2) Los términos de f(X,Y,Z) kque dan lugar a (o<,F~)e E son los del
desarrollo de
(z-axPylPyp

donde a¢k -&O}.

Definicidén 5.- Si ‘( &,[5) € E es un .vértice contrictil, llamaremos

contraccién de este vértice, al cambio de c¢oord. en kﬁ},Y,ﬂ] de ecua-
ciones (con la notacién de la definicién anterior):

X = X!
(2) Yy =y

2 =20 4 axt Py fle

i

Observacidén €.- Las modificaciones que experimenta E por el cambio (2),

se describen por los siguientes hechos:

a) El vértice (o<,F) desaparece.

b) Un punto cualquiera (5‘,X ) €E da lugar a puntos del segménto deter-
minado por («,(5) y (x,g) .

¢) Los antiguos vértices (salvo el (ol,ﬁ ) ) se conservan, pudiendo ha-
ber, evéntuaTmente, nuevos vértices entre los dos que eran mas proximos
a (o, F) .

En el caso de que haya vértfces contréctiles en el poli-
gono de Newton de f(X,Y,Z) = 0 (ecuacién de S), la composicidn de estas

contracciones (que probaremcs que son en nimero finito) es el cambio de

aludido énvla Observacidn 1.

Lema 7.- Despuéds de un nimero finito de cambios de coordenadas, los vér-

tices del polTfgono de Newton del diagrama resultante no son contractiles.
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Demostracidn.- Si no hay vértices contréctiles no hay nada que probar.

En otro caso, el procedimiento a seguir es: 1)contraer, si -es necesarib,
el vértice de minima ab;isa, 2) contraer,si es necesario,el vértice de -
minima ordenada y- 3) coniraer el resto de los vértices contractiles.
~til. Este vértice debe vecrifcar que a<p ya que, en caso contrario, la
curva de ideal ({Z,X) es permitida en S . Como (a,b)& Zp x Zp , debe
ser a=0 , b=cp con c¢c»2 .

Consideremos la interseccidn de la superficie dada con
el plano X=0:

f(o,v,z) = zP + ap_l(o,y)zp;1 + ..o+ a (oY) + aO(O,Y) ,
siendo ai(O,Y)é k[[Y_:” y g(ai(O,Y))>p-—i ,‘V/i=1,...,p .
-Si existe una serie b(Y)e;k[[Y]] tal que b(Y)p=aO(O,Y)

y se verifique que f(0,Y,Z) = (Z + b(¥))P , haciendo el cambio de coorde-

nadas
X = X!
Y =y
Z=12'-b(y")

queda que, el vértice de minima abcisa del diagrama resultante no es con-
tractil, ya que no estd en el eje vy .

~Si no cxiste ningin b(Y)él<[Bﬂ] con las condiciones
anteriores, estd claro que, con un nGmero finito de contracciones aparece
un vértice de minima abcisa no contrictil.
proceso anédlogo al del paso 1 nos garantiza que después de un cambio de
coordenadas no es contractil.
17gone de Newton de minima y midxima abcisa respectivamente, supuestos ya
no contrictiles. De los hechos siguientes, se deduce el lema:

a) La regién de Newton después de una contraccién estd estrictamente con=
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tenida en la regidon de Newton anterior, debido alaconvexidad de ambas vy
a la desaparicidn de un vértice. |

b) La regién de Newton siempre contiene a la regidn determinada por las
rectas x=ay AB e y=b1

c) Los vértices contractiles estén en Zp x Zp .

C.q.d.

Nota 8.- Obsérvese que los cambios de coordenadas del lema anterior man-
tienen la forma de Weierstrass de f(X,Y,Z) vy su forma inicial.

~ En adelante, supondremos que la ecuacion f(X,Y,Z) =0,
con las condiciones antério?es, tiene un poligonode Newton con los vérti-
ces no contractiles.

Observacidon 9.- Estudiaremos aqul el efecto que, sobre el poligono de

Newton de la ecuacién f{X,Y,Z) = 0, producen las explosiones en el ori-
gen en (1,0,0) y (0,1,0) , las explosiones en (Z,X) y (Z,Y) y los cam-
bios de coordenadas del tipo (1).

9:1 Explosiones_en_(Z,X).- un punto (,f) del diagrama E de f , -

con &> p , se transforma en el (0(—p,”P) . -Por tanto el diagrama E

experimenta una traslacion a la izquierda.

LA e g S R i T g S T T

9.2 Explosiones _en (Z,Y).- Un punto (W’,P ) de E de f , con ﬁ;p ,
se transforma en (MA,F -p) . Por tanto, el diagrama E experimenta una

traslacién hacia abajo.

L ok R T R AR L PP el Mpaiphapuaguig lipeapap el guqt Apaip U, JUitp. s Jpais

(A ,P Je E se tranforma en el (d~+67—p,P ), vy que puntos alineados se

transforman en buntos alineados. Mas concretamente, se verifican las si-

guiéntes propiedades:

a) Los punfos de E de la recta de ecuacién y =mx +n (m#-1), se = -
transfbfman en puntos de la recta de ecuacidn

+
m 4+ Dtpm

m+f”'x m+1
b) Los puntos de E de la recta de ecuacién y = -x +n (nxp), se -

transforman en puntos de la recta x = n-p .
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c) Los puntos de la recta % = n , se transforman en puntos de la recta
y = x + (p-n) .
As7, una recta se transforma en otra, que corresponde
a un giro en el sentido de las agujas del reloj, con centro el punto de
interseccion de la recta dada con la recta y=p; si estas rectas son pa-
ralelas, la recta dada es invariante.
Al aplicar estos resultados al poligono de Newton, se
obtieﬁé que:
(i) Los lados de pendiente m<£-1 dan lugar a rectas de pendiente positi-
va y no afectan por ello a la regién de Newton transformada.
(ii)Hos lados de pendiente m , con -1<m¢0 , dan lugar a rectas de pen-
diente negativa y si -1« m1‘<m2$0 se tiene que

.m m
I AP

1+m1 ]+m2

En resumen, después de una transformacidn cuadratica
en (1,0,0) , el poligonsde Newton evoluciona de modo que, los vértices
que son interseccién de lados de pendiente m<-1 deséparecen, y los de-
mas se mantienen como Vvértices.
anterior y se tiene que, los vértices del poligono de Newton que son in-
terseccibén de lados de bendiente m>-1 desaparecen y los démés se man-

tienen.

2.2 Cambios de_coordenadas del tipo (1).- Un punto cualquiera («,p)
del diagrama E, se transforma en puntos del segmento determinado por -
(d~,ﬁ) y (M-Fﬁ,O) . Luego el poligono.de Newton resultante puede per-

der eventuiimente, los vértices que son interseccidn de lados de pendien-

te mz-1-.

Lema 10.- Sea ‘F(X,Y,Z)Q;k[XX,Y,Z}] de orden p , escrita en la forma de
Weierstrass y forma inicial zP . Entonces, después de explosiones en =

(z,X) , (Z2,Y) o en el origen en los puntos (1,0,0) y (0,1,0) , los
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vértices del poligono de Newton resultante, son transformados de vértices
del poligono de Newton de f(X,Y,Z) =0 .

Demostracidon.- En el caso de las transformaciones moncidales el lema es

evidente. En el caso de una transformacion cuadrédtica en (1,0,0), hemos
visto en la Observacidn anterior que, puntos de la recta de ecuacién -
y = mx + n (m#-1) sé transforman‘en puntos de una recta de pendiente E%T .
| Consideremos, entonces, un lado del poligono de Newton
de ecuacidn dada con 0>m>-1 . Sea (p{,k ) un punto del diagrama de
Newton‘de f -, que verificard que
ﬂ;mx+n

El transformado (d~+ﬂ *p,F) , verifica entonces, que

m _ n+pm
F>|m1(m+Pp)+ —

Se deduce de aqul, que no - pueden aparecer nuevos vér-
tices, salvo los tranformados de los del poligono de f(X,Y,Z) = 0 que no

son [nterseccidn de lados de pendiente menor o'igual que ~1

Lema 11.- Sea f(x,Y,2)e kiIX,Y,Z}] en la forma de Weierstrass, de forma
inicial zP y de tal mode que, el poligono de Newton correspondiente tiene
sus vértices no contrictiles. Se verifica que:

(11.1) Después de una explosién en (Z,X) , (Z2,Y) o en el ofigen en los -
puntos (1,0,0) y (0,1,0) , los vértices del polfgono de Newton
resultante son no contrictiles.

(11.2) Después de un cambio de céordenadas del tipo (1), el vértice de mi-

nima abcisa se mantiene no contractil.

Demostracidn.~- Consideremos un vértice cualquiera (c(,ﬁ ) del poligono
de Newton de f(X,Y,2) = 0, qqé no es contféctil. Aplicamos la transforma-
cion monofda) de centro (Z,X); entonces pueden ocurrir dos posibilidades:
a) Si (o<;(s)<§62px2p entonces ((x"p,[’;.)t%:prZp . |

b) Si (d»,ﬂ>)é~2p x Zp , v los términos que definen a (0<—p,{3) en el

polfgéno transformado son
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- .

- 7 Py . _ .

(z, - axf”‘ P)/p Yf]"’/p ) P =2 {i)z; [ax]("( p)/pY/pl Pt
=0

entonces, los términos de f(X,Y,Z) que definen a (a~,p ) son, a fortiori,
AP .
(3) 7 (i)_ z'%x“/pyé/p} el L (7 - ax/PyFIP P
i=0 ‘

que se contradice con la hipdtesis de que (ai,/S) no es contractil.

De otro lado, si lo que realizamos es una transformacion
cuadrética en - (1,0,0) , entonces pueden ocurrir dos posibilidades:
a) Si (o(,(s )& Zp xZp sc tiene que (tx+{5-p,[5 )%;’,Zp x Zp .
b) Si }(X,(&)é Zp x Zp , y los términos que definen al punto (MWY3-p,ﬁ)
en el Ho]fgono de Newton resultante son )
. ax]("“’tG 'p)/pvf/p ) P =.Z’E;<Fi)>z; [axf‘””'p)/pyf/?} p-i

i=

los términos de f(X,Y,Z) que definen a (c(,ﬂy) son los de (3), que se -

(z

contradice con la hipétesis de que ( , ) no.es contractil.

Los casos que restan por estudiar son andlogos a los ya
vistos, salvo el del cambio de coordenadas. En este caso, es evidente que
vértice de minima abcisa se mantiene invariante, y por tanto no contréctil.
Mds aun, los vértices cuyo lado contiguo izquierdo es de pendiente m<-1,

se mantienen también invariantes y no contractiles.

c.q.d.

"'Nota 12.~ En resumen, supondremos que el poligono de Newton de f(X,Y,Z)=0

no tiene los vértices contractiles y que cada vez que se realice un cambio

de coordenadas del tipo (1) en la sucesidn admisible de explosiones {s{}ié 7

-se efectda la contracéién de los posibles vértices contractiles.

En estas condiciones podemos demostrar el resultado que

pretendiamos, es decir

Lema 13.~- Sea {Si}iGZ una sucesidn admisible de explosiones con multipli=

0

cidad estacionaria y con ecuaciones tales que los vértices de los poligonos
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de Newton respectivos son no contréctiles. Entonces, la forma inicial de

estas ecuaciones es Z? (Vie ZO) .

Demostracidn.- En caso contrario, si en un momento de la sucesidon la forma

inicial no es Z? s Sino que es (Zi+aXi+in)p , quiere decir que el polf-

gono de Newton correspondiente, corta al semiplano x+y<£p en puntos de

la recta x+y = p .

-Si a#0 , en T(')(Xi,Yi,Zi) estan los términos de
(Zi+aXi)p que definen el punto (p,C) de su diagrama de Newton. Este pun-

to tiene que ser, por ello, el vértice de maxima abcisa, que por hipdtesis
no es contréactil, y esto es una contradiccion.
!

-Si b#0, se razona igual con el vértice (0,p) de mini- -

ma abcisa.

Lema 14.- En las condiciones del lema anterior, se verifica que en {Si}ﬁ ez
~0

hay un nimero infinito de explosiones en (Z,Y) o de transformaciones cua-

draticas en (0,1,0) .

Demostracién.- En caso contrario, supongamos que hay sélo un nimero finito.

Consideremos la sucesidn {Sig , en la que no hay ning''na explosion en

i>n
(Z,Y) ni ninguna transformacién cuadratica en (0,1,0); supongamos también

que S es el transformado cuadrdtico de Sn en (1,0,0) . Sea -~ -~

n+l

f(n)(Xn,Yn,Zn) =0 la ecuacidn de Sn obtenida por las transformaciones

correspondientes, de la f{X,Y,Z) =0 de S

Consideremos la sucesidn {S; } isn definida por las
. =N,

condiciones siguientes:

es la transformada cuadratica de Si , entonces S;+1 es la
transformada cuadratica de S; , (i;:n).

c) Si S es el transformado monoidal de Si , entonces S% = §!

i+1
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En otras palabras, %S; } i, ©sla sucesion {Si§ i5n
. el . =

obviando las transformaciones monoidales.

Tomando la ecuacidn f(n)(X ,Y ,Z ) =0 de S$' , ladi-
n’ n’’n n
ferencia entre los diagramas E y E' de las Si % S} , respectivamen-

te, es evidentemente una traslacidon paralela al eje x.

Por tanto, {S;} ; es un punto estacionario para Sé,

>N

luego en Sé = Sn hay una curva permitida, ilegando asi a una contradic-

cidn conque Sn+1 es la transformada cuadritica de Sn

Demostracion del teorema de finitud de sucesiones admisibles.-

Sea {Si} e Zo una sucesion de explosiones admisibles

para S = SO de multiplicidad constante. Sea f(X,Y,Z) = 0 una ecuacidn

de S en k[[X,Y,Z:H escrita en la forma de Weierstrass, de forma inicial
zP y con los vértices de su diagrama E siendo no contractiles.

Se tiene que las ecuaciones de las Si (V i=0) se ob-

tienen a partir de f(X,Y,Z) = 0 por medio de las operaciones sigiientes:
1) Transformaciones cuadrdticas en (1,0,0) y (0,1,0) .

2) Transformaciones monoidales del tipo (Z,X) y (z,v) .

3) Cambios de ccordenadas del tipo X = X' , Y = Y'—lBX' , 1 =1"', segui-

dos de eventuales contracciones de vértices.

Consideremos el diagrama E de f(X,Y,Z) =0 vy fijé-
monos en el vértice de menor abcisa » a. cuya ordenada denotaremos

por my , es decir,

my= max‘{b l(a,b) es un vértice de E'}

En general, considerando la region de Newton E de la

ecuacion f(')(Xi,Yi,Zi) =0 de S, , sea

m, = m;vg%b\ (a,b) es un vértice de E } .
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Hemos probado en (11.2) que m. es invariante ante un cambio de variables

del tipo (1) y que tampoco varfa medianteuna posible contraccién de vérti-
ces.
f('+])( ) = 0 la ecuacién

- Entonces, sea Y

i+’ i+1’zi+1

de Si+1 obtenida a partir de f(')(Xi,Yi,Zi) = 0 por: a) una transforma-
cidn cuadratica en (1,0,0), b) una transformacién cuadratica en (0,1,0),

¢) una transformacidn monoidal en (Zi’xi)’ o d) una transformacién monoi-
dal en (Zi’Yi) . Estudiaremos en los casos anteriores la variacidn de

m con respecto 2 mi

i+1

a) _Transformacidn_cuadritica_en (1,0,0).- Se tiene que m,

_____________________________________ +‘|$m M

En efecto, la ordenada de los puntos de E no varfa
con esta explosidn, entonces:
(a-1) Si el lado contiguo por la derecha al vértice de minima abcisa,

(ni,mi) , era de pendiente pi>>—1 , probamos en (9.3) de la Observa-

cidn 9.que, el nuevo vértice (ni+mi-p,mi) sigue conservando el ca-

racter de minimalidad de su abcisa, luego M. =M

(a=2) Si el lado contiguo por la derecha al vértice de minima abcisa
(ni,mi) , era de pendiente pi<§—1 , después de la explosion, el
punto (ni+mi-p,mi) no es un vértice del poligono de Newton resul-
tante. Luego el nuevo vértice de minima abcisa, que es transformado
de un antiguo vértice, tiene una ordenada menor que m. , es decir
Mie1< ™

b) Transformacnon cuadritica_en__(0,1,0).- " Se tiene que m. g <m .

o i o e e e A . Y T T e e 2 o o e o, e s S o, e o

En efecto, la abcisa de los puntos de E no varfia con

esta explosidn, y si (ni,mi) es el vértice de minima abcisa (ni<jp) ,
(ni,mi+ni-p) es el vértice de mTnima abcisa en el poligono transformado.

Luego m g <m;



115

¢) Transformacién monoidal en (Zi,Xi).- Es evidente que m, , =m,

B i L e R T e A ]

~d) Transformacidn monoidal en (Zi,Yi).~ Es evidente que m. ,=m.-p <m..

- - > o B - . A . S o, o,

En definitiva, obtenemos una sucesiotn {nw } e 7 , ho creciente,
0

asociada a {Si } que, por el lema 14, no es estacionaria, y que con-

i€ ZO

duce a una contradicién con el hecho de que ta multiplicidad de las Si es

p, y la forma inicial es del tipo 2% ,Viez, .
c.q.d.
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