Trabajo Fin de Grado

Introduccion a la
Teoria de Bass—Serre

José Galvez Mateos

Departamento de Algebra

Maria
Cumplido Cabello
Codirectora del trabajo

José Manuel
Higes Lopez
Codirector del trabajo







A Chema, por estar siempre a mi lado,

a Alonso, por ser mi companero,

a Maria y Jose Manuel, por ser los mejores mentores,
y sobre todo, a mis padres, por apoyarme tanto.






Resumen

En el siguiente trabajo se pretende realizar una introduccion a la teoria de Bass-Serre. Esta consiste en el
estudio de grupos a través de su accion sobre objetos geométricos como son los grafos, més especificamente,
los arboles.

Para ello, comenzaremos dando algunos resultados sobre teoria de grupos que necesitaremos a lo
largo del desarrollo del presente escrito, construyendo la estructura de producto amalgamado, en la cual
se centraran, en esencia, nuestros resultados. A continuaciéon, concretaremos ciertos resultados sobre teoria,
de grafos, comentando la estrecha relacion que tienen algunos tipos de grafos con las estructuras de grupo.

Para concluir, aunaremos las estructuras antes vistas y trabajaremos con las herramientas desarrolla-
das el problema de los subgrupos de Artin-Tits parabolicos, dandole solucién para una subclase concreta.

Abstract

In the following work we intend to make an introduction to the Bass-Serre theory. It consists of the study
of groups through their action over geometric objects such as graphs, more specifically, trees.

To do this, we will begin by giving some results on group theory that we will need throughout the
development of this paper, building the amalgamated product structure, on which our results will essen-
tially focus. Next, we will specify certain results on graph theory, commenting on the close relationship
that some types of graphs have with group structures.

To conclude, we are going to combine the structures seen before and we are going to use the tools we
are going to use the tools we have previously developed to work on the problem of parabolic Artin-Tits
subgroups, proveing it for a specific subclass of them.
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1 | Grupos y amalgamas

1.1. Grupos

Comencemos introduciendo el objeto principal de nuestro estudio, que seré la estructura algebraica co-
nocida como grupo, al igual que algunos resultados basicos que usaremos frecuentemente.

Definiciéon (Grupo). Un grupo es un par (G, #), donde G es un conjunto y # : G x G —> G es una
operacion binaria satisfaciendo los siguientes axiomas:

= Asociatividad: Para todo g1, g2, g3 € G se tiene
(91 % g2) * g3 = g1 * (92 * g3)-

= FExistencia de elemento neutro: Existe un elemento neutro e € G tal que para todo g € G se tiene
que
gre=exg=g.

= Eristencia de elemento inverso: Para todo g € G existe un ¢’ € G tal que
gxg =g xg=e

Cuando no haya ambigiiedad, notaremos esta operaciéon mediante una yuxtaposicion, a saber, gy go :=

g1 # g2. De la misma manera, denotaremos al elemento neutro por 1 y al elemento inverso de g por g~'.

También, haciendo un abuso de notacién y salvo que se diga lo contrario, un grupo (G, ) sera notado
por G.

Definicién (Subgrupo). Sea G un grupo y sea H un subconjunto de G. Diremos que H es un subgrupo
de G, notado por H < G, si (H,*) es un grupo.

Un tipo particular de subgrupos son los subgrupos normales.

Definicién (Subgrupo normal). Sea G un grupo y sea N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo
normal de G, notado N < G, si para todo g € G se tiene que gN = Ng, entendiéndose

gN :={gn:ne N} y Ng:={ng:neN}.

Una vez definido el objeto algebraico a tratar, lo natural sera ver las aplicaciones que preservan la
estructura que hemos definido.

Definiciéon (Homomorfismo de grupos). Sean G y H dos grupos y sea ¢ : G —> H una aplicacion.
Diremos ¢ es un homomorfismo de grupos si para todo g1, g2 € G se tiene que

©(9192) = ¢(g1)¢(g2) € H.

En el caso de ser ¢ un homomorfismo de grupos biyectivo, diremos que es un isomorfismo de grupos.
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Proposicion 1.1.1 (Grupo cociente). Sea G un grupo y H < G. Entonces G/H := {gH : g € G} tiene
estructura de grupo st y solo si H es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Supongamos que G/H tiene una estructura de grupo. Consideremos la siguiente aplicacion
¥ : (G/H) x (G/H) — G/H dada por ¢(g1H, g2H) = (9192)H, la cual describe el producto natural en
G/H.

Veamos que esta aplicacion solo puede estar bien definida si H es un subgrupo normal. Notemos que
si h € H, entonces gH = (gh)H. Supongamos que 1 esta bien definida, entonces

H = (997" )H =¢(gH,g"'H) = ¢((gh)H,g~ ' H) = (ghg™")H.

Vemos asi que necesariamente H ha de ser un subgrupo normal de G.

Supongamos ahora que H es un subgrupo normal de G. Basta probar que v esta bien definida, o sea,
que no depende del representante elegido. Sean g1, g7, 92,95 € G tales que 1 H = g1H y goH = g4H.
Dadas estas igualdades, necesariamente han de existir hy,hy € H tales que ¢f = gih1 y g5 = g2ha.
Entonces

V(g H, g5 H) = (9195)H = (g1h1g2h2)H = (9192(g5 "h1g2)ha) H.

Como H es un subgrupo normal, entonces g5 'hygo € H implica que 9y Yhygoho € H. Por lo tanto

V(g H, g5 H) = (9192(g5 'h1g2)ha)H = (g192)H = ¥(91H, g2 H).

Vemos que la imagen no depende del representante elegido, por lo que ¥ esté bien definida. O
Pasemos a dar un nuevo punto de vista de los elementos de un grupo.

Definicién (Conjunto generador). Sea G un grupo y sea S < G un subconjunto. Llamaremos subgrupo
de G generado por S al menor subgrupo de G respecto de la inclusiéon, que contenga a S. Este sera
denotado por {(S)q. Se dira que S genera a G si (S)¢ = G.

Visto el concepto de conjunto generador, podemos introducir la nocién de grupo libre.

Definicion (Grupo libre). Sea S un conjunto y G un grupo que contiene a S. Diremos que G esta
generado libremente por S si cumple la siguiente propiedad universal: Para todo grupo H y toda aplicacion
@ : S —> H existe un unico homomorfismo de grupos @ : G — H extendiendo a ¢. Esto es

S—Y-H

\L 7

i Ve
/o~

Y ®

G

donde i : S —> G es la inclusion. Diremos que un grupo es libre si es libremente generado por algtn
conjunto S.

Proposicion 1.1.2 (Unicidad del grupo libre, Proposicion 2.2.6 [I3]). Sea S un conjunto. Entonces,
salvo isomorfismo, el grupo libre generado por S, si existe, es unico.

Demostracion. Supongamos que existen dos grupos G1 y G5 generados libremente por S. Denotemos la
inclusion de S a Gy y G4 por i; e iy respectivamente. Por ser G libremente generado por S, la propiedad
universal de los grupos libres nos garantiza que existe un unico homomorfismo de grupos ¢; : G; — G2
tal que @7 041 = 1. De manera analoga, ha de existir un tiinico homomorfismo de grupos @5 : Go — G4
tal que @9 0 iy = o.

Y1 P2
S ———= Gy S —— G,
‘L : ‘L :
; s ; s
11 2
s ary
/ ¥1 o Y2
Gl GQ
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Consideremos los homomorfismos @y 0 @1 : G1 —> G1 y @1 0 @2 : Go —> G4. Estos homomorfismos
hacen los diagramas

S S22 Gy
7 7
NP P
/ $20p1 / P10¥2
G1 Ga

conmutativos. Sea s € S. Entonces

(P20 P10i1)(s) = (P20 P1)(s) = p1(s)

Podemos tomar ¢, = ig, la aplicacién inclusion de S en Gy, por lo que necesariamente se tiene que
P2 0@y = idg,. Anadlogamente, se tiene que @1 o 3 = idg,. Obtenemos dos isomorfismos de grupos, que
son los tinicos que extienden a la aplicacién identidad, por la propiedad universal de los grupos libres.
Por lo tanto, deducimos que G1 y G2 son iguales salvo isomorfismo. O

Proposicion 1.1.3 (Existencia del grupo libre, Teorema 2.2.7 [13]). Sea S un conjunto. Entonces existe
un grupo generado libremente por S.

Demostracion. Consideremos el conjunto A := S U S, al que llamaremos alfabeto, donde S = {5 : s € S}
es una copia disjunta de S. La idea consistird en crear palabras con los elementos de S y S , donde los
elementos de S hacen la funcién de inversos de los elementos de S.

Primero, definimos A* como el conjunto de todas las posibles palabras de los elementos de A junto
con la palabra nula 1, entendiéndose palabra por la concatenacion de elementos de A. De manera més
precisa, definimos una operacion A* x A* — A* tal que (x,y) — xy y pedimos que sea asociativa y
que tenga por elemento neutro a 1.

Creado el conjunto A*, consideremos el conjunto

F(S):= A%/ ~
donde ~ es la relacion de equivalencia dada por
x88y ~ vy Vo,ye A* Vse S y x8sy ~ vy Vo,ye A* Vse S

Notemos a los elementos de F(S) por [z] con x € A*. Consideremos ahora la operacion # : F(S) x
F(S) — F(S) dada por [z] # [y] = [zy].- Veamos que esta bien definido. Sea x,z’,y,y" € A* tal que
[z] = [2'] e [y] = [¢]- Sin pérdida de generalidad podemos tomar s; y so tal que ' = 51812 e y' = s282y.
Entonces

[2'] = [y] = [2"y] = [s181(252529)] = [s1812y] = [wy].

De manera analoga podemos tomar §s, y en ambos casos pueden estar multiplicados a izquierda o a
derecha. En el caso de no obtenerse directamente, lo anterior reduce la palabra, por lo que podemos
obtener la segunda a partir de la primera mediante este tipo de operaciones. En consecuencia, la operacién
est4 bien definida. Veamos ahora que (F(S), *) es un grupo. Notemos que [1] es el elemento neutro bajo
la operacion #, y la asociatividad de la composicién viene heredada de A*. Definimos la aplicacion
I: A* — A* definida recursivamente por

I1) =1 I(sz) = I(x)3 I(3z) = I(x)s

para todo z € A* y para todo s € S. Notemos que I(I(z)) = z, pues si € A*, entonces z = $1 ... s, con
81,-..,8n € A. Entonces
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Notemos ademas que

y en consecuencia
[2] « [I(z)] = [I(I(2))] = [I(z)] = [I(I(x))](x)] = [1].
Hemos demostrado la exitencia de elemento inverso. Se tiene, pues, que (F(S),*) es un grupo. Resta
probar que F'(S) es libremente generado por S.
Sea i : § — F(S) la aplicacién dada por i(s) = [s]. Por construcciéon, F(S) estd generado por
i(S). Consideremos un grupo G cualquiera y una aplicaciéon ¢ : S — G. A partir de ¢ construimos
p* : A* — G inductivamente tal que

e*(1) =1 @*(sz) = p(s)p*(z) ©*(52) = (p(s)) " o*(z)

para todo s € S y para todo x € A*. Veamos que es compatible con la relacion de equivalencia ~. Sean
x,y € A* tal que [z] = [y]. Tomemos s € S tal que y = ssz. Entonces

©*(y) = ¢*(s8z) = @(s)p™(3z) = @(s)((s)) '™ (x) = ¢* ().

Por lo tanto, ¢* induce una aplicacion ¢ : FI(S) — G, dada por @([z]) = ¢*(z), que esta bien definida
y es un homomorfismo de grupos. Ademés, por construccion se tiene que @ o¢ = ¢, y como i(S) genera
a F(S), el homomorfismo que hemos creado es el anico posible cumpliendo esa propiedad. Falta probar
que i es inyectiva para probar que F(S) cumple la propiedad universal de los grupos libres.

Sean s1,$2 € S. Consideremos la aplicacion ¢ : S — Z dada por ¢(s1) = 1y ¢(s2) = —1. El
correspondiente homomorfismo de grupos @ : F'(S) — Z ha de satisfacer

Pi(s1)) = ¢(s1) = 1 # —1 = p(s2) = P(i(s2))-

En particular, i(s1) # i(s2). En consecuencia, i es inyectiva. Concluimos que F'(S) cumple la propiedad
universal de los grupos libres, y por lo tanto, es un grupo libre generado por S. O

Hemos obtenido asi que, partiendo de cualquier conjunto, siempre vamos a ser capaces de obtener
una estructura de grupo libre. Es claro que todo grupo no es libre, por lo que seria conveniente poder
manejar de manera similar un grupo de manera mas general. Esto inspira las siguientes definiciones.

Definiciéon (Clausura normal de un conjunto). Sea G un grupo y S € G un subconjunto. Llamaremos
subgrupo normal de G generado por S, notado {(S)g, al menor subgrupo normal de G con respecto a la
inclusién, que contiene a S.

N\ ¥
Definiciéon (Generadores y relaciones). Sea S un conjunto y R < (S v S) un subconjunto. Sea F(.S)

el grupo libre generado por S. Llamaremos grupo generado por S con relaciones R a

(SIR) = F(S)/(R)F(s)-

Si G es un grupo tal que G = {S|R) para algtin S y para cierto R, diremos que (S|R) es una presentacion
de G.

Veamos un ejemplo. Consideremos el grupo (Z,+). Es evidente que el elemento neutro es 0 y el
elemento inverso de n es —n para todo n € Z. Notemos que dadon € Z, esn =1+ --- + 1 n veces,
por lo que Z esta generado por {1}. Veamos que es un grupo libre. Sea ¢ : {1} — G con G un grupo
cualquiera, tal que ¢(1) = g € G. Podemos considerar el homomorfismo de grupos ¢ : Z — G dado por

gn)=yg---g:=g" Fl-n)=g'-gli=g"
n veces n veces

entendiéndose n como un entero positivo. Vemos que @ exitende a ¢ y de manera tnica, pues {1} genera
a Z. Por lo tanto, (Z, +) es un grupo libre generado por {1}. Por ser generado por un tunico elemento y
ser un grupo libre, tenemos

Z = F({a}).
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Tomemos el subgrupo mZ = {mz : z € Z}, con m € Z. Como Z es abeliano, todos sus subgrupos son
normales, en particular mZ. Podemos notar que mZ esté generado por {m}, que visto como elemento de
F({a}) seria a™. Entonces

Zjm := Z/mZ = F({a})/{{a" })F(1a}) = ala™).

1.2. Accién de grupo

En esta seccion se pretende desarrollar una de las relaciones que tienen los grupos con el resto de los
objetos matematicos: las acciones de grupo.

Definiciéon (Categoria). Una categoria C consta de las siguientes componentes:
= Una clase Ob(C), cuyos elementos son llamados objetos de C.

= Un conjunto Mor¢(X,Y) para cualquier X, Y € Ob(X,Y), cuyos elementos son llamados morfismos,
en este caso, morfismos de X a Y.

= Se ha de cumplir que para todo X,Y, Z € Ob(C) se tenga una operaciéon de composicion
o: More(Y, Z) x More(X,Y) — More(X, Z)
tal que (g, f) — go f.
Todo lo anterior ha de cumplir las siguientes condiciones:

= Para todo X € Ob(C) hay un elemento idx € More(X, X) cumpliendo que para todo Y € Ob(C),
para todo f € More(X,Y) y g € More(Y, X) se tenga

foldx = f y idxy og =g.
Al morfismo idx se le llama morfismo identidad de X en la categoria C.

= La operacion de composicion de morfismos ha de ser asociativa. Esto es, para todo W, XY, Z €
Ob(C) y para todo f € More(W, X), g € More(X,Y) v h € More(Y, Z) se ha de tener que

ho(gof)=(hog)of.

Pongamos un ejemplo para aclarar el concepto. La categoria Grupos consiste en:
= Objetos: Los objetos de la categoria Grupos seran todos los grupos.

s Morfismos: Para todo G, H € Ob(Grupos) el conjunto Morgrupos(G, H) sera el conjunto de todos
los homomorfismos de grupos de G a H.

= Composicion: Como composiciéon tomamos la composicion usual de aplicaciones.

Definiciéon (Isomorfismo de categorias). Sea C una categoria y sean X,Y € Ob(C). Entonces, X e Y se
diran isomorfos en C si existe un f € More(X,Y) y g € More(Y, X) tal que go f =idx y fog =idy. En
este caso, diremos que f y ¢ son isomorfismos en C y escribiremos X ~¢ Y. Si la categoria es evidente,
escribiremos simplemente X ~ Y.

En el caso de que X =Y, diremos que f y g son automorfismos. El conjunto de automorfismos de X
en la categoria C lo notaremos por Aute(X).

Proposicion 1.2.1. Sea C una categoria y sea X € Ob(C). Entonces Aute(X) tiene estructura de grupo.
Es mds, dado un grupo G existe una categoria C y un objeto X € Ob(C) tal que G =~ Aute(X).
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Demostracion. Consideremos C una categoria y sea X € Ob(C). Primero, como la composicion de mor-
fismos en una categoria es asociativa, también lo serda para los automorfismos. Sean f,g € Aute(X).
Claramente, tanto f o g como go f estdn en Aute(X) por definicion, por lo que es cerrado bajo la ope-
racion de composicion. Por la condicién de existencia de identidad, por definicién de idy, esta actua
como la identidad. Por ultimo, por estar Aute(X) formado por isomorfismos, la existencia de elementos
inversos esta garantizada. Deducimos que Aute(X) es un grupo.

Sea C una categoria tal que solo contenga un tnico objeto X. Tomemos el conjunto Mor¢ (X, X) := G
y definimos la composicién en Mor¢ (X, X) como la operacion de composicion de G. Se tiene asi que, en
efecto, es C una categoria. O

Definiciéon (Accion de grupo). Sea G un grupo, C un categoria y X € Ob(C). Una accién de G sobre
X en la categoria C, que denotaremos por G C¢ X, es un homomorfismo de grupos G — Aute(X).
Podemos ver una accién de grupo sobre X como una aplicacién

UV:GxX—X
definida como ¥(g,x) = f,(x) para todo g € G y para todo z € X, de manera que

fg o fn = fon,
siendo fy, fr € Aut(C) asociados a g y a h. En lo que sigue, denotaremos g - x := ¥(g, x).

Una vez definida la accién de un grupo, hay ciertos conjuntos que nos resultardn de gran interés, los
cuales se obtienen a partir de éstas acciones.

Definicién (Orbita). Sea G un grupo y sea X un conjunto tal que G & X. Para cada x € X, llamaremos
orbita de x bajo la accién de G al conjunto

G- z={g-v:9eG}.

De la misma manera, podemos considerar el conjunto cociente de X dado por la accién de G como
G\X ={G -z:ze X}

que es el conjunto de todas las 6rbitas.

Definicion (Estabilizador). Sea G un grupo y sea X un conjunto tal que G & X. Dado un z € X, se
define el estabilizador de = por la acciéon de G como

Gy={9eG:g-z=ux}.

Proposicion 1.2.2. Dado un grupo G y un conjunto X tal que G C X, se tiene que para todo x € G es
G, <G.

Demostracion. Notemos que 1 € G, para cualquier € X. Ademés, dados g, h € G, se tiene que
gh-r=g-x==x

por lo que gh € G,. Por tltimo, la existencia de elemento inverso se obtiene por la definicién de accién
de grupo, ya que asociamos cada elemento de G con un automorfismo. En consecuencia, G, < G para
todo z € X. O

Definiciéon (Conjunto de puntos fijos). Dado un grupo G y un conjunto X tal que G & X, sea g € G.
Llamaremos conjunto de puntos fijos de g respecto de la acciéon de G sobre X a

X9={rxeX: g -z=u}

Definicién (Accion libre). Dado un grupo G y un conjunto X tal que G G X, diremos que la acciéon de
G sobre X es libre si para todo z € X se tiene que G, = {1}.
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Veamos un ejemplo para aclarar todos los conceptos. Consideremos S = {z € C : |2|] = 1} la
circunferencia unidad y tomemos un a € R. Podemos crear una accién Z & S' de manera que dadon € Z
y z € S1, definimos

n-z = eXmany,

Es sencillo comprobar que, en efecto, es una acciéon de grupo que esté bien definida para cualquier
a € Ry, ademas, que la accién tiene propiedades distintas dependiendo del a tomado. Veamos la forma
de las orbitas. Fijemos z € S'. Entonces

Z-z={n-z:nel}={""2:nel}.

Supongamos « € Q, entonces existen p,q € Z, con q # 0, tal que a = %. Entonces existe un ntmero
finito de elementos en la 6rbita, pues

27riocqz _

qg-z=e¢€ 2Py — 2 =0 2.

Vemos asi que el conjunto es finito, es mas, tiene q elementos. Pasemos a ver los estabilizadores.
Zy={neZ:n-z=z}.

Por lo antes visto, se tiene que n- z = z < n = gk con k € Z. Esto es, Z, = qZ.

En el caso o € R\Q, no puede existir n € Z\{0} tal que n - z = z, puesto que si existiese habria un
n € Z\{0} tal que na € Z, lo cual es absurdo, pues « es irracional. En consecuencia, Z, = {0}. Por el
mismo razonamiento se puede deducir que Z - z = S', obteniéndose asi que la accién es libre.

1.3. Amalgamas

Pasamos a construir una estructura conocida como amalgama. Para ello, necesitaremos ciertas defi-
niciones previas. En lo que sigue, todo homomorfismo se entendera por homomorfismo de grupos.

Definicién (Limite directo). Sea {G};e; una familia de grupos y, para cada par (i, j), sea F;; un conjunto
de homomorfismos de G; a G;. Supongamos que existe un grupo G y una familia de homomorfismos {f; }ier
tal que f; : G; — G para cada i € I, cumpliendo que f; o f = f; para todo f € Fj;, y siendo universal;
es decir, si H es un grupo y {h;}ic; es una familia de homomorfismos tal que h; : G; — H cumpliendo
hjo f = h; para todo f € Fj;, entonces existe un Gnico homomorfismo h : G — H tal que h; = ho f;.
Entonces diremos que G es el limite directo de la familia {G;};c; respecto de los homomorfismos F;, y
lo notaremos por G := @Gi.

Esto puede entenderse mejor con el siguiente diagrama conmutativo:

Proposicion 1.3.1 (Existencia y unicidad del limite directo). Dada una familia de grupos {G;}icr y unos
conjuntos F;; como los antes definidos, entonces existe su limite directo y es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Para comprobar la existencia, construyamos el grupo por medio de generadores y relacio-
nes. Sea G; =~ (S;|R;) para todo grupo de {G;}. Consideremos el grupo G como

G=(|]s <ER> Y (i,j|:|IRij>>

iel
10
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donde
Rij={zy ' :2€G;yeGjey= f(z) para algin f € F;;}

si 4 # j o vacio en caso contrario.

Tomando como familia de homomorfismos la inclusién s; : G; — G, podemos observar que G es el
limite directo deseado, pues dado (i,7) € I x I y tomando f € F;; y « € G; se tiene que s;(z) = (s;j0 f)(x)
por las relaciones en R;;. Notemos ademas que, por la manera en la que se ha definido G, para todo 7 € I
se tiene que G; < G, pues este contiene todos sus generadores y sus relaciones.

Sea H un grupo y {7i}icr una familia de homomorfismos tal que +; : G; — H cumpliendo que
para todo f € Fj; se tiene que v; o f = «;. Consideremos v : G — H definido como v, = 7;. Este
homomorfismo esté bien definido, pues los generadores de G son la unién disjunta de los generadores de
cada (G;, y por construccion tenemos que ; = yos; para todo ¢ € I. Veamos que <y es Gnico. Supongamos
que existe otro homomorfismo v’ : G — H cumpliendo las mismas propiedades que +. Entonces para
todo ¢ € I se tiene que

vi=v0s8 =708 =y=7.

Esto prueba la universalidad de G.

Veamos por iltimo que G es tnico salvo isomorfismo. Para ello, supongamos que existen dos limites
directos, por ejemplo, G con los homomorfismos {f;}ier vy G' con los homomorfismos {f/};c;. Haciendo
uso de la universalidad del limite directo, ha de existir un tnico homomorfismo i : G —> G’ cumpliendo
que ho f; = f! para todo i € I. De manera analoga, ha de existir un Gnico homomorfismo #' : G’ — G
cumpliendo que b’ o f! = f; para todo i € I. Tenemos asi que

fl=hofi=hoh'oflViel < hoh' =idg;
fi=HWofl =WohofiViel <k oh=idg.
Esto es, G =~ G'. O

Definicién (Producto amalgamado). Sea A un grupo, {G;};cr una familia de grupos y un conjunto { f; }ics
de homomorfismos inyectivos f; : A — G,;. Llamaremos producto amalgamado de {G;};cs respecto de A
al limite directo de {A} U {G;};ca respecto de los homomorfismos {f;}ies, y lo notaremos por #4G;. En
caso de ser A = {1}, diremos que el producto es libre.

De nuevo, podemos observarlo mejor en el siguiente diagrama conmutativo.

fi G; Si
TN
A #AG

siendo s; : G; —> * 4G, los homomorfismos canénicos para todo i € I, es decir, homomorfismos inyectivos.

Veamos una construcciéon explicita de los productos amalgamados mediante generadores y relaciones.
Consideremos cada G; =~ {S;|R;). Siguiendo la construccion hecha en la Proposicion 1.3.1, podemos
obtener una presentacion explicita del producto amalgamado de {G;};cr antes dados, respecto a un

grupo A:
<|_|R,> U (I_I {fi(a) = fi(a) VaeAsii;éj}>>.

el i,j5€l

*AGi; |_|Sz

el

Construida la estructura de producto amalgamado, profundizaremos en las palabras que pueden ser
formadas en dicha estructura.

Definicion (Palabra reducida). Sea A un grupo y {G,;};e; una familia de grupos tales que #4G; es un
producto amalgamado. Para cada i € I, elegimos un conjunto W; de representantes de las clases laterales
a la derecha de G; mod A tal que 1 € W;. Consideremos i = (41,...,%,), con n = 1, una secuencia de
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elementos de I satisfaciendo que para todo 1 < m < n — 1 se tiene @, # #m+1. Llamaremos palabra
reducida de tipo i a cualquier familia

m = (a; 81,82, --,8n)
conac A;, s1eW;,....,sne W; ys; #1 para todo j.

Teorema 1.3.1 (Teorema de estructura del producto amalgamado, Teorema 1, pg. 3 [16]). Sea G = x4G;,
h el homomorfismo candnico de A a G, y h; el homomorfismo candnico de G; a G para todo i € 1.
Entonces, usando la notacion anterior, para todo g € G existe una secuencia i satisfaciendo las condiciones
anteriores, y una palabra reducida m = (a; $1,...,8,) de tipo i tal que

g = h(a)hi,(s1) - hi, (sn)
de manera que tanto m como i son unicas.

Demostracion. Consideremos X; el conjunto de las palabras reducidas de tipo i y sea
X =| |x.
i

La idea de la prueba se basa en hacer actuar G sobre X y ver que la accion inducida en A no depende
del tipo de la palabra reducida, o sea, de i. Notemos que, por la propiedad universal de GG, este queda
totalmente determinado por cada grupo G;, por lo que sera suficiente hacer actuar cada grupo G; sobre X.

Fijemos un r € I y sea Y,. el conjunto de las palabras reducidas de la forma (1;sy,..., s, ), cumpliendo
i1 # r. Consideramos las aplicaciones 1, : A x Y, — X, dada por

Ur(a, (1581, ...,8,)) = (a;81,...,8n),

y or t Ax (W,\{1}) x Y, — X, dada por

or(a, s, (1;81,...,8)) = (a;8,81,...,8n)

Estas aplicaciones estan bien definidas por la definiciéon de Y. . Hemos obtenido asi una biyeccion entre
(AxY;)u(Ax (W\{1}) xY;) y X, pues Im(3),) son todas las palabras reducidas tal que iy # r
mientras que Im(yp,) son todas las que iy = r. Ahora, considerando la aplicacion &, : A x W, — G,
definida como &,.(a,s) = as obtenemos una biyeccion, pues W,. son representantes de las clases a la
derecha sobre A. En consecuencia, podemos identificar A U (A x (W,\{1})) con G,, y por ende, como
(AxY,)u(Ax (W:\{1}) xY,) = X, obtenemos una biyeccion

v, :Gr xY, — X

heredada de &, de ¥, y de ¢,..
Pasemos a efectuar la accion de grupo. Definimos la acciéon G, C (G, x Y;.) tal que, dado ¢’ € G, y
(9,y) € G, x Y, se tiene
9 (9,9) = (d'9,v).

Como solo altera los elementos de G, operéandolos con otros elementos de G,., por ser éstos grupos, la
accion esta bien definida. Ahora, como G, XY, = X por 1,., se induce una acciéon de G,. sobre X. Notemos
que, si nos restringimos a A, dado a’ € Ay (a;s1,...,8,) € A x Y., se tiene que

a - (a;s1,...,8,) = (d'a;s1,...,8,).

Es inmediato observar que esta acciéon no depende de r.

Una vez construida una accién de cada G, sobre X, se tiene una acciéon de G sobre X heredada de
cada G, mediante h,. Es méas, si m = (a;$1,...,5,) es una palabra reducida y ¢ es su imagen en G
mediante los homomorfismos h y los h; (a saber, g = h(a)hi, (s1) - hi, ($n)), se tiene que g - (1; ) es el
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mismo m. Veamos esto. Tomemos m y su respectivo g como antes, y consideremos ¢ - (1; ). Como cada
h; es un homomorfismo inyectivo, podemos identificar cada h;,(s,) con s,, por lo que

9+ (@) = (h(a)hi, (s1) -+ hi, (50)) - (1;@) = (h(@)ha, (s1) +~ hi,_y (Sn-1)) - (L580) =
= (h(a)hil(sl) . -~hin72(sn,2)) “(1;8p-1,8n) = -+ =h(a) - (1;81,...,8,) = m.
Sea a: G — X dada por a(g9) =g - (1;) y 8: X — G dada por
Bla;s1,. ..,y 8n) = h(a)h;, (s1) - hi, (sn).

Asi, si tomamos (a; $1,...,8,) € X se tiene que
(o B)(a;s1,...,8,) = a(h(a)hi, (s1) - hi, ($n)) = (a; 81, .., Sn)-

Se deduce que avo f = idx. Veamos que § es inyectiva. Por reduccién al absurdo, supongamos que no lo
es. Entonces existen d1, 02 € X palabras reducidas distintas tales que 3(d1) = 5(d2). Entonces

51 = idx (81) = (a0 B)(61) = (a0 §)(82) = idx (32) = bo.

Esto es absurdo, pues supusimos que dichos elementos eran distintos. Se deduce asi que § es inyectiva, y
en consecuencia, se tiene que la descomposicion es tinica. Nos queda probar la unicidad de las palabras
reducidas. Esto es equivalente a probar que G =~ X. Primero, por ser 3 inyectiva se tiene que X =~ (X)) <
G. Por otra parte, por la accién antes definida, es claro que G, - X € X para todo r € I, en tanto que
una palabra reducida es mandada a otra. En consecuencia, G - X € X. Se deduce pues que G = X, pues

la palabra trivial esta en X. O

Corolario 1.3.1 (Teorema 2, pg. 4 [16]). En uso de la notacion del teorema anterior, consideremos
T el conjunto de todas las posibles sucesiones de elementos de I, tales que dado un n € N, la sucesion
(41,...,1n) € I cumpla que ip # imq1 para todo 1 < m < n —1. Dado un j € Z, definimos Gj como el
conjunto dado por el cociente de (G \A) x -+ x (G;, \A) bajo la accion de A", definida por

(ah ey an—l) : (gla o .. 7gn) = (glal_la a192a2_17 e yan—QQn—lagil; an—lgn) .

Entonces existe una biyeccion entre

heredada de h y los h;.

Demostracion. Dado j = (i1,...,1,) € Z, definamos Gj := (G;,\A) x --- x (G;,\A). Asi, podemos definir
Y5 : Gj — %G, dado por
Ui(91, -5 9n) = hiy(g1) -+ i, (gn)

el cual nos induce una aplicacion 5 : G5 — *4G; pasando al cociente. Veamos que esta aplicacién esta

bien definida. Sean (g1,...,9n) ¥ (r1,...,7,) dos representantes de un mismo elemento de éj. Entonces,
existe un (ay,...,a,—1) € A"~1 de manera que

(91,9251 9n—1,9n) = (7“1(11_1, air2ay’, ... ap_arp_1a,ty, An-1T7) -
Por lo tanto, si denotamos [g1, ..., gn] a la clase del elemento (g1, ..., gn), tenemos

~

7/{1([9177%]) = wj(glvagn) = hh(gl)h’tn(gn) =

= hi, (r1a3 " hiy(a1r2a5 ") -+ i, (@n—arn—1a, 1) R, (Gn_177).
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Notemos que por la estructura de producto amalgamado, si ¢ € A, entonces h;, (¢) = hi,(q) para todo
k,t e I. Por ello, tenemos

hiy (r1al b, (arraag ™) = ha, (r1)ha, (a1) ™ iy (a1) iy (r2) hiy (a3 ™) = R, (r1)hay (r2)hig (a3 ™).

Si se prosigue de esta manera, se obtiene que

hiy(91) -+ i, (gn) = hiy (1) - b, (1) = 501, o) = ¥5([1, - ma])

Probamos asi que @Zj esta bien definida.

Elijamos ahora los conjuntos de representantes W, para todo r € I como en el teorema anterior.
Entonces por el Teorema de estructura del producto amalgamado existe una tnica palabra reducida
m = (a; $1,...,5,) tal que

Ui(lg1, -2 9n)) = h(@)hi, (1) -+~ B, (s0)
donde a € Ay s, € W;, \{1}. Asi, definimos la aplicacion

U:Au I_léj)—>*AGi
[

definida como \Ill & = TZj y ¥4 = h. Por la unicidad de la palabra reducida, ¥ es inyectiva. Veamos
la sobreyectividad. Sea g € *4G;. De nuevo, por el Teorema de estructura del producto amalgamado

existe una unica secuencia k = (j1,...,j,) ¥y una tnica palabra reducida z = (a; s1,. .., sy,) tal que g =
h(a)hj, (s1) - hj,, (Sm). Si consideramos la aplicacion inversa g — [s1a™ !, asea™, ... as,—1a7!, as,] si
k+#J,yg— asik=¢, vemos que U es sobreyectiva, y en consecuencia, es una biyeccion. O

Proposicion 1.3.2 (Proposicion 3, pg. 6 [16]). Sea *2G; un producto amalgamado. Para todo i € I, sea
H; < G;. Supongamos que B = A n H; no depende de i. Entonces el homomorfismo xgH; — %4G;,
inducido por las inclusiones H; — G;, es inyectivo.

Demostracion. Notemos que, debido a que B no depende de i, se tiene que B < H; para todo ¢ € I. Por
ello, para cada ¢ € I, tomamos un conjunto Z; de representantes de clases a la derecha de H; mod B.
Ademas, por definicion se tiene que B < A, y en consecuencia podemos extender cada conjunto Z; a otro
conjunto W; de representantes de clases a la derecha, en este caso, de G; mdéd A. Tomando la aplicacion
v; : Z; — W; inducida por la inclusién H; — G; para todo ¢ € I, podemos identificar cada clase lateral
de Z; en W, de manera inyectiva, y en consecuencia, toda palabra reducida de xpH,; resulta en una
palabra reducida de *4G;, que ha de ser tnica por la inyectividad de cada -;. Se tiene asi la inyectividad
de la aplicaciéon =g H; — %4 G;. ]

Hemos desarrollado asi todas las construcciones, en lo que a grupos se refiere, que nos seran necesarias
para introducir la teoria de Bass-Serre.

Como aplicaciéon importante de las construcciones por productos amalgamados, tenemos las conocidas
como extensiones HNN, en honor a sus creadores Graham Higman, Bernhard Hermann Neumann y
Hanna Neumann. Supongamos G un grupo, A < G y ¥ : A — G un homomorfismo inyectivo. Se llama
extension HNN de G por A respecto de ¢ al grupo G 4 ¢ tal que contiene a G y un elemento s de manera
que ¥(a) = sas~! para todo a € A.

Este grupo puede construirse como sigue. Consideremos el grupo Z =~ F'({s}) y construimos G’ = G*Z.
Consideremos el subgrupo N de G’ generado por

{sas™'9(a) " 1 a € A},
que es normal en G’. Si tomamos G4 ¢ := G'/N, podemos ver que, si G = (S|R), entonces
Gay:=G'/N ={(Su{s}|R)/N ={(Su{s}{Ru {sas "I(a)"" 1aec A})

Obtenemos asi el grupo deseado.
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2 | Grafos, arboles y acciones de grupo

2.1. Grafos. Arboles

Introduzcamos el segundo objeto de nuestro estudio: los arboles. Estos nos permitiran relacionar las
estructuras de grupos con ciertas propiedades topologicas. Asi, comenzaremos con algunas definiciones
para fijar notacion.

Definicién (Grafo). Consideremos X e Y dos conjuntos y dos aplicaciones

Y — XxX
y — (o(y),t(y))

Y — Y
y — ¥
que satisfacen que para todo y € Y se tiene que ¥ = 3, ¥ # y y o(y) = t(y). Llamaremos grafo T a

todo par (X,Y’) cumpliendo estas propiedades. Denotaremos X = vert(I'), nombrados como vértices, y a
Y = arist(I"), nombrados como aristas.

Definiciéon (Subgrafo). Dado un grafo I', diremos que ¥ es un subgrafo de I' si existen dos conjuntos
vert(¥) < vert(I') y arist(¥) < arist(I") tal que el par (vert(¥), arist(¥)) es un grafo.

Definiciéon (Grafo conexo). Diremos que un grafo I' es conexo si dados vy, ve € vert(I') cualesquiera
existe una sucesion de vértices {wy, ..., w,} < vert(I') con wy = vy y w, = vy de manera que exista una
sucesion de aristas {y1,...,yn—1} < arist(T") tal que o(y1) = w1, t(Yyn—1) = wn y t(t;) = o(yi+1) para todo
1 <i < n—1. A los subgrafos conexos maximales bajo la relacion de inclusion se les llamara componentes
conexas del grafo.

Definicién (Orientaciéon). Llamaremos orientacién de un grafo I' a un subconjunto Y, de Y = arist(I')
de manera que Y = Y, 1Y, donde Y, es una copia de Y. Diremos que un grafo esti orientado si
hemos fijado sobre éste una orientacion.

Definicién (Homomorfismo de grafos). Sean I' y ¥ dos grafos. Diremos que una aplicacion ¢ : I' — ¥
es un homomorfismo de grafos si ¢(vert(I')) < vert(¥) y si dada un y € arist(I') existe y’ € arist(¥) tal

que o(y') = p(o(y)) y t(y') = ¢ (t(y))-
Definicién (Realizacion de un grafo). Sea I' un grafo. Sea T el espacio topologico dado por
T = vert(T") u (arist(T") x [0,1])

dotado de la topologia discreta. Consideremos ~ como la relacién de equivalencia en T' cumpliendo que
(y,t) ~ (g, 1 — 1), (y,0) ~ o(y) y (y,1) ~ t(y) para todo y € arist(I') y para todo ¢t € [0,1]. Entonces,
llamaremos realizacion del grafo I a

real(T) :==T/ ~ .
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Una vez definido el concepto de grafo abstracto como su realizacién topologica, podemos considerar
una visualizacién de esta realizacion mediante diagramas, los cuales resultan de gran utilidad. Estos
diagramas se representaran de la siguiente forma: los elementos llamados vértices seran representados
como puntos, mientras que los elementos llamados aristas seran los segmentos uniendo o(y) y t(y) vistos
en T, donde y € arist(I"). En el caso de ser un grafo orientado, de manera adicional podemos anadir una
flecha en la arista para indicar el sentido de la orientacién.

Por ejemplo, consideremos el grafo I' dado por los vértices

vert(I') = {A1, Az, A3, Ay, As}

y las aristas

de manera que

0(1)1) = A1 t('l}l) = A1 0(’1)2) = AQ t(UQ) = A1 O(’Ug) = A1 t(Ug) = A2
O(’U4) = AQ t(’l}4> = Ag 0(7]5) = A4 t(’U5) = A3 0(’1)6) = A3 t(vg) = A5.

Entonces, un diagrama de su realizacion seré
V3 Vs _@

U1 - ® [ ]

Ay A, Y4
V2 Ve [ )

Figura 2.1: Diagrama del ejemplo anterior.

Definidos los grafos, pondremos nombres a algunos que nos resultaran relevantes.

Definiciéon (Camino). Sea n € Nu {0}. Llamaremos camino de longitud n al grafo orientado Cam,, dado
por vert(Cam,,) = {0,...,n} y arist(Cam,) = {y;,7, : ¢ € {1,...,n}} donde o(y;) =i—1y t(y;) = 4, cuya
orientacion sera arist(Camy,)y = {y; : i € {1,...,n}}. A Cam; le llamaremos segmento. El diagrama de
un camino de longitud n puede verse en la siguiente figura.

Figura 2.2: Diagrama de un camino.

Definicion (Ciclo). Sea n € Nu {0}. Llamaremos ciclo de longitud n al grafo orientado Ciclo,, dado por
vert(Ciclo,,) = {0,...,n — 1} y arist(Ciclo,) = {y;,7, : 1€ {0,...,n — 1}} donde o(y;) =i — 1y t(y;) = ¢
siie{l,...,n— 1} mientras que o(yo) =n —1y t(yo) = 0. A Ciclog le llamaremos lazo. El diagrama del
ciclo de longitud n puede verse en la siguiente figura.

16



Grafos. Arboles Grafos, arboles y acciones de grupo

0
n—1 e 1
@ { ]
o L
i+ 1 ® i—1
i

Figura 2.3: Diagrama de un ciclo.

Definicion (Grafo de Cayley de un grupo G). Sea G un grupo y sea S € G. Llamaremos grafo de Cayley
de G respecto de S, notado como I'(G, S), al grafo orientado tal que

vert(T'(G, S)) = G y arist(I'(G, S)) = (G x S) U (G x §71)

entendiéndose S~ = {s7! : s € S}, tomando como orientacién arist(I'(G,S)); = G x S, y teniendo
relaciones tales que para todo (g, s) € arist(I'(G, S)) se tenga que o(g,s) = g y t(g,s) = gs.

TO 7.0.2

Figura 2.4: Grafo I' (Dy, {0, 7}), siendo Dy = <a,7’|04, 72, (TO')2>.

Proposicion 2.1.1 (Propiedades del grafo de Cayley). Sea G un grupo, S < G un subconjunto y
I'(G,S) =T el grafo de Cayley de G respecto de S. Entonces:

1. T es conexo si y solo si S genera a G.
2. T contiene al menos un lazo si y solo si 1 € S.

Demostracion. Veamos 1). Supongamos que I' es conexo. Entonces, por definicién, para todo par de
vértices existe un subgrafo isomorfo a un camino que tiene al primer vértice por vértice inicial y al
segundo por vértice final. En particular, el vértice 1 de I' ha de estar conectado a cualquier otro vértice
g € G. Esto es, para todo g € G existen una serie de s1,...,5, € Stal que 1-s1---s, = g, por lo que S es
un conjunto generador de GG. De manera anéloga, si suponemos que S genera a GG entonces todo elemento
g € G puede expresarse como g = s1 -8, con cada s; € S, por lo que todo vértice esta conectado al
vértice 1, y por ende, I' es conexo.

Pasemos a 2). Es evidente que si 1 € S entonces I' contiene un lazo (de hecho, todo vértice del grafo
tendria uno). Supongamos que I' tiene un lazo en g € G. Entonces existe un s € S tal que gs = g, lo cual
ocurre si y solo si s = 1. O
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Definicion (Arbol). Llamaremos arbol a todo grafo no vacio, conexo y sin ciclos.

°® °
°® °
® ® A °® °
° ] °
° ° A ° °
°® ®
°® ®

Figura 2.5: Diagrama de un arbol.

Definicion (Geodésica). Dado un arbol, se llamara geodésica a un subgrafo de éste isomorfo a un camino.

Proposicion 2.1.2. Sea T un drbol. Entonces, dados P,Q € vert(T) existe una inica geodésica que
comienza en P y termina en Q.

Demostracion. Primero, notemos que todo arbol es un grafo conexo, por lo que dados P, Q) dos vértices
del arbol, siempre va a existir al menos una geodésica. Veamos la unicidad. Si P = @ es obvio. Si P # @,
supongamos que existen dos geodésicas a; y as uniendo P y ). Por ser geodésicas, ambas son subgrafos
de T isomorfos a un camino. Consideremos

p:Cam,, — a;cT Y Y : Cam,y, — as < T

los isomorfismos asociados a las geodésicas. Es claro que ¢(0) = P = ¢(0), y de manera analoga ¢(n) =
Q = ¥(m). Si
(a1 na)\{P,Q} = I

entonces existe un camino comenzando en P, que pasa por () y otro camino que parte de ) vuelve a P.
En consecuencia, T contiene un ciclo, lo cual es absurdo, pues 7" es un arbol. En el caso de que

(a1 na)\{P,Q} # .
Tomemos k = min{i : p(i) # (i)} y sean

ri=min{ji : (j1) € \{P,Q} k <ji} y  r2=min{jo:¢(j2) € ar\{P,Q}, k < ja}.

Es claro que k > 0, 1y <ny ro < m. Ademéas p(k — 1) = ¥(k — 1) y p(r1) = ¥(r2). Entonces, existe
un camino que parte de p(k — 1) y llega hasta ¢(r1) = ¥(r3), y otro camino que parte de ¥(rq) y llega
hasta ¥ (k — 1) = ¢(k — 1), siendo ambos disjuntos salvo en esos dos vértices. Esto es absurdo, pues, de
nuevo, obtenemos un ciclo, y no puede ocurrir porque 7' es un arbol. Deducimos que dichas constantes
no pueden existir, por lo que ambas geodésicas han de ser la misma. O

Definicion (Distancia geodésica). Sea T un arbol, P,Q € vert(T) y n € Nu {0} tal que Cam,, el camino
isomorfo a la geodésica de P y (). Llamaremos longitud geodésica entre Py Q a

I(P,Q) = n.
Si (P, @) = 1 diremos que son adyacentes.
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Proposicion 2.1.3. La distancia geodésica estd bien definida y es una distancia.

Demostracion. Sea [ : vert(T) x vert(T') — N u {0} definida como la distancia geodésica. Gracias a la
Proposicion 2.1.2 sabemos que la geodésica es tnica, por lo que ! estd bien definida. Veamos que es una
distancia:

= Por tomar valores en NuU {0} es claro que (P, Q) > 0, teniéndose que [(P,Q) = 0si y solosi P = Q.

= La simetria se tiene porque la geodésica entre P y ) es la misma que entre QQ y P, por lo que

= Veamos por ultimo la desigualdad triangular. Consideremos P, Q, R vértices distintos de T'. Si @
es un vértice de la geodésica entre P y R, la desigualdad es trivial (se tendria que (P, R) =
I(P,Q)+1(Q,R)). Si Q no pertenece a la geodésica que une Py R, tenemos de nuevo dos opciones.
Si las geodésicas que unen P con @ y P con R solo tienen como vértice comun a P, entonces estamos
en la situacion anterior, esto es [(Q, R) = I(Q, P) + (P, R). En el caso de tener més de un vértice
en comun, sea S el ultimo vértice comun en las geodésicas, comenzando desde P. Entonces, es claro
que

Z(PaQ):l(Pv‘S)+l(SvQ) Z(PaR):l(PaS)+l(SaR) I(QvR):l(Q7S)+l(SvR)
y en consecuencia

I(P,R)=1I(P,S)+1(S,R) <I(P,S)+I(S,R)+1(Q,S) +1(S,Q) =l(P,Q) + (Q, R).

Definicién (Sistema inverso). Sea T un arbol y P € vert(7T'). Consideremos los conjuntos
X, :={Q e vert(T) : I(P,Q) = n}

y definimos la aplicaciéon f, : X,, — X,,_1 que manda @) € X, al tnico vértice en X,,_1 al que es
adyacente. Llamaremos sistema inverso de un arbol en un vértice P a los conjuntos previos {X,,} y sus
respectivas aplicaciones {f,}.

RELES! X, In X, 4 fror X, f1 X = {P).

Notemos que todo sistema inverso determina completamente un arbol, pues todo arbol tiene un sis-
tema inverso por definiciéon, y dado un sistema inverso, gracias a las aplicaciones {f,} conocemos sus
adyacencias, de manera que podemos reconstruir el arbol.

Hasta ahora, hemos definido los conceptos de grafo, viendo algunos de sus tipos. Nuestro interés se
centrara principalmente en el estudio de los arboles, tanto de manera algebraica como de forma topologica
mediante su realizacion. Estos tienen una propiedad topolégica fundamental.

Definicion (Homotopia). Sean X e Y espacios topologicos, y sean f,g : X —> Y dos aplicaciones
continuas. Una homotopia entre f y g es una aplicacion continua H : X x [0,1] — Y cumpliendo que
H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z). Si existe una homotopia entre f y g diremos que son homotopicas.

Diremos que X e Y son homotépicamente equivalentes si existen al menos dos aplicaciones f : X — Y
v g:Y — X tales que fog es homotopica a idy y go f es homotopica a idx. Si X es homotopicamente
equivalente al espacio topologico formado por un solo punto diremos que X es contréctil.

Proposicion 2.1.4. La realizacion de un drbol es contrdctil.

Demostracion. Sea T un arbol. Fijemos P € vert(T) y consideremos {X,,} y {f,} el sistema inverso de T
en P. Sea Q € X; y sea n(P, Q) la geodésica entre P y Q. Es claro que real(n(P,Q)) = [0, 1]. Definimos
f:10,1] — {0} donde f(x) =0,y g : {0} — [0, 1] donde g(0) = 0. Notemos que (fog)(0) = 0 = id;(0)
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y por otro lado, (g o f)(x) = 0. Considerando la homotopia H(z,t) = t(g o f)(x) + (1 — t)id17(z),
observamos que (g o f) es homotopica a id[o ;7. Deducimos asi que real(n(P, Q)) es contréctil.

Por induccién, tenemos pues que real(7') es homotoépicamente equivalente a real(Th), siendo T3 el
arbol cuyo sistema inverso viene dado como

fa f3 Fy

X3 X5 Xo = {P}

donde F»(Q) = P. Consideremos T;. el arbol dado por el sistema inverso en P

f’r fT F'I‘
RAAL N Xr+2 E Xr+1 o Xo = {P}

donde F,.;1(Q) = P. Por induccién observamos que real(7") es homotdpicamente equivalente a real(T.)
para todo r € N. Tomemos ahora el subarbol T'(n) de T' dado por el sistema inverso

fn fn—l f2

X, X, 1 X, % x, = {P).

Por lo anterior visto, real(T'(n)) es contracil para todo n € N, y ademas

T=JTMm).

neN

Si T es finito, existe un ng € N tal que T' = T'(ng), por lo que real(T") seria contractil. Supongamos que T'
no es finito, entonces para todo n € N se tiene que T'(n) & T(n + 1). Para cada n € N, consideremos una
aplicacion

ry : real(T(n)) — real(T'(n — 1))
de forma que 7y |real(T(n—1)) = idreal(7(n—1)) ¥ tal que para toda arista y € arist(T'(n)\T'(n — 1)) se tenga
que 1, (real(y)) = {real(o(y))}, asumiendo que o(y) € vert(T'(n —1)). Razonando de la misma manera que
al inicio de la prueba, se deduce que r, es homotopica a id,eai(7(n))- Sea

H, :real(T(n)) x [0,1] — real(T(n — 1))

la homotopia tal que Hy(e,0) = idjcai(r(n)) ¥ Hn(e,1) = 7m,. Por construccion, podemos ver que
Hn|rea1(T(n—1))(.a 1) = Hn—l(.a 0) Tomemos

1 1
Iy=|1—-—1——
anl on

H :real(T) x [0,1] — real(P)

y consideremos

definida como

H(e,t) = {Hn (0,2"(t—1)+2) sitel,.

Podemos apreciar que

0,1 = | I,

neN

<t<1-— i
on—1 on’
por lo que H esté bien definida. Por otro lado, H es continua, pues H !(real(P)) = real(T) x [0, 1], que
es cerrado. En consecuencia, H es una homotopia que hace que real(T) y real(P) sean homotopicamente
equivalentes, y por lo tanto, se tiene que real(T") es contractil. O

0<2(t—-1)+2<1e1—
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2.2. Subarboles de un grafo

Definicién (Arbol maximal). Sea I' un grafo conexo no vacio. Sea A el conjunto formado por los subgrafos
de I' que son arboles. Llamaremos arbol maximal de I" a cualquier elemento maximal de A respecto de
la inclusion.

Proposicion 2.2.1. Dado T’ un grafo conexo no vacio, siempre existe al menos un drbol mazimal y este
estd bien definido.

Demostracion. Consideremos A el conjunto de los subarboles de I' de la definicién. Notemos que A
respecto de la inclusion es un conjunto parcialmente ordenado, y cualquier cadena ordenada de A tiene
un elemento que lo acota superiormente, pues estan contenidos en I'. Por el Lema de Zornﬂ el conjunto A
tiene al menos un elemento maximal, probandose asi que dicho elemento existe y esta bien definido. [

Proposicion 2.2.2. Sea I" un grafo conexo no vacio y sea T' un drbol mazximal de este. Entonces se tiene
que vert(T) = vert(T").

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos pues que 71" no contiene todos los
vértices de T'. Sea v € vert(I')\vert(T') un vértice adyacente a algin vértice de T, el cual siempre existe
debido a que T es conexo. Creamos un arbol 7" que definido por vert(7”) = vert(T) u {v} y arist(T") =
arist(7T) U {y, 7} con y una arista uniendo v con algin vértice de T' que sea adyacente en I'. Es evidente
que T” es un arbol de manera que T esta contenido en T”. Esto es absurdo, pues T es elemento maximal.
Se deduce que vert(T') = vert(T"). O

Pasemos al ambito topologico. En la seccion anterior vimos que la realizacion de un arbol es contractil.
Veamos qué ocurre cuando contraemos subérboles de un grafo conexo no vacio.

Sea I' un grafo conexo no vacio y sea T el subgrafo de I" formado por la unién disjunta de arboles T;
para ciertos ¢ € I. Sabemos que para todo i € I, real(T;) es contracil, por lo que sera homotopicamente
equivalente a cualquiera de sus vértices. Nuestro objetivo sera definir un grafo cociente I'/T" de manera
que real(T'/T) sea el espacio cociente de real(T") identificando cada real(T;) con un punto.

Sea vert(I'/T') := vert(T')/ ~ donde ~ es una relacion de equivalencia dada, para cada i € I, por

v~w < v,we vert(T;).

Sea v; la clase de equivalencia de vert(T;) para todo ¢ € I. Tomamos ahora arist(I'/T') := arist(I')\arist(7T),
de manera que si y € arist(I'/T') tal que o(y) 6 t(y) es un vértice de vert(T;) para algin i € I, entonces le
asociamos el representante v;. Hemos construido asi un grafo que tiene las propiedades deseadas.

T
o F/ (Tl [} Tz)

T3

Figura 2.6: Diagrama de un grafo cociente, siendo el grafo de la izquierda T'.

1El Lema de Zorn nos dice que dado un conjunto (X, <) parcialmente ordenado y no vacio, si toda cadena est4 acotada
superiormente, entonces existe un elemento maximal. Se puede consultar con mas detalle este lema como su demostraciéon
en [I1], en el capitulo dedicado a dicho lema.
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Vista esta construccion, nuestro objetivo se centrara en deducir a qué espacio topoldgico es homoto-
picamente equivalente un grafo. Para ello necesitaremos las siguientes definiciones.

Definicion (Propiedad de Extension de Homotopia). Sea X un espacio topolégicoy A X un subespacio
topologico. Diremos que el par (X, A) tiene la propiedad de extension de homotopia si dada una homotopia
H: Ax|[0,1] — Y, siendo Y un espacio topologico, y una aplicacién continua F' : X x {0} — Y
cumpliendo que Fj4 = H(z,0), existe una extension de I a una homotopia F: X x [0,1] — Y de
manera que EA(x, t) = H(z,t).

Podemos visualizarlo con el siguiente diagrama:

/Ax[o,l] "
A x {0} X x[0,1]- -t >y

Nl
X x {0}

Siendo % la inclusiéon correspondiente.

Lema 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico y A € X un subespacio cerrado de X. Entonces el par (X, A)
tiene la propiedad de extension de homotopia si y solo si existe una aplicacion continua

r: X x[0,1] — (X x {0}) u (A x [0,1])

tal que |(xx(0)u(ax[0.1]) = id(xx(0})o(ax[0.170}

Demostracion. Supongamos que el par (X, A) tiene la propiedad de extension de homotopia. Tomemos
la aplicacién identidad

id: (X x{0}) u(Ax][0,1]) — (X x {0}) U (A x [0,1]).

Entonces esta extiende a una aplicacion r : X x[0,1] — (X x{0}) u(A x[0,1]) de manera que restringida
a (X x {0}) u (A x [0,1]) es la identidad.
Supongamos que existe un aplicacién continua 7 : X x [0,1] — (X x {0}) u (A x [0,1]) tal que
TI(X x{0})u(Ax[0,1]) = 1d|(xx{0})u(Ax[0,1])- Si tomamos dos aplicaciones continuas ¢ : X x {0} — Yy
x [0,1] — Y tal que ¢(a,0) = ¢(a,0) para todo a € A, pueden combinarse en una aplicacion

F: (X x{0}))u(Ax][0,1]) —Y

la cual es continua, por serlo en los conjuntos cerrados X x {0} y A x [0,1]. Entonces, la aplicacion
For:X x[0,1] — Y es una extension de a X x [0,1] de v, y en consecuencia, el par (X, A) tiene la
propiedad de extensiéon de homotopia. O

La siguiente prueba es una modificacién de la Proposiciéon 0.16 [12].

Proposicion 2.2.3. SeaT" un grafo conexo no vacio y U un subgrafo de T'. Entonces el par (real(T"), real(¥))
tiene la propiedad de extension de homotopia.

Demostracion. Vamos a usar el Lema 2.2.1. Para ello, vamos a construir una retracciéon. Primero, notemos
que para cada y € arist(T") es real(y) = [0,1]. Ahora, construimos una aplicacion ¢ : [0,1] x [0,1] —
([0,1] x {0}) U ({0,1} x [0,1]) que sea una retraccién radial desde el punto (3,2), de manera que

I([0.1]x {0} u({0.1}x[0,17) = 1d|([0.1]x {0} U({0,1}x[0,1])-

2Las hipotesis de este resultado se pueden relajar para cualquier A no necesariamente cerrado. Se puede encontrar una
prueba de ello en [12], pagina 533. Este resultado aparece en la pagina 14 de este mismo libro.
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Podemos notar que la anterior retraccion es una proyeccion de [0, 1] x [0,1] sobre el borde sin el
segmento superior, o sea, ({0} x [0,1]) u ([0,1] x {0,1}). Es maés, esta aplicacion es continua, pues la
preimagen de todo cerrado es un cerrado. Debido que real(y) = [0, 1], se tiene que real(y) x [0,1] =
[0,1] x [0, 1]. Sea 1, : real(y) x [0,1] — [0, 1] x [0, 1] el homeomorfismo anterior, podemos construir la
aplicacion

(@Z’y)i[lo,ux{o})u({o,l}x[o,u) ooty :real(y) x [0,1] — (real(y) x {0}) U ({real(o(y)), real(t(y))} x [0,1]) .

Llamemos a la aplicacién anterior r,. Podemos notar que r, se comporta como la identidad sobre el
conjunto (real(y) x {0})u({real(o(y)),real(t(y))} x [0,1]) y por ser composicion de aplicaciones continuas,
ry es continua para todo y € arist(I'). Tomando ahora un conjunto arbitrario A < arist(I'), podemos crear
una aplicacion

TA U real(y) x [0,1] — (U real(y) x {0}) v <U {real(o(y)),real(t(y))} x [0, 1])

yeA yeA yeA

concatenando aplicaciones r, para cada arista de A. Es claro que esta aplicacién es continua y esta bien
definida, pues dos aplicaciones r,, y ry,, a lo més, coinciden en conjuntos de la forma real(v) x [0, 1], donde
v ha de ser un extremo de ambas aristas, y como en dichos conjuntos se comporta como la identidad, se
concluye que esté bien definida.

Ahora, dado v € vert(I') construimos s, : real(v) x [0,1] — real(v) x {0}, definida de la manera
obvia. Dado A es un subgrafo de I' cualquiera, podemos construir una aplicacién s, definida como

sa : (real(A) x {0}) U U real(v) x [0,1] | — real(A) x {0},

vevert(A)

de manera que para cada vértice v de A se aplica s, y para todo punto z de real(A) que no provenga
de un vértice, sea sp(z) = (z,0). De nuevo, esta aplicacion es continua y esta bien definida, pues dos
vértices distintos se retraen a vértices distintos. En consecuencia, dado ¥ un subgrafo de I', tomando

T 1= S1\w © Tarist(I')\arist(¥)
obtenemos una aplicacién continua
r:real(T") x [0,1] — (real(T") x {0}) u (real(¥) x [0,1]),

donde T'|(real(I") x {0}) U (real(¥) x[0,1]) = id|(rea1(F)X{O})u(real(‘ll)X[O,l])- Haciendo uso del Lema, 2.2.1, vemos que
el par (real(T"), real(¥)) tiene la propiedad de extensién de homotopia. O

Proposicion 2.2.4 (Proposicion 13, Seccion 2.3 [16]). Sea I' un grafo conexo no vacio y T = | |,.; T;
una union disjunta de subdrboles de T'. Entonces la proyeccion candnica 7 : real(T') — real(T'/T') hace
que estos espacios sean homotdpicamente equivalentes.

Demostracion. Notemos que, por la definicién de realizacion, se tiene que

real(T) = real <|_| Ti> = |_| real(T;).

el el
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Ahora, gracias a la Proposicion 2.1.4 sabemos que la realizacion de un arbol es contractil. Entonces,
podemos considerar para cada ¢ € I una homotopia h; : real(T;) x [0,1] — real(T;) de manera que
hi(x,0) = idseai(ry ¥ hi(z,1) sea un punto de real(7;), y en consecuencia, tenemos una homotopia

h:real(T) x [0,1] —> real(T)

tal que h(z,t) = h;(z,t) si z € real(T;).

Ahora, T es un subgrafo de T', por lo que, gracias a la Proposicion 2.2.3, el par (real(T"),real(T)) tiene
la propiedad de extension de homotopia. Asi, existe una homotopia H : real(T") x [0,1] — real(T") tal
que H(z,0) = idieair) ¥ Hprear(r) = h. Consideremos la proyeccion canénica 7 : real(I') — real(I'/T).
Entonces, existe una aplicacion f : real(T'/T") — real(T") tal que H(x,1) = (f om)(z), que es homotdpica
a H(z,0) = id;eair) () por construccion.

Veamos que 7o f es homotopica a idyeai(r/7). Consideremos la homotopia H' : real(I'/T") x [0,1] —
real(I'/T") creada mediante H pasando al cociente. Entonces, en ¢ = 1 obtenemos el diagrama

real(T) —CVo real(T)

STk

real(T'/T) oD real(T'/T)

Por lo anterior visto, el tridngulo superior conmuta, pues H(x,1) = (f o 7)(x). Ahora, por ser 7 so-
breyectiva y estar definida H' a partir de H, el tridngulo inferior también conmuta, y en consecuencia,
H'(z,1) = (7o f)(x). Pero como H'(x,0) = (7o H)(z,0) = (7 © idseair)) (%) = idreai(r/7)(7) ¥ esta apli-
cacion es homotopica a H'(-,1) por serlo H(-,0) a H(-,1), se tiene que 7 o f es homotopica a id,eai(r/7)-
Obtenemos asi que real(T") y real(T'/T) son homotopicamente equivalentes. O

Corolario 2.2.1 (Corolario 1, Seccion 2.3 [I6]). Sea I" un grafo conexo no vacio. Entonces real(T) es
homotdpicamente equivalente a

\/SZ.1 = {LJS;:SZ.1 = 8' y 3z tal que Vi,j e I con i # j se tiene que SilmS} = {x}}

el el

para cierto I, y donde S' es una circunferencia. Es mds, real(T') es un drbol si y solo si es contrdctil.

Demostracion. Dado T', consideremos T uno de sus arboles maximales. Por la Proposicion 2.2.2 sabemos
que vert(I") = vert(T), por lo que I'/T solo tiene un vértice y arist(I'/T") = arist(I")\arist(7"). Ahora, debido
a que solo hay un vértice, el grafo T'/T sera una union de lazos. Es mas, por definicion de realizacion, los
puntos de una arista y y su correspondiente 7 son los mismos. En consecuencia, real(T'/T") sera homeomorfa
a \,e; S, donde I = arist(I'/T) ., entendiéndose

arist(T'/T) = arist(T'/T); w arist(T'/T) +

donde si y € arist(I'/T') 4+, entonces 7 € arist(I'/T") ;. Esto es, estamos asociando la realizacion del vértice
de T/T al punto comin de \/,.; S}, y cada y € arist(I'/T'); a un S. Por la Proposicion 2.2.4, se tiene
que real(I") es homotopicamente equivalente a real(I'/T'), que a su vez es homotdpicamente equivalente a
\/ie[ Szl

Supongamos que I es un arbol. Por la Proposicion 2.1.4 sabemos que real(T") es contractil. Supongamos
ahora que I' es un grafo conexo no vacio y contractil, y sea T' su arbol maximal. Por lo anterior demostrado,
sabemos que real(I") es homotopicamente equivalente a real(T'/T), que a su vez es homotdpicamente

equivalente a \/,_; S}. Como real(T) es contrécil, necesariamente I = &, por lo que

arist(T'/T) = & = arist(T")\arist(T) < arist(I") = arist(7T).

Por otra parte, por ser T un arbol maximal se tiene que vert(I') = vert(T"). Deducimos que I' = T', y en
consecuencia I' es un arbol. O
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3 | Teoria de Bass-Serre

3.1. Arboles y grupos libres

Desarrollados los pilares fundamentales para la comprensiéon de nuestro objetivo, procedemos a desarrollar
la estrecha relacién que une a los arboles con los grupos libres.

Definicion (Inversion). Sea I' un grafo y G un grupo tal que G C T'. Si existe un elemento g € G y una
y € arist(I") tal que g -y = 7, diremos que el par (g,y) es una inversion. Si no existe ninguna inversion,
diremos que G actia sobre I sin inversion.

Definicion (Grafo cociente por una acciéon). Sea I' un grafo y G un grupo tal que G C I sin inversion.
Se define el grafo cociente de I por la accion de G, notado G\I', como aquel grafo tal que

vert(G\I') := G\vert(T") v arist(G\I') := G\arist(I).
Notemos que, por actuar sin inversion, dado y € arist(T') y g € G, se tiene que
9-y="(g-0(y),9-ty)),

por lo que

Gy=(G-o(y), G ty)).

En consecuencia se obtiene que G\I" es un grafo.
Veamos un ejemplo para aclarar el concepto de grafo cociente por la accion de un grupo. Consideremos
el grafo I", dado por

V_1 Vo V1
@ @ @
[ [ [
w_q Wo w1

y la acciéon de grupo Z C T tal que n-vg := Vg1n ¥ N Wk 1= Wity para todo n € Z. Podemos apreciar
que la accion esta bien definida y es libre, pues n - v = v si y solo si n = 0. Ademas, la accién también
es sin inversion, pues cualquier arista de T' es de la forma (v, vg+1) 0 de la forma (wg, vk), v si la accion
tuviese alguna inversion, tendria que existir al menos un n € Z y una y € arist(T') tal que n-y = 7. Es
evidente que eso no puede ocurrir.

Como la accion del grupo es sin inversion, podemos considerar el grafo cociente por la accién. Tomemos
un vértice cualquier de I'. Si el vértice es de la forma vy, podemos escribirlo como k - vg. De la misma
manera, si el vértice es de la forma wy podemos escribirlo como k - wy. En consecuencia, el grafo cociente
tiene dos vértices, Z - vy y Z - wg. Veamos las aristas. Antes vimos que podemos diferenciar las aristas de
I" en dos tipos. Si la arista es la forma (v, vg+1), podemos reescribirla como & - (vg, v1). Ademaés, como vy
y v1 estan en la misma clase en el cociente, por lo que la arista en el grafo cociente sera un lazo en Z - vg.
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En caso de ser de la forma (wg,vg), la podemos ver como k - (wg, vg), por lo que en el grafo cociente sera
una arista que parte de Z - wg y termina en Z - vg. Obtenemos, pues, el siguiente grafo cociente:

Z'Wo. .Z"UO

Definicion (Levantamiento). Sean I' y ¥ dos grafos. Dados v € vert(T') y » € N U {0}, consideremos el
conjunto
V(v,r) :={w e vert(T") : I(v,w) < r}.

Sea I',, el subarbol de I" que tiene por vértices V' (v, 1) y cuyas aristas son las aristas de I" que conectan
a v con los vértices de V' (v, 1)\{v}. Si existe un morfismo de grafos f : I' — ¥ sobreyectivo cumpliendo
que para todo v € vert(T") se tenga que

f(Ty) =Ty,

diremos que I' es un levantamiento de V.

Proposicion 3.1.1 (Proposicion 14, Seccion 3.1 [16]). Sea T un grafo y G un grupo tal que G C T sin
inversion. Sea T" un subdrbol de G\I'. Entonces existe un subdrbol T de T' tal que T' es un levantamiento
de T'.

Demostracion. Sea m: I' — G\I" el morfismo de grafos que manda a cada vértice de I' a su clase en G\I'.
Es claro que este morfismo es sobreyectivo. Consideremos el conjunto A de subarboles T' de T" tales que
mp : T — T" es inyectivo. Como el conjunto de subarboles de I" es un conjunto parcialmente ordenado
con la relacion de inclusion, y A es un subconjunto de este, A es un conjunto parcialmente ordenado
con la relacion de inclusion. Haciendo uso del Lema de Zorn, sea Ty un elemento maximal de A, y sea
T =7(To) T

Supongamos que Tj # T’. Entonces, existe un y’ € arist(7”) tal que y’ ¢ arist(7}), y como T" es
un arbol, podemos tomar y’' tal que o(y’) € vert(T}). Por la inyectividad y del hecho de que T” es un
arbol, necesariamente t(y’) ¢ vert(7}), puesto que en caso contrario obtendriamos un circuito, dado por
la geodésica de o(y') con ¢(y’) y la arista y'.

Sea y € arist(I") tal que 7(y) = y'. Por la definicion de G\I', para todo g € G se tiene que 7(y) =
7(g-y) = y'. En consecuencia, podemos tomar sin pérdida de generalidad y tal que o(y) € vert(Tp). Asf,
sea T el grafo dado por

vert(Th) = vert(Tp) v {t(y)} y arist(T}) = arist(7p) v {y, 7}

Podemos apreciar que T} es un arbol, pues t(y) ¢ vert(Tp), y ademaés, por construccion, 77 € A, pero
esto es absurdo, pues Tj es un elemento maximal respecto de la inclusion. Deducimos que Tj) = T”, por
lo que Tp es un levantamiento de T”. O

Definicién (Arbol de representantes). Sea I' un grafo conexo no vacio y G' un grupo tal que G & I’
sin inversion. Llamaremos arbol de representantes de I' moéd(G) a cualquier subarbol T' de T' que sea el
levantamiento de un subarbol maximal en G\T'.

Proposicion 3.1.2 (Proposicion 15, Seccion 3.2 [I6]). Sea G un grupo, S € G un subconjunto de G y
I':=T(G,S) el grafo generado por G respecto de S. Entonces son equivalentes:

1. T es un drbol.

2. G es un grupo libre con sistema generador S.
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Demostracion. Supongamos que [' es un arbol. Por la Proposiciéon 2.1.1 sabemos que S genera a G,
puesto que T, al ser un arbol, es conexo. Notemos que S N S~! = ¢, pues en caso contrario existiria un
s€S NS ! tal que s = s~ !, olo que es lo mismo, s> = 1. Entonces, dado ¢ € G tendrfamos

g—gs— (gs)s =gs° = g.

Obtenemos un ciclo de longitud 1, lo cual es absurdo, pues I' es un arbol. Consideremos el grupo libre
F(S). Procediendo por reduccion al absurdo, supongamos que G no es un grupo libremente generado
por S. Tomemos el homomorfismo ¢ : F(S) — G dado por ¢(s) = s para todo s € S. Como G no es
libremente generado por S, entonces existe un elemento g € F(S) no trivial tal que ¢(g) = 1. Podemos
elegir g de manera que

g= s
con longitud minima n respecto a su descomposicion reducida en F(S), donde ¢; = +1 y siendo ¢; = £;41
si $; = $;41. Supongamos que n = 1, se tendria que ¢ (sj') = s{' = 1, o sea, s; = 1. Esto es absurdo,
pues por la Proposicién 2.1.1, T' tendria un lazo, lo cual no se puede dar por ser un arbol. Supongamos
que n = 2, entonces

p(s1'83°) = s1's3" =1 = 87! = 5,72

Si g1 = &9, entonces s; = S5 por construccion, por lo que S N S™! # ¥, lo cual, de nuevo, es absurdo.
Si &1 # €9, entonces £; = —ea, por lo que obtenemos que s = s5'. Esto nos dice de nuevo que s; = sq,
por lo que llegamos al mismo absurdo. Deducimos que n > 3. Tomemos ahora g; = s7' ---s;" para todo
i€ {0,...,n}ysea P; = p(g;) visto como vértice de I'. Por la minimalidad de g, todos los P; son distintos,
pues cada go,-..,gn_1 lo son. Es mas, cada P; es adyacente a P;,1 y

Py =¢(g0) = p(1) =1 =¢(g9) = ¢(gn) = Pp.

En consecuencia, podemos considerar un morfismo de grafos v : Ciclo,, — T', tal que ¥ (i) = P;, el
cual es inyectivo por lo antes visto, pero esto es absurdo, pues I' es un arbol. Se tiene asi que G = F(S5).

Supongamos ahora que G es un grupo libre generado por S. Entonces todo elemento g € G puede ser
expresado de manera tnica como

En

— o1
g=s1" 8y

de forma anéloga a lo anterior. Por poder expresar cada elemento de manera tnica, podemos construir la
aplicacion | : G — Nu{0} dada por I(g) = n, siendo n la longitud de su expresion anterior. Consideremos
los conjuntos

Xo = {1} y Xn={9€G:l(g) =n}
Sea f, : X, — X,,_1 la aplicacién dada por
Fula) = (S50 si) = s s
Generamos asi un sistema inverso

] frnt+1 X, In X, 1 fn f2 X, N on{l}

que define de manera univoca un arbol. Esto es, I' es un arbol. O

Definicién (Accion libre sobre un grafo). Sea G un grupo y I' un grafo tal que G G I'. Diremos que G
acttia de forma libre sobre I si la accion sobre vert(I') es libre y actta sin inversion.

Teorema 3.1.1 (Teorema 4, Seccion 3.3 [16]). Sea G un grupo libre y ¥ un drbol tal que G C U de forma
libre. Tomemos un subdrbol T de representantes de ¥ mod(G) y una orientacion arist(V), preservada
por la accion de G. Entonces el conjunto

S={geG\{1}:Jycarist(¥), tal que o(y) e T y t(y)eg-T}

forma un sistema generador de G.

27



Arboles y amalgamas Teoria de Bass-Serre

Demostracion. Consideremos G-T = {g-T : g € G}y tomemos ¢ : G — G-T definida como ¢(g) = g-T.
Por ser T' un arbol de representantes, sabemos que el morfismo de grafos 77 : T — G\¥ que manda
cada elemento a su clase es inyectiva, y como G actia de forma libre, se tiene que la aplicacion v es
biyectiva. Ademaés, por ser la accion de G libre, 1 no fija vértices. Se tiene pues que las imagenes son
disjuntas a pares, esto es, dados g, g’ € G distintos, se tiene ¥(g9) n¥(¢') =g - T ng - T = &. Por ello,
consideremos el grafo

U = U /(G).

Debido a que (G) es una union disjunta de arboles, el grafo U’ sera el grafo donde cada arbol g - T
se identificara con un tnico vértice. Denotamos el vértice identificado con g - T por [g - T]. Gracias a la
Proposicion 2.2.4 y al Corolario 2.2.1 sabemos que ¥’ es un arbol, pues su realizaciéon es contractil, por
serlo la de W.

Consideremos el grafo I'(G,S) =: T, donde S es el dado en el enunciado del teorema, y construimos
la aplicacion ¢ : vert(I') — vert(¥’) dado por ¢(g) = [¢(g9)] = [g - T]. Notemos que, por construccion
de T, se tiene que vert(I') = G, y por lo tanto ¢ esta bien definida. Por ser 1) una biyeccion, ¢ también lo
es y por ser ¥ un arbol, existe un tinico morfismo de grafos ¢ : I' — ¥’ que extiende la aplicacion ¢ a
las aristas. Tomemos « : vert(P’) — vert(I") la aplicacion inversa de ¢ en los vértices. Nuestro objetivo
serd extender esta aplicacion a un morfismo de grafos y ver que es un isomorfismo.

Por definicion, vert(¥’) = vert(¥)\vert(¢(G)). Podemos dotar a ¥’ de una orientacion heredada de
W. Nos basta definir

a:arist(P'), — arist(I')y = G x S

puesto que serda un morfismo de grafos orientados. Tomemos y € arist(¥’); tal que o(y) = [¢g-T] ¥
t(y) = [¢' - T]. Debido a que y conecta [g-T] con [¢' - T], debe de existir un s € S tal que s = g~ !¢/,
que ademas es unico, por ser ¥ un arbol. Definimos a(y) = (g,s). Veamos que « es sobreyectiva. Sea
y € arist(I') = G x S. Entonces existe un g € Gy un s € S tal que y = (g,s), por lo que o(y) = ¢
y t(y) = gs. Puesto que ¢ es biyectiva en los vértices, obtenemos que p(o(y)) = ¢(g) = [g-T] v
o(t(y)) = p(gs) = [(gs) - T]. Por la definicion de S, los vértices [g - T y [(gs) - T'] estan conectados, por
lo que « es sobreyectiva.

Ahora, por ser ¥’ un arbol y por ser « es biyectiva en los vértices se tiene que « es biyectiva en las
aristas. Deducimos asi que ¥’ es un grafo isomorfo a I'. Haciendo uso de la Proposicién 3.1.2, debido a
que ¥’ es un arbol, se tiene que S es un sistema generador de G. O]

Corolario 3.1.1 (Teorema 5, Seccion 3.4 [16]). Todo subgrupo de un grupo libre es un grupo libre.

Demostracion. Sea G un grupo libre y sea H < G. Consideremos un arbol ¥ tal que G & ¥ de forma
libre. Como ningtn elemento no trivial de G fija ningtn elemento de ¥, tampoco lo hara ningtn elemento
de H, por lo que H actta de forma libre sobre W. Tenemos por el Teorema 3.1.1 deducimos que H es un
grupo libre. O

3.2. Arboles y amalgamas

Definiciéon (Dominio fundamental). Sea I" un grafo y sea G un grupo tal que G C T sin inversion.
Llamaremos dominio fundamental de I' méd(G) a un subgrafo ¥ de de T" tal que el morfismo de grafos
m: ¥ — G\I', que manda cada elemento a su clase, es un isomorfismo.

Proposicion 3.2.1 (Proposicion 17, Seccion 4.1 [16]). Sea T’ un drbol y G un grupo tal que G G T sin
inversidn. Entonces, el dominio fundamental de T mod(G) existe st y solo si G\I' es un drbol.

Demostracion. Supongamos que existe ¥ un dominio fundamental de T' mod(G). Como T' es un arbol,
en particular es conexo, por lo que G\I" también lo es. Como ¥ es un subgrafo de I" es conexo, pues I es
un arbol, y por ser dominio fundamental es isomorfo a G\I', por lo que G\I" es un arbol.

Supongamos que G\I' es un arbol. Por la Proposicion 3.1.1 sabemos que existe un subarbol ¥ de I’
que es isomorfo a G\I', y por lo tanto, existe un dominio fundamental de T". O
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Lema 3.2.1 (Lema 2, Secciéon 4.1 [16]). Sea T' un grafo y G un grupo tal que G G T sin inversion.
Consideremos T el subgrafo de T' isomorfo a un segmento de vértices P y Q, de manera que T sea el
dominio fundamental de I' mod(G). Sean Gp y Gg los estabilizadores de estos vértices. Entonces, I' es
conexo st y solo si G estd generado por Gp U Gg.

Demostracion. Sea I'" la componente conexa de I' que contiene a T, y sea G’ el conjunto de los elementos
g € G tal que g -I" = I". Sea también G” el subgrupo de G generado por Gp U Gg. Notemos que si
he GpuGy, se tiene que T'y h-T comparten al menos un vértice comun, y como I es conexo, h-T < IV,
Veamos que h-I' = I". Debido a que h-T < IV, es evidente que h - IV < I". Tomando h~!, se ha de
tener que ! - TV = I"". Actuando de nuevo por h, tenemos que (hh™!) -I" =TI < h-T". Se deduce que
h-T/ =T1',y en consecuencia, G"” < G'.

Si consideramos los grafos

G T={g9g-T:9geG"} y (G\G") - T={g-T:g9eG\G"}

cualquier grafo de G” - T es disjunto con cualquier otro grafo de (G\G”) - T en I'. Ademas, la unién
de todos los grafos de G” - T y de (G\G”) - T es T, pues T es dominio fundamental. Esto implica que
I G" T, pero IV = ¢’ - TV para todo ¢’ € G’, por lo que G’ <€ G”. Se deduce asi que G' = G”. Si
suponemos que I' es conexo, se tiene que G = G/ = G”, y por el mismo razonamiento, si supongamos que
G esta generado por Gp U G, se tiene que I' es conexo. O

Lema 3.2.2 (Lema 3, Seccion 4.1 [16]). En las condiciones del Lema 3.2.1, sea y la arista de T tal que
o(y) = P ytly) = Q, y sea Gy el estabilizador de dicha arista. Entonces I' no contiene ciclos si y solo si
el homomorfismo Gp g, Gq —> G inducido por las inclusiones Gp — G y Gqg — G es inyectivo.

Demostracion. Primero, notemos que Gp #g, Gq esta bien definido, pues G, = Gp N Gg. Supongamos
que I' contiene ciclos. Entonces existe un subgrafo de I" isomorfo a Ciclo,, para cierto n > 1. Consideremos
ese isomorfismo

¢ : Ciclo,, — ¢ (Ciclo,) T

dado por (i) = P;. Llamemos w; a la arista de la imagen del ciclo tal que o(w;) = P; y t(w;) = P;41. Por
actuar G sin inversién y por ser 7' un dominio fundamental, podemos escribir cada w; = h; - y;, donde
hi € G e y; es y 0 §. Si pasamos al cociente, debido a que G\I"' = T' y este solo tiene una arista, se tiene
que 7; = y;—1. En consecuencia, P; = o(y;) = t(y;—1), y debido a que

hi - Py = h;- O(yi) = O(hi : yi) = t(hi—l 'yi—l) =hi1 't(yi—l) =hi—1-F

deducimos que existe un g; € Gp, tal que h; = h;_19;. Ademas, g; ¢ Gy, pues h; - y; # hi—1 - Yi—1.
Ahora, como o(wg) = t(w,), se ha de tener que

ho - Py =hp-Py= (hn-19n) - Po == (hog1---gn) - Po.

Esto es, g1 - gn € Gp,. Se concluye que I' contiene ciclos si y solo si podemos encontrar una secuencia
de vértices Py, ..., P, de I' consecutivos y una secuencia de elementos g; € Gp,\G, tal que go---gn = 1,
pues la implicacién contraria se obtiene siguiendo el mismo razonamiento de manera inversa. Gracias al
Corolario 1.3.1, sabemos que G'p g, Gg — G no es inyectivo bajo las condiciones anteriores. Se deduce
asi que I' no contiene ciclos si y solo si Gp g, Gg —> G es inyectivo. O

Teorema 3.2.1 (Teorema 6, Seccion 4.1 [16]). Sea T' un grafo y sea G un grupo tal que G & T sin
inversidn. Sean P y Q dos vértices distintos y adyacentes de T, {y, 7} las aristas que los unen y sea T el
subgrafo de T tal que vert(T) = {P,Q} y arist(T) = {y,y}, de manera que T sea un dominio fundamental
deI' m6d(G). Llamemos Gp, Gg y Gy = Gy a los respectivos estabilizadores de P, Q e y. Entonces, son
equivalentes:

» ' es un drbol.

= El homomorfismo Gp xg, Gg — G inducido por las inclusiones Gp — G y Gg — G es un
isomorfismo.
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Demostracion. Supongamos que I' es un arbol. Entonces es conexo y no tiene ciclos. Por el Lema 3.2.1
sabemos que G estd generado por Gp U G, y por el Lema 3.2.2, sabemos que Gp *g, Gg — G
es inyectivo. Por tltimo, debido que T es dominio fundamental se tiene que T =~ G\I'. Sea g € G y
consideremos ¢ - I'. Pasando al cociente, g - T ha de ser un subgrafo de G\T', el cual es isomorfo a T, que
es un segmento. Como los estabilizadores de los vértices de T' son Gp y Gg, y Gy el de su arista, cada
elemento de g - I en el cociente podemos expresarlo como combinacién de elementos de estos grupos, por
lo que la aplicacién anterior también es sobreyectiva. En consecuencia Gp *g, Gg = G.

Supongamos que la aplicacion G'p *g, G — G dada en el enunciado del teorema es un isomorfismo.
Debido a que G, = Gp N G, el grupo esta generado por Gp U Gg. Gracias al Lema 3.2.1, sabemos que
I" es conexo, y por ser la aplicacion anterior un isomorfismo, es inyectiva. Haciendo uso del Lema 3.2.2,
I" no contiene ciclos. Se deduce asi que I' es un arbol. O

Teorema 3.2.2 (Teorema 7, Secciéon 4.1 [16]). Sea G = G1 4 G2 una amalgama de dos grupos. Entonces
existe un drbol T', unico salvo isomorfismo, en el cual G actia sin inversion y tiene a un segmento T
dado por

vert(T') = {P, Q} y arist(T) = {y, 7}
por dominio fundamental, de manera que sus estabilizadores sean G1 = Gp, Go = Gg y Gy = A.

Demostracion. Consideremos el grafo I' dado por

vert(T') := (G/G1) u (G/G2) y arist(T") := (G/A) u (G/A),

junto con las aplicaciones o : G/A — G/G1 y t : G/A — G/G2 dadas por o(gA) = gG;1 y por
t(gA) = gGs. Estas aplicaciones estan bien definidas, pues A es subgrupo tanto de G como de Gs.
Podemos definir ahora una accién de G sobre I' tal que dado g € G y rG; € vert(I') se tenga que

g-rG; = (9r)G;.
Si consideramos G\I' obtenemos un grafo tal que
vert(G\I') = {1-G1,1- G} y arist(G\I') = {1- A,1- A}.

Llamemos P = G1, Q = Go e y = A, y sea T el segmento dado por estos vértices y aristas. Es evidente
que G\I' = Ty por construccion se tiene que Gp = G1, Gg = G2 y A = G,. Haciendo uso del Teorema
3.2.1 se deduce que I' es un arbol. Ademaés, como hemos construido el arbol a partir del grupo, todo arbol
cumpliendo estas caracteristicas ha de ser isomorfo a I". O]

Definicion (Arbol de Bass-Serre). Sea G := (G1 %4 G2 un producto amalgamado. Llamaremos arbol de
Bass-Serre asociado a G al arbol construido en el Teorema 3.2.2.

Estos teoremas nos dan una relacién muy fuerte entre las estructuras de grupo y los arboles. Algunos
de estos resultados se pueden generalizar, como por ejemplo, el Lema 3.2.1.

Lema 3.2.3 (Lema 4, Seccion 4.1 [I6]). Sea T un grafo conexo no vacio y G un grupo tal que G & T
sin inversion. Consideremos T un drbol de representantes de T’ mod(G). Sea Y un subgrafo de T' que
contenga a T de manera que toda arista de Y tiene un extremo en T y tal que G-Y =T.

Para cada y € arist(Y') con o(y) € vert(T), sea g, € G tal que g, - t(y) € vert(T). Entonces, el grupo
H generado por los elementos g, y por los estabilizadores Gp para todo P € vert(T') es igual a G.

Demostracion. Debido a que G actta sin inversion, la accién de G sobre I' viene determinada por la
accion sobre sus vértices. Por otra parte, como T es un arbol de representantes de I' moéd(G), se tiene que
G -T =T. Por lo tanto, nos basta probar que H - vert(T) = vert(T"). Notemos que como H contiene los
elementos gy, se tiene que vert(Y) < H - vert(T"). Veamos que H - Y =T Debido a que Y es un subgrafo
de ' y T es conexo, basta probar que dada una arista y € arist(I') con o(y) € vert(H - Y) se tiene que
t(y) € vert(H - Y).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que o(y) € vert(7T'), pues de lo contrario, siempre nos
podemos reducir a este caso actuando por elementos de H, pues o(y) € vert(H-Y'). Como G-Y =T, existe
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al menos un g € G de manera que g-y € arist(Y"). Veamos que g € H. Por como hemos tomado Y, se tiene
que o(g-y) € vert(T) o t(g-y) € vert(T'). Supongamos que o(g-y) € vert(T"). Como o(g-y) = g-o(y) y T es un
arbol de representantes, g-o(y) y o(y) son el mismo vértice en T'. Por lo tanto g € G,(y) © H. Supongamos
ahora que t(g-y) € vert(T'). Llamemos z = ¢g-y. Como t(z) € vert(T'), entonces o(z) € vert(T), por lo que
existe un g, € G tal que g, -t(z) € vert(T), pues T es un subgrafo de Y. Ahora, como g, -t(2) = (g.9) - o(y)
y o(y) estan en T', de nuevo se deduce que son el mismo vértice. Por lo tanto g.g € G, o lo que es lo
mismo, g € g;lGo(y) c H. En cualquier caso, hemos obtenido que g € H, y por lo anterior, deducimos
que G = H. O

Los anteriores resultados nos otorgan herramientas tutiles para obtener ciertas propiedades de los
grupos.

Lema 3.2.4. Sea G un grupo y X un objeto de alguna categoria tal que G & X . Entonces para cualquier
x € X y cualquier g € G se tiene que
Gyw = 9Grg "

Demostracion. Tomemos x € X y g € G cualesquiera. Si r € G, entonces r - x = x. Entonces

(9r97") (g-a)=g-(r-z)=g-x,
por lo que gGLg~ ! < Gg.2. Tomemos ahora r € Gg.,. Procediendo de forma analoga se obtiene

1

(97'rg) a=(97"r)-(g-2)=g"

g-2) = .
Deducimos que g7 Gy..9 S G, y por lo tanto G4,  gG,g~'. Se concluye que Gy, = gG.g~ . O

Proposicion 3.2.2. Sea H un subgrupo de G = Gy *4 G2, de manera que H\{1} no contiene ningin
elemento que sea conjugado de G1 o de Ga, entonces H es un grupo libre.

Demostracion. Sea I' el arbol de Bass-Serre asociado a G. Haciendo uso del Lema 3.2.4, las hipotesis
sobre H pueden reescribirse de manera que para todo v € vert(I') se tenga que

H,=HnG, = {1},

pues por la construccion de T', todo vértice del drbol puede obtenerse por la accién de algin elemento de
G sobre G1 o Gy vistos como vértices. En consecuencia, H C I' de forma libre y por ser subgrupo de G,
actua sin inversiones. Gracias al Teorema 3.1.1, H es un grupo libre. O

Definiciéon (Subgrupo acotado). Sea G = x4G; un producto amalgamado y sea H < G. Diremos que H
es un subgrupo acotado de G si existe un M € N tal que para todo g € H es I(g) < M, donde I(g) es la
longitud de la tnica palabra reducida de g.

Lema 3.2.5 (Teorema del punto fijo de Bruhat-Tits). Sea I un drbol acotado. Entonces existe un vértice
0 una arista que es fijada por todos sus automorfismos.

Demostracion. Si T es un tnico vértice el resultado es trivial. En caso contrario, consideremos

dT):= méx {l(v,w)},

v,wevert(I")

que es la mayor distancia entre dos vértices de I'. Como T es acotado se tiene que d(T') < 0. Sea el
conjunto o

HI) = {v e vert(T) : [Blo, D\{o}| = 1},
donde

B(v,1) = {w € vert(T) : l(v,w) < 1},

esto es, la bola cerrada en I" de radio 1 respecto a la distancia geodésica. Sea I'y el subgrafo de I" tal que
vert(I'y) = vert(I')\¢(T'). Es evidente que I'; es un arbol, pues cada elemento de ¢(I") es adyacente a un
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tnico vértice de I' que no puede estar en ¢(I") por definicién, por lo que es un subgrafo conexo de T', esto
es, I'y es un arbol.
Veamos que d(I'1) = d(I") — 2. Consideremos el conjunto

S(T) := {(v,w) € vert(T") x vert(T') : (v, w) = d(T')}.

Notemos que S(I') < ¢(T") x t(T"), pues en caso contrario, existiria un par (v, w) tal que al menos uno de sus
vértices tendria més de una adyacencia, y en consecuencia la distancia I(v, w) no puede ser maxima. Sea
(v,w) € S(I') un par cualquiera. Por ser (v, w) = d(I'), existe una geodésica en I' isomorfa a Camgry que
comienza en v y termina en w. Ademas, dicha geodésica no puede contener ningtn veértice de ¢(I')\{v.w},
pues tendria que pasar dos veces por un mismo vértice, ya que todo elemento de ¢(T") solo tiene una tnica
adyacencia. Como vert(I';) no contiene vértices de #(T'), se tiene que dicha geodésica restringida a I'; ha
de ser isomorfa a Camgy_o. Por la arbitrariedad de los vértices tomados, se tiene que d(I';) = d(T") — 2.

Iterativamente, podemos considerar los subarboles T';, de T tales que vert(T',,) := vert(T',,—1)\t(Tn-1),
tomandose I'g = I'. Por lo anterior, tenemos que

d(T'y,) =d(Tp—1) — 2 =d(T) — 2n.
Supongamos que d(T") es par. Entonces d(I") = 2k para algin k € N. En consecuencia
d(Ty) = d(T') — 2k = 0

y por lo tanto T'y es un dnico vértice. Por ser un vértice, este se preserva por cualquier ¢ € Aut(Ty).
Consideremos I'y,_1. Como todo ¥ € Aut(I'y_1) es una extension de algin ¢ € Aut(T'y) y tal que
Y (t(T'k—1)) = t(T'x—1), pues han de mantenerse las adyacencias, se tiene que todo automorfismo de
I'y_1 fija el vértice de I'y. Por induccién, todo automorfismo de I' ha de fijar el vértice de I'.
Supongamos que d(T") es impar. Entonces existe un k € N u {0} tal que d(T") = 2k + 1. Por lo tanto

d(Ty) = d(T) — 2k = 1

y en consecuencia 'y es un segmento. De nuevo, notamos que todo ¢ € Aut([y) fija la arista de T.
Razonando como antes, todo automorfismo de I' fija la arista de T'. O

Proposicion 3.2.3. Sea I’ un drbol y G = G1 %4 Go un grupo tal que G C T sin inversion. Supongamos
que existe un vértice v € vert(T') tal que su orbita G - v es un conjunto acotado de vert(I') respecto a la
distancia geodésica. Entonces existe un vértice de I' que queda fijado por la accion de G.

Demostracion. Consideremos el subarbol ¥ tal que vert(¥) = G -v. Notemos que ¥ es un arbol acotado,
pues sus vértices lo son, y que G - ¥ < ¥ por como lo hemos tomado. Gracias al Lema 3.2.5 existe un
vértice o una arista que queda fijada por la acciéon de G, pues este actiia por automorfismos. Como G
actta sin inversion, si G fija una arista ha de fijar sus vértices, por lo que fijarfa también vértices. En
cualquier caso, la accion de G fija al menos un vértice. O

Corolario 3.2.1. Sea H un subgrupo acotado de G = Gy * 4 Go. Entonces H puede escribirse como un
grupo conjugado de Gy o de Gs.

Demostracion. Sea I' un arbol sobre el que G acttia sin inversion y cuyo dominio fundamental es un
segmento. Sea T' dicho dominio fundamental y llamemos vert(T') = {P, Q}. Por el Teorema 3.2.2 sabemos
que si g € G1 U G se tiene que g-T N T es no vacio. Notemos que la longitud definida en la definiciéon de
subgrupo acotado es equivalente a la distancia geodésica sobre el arbol. Entonces, si H es un subgrupo
acotado de G, H - P ha de ser un subconjunto acotado de vert(I") respecto a la distancia geodésica.
Consideremos U el subarbol de I" tal que vert(¥) = H - P. Debido a que H - P es acotado, ¥ es acotado
y, ademés, H - ¥ < ¥ por construcciéon. Haciendo uso de la Proposicion 3.2.3, existe un vértice v fijado
por H. En consecuencia, H ha de ser un conjugado de G; o de G2, como se prob6 en la demostracién de
la Proposiciéon 3.2.2. [
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Corolario 3.2.2. Sea H un subgrupo finito de G = G x4 Ga. Entonces H puede escribirse como un
grupo conjugado de Gy o de Gs.

Demostracion. Basta probar que todo grupo finito es acotado, lo cual es inmediato, debido a que todo
elemento de un grupo finito tiene orden finito, y en consecuencia, cualquier expresién como palabra
reducida de G estara acotada. O
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4 | Aplicaciones

Desarrollada una introduccién a la teoria de Bass-Serre, procederemos a dar una aplicaciéon de esta.
Estudiaremos el problema de interseccion de subgrupos parabolicos en grupos de Artin usando teoria
de Bass-Serre. Para ello, primero comprenderemos el problema y daremos solucién a este para un tipo
especifico de grupos de Artin, dado que el problema en toda su generalidad sigue abierto.

4.1. Grupos de Artin-Tits

Pasemos a introducir los grupos de Artin-Tits y algunos de sus tipos.

Definiciéon (Grupo de Artin-Tits). Sea S un conjunto finito y para cada par de elementos a,b € S sea
Mab = Mpe € {00} U N\{1}. Llamaremos grupo de Artin-Tits sobre el conjunto de generadores S y con
relaciones myyp, al grupo Ag presentado como

Ag = (S |aba... = bab... :a,bes ).
~—— N——
Mab Mab

En el caso mgy, = o0, entenderemos que los elementos a y b no tienen relaciones. De forma usual nos
referiremos a los grupos de Artin-Tits como grupos de Artin.

Estos grupos deben su nombre a Emil Artin, por sus trabajos sobre los grupos de trenzas entre los
afios 1920 y 1940 [2], y a Jacques Tits, por generalizar los trabajos de Artin a una clase mas general de
grupos en los afios sesenta, trabajando con estos grupos como los conocemos hoy en dia [I7], aunque los
primeros que nombraron a estos grupos como grupos de Artin-Tits fue el grupo Bourbaki.

Uno de los grupos que nos resultaran de vital importancia son los conocidos como grupos de Coxeter.

Definiciéon (Grupo de Coxeter). Sea S un conjunto finito y sea Ag un grupo de Artin sobre el conjunto
de generadores S para ciertas relaciones. Sea Rg el subgrupo de Ag generado por el conjunto {a® : a € S}.
Llamaremos grupo de Coxeter sobre el conjunto de generadores S al grupo Wg dado por

WS ;AS/RS.

Podemos apreciar que todo grupo de Artin tiene un grupo de Coxeter asociado. Estos grupos nos
permiten dar una clasificacion de los grupos de Artin en base a las relaciones entre sus elementos. Otro
concepto que nos sera necesario es el de subgrupo parabolico de un grupo de Artin.

Definicién (Subgrupo parabolico de un grupo de Artin). Sea S un conjunto finito y sea Ag un grupo de
Artin sobre el conjunto S. Sea T' — S y consideremos A7 < Ag el subgrupo generado por T'. Llamaremos
subgrupo parabolico estandar de tipo T' a Ap. Llamaremos subgrupo parabdlico de tipo T' a cualquier
conjugado de un subgrupo paraboélico estandar de tipo T por elementos de Ag.

Gracias a los resultados Van der Lek dados en [I8], sabemos que los subgrupos parabolicos estdndar
son grupos de Artin. Pasemos a ver algunos tipos de grupos de Artin.
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Definicién (Algunos tipos de grupos de Artin). Sea S un conjunto finito y Ag un grupo de Artin sobre
el conjunto S. Entonces:

= Tipo RAAG: Diremos que Ag es de tipo RAAG (right-angled), o de angulo recto, si para todo
a,b € S se tiene que mg € {2, 00}

= Tipo esférico: Diremos que Ag es de tipo esférico si el grupo de Coxeter Wy asociado es finito.
= Tipo grande: Diremos que Ag es de tipo grande si para todo a,b € S es mg, = 3.

= Tipo FC: Diremos que Ag es de tipo F'C (flag-complex) si para cualquier subconjunto T' < §
tal que para todo a,b € T sea mg, # o0, se tiene que el subgrupo parabélico estandar Ar es de
tipo esférico. Notemos que es una buena definicion, pues los subgrupos paraboélicos estandar son de
nuevo grupos de Artin.

Cabe resaltar que, aunque hemos denotado a los grupos de Artin haciendo referencia al conjunto de
sus generadores, es necesario dar las relaciones entre estos para una completa definicién del grupo. Para
ello, se usara una representacion de estas relaciones en forma de grafo, conocido como grafo de Coxeter.

Definicion (Grafo de Coxeter). Sea S un conjunto finito y sea Ag un grupo de Artin sobre el conjunto S.
Llamaremos grafo de Coxeter de Ag a I's, a un grafo no orientado definido como vert(I's) = S, y
cumpliendo que dados a,b € S se tenga que:

= Simgp, # 00, se unen esos dos vértices y se etiqueta la arista con mp.
= Si myp = 00, no se uniran los vértices.

En lo que sigue, en caso de tener un grafo de Coxeter I', denotaremos al grupo de Artin que representa
como Ar.

4.2. Problema de interseccién de subgrupos parabdlicos

A pesar de haber sido objeto de estudio de matemaéticos alrededor del mundo por casi cien anos, los
grupos de Artin aun albergan gran cantidad de preguntas abiertas. Numerosas conjeturas, tales como si
estos grupos son libres de torsién o no, sobre su cohomologia o el problema de la palabra entre otros,
siguen siendo un misterio. Puede encontrarse méas informacion sobre algunas de estas preguntas en [9].

De entre de estas preguntas, nos centraremos en un problema en concreto, conocido como el problema
de la interseccion de subgrupos parabdlicos. Este conjetura:

Dado un grupo de Artin Ag, ses el conjunto de sus subgrupos parabélicos estable bajo la interseccion?

En el caso de restringir la pregunta solo a los subgrupos parabélicos estandar, la respuesta también
resulta cierta. Esto fue probado por Harm Van der Lek en el afio 1983.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Van der Lek [I8]). Sea S un conjunto finito y sean T, Q < S subconjuntos.
Sea Ag un grupo de Artin sobre el conjunto S y sean Ay, Ag < Ag los subgrupos parabdlicos estandar de
tipo T y Q. Entonces

AT N AQ = ATmQ-

Se puede encontrar una prueba de este resultado en [I8]. Grandes avances se han hecho en estos
ultimos anos sobre esta pregunta:

= En el ano 2019, el equipo formado por Bert Wiest, Juan Gonzalez-Meneses, Maria Cumplido y Volker
Gebhardt, dio un resultado positivo a esta pregunta para los grupos de Artin de tipo esférico [5],
siendo los primeros en dar un resultado para el caso de subgrupos parabdlicos no estandar.

= En diciembre de 2020, el equipo formado por Alexandre Martin, Maria Cumplido y Nikolas Vascou
confirmé la pregunta para el caso de los grupos de Artin de tipo grande [6].
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= En enero de 2022, el equipo formado por Luis Paris, Olga Varghese y Philip Moller extendieron
los resultados de Rose Morris-Wright [I4] para un caso particular de grupos de Artin de tipo FC.
Probaron que la interseccién de un subgrupo parabdlico de un grupo de Artin de tipo FC con otro
subgrupo parabdlico de tipo esférico es también un subgrupo parabolico [I5].

= En el articulo [I] podemos encontrar una prueba para los grupos de Artin de tipo RAAG, dada
por Ashot Minasyan y Yago Antolin, apoyandose en los resultados de Andrew J. Duncan, Ilya
Kazachkov y Vladimir N. Remeslenikov dados en [7].

= En los articulos [4] y [I0] podemos encontrar pruebas para algunos tipos mas especificos de grupos
de Artin. En concreto, en [4], Martin Axel Blufstein da una generalizacion de los resultado dados
en [0], y en [I0], Thomas Haettel resuelve el problema para un tipo de grupos de Artin llamados
euclideos.

El objetivo de este capitulo es estudiar este problema para una subfamilia de grupos de Artin de
tipo FC, siguiendo como referencia la tesis doctoral de Islam Foniqi []], en la que se usa teoria de Bass-
Serre para probar que para esta subfamilia (que definiremos méas adelante) la interseccién de subgrupos
parabdlicos es un subgrupo parabélico.

Definiciéon (Subgrupo propio). Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Diremos que H es un
subgrupo propio de G si no es ni G ni el grupo trivial.

Comencemos dando algunos resultados previos, definiendo primero qué entenderemos como grupo de
Artin par.

Definiciéon (Grupo de Artin par). Diremos que un grupo de Artin Ag es par si para todo a,b € S se
tiene que mg, par o infinito.

Lema 4.2.1. Sea I un grafo de Coxeter y Ar su grupo de Artin asociado. Sean 'y y I's dos subgrafos
de I tales que I'y UT'y =T, Entonces

Ar = Ar, Ar

*Ar, AT, 2°

Demostracion. Notemos que como I'y u Ty =T, se tiene que vert(I'y) u vert(I'y) = vert(I') y también
que arist(I';) U arist(I's) = arist(I"). Debido a que los vértices representan los generadores del grupo y las

aristas sus relaciones, tomando R; las relaciones que representan arist(I';) con i = 1,2, podemos construir
/Afl = (vert(T) |R1>\
Ar, ~r, = (vert(T'y) nvert(T'y)| Ry m Ra) Ar = (vert(T'1) u vert(T'y)| Ry U Ra)

\ Apz <V€I‘t FQ |R2> /

mediante las respectivas inclusiones canénicas. Notemos que hemos abusado de notacién, pues los vértices
de los anteriores grafos vienen a partir de los generadores de los grupos. Por construccion, se deduce que
AF = AF1 *Al“lr\l‘2 AFz' O

Lema 4.2.2. Sea T" un drbol y G un grupo tal que G G T sin inversion. Sean P,Q € vert(T') y « la
geodésica que los une en I'. Entonces, si g€ Gp NG, se tiene que g-a = a.. De la misma manera, dadas
dos aristas y1,y2 € arist(T'), si B es la geodésica que las une en I', entonces para todo g € Gy, N Gy, se

tiene que g - B = f3.

Demostracion. Notemos que como G actia sin inversion se tiene que g -« es conexo para cualquier g € G,
pues dado cualquier y € arist(I") se tiene que g-y es la arista que une g-o(y) con g-t(y). Sea g € Gp N Gy.
Por reduccién al absurdo supongamos que g - a # «. Como ¢ - « es conexo y ¢ fija a P y a @), entonces
C = au(g-«a) es un subgrafo de " que contiene un ciclo. Esto es absurdo, pues I" es un arbol. Se deduce
que g - o = . De manera similar se obtiene el resultado si partimos de tomar dos aristas. O
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El siguiente lema nos serd necesario para la demostracién, pero no daré su prueba, puesto que se
escapa del objetivo de este trabajo. De igual manera, puede encontrarse su demostracion en [§], cuya
referencia explicita se cita a continuacion.

Lema 4.2.3 (Lema 4.2.7 [8]). Sea S un conjunto finito y As un grupo de Artin par sobre S. Sean
P,Q < S dos subconjuntos, r,s € Ag y Ap, Ag < Ag los subgrupos de Ag generados por P y (). Entonces
existen dos elementos g1, g2 € Ag tales que

(rApr_l) N (sAQs_l) = (glApﬁngl) ) (QQAPQQggl) .
Definicion (Engarce y estrella). Sea I' un grafo sin lazos y v € vert(I'). Llamaremos engarce de v a
Ik(v) := {w € vert(T") : (v, w) € arist(I")} .
Se llamara estrella de v a st(v) := lk(v) U {v}.

Proposicion 4.2.1 (Proposicion 4.2.10 [8]). Sea T un grafo de Cozeter, de manera que el grupo de Artin
asociado Ar sea par. Sea R < vert(T') y g € Ar. Supongamos que A U (gARgfl) no estd contenido en
ningun subgrupo parabdlico propio de Ar, y que Ar N (gARgfl) no estd contenido en ningin subgrupo
parabdlico estdndar propio de Ar. Entonces, para todo v € vert(I')\R se tiene que R < lk(v).

Demostracion. Para aligerar la notacion, llamemos V' = vert(T"). Procedemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe un v € V\R tal que R & lk(v). Sea Ay\(,; < Ar el subgrupo generado por
V\{v}. Veamos que el elemento g del enunciado no puede pertenecer a Ay (,}. De nuevo, por reduccion
al absurdo supongamos que g € Ay, entonces Ay\(,} = gAy\ (). Debido a que v ¢ R, se tiene que
R < V\{v}, por lo que Ar < Ay} Ademas gARg™! < gAV\{v}g*1 = Ay\(v}, Dues g € Ay\q,y v la
conjugacion es un isomorfismo de grupos. Por lo tanto Ar U (gARg_l) S Ay\(u}, Pero esto es absurdo,
pues por hipotesis Ag U (gARgfl) no estd contenido en ningiin subgrupo paraboélico propio de Ay ).
Se concluye que g ¢ Ay (y)-

Consideremos T'; el subgrafo de T' que tiene por vértices st(v) y T's el subgrafo de I' que tiene por
vértices V\{v}. Notemos que I'y uT's =T, y que I'y n 'y corresponde con el subgrafo de I' que tiene por
vértices a lk(v). Haciendo uso del Lema 4.2.1 se tiene que

Ap = Ast('u) * Ane(v) AV\{U}

Esto es porque Ag () = Ar,, Av\(oy = Ar, ¥ Aiw) = Ar,~r,. Debido a que hemos podido expresar el
grupo Ar como un producto amalgamado, por el Teorema 3.2.2 sabemos que existe un arbol de Bass-Serre
T asociado a Ar de manera que

vert(T) := (AF/Ast(v)) L (AF/AV\{U}) y arist(T) := (AF/A]k(U)) L (A]_“/Alk(v)).

Ademas, G actta sobre T sin inversion y tiene por dominio fundamental un grafo isomorfo a un seg-
mento, en el cual Ag(,) es el estabilizador de un vértice, Ay, es el estabilizador del otro vértice y
Ajk(v) es el estabilizador de la arista. Como g ¢ Ay}, se tiene que Ay\(,y v gAy\ (v}, Vistos como
vértice del arbol T, son distintos. Consideremos « la geodésica en T' que une a Ay, () con gAy(y)-
Por construccion, sabemos que el estabilizador de Ay g,y visto como vértice de T' es Ay, y por el
Lema 3.2.4, el estabilizador de gAy~,} visto como vértice de T' es gAV\{v}g_l. Por el Lema 4.2.2; todo
elemento de Ay (), N (gAV\{v}g’l) estabiliza a. Como Ag S Ay\(y) ¥ gArg™! C gAV\{v}g’l, entonces
Ar n (gARg_l) S Ay} 0 (gAV\{v}g_l), por lo que todo elemento de Ag N (gARg_l) estabiliza «, y
en particular, a cualquiera de sus aristas. Haciendo de nuevo uso del Lema 3.2.4, como toda arista de T’
puede conseguirse mediante una accion sobre la arista Aj(,), por construccion, existe un cierto h € Ar
tal que
Ar 0 (9Arg™") < hAywh ™"

Entonces

ARﬁ (gARg_l) = ARﬁ (gARg_l) M (hAlk(v)h_l) = [AR @ (hAlk(U)h_l)] @ [(hARh_l) @ (hAlk(v)h_l)] .
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Haciendo uso del Lema 4.2.3, podemos expresar las anteriores intersecciones A N (hAlk(U)hfl) y
(hARh_l) N (hAlk(q,)h_l) como interseccién de dos subgrupos parabolicos de tipo R n lk(v). Como
supusimos que R & lk(v), se tiene que R n lk(v) € R. Por lo tanto Ag N (gARgfl) esté contenido en un
subgrupo parabdlico de tipo R n lk(v), lo cual es absurdo por hipotesis, pues Ag~ik() €s un subgrupo
parabolico estandar propio de Ar. Deducimos asi que para todo v € vert(T')\R se tiene que R < lk(v). O

Corolario 4.2.1. Sea T" un grafo de Coxeter, de manera que el grupo de Artin asociado Ar sea par. Sea
R < vert(I') y supongamos que evisten g € Ar y v € vert(I)\R tales que Avery(r)\(v} # JAvert(r)\{v} ¥
R & Ik(v). Entonces existen g1, gz, gs, ga € Ar tales que

4
Ap 0 (gArg™") = ﬂ (91 Ay ~rIE ") -
k=1
Demostracion. La prueba se sigue de la parte final de la demostracién anterior. O]

Esta tltima proposicion sera la herramienta fundamental para probar el resultado principal de esta
seccion. El resultado se probara para la siguiente subclase de grupos de Artin.

Definicion. Llamaremos C a la clase de grupos de Artin pares tales que su grafo de Coxeter I' asociado
es finito y para cualquier v € vert(I') que pertenezca a un tridngulo, toda arista conectada con v esté
etiquetada por un 2.

Podemos apreciar que todo grupo de Artin de tipo RAAG esta en C. Es mas, todo grupo de Artin
par cuyo grafo de Coxeter no contenga triangulos esté en C. De hecho, basandonos en el Lema 3.1 de [3]
se tiene que C es la clase de grupos de Artin pares de tipo FC.

Antes de dar la prueba del teorema principal, necesitaremos una serie de resultados previos. De nuevo,
por salirse del objetivo de este documento no se proporcionaran las demostraciones de los tres primeros,
aunque pueden encontrase en la referencia adjunta en cada resultado.

Definiciéon (Subgrupo parabolico de tipo esférico). Diremos que un subgrupo parabolico es de tipo
esférico si es conjugado de un subgrupo parabdlico estandar de tipo esférico.

Lema 4.2.4 (Teorema 3.1 [14], generalizacion del Teorema 9.5 de [5]). Sea S un conjunto finito y Ag
un grupo de Artin de tipo FC sobre S. Si P y @ son dos subgrupos parabdlicos de Ag de tipo esférico,
entonces P n Q es un subgrupo parabdlico de Ag de tipo esférico.

Lema 4.2.5 (Lema 4.2.6 [8]). Sea S un conjunto finito y Ag un grupo de Artin par sobre S. Sean
R, Tc S yg he Ag. Entonces si gArg~' & hArh™! se tiene que R < T.

Lema 4.2.6 (Lema 4.4.1 [§]). SeaT' un grafo de Coxeter y Ar el grupo de Artin asociado. Consideremos
R < vert(T') tal que AR es un subgrupo de Artin libre y vert(I')\R = {v}. Entonces, para cualquier g € Ap
es Arp N (gARgfl) es un subgrupo parabdlico.

Lema 4.2.7. Sean G y H dos grupos presentados como G = (Sg|Rqg) y H = {(Sg|Ru). Consideremos
el conjunto de relaciones R := {ab =ba : a € Sg,b € Sy}. Entonces

G x H={Sg U Su|Rc v Ry v R).

Demostracion. Llamemos T' = {(SguSy|Rgu Ry UR),y consideremos el homomorfismo ¢ : T'—> G x H
dado por p(a) = (a,1) sia € Sg y ¢(b) = (1,b) si be Sy. Por tener T los generadores y relaciones tanto
de G como de H sabemos que ¢ es sobreyectiva, y en consecuencia Im(¢) = G x H.

Haciendo uso del Primer Teorema de Isomorfia, se tiene que T/ker (¢) = Im(¢) = G x H. Basta
probar que ker (p) = {1}. Sea z € ker(yp), entonces ¢(z) = (1,1). Por ser x un elemento de T puede ser
expresado como producto de elementos en Sg y en Sy, los cuales conmutan, por lo que podemos expresar
r = x122, donde z1 es un producto de elementos de Sg y z2 es un producto de elementos en Sg. Como
© es homomorfismo, se tiene que

o(x) = p(z172) = P(T1)P(T2) = (71, 72) = (1, 1).

Deducimos que z1 = 1y 2 = 1, y en consecuencia z = 1. Se concluye que T'~ G x H. O

Podemos pasar a dar el resultado principal.
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Teorema 4.2.2 (Teorema 4.3.4 [8]). Sea T' un grafo de Cozeter tal que su grupo de Artin asociado
Ar pertenezca a la clase C. Entonces para todo R < vert(I') y para cualquier g € Ar se tiene que
Ar n (gARg_l) es un subgrupo parabdlico de Ar.

Demostracion. Notemos que I', por ser grafo de Coxeter, tiene una cantidad finita de vértices, por lo que
procederemos por induccién en n = |V|y m = |R)|, siendo V' = vert(I'). Si Agr = Ar, el resultado es obvio,
por lo que podemos suponer que Ag es un subgrupo propio de Ar. Veamos algunos casos particulares:

= Sin =1, entonces Ar no puede tener relaciones, pues estas se dan para cada par de elementos, por
lo que Ar = (a| ) = Z y el resultado es trivial, pues V no tiene subconjuntos propios.

= En el caso de que m = 1, por el mismo razonamiento anterior se tiene que Ar =~ Z. Notemos que
el grupo de Coxeter asociado a Ap es Wg = (ala?) = Z/27Z, que es finito, por lo que Ag es de tipo
esférico. Por el Lema 4.2.4, Agr N (gARgfl) es un subgrupo parabdlico para cualquier I'.

= En el caso de que n = 2, el tnico subgrupo no trivial de Ar se tiene que cuando m = 1. Por el
mismo razonamiento anterior se tiene que Ar N (gA Rgfl) es un subgrupo parabdlico.

En consecuencia, podemos asumir que n > m > 2. En caso de que exista un v € V\R tal que R ¢ lk(v),
se presentan dos casos:

= Si gAy\ (v} = Av\(u}, entonces g € Ay g,y Como R S V\{v}, entonces tanto Ar como gArg~! son

subgrupos parabolicos de Ay (,y. Veamos que Ag N (gARg_l) es un subgrupo parabolico de Ay (.}
por induccién en n.

El caso base para n = 2 se ha probado. Consideremos ahora el grafo I" con n vértices y tomemos
como hipotesis de induccién que el resultado es cierto para todo grafo con menos de n vértices en las
condiciones anteriores. Notemos que el subgrafo de T', el cual tiene por vértices V'\{v}, tiene n — 1
vértices, por lo que el resultado en dicho arbol es cierto. Como R ¢ lk(v), se tiene que R < V\{v}.
Deducimos que Ag N (gA Rgfl) es un subgrupo parabdlico del subgrafo de I' que tiene por vértices
V\{v}, y en consecuencia, también es subgrupo parabolico de Ar.

= SigAy\ (v} # Av\(v}, haciendo uso del Corolario 4.2.1 sabemos que podemos escribir Agn (gARgfl)
como interseccion de cuatro subgrupos parabdlicos de tipo lk(v)nR & R. Veamos que es un subgrupo
parabdlico. Fijado un n, procedemos por induccién en m.

El caso base cuando m = 1 se ha probado. Por hipoétesis de induccién, supongamoslo anterior cierto
para todo R de cardinal menor o igual a m — 1 y tomemos R con cardinal m. Como lk(v) n R € R,
es evidente que |lk(v) N R| < m. Por el Corolario 4.2.1, existen g1, go, g3, g4 € Ar tales que

4
AR N (gARg_l) = ﬂ (gk:Alk(U)nglzl) .
k=1

Notemos que se ha abusado de notacién, pues R representa a la vez al conjunto de generadores
de Ar como a un conjunto de vértices de I'. Si llamamos R = R n lk(v), podemos reescribir las
intersecciones anteriores como

o1 (A 0 ((9792) Ag (9792) ")) 9| o 05 (A 0 ((05790) AR (05790) ")) 05|

~~ ~~
Wi W2

Haciendo uso de la hipétesis de induccién, tanto Wi como W5 son subgrupos parabdlicos, por lo
que glwlgl_l y 93W293_1 también lo serdn. Supongamos que 91W1g1_1 es de tipo 11 y que ggI/VlgB_1
es de tipo Ty. El Lema 4.2.3 nos asegura que |T}],|T:| < m. De nuevo, tenemos que

(i Wigi!) n (gsWogs') = g1 [Wl A ((91_193) Ws (gflgs)fl)] 91,

por lo que, usando nuestra hipotesis de induccién, deducimos que (g1W1 ' 1) N (ggngS_ 1) es un
subgrupo parabolico. En consecuencia, Ag N (gARg_l) también lo es.
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Consideremos ahora el caso en el que para cualquier v € V\R se cumple que R < lk(v). Supongamos
que V\R tiene k componentes conexas disjuntas. Procedemos por induccién en k.

= Supongamos que k = 1 y sea C; la tnica componente conexa de V\R. Si |Ci| = 1, entonces
VAR = {v}, y como R < lk(v), se tiene que lk(v) = R. Si Ag es libre, haciendo uso del Lema 4.2.6
sabemos que Ag N (gA Rg_l) es un subgrupo parabélico. En caso de no ser Ag libre, existen al
menos dos vértices a,b € R conectados por una arista de T', y por ser lk(v) = R, los vértices a, b y
v forman un tridngulo. Puesto que Ar esta en C, las aristas del tridngulo a, b, v estan etiquetadas
con un 2, y en consecuencia, esos elementos conmutan en Ar. Es méas, como todo elemento de R
estd conectado con v, por el mismo razonamiento anterior v conmuta con todo elemento de R.
Deducimos que gArg~ = Ag, y por lo tanto Ar N (gARg_l) = Ag.

En caso de que |Cy| > 1, como todo v € V\R cumple que R < lk(v) y C es conexo, todo vértice de
R que conecta con C esté en un triangulo. En consecuencia, toda arista que conecte un vértice de
R con un vértice de V\R est4 etiquetada por un 2. Haciendo uso del Lema 4.2.7, tenemos que

Ar = Ar X Ay\r,
y por tanto gArg~! = Ag, pues por lo anterior podemos escribir g = g1g» con g1 € Ar y go € Av\Rs
de forma que ambos conmutan. Entonces,

gARg_l = (9192)1‘11%(9192)_1 = ggARggl = Ap.
Obtenemos que, gArg~" = Ag, y por lo tanto Ag N (gArg™") = Ag.

= Supongamos que k > 1, y sean C1,...,Cy las componentes conexas de V\R. Supongamos que al
menos una de las componentes conexas no es un unico vértice. Sin pérdida de generalidad, sea C
dicha componente conexa. Entonces |C;| > 1. De nuevo, como R < lk(v) para todo v € VAR y Cy es
una componente conexa con al menos dos vértices, existen al menos dos vértices a, b € C adyacentes
tales que para todo w € R los vértices a, b, w forman un tridngulo, y por ende, los elementos de R
conmutan con los elementos de Cy. Por lo tanto, todo vértice de R es un vértice de un triangulo,
y como R < lk(v) para todo v € V\R, los elementos de R conmutan con todas las componentes
conexas. Por el Lema 4.2.7 podemos escribir

Ar = Ar x Ay\g,

1

Se tiene de nuevo que gArg~" = Ag, y por lo tanto Ar N (gARg’l) = Ag.

Supongamos que Ag no es libre. Entonces, de forma analoga al caso |Ci| = 1, se tiene que todo
v € V\R pertenece a al menos un tridangulo, y se puede razonar como en el caso anterior.

Por ultimo, supongamos que para todo i € {1,...,k} se tiene que |C;| = 1 y que Ag es libre.
Elegimos un v € V\R. Notemos que (R u {v})u (V\{v}) =V y (R U {v}) n (V\{v}) = R. Haciendo
uso del Lema 4.2.1, podemos expresar

Ar = AR} *4r Av\(o)

donde Ap ) es el subgrupo de Ar dado por el subgrafo que tiene por vértices a Ru{v} y Ay} es
el subgrupo de Ar dado por el subgrafo que tiene por vértices a V\{v}. Como hemos expresado Ar
como un producto amalgamado, consideremos el drbol de Bass-Serre T' asociado a esta amalgama.
Sabemos que dicho arbol, tnico salvo isomorfismo, viene dado por

vert(T) := (Ar/Agroy) U (Ar/Av(o}) y arist(T') := (Ar/Ar) u (Ar/Agr),

y que su dominio fundamental es isomorfo a un segmento, que tiene por estabilizadores de sus
vértices a Apy vy ¥ @ Ay\(v}, ¥ Por estabilizador de su arista a Ar. Consideremos Ag y gAr como
aristas de T. Si Agp = gAR, entonces g € Ag, por lo que Ar N (gARgfl) = Ag. Si Ar # gAr,
entonces existe una unica geodésica « en T que conecta a Ar con gAR vistas como aristas de T'.

40



Problema de interseccién de subgrupos parabdlicos Aplicaciones

Sean Ag, g1 AR, ---,9n-1A4R, gn AR las aristas de a.. Por construccion de T se tiene que los elementos
gk_,lng estan o en Ap_ ) 0 en Ay\q,y para todo k € {0,...,n — 1}, tomando como go = 1 y como
gn = g. Por otra parte, haciendo uso del Lema 3.2.4 sabemos que el estabilizador de cada gxARg,
visto como arista, es gkARglzl, visto como grupo. Haciendo uso del Lema 4.2.2, Ar N (gARg_l)
estabiliza a «. Por otra parte, si un elemento estabiliza a toda la geodésica, en particular, estabiliza

cada arista, por lo que
n

Ap 0 (gArg™") ﬂ (91 Arg; ")
Notemos que podemos reescribir las intersecciones t 1
_ _ _ _ -1 _
@hARmf)ﬂ(QM4ARmJ1)=gk{Awa«gkbku)AR(mfgnH) )]ng

Como vimos antes, g,;lgkﬂ ha de ser un elemento o de A ) 0 de Ay\(,}. Supongamos que

gk_lgkﬂ € ARu{v)- Como Apg es un subgrupo libre de Ar, también lo es como subgrupo de Ag (v}-
Ademas (R v {v}) \R = {v}. Haciendo uso del Lema 4.2.6 deducimos que

_ _ -1
Ar N ((gk "ge+1) Ar (95 grs1) )
es un subgrupo paraboélico de Ag (y}, y por lo tanto, de Ar. En consecuencia

(9kARgE ") N (gr+1ARIE 1)

también es un subgrupo parabolico de Ar. En el caso de que gk_lng € Ay (v}, procedemos por
induccion en n = |V/|. Llamemos gy, := g;l Jk+1- Si n = 2 se ha probado al comienzo de la demos-
tracion. Supongamos como hipotesis de inducciéon que el resultado es cierto para todo grafo con
menos de n vértices cumpliendo las condiciones anteriores. Debido a que hemos tomado v € V\R,

es obvio que R < V\{v}. Ahora, [V\{v}| =n—1y gr € Ay\(y}. Deducimos que Ar N <gNkARg~k_1

es un subgrupo parabolico del grupo asociado al subgrafo de T que tiene por vértices a V\{v}, y
por lo tanto, es un subgrupo parabdlico de Ar.

. ~ ~—1 o .
Obtenemos en cualquier caso que Ar N (gkA ROk ) es un subgrupo parabdlico. En consecuencia, se

deduce por induccién en la longitud de la geodésica que Ag N (gA Rg’l) es un subgrupo parabolico.

Hemos cubierto todos los posibles casos, y en todos ellos se obtiene que Ar N (gARgfl) es un subgrupo
parabdlico. O

Corolario 4.2.2 (Corolario 4.3.5 [§]). Sea T' un grafo de Cozeter tal que su grupo de Artin asociado Ar
pertenezca a la clase C. Seane€ N y Py, ..., P, subgrupos parabdlicos de Ar. Entonces

N~
k=1

es un subgrupo parabdlico de Ar.

Demostracion. Procedamos por induccién. Sean P, = gkAnglzl con Ry < vert(I') y gr € Ar para
k=1,...,n.Sin=1es trivial. Si n = 2, gracias al Lema 4.2.3, podemos expresar

Py o Py = (hiAp arohit) m(thleRthl)::hl[ARlﬁRQrw(Gqﬂhg)ARlﬁR2(h;ﬁm)‘l)]hfﬁ

Haciendo uso del Teorema 4.2.2 sabemos que Ar, ~r, N ((hl_lhg) AR\ AR, (hflhg)fl) es un subgrupo

parabdlico, por lo que P; n P> también lo es. Por hipoétesis de induccion, supongamos el resultado cierto

hasta n — 1. Notemos que
n n—1
ﬂm_mm<ﬂm)
k=1

k=1

Como ﬂz;ll Py es un subgrupo parabolico, obtenemos de nuevo un caso anélogo al de n = 2. Se
concluye asi el resultado. O
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Concluimos la secciéon dado respuesta a la pregunta planteada al comienzo para los grupos de Artin
en la clase C.

Corolario 4.2.3 (Corolario 4.3.6 [8]). Sea I' un grafo de Cozeter tal que su grupo de Artin asociado Ar
pertenezca a la clase C. Entonces el conjunto de subgrupos parabdlicos de Ar es estable bajo la operacion
de interseccion.

Demostracion. Sea Q el conjunto de los subgrupos parabélicos de Ar. Notemos que Q es numerable, pues

al ser T un grafo de Coxeter, vert(I') es finito, y por lo tanto hay una cantidad finita de subconjuntos de

vert(T"), y por tener generadores finitos, Ar tiene una cantidad numerable de elementos. En consecuencia,

al ser los elementos de Q de la forma gArg™! con g€ Ar y R < vert(T'), se deduce que Q es numerable.
Consideremos I un conjunto arbitrario de indices. Queremos probar que

Q= () B
PkEQ
kel
es un subgrupo parabdlico de Ap. Si I es finito, haciendo uso del Corolario 4.2.2 se tiene que @ es
un subgrupo parabolico de Ar. Supongamos que [ es infinito. Entonces, podemos asumir que I = N.
Podemos reescribir la expresién como

o-Nr-N(N~)
keN keN \i<k

Denotemos Qr = (), < Pi- Podemos apreciar que cada Q) es interseccion finita de subgrupos parabdlicos,

por lo que por el Corolario 4.2.2, sabemos que @ es un subgrupo parabolico para todo k € N. Podemos

notar también que podemos concatenar la sucesion {Qj }reny como

Qi2Q22Q32---.

Como tenemos una cantidad finita de subconjuntos de vert(T'), se tiene una cantidad finita de tipos de
subgrupos parabdlicos. Haciendo uso del Lema 4.2.5, si tomamos Qj = gkAngk’l paracada ke {1,2,...}
se tiene que Ri+1 & Ry. Como vert(I') es finito la cadena se estabiliza en, a lo mas, |vert(I")|+1 eslabones.
Haciendo uso del Corolario 4.2.2 se concluye la prueba.
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