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Introduccion

Uno de los fenémenos de la Fisica mas complicados de estudiar y analizar
es el movimiento de los fluidos. A dia de hoy, conocer el comportamiento de
éstos para poder predecir el clima, las corrientes oceanicas, el estudio del flujo
sanguineo, el flujo de agua en una tuberia o en un reactor, del flujo de aire alre-
dedor de aviones o proyectiles... es de suma importancia en Geofisica, Medicina

o Ingenieria.

La dindmica de un fluido real queda descrita en la gran mayoria de situa-
ciones posibles por las ecuaciones de Navier-Stokes, nombradas asi en honor al
ingeniero y fisico francés Claude-Louis Navier y al fisico y matematico anglo ir-
landés George Gabriel Stokes. Se trata de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales que expresan la conservacién de la cantidad de movimiento
(el momento lineal) y de la masa para fluidos Newtonianos (es decir, para fluidos

viscosos cuya viscosidad puede considerarse constante).

No existe una solucién general para dichas ecuaciones. A excepcién de ciertos
tipos de fluidos y/o situaciones muy concretas, no se puede encontrar una solu-
cién analitica, requiriendo por ello la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales
de la ayuda del Analisis Funcional y del Analisis Numérico para determinar una
solucién aproximada. El objetivo principal de este trabajo es determinar las con-
diciones sobre las cuales podemos encontrar y controlar (y determinar mediante

diferentes algoritmos) soluciones mds o menos regulares.

En los dos primeros capitulos haremos un analisis tanto de las ecuacio-

nes estacionarias de Stokes como de las ecuaciones de evolucion de Navier-



Introduccién

Stokes. Principalmente, enunciaremos resultados de existencia, unicidad y regu-
laridad de las soluciones. Ademas, cuando estudiemos en el primer capitulo las
ecuaciones estacionarias de Stokes, trabajaremos con ciertos espacios funciona-
les (fundamentales en este contexto) y presentaremos aproximaciones basadas
en métodos de elementos finitos. El andlisis de las ecuaciones de evolucién de
Navier-Stokes que se muestra en el segundo capitulo es mucho mas complejo.
Nos centraremos en obtener la formulacién variacional del problema y los resul-
tados principales de existencia y unicidad de solucién en los casos bidimensional

y tridimensional.

Por otro lado, en el tercer capitulo formularemos y resolveremos un pro-
blema de control 6ptimo para las ecuaciones estacionarias de Stokes: existencia,
unicidad, caracterizacién y calculo de la soluciéon mediante algoritmos de punto

fijo.



Introduction

One of the most complicated phenomena in physics to study and analyze is
the motion of fluids. Today, to know their behavior to be able to predict the
climate, the ocean currents, the study of blood flow, the flow of water in a pipe
or in a reactor, the flow of air around planes or projectiles... is of utmost im-

portance in geophysics, medicine or engineering.

The dynamics of a real fluid is described in the vast majority of possible
situations by the Navier-Stokes equations, named after the French engineer and
physicist Claude-Louis Navier and the Anglo-Irish physicist and mathematician
George Gabriel Stokes. It is a system of nonlinear partial differential equations
that express the linear momentum and mass conservation for Newtonian fluids

(i.e., for viscous fluids whose viscosity can be considered constant).

There is no general explicit solution for such equations. With the exception
of certain types of fluids and/or very specific situations, an analytical solution
cannot be found, requiring therefore the theory of Partial Differential Equations
with the help of Functional Analysis and Numerical Analysis to determine an
approximate solution. The main objective of this work is to present some con-
ditions under which we can find and control (and determine through different

algorithms) more or less regular solutions.

In the first two chapters, we will analyze both the stationary Stokes equa-
tions and the evolution Navier-Stokes equations. Mainly, we will state results on
the existence, uniqueness and regularity of solutions. In addition, in the study

in the first chapter of the stationary Stokes equations, we will work with cer-
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tain functional spaces (fundamental in this context) and present aproximations
based on Finite Element Methods. The analysis of the Navier-Stokes evolution
equations given in the second chapter is much more complex. We will focus
on obtaining the variational (weak) formulation of the problem and the main
results on existence and uniqueness of solution in the two-dimensional and three-

dimensional cases.

Finally, in the third chapter we will formulate and solve an optimal control
problem for the stationary Stokes equations: existence, uniqueness, characteri-
zation and calculation of the solution (the optimal control-state pair) by some

fixed-point algorithms.



Capitulo 1

Las ecuaciones estacionarias

de Stokes

En este capitulo, haremos un estudio de las ecuaciones estacionarias de Sto-
kes, el cual nos servird para introducir varias herramientas necesarias para es-

tudiar las ecuaciones de Navier-Stokes.

En primer lugar, en la Seccién 1.1, consideraremos algunos espacios fun-
cionales. Tras ello, en la Seccién 1.2, enunciaremos la formulacién variacional
de las ecuaciones de Stokes y estudiaremos la existencia y unicidad de las so-
luciones mediante el Teorema de proyeccién. En la Seccién 1.3, mencionaremos
algunos resultados sobre la aproximacion de un espacio normado con el objetivo
de presentar un esquema, por el método de diferencias finitas, para la apro-
ximacion del problema de Stokes. Por tultimo, en la Seccién 1.4, haremos un
estudio andlogo usando el método de elementos finitos. Las demostraciones de

los resultados que siguen se encuentran en [Temam)] y [Brézis].

1.1. Algunos espacios funcionales

1.1.1. Notacién

En este apartado, estudiaremos ciertos espacios funcionales fundamentales

para el estudio de las ecuaciones de Stokes.
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Sea © un conjunto abierto de R™. Ser4 ttil definir 2(Q) (o Z2(Q2)) como el espa-
cio de las funciones "> con soporte compacto contenido en € (o en ). 2'(Q2)
denotaré el espacio vectorial de las distribuciones sobre 2, es decir, de las formas

lineales secuencialmente continuas sobre Z(£).

Denotamos por LP(Q2), con 1 < p < 400 (o L*>(Q)), al espacio de funciones
reales definidas en 2 con la potencia p—ésima absolutamente integrable (o fun-

ciones reales acotadas) para la medida de Lebesgue dax = dxq - - - dx,,.
7(Q) = {u £ — R medible; / P de < oo}
Q
Este es un espacio de Banach separable con la norma
1/p
sy = ( [ ute)Pac)
Q

donde | - | denota la norma Hilbertiana. Para L*°(£2), tenemos la norma

[[ul[poe (@) = nf{M > 0; |u(z)]<M cp.d enQ}

Para p = 2, L?(2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(u,v):/ﬂu(m)v(m)daz

Observacién 1.1. Los elementos de LP(€2) no son funciones, sino clases de
funciones, ya que funciones que son iguales salvo en un conjunto de medida nula

se consideran la misma.

Podemos entonces definir los espacios vectoriales definidos por las funciones

localmente integrables:

LP

loc

Q) = {u :  — R™ medible; / [ulf dr <oo VK CQ compacto}
K

El espacio de Sobolev W"?(Q) es el subespacio vectorial de LP(§2) formado

por las clases de funciones tales que sus derivadas en el sentido débil (o sentido

11



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

de las distribuciones) hasta orden m (donde m es un entero positivo) pertenecen

también a LP(12).
WmP(Q) = {ue LP(Q); D%ue LP(Q) YaeN", |af <m}]
Es un espacio de Banach con la norma

m
[l lwmr@) = [[alle@) + Y 1Dl Loy

a=1

HllHWm,oo(Q) = max HDauHLP(Q)
la|]<m

Sil < p < +4o0o, se trata de un espacio de Banach separable. Los espacios de
Sobolev con p = 2, los cuales denotaremos por H™(€2), estdn dotados de manera
natural de la estructura de espacio de Hilbert, al igual que los espacios L?(€2),

con el producto escalar

((11, V))H’”(Q) = (ua V) + Z(Daua Dav)
a=1
El cierre de 2(€2) en W™P(Q) se denota por Wy *(Q) (HJ*(Q) para p = 2).

Generalmente, nos ocuparemos de las funciones vectoriales n—dimensionales

con componentes en uno de estos espacios. Usaremos la notacién

LP(Q) = {LP()}"  W™P(Q) = {Wm™P(Q)}"
H™(Q) = {H™(Q)}" 2(Q) ={2(D)}"

y supondremos que estos espacios producto estan equipados con la norma pro-

ducto habitual o con una norma equivalente (excepto 2(2) o 2(f2), pues no

son espacios normados). Los espacios con los que mds trabajaremos serdn
2 1
Por 1ltimo, definamos ¥ como el espacio

Y ={ue2(Q); V-u=0}

1Un multi-indice a es una n-tupla de nimeros enteros a = (a1, @2, ...,an) € N cuya
medida viene dada por |a] = a1 + a2 + ... + an. Se usa frecuentemente para resumir derivadas
parciales de una funcién de n variables

ololf

Aal a0z Adn
071 0pg -+ - Oz

Def =
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Los cierres de este espacio en L?(Q) y en H () son dos espacios fundamentales
para el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes. Los denotaremos de aqui en

adelante por H y V, respectivamente.

1.1.2. Caracterizacién de los espacios H y V

Caracterizacion del gradiente de una distribucién

Proposicién 1.1. Sea Q@ C R™ un conjunto abierto, y sea f = {f1,.... fn},

con f, € 2'(Q) para i =1,...,n. Entonces
f = Vp para alguna distribucion p en 2'(Q) & (f,v) =0 Vve¥

Proposicion 1.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto, de frontera lipschitziana

continua y acotado.

(i) Si una distribucion p tiene todas sus primeras derivadas D;p, 1 <1i <n,

en L2(2), entonces p € L2(), y

[pllz2)/r < (VL2 )

(i) Si una distribucion p tiene todas sus primeras derivadas D;p, 1 <1i < n,

en H=1(Q), entonces p € L*(Q), y

[[pllz2)/r < (VDI -1 (0

Caracterizacion del espacio H

Tal y como hemos comentado, este espacio es el cierre de ¥ en L? (Q), es decir,

si u-n denota la traza normal sobre 0€Q,
H={ucL?*Q) ; V-u=0, u-n=0 sobre 90}

Teorema 1.1. Sea  C R™ un conjunto abierto y acotado de clase €2. Enton-

ces:
L*(Q)=H®H, & H,
donde H, Hy y Hy son espacios mutuamente ortogonales, con

Hy={ue L*(Q); u=Vp, peH(Q), Ap=0}
Hy={ue L*Q); u=Vp, peHj(Q)}

13



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Caracterizacién del espacio V

Teorema 1.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto lipschitziano y acotado. En-

tonces:

V={ue H}Q); V-u=0}

1.2. Existencia y unicidad de la solucion de las
ecuaciones de Stokes

Las ecuaciones de Stokes se pueden obtener linealizando las ecuaciones de
Navier-Stokes. En primer lugar, daremos la formulacién variacional del problema
de Stokes, para acabar demostrando la existencia y unicidad de la solucién a
través del Teorema de Lax-Milgram. Ademads, indicaremos algunos resultados

sobre la regularidad de la solucion.

1.2.1. Formulacién variacional del problema

Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado, con frontera I', y sea f € L?(Q)
una funcién vectorial en 2. Buscamos una funcién vectorial u = (uy,...,u,)
que represente la velocidad del fluido en cuestién, y una funcién escalar p que
represente la presion, ambas definidas en €2, de manera que satisfagan las si-

guientes ecuaciones y condiciones de contorno.

—vAu+Vp=Ff en (1.1)
V-u=0 en €2 (1.2)
u=20 sobre I (1.3)

donde v > 0 es una constante que representa el coeficiente de viscosidad ci-
nemética. Si f,u y p son funciones suaves que satisfacen (1.1)) — (1.3), tomando

el producto escalar en (1.1) con una funcién v € ¥, obtenemos

(=vAu+ Vp,v) = (f,v)

14



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

e, integrando por partes, el término (—Au,v) nos da

n

> (Vi Vvy) = ((u,v)) (1.4)

i=1
y el término (Vp, v) nos da
—(p,V-v)=0

resultando entonces

v((u,v))=(f,v) VYve¥? (1.5)

Dado que cada término de la igualdad depende lineal y continuamente
de v para la topologia H é(Q), entonces dicha igualdad es todavia valida, por
continuidad, para cada v € V. Si el conjunto Q es de clase €2, entonces por
, la funcién u pertenece a Hé(Q), y debido a y al Teorema 1.2, u € V.

Por todo ello, llegamos a la siguiente conclusién:
uecV ysatisface v((u,v))=(f,v) VveV (1.6)

Y ahora, al revés: supongamos que u satisface (1.6) y demostremos que cumple
(1.1) — (1.3) en algtn sentido. Dado que u pertenece tnicamente a H é(Q),
tendremos menos regularidad que antes, y s6lo podemos esperar que u satisfaga

(1.1) — (L.3) en un sentido mas débil que el sentido clésico.

En realidad, u € H é(Q) implica que las trazas you; [°| de sus componentes
sean cero en H1/2(I‘); u € V implica, por el Teorema 1.2, que V-u = 0 en el

sentido de las distribuciones, y usando (|1.6[), tenemos
(—vAu—f,v)=0 VYvev¥

Gracias a las Proposiciones 1.1 y 1.2, sabemos que existe alguna distribucién

p € L?(Q) tal que
—vAu— f=-Vp

en el sentido de las distribuciones en ). Estamos entonces en las condiciones de

enunciar el siguiente lema.

2Podemos definir la aplicacién traza yo € Z(H'(Q); L2(T")) (espacio de las aplicaciones
lineales y continuas de H'(2) en L?(T)) tal que you es la restriccién de u a T' para toda
funcién u € H'(Q) suficientemente regular.

15



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Lema 1.1. Sea Q un conjunto abierto y acotado de clase €?. Entonces las

stguientes condiciones son equivalentes:

(i) u € V satisface (1.6).

(i) u € HY(Q) y satisface - en el sentido de las distribuciones:

Existe p € L*(Q) tal que —vAu+Vp=Ff enQ (1.7)
V-u=0 en (1.8)
You=20 (1.9)

Definicién 1.1. El problema " determinar u € V' que satisfaga @” se deno-
mina la formulacién variacional del problema ((1.1)) — (|1.3)).

1.2.2. Existencia y unidad de solucién para el problema

de Stokes

Teorema 1.3. Para cualquier @ C R™ conjunto abierto y acotado en alguna
direccion, y para cada f € L*(Q) (o f € H*(Q)), el problema @ posee
una tnica solucién u. Es mds, existe una funcion p € LE (Q) tal que satisface

—(@. Y ademds, si Q es un conjunto abierto y acotado de clase €2,
entonces p € L?(Q), y se cumple —.

Este Teorema es consecuencia directa del Lema 1.1 y del siguiente Teorema

clasico:

Teorema 1.4 (Teorema de Lax-Milgram). Sea W un espacio real de Hilbert
(con norma || - |lw), y sea a(u,v) una forma continua bilineal en W x W que

es coerciva, es decir, exviste o > 0 tal que

a(u,u) > of|ul|} Yue W (1.10)

16



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Luego para cada l en W' (el espacio dual de W), existe una y solo una funcidn
ue W tal que
a(u,v) = (I,v) YveWw (1.11)

Observacién 1.2. Para aplicar este Teorema a (1.6), tomamos W como el
espacio V equipado con la norma asociada a (1.4), a(u,v) = v((u,v)), y para
v = (I,v) la forma v — (f,Vv), que es lineal y continua en V. El espacio V es

separable como un subespacio cerrado del espacio separable H (1) (Q).

Demostracion del Teorema 1.4. En primer lugar, demostremos la unicidad de
la solucién de (1.11)). Sean u; y us dos soluciones, y definamos u = u; — us.

Tenemos

a(ug,v) =a(ug,v) =(,v) WweW
a(u; —ug,v) =0 YveWw

Tomando v = u, y usando ([1.10)),
allulffy < a(u,u) =0

Luego u = 0. Veamos ahora la existencia de la solucién. Por simplicidad, dare-
mos la prueba suponiendo que W es separable. Existe una sucesién de elementos
Wi,...,Wpn,...,de W que lo definen en su totalidad. Sea W, el espacio defini-

do por w1y, ..., w,,. Para cada m entero fijo, definimos una solucién aproximada

de :
u, = igi,mwi &m €ER
i=1
cumpliendo
a(uy,,v)=(,v) VYveW,

Demostremos que existe una y solo una u,, que cumple esta igualdad, la cual

es equivalente al conjunto de m ecuaciones
a(up,,w;)=(,w;) j=1,...m

Constituyen un sistema lineal para las m componentes &; ,, de uyy,:

17



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Zfiyma(wi,wj) =(,w;) j=1,....,m
i=1

La existencia y unicidad de u,, quedaria demostrada si conseguimos ver que
el anterior sistema es regular. Para conseguirlo, serd suficiente probar que el

respectivo sistema homogéneo asociado, es decir,
m
> Ga(wi,wy) =0 j=1,...,m (1.12)
i=1

tiene una dnica solucién &,...,&, = 0. Pero si &i,...,&,, satisfacen (1.12)),
entonces multiplicando cada ecuacién por la correspondiente §; y sumando todas

las ecuaciones, obtenemos

Z §ija(wi, wj) = a(ZﬁiWi,ijWj) =0
1 =1

i,j=1 i=

Usando ([1.10)),
Y &wi=0
i=1

y CcOomo Wi, ..., Wy, son linealmente independientes, £&; = ... =&, = 0. Ya por

iltimo, tomemos limite. Para v = u,,,, tenemos que
a(Wp, Up) = (I, up)

y usando (|1.10)), llegamos a que la sucesién u,, estd acotada, independientemen-
te del valor de m, en W. Como las bolas cerradas de un espacio de Hilbert son
débilmente compactas, existe un elemento de W, u, y una sucesién u,, extraida

de u,,, tal que en el limite m’ — oo, u,,» — u para la topologfa débil de W.

Ahora bien, sea v un elemento fijo de W; para algin j. Tan pronto como m’ > j,

v € W, y por ello tenemos que
a(p,v) = (,v)
Usando el siguiente lema, podemos tomar limite y obtenemos entonces

a(u,v) = (l,v)

18



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Esta igualdad es valida para cada v € U7Z;W;, y como este conjunto es denso
en W, la igualdad sigue siendo vélida por continuidad para v € W. Con esto,

queda demostrado que u es solucién de (|1.11)). O

Lema 1.2. Sea a(u,v) una forma bilineal y continua en un espacio de Hilbert
W. Sea ¢y, (0 ) una sucesion de elementos de W que converge a ¢ (o a )

en la topologia débil (o fuerte) de W. Entonces:

im0, bm) = (4, 6) (113)
"}i_{nm a(¢m7¢m) = a(d),’l/J) (114)

1.2.3. El problema de Stokes no homogéneo

Teorema 1.5. Sea Q C R™ un conjunto abierto y acotado de clase €2. Dados

feH Y (Q),ge L), ¢ c HYXT) tal que

/di:z::/rgbq/dl“ (1.15)

Entonces existen u € H'(Q),p € L*(Q) soluciones del problema no homogéneo

de Stokes:

—vAu+Vp=Ff en ) (1.16)
V-u=g en ) (1.17)
You=¢, e, u=a¢ sobre T’ (1.18)

Ademds, u es unica, y p también salvo constante aditiva.

Demostracién. Como HY?(T') = ~roH(Q), existe uy € H'(Q) cumpliendo
Youg = ¢. Asi, por (1.15) y la férmula de Stokes,

[@=v-u) iz =0

Usando el Lema 1.3, vemos que existe u; € Hé(Q) tal que V-u; =g —V - uy.
Tomando v =u—ug—uy, (1.16))—(1.18]) se reduce al problema homogéneo para

19



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

v, de manera que ya se tiene la existencia y unicidad de v y p (y, por ello, de u

y D) O

Lema 1.3. Sea Q C R™ un conjunto abierto, lipschitziano en el espacio de
Hilbert y acotado. Entonces el operador divergencia estd bien definido y es so-

breyectivo de H(Q) en L*(Q)/R, es decir,

{g€L2(Q) , /Qg(a:) daczO}

1.2.4. Resultados de regularidad
Proposicién 1.3. Sea Q un conjunto abierto y acotado de clase €", tal que
r = méix{m + 2,2} para m > 0 entero. Supongamos que

uc wW*(Q), p e WhH(Q), l<a<+oo (1.19)

son soluciones del problema de Stokes general — . Si f € Wm™(Q),
g e Wmthe(Q) y ¢ € Wmt2=1/ae(T) Bl entonces

uec Wmt2eQ) p e wnthe(Q) (1.20)

La existencia de u y p estd asegurada por los Teoremas 1.3 y 1.5 si a = 2. La
siguiente Proposicién nos da un resultado general de existencia y regularidad

paran =26 3.

Proposicién 1.4. Sea @ C R™ un conjunto abierto (n = 2,3) de clase €", con
r =max{m + 2,2} con m > —1 entero; y sean f € W"™*(Q),g € WmtL(Q),
¢ € W21/ (T tal que satisfacen la condicion de compatibilidad

/dix:/Fqs.udF (1.21)

Entonces existen u y p funciones unicas (p dnica salvo constante) soluciones de

— que satisfacen .

3wm+271/o¢,a(1—*) — 70wm+2,o¢(ﬂ)
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

1.3. Discretizacion de las ecuaciones de Stokes
(método de diferencias finitas)

Definicién 1.2. Una aproximacion interna de un espacio vectorial normado
W es un conjunto {Wh,pp,rn}, con h € H (este conjunto de indices depende

del tipo de aproximacién), donde
= W}, es un espacio vectorial normado.
= pp es un operador lineal y continuo de Wy, en W.
= 75, es un operador, quizas no lineal, de W en W},.

Definicién 1.3. Una aproximaciéon externa de un espacio normado W es

un conjunto que consta de
= un espacio normado F y un isomorfismo w de W en F.
» una familia {W},, pr, 4}, con h € H, donde

e W} es un espacio normado.
e p,, es una funcion lineal de Wy en F.
e 7, es una funcién, quizéas no lineal, de W en Wj,.

Observacién 1.3. Para F' = W, y W la identidad, tenemos la aproximacién

interna.

Observacion 1.4. Los operadores py y 7, se denominan, respectivamente, ope-

radores de prolongacion y de restriccién.

Cuando trabajamos con diferencias finitas, debemos discretizar el recinto. Para
ello, introducimos el vector malla h = (hq,..., h,), donde h; es la malla en la

direccién z;, y por lo tanto,
0<h; <h?
para algunos nimeros estrictamente positivos h?, de manera que

H:

3

(0, )
1

n
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Para cada h € H, definimos:

» h; es el vector h;e;, donde la j—ésima coodenada de e; es d;;, la delta de

Kronecker.

= Ry es el conjunto de puntos de R™ de la forma jihy + ... + j,hqy,, con j;

enteros.

w o (M), M = (u1, ..., tn) es el conjunto H (ui BRI + 2).
i=1

v o, (M,r) es el conjunto U on(M + %hl)
1<i<n,—r<a<+r

= wps es la funcién caracteristica del bloque o, (M).

= ); es el operador de diferencias finitas:

(6:0)(x) =

= Para cada ) C R" abierto, y para cada entero no negativo r, definimos el

conjunto Qy = {M € Ry,; on(M,r) C Q}
s Vind(x) es otro operador de diferencias finitas:

(x4 hy) — ()
h

Vijo(x) =

Supongamos que 2 C R™ es un abierto lipschitziano y acotado. Vamos a definir
una aproximacién del espacio V usando diferencias finitas. Sea F = L2?(Q)"*1
equipado con el producto escalar Hilbertiano habitual, y sea w € Z(V; F) el

isomorfismo definido por u — wu = (u, D1u, ..., Dyu).

V}, es el espacio de las funciones escalonadas

uh(x) = Z uh(M)th(x), uh(M) e R
MeQ),

que son libres de divergencia en el sentido

3 Vinuin(z) =0, Ve Q(h)
=1
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

El espacio V}, estd equipado con uno de los siguientes productos escalares.

((ap,vp))n = Z/Q(Siuh(x) Soivp(x) dx

fwnval) = [ wnlepva(o) da + (v
Q
El operador de prolongacién vendré definido por
prup = {uy, Diuy, -+, Dyup}

El operador de restriccién se define solo para u € ¥ (subespacio denso de V).
VM = (mihy, - ,mphy) € Q) (rpu)(M) viene dado por wi(M) la i—ésima

componente de uy,.

Usando esta aproximacién de V', podemos proponer un esquema de diferencias

finitas para la aproximacién del problema de Stokes (|1.6]):
Hallar up, € V3, tal que v((up, vp))n = (f,ve), Vv €V (1.22)

Proposicién 1.5. Para todo h € H, la solucion uy, de existe y es unica.
Ademds, si h — 0, la solucién converge a la solucion u de (@ en el siguiente

sentido:
" u, > u en L*(Q)

s Su, — Dju  en LQ(Q)

1.4. Discretizacion de las ecuaciones de Stokes

(método de elementos finitos)

Ahora estudiaremos la discretizacion de las ecuaciones de Stokes por el méto-
do de los elementos finitos. En primer lugar, consideraremos polinomios a trozos
de grado dos en el caso bidimensional (Seccién 1.4.2), luego polinomios a trozos
de grado tres en el caso tridimensional (Seccién 1.4.3), y tras ello polinomios a
trozos de grado cuatro en el caso bidimensional (Seccién 1.4.4). Ademds, con-
sideraremos una aproximacién externa por elementos finitos no conformes en

cualquier dimensién (Seccién 1.4.5).
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

1.4.1. Resultados previos

Coordenadas baricéntricas

Partimos de n 4 1 puntos de R™, Ay, A, ..., Ant1 ﬁ con coordenadas ai j, ...,

1 <17 < n+1, que no estan sobre el mismo hiperplano. Esto tltimo es equivalente

a decir que los n vectores AjAs,..., A1 A,4+1 son independientes, es decir, que
la matriz
a1 air2 0 G141
a1 Qa2 - G2n41
o —
an,1 Qap2 An,nt1

sea no singular. Dado cualquier punto P € R”, con coordenadas x1,..., %y,

existe n 4+ 1 ndmero reales \; = \;(P) tales que

n+1
OP =Y X\OA;, (1.23)

=1
n+1

dai=1 (1.24)

donde O es el origen de R™. Que se cumplan las condiciones (1.23)) y (1.24]) es

equivalente a decir que el sistema

/\1 X1

g 7 |=|" (1.25)
An T
Ant1 1

tenga una unica solucién. Las cantidades \; se denominan coordenadas ba-
ricéntricas de P, con respecto a los n+1 puntos Ay, A, ..., A,11. Por ello, los

nimeros \; aparecen como funciones lineales no homogéneas de las coordenadas

4De aqui en adelante, denotaremos a los puntos del espacio afin R™ por letras mayisculas
(A,B, M, P,...). AB, por ejemplo, denotard al vector de R"™ que va de A hacia B.
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

T1,...,T, de P:

j=1

donde la matriz # = (b; ;) es la inversa de la matriz <.

La envolvente convexa de estos n + 1 puntos es exactamente el conjunto de los
puntos de R™ con coordenadas baricéntricas tales que 0 < \; < 1,1 <i¢<n+1.
Esta envolvente convexa . es el n—simplex generado por los puntos A;, los
cuales se denominan wvértices del n—simplex. El baricentro de ., G, es aquel
cuyas coordenadas baricéntricas son todas iguales, y por ello, iguales a 1/n + 1.
En el caso bidimensional (n = 2), . es un tridngulo, y en el caso tridimensional

(n = 3), es un tetraedro.

Proposicién 1.6 (Un resultado de interpolacién). Sean Aq,...,Ap41 n+1
puntos de R™ que no estdn en el mismo hiperplano. Dados n+ 1 nimeros reales
Q1,...,Qpe1, existe una y sélo una funcion lineal u tal que u(A;) = a;, con
1<i<n+1,y

n+1
u(P) =Y aiX(P), VPeR"
=1

donde \;(P) son las coordenadas baricéntricas de P con respecto a Ay, ..., Apy1.

Normas de algunas transformaciones lineales

Sean .7 y . dos n—simplex de vértices Ay,-, App1 y A1~ , Apq1 respecti-
vamente. Denotamos por p (respectivamente p’) al didmetro de la bola mds
pequena conteniendo a . (respectivamente, el didmetro de la bola més grande
contenida en .¥). Asi, p y p' tienen un significado similar. Supondremos que
Ay = A; = 0 son los origenes de R”, y denotaremos por A a la funcién lineal

tal que

Las normas de A y A~! se pueden generalizar de la siguiente manera en funcién

de p,p',p, 7.
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Lema 1.4. En las condiciones anteriores, tenemos que:
(1.27)

[l

A< = lIATYl <

/

hS)

Al trabajar con funciones vectoriales libres de divergencia, el siguiente lema nos
sera util:

Lema 1.5. Sea x — u(x) una funcidn vectorial libre de divergencia definida en
S,y sea X — U(X) una funcion definida en .# como

a(x) = Au(A71'x), Ve

Entonces t es también una funcion vectorial libre de divergencia.

Triangulaciones regulares de un conjunto abierto y acotado 2 C R"
Sea 7}, una familia de n—simplexs. Dicha familia se denominara triangulacién

admisible de () si se satisfacen las siguientes condiciones:

Q)= | #ca
S ET,

» Si.7, .7 € J, entonces . N7 = () (donde . es el interior de ,5’ Na

ademads, o bien . N.¥’ es vacio o bien es exactamente una mfcaraﬁ para

Sy " (para cualquier m con 0 <m <n —1).

Denotaremos por {7, }new a la familia de todas las triangulaciones admisibles

de Q. A cada una de estas triangulaciones .7, le asociamos los tres siguientes

ndmeros:
, P
h)= sup ps , p(h)= inf po , o(h)= sup =~
p(h) P p(h)= nf py (h) S

S €T

Para el método de elementos finitos, nos ocuparemos del paso al limite p(h) — 0

5es decir, los puntos de .# con coordenadas baricéntricas, con respecto a los vértices de .%,
talesque 0 < \; < 1,1 <i<n+1

6Una m—cara de un n—simplex . es cualquier m—simplex, con 1 < m < n 4+ 1, generado
por m + 1 vértices de ..
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Una subfamilia de {9}, Ha, se denominard una triangulacion regular de € si
se satisfacen
olh) <a<+oo, p(h)—0 (1.28)
Q(h) converge a  en el siguiente sentido:
Para cada compacto K C 2, existe § = 6(K) >0 (1.29)

tal que p(h) <6(K) = Q(h) DK

Nuestro objetivo serd asociar a una familia regular de triangulaciones {7, }he,,

de 2 varios tipos de aproximaciones de los espacios funcionales que nos interesan.

1.4.2. Elementos finitos de grado 2 (n = 2)

Sea 2 C R™ un conjunto abierto Lipschtiziano y acotado. En primer lugar,
describiremos una aproximacién interna de H (1) (Q) (para cualquier n), y luego,
daremos una aproximacién externa de V' (para n = 2). Las funciones aproxima-

das serdn cuadréticas a trozos. Sea .73, una triangulacién admisible de €.

A) APROXIMACION DE H}(f)

1. Espacio W,.

Este es el espacio de funciones vectoriales continuas, que se anula fuera de Q(h),
cuyas componentes son polinomios de, a lo mas, grado dos, en cada simplex
< € J3,. Es un subespacio de dimensién finita de H é(Q) Estd equipado con el

producto escalar inducido por H ().

Si . es un n—simplex, denotaremos a sus vértices por Ay, ---, A,41, tal y

como hicimos en la anterior seccién, y por A;; al punto medio de A;A;.

Lema 1.6. Un polinomio de, a lo mds, grado dos, estd definido univocamente
por sus valores en los puntos A; y Ai;, 1 < i, j < n+ 1. Ademds, este po-

linomio se define en términos de las coordenadas baricéntricas con respecto a

Aq, -+ Apyr por la formula
n+1 n+1
P(z) = 2(2()%(37))2 — Ai(2))p(Ai) + 2 Z Ai(@)Aj(2)9(Aij) (1.30)

i#]
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

Demostracion. Primero, demostremos que (|1.30) cumple con las condiciones
del Lema. La funcién del miembro derecho es un polinomio de grado dos, ya
que las A;(x) son funciones lineales no homogéneas de z1, ..., z, (véase (1.26))).

Ademsds, si ¢(x) denota esta funcién,

Y(Ag) = ¢(Ar) ya que Ai(Ap) = i

Oike + it

V(Aw) = ¢(Aw) ya que \i(Ag)) = =

Ahora bien, un polinomio de grado dos tiene la forma

n n
P(x) = ap + Z(Oéixi + Bia}) + Z QT
i=1 ig=1
i<j
donde ¢ estd determinada por (n + 1)(n + 2)/2 coeficientes ag, o, 5;, ;. Hay

(n+ 1) puntos A;, n(n + 1)/2 puntos A;;, y por lo tanto, las condiciones en ¢:
#(A;) = dadas, ¢(A;;) = dadas

conforman (n+1)(n+2)/2 ecuaciones lineales para los coeficientes desconocidos.
De acuerdo a ([1.30)), este sistema tiene una solucién para cualquier conjunto de

datos en las condiciones de ¢. Asi, el sistema lineal es regular, y la solucién

encontrada en (1.30]) es tnica. O

Denotaremos ahora por %4, al conjunto de vértices y puntos medios de los
n—simplex . € J,, y por %, al conjunto de los puntos de %, que pertenecen

al interior de (h).

Lema 1.7. Eziste una y solo una funcion u, € Wy, que toma valores dados en

los puntos M € U, .

Demostracion. Por el Lema 1.6, sabemos que existe una funcién uy, cuyas com-
ponentes son funciones polinémicas definidas a trozos de grado dos, que toma
valores en los puntos M € %), y que se anula en los puntos M € %y — U, y

fuera de 2(h). Sélo tenemos que ver que esta funcién es continua.

En cada (n — 1)—cara ./ de un simplex . € 9}, cada componente u;, de

uy, es un polinomio de grado dos que tiene dos valores (quizés diferentes) uj}b
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y u;,. Ahora bien, u;; ¥ u;;, son polinomios de, a lo més, grado dos en (n — 1)
variables, que son iguales en los vértices y los puntos medios de las aristas de
', Aplicando entonces el Lema 1.6 a una simplex (n—1)—dimensional muestra

+ _ ., ! :
que u;, = u;, en .. Por lo tanto, uy, es continua, y pertenece a Wj. O

Ademas, existe una tnica funcién escalar continua, polinémica de grado dos, en
cada simplex . € 7,, que toma valores dados en los puntos M € %}, y que se

anula fuera de Q(h). Denotaremos a esta funcién por wyys, quedando definida

por

wiar(M) =1,  wpa(P) =0, YPe%,P#M
Lema 1.8. Las funciones the € ?Zh,i =1,---,n, forman una base de
Wh,.

2. Operador py,.
Es el operador identidad.

prup =uy, vYueW,

3. Operador r},.
Para cada u € 2(Q),

(rau)(M) =u(M), VM € %,

B) APROXIMACION DE V

Partimos de  C R? un conjunto abierto y acotado, y .7, una triangulacién

admisible de Q(h).

1. Espacio F. Operador w.
El espacio F es H(Q), v @ es la identidad: Tu=u, Yuc V.

"En el espacio euclideo R™, escribimos la base canénica como ey = (1,0,...,0),
€2 = (071707"'70)7"'7671 = (077071)
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2. Espacio V},.

Es el espacio de las funciones vectoriales continuas que se anulan fuera de Q(h),
cuyas componentes son polinomios de grado dos en cada simplex . € %, y tal
que

/ V-ou,de=0, VSe€PR (1.31)
&

Las funciones uy, € V}, pertenecen a H{(Q), pero no a V (Vj, ¢ V). De acuerdo

al Lema 1.8, estas funciones pueden escribirse como

uy, = Z uh(M)th
ME?Zh

Dotamos al espacio Vj, del producto escalar de H (), tal y como hicimos con

Wh,.
3. Operador p;,. Es el operador identidad.

4. Operador 7y,.

Sea u un elemento de #. Tomemos
rpu=uy, = up +ui (1.32)
donde u}b, u,% € Wy, u,lZ se define como
ui (M) =u(M), VM e, (1.33)

y u% es un “pequeno corrector” de manera que u}b + u% € V. Definimos ui
por sus valores en los puntos M € %,: si M = A; es el vértice de un tridngulo,
entonces uj(A;) = 0; y si M = A;; es el punto medio del segmento que une
los vértices A; y Aj, entonces denotando por v;; a uno de los dos vectores

ortogonales al segmento A;A;,
up (Ay) - A4 =0,

up (Aij) - vij = — {U(Az‘j) + iu(Ai) + iu(Aj) vij + (1.34)

3 1
5/ u(tAi + (1 — t)Aj) “Vij dt
0
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Lema 1.9. uy, definido por — pertenece a Vj,.

., . . . 2
Demostracion. La idea principal en ((1.34) es escoger uj de manera que

Aj Aj
/ 11j . Vij dl = /
A;

u - Vi dl
A;

(1.35)

Si vemos que esto se cumple, entonces tendremos para cualquier tridngulo .,

/V-uhdacz/ uh-udl:/ u-l/dl:/V~udm:O
S 0.7 9.7 %

donde v es el vector normal a 0. que apunta hacia afuera con respecto a .&.
La funcion ui es igual a

2 E 2
Me%h
M=Ay

En el segmento A;A;, la funcién wy,4,, es la unica funcién wyas en la anterior
J

suma que no es idénticamente igual a cero. Segtin la definicién de wp4,; podemos
comprobar que

WhA,; (tA; + (1 — t)Aj) = 4t(1 —t),

0<t<1
Tgualmente,

uj, = Z u), (M)wp
MGWZh

donde las tnicas funciones wys que no se anulan en A;A; son wpa,, wha; ¥
Wha,;- Se ve facilmente que

wha, (tA; + (1 — t)A;) = (t— 1)(2t — 1)

WhA, (tA; + (1 — t)Aj) = t(2t -1)
Luego por (1.34)),

1 /Af
AiAj] A,

2
3

1
uh(x) s Vij dl = / uh(tAi + (1 - t)Aj) *Vij dt =
0
2 2 1 1 1 1
uj (Aij) - vij + guh(Aij) “Vij + 5[uh(Ai) +uy,(A))] - vig =
Jya(tA; + (1= t)Az) - vij dt =

A Ja e v d
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C) APROXIMACION DEL PROBLEMA DE STOKES

Usando la anterior aproximaciéon de V', podemos plantear una esquema de ele-
mentos finitos para la aproximacion del problema de Stokes en el caso bidimen-

sional:
Encontrar uy, € V, tal que v((up,vi)) = (f,vn) Vvp €V
La solucién u;, de dicho esquema existe y es Unica; y ademas,

Proposicién 1.7. Si p(h) — 0, con h € H,, la solucion uy, converge a la

solucion u de con la norma de HS(S).

1.4.3. Elementos finitos de grado 3 (n = 3)

Sea 2 C R® un conjunto abierto, lipschitziano y acotado. Tal y como he-

mos hecho en el caso bidimensional, describiremos una aproximacién interna de
1 . . . .
H (), y luego daremos una aproximacién externa de V. Las funciones aproxi-

madas seran cubicas a trozos.

A) APROXIMACION DE H} ()

Si . es un 2—simplex (es decir, un tetraedro), denotaremos por Ai,..., A4 a
sus vértices, y por By, ..., By al baricentro de las 2—caras .7, ..., .7;. Denote-
mos ademés por &} al conjunto de vértices de los simplex . € .}, y por &7 al

conjunto de baricentros de las 2—caras de los simplex .%.

Lema 1.10. Un polinomio de grado 3 en R® estd definido univocamente por
sus valores en los puntos A;, B; (1 < i < 4) y por los valores de las primeras

derivadas en los puntos A;. Es mds, dicho polinomio viene dado en términos de

las coordenadas baricéntricas con respecto a A1,...,As por la expresion:
4
d(x) =) [1—2(Ni(2))* + 3(Ni(2)) o (As)+
i=1
1= M () Aa(2) !
5 ; T NG@) [27¢(Bi) - 7; ¢(Aa):| +
aF#i
4 4

5 Ol @040 - Ais] - - 2B Do)
i,j=1 i=1 v
i#]
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Demostracion. La demostracion es completamente andloga a la del Lema 1.6.
Los coeficientes de ¢ son las soluciones de un sistema lineal con tantas ecuaciones
como incognitas; sélo tenemos que comprobar que el polinomio del miembro de
la derecha cumple todas las condiciones requeridas para cualquier conjunto de

datos dados ¢(A;), ¢(B;), D(A;). O

De este lema se deduce que una funcién escalar ¢ que se define en Q(h)
y es un polinomio de grado tres en cada simplex . € 7}, estd completamente
definida si los valores de ¢, estdn dados en los puntos A; € & y B; € &7,
y también los valores de D¢y, en los puntos A;. Esta funcién es diferenciable
en cada simplex, pero no hay motivo para decir que lo sea en todo Q(h) (ni
tampoco que sea continua). Realmente, al menos, es continua: en una 2—cara
" de un tetraedro . € },, la funcién tiene dos valores (quizds diferentes) ¢,
y ¢y, ; pero qﬁz y ¢, son polinomios de grados tres que toman los mismos valores
en los vértices y en los baricentros de .%’; y las primeras derivadas de qbz y ¢,
en los vértices de ¥’ son también iguales. Por ello, gracias a los Lemas 1.6 y

1.7, concluimos que qﬁz = ¢, .

Denotemos por wpyr, M € &, a la funcién escalar que es un polinomio de grado

tres definido a trozos en §(h), con

U)hM(M) = 1,’th(P) =0, VPe gh,P 75 M

Para M € &, i = 1,2,3, w,(;])v[ es la funcién escalar que es un polinomio de

grado tres definido a trozos en Q(h) tal que

w) (P)=0 VPe&,
Duw) (P)=0 YPe &, P#M
Dw) (M)=¢; i=1,2,3

Todas estas funciones wpasr y w,(;& son continuas en Q(h).
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1. Espacio W,.

Ser4 el espacio de funciones vectoriales continuas u de  en R3 del tipo

3
u, = Z up (M)wpar + Z ZDiuh(M)wSZ)M

Meé&y, Meé“,} i=1

que se anulan fuera de Q(h). Es un subespacio de Hj(Q) de dimensién finita.

Asfi, estd dotado del producto escalar inducido por H(Q):

((ap, vi))n = ((up,vp))  Yuy, vy, € Wy

2. Operador py,. Es el operador identidad.

3. Operador r},.
Para cada u € 2(Q), definimos u;, = rpu como uy, = 0 si el soporte de u no

estd incluido en Q(h), y si lo estuviera,
u,(M)=u(M), VMEeé, (1.36)

Duy(M) = Du(M) VM € &? (1.37)

B) APROXIMACION DE V

Partimos de 2 C R3 un conjunto abierto y acotado, y %, una triangulacién

admisible de Q(h).

1. Espacio F. Operador w.
El espacio F es H,(Q), v @ es la identidad: @u=1u, YucV.

2. Espacio V.

Es un subespacio de W},. Es el espacio de las funciones u;, € W), tales que
/ V.oup,der=0, VYSED (1.38)
7
Lo dotamos con el producto escalar inducido por H§(Q) y W,
3. Operador p;,. Es el operador identidad.
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4. Operador ry,.

Sea u un elemento de 7. Tomemos
rpu = ujy, +uj (1.39)

donde uj,u? € Wj. u}, se define tal y como hicimos en la aproximacién de

H{(Q), es decir, cumpliendo (1.36)—(1.37), y u? es un “pequeiio corrector”

definido como
u;(M)=0, Dui(M)=0, VMEeé&!

y en los puntos M € @f”‘f, la componente tangencial de u,%(M) a la cara .#’, cuyo
baricentro es M, es cero. La componente normal us (M) - v se caracteriza por

la condicién

/,uh(as)-udl“zf/u(x)de‘

Es directo afirmar que uy, pertenece a Vj,, ya que para cada . € 7},
/V~uhdx:/ uh~VdF:/ u-Vsz/V-udsz
7 0 0 54

C) APROXIMACION DEL PROBLEMA DE STOKES

Su estudio es el mismo que el ya visto en el caso bidimensional.

1.4.4. Una aproximacion interna de V

Ahora partimos de 2 C R? conjunto abierto y acotado, con frontera lips-

chitziana EL y ademds simplemente conexo.

En el caso bidimensional, la condicién V-u =0 es

ow , dus _
6331 8$2 n

8Esto signica que en el entorno de cualquier punto de la frontera, € I', I' admite una

representacién como una superficie yn, = 6(y1, ..., yn—1) donde 6 es una funcién Lipschitziana,
v (y1,...,yn) son coordenadas rectangulares en R™ en una base que puede ser diferente de la
candnica.
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

y, por ello, existe una funcién ¢ (la llamada funcidn de flujo) tal que

_ _
=y 2= (1.40)

uq _—
(9%‘1

La funcién se define localmente para cualquier conjunto 2 y globamente para

un conjunto simplemente conexo €.

Podemos asociar a cada funcién u en V la correspondiente funcién de flujo
1. La condicién u = 0 en 9N equivale a decir que las derivadas tangenciales y
normales de 1 en 9 se anulan. Por ello, ¥ es constante en 0f) y, como ¥ estd
definida univocamente salvo constante aditiva, podemos suponer que ¢ = 0 en

'y, por ello, ¥ € H3(Q). Asi, la funcién
9 9 }

— U=
w { 3332 ’ (9331

es un isomorfismo de HZ(f) en V. Nuestro objetivo ahora es construir una
aproximaciéon de HZ(€) mediante funciones polinémicas de grado 5 definidas

a trozos, para luego obtener gracias al anterior isomorfismo una aproximacion

interna de V.

A) APROXIMACION INTERNA DE HZ(Q2)

Sea Z}, una triangulaciéon admisible de . Un 2-simplex es un tridngulo. De
esta manera, sea . un tridngulo de vértices A;, As y As; denotaremos por
By, By, B3 o por Ass, Ay3, A12 a los puntos medios de las aristas A3 Az, A1 Az y
A1 As, respectivamente, y por v;; a los vectores unitarios normales a las aristas

AA;.

Lema 1.11. Un polinomio ¢ de grado 5 en R? estd definido winicamente por los

stguientes valores de ¢ y de sus derivadas:
Dep(A;), 1<i<3, [a]<2

o¢

7141"7 1§'7.§7 ' ]
aVij( i) i,j <3, i#}j

Demostracion. La prueba es analoga a la ya mostrada en el Lema 1.6. En este
caso, tenemos 21 coeficientes para ¢ y 21 condiciones que corresponden a los

diferentes valores de ¢ y de sus derivadas enunciados en el Lema. O

36



Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

De este lema se deduce que una funcién escalar ¢y, que se define en Q(h) y
es un polinomio de grado cinco en cada tridngulo . € .9, estd completamente
definida si los valores de ¢, estdn dados en los puntos 4; € &' y B; € &2,y
también los valores de las primeras y segundas derivadas en los puntos A;. Esta
funcién es diferenciable en cada simplex, pero no hay motivo para decir que lo sea
en todo 2(h). Veamos que en realidad es diferenciable y continua en tal conjunto
(¢n € €1). Sean d’: y ¢, los valores de ¢, en los dos lados de la arista A; A
de un tridngulo .. Son polinomios de, a lo més, grado cinco en Aj; As, y son
iguales junto con sus primeras y segundas derivadas en los puntos A; y Ay (seis
condiciones independientes) y, por tanto, qb,'f = ¢, . Las derivadas tangenciales
8¢;/87 y 0, /0T, con T = A1 Ay /| A1 Az, también son necesariamente iguales.
Veamos que las derivadas normales Bqﬁz JOvi2 y 0@, /Ovi2 son iguales en Aj Ay:
estas derivadas son polinomios de grado, a lo mas, cuatro en A; As. Son iguales
en A; y As junto con sus primeras derivadas, y también serdn iguales en Ajs.

Por lo tanto, también lo serdn en A; A,. Esto nos indica que ¢ € € en Q(h).

» A cada punto M € &7 le asociamos la funcién Y ,,, que es un polinomio

de grado cinco definido a trozos en Q(h) de manera que:

) 0
zghM (M) =1, y todos los demds valores nodales de z/JgM son cero, i.e.,
v
o 0
ﬁhM(P) =0 VPe&? P+M
v

DY, (P)=0 YPe&!, [a] <2

» A cada punto M € &/ le asociamos las seis funciones 9} ..., 9%, de-
finidas como siguen: son polinomios de grado cinco definidos a trozos en

Q(n) y
i (M) =1y todos los demds valores nodales de 1} ,, son cero.

Parat=10 2:

Dt (M) = 6;; vy todos los demds valores nodales de ¥ son cero.

‘D%w;lLM(M) =1, D1D2¢2M(M) =1, Dglng =1,

y todos los demds valores nodales de ¥, ,, 4%, v ¥¢,, son cero.

Todas estas funciones son diferenciables y continuas en Q(h).
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1. Espacio Xj,.

Es el espacio de las funciones escalares diferenciables y continuas en 2 del tipo:

6
=Y i+, Y, Eutin i ER

Me&? i=1 Meé&}
Estas funciones se anulan fuera de Q(h). Es un subespacio de HZ(Q2) de dimen-

sién finita, y lo dotamos con el producto escalar inducido por H2(Q):

((Yn, )0 = ((Wn, On)) 20 Y¥n, dn € X

2. Operador py,. Es el operador identidad.

3. Operador ry. Para ¢ € 2(Q), definimos 1) = 1), por sus valores no-

dales:
Dn(M) = D*G(D) VM € &, [a] <2 wan
N, Y 37111 g - 2
v (i) = v (Ag) VA € &, (1.42)

B) APROXIMACION INTERNA DE V

Sea J}, una triangulaciéon admisible de €.

1. Espacio Vj,.

Es el espacio de las funciones vectoriales continuas uj, definidas en €2 del tipo:

o= {5 s}

con Y, € Xp. Es obvio que uy, se anula fuera de Q(h), y es continua ya que
¢n € €'y V-uy, = 0. Por lo tanto, u;, € V, y V}, es un subespacio de V de
dimension finita. De esta manera, lo dotamos con el producto escalar inducido

por V:
((wn, va))n = ((u,v))

2. Operador p;,. Es el operador identidad.
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3. Operador 7. Seau € ¥,y 9 la correspondiente funcién de flujo. Claramen-

te, ¥ € 2(Q), y podemos definir ¢, € X}, por (1.41) —(1.42). De esta manera,

definimos el operador como:

C) APROXIMACION DEL PROBLEMA DE STOKES
El problema aproximado asociado a (|1.6]) es:

Encontrar uy, € Vj, tal que v((up,vy)) = (f,vn) Vvp €V
La solucién uy, de dicho esquema existe y es unica; y ademas,

Proposicién 1.8. Si p(h) — 0, con h € H,, la solucidn uy converge fuerte-

mente a la solucion u de @ enV.

Observacién 1.5. Si Q es un conjunto multiplemente conexoﬂde R2, yueV,
entonces existe una funcién ¥ que cumple . Supongamos que I' = T'g U
I'y UT, ... es la descomposicion de 92 en sus componentes conexas, con I'g
por ejemplo la frontera exterior de € si estuviera acotado. De esta manera, u 'y
0¢/0v se anulan en 0F, y ¥ se anula en I'g y es constante en las componentes

internas de 0f). La funcion

wﬂu:{g—i,—g—z}

nos da un isomoformo entre el espacio

X = {qb € H?(Q), ¢=0en Ty, ¢=cteen los Fi,%

ey =0en 6(2}

y V.

9Un conjunto miltiplemente conexo es un conjunto conexo con NUMerosos agujeros o sub-
conjuntos de elementos no pertenecientes al conjunto conexo inicial.
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

1.4.5. Elementos finitos no conformes

Debido a la condicién V-u = 0, no es posible aproximar V' por los elementos
finitos mas simples, las funciones lineales continuas definidas a trozos. Nuestro
objetivo ahora es describir una aproximacién de V' por elementos finitos lineales
no conformes, que en este caso seran funciones lineales definidas a trozos, pero
discontinuas. Tras ello, asociaremos junto con esta aproximacion de V' un nueva

esquema de aproximacién para el problema de Stokes.

A) APROXIMACION DE H}(Q)

Supongamos que 2 C R™ es un conjunto abierto, lipschitziano y acotado, y sea
I, una triangulacién admisible de Q. Si . € .}, denotaremos por Ay,..., Apy1
a sus vértices, por .% a la (n — 1)—cara que no contiene a A;, y por B; al ba-
ricentro de la cara .%;. Si G denota el baricentro de ., entonces dado que las
coordenadas baricéntricas de B; con respecto a Aj, j # 4, son iguales a 1/n,

tenemos

n+1
6B, - G 504 GA 1y,

J#i Jj=1

Deducimos entonces que
nBiBj = n(GBJ — GBZ) = GAZ — GAJ = —AiAj

y por tanto, los vectores B1B;,j = 2,...,n+ 1, son linealmente independientes
(tal y como lo son los vectores A1 A;). Por ello, las coordenadas baricéntricas de
un punto P con respecto a By, ..., B,4+1 se pueden definir, y las denotaremos
POT i1, ..., fint1. Observamos también que para cada conjunto dado de (n+ 1)
nimero By, ..., Bnt+1, €xiste una y solo una funcién lineal que toma en los puntos
By,...,B,y1 los valores S, ..., Bnt1, y esta funcién u (ver Proposicién 1.6) es

n+1

u(P) = Bipi(P)
=1

1. Espacio W,.
Es el espacio de funciones vectoriales u, que son lineales en cada . € .%,. que
se anulan fuera de £2(h) y que, ademas, son tales que su valor en el baricentro B;

de alguna (n —1)—cara .%; de un simplex .# es cero si perteneciera a la frontera
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de Q(h); si esta cara interseca el interior de Q(h), entonces los valores de uy,
en B; son los mismos cuando B; se considera como un punto de dos simplex

adyacentes diferentes.

Sea %, el conjunto de puntos B; que son baricentros de una (n —1)—cara de un
simplex . € ., y que pertenecen al interior de (k). Una funcién u, € Wy,

est4 completamente caracterizada por sus valores en los puntos B; € %,.

Denotemos por wyp, siendo B un punto de %4, la funcién escalar que es li-
neal en cada simplex . € 9}, que satisface todas las condiciones que cumplen

las funciones de W}, y, ademas,
wpp(B) =1, wpp(M)=0 VM € %,,M # B
Tal funcién tiene un soporte igual a los dos simplex adyacentes a B.

Lema 1.12. Las funciones wypge; de Wy, con B € %, y 1 <i <n, conforman

una base de Wi,

El espacio W}, no esté incluido en H, (1) (Q); realmente, la derivada D;uy, de alguna
funcién uy, € Wj, es la suma de las distribuciones de Dirac localizadas en las

caras de los simplex y de una funcién escalonada D;,u;, definida c.p.d. por
Dihuh(aj) = Diuh(aj) Vx € y, VAZES %

Como uy, es lineal en ., D;puy es constante en cada simplex. Dotamos al

espacio W}, con el producto escalar
n
[[un, valln = (an, vi) + Z(Dihuha Dinvy)
i=1

2. Espacio F. Operador .

El espacio F es F' = L*(Q)"t!, y @ es el isomorfismo

wu=(u,Diu,...,D,u) €F  Yue H}(Q)

3. Operador pj,. Se define como el anterior isomorfismo, para uy, € W,

4. Operador ry. Definimos r,u = up, para u € 2(Q), como

uy,(B) =u(B) VB <%
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Capitulo 1. Las ecuaciones estacionarias de Stokes

La siguiente desigualdad discreta de Poincaré nos permitira dotar al espacio Wy
de otro producto escalar ((.,.))s, el andlogo discreto del producto escalar ((.,.))

de H3(Q).

Proposicién 1.9. Sea Q C R™ un conjunto acotado. Entonces existe una cons-
tante ¢(), ) que depende solo de 2 y la constante o en tal que la de-
stgualdad

[un 320y < e(2,0) D [Dinunlie o)

i=1

es cierta para cualquier funcion escalar del tipo

u, = Z uh(b)th

BeUy,

Asi, podemos dotar al espacio W), con el producto escalar

n

((ap,vp))n = Z(Dihu}u Dipvy)
i—1

B) APROXIMACION DE V

Sea € C R™ un conjunto abierto y lipschitziano.

1. Espacio F' y operador @. Como antes, F = L*(Q)"*', yw e £ € (V,F)

como wu = {u, Dyu,...,Dy,u} YueV.

2. Espacio V},.

Es un subespacio de Wj,.

Vi = {uh EWn 5 Xy Dinug = 0}
La condicién relativa a la divergencia de uy, es equivalente a
V-u,=0en., V¥e€.9, (1.43)

Dotamos al espacio V}, con el producto escalar ((up,vy))n inducido por W,.

3. Operador p;,. Como antes, pyuy = {up, Dipup, ... Dppupt.
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4. Operador ry,.

Tenemos que definir rpu = uy € Vj,, para u € ¥. Como u; debe cumplir
, el operador 7y, usado para la aproximacién de Hj(Q) no cumple con
todas las condiciones. De esta manera, escogemos entonces el siguiente operador:
uy, = rpu definido por los valores de uy,(B), B € %),. De esta manera, como B es

el baricentro de alguna (n — 1)—cara . de algin n—simplex . € %, fijamos

“h<B>:mnll<yw>/,“d

Veamos que uy € V. Como V - u;, es constante en cada simplex, la condicién

(1.43)) es equivalente a
/V'uhdx:() v e T, (1.44)
5

Aplicando la férmula de Green,

/V-uhdac: / uy - v dl’
% S

donde 0.7 es el conjunto de las (n — 1)—caras de .. Por (?7),

Z /u~uy/dF:/ u-VdF:/V~uda:
S 0.7 4

Sleots

Sedt s

y esta ultima integral es cero ya que V -u = 0.

C) APROXIMACION DEL PROBLEMA DE STOKES

Usando la aproximacién de V', podemos proponer otro esquema para el problema

de Stokes . Sea f € L*(Q) y v > 0, el esquema ser:
Encontrar uy, € Vj, tal que v((up,vi)) = (f,vn) Vvp €V
La solucién u;, de dicho esquema existe y es Unica; y ademas,
Proposicién 1.10. Si p(h) — 0, con h € H,, entonces
= u, — u fuertemente en L*(£2).

= D;up — Dyu fuertemente en L*(Q), 1<i<n.

10m(A) denota medida del conjunto A.
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Capitulo 2

Las ecuaciones de evolucion

de Navier-Stokes

En este capitulo, trataremos el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes

completas (es decir, el caso de evolucién no lineal).

El andlisis es mucho més complicado. Conduce a problemas abiertos de gran
dificultad. Hay mucha literatura sobre el tema. Por ejemplo, aparte de [Temam],

tenemos [Lemarié-Rieusset], [Lions-2] y [Robinson).

En primer lugar, en la Secciéon 2.1, examinaremos las ecuaciones lineales de
evolucién (también llamadas ecuaciones de Stokes). Gracias a su andlisis, po-
dremos obtener algunos lemas ttiles para el estudio de las ecuaciones completas.
En la Seccién 2.2 obtendremos algunos teoremas de compacidad que nos permi-
tirdn conseguir resultados de convergencia fuerte en el caso de evolucién y pasar
al limite en términos no lineales. Por tltimo, en la Seccién 2.3, examinaremos la
formulacion variacional del problema y los resultados principales de existencia

y unicidad de la solucién para los casos bidimensional y tridimensional.
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2.1. El caso lineal. Ecuaciones de Stokes

2.1.1. Notacién

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, lipschitziano y acotado. Recordemos, por
la Seccién 1.1, que H es la clausura de ¥ en L*(Q), luego llevara asociado su
producto escalar; y recordemos también que V' es la clausura de ¥ en H é(Q),

de manera que el producto escalar asociado a dicho espacio de Hilbert sera

n
((w,v)) =Y (Dsu, Div)
i=1
Gracias al Teorema de Representacién de Riesz, podemos afirmar que

VcH=H cV’

donde H' y V' son los espacios duales de H y V, respectivamente. En esta
concatenacion de espacios, afirmamos que cada uno es denso en el siguiente.
Por ello, el producto escalar en H de f € H y u € V es el mismo que el

producto escalar de f y u en la dualidad entre V' y V:
(firuwy=(f,u) VfeH, YueV (2.1)

Para cada u en V, la forma
veV — ((uv))€eR

es lineal y continua en V', luego existe un elemento de V', que denotaremos por
Au, tal que
(Au,v) = ((u,v)) WweV (2.2)

Ahora bien, por otro lado, supongamos que a y b son dos nimeros reales tales
que —o0 < a < b < 400, y supongamos que X es un espacio de Banach. Para
un « dado, con 1 < « < +00, denotamos por L*(a, b; X) al espacio de funciones

L*—integrables de [a,b] en X. Resulta ser un espacio de Banach con la norma

[ o a]”
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El espacio € ([a,b]; X) es el espacio de funciones continuas de [a,b] en X, y si

—o0 < a < b < 400, entonces esté equipado con la norma de Banach

suPsefa,n || (1)l x

Normalmente, tomaremos el intervalo [a,b] = [0,T], con T > 0, y reduciremos

en tal caso la notacién de los anteriores espacios:

L*(X)=L*(0,T; X)
€(X) = (0, T); X)
Lema 2.1. Sea X un espacio de Banach, y sean u y g dos funciones de

L'(a,b; X). Entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes:

(i) u es igual, c.p.d., a una funcién primitiva de g.
t
u(t) =¢ —l—/ g(s) ds EeX, cpd.telad] (2.3)
0

(ii) Para cada funcion test ¢ € Z((a,b)),

(iii) Para cadan € X',
d
Z{wm) ={g,n) (2.5)

en el sentido de las distribuciones en (a,b).

Bajo estas condiciones, la funcidn u es igual, c.p.d., a una funcion continua

de [a,b] en X.

2.1.2. El teorema de existencia y unicidad

Sigamos suponiendo que 2 C R™ es un conjunto abierto, lipschitziano y
acotado, y fijemos T > 0. Denotemos por @ al cilindro 2 x (0, T"). Las ecuaciones
lineales de Navier-Stokes son las ecuaciones de evolucién correspondientes al

problema de Stokes: hallar una funcién vectorial

u:Qx[0,7] — R?
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que represente la velocidad de un fluido, y una funcién escalar
p:Qx[0,7T] —R

que sea la presion, tal que para f € Q x [0,T] y ug € Q funciones vectoriales

dadas, se cumpla

% —vAu+Vp=f en (2.6)
V-u=0 en @ (2.7)
u=0 sobre 99 x [0,T] (2.8)
u(x,0) = ug(x) en {2 (2.9)

Supongamos que u y p son soluciones clasicas de (2.6) — (2.9, con u € €2(Q)
yp € Q). Siv eV, es facil ver que

(224) 4 vl v) = (£v)

Por continuidad, la anterior igualdad también es valida para cada v € V. y

observamos ademas que

(%,v) - %(u, v) (2.10)

Esto nos lleva a la siguiente formulacién débil del problema (2.6) — (2.9)).

Problema 2.1. Para f € L?(0,T;V') yug € H dados, hallar u € L*(0,T;V)

tal que

d

%(u,v) +v((w,v)=(f,v) WYWweV (2.11)

u(0) = ug (2.12)

Por (2.1) v (2.2)), podemos reescribir (2.11)) como

%(u, v)=(f—vAu,v) WwevV (2.13)

Como A es lineal y continua de Ven V', y u € L?(V), Au € L*(V'), de manera
que f —vAu € L*(V'), y gracias a (2.13)) y al Lema 2.1, podemos afirmar que

u’ € L3(V'), y que u es igual, c.p.d., a una funcién continua de [0, 7] en V.
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Ahora volvamos a suponer que f € L?(V') es una funcién vectorial dada. Si
u € L?(V) satisface (2.11)), entonces como hemos visto u € L?(V’) y también
satisface ([2.13)). Teniendo en cuenta el Lema 2.1, la igualdad (2.13)) es equivalente
a

u +vAu=f (2.14)

Por el contrario, si u € L?(V') cumple que u € L*(V) y (2.14), entonces clara-
mente u satisface (2.11]) Vv € V. Asi, otra formulacién alternativa del problema

serfa la siguiente:
Problema 2.2. Para f € L?(0,T;V') yug € H dados, hallar u € L*(0,T;V)
tal que para u' € L*(0,T; V")

u +vAu=f en (0,T) (2.15)

u(0) =ug (2.16)

De esta manera, cualquier solucién de (2.15) — (2.16) lo es de (2.11) — (2.12) y

viceversa. En cuanto a la existencia y unicidad de la solucién de estos problemas,

probaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Para f € L?(0,T;V) yug € H dados, existe una tinica solucion
u e L%(0,T;V) tal que satisface — . Ademds, u € €(H).
Demostracion. Demostremos en primer lugar la existencia de la solucién. Para

ello, usaremos el método Faedo-Galerkin.

Como V es separable, existe una sucesion de elementos linealmente independien-

tes Wi,...,Wu,... que conforman, en su totalidad, V. Para cada m definimos

una solucién aproximada u,, de (2.11)) o (2.15)) de la forma
m
= 3" g1,
i=1

(W, W) + v((m, w))) = (frw;)  j=1,...,m (2.17)

Um (0) = Uom (218)
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Las funciones g,,,, 1 < i < m, son funciones escalares definidas en [0, 77, y (2.17)

es un sistema diferencial lineal para estas funciones:

Z(Wﬂwj)g;m(t) + VZ((Wi7Wj))gim(t) = <f(t)7wj> j=1...,m (219)
i=1 i=1
Como wy, ..., w,, son elementos linealmente independientes, la matriz definida

por los elementos (w;,w;) (1 < 4,7 < m) es no singular. Por ello, al invertir

esta matriz, reducimos (2.19) a un sistema lineal con coeficientes constantes.
m m
G+ g () =D Bi(Ft),w;)  1<i<m (2.20)
j=1 j=1

donde a;j, 8;; € R. La condicién (2.18]) equivale a m ecuaciones:
9;m(0) = i—ésima componente de ug,,

Asi, el sistema diferencial (2.20) junto con estas condiciones iniciales definen
univocamente g;,,, en todo el intervalo [0,T]. Asi, como las funciones escalares
t — (f(t), w;) son de cuadrado integrable, también lo seran las funciones g,,,

y, por lo tanto, para cada m,
u,, € L*(V), ul, € L*V) (2.21)

Obtendremos estimaciones a priori (independientes de m) para las soluciones
aproximadas y, tras ello, pasaremos al limite. Empezamos multiplicando ([2.17)
por g;,, y sumamos estas ecuaciones para j = 1,...,m. De esta manera, obte-

(7, (£), W (1)) + V[ (0)|* = (£(8), um(t))
Teniendo en cuenta ,
2 (1), (1)) = (D)

Luego
%\um(t)I2 + 2 ][ ()| = 2(f (), um(t)) (2.22)

Y teniendo en cuenta la siguiente acotacion

2/ Ol [lam @O < vl[um ()] + %Hf(t)l\gw
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Entonces

d 1
@ + vl[un I < | F @) (2.23)
v
En particular, integrando lo anterior, obtenemos para 0 < s < T

I e
(9 < faol? 5 [T dt < ol [ 1RO ar

Por ello,

1 T
sup fun(9)* < [uol? + 3 [ [I£(0) de
s€[0,T) vV Jo

El miembro derecho es finito e independiente de m, luego la sucesion u,, per-

manece en un conjunto acotado de L (H). Integrando (2.23) de 0 a T,
T 1 /7
P +0 [ O it < o+ [ I501 de <

1 T
ol 4 [ £ de
0

De manera que la sucesién u,, permanece en un conjunto acotado de L?(V).

Veamos ahora el paso al limite. Por un lado, que la sucesién u,, permanezca en
un conjunto acotado de L (H) nos corrobora la existencia de un elemento u
en el mismo espacio y de una subsucesién u,,, que converge, para m’ — oo, a
u para la topologfa débil de L°(H). Esto nos dice que para cada v € L'(H),

con m' — oo,

/ (e () — a(8),v(8)) df — 0 (2.24)
0

Por otro lado, de manera andloga, como la sucesién u,,, permanece en un con-
junto acotado de L?(V'), afirmamos la existencia de un elemento u* en el mismo
espacio y de una subsucesién que atin denotaremos por u,, que converge a u*

para la topologfa débil de L?(V). Asi, para m’ — oo,
T
/ (W (£) — W (8),v(8)) dt —> 0 Vv € L2(V7)
0

En particular, por (2.1)), para cada v € L?(H),

/O(um/(t),v(t)) dt—>/0 (u* (8), v(1)) dt
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Comparando con ,
/OT(u(t) —wt (1), v(8) dt —> 0
Por ello,
u=u*e€ L*(V)NL>®(H)

Consideremos ahora funciones escalares 1 continuas y diferenciables en [0, T

con ¥ (T) = 0. Multiplicando (2.17)) por dicha funcién, e integrando,

/0 (W (£), W) () dt = — / (U ()0 (£), ;) dt — (1 (0), w;)8(0)

De manera que
- / (W (6), 0/ (E)W;) dt + v / (W (), (t)w;)) dt =
0 TO
(tom (), w;)(0) + / (F(E)ow,)(t) de
0

El paso al limite para m = m’ — oo en las integrales del miembro izquierdo es

facil porque, tal y como hemos deducido,
= u,, converge a u para la topologia débil estrella de L>°(H).
= u,, converge a u* para la topologia débil de L?(V').
s u=u*e L?(V)NL>®(H).

Observamos ademas que ug,, — ug. Asi, en el limite,

T
(o(t), w;)i(0) + / (), u) dt (2.25)
Por linealidad, como es cierta para cada 7,
T T
- / (u(t), V)¢ (t) dt + v / (at), v))(t) di =
0 0
(wo(t), V) (0) + / (), (t) dt (2.26)

para cada v que sea una combinacién lineal finita de los w;. Como cada término

de (2.26) depende lineal y continuamente de v, para la norma de V, dicha
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igualdad sigue siendo valida para cada v de V. Particularizando (2.26]) para
v =¢ € 2((0,T)), en el sentido de las distribuciones en (0,7),

d

V) +r((wv)=({f,v) VveV

que es exactamente (2.11). Como se demostré antes de enunciar el teorema,
gracias a esta igualdad, y como u = u* € L?(V) N L*(H), tenemos que u’ €

L2(V'),y

u +vAu=f

Por dltimo, nos queda comprobar que u(0) = ug. Para ello, multiplicamos ([2.11])

por 9 e integramos:
T 4 T
| G a®3u0) == [ ). v @) de+ ((0). V)00
Luego
T T
- [ @O @ deey [ v a -
0 70
(). V)0 + [ (re). vy i
Comparando con ,
(uo —u(0),v)y(0) =0
para cada v € V. Tomando ¢ tal que ¥ (0) # 0, tenemos
u(0) = up

Con esto queda demostrado la existencia de la solucién. Veamos ahora la conti-

nuidad y unicidad. Para ello, nos basaremos en el siguiente lema:

Lema 2.2. Si u pertenece a L*(V) y su derivada u' a L*(V'), entonces u
es igual, c.p.d., a una funcidn continua de [0,T] en H; y ademds tenemos la

siguiente igualdad, que se cumple en el sentido de las distribuciones, en (0,T):
—ul? = 2(u/,u) (2.27)

Asumiendo este lema, es obvio que

uc%H)

52



Capitulo 2. Las ecuaciones de evolucién de Navier-Stokes

Sélo nos queda ver la unicidad. Supongamos que u y v son dos soluciones

diferentes de (2.15)) — (2.16)), y definamos w = u — v. Entonces:
w —vAw =0 (2.28)

w(0) =0 (2.29)
Tomando producto escalar en (2.28) para w(t),
(w'(t), w(t)) +v[[w(®)|[* =0 cp.d.

Usando entonces (2.27]),

LIl +2liw(n)| = 0

w(t)]? < [w(0)]?=0 t€0,T]

Tenemos entonces que para cada ¢, u(t) = v(t). O

2.2. Teoremas de compacidad

Ahora demostraremos un teorema de compacidad en el marco de los espacios

de Banach y otros dos teoremas de compacidad en el de los espacios de Hilbert.

2.2.1. Resultado preliminar

Lema 2.3. Sean Xy, X y X1 tres espacios de Banach tales que Xo C X C X3,
la inyeccion de X en X es continua, y la inyeccion de Xg en X es compacta.
Entonces para cada n > 0 eziste una constante ¢, que depende de n (y de los

tres espacios) tal que Vv € Xq:
IVllx < mllvllx, + eqllvllx, (2.30)

Demostracion. Lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que (2.30)

no es cierto, es decir, existe 7 > 0 tal que para cada c en R,

Vllx = nllvllx, + ellvilx,
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para al menos una v. Tomando ¢ = m, obtenemos una sucesién de elementos

Vi, cumpliendo
Vmllx = nllvinllxo + mllvmllx,  Vm

Consideramos entonces la sucesién normalizada

V’m
Wy, = ———
Vim0
que satisface
IWimllx =n+mlwnllx, vm (2.31)

Como la sucesién estd normalizada, estd acotada en X, y por (2.31),
[[Wil|lx, —0 m— (2.32)

Ademss, gracias a que Xog C X C X1, la sucesién w,, es relativamente compacta
en X; y por ello, podemos extraer de w,, una subsucesion w, fuertemente
convergente en X. Por (2.32)), el limite de esta subsucesién debe ser cero, pero
esto resulta ser contradictorio con :

[[Wullx >n>0 Vpu

O

2.2.2. Teorema de compacidad en los espacios de Banach

Sean Xy, X y X tres espacios de Banach tales que Xy C X C X, donde
las inyecciones son continuas, los espacios X; (para ¢ = 0, 1) son reflexivos, y la
inyeccién de Xy en X es compacta. Fijemos ademdas T' > 0 y consideremos «g y

oy dos ndmeros finitos tales que a; > 1 (para i =0, 1).

Definamos el espacio % = % (0,T; ap, a1; Xo, X1) como

d
&% = {V € Lao(O,T;Xo) ; v = di‘t, S La1(07T;X1)}

Es un espacio de Banach y estd equipado con la norma

VIl = 11Vl Leo (x0) + 1Vl Lo (1)
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Teorema 2.2. En las condiciones anteriores, la inyeccion de % en L*°(0,T; Xo)

es compacta.

Demostracion. Sea u,, una sucesion acotada en %'. Tenemos que probar que esta
sucesién contiene una subsucesién u,, fuertemente convergente en L*°(0,7; X).
Como los espacios X; son reflexivos, y 1 < «; < 400, los espacios L% (0,T; X;)
son también reflexivos y, por ello, % también lo sera. Por lo tanto, existe alguna
u en % y alguna subsucesién u,, converge débilmente a u en % (para p — 00),

y esto es:
= u, —> u débilmente en L*(0,T; Xj).
» u;, — u’ débilmente en L' (0, T; X1).

Basta probar que
v, =u, —u — 0 fuertemente en L*°(0,T; X) (2.33)
El teorema queda demostrado si conseguimos ver que
v, — 0 fuertemente en L%°(0,T; X;) (2.34)

Debido al Lema 2.2,
[IViullzeo x) < 0llVallzeo (xo) + enllVillLeo (x,)
y como la sucesién v,, estd acotada en %/,
[[VillLeo(x) < en+ cpllvullpeo x))
Pasando al limite, vemos por (2.34)) que
l}iimmllvullLao(x) <en

y dado que n > 0 es arbitrariamente pequeno, dicho limite superior es cero y, por
lo tanto, (2.33) queda demostrado. Para probar (2.34]), nos damos cuenta que

% C €(X1) (con inyeccién continua) gracias al Lema 2.1. Deducimos entonces

[va®)||x, <c¢  Vte[0,T] Yu
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De acuerdo al Teorema de Lebesgue, (2.34) queda demostrado si vemos que,

para casi todo ¢ en [0, 7],
v, (t) — 0 fuertemente en X; para y — 0o (2.35)

Lo probamos para t = 0 (la prueba es similar para cualquier otro valor de t).

Escribimos
t

VN(O):vu(t)—/ v (7) dT:f[/ vt dt—/ / det —au+b
0

donde

a, = é/o v, (t) dt —77/ / ) drdt

Para ¢ > 0 dado, escogemos s tal que

s €
bl < [ VOl e < 5

Luego, para tal s fijo, observamos que si @ —+ 00, a,, — 0 débilmente en X

y, por ello, fuertemente en X;; para p suficientemente grande,
lla.llx, < 2
O

2.2.3. Teoremas de compacidad en los espacios de Hilbert

Sean Xy, X y X; tres espacios de Hilbert tales que Xg C X C X, donde
las inyecciones son continuas y la inyeccién de Xy en X es compacta. Si v es
una funciéon de R en X7, denotamos por v a la correspondiente transformada

de Fourier:

La derivada en ¢ de orden v de v es la transformada inversa de Fourier de

(2im7)7¥ o
Dﬁ) = (2im7T)¥(7T)
Para v > 0 dado, definimos el espacio

A (R; Xo, X1) = {v € L*(R; Xy), D] v € L*(R; X1)}
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Es un espacio de Hilbert con la norma

R /
IVl @050 = [V ey + 177912 )]

Asociamos a cualquier conjunto K C R el subespacio ] definido como el

conjunto de funciones u en 7 con soporte contenido en K.

Teorema 2.3. En las condiciones anteriores, para cualquier conjunto acota-
do K y para cualquier v > 0, la inyeccion de 5} (R; Xo, X1) en L?(R; X) es

compacta.

Demostracion. En primer lugar, fijemos v > 0 y el conjunto K. Sea u,, una
sucesién acotada en %} (R; Xo, X1). Tenemos que probar que esta sucesién
contiene una subsucesién fuertemente convergente en L?(R; X)).

Como s} (R; Xo, X1) es un espacio de Hilbert, la sucesién u,, contiene una
subsucesién que converge débilmente en este espacio a algun elemento u. Es

obvio que u debe pertenecer también a ] (R; Xo, X1), luego definiendo
v, =1u, —u,
es acotada en A7 (R; Xo, X1), y converge débilmente a 0 en J#7; esto es:
» v, — 0 débilmente en L?(R; Xp).
» |77V — 0 débilmente en L?(R; X7).

Basta probar que u,, converge fuertemente a u en L*(R; X), es decir,

v, — 0 fuertemente en L*(R; X) (2.36)
Vamos a ver que esto lo tenemos si antes vemos que

v, — 0 fuertemente en L*(R; X7) (2.37)

Debido al Lema 2.2,

Villz@ex)y < nllvulloz@xo) + enllvillLz @ xy)

y como la sucesién v, estd acotada en L*(R; X,),

||Vu||L2(R;X) <cn+ CWHVHHL2(R;X1)
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Si asumimos ([2.37)), entonces para p — oo,

{ ) <
i [1vflz2ix) < e
y dado que i > 0 es arbitrariamente pequeno, dicho limite superior es cero vy,
por lo tanto, (2.31) queda demostrado. Nos queda probar (2.32)). De acuerdo al

Teorema de Parseval,
+o0 +oo
o= IOl de= [ ViR, dr
o —co
Tenemos que ver que I, — 0 para y — oo. Como v, estd acotada en 7,
o= [ NI dr+ [ PN, e <
lrl<M (1 +|7[*7)

|T|>M
(&

N +
L+ M2 Jirjcm

IVu(7lI%, dr

Para un € > 0 dado, escogemos M de manera que

c

— <
14+ M2 —

€
2
De esta manera,
~ 2 €
L[ I, dr+ s
|r|<M

Si conseguimos anular la integral en el limite, tenemos lo que queriamos probar.
Esto lo podemos ver a través del Teorema de Lebesgue. Si x denota la funcién
caracteristica de K, entonces v, x = v,, y

+oo
Vu(r) = / &2 (v, (8) dt

— 00

Luego

—2imtT

||‘A’;L(7')||X1 < ||Vu||L2(R;X1)||e XHL2(]R)

Por otro lado, para cada o en X, con 7 fijado,

+oo
(u(7),0))x0 = / (V27X (1)) x, dt

—0o0
que se anula en el limite porque v, — 0 débilmente en L?(R; Xp). La sucesién
v, converge débilmente a 0 en X y, por ello, fuertemente en X y X;. Por todo

ello, aplicando el Teorema de Lebesgue en el limite,

J<ar IWu(@ll%, dr —0

que era lo que queriamos probar. O
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Teorema 2.4. En las condiciones anteriores, la inyeccion de % (0,T;2,1; Xo, X1)

en L?(0,T; X) es compacta.

Demostracion. Sea u,, una sucesion acotada en %'. Denotemos por a,, a la fun-
cién que es igual a u,, en [0,7] y a 0 fuera de este intervalo. Por el Teorema 2.3,
para probar el resultado, nos basta ver que la sucesién 1, permanece acotada

en J7(R; Xo, X1) para algin v > 0.

Por el Lema 2.1, cada funcién u,, es continua de [0, 7] en X7; es mds, la inyeccién

de % en ¢'(X,) también es continua. Véase que

d
aﬁm =G,, + un(0)dy — un(T)or (2.38)

donde g y d7 son las distribuciones de Dirac en 0 y T', respectivamente, y g,,
denota la derivada de u,, en [0,T]. Tras una transformacién de Fourier, (2.38)

queda como

20T (T) = Gy (T) + W (0) — 1y, (T)e 27T (2.39)

donde g,,, ¥ G, denotan las transformadas de Fourier de g,,, y u,, respectiva-
mente. Como las funciones g,, permanecen acotadas en L'(0,T; Xy, las funcio-

nes g,, permaneceran acotada en L'(R; X;), y las funciones g,, en L°°(R; X7).

Como la inyeccién de # en € (X1) es continua,

[lum (0)]|x, < cte. [l (T)]]x, < cte.

y por (2.39),

P [ (7%, <¢ Vm VreR (2.40)

Para v < % fijo, observamos que

L+7?
2y -
T[T < eo(v)5 R vreR

Asi, por (2.40),
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oo 2914 2 e 1+72 o 2
717 [0 (7%, d7 < co(7) T3 [ (7)[I%, dr <
— 00 — 00

“+oo dT “+oo .
& / A ) / e (7)[%, dr

o L+ [7[20 .

Como v < %, la primera integral es convergente. Por otro lado, por la igualdad

de Parseval,

“+oo T
/ o ()] %, dr = / ()], dt

— 00

y estas integrales estan acotadas. Por todo ello,

+oo
/ 72 (1), dr < 2

— 00

donde ¢y depende de . Ahora estd claro que la sucesién u,, estd acotada en

%V(R;Xo,Xl). O]

2.3. Teoremas de existencia y unicidad

2.3.1. Un teorema de existencia en R" (n < 4)

Supongamos que 2 C R™ es un conjunto abierto, lipschitziano y acotado.
Como n < 4, podemos definir en H§(f2), y en particular en V, una forma

trilineal continua:

b(u,v,w) = Z / w;(D;v;)w; dz
Q

ij=1

Si u € V, entonces
bu,v,v) =0 Vv e Hy(Q)
Para u,v € V, denotamos por B(u,v) al elemento de V' definido como
(B(u,v),w) =b(u,v,w) VYweV

En la formulacién clésica, el problema correspondiente a las ecuaciones comple-

tas de Navier-Stokes es: hallar una funcién vectorial
u:Qx[0,7T] —R"

que represente la velocidad de un fluido, y una funcién escalar
p: QAx[0,T] —R

que sea la presién, tal que para f € Q x [0,T] y up € Q funciones vectoriales

dadas, se cumpla
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g—ltl —vAu+ IZ: u,Diju+Vp=f en (2.41)
Vou=0 en Q (2.42)
u=0 sobre 9Q x [0, T (2.43)
u(x,0) = ug(x) en () (2.44)

Supongamos que u y p son soluciones clasicas de ([2.41)) — (2.44)), con u € €2(Q)
y p € €1(Q). Obviamente, u € L*(0,T;V), y si v € ¥, podemos ver que

d
%(u7 v)+v((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v) (2.45)

Por continuidad, la anterior igualdad también es valida para cada v € V. Esto

nos lleva a la siguiente formulacién débil del problema (2.41) — (2.45).

Problema 2.3. Para f € L*(0,T;V") yug € H dados, hallar u € L*(0,T;V)
tal que

%(mv) +v((u,v)) +b(u,u,v)=(f,v) VveV (2.46)
u(0) =ug (2.47)

Podemos dar una formulacién alternativa del problema. Para ello, sera necesario

introducir previamente el siguiente lema.

Lema 2.4. Sin <4 yue L%0,T;V), entonces la funcion Bu definida como
(Bu(t),v) =b(u(t),u(t),v) VveV cpd ente|0,T)

pertenece a L(0,T;V").

Ahora bien, si u € L?(0,T;V) cumple , de acuerdo con , y el

anterior lema, podemos reescribir (2.46|) como

%(u,v} =(f—-vAu—Bu,v) WevV (2.48)

Como Au € L?(V’), al igual que en el caso lineal, f — vAu— Bu € LY (V') y
gracias a (2.48)) y al Lema 2.1, podemos afirmar que

w e LY(V)
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y que u es igual, c.p.d., a una funcién continua de [0,7] en V'. Por ello, una

formulacién alternativa al problema (2.41])-(2.45]) sera la siguiente.
Problema 2.4. Para f € L*(0,T;V") yug € H dados, hallar u € L?(0,T;V)
tal que para v’ € L?(0,T; V")

u +vAu+ Bu=f en (0,7) (2.49)

u(0) = ug (2.50)

De esta manera, cualquier solucién de (2.49) — (2.50) lo es de (2.46) — (2.47) y

viceversa. La existencia de soluciones de estos problemas estd garantizada por

el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Paran <4, y dadas f € L*(0,T;V") yug € H, existe al menos

una funcion u que satisface — . Ademds,
u e L=(0,T; H)
y es débilmente continualﬂ de [0,T] en H.

Demostracion. Usaremos el método Faedo-Galerkin, al igual que hicimos en el

caso lineal.

Como V' es separable, y ¥ es denso en V', existe una sucesiéon de elementos
linealmente independientes wy, ..., Wy,,... elementos de ¥ que conforman, en

su totalidad, V. Para cada m definimos una solucién aproximada u,, de (2.46)
0 (2.49) de la forma

u,y, = Z gzm(t)wl
i=1

(uy, (£), W)+ (W (8), W5))+b(um (8), wm (£), wj) = (F(t), w;)  j=1,....mte€0,T]
(2.51)
um(o) = Uom (252)

Les decir, Vv € H, t — (u(t),v) es una funcién escalar.
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donde uy,, es la proyeccién ortogonal en H de ug sobre el espacio generado por
Wi, -, Wy, Las ecuaciones (2.51]) conforman un sistema diferencial no lineal

para las funciones g;1, - gq,,:
m m m
D (Wi W)l ()42 Y (Wi, W) () D b(Wi, Wi, W) g5 (1)gun (1) = (F (1), W;)
il=1

i=1 =1

(2.53)
Invirtiendo la matriz definida por los elementos (w;, w;) (1 <4,j < m), pode-

mos escribir las ecuaciones diferenciales como

gzm +Z aijgjm + Z aljkg]m gkm Zﬂw 1 S i é m
j=1 k=1

donde a;j, aviji, Bi; € R. La condicién (2.52)) equivale a m ecuaciones:
G;m(0) = i—ésima componente de ug,,

Asi, el sistema diferencial (2.54)) junto con estas condiciones iniciales tienen una
solucién maximal definida en [0, t,,,]. Si t,, < T, |u,(t)| debe tender a +oo para
t — t,,. La estimacién a priori que demostraremos mas adelante nos indicara

que esto no puede suceder y, por lo tanto, t,,, = T.

La primera estimacién a priori la obtendremos tal y como hicimos en el ca-
so lineal. Multiplicamos (2.51) por g,,, y sumamos estas ecuaciones para j =
1,...,m. Teniendo en cuenta que si u € V, entonces b(u,v,v) =0 Vv € H(l)(Q),

obtenemos

(17, (£), i (8)) + vl [ ()[12 = (£ (1), am ()

Luego

(02 4+ 20 (O] = 207(0), 0 (1)) < 20 F0) v (0] <
VOl + LIIF O
Luego
d 2 2 1 2
DO + vl OIP < I FOIR (255)

En particular, integrando lo anterior, obtenemos para 0 < s < T

I I
(O < fuonl? 5 [ IFO1 it < ol + 5 [ 1RO ar
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Por ello,

1 T
sup [ () < Juol* 5 [ £ de (2.50
s€[0,T VJo

El miembro derecho es finito e independiente de m, luego la sucesiéon u,, per-

manece en un conjunto acotado de L*>°(H). Integrando (2.55) de 0 a T,
T 1 (T
TR+ [ OIF i< o+ 5 [0 de<

1 T
fuol? + 5 [ IO}
0

De manera que la sucesién u,, permanece en un conjunto acotado de L(V').

Denotemos por u,, a la funcién que es igual a u,, en [0,7] y a 0 fuera de
este intervalo. Ademds de las desigualdades anteriores, que son similares a las

estimaciones en el caso lineal, queremos ver que

“+oo
/ |72 [t (7)]? dt < cte. (2.57)

— 00

para algin v > 0. Esto, junto con que u,, permanezca en un conjunto acotado
de L?(V), implicard que la sucesién ii,, permanece en un conjunto acotado de
7 (R; V, H), y nos permitird aplicar el resultado de compacidad del Teorema
2.3. En vistas a demostrar , observemos antes que podemos reescribir

(2.51), para j = 1,--- ,m, como

s w5) = (P w3) (o, W) — (1) W) (259)

donde &g y d7 son las distribuciones de Dirac en 0 y T, respectivamente, y

f., = f —vAu,, — Bu,,

fm = Fmen [0,T], O fuera del intervalo (2.59)

Tras una transformacién de Fourier, (2.58)) queda como

2T (U, W) = (F s Wj) + (Wom, W;) — (o (T)), wy)e” 277" (2.60)

donde fm y U,, denotan las transformadas de Fourier de f,, y u,, respectiva-

mente.
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Multiplicando (2.58)) por g,,,(7) (transformada de Fourier de g,,,), y sumando

para j =1,---,m, obtenemos

2077 W (T)% = (F 1> Wn) + (Womm, W (7)) = (W (T), U (7))e 2771 (2.61)

Por (2:50),

lup, (0)] < cte.  |u,(T)| < cte.
y deducimos por (2.61) que

7118 (7)2 < e[ (7)]] + c3]0m ()]

7 18m (7)? < e[ (7)]]

Para v < 1 fijo, observamos que

1+ |7

— T vreR
Lt =2 7

7[> < e5(v)
y teniendo en cuenta lo anterior,

e " too A4 r .
/ 7127 [y (7)[? d7 < c5(7)/ 4|um(7)|2 dr <

. o T
T [ ()] la
CG/_OO Wd7+07/_00 ||um(’7—)”2 dr

Como u,, permanece en un conjunto acotado de L?(0,T; V), por la igualdad de
Parseval, la segunda integral estd acotada para m — co. De esta manera, el
resultado queda probado si vemos que la primera integral estd también acotada.

Por la desigualdad de Schwarz y la igualdad de Parseval, podemos acotar estas

(/ +: M)”Q( /OT (o2 ar)

integrales por

finita si v < i y acotada para m — oo. Ya podemos decir que u,, pertenece a

un conjunto acotado de 7 (R;V, H).

Las estimaciones de que u,, permanezca en un conjunto acotado de L>°(0,T; H)
y de que también permanezca en un conjunto acotado de L?(0,7;V’) nos per-
miten afirmar la existencia de un elemento u € L%(0,7;V) N L>(0,T; H) y de

una subsucesién u,,’ tal que, para m — 0o, U, converge débilmente a u para
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la topologfa débil de L?(0,T;V) y fuertemente para la topologfa débil estrella
de L*>°(0,T; H).

Debido a que u,, permanece en un conjunto acotado de 57 (R;V, H), y por el
Teorema 2.3, también podemos afirmar que u,,, — u fuertemente en L2(0,T; H).
Estos resultados de convergencia nos permiten pasar al limite. Lo haremos igual

que en el caso lineal, pero previamente, debemos introducir el siguiente lema.

Lema 2.5. Si u, converge débilmente a u en L2(0,T;V) y fuertemente en
L?(0,T; H), entonces también lo hace para cualquier funcion vectorial w con

componentes en €1(Q),

/ b(w,, (£), w,,(t), w(t)) dt — / b(u(t), u(t), w(t)) dt
0 0

Consideremos ahora funciones escalares 1 continuas y diferenciables en [0, T]]

con Y (T) = 0. Multiplicando (2.51)) por dicha funcidn, e integrando,
T

= [ @ @) det v [ (@), 00w,) dt +
T 0 0 T
/O Dt (£), t (£), W35 (8)) dt = (o (£), W5 )10(0) + / (), wye(t)(t) dt

Si pasamos al limite, y tenemos en cuenta el Lema 2.5, entonces se da que

T T
- / (u(t), v (£)) dit + v / (alt), V(1)) dt
0 0

+ / b(u(t), u(t), vib(t)) dt = (ug, v)ib(0) + / (FO),vo®) di (2.62)
0 0

para cada v que sea una combinacién lineal finita de los w;. Como cada término
de depende lineal y continuamente de v, para la norma de V, dicha
igualdad sigue siendo valida para cada v de V. Particularizando para
v =0¢€ 2((0,T)), vemos que u satisface en el sentido de las distribucio-

nes.

Finalmente, queda por demostrar (2.47). Para ello, multiplicamos (2.46) por

1) e integramos:
- / (u(t), v(t)) dt + v / ((u(t), vir(t))) dt + / b(u(t), u(t), vip(t)) dt =
()30 0) + [ (0. V(o) de

0
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Comparando con ,
(ug —u(0), v)$(0) =0
para cada v € V. Tomando ¢ tal que ¢(0) = 1, tenemos
u(0) = up

Con esto queda demostrado la existencia de la solucién. O

2.3.2. Regularidad y unicidad para n = 2

Cuando la dimensién del espacio es n = 2, la solucién de los Problemas
2.3 — 2.4 satisface més propiedades de regularidad y, ademads, es unica. Para

demostrarlo, introduciremos previamente dos lemas.
Lema 2.6. Sin =2, para Q) cualquier conjunto abierto, se cumple

1/2 1/2
[Vllza) < 2Y4IV [T IVVIlEg, Vv € HE(9)

Lema 2.7. Sin =2,
[b(w, v, w)| < 22 a2 [[ul|V2[[v]] [w|'/2[[w][*/? Yu,v,w € Hp(Q)
Siu e L2(0,T; V)N L>(0,T; H), entonces Bu € L*(0,T;V), y
1Bul|2 vy < 2Y2[apoo )l [ul] L2 vy

Teorema 2.6. Paran = 2, la solucion u de los Problemas 2.8 — 2.4 dada por
el Teorema 2.5 es unica. Es mds, u es igual, c.p.d., a una funcion continua de

[0,T] en H, y u(t) — ug en H para t — 0.

Demostracion. Primero, veamos el resultado de regularidad. De acuerdo con el
Lema 2.7 y (2.15), u' = f — vAu — Bu, y dado que el miembro de la derecha
pertenece a L?(0,T; V'), u’ también pertenecera a L?(0,T;V’). Esta observa-
cién mejora que u’ € LY(0,7; V') (tal y como dedujimos en el Problema 2.4),
y nos permite aplicar el Lema 2.2, que afirma que u es igual, c.p.d., a una fun-
ci6én continua de [0,7] en H (es decir, u € €([0,T]; H)), consiguiendo por ello

directamente el resultado de convergencia.
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Veamos ahora la unicidad. Sean u; y uy dos soluciones de (2.15) — (2.16]), y
sea u = u; — ug. Tal y como hemos visto antes, las tres funciones pertenecen a

L2(0,T;V’). Adem4s, para u se da
u +vAu = —Bu; + Buy (263)

u(0) =0 (2.64)

Tomamos en (2.63]) producto escalar y, usando el Lema 2.2, obtenemos que
d
%Iu(t)l2 +2v|[u(®)[|* = 2b(uz(t), ua(t), u(t)) — 2b(wi (t), wi (t), u(t)) (2.65)

Como b(u,v,v) = 0Vv € Hy(Q) si u € V, entonces el miembro de la derecha

es igual a
—2b(u(t), ua(t), u(t))
Por el Lema 2.7, podemos acotar esta expresiéon por
282 [u(t)| [[u(®)]] [z ()| < 2v[[u(t)[]* + %Iu(t)Flluz(t)ll2

De manera que ([2.65)) queda como

L2 < u(h) 2w o)

Como la funcién t — [Jua(t)||? es integrable, entonces

d .
= [e—% J3 )12 dsjy)12] < 0

Integrando y aplicando (2.64)), llegamos a que |[u(t)]? < 0 Vt € [0,T)]. De esta

manera, u; = Us, es decir, la solucién es tnica. O]

Observaciéon 2.1. Como consecuencia del Lema 2.6, la tinica solucién de las

ecuaciones de Navier-Stokes cumple que
uc LY Q) (2.66)

Por el contrario, si n = 3, tan solo se puede demostrar que u € L10/3(Q).
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2.3.3. Regularidad y unicidad paran =3

Los resultados vistos para el caso bidimensional no pueden extenderse a
dimensiones superiores, pues falta informacién sobre la regularidad de las solu-
ciones débiles dadas por el Teorema 2.5. Sin embargo, demostraremos algunas
propiedades de regularidad adicionales de las soluciones, que serdn mas débiles
que las del caso n = 2. Tras ello, daremos un teorema de unicidad para una
clase de funciones donde no se conoce la existencia. No obstante, este resultado
muestra cémo la informacién relativa a la regularidad de las soluciones débiles
estd relacionada con la unicidad.

Lema 2.8. Sin =3, para Q cualquier conjunto abierto, se cumple
VIl < 2211110 IV VAL ¥V € Hp(@)

L2(Q) L2(Q)

Teorema 2.7. Sin = 3, la solucion u de — dada por el Teorema
2.5 cumple
u e L¥3(0,T; L*(Q)) (2.67)

u' e LY30,T; V") (2.68)
Demostracion. Para casi todo t, por el Lema 2.8,
[la(®)lza() < colu(®)V/*]|u(t)][**

La funcién del miembro de la derecha pertenece a L8/3 (0,T), luego la funcién

del miembro de la izquierda también. Usando la desigualdad de Holder,
b w,v)| = [b(u, v, w)] < ellulZag VI VaveV  (2.69)

Por lo tanto, si u € L*(0,T;V)NL>(0,T; H), Bu € L*/3(0,T; V'), ya que para

casi todo t,
|Bu(t)[lv: < erlfu(®)]|74q) (2.70)
1Bu(®)|lv: < ealu(®)]"?[[u(t)]|*? (2.71)
O

Para el caso bidimensional obtuvimos que cualquier solucién u de (2.15)—(2.16)
cumplia que u’ € L2(0,7; V") y (2.66)), y esta fue la propiedad fundamental que
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nos permitia demostrar la unicidad. Para el caso tridimensional, que la soluciéon
cumpla u’ € L?(0,T;V’) y (2.66)) son condiciones reemplazadas por (2.67) y
(2.68) (méas débiles). Ahora veremos que existe como mucho una solucién en una

clase de funciones més pequena que aquella en la que obtuvimos la existencia.

Teorema 2.8. Sin = 3, existe como mdximo una solucion del Problema 2.4
tal que
ue L?0,T;V)NL>®(0,T; H) (2.72)

ue L30,T; L*(Q)) (2.73)
Tal solucion deberia ser continua de [0,T] en H.

Demostracion. Las desigualdades (2.70) y (2.71) implican que, si u cumple
(2.73)), entonces al menos Bu € L2(0,T;V"). Por lo tanto, si u cumple (2.72)) —
(2.73) y (2.15)), entonces u’ € L(0,T;V’) y, de acuerdo con el Lema 2.2, u es

igual, c.p.d., a una funcién continua de [0, 7] en H.

Por la desigualdad de Holder y el Lema 2.8,
b(u, u, v)| < col[ullLa @)l v]|La(e) [[ull
b, 1, )] < e a4l 74 vl oy (2.74)

Supongamos ahora que u; y us son soluciones de (2.15)-(2.16) que cumplen
(12.72) y (2.73), y sea u = u; — uy. Tal y como vimos en la demostracién del

Teorema 2.6 (caso n = 2),
L u(t)2 + 2vpu(e) 2 = 2b(u(), u(t), s (1)
y por , podemos acotar el miembro de la derecha por
2¢1 [u@®) V4| [u@)|"* w2 ()]s (@) < vIa®] + c2la®)P|lua(®)IFsq)
Asi, obtenemos
L)l < ealfua D)l g balt)?

Como la funcién t — |ua(t)[3. (o) ©s integrable, la unicidad quedarfa demos-
trada de manera andloga a como hicimos en el caso bidimensional (Teorema

2.6). O
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Observacién 2.2. Se puede probar también un resultado de unicidad para

n = 3 en la clase de las funciones que verifican (2.72)) y
2 3
ue L0, T;L*(Q)) con—-—+-<1,s>3
r s

Véase por ejemplo [Lions-1].

2.3.4. Soluciones mas regulares

Ahora nuestro objetivo es ver que, partiendo de datos con mas regularidad,
podemos obtener soluciones mas regulares para el caso bidimensional. En el caso
tridimensional, probaremos la existencia de soluciones mas regulares en inter-
valos de tiempo arbitrarios siempre que supongamos que los datos de partida

ug, f sean ”suficientemente pequenos.® que v sea suficientemente grande.

CASO BIDIMENSIONAL

Teorema 2.9. Supongamosn = 2, y partimos de f, f' € L*(0,T; V"), f(0) € H
Yy ug € H2(Q) N V. Entonces la unica solucion del Problema 2.4 dada por los

Teoremas 2.5 y 2.6 cumple que
u’' € L2(0,T; V)N L>(0,T; H)

Teorema 2.10. Supongamos n =2, con Q un conjunto acotado de clase €2, y
partimos de f € L=(0,T; H), f € L*(0,T;V'), f(0) € H yup € H*(Q)NV.
Entonces la unica solucion del Problema 2.4 dada por los Teoremas 2.5 y 2.6

cumple que

u € L>(0,T; H*(Q))

CASO TRIDIMENSIONAL

Teorema 2.11. Supongamos n = 3, y partimos de f € L>(0,T;H), f €
LY(0,T;H) yug € H2(Q) NV “suficientemente pequenos” o para v suficien-
temente grande. Entonces eziste una unica solucion u del Problema 2.4 que

cumple
u’' € L2(0,T; V)N L>(0,T; H)
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Teorema 2.12. Supongamos n = 3, con ) conjunto de clase €°°, y parti-
mos de f € L>®(0,T; H), f' € L'(0,T; H) y up € H*(Q) NV “suficientemente
pequenos” o para v suficientemente grande. Entonces la unica solucion del Pro-

blema 2.4 cumple que

u € L>(0,T; H*(Q))

Propiedades de la presién (para n <4)

Definamos

t t t

U(t) = / u(s)ds p(t) = / Bu(s)ds F(t) = / f(s) ds

0 0 0

Si u es solucién de (2.15) — (2.16)), entonces para n < 4,
U, B8, F € €>=([0,T]; V')

Integrando ([2.15]), vemos que

v((U(t),v)) =(g(t),v) VveV vVte[0,T]
donde g € €([0,T]; V') es

g(t) =F(t) — B(t) —u(t) + uo

Gracias a las Proposiciones 1.1 y 1.2, aseguramos para cada t € [0,7] la exis-
tencia de alguna funcién p(t) € L*(Q) tal que

u(t) — ug — vAU(t) + B(t) + Vp(t) = F(t) (2.75)

Teniendo en cuenta que
Vp=g—-vAU

llegamos a que Vp € €([0,T); H'(Q)) y, por lo tanto
p € €([0,T); L*()) (2.76)

De esta manera, podemos derivar (2.75)) en el sentido de las distribuciones en
Q. Asi, estableciendo

P= (2.77)
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obtenemos en @

(z)ltl—uAu—F;uiDiu—FVp:f

La presion aparece generalmente como una distribucién en ) definida por (2.76))
y (2.77)). Bajo las hipétesis de los Teoremas 2.10 (n = 2) y 2.12 (n = 3), y

teniendo en cuenta la Proposicién 1.5, concluimos con que p € L>(0,T; H(Q)).

2.3.5. Relaciones entre los problemas de existencia y uni-

cidad paran=3

Denominaremos

» Soluciones débiles a aquellas funciones u solucién de (2.46) — (2.47) tal
que u € L2(0,T;V) N (0,T; H) y, por ello (aplicando el Teorema 2.6),
uc L¥3(0,T; L*(Q)) y u’ € L¥3(0,T; V).

» Soluciones fuertes a aquellas funciones v solucién de (2.46) — (2.47)) tal

que, ademas de lo anterior, cumplen que v € L8(0,T; L*()).

Por los Teoremas 2.5, 2.6, 2.8 y 2.11, sabemos de la existencia pero no de la
unicidad de las soluciones débiles y, por e contrario, sabemos de la unicidad pero

no de la existencia de las soluciones fuertes.

Para las soluciones débiles dadas por el Teorema 2.5 se cumple la denominada

desigualdad de la energia:

\u(t)|2+2y/0 \|u(s)||2d3§|u0\2+2/0<f(s),u(s)> ds Vtel0,T] (2.78)

y de acuerdo al Teorema 2.8 y al Lema 2.2, las soluciones fuertes (si existen)

cumplen la igualdad de la energia:

[v(t)]? + 21//0 [[v(s)]|? ds = |vo|? + 2/0 (f(s),v(s))ds Vtel0,T] (2.79)

Los problemas de la unicidad de las soluciones débiles y de la existencia de las

soluciones fuertes se relacionan por el siguiente teorema.
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Teorema 2.13. Supongamos que n = 3 y partimos de f € L*(0,T; H),ug € H
datos arbitrarios. Si existe una solucion fuerte v de — , entonces no

puede existir otra solucion débil u que satisfaga la desigualdad de la energia.

2.3.6. Elcaso f=0

El siguiente teorema nos muestra que, si f = 0, el fluido tiende al equilibrio

para t — 4o0.

Teorema 2.14. Supongamos que @ C R™ (n = 2,3) es un conjunto abierto y

acotado, y sean f = 0,uy € V dados.
» Sin=2,u€ L*(0,00;V) y tiende a 0 para t — +o0.

» Sin =3, ue€ L®°0,T5;V),u € L*(T3,00; V) para algin Ts,T5 (con
0< Ty <T3); yu tiende a 0 para t — +00.
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Capitulo 3

Control 6ptimo de las EDPs

estaclionarias de Stokes

En este capitulo formularemos un problema de control 6ptimo de las EDPs
de Stokes para su posterior resolucién, estudiando en la Seccién 3.1 la existencia,
unicidad y caracterizacién de la solucién. En la Seccién 3.2 podremos calcular
dicha solucién gracias a algoritmos iterados de tipo punto fijo. Las demostracio-
nes de este Capitulo se han adaptado a partir del estudio de ejemplos analogos
que podemos encontrar, por ejemplo, en [Ferndndez-Caral. Para més detalles,

podemos consultar tanto esta referencia como [Brezzi] y [Gunzburger].

Volvamos a considerar el problema de Stokes estacionario:

—Au+Vp=f en (2 (3.1)
V-u=0 en (2 (3.2)
u=0 sobre T’ (3.3)

Ahora f € L*(Q2) es un control (tenemos que decidir qué f tomar) y la solucién
asociada (u, p) es el estado correspondiente. Fijemos un conjunto %,q C L*()

no vacio de controles admisibles. El problema que nos interesa resolver, llamado
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problema de control 6ptimo, es

Hallar f € %,q tal que

I (3.4)
J(f) < J(f) VI € Uaa,

donde J : Z,q —— R es la funcién

b
a5 [l 3 [ 1P

con a,b >0y uy € H dadas. A esta funcién, de aqui en adelante, la llamaremos

funcional objetivo o funcional de coste.

3.1. Existencia, unicidad y caracterizaciéon

Teorema 3.1. Si %,q es un convezo cerrado no vacio de L*(Q), con a,b >0y

uy € H, entonces existe una unica solucion de .

Demostracion. Primero veamos que el problema tiene al menos una solucién.
Consideremos una sucesién minimizante {f,,} en %4, es decir, una sucesién tal
que

lim J = inf J

li J(£,) = it
Esta sucesion esta acotada, dado que, para todo n,

2

luego podemos suponer (si hiciera falta, podriamos extraer una subsucesion)
que converge débilmente hacia un control Ademas, f € a4, pues al ser g

convexo cerrado, es secuencialmente cerrado para la convergencia débil.

Ahora queremos probar que J : %,q — R sea secuencialmente semi-continua

inferiormente para la convergencia débil, es decir,

f, — f débilmente en L2(Q) =  J(f) < liminf J(f,)

n—-+oo

1Como L2(Q) es un espacio de Hilbert, toda sucesién acotada posee subsucesiones débil-
mente convergentes.
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para asi poder afirmar que

J(f) <lminf J(f,) = nf J

n—-+oo Uaa

de manera que f sea un control éptimo.

Por un lado, tenemos que f — (u, f) es una aplicacién lineal y continua de
L?(Q) en V H Por otro lado, el funcional J es cuadrdtico y estrictamente con-

vexo, es decir, para f # g,
Jaf+(1—-a)g) <aJ(f)+(1—-a)J(g) Yac(0,1), Vf,gec L*(Q)

De manera que, teniendo en cuenta ambos resultados, podemos afirmar que .J

es secuencialmente semi-continua inferiormente para la convergencia débil.

Veamos ahora que el control 6ptimo es tnico. Dados dos controles éptimos

distintos }' y f, como J es estrictamente convexa,
1, - 1, - - )
J(5F+D) <50 +I(F) = inf J
2 2 Uaa
pero esto es absurdo, ya que %( f + f) € %uq. Tenemos entonces la unicidad. [
Teorema 3.2. En las condiciones del Teorema 3.1, la inica solucion de

verifica la siguiente propiedad: existe un par (w,q) € V. x L?(Q) tal que f, el

estado asociado (u,p) y (w,q) verifican el sistema de optimalidad

—Au+Vp=f en (2
V-u=0 en (3.5)
u=20 sobre T’

—-Aw+Vg=u—-—uy enf

V-w=0 en 2 (3.6)
w=0 sobre I’
(aw+bf,}' -f)>0 Vf € Ui, f € Uoa (3.7)

2Se tiene gracias a la linealidad del problema de Stokes, cuya resolucién se detallé en el
Capitulo 1.
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Demostracion. La funcién J : Z,q — R es continuamente diferenciable (es
composicion de una aplicacion lineal continua y una funcién cuadrética bien

definida). Como f es la solucién de (3.4, se tiene necesariamente que

LI eF )|

>0 Vf € Uaa

Calculemos esta derivada. Véase que

= lim
e=0 e—0 €

d .
SIS+ elf - )

Ahora bien,

J(F+eF— 1) /|ze—ud|2 /Q|f+e(}°—f)l2

donde hemos llamado z. al campo de velocidades asociado a f +¢( ]" —f). Como
las EDPs de Stokes son lineales, es inmediato que z. = u+ €z, donde u y z son

las velocidades asociadas a f y a }‘ — f, respectivamente. Por ello,

e=0

d .
&J(erﬁ(f*f))

Y R Y AR KRR R
o [(w-uiz+ b [ $F- 1)
Q Q

Para tener una expresiéon explicita de la derivada de J, introducimos el nuevo

par (w,q), el estado adjunto, cumpliendo:

—-Aw+Vg=u—uy; enfl
V-w=0 en ()
w =20 sobre I'

Pasando a la formulacién débil y haciendo lo mismo con la ecuacién de estado

que relaciona z con }' — f, llegamos a la condicién de optimalidad:

/(aw+bf,f—f>zo v € g
Q
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La solucién de (3.4) se denomina control 6ptimo y (w,q) es el estado adjunto
asociado. Obsérvese que resolver (3.7)) equivale a resolver un nuevo problema de

minimos en %,q:
Hallar f € %,q tal que

o (3.8)
Kw(f) < Kw(.f) V.f € %ady

donde hemos usado la notacién
b
Ku(f) =5 1P+ [ w vF <t
Q Q
A su vez, esto equivale a calcular

P ).

donde Py, , es el operador de proyeccién ortogonal habitual sobre %, 4. En efecto,

es bien conocido que esta tltima igualdad y (3.7) son equivalentes.

3.2. Calculo del control 6ptimo

La caracterizacién (3.5)—(3.7) conduce de manera natural a un algoritmo
iterado de tipo punto fijo:

ALG 1:

Paso 1.- Fijar f° € %q.

Paso 2.- Paran > 0y f" € %.q dados, hallar (u”,p") (solucién de
con f = f"), (w",q") (solucién de (3.6) con u =u") y " (solucién de

con f=f"yw=w").

Teorema 3.3. En las condiciones del Teorema 3.1, existe co = co(Q)) tal que,

st g > ¢,(Q), el algoritmo precedente converge.

Demostracion. Sabemos que la aplicacién que a cada control le asocia un estado
es lineal y continua. De manera analoga, la aplicacién que asocia a cada estado
su correspondiente estado adjunto también lo serd. Por ello, la composicion
de ambas aplicaciones también serd lineal y continua. Si llamamos M a dicha
composicidn, existird una constante cp = co(€2) (dependiente de €2 debido al uso

intermedio de desigualdades de Poincaré) tal que
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IMfy = Mfoll < co(@Ify — fall VF1, F2 € LP(Q)

Las iteraciones de ALG 1 se pueden escribir en la forma
n+1 a n
£ =Py, (- 3Mf). nzo0

Por ello, usando la no expansividad del operador proyeccion, si miramos ALG
1 como un algoritmo de punto fijo asociado al operador resultante de la com-

a
posicién Py, o ( ——-M ) llegamos a que, si se cumple que

b
a
ECO(Q) <1

esta composicion es contractiva y, por el Teorema de Punto Fijo de Banach, el

método de aproximaciones sucesivas converge. O

Para terminar, estamos interesados en formular un nuevo algoritmo de punto
fijo teniendo en cuenta alguna de las aproximaciones descritas en el Capitulo 1.

Nos centraremos en la aproximacién por elementos finitos del problema.

En lineas generales, para llegar a ALG 1 partimos del problema de control
definido por una EDP de estado, un funcional de coste J y un conjun-
to de controles admisibles %,4. A partir de la solucién de , definimos el
sistema de optimalidad caracterizado por —estado asociado (u,p)—,
—estado adjunto asociado (w,q)— y —condicién adicional que, gracias a la
proyeccién sobre %, 4, nos permite calcular f teniendo en cuenta el problema de
minimos —. Para llegar a un algoritmo ALG 2 que sea computacionalmente

practicable, tenemos dos posibles vias:

= Podemos aproximar el problema de control por un problema en di-
mensién finita (usando la aproximacién por elementos finitos), obteniendo
asi una ecuacion de estado aproximada, un nuevo funcional de coste apro-
ximado y un nuevo conjunto aproximado de controles admisibles. A partir
de ello, podemos entonces definir un nuevo sistema de optimalidad apro-

ximado y reformular ALG 1.

» Podemos partir del sistema de optimalidad definido por (3.5) — (3.7) v

cambiar el problema a resolver por una aproximacion en dimension finita,
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de tal manera que el nuevo método resuelva, en cada etapa, diferentes

problemas con diferentes aproximaciones.
Nosotros seguiremos la segunda via para llegar a ALG 2.

Observacion 3.1. Generalmente, los dos algoritmos que se pueden obtener por

estas vias no coinciden.

Por fijar ideas, consideremos aproximaciones de las ecuaciones de estado y estado
adjunto basadas en elementos finitos mixtos. De esta manera, llegamos a la

ecuacién de estado aproximada

I// Vuy, - Vv, —/ph(V-vh) = / thh Vv, € W,
Q Q Q (3.9)
/ﬁh(v ‘up) =0 Vpn € P
Q
donde W}, es un subespacio de dimensién finita de H§(2) y P, es un subespa-
cio de dimensién finita de L?(Q). Supondremos que el par (W, P,) verifica la
condicién inf-sup uniforme

inf  sup —fph(v'vh)

>p>0
pr€Py v, ew, [|Prllr2|[Vallm

Esta condicién permite asegurar la existencia y unicidad de solucién de (3.9)
(pn, es unica salvo una constante aditiva). Para los detalles, véase por ejemplo

[Brezzi].

De manera andloga, también llegamos a la ecuacién de estado adjunto apro-

ximada

l// Vwp, - Vvy, _/Qh(v'vh):/(uh_udh)vh Vv, € Wi
Q Q Q

(jh(V'Wh)ZO Yaqn € Py
Q

(3.10)

Por dltimo, la condicién de optimalidad (3.7)) se reduce a calcular

In=Pu,. ( - %Wh) (3.11)
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Con estos elementos, ya tenemos las herramientas necesarias para formular nues-

tro nuevo algoritmo de punto fijo.

ALG 2:
Paso 1.- Fijar f% € Uyq.

Paso 2.- Paran > 0y f}, € %, dados, hallar (u}, p}) (solucién de (3.9)
con f, = ), (Wi, q) (solucién de (3.10) con uj, = u}) y f7 (solucién de

(3.11) con f), = fi y wn = w}).

Estudiemos dos casos particulares:
(1) Si U,q = L*(Q), entonces Py, , es la identidad, de manera que

n+1 a .,
=——w
h b h
(2) Un caso con mayor interés practico es si definimos el conjunto de controles

admisibles como
Usa ={fr e L*() ; ;< (f)i<Bi , 1<i<d},

es decir, la ¢—ésima componente de f; estd acotada entre dos ntimeros reales
a; y B;, donde i varfa entre 1 y d (dimensién del espacio). En estas condiciones,

la proyeccién de una funcién z € L? (©2) queda definida como

o siz; < @
Pr..(z)=2" , z=9 2 si z; € [ov, B3]
Bi si z; > B

En consecuencia, f7 7! queda determinada teniendo en cuenta (3.11)).

Por tltimo, veamos un resultado de convergencia similar al enunciado en el

Teorema 3.3.
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.. a .
Teorema 3.4. En las condiciones precedentes, para un valor de 3 suficiente-

mente pequeno, el algoritmo precedente converge.

Idea de la demostracion. Consideremos la aplicacion lineal
Ah : %ad — %ad
donde, para cada f € 4,

a
Ahf = IP)0/’/ad (—g

donde wy, es (junto con g¢p) la solucién de (3.10), y up es (junto con pp) la

Wh)

solucién de (3.9)). Para que esta aplicacion sea contractiva, por un razonamiento
p . a .
analogo al usado en el Teorema 3.3, bastard con que 3 sea suficientemente

pequeno. O

Observacién 3.2. Silos W}, y P, se eligen asociados (por ejemplo) a las aproxi-
maciones P,—Lagrange correspondientes a una familia regular de triangulaciones
T,y se cumple la condicién inf-sup uniforme, se puede probar que el tamafio de
a/b se puede elegir suficientemente pequetio independientemente de h. Por ejem-
plo, esto se puede conseguir si Wy, y P son, respectivamente, aproximaciones

P,—Lagrange y P;—Lagrange. Para los detalles, véase [Brezzi|.
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