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Abstract

In the late 19th century, Peter Guthrie Tait asserted three properties of alternat-
ing link diagrams, which are known today as Tait’s conjectures. These assertions
remained open for about 100 years until the discovery of a new link invariant, the
Jones polynomial, in 1985.

In 1986, L. H. Kauffman, K. Murasugi and M. B. Thistlethwaite gave, indepen-
dently, the proof of the Tait’s First conjecture. Also in the same year, Tait’s Second
conjecture was proven independently by Murasugi and Thistlethwaite. Finally, in
1993, W. Menasco and Thistlethwaite proved the Tait’s Third conjecture.

In 2017, J. E. Greene gave the first geometric proof of the Tait’s Second conjecture.
Using his work, in 2020, the first geometric proof of the Tait’s Third conjecture was
given by T. Kindred.

In this work we present a proof for each of the Tait’s conjectures. The exposition
is based on Kauffman’s proof of the Tait’s First conjecture, Murasugi’s proof of the
Tait’s Second conjecture and Kindred’s proof of the Tait’s Third conjecture.



Resumen

A finales del siglo XIX, Peter Guthrie Tait conjetur6 tres propiedades que debian
cumplir los diagramas alternantes, que pasaron a conocerse como las Conjeturas de
Tait. Estas afirmaciones estuvieron sin demostrar durante aproximadamente 100 afios,
hasta el descubrimiento de un nuevo invariante de enlace, el polinomio de Jones, en
1985.

En 1986, L. H. Kauffman, K. Murasugi y M. B. Thistlethwaite probaron, de ma-
nera independiente, la Primera conjetura de Tait. En ese mismo afio, Murasugi y
Thistlethwaite probaron, también de manera independiente, la Segunda conjetura de
Tait. Finalmente, la Tercera conjetura de Tait fure probada en 1993 por W. Menasco y
Thistlethwaite.

En 2017, J. E. Greene dio la primera prueba totalmente geométrica de la Segunda
conjetura. Usando este trabajo, T. Kindred demostré también de manera completa-
mente geométrica la Tercera conjetura de Tait.

En este trabajo se muestran las pruebas de las conjeturas de Tait (hoy convertidas
en teoremas). Para ello, nos basaremos en la prueba de Kauffman de la Primera con-
jetura de Tait, la prueba de Murasugi de la Segunda conjetura de Tait y la prueba de
Kindred de la Tercera conjetura de Tait.



1 Introduccion

Le teoria de nudos es el campo de la topologia que estudia los nudos matematicos,
y tiene aplicaciones en otras areas como la biologia, donde se usa para el anélisis del
ADN. Un nudo es un subconjunto de puntos en R? (o en la 3-esfera .S*) homeomorfo
a la circunferencia S'. También se consideran los enlaces, que son uniones disjuntas
de nudos (en particular, todo nudo es un enlace). En ocasiones, en lugar de trabajar
directamente con los enlaces, se usan diagramas. Un diagrama es una proyeccion re-
gular en el plano de un enlace, donde se indica en cada punto doble qué arco es el
superior y cul es el inferior (Figura 1.1). En la teoria de nudos, el problema principal
consiste en determinar si dos enlaces dados son equivalentes, esto es, si existe una
isotopia ambiente que transforme uno en el otro.

(a) (b)

Figura 1.1: Nudo trébol (a) y un diagrama suyo (b).

La teoria de nudos tiene su origen a finales del siglo XIX, cuando el matematico y
fisico escocés William Thomson (Lord Kelvin) conjeturd que los atomos eran vortices
anudados en una sustancia llamada éter, donde cada atomo se correspondia con un
tipo de nudo distinto. En respuesta a esta idea, el matematico y fisico escocés Peter
Guthrie Tait realizo el primer intento de clasificarlos, siendo este el inicio de la teo-
ria de nudos. A pesar de que la teoria de Kelvin fue eventualmente rechazada junto
con la idea del éter, Tait continto con su investigacion y la teoria de nudos continud
desarrollandose como una teoria matematica.
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Tait, en colaboracion con Thomas Kirkman, avanzaron en el problema de la enu-
meracion de los nudos. Para ello, usaron los grafos, que eran objetos mas estudiados
en aquella época. Kirkman habia realizado una clasificacion de los grafos hasta cierto
numero de aristas. Tait usé esta clasificacion y asocié un nudo a cada grafo, con la idea
de obtener asi todos los nudos. El procedimiento que us6 se describe a continuacion.

Dado un grafo, se asocia a cada arista un cruce, de manera que si recorremos las
arista en cualquier sentido, el arco superior del cruce queda siempre a la izquierda. Una
vez asignados todos los cruces, unimos los arcos respetando el dibujo del grafo. Un
ejemplo lo podemos ver en la Figura 1.2. Sin embargo, mediante este procedimiento
no obtenemos todos los nudos, ya que este método solo genera diagramas alternantes
(esto es, al recorrer el diagrama, recorremos los cruces alternando entre ir por el arco
superior e ir por el arco inferior). Usando este método, Tait consiguid clasificar los
nudos alternantes hasta 10 cruces [17, 18, 19]. Posteriormente y de manera indepen-
diente, Charles Newton Little consiguié enumerar todos los nudos de hasta 10 cruces,
incluyendo alternantes y no alternantes.

Figura 1.2: Procedimiento para obtener el diagrama de un nudo alternante a partir de

un grafo. En este ejemplo se obtiene el nudo trébol.

La clasificacion hecha por Tait y Little era casi perfecta. No habia ninguna omision
y solo contenia una repeticion, la cual fue descubierta en 1973 por Ken Perko. Se
trataba de dos diagramas de 10 cruces que representaban el mismo nudo. Estos dos
diagramas se conocen como el par de Perko [13].

En 1976, Dale Rolfsen hizo una tabla de nudos de hasta los 10 cruces usando la
clasificacion que hicieron Tait y Little [15]. Introdujo también una nomenclatura es la
que usamos hoy en dia. A cada nudo se le asocia una etiqueta de la forma c,, donde
¢ es el menor nimero de cruces tomado de entre todos los diagramas del nudo (este
valor recibe el nombre de nimero de cruce), y n es un indice que le da un orden entre
todos los nudos con el mismo nimero de cruce. Por ejemplo, el nudo trébol tiene la
etiqueta 3,. Esta tabla, al esta basada en el trabajo de Tait y Little, contiene el par de
Perko, etiquetados como 10,4, y 10¢,.
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Uno de los problemas a la hora de crear las tablas de nudos es comprobar que
no aparezcan diagramas distintos que representen el mismo nudo. Para poder iden-
tificar estas repeticiones, Tait introdujo tres principios basicos que se conocen en la
actualidad como las Conjeturas de Tait, tema principal de este trabajo, y las cuales es-
tuvieron sin demostrar durante aproximadamente 100 afios. A pesar de que ya estan
demostradas y, por tanto, son teoremas, se les sigue llamando conjeturas por razones
historicas. A continuacién enunciamos estas tres conjeturas.

| Conjetura 1 (Primera conjetura de Tait). Un diagrama alternante, reducido y
conexo de un enlace tiene el menor niimero posible de cruces de entre todos los diagramas
que representan ese enlace.

| Conjetura 2 (Segunda conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos
y conexos que representan un mismo enlace tienen la misma contorsion.

| Conjetura 3 (Tercera conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos
y conexos de un mismo enlace primo estan relacionados por un nimero finito de flypes.

Como hemos mencionado antes, el problema principal de la teoria de nudos con-
siste en determinar si dos enlaces dados son equivalentes. En 1927, Kurt Werner Frie-
drich Reidemeister demostré que dos diagramas representan el mismo enlace si y so-
lo si estan relacionados por una sucesion finita de transformaciones conocidas como
movimientos de Reidemeister [14]. Sin embargo, este resultado no da una solucioén
practica al problema de equivalencia. No obstante, existen otras formas de ver que
dos diagramas no representan el mismo enlace como, por ejemplo, los invariantes,
que son funciones cuyo valor depende solo de la clase de equivalencia del enlace. Un
tipo de invariante son los invariantes polinémicos. El primer invariante de este tipo
fue el polinomio de Alexander [1], descubierto por James Waddell Alexander en 1928.

En 1984, Vaughan Jones descubre un nuevo invariante polinémico, conocido co-
mo polinomio de Jones [6]. Se trata de un polinomio de Laurent en una variable con
coeficientes enteros. Su descubrimiento supuso una revolucion en la teoria de nudos.

Al poco tiempo de descubrirse el polinomio de Jones, se demostraron la Primera y
la Segunda conjetura de Tait, usando propiedades de este. La Primera conjetura de Tait
fue probada de manera independiente en 1986 por Louis Kauffman [7], Kunio Mura-
sugi [11] y Morwen Thistlethwaite [20]. La Segunda conjetura de Tait fue demostra-
da también en 1986 y de manera independiente por Kunio Murasugi [12] y Morwen
Thistlethwaite [21]. Para la demostraciéon de la Tercera conjetura, sin embargo, tu-
vieron que pasar mas afios. Fue demostrada conjuntamente por William Menasco y
Morwen Thistlethwaite en 1993 [9]. En la demostracion, ademas de usar propiedades
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del polinomio de Jones, se usan propiedades del polinomio de Kauffman y propiedades
de las superficies que se obtienen al aplicar una coloracién de ajedrez a un diagrama.
Ninguna de estas pruebas es completamente geométrica. De hecho, en [9] Menasco y
Thistlethwaite dejan abierta en su articulo la pregunta de si existe tal prueba para la
Tercera conjetura de Tait.

En 2017, Joshua Greene demuestra de manera completamente geométrica la Se-
gunda conjetura de Tait y la invarianza del nimero de cruces de los diagramas alterna-
tes, conexos y reducidos [5]. Usando el trabajo de Greene, Thomas Kindred prueba en
2020, también de forma completamente geométrica, la Tercera conjetura de Tait [8],
respondiendo asi a la pregunta planteada por Menasco y Thistlethwaite. Sin embargo,
a pesar de que la Primera conjetura de Tait fue la primera en demostrarse, todavia no
existe a dia de hoy una prueba completamente geométrica de esta.

El objetivo de este trabajo es presentar una prueba de las Conjeturas de Tait. En
el Capitulo 2 explicaremos los conceptos basicos en la teoria de nudos, mientras que
en el Capitulo 3 nos centraremos en el polinomio de Jones, el cual fue esencial para
la demostracion de las conjeturas. El contenido de estos capitulos iniciales esta to-
mado principalmente de [2]. Los siguientes tres capitulos (Capitulo 4, Capitulo 5 y
Capitulo 6) estan centrados en las demostraciones de las Conjeturas de Tait. Para la
demostracion de la Primera conjetura de Tait nos basaremos en la prueba de Kauffman
[7], mientras que para la Segunda nos basaremos en la de Murasugi [12]. Para la Ter-
cera conjetura de Tait, en lugar de tomar la demostracion original dada por Menasco
y Thistlethwaite, nos basaremos en la de Kindred [8].

Ademas, se han completado algunas pruebas. Por ejemplo, se han demostrado los
resultados relacionados con el polinomio de Jones (Proposicion 3.14, Teorema 3.16), y
se han escrito los detalles de algunas pruebas que se dejaban indicados, como ocurre
en la demostracion de la Segunda conjetura de Tait. También se han afiadido ejem-
plos para ilustrar definiciones y resultados. Todos los dibujos has sido realizados con
Inkscape.



2 Preliminares

En este capitulo trataremos las ideas basicas que usaremos en el resto del trabajo.
Para ello, hemos consultado [2] y [7].

2.1 Nudos y enlaces

La teoria de nudos es el campo de la topologia que estudia los nudos matematicos.
La idea intuitiva de nudo matematico es una cuerda sin grosor anudada y en la que
pegamos posteriormente los extremos entre si.

| Definiciéon 2.1. Un nudo K C R? es un subconjunto de puntos homeomorfo a la
circunferencia S'.

En la Figura 2.1 se pueden apreciar algunos ejemplos de nudos.

(a) Nudo trivial. (b) Nudo trébol.

Figura 2.1

Podemos generalizar la idea de nudo y considerar colecciones de estos.

| Definicion 2.2. Un enlace es una union disjunta finita de nudos: L = K, U...UK,.
Cada nudo K, se llama componente del enlace. El niimero de componentes de un enlace,
n, se llama multiplicidad del enlace y lo denotamos u(L).
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En particular, los nudos son enlaces de una tinica componente.

En la Figura 2.2 podemos observar el enlace trivial de 2 componentes y el enlace
de Hopf. Llamamos a un enlace trivial si todas sus componentes son nudos triviales y
no estan enlazadas dos a dos. El enlace de Hopf no es trivial.

(a) Enlace trivial de 2 componentes. (b) Enlace de Hopf.

Figura 2.2

Queremos que los enlaces sean flexibles. Si podemos deformar un enlace en otro,
entonces decimos que esos enlaces son equivalentes. Un primer enfoque para mode-
lizar esta deformacion es mediante una homotopia 4 : X X I — R?, donde X C R?
e I = [0, 1]. Denotamos por A, : X X {t} = R? ala restriccién de h al nivel € I.
El problema de definir asi la relacion de equivalencia es que un nudo podria pasar a
través de si mismo y, entonces, todos los nudos serian equivalentes entre si, pues cada
nudo seria equivalente a la circunferencia S'. Para solucionar esto, debemos imponer
que h, sea biyectiva para todo ¢ € I. Es decir, que sea una isotopia.

Aun asi, esto tampoco es suficiente, pues todos los nudos son isotdpicos a una cir-
cunferencia. Para comprenderlo, podemos imaginar el nudo como una cuerda la cual
estiramos, haciendo la parte anudada cada vez mas pequefia, hasta que se convierte
en un punto y desaparece. Esto lo podemos ver en la Figura 2.3.

)

Figura 2.3: Todos los nudos mostrados son isotopicos.

S

Para solucionar esto, exigimos que la isotopia deforme también el espacio X consi-
go. Esta idea queda recogida en el concepto de isotopia ambiente. Esto es, una isotopia
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que actua sobre todo el espacio, en lugar de solo sobre el nudo.

| Definiciéon 2.3.  Dos enlaces L, y L, son equivalentes si existe una isotopia ambiente
h : R3x[0,1] tal que h(L,,0)= L, y h(L,,1) = L,.

Ser ambiente isotopico es una relacién de equivalencia. Cada clase de equivalencia
recibe el nombre de tipo de enlace. Abusando de la terminologia, aplicamos la palabra
enlace para hacer referencia también a toda una clase de equivalencia. Por ejemplo, al
decir que dos enlaces son distintos, queremos decir que son de distinto tipo, es decir,
que pertenecen a distintas clases de equivalencias.

2.2 Diagramas

Los enlaces son objetos en R*. En ocasiones, para visualizarlos y manipularlos
es conveniente proyectarlos en el plano. Sin embargo, una proyecciéon no nos da la
informacion suficiente para recrear el enlace, pues perdemos informacion sobre la
altura de este en los puntos dobles. Esto lo podemos observar en la Figura 2.4. Tenemos
que modificar la proyeccion para afiadir esa informacion que nos falta y poder recrear
el enlace. Esto es lo que se conoce como diagrama.

Para representar enlaces, hay proyecciones que tienen mejores propiedades que
otras. Si L es un enlace y # : R® — R? una proyeccién de este, decimos que un
punto x € z(L) es regular si su preimagen es Unica, y singular en caso contrario.
Si |[z#7'(x)| = 2 entonces decimos que x es un punto doble. Para que la proyeccién
sea lo mas clara posible, estamos interesados en aquellas que tienen un numero finito
de puntos singulares. Es decir, aquellas en las que todos los puntos singulares estan
aislados. Ademas, queremos evitar puntos de tangencia y puntos singulares de orden
mayor o igual a 3.

Decimos que una proyeccion es regular si tiene un nimero finito de puntos sin-
gulares y todos ellos son puntos dobles con direcciones transversas. Este tipo de pro-
yecciones son las que nos interesan. En la Figura 2.4 podemos ver un ejemplo.

Como ya hemos comentado antes, dado una proyeccién regular, no podemos re-
crear el enlace original. En los puntos dobles no hay informacién suficiente para sa-
ber qué arcos van ‘por arriba’ o ‘por debajo’. Si una proyeccion tiene n puntos dobles,
potencialmente podemos construir 2" enlaces, segin la eleccién de qué arco va ‘por
arriba’ o ‘por debajo’ en cada punto doble (aunque algunos de estos enlaces podrian
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Figura 2.4: Proyeccion regular de algun nudo.

repetir tipo entre si). Si en la proyeccion indicamos de alguna manera qué arco pasa
por encima de cual en cada punto de interseccion, entonces podemos recuperar el
enlace original. Los diagramas son proyecciones que tienen esta informacion.

| Definiciéon 2.4. Un diagrama de un enlace L es la imagen de una proyeccion regular
de L que tiene informacion relativa a la altura en cada uno de los puntos dobles. Esta
informacion la representamos mediante una discontinuidad en el arco que esta mas lejos
del punto de proyeccion. Los puntos dobles se llaman cruces en el diagrama.

En la Figura 2.5 se muestra un diagrama del nudo trébol y del enlace de Hopf,
mostrados en la Figura 2.1b y la Figura 2.2b, respectivamente.

& (D

(a) Nudo trébol. (b) Enlace de Hopf.

Figura 2.5: Ejemplos de diagramas.

Resulta evidente que todo enlace puede representarse por un diagrama. De hecho,
todo enlace tiene asociados infinitos diagramas, segiin el punto de proyeccion y la
forma en que el enlace esté embebido en R*. Algunos ejemplos de diagramas del nudo
trivial los podemos ver en la Figura 2.6. El hecho de que un enlace pueda tener infinitos
diagramas nos lleva a la definiciéon de diagramas equivalentes.

| Definicion 2.5. Dos diagramas son equivalentes si representan enlaces equivalentes.
Los diagramas pueden agruparse en familias, segiun algunas propiedades. Algu-

nas familias de diagramas dan lugar a familias de enlaces. A continuacioén definimos
algunas de estas familias.
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~
\

Figura 2.6: Distintos diagramas del nudo trivial.

| Definicioén 2.6. Un diagrama es conexo si su proyeccion asociada es conexa. Un dia-
grama no conexo se dice que es separado. Un enlace es separado si existe un diagrama
separado que lo representa.

Un ejemplo de enlace separado es el enlace trivial de dos componentes. En la Fi-
gura 2.7 podemos ver dos diagramas de este enlace, uno de ellos conexo y el otro

S

Figura 2.7: Diagramas del enlace trivial de dos componentes.

| Definicion 2.7. Un diagrama es reducible si su proyeccion tiene un vértice de corte.
Esto significa que es posible encontrar una circunferencia en el plano del diagrama de
manera que su interseccion en el diagrama es, exactamente, un punto de cruce. Estos
cruces reciben el nombre de cruces initiles o ineficaces, ya que pueden eliminarse facil-
mente, como podemos ver en la Figura 2.8. Un diagrama sin cruces ineficaces se llama
reducido.

L ><R L B

Figura 2.8: Estos dos diagramas representan el mismo enlace. El cruce c es ineficaz.
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| Definicion 2.8. Decimos que un diagrama es alternante si, al recorrer cada com-
ponente del diagrama, recorremos los cruces alternando entre ir por el arco superior e
ir por el arco inferior. Un enlace es alternante si existe un diagrama alternante que lo
representa.

El sentido en el que recorremos las componentes y el orden de estas no influye en
determinar si un diagrama es alternante o no. Ademas, que un enlace tenga un diagra-
ma no alternante no implica que el enlace no sea alternante, ya que podria existir otro
diagrama que si fuese alternante. Por ejemplo, el nudo trébol es alternante, ya que el
diagrama mostrado en la Figura 2.9a es alternante, aunque tenga otros diagramas no
alternantes (por ejemplo el de la Figura 2.9b).

Figura 2.9: Dos diagramas representando el nudo trébol.

Los nudos (y diagramas) alternantes han sido muy estudiados y se conocen mu-
chas de sus propiedades topologicas. El tema de este trabajo, las Conjeturas de Tait,
trata propiedades de este tipo de diagramas.

Una vez hemos visto algunas familias de diagramas, vamos a definir el concepto
de orientacion. Los nudos y los enlaces pueden estar orientados. Para orientar un
nudo, elegimos una de las dos direcciones posibles a lo largo de este. Para orientar
un enlace, orientamos cada una de sus componentes. Dado un enlace orientado L,
podemos invertir la orientacion de cada una de sus componentes. El enlace con la
orientacién opuesta recibe el nombre de enlace opuesto de L y se denota por —L.

Los diagramas también pueden estar orientados, ya sea porque le demos una orien-
tacion de la misma forma que con los enlaces o porque al proyectar herede la orienta-
cién del enlace. En un diagrama orientado podemos clasificar los cruces en positivos
y negativos. En un cruce positivo, si recorremos el arco superior en el sentido asigna-
do por la orientacion, el arco inferior esta orientado hacia la izquierda, mientras que
en uno negativo, el arco inferior esta orientado a la derecha, como se muestra en la
Figura 2.10. Es facil ver que si invertimos la orientacion de un diagrama, el signo de
los cruces no cambia.
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a) Cruce positivo. b) Cruce negativo.

Figura 2.10

Si D es un diagrama orientado, podemos asociar a cada cruce ¢ de D un valor
entero de la siguiente forma.

+1 sic esun cruce positivo.
e(c) =

—1 sic esun cruce negativo.

A partir de esta asignacion de valores, podemos definir la contorsion (o writhe) de D.

| Definiciéon 2.9. Sea D un diagrama orientado. La contorsion de D, w(D), se define
como

w(D) = Y ().

ceD

donde ¢ € D significa c es un cruce de D’

Es decir, la contorsion de un diagrama D se calcula como la diferencia entre el nu-
mero de cruces positivos y el nimero de cruces negativos de D. Se puede ver que este
valor depende del diagrama que usemos para representar un enlace. Por ejemplo, en
la Figura 2.6 aparecen tres diagramas del nudo trivial, pero la contorsion del diagrama
de la izquierda es 0, el del diagrama del centro es —1 y el del diagrama de la derecha
es I.

Volviendo a las familias de diagramas, podemos definir nuevas familias a partir de
los diagramas orientados. A continuaciéon definimos los diagramas positivos y nega-
tivos.

| Definicion 2.10.  Sien un diagrama orientado todos los cruces son positivos, decimos
que el diagrama es positivo. Un enlace orientado es positivo si existe un diagrama positivo
que lo representa. De manera similar, si en un diagrama orientado todos los cruces son
negativos, decimos que el diagrama es negativo, y un enlace es negativo si existe un
diagrama negativo que lo representa.

Por ejemplo, el nudo trébol de la Figura 2.11a es un enlace negativo.
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Definimos a continuacion la familia de diagramas descendentes y ascendentes.

| Definicién 2.11.  Un diagrama de un nudo es descendente si es posible elegir un
punto inicial y una orientacion tal que si recorremos el diagrama partiendo del punto
inicial siguiendo la orientacion elegida, cada vez que pasamos por un cruce por primera
vez, lo hacemos recorriendo el arco superior. Para diagramas de enlaces, hay que elegir
un punto inicial y una orientacion para cada componente. Las componentes se recorren
segun un orden asignado. De manera similar, un diagrama es ascendente si cada vez que
pasamos por un cruce por primera vez, lo hacemos recorriendo el arco inferior.

Enla Figura 2.11b podemos ver un ejemplo de diagrama descendente. Sin embargo,
estas familias de diagramas no dan lugar a nuevas familias de enlaces, como podemos
ver por el siguiente resultado.

Lema 2.12. Un diagrama descendente o ascendente representa el enlace trivial.

Demostracion.  Sea D un diagrama descendente de un nudo K. Por definicion, existe
un punto inicial p en D y una orientacién satisfaciendo las condiciones de la Defi-
nicion 2.4. Si consideramos el punto correspondiente a p en K, podemos tirar de él
hacia arriba, deformando el nudo y levantandolo. Cuando lo hayamos levantado por
completo, todos los cruces habran desaparecido, quedando el nudo trivial. Si en lugar
de un nudo tenemos un enlace, la idea es similar. En este caso, tenemos que levantar
las componentes segun el orden asignado en la definicion.

La demostracion para diagramas ascendentes es analoga. |

(a) (b)

Figura 2.11: A la izquierda, un diagrama negativo. A la derecha, un diagrama des-
cendente, que representa el nudo trivial. La flecha de este indica el punto inicial y el
sentido en el que hay que recorrer el diagrama.

A continuacién definimos algunas simetrias topoldgicas.

| Definicién 2.13. Dado un diagrama D de un enlace L, podemos construir un nuevo
diagrama D* reflejando cada cruce de D. Esto es, para cada cruce de D, hacer que el arco
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superior pase a ser el arco inferior y viceversa. El enlace representado por D* es L*, la
imagen especular de L.

Si L no es equivalente a L* decimos que L es quiral, mientras que si L es equi-
valente a L* decimos que L es aquiral. En la Figura 2.12 podemos ver un diagrama
del nudo trébol y su imagen especular. Se puede probar que el nudo trébol es quiral
usando, por ejemplo, el polinomio de Jones, introducido en el Capitulo 3.

Figura 2.12: Diagramas del nudo trébol y su imagen especular.

Al enlace obtenido al tomar el opuesto de la imagen especular de L, —L*, lo lla-
mamos inverso de L.

Para acabar esta seccion, veamos dos operaciones entre diagramas: la union dis-
junta y la suma conexa.

| Definicion 2.14. Sea L un enlace separado y D un diagrama separado de L. Sean

D,, ..., D, las componentes conexas de D. Entonces, decimos que L es unioén disjunta
deL,,...,L,, donde L, es el enlace correspondiente a D,. En tal caso, escribimos L =
Liu-ulL,

| Definicion 2.15. Sean K, y K, dos nudos orientados y sean D, y D, diagramas
orientados de K, y K, respectivamente. Tomamos la unién disjunta D, D,, y elegimos
un arco de cada diagrama D,. Eliminamos un segmento de cada arco y unimos los dia-
gramas de la tinica forma compatible con la orientacion, obteniendo un nuevo diagrama
D. El diagrama D es la suma conexa de D, y D, y se denota por D = D #D,.

El nudo K correspondiente a D es la suma conexa de K, y K,, y se denota por K =
K #K,.

Algunas observaciones de la suma conexa:

= Esta operacion estd bien definida si la hacemos sobre nudos orientados, pues
solo hay una forma posible de unirlos que sea compatible con la orientacion.
Ademas, el nudo resultante no depende del arco elegido en cada diagrama. En
la Figura 2.13 podemos ver un ejemplo de suma conexa.
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= Si hacemos esta operacion sobre nudos no orientados, entonces no esta bien de-
finida. Hay dos formas posibles de unir los nudos, pudiendo dar nudos distintos
en cada caso. En la Figura 2.14 podemos ver un ejemplo.

» Si en lugar de nudos tomamos enlaces, la suma conexa, en general, no esta bien
definida. Si los enlaces tienen dos 0 mas componentes, tenemos que especificar
qué componentes quedan conectadas al hacer la suma conexa. El enlace resul-
tante puede variar segin las componentes elegidas.

Figura 2.13: Construccion de la suma conexa de dos nudos trébol. A la izquierda, los
dos nudos trébol con el rectangulo que los une (linea discontinua). A la derecha, la
suma conexa de ambos nudos.

OOh ¢

Figura 2.14: Las dos formas posibles de construir la suma conexa de dos tréboles de
mano izquierda.

El elemento neutro de esta operacion es el nudo trivial.

| Definicién 2.16.  Un nudo es primo si no se puede descomponer como suma conexa
de nudos no triviales. De manera similar, un enlace es primo si no se puede descomponer
como suma conexa de enlaces distintos al nudo trivial.

2.3 Movimientos de Reidemeister

El problema principal en teoria de nudos es determinar si dos enlaces son equi-
valentes. Si tenemos diagramas de estos enlaces, el problema se traduce en ver si los
diagramas son equivalentes. En 1927 Kurt Reidemeister da una solucion teérica a este
problema.
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Un movimiento es un cambio localizado en un diagrama. Indicamos mediante una
circunferencia discontinua la parte del diagrama donde tiene lugar el movimiento.
Fuera de esta no realizamos ninguna modificacion al diagrama, o, dicho de otro modo,
las Unicas partes del diagrama que intervienen en el movimiento son las indicadas
en el dibujo. Un movimiento lo representamos mediante dos circunferencias, y este
consiste en reemplazar el fragmento de diagrama de una circunferencia por el de la

otra.
A continuacién definimos los movimientos de Reidemeister. Estos movimientos
preservan el tipo de enlace.

| Definicion 2.17. Los movimientos de Reidemeister son los siguientes:

= Movimiento tipo 1 (R1).

Estos movimientos son muy importantes, ya que se corresponden con el concepto
de isotopia ambiente de los enlaces en R3, como recoge el siguiente resultado [14].

| Teorema 2.18 (Teorema de Reidemeister). Dos diagramas son equivalentes si y
solo si existe una sucesion finita de movimientos de Reidemeister que transforma uno en

el otro.
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Esto da una respuesta tedrica al problema de equivalencia. Sin embargo, llevar a
la practica este resultado puede no ser practico, ya que el nimero de movimientos
necesarios para transformar un diagrama en otro diagrama equivalente dado puede
ser muy alto. Ademas, si los diagramas de los que partimos representan enlaces dis-
tintos, buscar sucesiones de movimientos que lleven un diagrama en otro no nos sirve
para dar una respuesta al problema de equivalencia de diagramas. Supongamos que
tenemos dos diagramas D, y D,, fijamos un entero positivo # y comprobamos todas
las combinaciones posibles de » movimientos para intentar transformar D, en D,. Si
encontramos una sucesion que lleve D, en D,, entonces podemos asegurar que son
equivalentes. Sin embargo, si no encontramos ninguna, no podemos asegurar que no
lo sean, ya que es posible que si sean equivalentes pero se requiera mas de n movi-
mientos.

Sin embargo, tenemos otras formas de ver que dos diagramas no representan el
mismo enlace. Una de ellas es mediante el concepto de invariante, que estudiaremos
en la siguiente seccion. Como podremos ver, los movimientos de Reidemeister seran
muy utiles para definir invariantes.

2.4 Invariantes

Una parte muy importante de la teoria de nudos es el estudio de invariantes. Como
hemos comentado anteriormente, la importancia de los invariantes radica en que nos
permiten determinar que dos enlaces no son equivalentes. En esta secciéon daremos
algunos ejemplos y, en la siguiente, estudiaremos un invariante de gran importancia:
el polinomio de Jones. Este fue el primer invariante polinémico que permiti6 distin-
guir la quiralidad de muchos enlaces. Ademas, las Conjeturas de Tait, tema principal
de este trabajo, se demostraron usando propiedades de este polinomio.

Empecemos dando la definicién de invariante.

| Definiciéon 2.19.  Un invariante de enlace es una funcion del conjunto de los enlaces
a otro conjunto de forma que dos enlaces equivalentes tienen la misma imagen.

Muchos invariantes estan relacionados con propiedades geométricas o topologi-
cas del enlace y miden la complejidad de este de varias maneras. Una forma sencilla
de definir invariantes (aunque esto no quiere decir que sean faciles de calcular) es mi-
nimizar una propiedad numérica. Algunos ejemplos simples son la multiplicidad del
enlace, u(L), que es el nimero de componentes de L; o el nimero de desanudamiento,
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u(L), que es el menor numero de veces que un enlace L debe cruzarse consigo mismo
para convertirse en el enlace trivial.

Como ya hemos visto, el problema de equivalencia en enlaces se puede traducir
al problema de equivalencia en diagramas. Luego resulta natural usar estos ultimos
para definir invariantes. Uno de los mas importantes y que usaremos mas adelante en
este trabajo es el nimero de cruce.

| Definicién 2.20. EI nimero de cruce de un enlace L, ¢(L), es el minimo niimero
de cruces tomado entre todos los diagramas que representan L. Si denotamos c(D) al
numero de cruces de un diagrama D, entonces

c¢(L) = min{c(D) : D es diagrama de L.}

El Teorema 2.18 nos decia que dos diagramas son equivalentes si y solo si existe
una sucesion finita de movimientos de Reidemeister que transforman uno en el otro.
Este resultado permite construir nuevos invariantes. Imaginemos que tenemos una
funcion definida sobre diagramas. Entonces, si queremos ver si es un invariante, so-
lo tenemos que comprobar si dicha funcién es invariante al aplicar cada uno de los
movimientos de Reidemeister.

| Definicion 2.21.  Sea D un diagrama orientado de un enlace con dos componentes,
K, UK,, ysea D, la componente de D correspondiente a K,. El niimero de enlace de D,
y D, se define como

1

Ik(D;.Dy) =~ Y &),
2
ceDND,

donde el sumatorio recorre todos los cruces que involucran un arco de D, y un arco de
D2-

Por ejemplo, si consideramos el enlace de dos componentes mostrado en la Figu-
ra 2.15, podemos ver que hay cuatro cruces que involucran un arco de cada compo-
nente, y todos son positivos, luego el nimero de enlace de las dos componentes es 2.

Intuitivamente, el nimero de enlace representa el nimero de veces que una com-
ponente se enreda alrededor de la otra. De la definicion se deduce que es una funcion
simétrica: [k(D,, D,) = lk(D,, D)).

Proposicion 2.22.  El nimero de enlace es un invariante de enlaces orientados.

Demostracion. Para el cilculo del ntimero de enlace no tenemos en cuenta los cruces
de una componente consigo misma, luego los movimientos de Ridemeister de tipo 1 no
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Figura 2.15

afectan al valor. Si en un movimiento de tipo 2 los dos segmentos son de componentes
distintas, el movimiento afiade o elimina dos cruces de distinto signo, luego el niime-
ro de enlace no cambia su valor. Si los dos segmentos son de la misma componente
tampoco se modifica el valor, ya que no tenemos en cuenta los cruces de una com-
ponente consigo misma. Los movimientos de tipo 3 solo cambian la posicion relativa
de los cruces, manteniendo el nimero de cruces y sus signos. Luego este movimiento
tampoco cambia el ndmero de enlace. |

Al ser el numero de enlace un invariante del enlace orientado K; U K,, podemos
escribir /k(K, K,). Para enlaces con mas de dos componentes también podemos defi-
nir el nimero de enlace. Para ello, tomamos la suma de los nimeros de enlace de cada
pareja de componentes, esto es:

| Definicién 2.23. Sea L = K, U ... U K, un enlace de n componentes. El niimero de
enlace de L, I[k(L), se define como

k(L) = ) Ik(K,. K)).

i<j



3 Polinomio de Jones

Los polinomios también son utiles a la hora de definir invariantes. El primer inva-
riante polinémico fue el polinomio de Alexander [1], descubierto por James Waddell
Alexander en 1928. Durante mucho tiempo fue el tnico invariante de este tipo que se
conocia.

En 1984 Vaughan Jones, mientras trabajaba en como construir representaciones
de grupos de trenzas en sus algebras de von Neumann, descubrié un nuevo invariante
polinémico, conocido como polinomio de Jones [6]. Se trata de un polinomio de Lau-
rent con coeficientes enteros. Su descubrimiento supuso una revolucion en la teoria
de nudos, y en 1990 Jones recibi6 la medalla Fields por ello. Fue el primer invariante
polinémico que permitia distinguir la quiralidad del nudo trébol. Ademaés, permiti6 la
demostracion de las Conjeturas de Tait.

En esta seccion estudiaremos el polinomio de Jones. La definicién que se presenta
fue dada por Louis Kauffman [7].

En primer lugar, asociamos un polinomio, (D), a cada diagrama D no orientado.
El corchete (D) se define como el tnico polinomio de Z[A, B; 6] que satisface las
siguiente reglas:

1. () = 1, donde () denota al diagrama sin cruces del nudo trivial.

2. (Du()) = 6(D), donde D es no vacio y D LI () denota la unién disjunta de
Dy ().

3. (X) = ACX) + B() (), donde X, Xy ) ( representan tres diagramas que
solo difieren localmente en la manera en la que se indica.

Ejemplo3.1. Sea el diagrama del enlace de Hopf mostrado en la Figura 3.1. A conti-
nuacion calculamos (D). Si lo desarrollamos como un arbol tenemos:
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Figura 3.1: Diagrama del enlace de Hopf.

(@)
7N
(@)
A/ \B A/ \B
(GD) (@) (W

\/
/@\
~——

Por las reglas 1y 2,

() =() =1 ([JD)=(D@) =6

Luego,

() =4*(JD) +4B(CD) + AB(WD)) + B* (D)

= A’5+ AB+ AB + B%*$
= A5+ 2AB + B?%5.

A continuacién vemos cémo ajustar A, B y 6 para convertir a (D) en invariante
por los movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3.

Para que sea invariante por los movimientos de Reidemeister de tipo 2, hay que
imponer ( ) ) = () (). Aplicando las reglas del corchete obtenemos:
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(0)=2(5) Q)
=[50 (K

(A2+B2< >

()

+
— (A2 + ABS + BY) <

>] pla(30) 5]
5)+840) ()

5( )+540) ()

)+540) ()

Si imponemos que ( ) ) = () () para que sea invariante por los movimientos de
tipo 2, llegamos a las siguientes relaciones:

1) BA=1.
2) A2+ ABS+ B> =0

De 1) concluimos que
B=A""

Sustituyendo en 2) obtenemos
A*+ABs+B*=A*+5+ A7 =0,

y, por tanto,
§=—-A— A"

Luego haciendo B = A~!y § = —A?— A2, el corchete es invariante por movimientos
de Reidemeister de tipo 2.

Veamos ahora que la invarianza por movimientos de Reidemeister de tipo 2 im-
plica también la invarianza por movimientos de tipo 3, es decir, que (") = (X).

Por un lado, tenemos que

() =4(K)+8(77)

Por el otro, como el corchete es invariante por movimientos de tipo 2,

(X)={x)=(&)
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Luego,

) =ACR) () = A () + () = (X0)
() =4(2)+ (T e ARV VA
Es decir, es invariante por movimientos de Reidemeister de tipo 3.

Hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.  El corchete es invariante por los movimientos de Reidemeister de
tipo 2y 3 si elegimos B=A"'y§ = —A?2 — A2

A partir de ahora, y salvo que se especifique lo contrario, los valores de By 6 son
los indicados anteriormente. Con esta asignacion de valores, se define el corchete de
Kauffman.

| Definiciéon 3.3. Sea D un diagrama no orientado. El corchete de Kauffman de D,
(D), se define como el tinico polinomio en Z[ A*'] que satisface las siguientes condiciones:

L. ({(Oy=1

2. (D) = (A2 — A2)(D).

3.0 =AC0+4700-
Ejemplo 3.4. En el Ejemplo 3.1 calculamos que {((())) = A% + 2AB + B%5. Si
hacemos B = A~! y § = —A? — A=2 obtenemos que

(D) = A=A = A7)+ 2447 + AT(-A’ - A7)
=-A'—1+2-1-A"=-A"-4a"

El corchete de Kauffman es invariante por los movimientos de Reidemeister de
tipo 2 y 3. Sin embargo, no es un invariante de enlace, ya que, como veremos en la
Observacion 3.10, no es invariante por los movimientos de Reidemeister de tipo 1.

| Definicién 3.5. Fijandonos en la regla 3 de la definicion del corchete de Kauffman,
llamamos suavizado de tipo A al proceso de pasar del diagrama original al diagrama del
corchete que multiplica a A. De manera similar, llamamos suavizado de tipo B a pasar
del diagrama original al diagrama del corchete que multiplicaa B = A"

En la Figura 3.2 se muestran los dos tipos de suavizados. A partir de los suavizados
podemos definir el concepto de estado de un diagrama.

| Definicion 3.6. Los estados de un diagrama D con c cruces son las 2¢ configuracio-
nes de circulos posibles al aplicar suavizados a cada cruce de D.
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AP =

(a) Suavizado de tipo A. b) Suavizado de tipo B.

Figura 3.2

El corchete de Kauffman de un diagrama D lo podemos expresar en funcion de
los estados de D. Para calcular (D), debemos aplicar la regla 3 de Definicién 3.3 a
cada uno de los cruces de D. Esto lo podemos visualizar como un grafo arbol, donde
el vértice raiz es (D) y cada vez que aplicamos la regla 3 a un cruce obtenemos dos
nuevas ramas, una por cada tipo de suavizado. Al final, después de aplicar la regla 3
a todos los cruces, obtenemos que cada hoja del arbol es el corchete de Kauffman de
cada uno de los posibles estados .S de D.

Claramente, los estados S no tienen cruces. Sea |.S| el nimero de componentes
conexas que obtenemos en el estado S. Por las reglas 1 y 2 tenemos que (S) = §!5I-1,
Por la regla 3, si para cada estado S multiplicamos (.S') por tantas A’s y B’s como
suavizados de estos tipos hayamos hecho para llegar a .S, entonces (D) es la suma de
estos valores. Estas ideas las podemos recoger en los siguientes resultados.

| Definicion 3.7. Sea D un diagrama y S un estado de D donde se han realizado a
suavizados de tipo A y b suavizados de tipo B. Definimos ( D|.S') por la siguiente formula:

(D|S) = A°,

Proposicion 3.8.  Sea |.S| al nimero de componentes conexas que obtenemos en el
estado S. Tenemos que la contribucién de S a (D) viene dada por

(DlS)(S'S"l — Aa—b(_AZ _ A‘2)|S|‘1’

y, por tanto, tenemos que

(D) =Y (D)8,

donde el sumatorio es sobre todos los posibles estados de D.

Ejemplo 3.9. Calculamos el corchete de Kauffman del enlace de Hopf segun la for-
mula anterior. Sea D el diagrama del enlace de Hopf mostrado en la Figura 3.3.

Denotamos por Su,

suavizado de tipo i al cruce inferior de D y un suavizado de tipo j al cruce superior
de D.

con i,j = {A, B}, al estado correspondiente a aplicar un
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Figura 3.3: Diagrama del enlace de Hopf.

Tenemos que S, , el estado correspondiente a aplicar suavizados de tipo A a los
dos cruces de D. La configuracion de circulos correspondiente es G D Luego

(D|S, )57l = A2(—A? — A7) = AX (AT - A7) = —A* - 1.

De manera analoga lo hacemos con los demas estados. La configuracion de circulos

correspondiente a .S, 5 es @:

(D|S,5)651817t = AN (=A% — AT = 11,
La configuracion de circulos correspondiente a Sz, es @:
(D] Sy, )85 = A1 (—A2 — A7 = 1.
La configuracién de circulos correspondiente a Sy es @:
(D|S5p)0!5m ™ = A2(—A2 = AT = A2 (AP - AH =-1-A""

Por tanto,

(D)= DUDISH I = —A* =1+ 141 -1- A =—A* - A"
S

Este resultado coincide con el que obtuvimos en el Ejemplo 3.4.

Observacion3.10.  El corchete de Kauffman no es invariante por movimientos de tipo
1. Veamos como se comporta bajo cada una de las variantes de este tipo de movimien-
to. En el primer caso, que llamaremos movimientos tipo 1.a, tenemos:

(0= 40 +4" )
A )ewier-an(|)
(1)
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El segundo caso (tipo 1.b) se puede hacer de manera analoga. Obtenemos:

(o)1)
(0= | )=-{o)

Observamos que cuando aplicamos a un diagrama orientado D un movimiento de

Luego,

tipo 1.a, el valor de la contorsion disminuye en 1, mientras que si aplicamos uno del
tipo 1.b, aumenta en 1. Por tanto, si al corchete (D) lo multiplicamos por (—A)~3*(?),
tenemos que es invariante por movimientos de este tipo.

| Definicién 3.11.  El polinomio de Jones de un diagrama orientado D se define como:
V(D) = (-A)~* (D).
| Teorema 3.12.  El polinomio de Jones es un invariante de enlace.

Demostracion. Veamos primero que V' (D) es invariante por los movimientos R2 y R3.
Para ello, como tenemos que (D) es invariante por estos movimientos, basta probarlo
para la contorsion:

» La contorsion es invariante por movimientos R2, ya que si hacemos un mo-
vimiento de este tipo estamos afiadiendo o quitando un cruce positivo y uno
negativo, por lo que la contorsion permanece constante.

» Sihacemos un movimiento R3, mantenemos los cruces y su signo, luego la con-
torsion también permanece constante.

Luego la contorsion es invariante por los movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3
y, por tanto, por la Proposicion 3.2, V(D) también.

Queda ver que es invariante por los movimientos R1. Si hacemos un movimiento
de tipo 1.a, el valor de w(D) disminuye en 1, (esto es, w (,b) =w ( ‘ ) —1). Ademas,
como hemos visto antes, el corchete se comporta bajo movimientos de tipo 1.a de la
siguiente forma: (}0) = —A7%( | ). Luego,

v (o) =) (o)
= (—A)CD—ay ()
= (A (DB ()
= (=)D ()
=V(l)
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Es decir, es invariante por movimientos de tipo 1.a. De manera similar podemos de-
mostrar que es invariante por movimientos de tipo 1.b, usando que w (‘p) =w ( | ) +
ly <\/\)> =-A3 < | > Por tanto, V(D) es invariante por movimientos de Reidemeis-
ter de tipo 1.

Luego el polinomio de Jones es invariante por los movimientos de Reidemeister y,
por tanto, es un invariante de enlace. |

Como el polinomio de Jones es un invariante de enlace, podemos escribir V' (L).

A continuacién damos un ejemplo de como calcular el polinomio de Jones de un
nudo.

Ejemplo 3.13. Sea K el nudo trébol y sea D el diagrama de K mostrado en la Figu-
ra 3.4.

En primer lugar, calculamos el corchete de Kauffman de D:

(&) =4{)+ 17 (D)
=4[a( )+ () + 47 [4{( &)+ 4 ()]
=alala(Sp) (o) a4 [A () + 4 ()] +
rat[ala( &) ra ()] + a7 [A(&) +4(B)]
—A%&)M(&)M(&%A ()
+4( &)+ () + 4 (&) +47(B)

= AN (AP — AT+ AAT—ADHFAAT-AH)+ A
+AAT A+ AT+ AT 4 A3 (AT - A7)

= AN—A2— A +3A(-A*— A+ 347+ A3 (A2 - 47D
= AA 42+ A H+34A2 - A +3A7 + AT (A2 - A7)
=A" 42434+ A7 343341434 AT A7
=A"-—A— A,

Ahora calculamos V' (L). Para ello, necesitamos su contorsién. Si observamos la
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QD

Figura 3.4: Diagrama del nudo trébol

Figura 3.4, podemos ver que w(D) = —3, pues D tiene 3 cruces negativos. Luego,

V(L) = (-=A)~"" (D)
— _A9(A7 _ A3 _ A—S)
=-A""+ A"+ 4

Proposicion 3.14.  El polinomio de Jones cumple las siguientes propiedades:

1. V(=L) = V(L).
2. V(L*)(A) = V(L)(A™)).

Demostracion. 1. Sea L un enlace y D un diagrama de L. Por un lado, (D) = (—D),
pues el corchete de Kauffman no tiene en cuenta la orientacion. Por el otro, cuando
invertimos la orientacién del enlace, el signo de los cruces no se ve alterado. Luego
w(D) = w(—D). Por tanto,

V(-L) = (A)7*“"P(=D) = (~A)*P(D) = V(L).

2. Sea L un enlace, D un diagrama de L y D* el diagrama especular a D y, por tanto,
diagrama de L*. Por un lado, si a un diagrama D le hacemos su imagen especular
D, invertimos los signos de los cruces (se puede ver en Figura 2.10), luego w(D*) =
—w(D). Por el otro, al hacer D*, los cruces X pasan a /, y viceversa. Luego los sua-
vizados tipo A en D pasan a ser de tipo B en D* y viceversa, luego (D) = (D*)| 4_4-1.
Uniendo estos dos hechos, tenemos que V' (L*)(A) = V(L)(A™). |

Corolario 3.15.  El polinomio de Jones del nudo trébol no es simétrico y, por tanto, la
propiedad 2 de la Proposicion 3.14 implica que el nudo trébol es quiral.

Para finalizar esta seccion, veamos el siguiente resultado [7, Teorema 2.8].

| Teorema3.16. SeaJ(L) € Z [til/z] el polinomio obtenido a partir deV (L) al hacer
el cambio de variablet = A™, es decir, J(L) = V (L)|,_ 4. Se tiene que J (L) cumple la
siguiente relacion:

I (X)-1tJ ) =" -1 (X)), (3.1)
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7N A . .
donde Y, > y < representan tres diagramas que solo difieren en un entorno en la
manera en la que se indica. Este tipo de relaciones que relacionan el valor de un invariante
evaluado en 3 diagramas idénticos salvo en un entorno de un cruce se llaman relaciones
de madeja.

Demostracion.  Por definicion del corchete de Kauffman, tenemos que

(X)=4()+4 00
A =4(X)+40 0

Multiplicando la primera relacién por A y la segunda por A~!, obtenemos:

1(X)=2(X)+00
(=)0 0

Luego, si las restamos, llegamos a

() an(K) e

Estos diagramas se pueden orientar de manera consistente entre ellos de manera que
podamos comparar sus contorsiones. Tenemos que

o(3) 1= 0() =u(30)

Ademas, de la definicion del polinomio de Jones (Definicion 3.11) obtenemos
(D) = (=Ay*PV (D)

Sustituyendo esto en la Ecuacién 3.2:

A

A(—A)3W<X> v (X) - A‘l(—A)3w<X> VL) = - A—2><—A>3“’<”\> V(X

Y

Teniendo en cuenta la Ecuacion 3.3, podemos dividir ambos lados de la ecuaciéon por
(—A)3””(X), y obtenemos:

ACAYV (X) = AT ATV (X) =@ - a7 ()
Simplificando:

—AW (X)) + A7V (L) = (A2 = AV ()
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Haciendo el cambio de variable ~! = A%, obtenemos:

= ()4 () = = ()

Por dltimo, multiplicamos por —1 a ambos lados de la igualdad y obtenemos la relacion
de madeja del polinomio de Jones mostrada en el enunciado:

() 10 () = @8 = (). |

Si imponemos que el polinomio de Jones del nudo trivial sea 1, la relacion de
madeja del Teorema 3.16 determina, de manera tUnica, el polinomio de Jones J(L).

Ejemplo 3.17. En el Ejemplo 3.13 calculamos el polinomio de Jones del nudo trébol
de la Figura 3.4. A continuacién lo vamos a calcular usando la relacién de madeja
anterior (Ecuacion 3.1) y que el polinomio de Jones del nudo trivial es 1.

La relacion de madeja nos da una regla recursiva para calcular el polinomio de Jo-
nes. Nosotros ilustramos esta regla mediante un arbol de resolucion. Ademas, indica-
mos con una circunferencia roja la zona del diagrama sobre la que estamos aplicando
las transformaciones indicadas en la relacion de madeja.

Primero calculamos el polinomio de Jones del enlace trivial de dos componentes,
que denotaremos por L. Este valor nos hara falta para calcular el polinomio de Jones
del nudo trébol. Para ello, usamos el diagrama D’ de L que se muestra en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Diagrama separado del enlace trivial de dos componentes.

Este diagrama no tiene cruces. Luego usamos

_ (X -1 (X)

J (X) - t1/2 — t-1/2 ’

que se ha obtenido al despejar J (X) de la relacion madeja.

Aplicamos las transformaciones indicadas al diagrama:
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OC
O CO

En ambos casos obtenemos un diagrama que representa al nudo trivial, luego
J (X) =1=J (X) en la Ecuacioén 3.4. Por tanto,

I OD -0

— ) _
J(L) =J (/_\> - (tl/2 — t—l/Z) - 112 —-1/2
_ (l‘_l — I)(fl/z + t_l/z) — {2 _ 12
t—1! ’

A continuacién calculamos el polinomio de Jones del nudo trébol. Sea K dicho
nudo y sea D el diagrama de K mostrado en la Figura 3.4. Para el calculo de J(K)
usamos

JOR) =20 () - @2 =20 (X))

que se ha obtenido de despejar J (\/\:) de la relacion madeja.

Aplicamos las transformaciones indicadas al diagrama.
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S

Los diagramas D, y D, representan al nudo trivial, luego los polinomios de Jones
correspondientes son 1. El diagrama D, representa al enlace trivial de dos compo-
nentes, cuyo polinomio de Jones es —t'/? — r~1/2, como calculamos anteriormente. Lo
calculamos en el caso en el que las dos componentes estaban orientadas en sentidos
contrarios, mientras que en este caso las dos componentes tienen la misma orienta-
cién. Esto no supone ningun problema, ya que ambos son equivalentes y, por tanto,
tienen el mismo polinomio de Jones. El polinomio de Jones del nudo trébol K es el
siguiente.

J(K) =12 — (712 = 7307 [t—2(_tl/2 — Yy V2 - t‘3/2)]
— t_2 _ (t—1/2 _ t—3/2)(_t—3/2 _ t—5/2 _ ZL—1/2 + t-3/2)

=172 = (V2 = )5 1))

S Y B R e P

=1+ -1

En el Ejemplo 3.13 obtuvimos que el polinomio de Jones del nudo trébol es V' (K) =
—A'"® + A2 + A% Si hacemos el cambio de variable t = A™* podemos ver que ambos
resultados coinciden y, por tanto, el Teorema 3.16 se cumple.

V(K)| _yu =t +173 =174,






4 | Primera conjetura de Tait

Esta seccion esta dedicada a la Primera conjetura de Tait, la cual establece la mi-
nimalidad del nimero de cruces de los diagramas alternantes, reducidos y conexos.
Fue probada de manera independiente en 1986 por Louis H. Kauffman [7], Kunio Mu-
rasugi [11] y Morwen Thistlethwaite [20]. Para la demostracion, en los tres articulos
se usan propiedades del polinomio de Jones. Nosotros nos centraremos en la prueba
dada por Kauffman. La conjetura es la siguiente:

| Conjetura 1 (Primera conjetura de Tait). Un diagrama alternante, reducido y
conexo de un enlace tiene el menor niimero posible de cruces de entre todos los diagramas
que representan ese enlace.

Es decir, si D es un diagrama alternante, reducido y conexo de un enlace L, en-
tonces ¢(L) = ¢(D), donde c¢(L) es el nimero de cruce de L (Definicion 2.20) y c¢(D)
es el namero de cruces de D.

4.1 lgualdad en el numero de cruces de los diagra-
mas alternantes

Antes de demostrar la Conjetura 1, veamos que dos diagramas alternantes, redu-
cidos y conexos de un enlace alternante tienen el mismo niimero de cruces. Para ello,
primero es necesario definir el siguiente concepto relacionado con los diagramas.

| Definicion 4.1. Las regiones de un diagrama conexo D son las regiones en las que
queda dividido el plano al considerar la proyeccion subyacente de D (esto es, eliminamos
la informacion de la altura en cada cruce).

Ejemplo 4.2. El diagrama del nudo trebol que se muestra en la Figura 4.1 tiene cinco
regiones, las cuales se indican mediante las etiquetas R,.
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Figura 4.1: Regiones de un diagrama del nudo trébol.

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.  Sea D un diagrama conexo con ¢ cruces. Supongamos que D divide
al plano en f regiones. Entonces f = ¢ + 2.

Demostracion. Para ¢ = 0 tenemos que los unicos diagramas conexos sin cruces son
los equivalentes a una circunferencia. Luego f = 2y, por tanto, la formula se cumple.

Dado un diagrama D con ¢ cruces y que divide al plano en f regiones, considera-
mos el grafo G, obtenido al considerar la proyeccion subyacente de D. Los vértices
de G, se corresponden con los cruces de D, mientras que las aristas de G, se co-
rresponden con los arcos de D que van de un cruce a otro. Claramente, el numero de
vértices de G, es ¢ y el nimero de caras en que G, divide al plano es f. Ademas, G,
es conexo y plano, luego su caracteristica de Euler es 2. Es decir,

c—E+f=2,
donde E es el namero de aristas del grafo.

Ademas, todos los vértices de G, tienen grado 4, luego
E = % Z deg(v) = 2c,

donde el sumatorio es en los vértices del grafo.

Uniendo estos dos resultados, tenemos que
c—E+f=2=c-QRo)+f=2= f=c+?2,

como se queria probar. |

A continuacion, asignamos las etiquetas W (white) y B (black) a las regiones ad-
yacentes a cada cruce de un diagrama como se muestra en la Figura 4.2. Las etiquetas
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B se corresponden con las regiones que se fusionarian al hacer un suavizado tipo A en
el cruce (Figura 3.2a), mientras que las etiquetas W se corresponden con las regiones
que se fusionarian al hacer un suavizado tipo B (Figura 3.2b). Esta forma de etiquetar
las regiones la llamaremos coloreado local de ajedrez.

Figura 4.2: Etiquetas de cruce.

Ejemplo 4.4. En laFigura 4.3 se muestra un diagrama del nudo trébol al que se le ha
aplicado un coloreado local de ajedrez.

Figura 4.3: Ejemplo de coloreado local de ajedrez.

En el Ejemplo 4.4, cada region tiene asignada una tnica etiqueta. Esto no ocurre
siempre. En general, si tomamos un diagrama D cualquiera y asignamos a cada cruce
estas etiquetas, puede haber regiones que tengan asignadas etiquetas de distinto tipo.

Proposicion 4.5.  Sea D un diagrama alternante y conexo al que se la ha aplicado una
coloracion local de ajedrez. Entonces, cada region tiene asignada una tnica etiqueta.
Ademas, dos regiones adyacentes tienen asignadas etiquetas distintas.

Demostracion. Damos una idea de la demostracion. Si en una region tomamos dos
cruces consecutivos e imponemos que cada uno etiquete a la region con una etiqueta
distinta, obtenemos un diagrama no alternante, como podemos observar en la Figu-
ra 4.4. Ademas, en los diagramas alternantes y conexos las regiones estan etiquetadas
como si fuese un tablero de ajedrez (Figura 4.5). |
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B \W
Figura 4.4
W ‘ B W ‘ B W ‘ B

Figura 4.5: Si recorremos un diagrama alternante conexo, veriamos que las etiquetas
se van alternando como si fuese un tablero de ajedrez.

Usando esta asignacion de etiquetas a las regiones de un diagrama D alternante
y conexo, podemos calcular de forma sencilla el mayor y el menor grado del corchete
de Kauffman de D. El siguiente resultado nos indica cuéles son estos valores.

Proposicion 4.6.  Sea D un diagrama alternante, conexo y reducido de un enlace. Eti-
quetamos las regiones de cada cruce de D como indica la Figura 4.2. Entonces,

maxdeg(D) =c +2(|W]| - 1),

mindeg(D) = —c — 2(|B| - 1),

donde ¢ es el numero de cruces de D, |W'| es el nimero de regiones etiquetadas con
W, y | B| es el numero de regiones etiquetadas con B.

Demostracion. Sea Sy el estado correspondiente a suavizar todos los cruces de D
con un suavizado de tipo B.

Por un lado, como solo hemos hecho suavizados tipo B, tenemos que (D|.S ) = B¢
(Definicion 3.7). Por otro, como hacer un suavizado tipo B fusiona las regiones W
correspondientes, si solo hacemos suavizados de este tipo, todas las regiones W se
fusionaran en una. Ademas, como no se han unido regiones B, su niimero sigue siendo
el inicial. Por tanto, al aplicar suavizados tipo B a todos los cruces, obtenemos tantos
circulos como regiones B habia en un principio. Luego, por la Proposicion 3.8, el estado
S aporta a (D) los siguientes términos:

BC5|B|_1 — A—C(_A2 _ A—2)|B|—l.
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De estos, el término de menor grado es

A—C(_A—2)|B|—1 — (_1)|B|—1A—c—2(|B|—l).

Queda demostrar que no hay ningin otro término en (D) de menor o igual grado
que este. Para ello, sea .S cualquier otro estado de D distinto a .S ;. Tenemos que a partir
de S podemos obtener .S’ cambiando algunos suavizados tipo B por suavizados tipo
A. Luego existe una sucesion de estados

SB=S0,S1,"',S =S

n

tal que S, se obtiene a partir de S;_, cambiando un suavizado de tipo B por un suavi-
zado de tipo A, con i = 1, ..., n. Por tanto, tenemos que

(D|S;) = A*(D|S,_y).

Ademas, como S| se obtiene a partir de .S;_, cambiando el suavizado de un tnico cruce,
el nimero de componentes conexas difiere como mucho en 1, sumando o restando
(Figura 4.6). Como 6 = —A? — A~2, tenemos que el menor grado de 5! difiere como
mucho en 2 respecto al de §!5-1. Luego el menor grado que aporta .S, es mayor o
igual que el que aporta .S;_, (la igualdad se da si el nimero de componentes conexas
aumenta en uno).

Figura 4.6: Al cambiar el tipo de suavizado, el numero de componentes conexas difiere
en 1, sumando o restando. En rojo se indica la region del diagrama sobre la que se ha
aplicado los distintos tipos de suavizado.

Hasta ahora tenemos que el menor grado que aporta S es menor o igual que
el grado de cualquier otro término de (D). Puede ocurrir que haya otros estados que
aporten términos con el mismo grado y se anulen entre ellos, y, por tanto, el polinomio
resultante tenga grado minimo mayor. Veamos que esto es imposible.

Para ello, tenemos que ver que el grado que aporta .S, es estrictamente mayor que
el que aporta S, = . Esto ocurre ya que, como D es reducido, el nimero de compo-
nentes conexas de S| disminuye en 1 respecto al de .S;,. Lo demostramos por reduccion
al absurdo. Supongamos que partimos del estado .§5. Como solo hemos aplicado sua-
vizados de tipo B, todas las regiones W de D se han unido en una y, ademas, S tiene
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tantas componentes conexas como regiones B tiene D. Supongamos también que en
Sp intercambiamos el suavizado de tipo B de un cruce por un suavizado de tipo A.
Localmente, cambiar en un cruce un suavizado de tipo B por uno de tipo A separa dos
regiones W y une dos regiones B. Luego, para que el nimero de componentes conexas
aumente en lugar de disminuir al hacer este cambio, debe ocurrir que las dos regiones
B realmente sean la misma (Figura 4.7). Esto solo puede ocurrir si es un cruce ineficaz,
cosa que es imposible pues D es reducido.

| | %
B
Figura 4.7: Las regiones B de estos cruces ineficaces son la misma region.

Por tanto, el menor grado que aporta Sy es estrictamente menor que el grado
de cualquier otro término de (D). Luego (—1)!BI=1 A==2(IBI-D eg e] término de menor
grado y, por tanto, mindeg(D) = —c¢ — 2(| B| — 1).

De manera similar, se puede demostrar que si hacemos suavizados de tipo A en to-
dos los cruces de D, obtenemos el término de mayor grado de todas las combinaciones
posibles de suavizados, y su valor es ¢ + 2(|W| — 1). |

Observacion 4.7.  Las igualdades obtenidas en la Proposicion 4.6 las podemos expre-
sar sin depender de la coloracion. Sea S, el estado correspondiente a suavizar todos
los cruces de D con un suavizado de tipo A. El nimero de regiones blancas coincide
con el numero de circulos en el estado S,. Es decir, si denotamos por |S,| al na-
mero de circulos de S ,, entonces |W| = |S,|. De manera similar, llegamos a que
| B| = | S|, donde S el estado correspondiente a suavizar todos los cruces de D con
un suavizado de tipo B. Luego las igualdades se pueden escribir como

maxdeg(D) = c +2(|S,| — 1),
mindeg(D) = —c — 2(|Sg| — 1).

La Proposicion 4.6 nos lleva al siguiente resultado:

| Teorema 4.8. Dos diagramas alternantes, reducidos y conexos de un mismo enlace
alternante tienen el mismo niimero de cruces.



4. PRIMERA CONJETURA DE TAIT 41

Demostracion. Dado un diagrama D’, Definimos

ancho(D’) = max deg(D’) — mindeg(D’).

Sea D un diagrama alternante, reducido y conexo, donde hemos asignado las eti-
quetas W y B como se indica en la Figura 4.2. Usando la Proposicion 4.6, obtenemos
que

ancho(D) = max deg(D) — mindeg(D)
=c+2(IW|-1) —[-c—-2(|B| - D]
=2c+2(|W|+|B|) —4,

donde V' es el nimero de cruces, |W | el nimero de regiones etiquetadas con W y | B|
el numero de regiones etiquetadas con B.

Se cumple que |W| + |B| es el nimero de regiones en las que el diagrama D
divide al plano, luego usando la Proposicion 4.3 obtenemos que |W | + |B| =2 +c.
Sustituyendo en la expresion anterior obtenemos

ancho(D) =2c¢ +2(|W| + |B|) — 4
=2c+2(c+2)—4
= 4ec.

Calculemos ahora el ancho del polinomio de Jones. Por definicién, tenemos que
V(D) = (—A)% DY D). Luego

anchoV (D) = maxdeg V(D) — mindeg V(D)
= [—3w(D) + max deg(D)] - [—3w(D) + min deg(D)]
= max deg(D) — min deg(D) = ancho(D) = 4c. 4.1)

V(D) es un invariante, luego anchol/ (D) también lo es. Como anchoV (D) = 4c,
tenemos que c, que es el nimero de cruces de un diagrama alternante, reducido y
conexo es también un invariante. Por tanto, dos diagramas alternantes, reducidos y
conexos de un mismo enlace alternante tienen el mismo nimero de cruces. |

Observemos que para obtener estas igualdades es necesario exigir que el diagrama
sea reducido, alternante y conexo, pues en la demostracion se usa la Proposicion 4.6.
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4.2 Prueba de la Primera conjetura de Tait

A continuaciéon vemos como se pueden generalizar los resultados vistos en la sec-
cién anterior (Proposicion 4.6 y Teorema 4.8) a un diagrama conexo cualquiera. Para
ello, es necesario el siguiente lema, conocido como el Lema del estado dual.

Lema 4.9 (Lema del estado dual). Sea D un diagrama conexo y .S un estado de D.
Sea S el estado obtenido a partir de S intercambiando todos los suavizados tipo A por
suavizados tipo B, y viceversa. A S lo llamamos estado dual de .S. Entonces,

|S|+ S| < R,

donde R es el nimero de regiones de Dy |.S|y || el nimero de circulos obtenidos
al suavizar D siguiendo las etiquetas de los estados de .S y .S, respectivamente.

Demostracion. Procedamos por induccion en el nimero de cruces c. El caso ¢ = 0
lo podemos ver facilmente. El diagrama es equivalente a una circunferencia, luego
|S] =|S| =1y R =2y, por tanto, se cumple la desigualdad.

Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para todos los diagramas conexos
con menos de ¢ cruces, y sea D un diagrama conexo con ¢ cruces. Sean D’ y D" dos
diagramas que se obtienen de D al suavizar un cruce ¢ en las dos maneras posibles
mientras el resto permanece sin cambios. Estos dos diagramas tienen ¢ — 1 cruces.
Como D es conexo, D’ o D" es conexo. Puede ocurrir que los dos sean conexos y, de
hecho, el caso en el que solo uno sea conexo ocurre cuando ¢ es un cruce ineficaz.
Esto se muestra en la Figura 4.8. Si aplicamos un tipo de suavizado al cruce ineficaz ¢
obtenemos un diagrama conexo, mientras que si aplicamos el otro tipo de suavizado,
obtenemos un diagrama separado. En cambio, si ¢ no fuese ineficaz, quiere decir que
existe otra region del diagrama ademas del cruce ¢ que une las regiones L y R, por
lo que, independientemente del tipo de suavizado aplicado a c, el diagrama seguiria
siendo conexo por esa otra region.

LPdR L <R L —R

Figura 4.8: En el centro, un diagrama con un cruce ineficaz c. A la izquierda y a la
derecha el diagrama que se obtiene al aplicar a ¢ un suavizado de tipo A y de tipo B,
respectivamente.
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Supongamos, sin perdida de generalidad, que D’ es conexo, y aplicamos la hipo-
tesis de induccion a este diagrama.

Sea S un estado de D tal que en ¢ se ha realizado el mismo tipo de suavizado que
hicimos en D para obtener D',y sea S el estado dual de S. A partir de S, construimos
un estado .S” de D’ del siguiente modo: en cada cruce de D’ hacemos el mismo tipo
de suavizado que hay en S. Por construccion, tenemos que .S y S’ tienen el mismo
numero de componentes conexas, es decir, |.S| = |.S’|. Sea S’ el estado dual de .S".

Por induccién, como S’ y 8’ son estados de un diagrama con ¢ — 1 cruces, tenemos
que |S’| + |8’| £ R/, donde R’ es el nimero de regiones de D’. Como D’ tiene un
cruce menos que D, usando la Proposicion 4.3, obtenemos que R' = R — 1.

Por otra parte, por la construccioén de .S’, tenemos que .S y S’ tienen el mismo tipo
de suavizado en cada cruce excepto en el cruce c. Por tanto, S’ tiene, como mucho,
una componente menos que .S. Es decir,

181 +12 18] (42)
A partir de la hipdtesis de induccién, y usando que |S| = |S'|y R" = R -1,
obtenemos que
IS/l +|S'| <R = |S|+|S'|<R-1= |S|+|S'|+1<R,
y, por tanto, teniendo en cuenta la Ecuacion 4.2,
R>|S|+|8'|+1>|S|+15],

como se queria probar. |

Si repetimos ahora la prueba de la Proposicion 4.6 pero tomando ahora un diagra-
ma D conexo cualquiera, obtenemos las siguientes desigualdades:

maxdeg(D) <c+2(]S,/ - 1) (4.3)

mindeg(D) > —c — 2(|Sz| — 1), (4.4)

donde c es el numero de cruces de D, S, es el estado correspondiente a aplicar suaviza-
dos de tipo A a todos los cruces y .S es el estado correspondiente a aplicar suavizados
tipo B a todos los cruces. En esta ocasiéon obtenemos desigualdades en lugar de igual-
dades ya que D puede no ser reducido. Por tanto, no podemos asegurar que el mayor
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grado que aporta el estado .S, sea mayor estricto que todos los grados de los demas
términos. Luego puede haber otros estados que aporten términos con este mismo gra-
do vy, al sumar los términos en (D), se anulen, dando un polinomio de grado menor,
como ocurre en el Ejemplo 4.10. Algo similar ocurre con la segunda desigualdad.

Figura 4.9: Diagrama no reducido del nudo trivial.

Ejemplo 4.10. Sea D el diagrama mostrado en la Figura 4.9, el cual es no reducido.
Sean S, y S, los estados correspondientes a aplicar un suavizado de tipo A y un suavi-
zado de tipo B al unico cruce de D, respectivamente. Estos estados son los siguientes:

Sa:w, Sb:QQ.

Las aportaciones de S, y .S, a (D) son
(D|S,)8"%I! = A,

(D|S,)6" "' =B = AT (-A? - A =-A—- A"

Podemos ver que S, aporta el término de mayor grado. Sin embargo, .S, también
aporta un término del mismo grado (como D es no reducido, no podemos asegurar
esto no ocurra). Al sumar ambas aportaciones para calcular (D), estos términos se
anulan y obtenemos un polinomio de menor grado:

(D)= Y(D|S)sI ' =A-A- AT =-4"",

Tenemos el siguiente resultado, el cual generaliza la Ecuacion 4.1.

Proposicion 4.11.  Sea D un diagrama conexo con ¢ cruces. Entonces
anchoV (D) < 4c.

Demostracion. Calculemos el ancho del polinomio de Jones usando las desigualdades
mostradas en la Ecuacion 4.3 y la Ecuacion 4.4, obtenemos:

anchoV (D) = ancho(D) = max deg(D) — mindeg(D)

Sc+2(I84 = 1) = (= = 2(|SE| = 1)
=2¢+2(|S,] + 1S5 — 4.
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Ahora bien, S} es el estado dual de S, luego, por el Lema 4.9,
anchoV (D) < 2¢ + 2(|S,| + [Spl) —4 <2c + 2R -4,

donde R es el nimero de regiones de D. Usando ahora la Proposicion 4.3, llegamos a
anchoV (D) <2c+2R—-4=2c+2(c+2)—4 =4c,

como se queria probar. |

Una vez vistos los resultados anteriores, estamos preparados para demostrar la
Primera conjetura de Tait.

| Teorema 1 (Primera conjetura de Tait). Un diagrama alternante, reducido y co-
nexo de un enlace tiene el menor niimero posible de cruces de entre todos los diagramas
que representan ese enlace.

Demostracion. Sea L es un enlace. Sean D y D’ dos diagramas de L, tal que D’
es conexo y D es conexo, alternante y reducido. Sean ¢ y ¢’ el nimero de cruces
de D y D', respectivamente. Con D’ obtenemos la desigualdad anchoV (L) < 4¢’
(Proposiciéon 4.11), pero con D obtenemos la igualdad anchoV' (D) = 4c¢ (Ecuacioén 4.1).
Por tanto, como V(L) es un invariante, tenemos que ¢ < ¢’. Es decir, un diagrama
alternante, reducido y conexo de un enlace tiene el menor niimero posible de cruces
de entre todos los diagramas de ese enlace. |

Para acabar esta seccion, enunciamos el siguiente resultado. La demostracion se
puede consultar en [11].

| Teorema 4.12. Sea D un diagrama conexo, no alternante, primo, que representa un
enlace alternante L. Entonces D no es minimal en el numero de cruces.

Esto es, c¢(L) < ¢(D), donde c¢(L) es el numero de cruce de L (Definicion 2.20) y
c(D) es el numero de cruces de D. La condicion de primalidad es necesaria para que
se cumpla este resultado. En el Ejemplo 4.13 mostramos un caso de nudo alternante,
primo para el que existe un diagrama no alternante con el menor niimero de cruces.

Ejemplo 4.13. Sea K la suma conexa de dos nudos trébol como se indica en la Figu-
ra 4.10. Denotamos por D al diagrama mostrado en la Figura 4.10b.

Este nudo es alternante. En la Figura 4.11 mostramos un diagrama alternante D’
que lo representa. La transformacién para llevar D a D’ la podemos ver de la siguiente
forma: la region izquierda de D correspondiente a uno de los nudos trébol permanece
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(2) (b)

Figura 4.10: Diagrama del nudo K (b). Se ha obtenido al realizar la suma conexa de
dos nudos trébol como se indica en (a).

8y

Figura 4.11: Diagrama alternante de K.

sin cambios, mientras que la regién izquierda la reflejamos respecto un eje vertical
del plano.

El diagrama D’ tiene 6 cruces. Ademas es alternante, conexo y reducido, luego por
la Primera conjetura de Tait (Teorema 1), D’ es minimal en el nimero de cruces. Sin
embargo, el diagrama D es no alternante y también tiene 6 cruces. Este resultado no
entra en conflicto con el Teorema 4.12, pues D no es primo.



5 | Segunda conjetura de Tait

Esta seccion esta dedicada a la Segunda conjetura de Tait, la cual nos dice que la
contorsion es un invariante de diagramas alternantes, reducidos y conexos que repre-
sentan un mismo enlace. Fue probada de manera independiente en 1986 por Kunio
Murasugi [12] y por Morwen Thistlethwaite [21]. Ambas pruebas usan métodos dis-
tintos. En la demostracion de Murasugi se usan propiedades del polinomio de Jones
y de la signatura, un invariante de enlace, para relacionar estos dos con la contor-
sion. En la prueba de Thistlethwaite, en cambio, se usan propiedades del polinomio
en dos variables de Kauffman. Nosotros nos centraremos en la que dio Murasugi. La
conjetura es la siguiente:

| Conjetura 2 (Segunda conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos
y conexos que representan un mismo enlace tienen la misma contorsion.

En los siguientes apartados definiremos los conceptos que son necesarios para po-
der demostrar la Segunda conjetura de Tait, como la signatura y la matriz de Goeritz.

5.1 Superficies de Seifert de un enlace y signatura

Primero veremos cémo, dado un enlace L, construir una superficie orientable cuya
frontera sea L y como construir un invariante a partir de esta superficie. Este inva-
riante lo llamaremos signatura. Se omiten las pruebas de algunos resultados. Para mas
detalle, se puede consultar [2, capitulos 5y 6].

| Teorema 5.1 (Teorema de Seifert [16]). Todo enlace es la frontera de una super-
ficie orientable.

Demostracion.  Sea L un enlace. Si no estd orientado, le damos una orientacion. Sea
D un diagrama de L. Podemos suponer que D se encuentra en el plano xy de R3.
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El primer paso para construir la superficie es suavizar los cruces del diagrama.
Esto es, en un pequefio entorno de cada cruce eliminamos el cruce y reconectamos los
extremos sueltos en la Unica forma posible que sea compatible con la orientacion, tal
y como se muestra en la Figura 5.1. Obsérvese que el suavizado depende tnicamente
de la orientacion de los arcos, no del signo del cruce (es decir, da igual qué arco va por
encima). Esto se representa con un circulo en el punto de cruce.

) (

Figura 5.1: En (a) se muestra un cruce sin suavizar y en (b) el mismo cruce suavizado.

(a)

Una vez hayamos suavizado todos los cruces, obtenemos un conjunto de circunfe-
rencias orientadas en el plano, sin ningun cruce entre ellas. Ademas, algunas de estas
circunferencias pueden contener otras circunferencias. El siguiente paso es asignar a
cada circunferencia A un valor A(4), que corresponde al nimero de circunferencias
que contienen a A. La idea es usar estos valores como una funcion altura.

Para cada circunferencia A, tomamos un disco A en el plano z = h(4) tal que, si
consideramos la proyeccion z(x, y, z) = (x, ,0), su frontera dA se proyecta en 4 (esto
es, 7(dA) = A). Todos los discos se encuentran en el semiespacio superior de R? y, si
los miramos desde arriba, la frontera de cada disco es visible. Los discos heredan la
orientacion de las circunferencias. Sus caras pueden colorearse de dos colores segun la
orientacion. Si la frontera de un disco esta orientada en el sentido antihorario cuando
lo miramos desde arriba, entonces la cara superior de ese disco la coloreamos de rojo
y la inferior de azul. En caso contrario, la superior la coloreamos de azul y la inferior
de rojo.

Para terminar de construir la superficie, hace falta pegar pequefias bandas en los
lugares correspondientes a cada cruce. Estas bandas hacen medio giro sobre si mismas.
El sentido de este giro se elige en funcién del cruce correspondiente, como podemos
observar en la Figura 5.2.

Hemos generado una superficie cuya frontera es L. Falta probar que es orientable.
Para ello, veamos que las bandas admiten una coloracion que sea compatible con la
que ya hemos dado a los discos.

Como podemos ver en Figura 5.1, cuando suavizamos un cruce obtenemos dos
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X
X

Figura 5.2: A la izquierda, los cruces sin suavizar. En el centro, los cruces suavizados.

A la derecha, la superficie una vez se ha pegado la banda.

arcos orientados en el mismo sentido (en el caso de la figura, hacia arriba). Si hacemos
que cada arco forme parte de una circunferencia distinta, pueden ocurrir dos casos:
o bien las dos circunferencias estan orientadas en el mismo sentido y, por tanto, una
contenida en la otra, o bien las dos circunferencias tienen distinta orientacion y, por
tanto, ninguna contiene a la otra.

Si esto lo trasladamos a la superficie, como las bandas provienen de cruces, tene-
mos que o bien una banda une dos discos que se encuentran a la misma altura y poseen
orientaciones opuestas, o bien une dos discos cuya altura difiere en 1 y tienen la mis-
ma orientacion. En el primer caso, como los discos tienen orientaciones opuestas, sus
caras superiores poseen colores distintos, luego los colores se pueden extender a la
banda sin problemas gracias a que este hace un medio giro. En el segundo caso, los
dos discos poseen el mismo color en sus caras superiores, pero como la altura entre
ellos difiere en 1, tenemos que la banda une la cara superior de un disco con la cara
superior del otro y, por tanto, los colores también se pueden extender naturalmente a
la banda sin ningun problema.

Por tanto, tenemos que la superficie posee dos caras y es orientable. |

| Definicion 5.2. Una superficie de Seifert es una superficie orientable cuya frontera
es un enlace.

Por ejemplo, las superficies obtenidas mediante el algoritmo descrito en la prueba
del Teorema 5.1, llamado algoritmo de Seifert, son superficies de Seifert.

Ejemplo 5.3. Sea D el diagrama orientado del nudo 8, mostrado en la Figura 5.3.
A continuacion construimos una superficie de Seifert de D aplicando el algoritmo de
Seifert.
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%
4

Figura 5.3: Diagrama del nudo 8.

Al suavizar los cruces obtenemos la configuracion de circunferencias orientadas
que se muestra en la Figura 5.4a. La circunferencia exterios se corresponde con un
disco a altura 0, la intermedia con un disco a altura 1 y la interior con un disco a altura
2. Ademas, estos discos estan orientados en el sentido horario, luego coloreamos sus
caras superiores de azul (Figura 5.4b).

(@) (b)
Figura 5.4: Circunferencias que se obtienen al suavizar los cruces de D (a) y los discos

correspondientes (b).

Finalmente, pegamos bandas en los lugares correspondientes a cada cruce. Estas
bandas hacen medio giro sobre si misamas. El sentido de este giro se elige en funcion
del cruce correspondiente. La superficie de Seifert obtenida se muestra en la Figura 5.5.

Figura 5.5: Superficie obtenida al aplicar el algoritmo de Seifert al diagrama D.
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Nosotros estamos interesados es superficies conexas. Observemos que si el dia-
grama no es conexo, entonces la superficie obtenida tampoco es conexa. Esto no nos
supone ningun problema, ya que de cualquier enlace podemos obtener un diagrama
conexo reposicionando las componentes si es necesario. También es posible conectar
dos superficies conexas mediante una operacion de pegado de tubos (Definicién 5.12)
sin alterar el borde de las superficies. Por ello, en adelante asumimos que las superfi-
cies de Seifert son conexas.

Sea S una superficie de Seifert obtenida a partir de un enlace. Queremos ahora
calcular su primer grupo de homologia, H,(S). Para calcular H,(S), primero cons-
truimos un grafo G¢ a partir de la superficie .S. Este grafo se conoce como grafo de
Seifert.

| Definicion 5.4. Sea D un diagrama y sea S = S|, ka superficie obtenida al aplicar
el algoritmos de Seifert a D. Se define el grafo de Seifert asociado a S, G g, como el grafo
obtenido al aplicar el siguiente procedimiento:

1. Asociamos un vértice a cada disco de S.
2. Por cada rectangulo que una dos discos en S, afiadimos una arista que conecte los
dos vértices correspondientes.

Como S, es conexa, tenemos que G¢ también lo es.

| Teorema 5.5. La superficie S colapsa al grafo G y, por tanto,

H,(S) = H|(Gy).

Luego, para encontrar una base de H,(.S), podemos usar el siguiente método:

1. Construimos el grafo de Seifert asociado a .S, G.

2. Elegimos un arbol maximal 7" de G.

3. Paracadaaristae € (Gy—T), el grafo T'Ue contiene un tnico ciclo. El conjunto
de estos ciclos forma una base de H,(Gy) y, por tanto, de H,(.5).

Dada una base de H,(.S), podemos construir lo que se conoce como matriz de Sei-
fert. Para ello, primero engrosamos la superficie .S de la siguiente forma. Recordemos
que S tiene dos caras, que llamaremos positiva y negativa. Sin perdida de generalidad,
asumimos que la cara positiva es la cara colreada de rojo. Sea

b:Sx[-1,1]-R?
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un homeomorfismo tal que b(S X {0}) = S y b(S X {1}) se encuentre sobre la cara
positiva de S. Cualquier subconjunto X C .S se puede ‘levantar’ de la superficie
mediante el homeomorfimo b hacia las dos caras. Denotamos Xt = b(X X {1}).

Estamos interesados en levantar los ciclos de la superficie .S. Para ello, basta ha-
cerlo para los elementos de la base de H,(.S). Sea entonces {e,, ..., e,} una base de
H | (.S). Sitomamos dos elementos ¢; y e; de la base, estos se pueden intersecar. Sin em-
bargo, si levantamos uno de ellos, esto ya no es posible. Podemos definir la siguiente
aplicacion:

O:H((S)XH(S) - Z

(e, e;) = k(e e;“).

La matriz de Seifert se define a partir de estos pares del siguiente modo.

| Definicion 5.6. Sea D un diagrama y sea S = S, la superficie obtenida al aplicar
el algoritmo de Seifert a D. Sea {e,, ... ,e,} una base de H,(S). Se define la matriz de
Seifert M como

(a;;) = Ole;, e;) = lk(e,, e;L).

La matriz de Seifert no es un invariante de enlace. Depende del diagrama escogido
(pues la superficie .S depende del diagrama) y de la base de H,(.S) elegida. Una matriz
de Seifert M es la matriz de la aplicacion ® definida anteriormente, luego un cambio
de la base se refleja en la matriz de Seifert por una transformaciéon de congruencia de
la forma M — PTM P, donde P € GL(n,Z) es una matriz invertible con entradas
enteras.

Ejemplo 5.7. En el Ejemplo 5.3 construimos una superficie de Seifert .S’ del nudo 8.
En la Figura 5.6 mostramos esa misma superficie, donde indicamos una base de H,(.S).

Calculemos la matriz de Seifert M correspondiente a esta base. Indicamos como
se calculan algunas de las entradas. Primero observamos que algunos generadores no
se cruzan como, por ejemplo, a y c. Luego lk(a,c™) = lk(c,a*) = 0. Esto se aplica
también a los pares (a, d), (a, f) (b,d), (d,e) y (d, f), entre otros.

Ademas, e y f se encuentran en la parte superior de la superficie, mientras que
a, b, ¢ y d en la inferior. Luego los ciclos e* y f* se levantan lejos de a, b, ¢ y d. Por
tanto, los nimeros de enlace correspondientes de e™ y f* con a, b, ¢ y d son cero.

A continuacién consideramos algunos de los casos restantes. El resto se calculan
analogamente. En la Figura 5.7a se muestra como se cruzan los ciclos b y e. Podemos
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Figura 5.6: Superficie de Seifert para el nudo 8.

observar en la superficie que b pasa por debajo de una de las bandas por donde pasa
e. Esto se corresponde con el cruce en el diagrama que tiene la altura indicada, pues
tanto b como b" van a pasar por debajo de e en ese punto. Ademas, los dos ciclos
tienen un punto de interseccion, que se muestra en el diagrama como un cruce sin
indicar la altura. El ciclo que se levante sera el que pase por arriba en ese punto (Fi-
gura 5.7b y Figura 5.7¢). Teniendo esto en cuenta, [k(b, e™) = 0, como mencionamos
anteriormente, y lk(e, b*) = —1.

: (Y

c € (&

(@) (b) (©

Figura 5.7: Ciclos by e.

Si dos ciclos pasan por la misma banda, hacemos que uno vaya por el borde inferior
y el otro por el borde superior. En la Figura 5.8 se muestra el caso (a, b), donde hacemos
que a vaya por el borde superior y b por el inferior. Tenemos que /k(a,b*) = -1y
lk(b,a*) =0.

Por ultimo, en la Figura 5.9 se muestra el caso de a consigo mismo. La idea es
similar. Consideramos dos copias de a y, por cada banda por la que pase, hacemos que
uno vaya por el borde superior y el otro por el borde inferior. Hemos elegido que si
un ciclo va por el borde superior en una banda, en la otra va por el borde inferior.
En este caso en particular, esta eleccion evita intersecciones entre las dos copias de a.
Tenemos que lk(a,a*) = 1.
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(2D (D (PO
(a) (b) )

Figura 5.8: Ciclos a y b.

Figura 5.9: Ciclo a consigo mismo.

La matriz de Seifert M es la siguiente:

at bt ¢t dt et f*
a 1 -1 0 0 0 O
b 10 1 -1 0 0 O
c O 0 1 -1 0 O
d 0 0o 0 1 0 O
e 0O -1 1 0 -1 1
f W0 1 0 0 0 -1

Aunque la matriz de Seifert no es un invariante de enlace, la podemos usar para
definir un nuevo invariante. Para ello, definamos primero el concepto de signatura de
una matriz.

| Definicion 5.8. La signatura de una matriz M, 6(M), se define como
o(M)=p—n,

donde p es el niimero de autovalores positivos y n es el niumero de autovalores negativos,
contando la multiplicidad en ambos casos.

A partir de la signatura de una matriz podemos definir la signatura de un diagrama.

| Definicién 5.9. Sea D un diagrama de un enlace L y M una matriz de Seifert
obtenida a partir de D. La signatura de D, 6(D), se define como la signaturade M+ M7 .
Es decir,

o(D)=c(M + MT),

donde M7 es la matriz traspuesta de M.
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La matriz M depende de la base de H,(S,) elegida, por lo que la signatura de
un diagrama podria depender de esta base. El siguiente resultado nos asegura que la
signatura esta bien definida.

| Teorema 5.10 (Ley de Inercia de Sylvester). Dos matrices simétricas reales son
congruentes si y solo si tienen el mismo niimero de autovalores positivos, negativos y
ceros.

Es decir, la congruencia preserva la signatura de una matriz.

Proposicion 5.11. La signatura de un diagrama no depende de la base de H,(Sp)

elegida.

Demostracion. Para ver que la signatura de un diagrama no depende de la base ele-
gida, veamos que es invariante por cambios de base. Para ello, como un cambio de
base se refleja en la matriz de Seifert por una transformacion de congruencia, veamos
que es invariante por transformaciones de este tipo.

Sea D un diagrama de un enlace L y M una matriz de Seifert obtenida a partir
de D. Supongamos que a M le aplicamos una transformacién de congruencia, ob-
teniendo N = PT M P. Hay que ver que 6(M + MT) = 6(N + NT). Tenemos lo
siguiente:

N+N'=PTMP+(P"MP)
=P"MP+ P "MT (P
=P "MP+P"M"P
=PI'(M + M")P.

Luego sia M le aplicamos una transformacién de congruencia,a M + M7 se le aplica
la misma transformacion. Como M + M7 es simétrica, por la Ley de Inercia de Syl-
vester, tenemos que 6(M + M7T) es invariante bajo transformaciones de congruencia
de M. Luego la signatura de D, 6(M + MT), no depende de la base de H,(S) elegi-
da. |

Nuestro objetivo ahora es ver que la signatura es un invariante de enlace. Dare-
mos una idea de la demostracion, sin entrar en detalle. Primero, dada una superficie,
necesitamos definir una operacion sobre ella, que llamaremos pegado de tubos.

| Definicion 5.12. Sea S una superficie. El procedimiento para pegar un tubo A =
S!x[0,1] en S es el siguiente:

1. Tomamos dos discos disjuntos, A, y A,, en S.
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2. Eliminamos el interior de A, y A,.
3. Identificamos los extremos del tubo A con 0A, y 0A,. Si S es orientable, se iden-
tifica de manera que sea compatible con la orientacion.

El proceso inverso a esta operacion lo llamaremos eliminacién de tubos. A partir
del pegado de tubos, podemos definir una equivalencia entre superficies de Seifert
obtenidas a partir de un enlace.

| Definicion 5.13. Sean L, y L, dos enlaces, y sean S, y S, dos superficies de Seifert
asociadas a L, y L,, respectivamente. Decimos que S, y S, son S-equivalentes si una se
puede transformar en la otra mediante una sucesion de isotopias ambientes y pegado o
eliminacion de tubos.

Obtenemos el siguiente resultado sobre superficies S-equivalentes ([2], Teorema
5.5.1)

| Teorema 5.14. Sean S, y S, dos superficies tales que 0.5, y 0.5, son enlaces equi-
valentes. Entonces S, y .S, son S-equivalentes.

Es decir, si S| y S, son dos superficies de Seifert obtenidas a partir de un mismo
enlace, entonces podemos transformar una en la otra mediante una una sucesioén de
isotopias ambiente y pegado o eliminacion de tubos. Luego, si obtenemos alguna pro-
piedad de las matrices de Seifert que sea invariante bajo estas operaciones, entonces
hemos obtenido un invariante de enlace.

| Definicion 5.15. Dos matrices cuadradas M, y M, son S-equivalentes si M, se pue-
de transformar en M, mediante una serie de operaciones que se definen a continuacion:

1. Congruencia: M — PT M P, donde P es una matriz invertible con entradas ente-
ras.
2. Ampliacion:

* 0 00
M : M :
M — * 0 60 M- 0 0},
O - 0 01 * * 0 0
0O - 00O 0O - 010

donde los asteriscos indican enteros desconocidos.
3. Reduccion: la operacion inversa de ampliacion.
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Realizar estas operaciones en una matriz de Seifert equivalen a las operaciones de
S-equivalencia en superficies. Las operaciones de ampliacion y reduccion se corres-
ponden con el pegado y eliminacién de tubos. Por otra parte, M — PT M P tiene que
ver con el cambio de base. Luego tenemos el siguiente resultado.

| Teorema 5.16. Si dos superficies son S-equivalentes, entonces sus correspondientes
matrices de Seifert son S-equivalentes.

Por tanto, para ver que la signatura es invariante de enlace vamos a ver que es
invariante bajo S-equivalencia.

| Teorema 5.17. Sea L un enlace, S una superficie de Seifert de L y M una matriz
de Seifert de S. Entonces, 6(M + MT) es un invariante de enlace que notamos 6(L).

Demostracion. Tenemos que ver que si aplicamos transformaciones de congruencia
y operaciones de ampliacioén y reduccién a M, entonces 6(M + MT) es invariante.

La invarianza por transformaciones de congruencia ya esta probada en la demos-
tracion de la Proposicion 5.11.

Para la segunda parte, por la forma de las matrices de ampliacion de la Defini-
cion 5.15, si a M le aplicamos una ampliacion tenemos que la matriz ampliada de
M + MT tiene la siguiente forma:

¥ 0

M+ MT P

N+ NT = % 0
* ¥* 0 1

0 010

Los valores mostrados por asteriscos los podemos hacer cero mediante transformacio-
nes de congruencia (pues equivale a un cambio de base). Al aplicar una transformacion
de congruencia a N + N7, también le aplicamos otra a la submatriz M + M'. Por la
Ley de Inercia de Sylvester, 6(N + NT) y 6(M + MT) son invariantes por estas trans-
formaciones. Una vez hayamos hecho cero los asteriscos, la signatura de la matriz es
la suma de las signaturas de los dos bloques diagonales. El bloque 2 X 2 de abajo a la
derecha tiene signatura cero (sus autovalores son 1 y —1). Luego

0 1) =o(M+ M)

U(N+NT):U(M+MT)+6<1 0

Por tanto, la signatura es invariante por operaciones de ampliacion y reduccion.

Luego la signatura es un invariante de enlace. |
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Finalmente, un resultado que nos permite calcular la signatura de una forma prac-
tica.

| Teorema 5.18 ([2, Lema 6.8.1]). Sea A una matriz simétrica n X n. Entonces existe
una secuencia Ay = 1, A, ..., A, de menores principales de A que satisfacen las siguien-
tes condiciones:

1. A, es un menor principal de A, |, coni=1,...,n—1.
2. No hay dos matrices consecutivas A; y A,,, que sean ambas no invertibles.

Entonces, la signatura de A se puede calcular de la siguiente forma:

n—1
o(A) = ) signo(det A, - det A, ),

i=0
donde
+1 six<O,
signo(x) =40 six =0,
-1 six>0.

Ejemplo 5.19. En el Ejemplo 5.7 calculamos la matriz de Seifert M de una superficie
de Seifert para el nudo K = 8. Recordemos la matriz:

I -1 0 0 0 O
0O 1 -1 0 O O
0 0o 1 -1 0 O
M= 0O 0o 0 1 0 O
0O -1 1 0 -1 1
01 0 0 0 -1

Calculemos a partir de M la signatura de K. La matriz M + M7 es la siguiente:

2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 -1

MamTo|0 "1 2 -1

—_ o O = O

Esta matriz tiene 4 autovalores positivos y 2 negativos. Luego la signatura de K es
o(K)=2.
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Calculemos la signatura por el método del Teorema 5.18. La secuencia de menores
principales es la siguiente:

2 -1 0

Ay =1, A1=(2) ,A2=<_21 _21>’ Ay=|-1 2 -1
0 -1 2
5 1 0 o 2 -1 0 0 O
L 2 1 o -1 2 -1 0 -1
A=ly 1 o _q| As=[0 -1 2 -1 1, Ag=M+M",
0 0 -1 2 0O 0 -1 2 0

Sus determinantes son:
detAy=1, detA, =2, detA,=3, detA;=4,

detA, =5, detAs=—14, detA,=35.

Luego,
signo(det AydetA,) = 1, signo(det A,detA,) =1, signo(det A,detA;) =1,

signo(det A,detA,) = 1, signo(det A,detAs) = —1, signo(det AsdetAy) = —1.

Por tanto,
c(K)=1+1+4+14+1-1-1=2.

Este valor coincide con el calculado anteriormente.

5.2 Matriz de Goeritz

En esta seccion definiremos a partir del diagrama de un enlace una nueva ma-
triz, llamada de Goeritz. Ademaés, veremos un resultado que nos dice como relacionar
la signatura de un enlace con la signatura de esta matriz; la demostracion se puede
consultar en [4].

Sea D un diagrama de un enlace L. Para poder definir la matriz de Goeritz, primero
debemos dar a las regiones de D un coloreado de ajedrez.
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| Definicioén 5.20. Un coloreado de ajedrez consiste en colorear cada region de D de

color blanco o de color negro, de manera que dos regiones adyacentes tengan colores
distintos.

En la Figura 5.10 podemos ver un ejemplo.

Figura 5.10: Coloreado de ajedrez de un diagrama del nudo trébol.

Cuando aplicamos una coloracién de ajedrez a un diagrama D, podemos clasifi-
car los cruces en dos tipos. Decimos que un cruce es #-positivo si al recorrer el arco
superior, las zonas coloreadas de negro quedan abajo a la derecha y arriba a la izquier-
da. En caso contrario, decimos que el cruce es #-negativo. La Figura 5.11 ilustra esta

definicion.

a) Cruce 5-positivo b) Cruce #-negativo

Figura 5.11

Podemos asignar a cada cruce ¢ de D un valor de incidencia de la siguiente forma.

+1 sic es n-positivo,
n(c) =

—1 sic es n-negativo.

Un resultado relacionado con esta clasificacion de los cruces es el siguiente.

Proposicion 5.21.  Sea D un diagrama alternante y conexo. Aplicamos a D una colo-
racién de ajedrez. Entonces, o bien todos sus cruces son y#-positivos, o bien todos sus
cruces son n-negativos.

Demostracion. Lo demostramos por reduccion al absurdo. Supongamos que en un
diagrama D alternante y conexo al que se le aplicado una coloracién de ajedrez tiene
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al menos un cruce n-positivo y al menos un cruce n-negativo. Como D es conexo,
entonces debe haber dos cruces adyacentes tales que uno es #-positivo y el otro es
n-negativo. Sean c,, y c,_ estos cruces, respectivamente. Por cruces adyacentes nos
referimos a que si consideramos el grafo correspondiente a la proyeccion subyacente
de D, entonces los vértices correspondientes son adyacentes.

Al ser ¢, y c,_ adyacentes, al menos debe existir una region r de D tal que ¢, y
¢, sean incidentes a r. Ademas, como hemos fijado de qué tipo es cada cruce, el color
de r indica qué arco de cada cruce es el superior. Como uno es #-positivo y el otro es

n-negativo, el arco que los une, o bien es superior en los dos cruces, o bien es inferior

en los dos, como se muestra en la Figura 5.12. |
Cn+ Cn_ C'r]+ Cn_
| r
(a) (b)

Figura 5.12: Si un cruce 7-positivo es adyacente a un cruce 5-negativo, entonces el
diagrama no es alternante.

Observacion 5.22.  Siel diagrama D no fuera conexo, entonces podria haber cruces #-
positivos y cruces 7-negativos en D. Sin embargo, en cada componente conexa todos
los cruces o bien son 5-positivos o bien son #-negativos.

A continuacién definimos la matriz de Goeritz, introducida por Lebrecht Goeritz
en [3].

| Definicién 5.23. Sea L un enlace y D un diagrama de L. Consideramos un colorea-
do de ajedrez para las regiones de D. Denotamos a las regiones blancas por X, ..., X .
Se define la matriz G' = (8;;), parai,j = 0,...,n, como

=Y n(c) sumado sobre los cruces c incidentesa X; y X, sii # J,
8ij=1— X & Ssii=].
k=0,...,n
ki

La matriz de Goeritz G asociada a D es la matriz que se obtiene a partir de G’ eliminando
la fila y columna 0. Es decir,

G=(g,). ij=1l...n
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La matriz G depende de la proyeccion de L usada, de la coloracion y de la ordena-
cion de las zonas blancas. La convencion de Goeritz era asignar a la region no acotada
de D el color blanco y numerar esta region como X,.

Ejemplo 5.24. Sea D el diagrama del nudo ocho mostrado en la Figura 5.13, al cual
se le ha aplicado una coloracion de ajedrez y se han numerado las regiones blancas.
Calculemos la matriz de Goeritz G de D.

)

Figura 5.13: Diagrama del nudo ocho.

Primero hay que calcular la matriz G’ asociada. Observemos que todos los cru-
ces son n-positivos. Calculemos las entradas no diagonales de G’. Las regiones X,
y X, tienen dos cruces incidentes. Como estos cruces son x-positivos, tenemos que

ay, = a,, = —2. El resto de entradas no diagonales las calculamos de manera similar.
Obtenemos:
G, = - 1 al’l - 1

A continuacion calculamos las entradas diagonales. El valor de cada entrada diagonal
es la suma de los demas elementos de su fila correspondiente, pero cambiada de signo.
Por tanto,

3 -1 =2
G =|-1 2 -1
-2 -1 3

Por ultimo, la matriz de Goeritz G asociada a D es la matriz que se obtiene a partir
de G’ eliminando la fila y columna 0. Obtenemos:

o=(2 7))

Por otra parte, si tomamos un diagrama orientado, entonces podemos hacer otra
clasificacion de los cruces. Si los dos arcos estan orientados hacia una zona blanca,
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(a) Cruce tipo I (b) Cruce tipo II

Figura 5.14: Esta clasificacion es independiente de qué arco es el superior, por lo que
no lo indicamos.

entonces decimos que son de tipo I, mientras que si estan orientados hacia una zona
negra, entonces son de tipo II. En la Figura 5.14 lo podemos ver ilustrado.

Combinando ambas clasificaciones, se obtienen los cuatro tipos de cruces mostra-
dos en la Figura 5.15.

N N / /!
N\ N/ S

(a) #-positivo, tipo I  (b) #-positivo, tipo I  (c) #-negativo, tipo I (d) #-negativo, tipo II

Figura 5.15

Definimos la siguiente funcién sobre un diagrama orientado D con un coloreado
de ajedrez asignado.

nD)= Y i),

ceD
¢ tipo II

donde el sumatorio es sobre todos los cruces de tipo Il de D.

Entonces tenemos el siguiente resultado [4, Teorema 6”], que relaciona la signa-
tura de un enlace con la signatura de la matriz de Goeritz.

| Teorema 5.25. Sea L un enlace orientado y D una proyeccion de L. Sea G la matriz
de Goeritz asociada a D. Entonces

o(L) = 6(G) — n(D).

Observacion 5.26. Como se probo en el Teorema 5.17, (L) es un invariante de en-
lace. Sin embargo, tanto 6(G) como #(D) dependen de la matriz G y del diagrama D
elegidos. Este resultado nos indica que la diferencia entre ambos valores, 6(G) —n(D),
si es un invariante de enlace. [lustramos esta observacion con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.27. Sea L el nudo ocho, el cual tiene signatura (L) = 0, y sean D, y
D, los diagramas orientados de L mostrados en la Figura 5.16, a los cuales se les ha
aplicado una coloracion de ajedrez y se han numerado las caras coloreadas de blanco.

X
Xo
X5
(a) Diagrama D;. (b) Diagrama D,.

Figura 5.16: Diagramas del nudo ocho.

En el Ejemplo 5.24 calculamos la matriz de Goeritz G, asociada a D;:

2 -1
a=(2 7).

Esta matriz tiene dos autovalores positivos, luego o(G,) = 2. Por otra parte, D, tiene
dos cruces de tipo II: el cruce incidente a X, y X, y el cruce incidente a X, y X,. Estos
cruces son #-positivos, luego n(D,) = 2.

Calculemos la matriz de Goeritz G, asociada a D,. Para ello, primero calculamos
la matriz G’,. Tenemos que

-2 1 1
G,=|1 -3 2|
1 2 -3
Por tanto,
-3 2
La matriz G, tiene dos autovalores negativos, luego ¢(G,) = —2. Por otra parte, D,

tiene dos cruces de tipo II: el cruce incidente a X, y X, y el cruce incidente a X, y
X,. Estos cruces son x#-negativos, luego n(D,) = —2.

Tenemos que 6(G,) # o(G,) y n(D,) # n(D,). Sin embargo, aunque estos valores
dependan del diagrama y matriz elegida, la diferencia entre ellos coincide para ambos
diagramas:

o(G)—nD)=2-2=0=0(L),

6(G,) = n(Dy) = 2 — (=2) = 0 = o(L).
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5.3 Matrices de tipo especial

Finalmente, antes de poder demostrar la Segunda conjetura de Tait, necesitamos
definir el concepto de matrices de tipo especial. Los conceptos y resultados de esta
seccion se pueden consultar en [10, Seccion 2].

| Definicion 5.28. Una matriz M = (a;;) de tamafio n X n decimos que es de tipo
especial en las filas si satisface las siguientes condiciones:

1 a;; >0, a;; < 0, parai,j=1,....,nei#j,
n .
2. Y 14,;20,parai=1,....n.

Si la segunda condicion la cambiamos por
* n .
2.3, a,;20,paraj=1,...,n,

entonces decimos que M es de tipo especial en las columnas.

Ejemplo 5.29. Sea M, la siguiente matriz:

5 -1 0
M =|-2 4 -1|.
-1 -3 8

M, es de tipo especial en las filas, pues todos los elementos diagonales son positivos,
todos los elementos no diagonales son menores o iguales a cero, y

5-14+02>0,
—2+4-12>0,
-1-3+82>0.

También es de tipo especial en las columnas, pues

5-2-1>0,
—14+4-3>0,
0-1+8>0.

Por otra parte, sea M, la siguiente matriz:

6 -4 -2 0

-4 5 -1 0
MT‘-z 0 2 ol

-1 -1 0 3
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M, es de tipo especial en las filas, pero no es de tipo especial en las columnas, pues
la suma de los elementos de la primera columna es negativa.

Para la siguiente definicion usamos el concepto de submatriz principal. Una sub-
matriz cuadrada es principal los indices de las filas que contiene coinciden con los
indices de las columnas.

| Definicién 5.30. Una matriz M de tamafio n X n decimos que es de tipo especial
fuerte en las filas si:

1. Es de tipo especial en las filas,
2. Toda submatriz principal de M tiene una fila tal que la suma de sus elementos no
es cero.

De manera similar, decimos que M es de tipo especial fuerte en las columnas si:

1. Es de tipo especial en las columnas,
*2. Toda submatriz principal de M tiene una columna tal que la suma de sus elementos
no es cero.

Ejemplo 5.31. La matriz M, del Ejemplo 5.29 es de tipo especial fuerte en las filas y
en las columnas. La matriz M, no es de tipo especial fuerte en las columnas, pues no
es de tipo especial en las columnas. Tampoco es de tipo especial fuerte en las filas, ya
que en la siguiente submatriz de M,, la suma de los elementos de cada fila es cero.

6 -4 -2
4 5 -1
2 0 2

A partir de estas definicién obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.32. Sea M una matriz de tipo especial fuerte en las filas (respectiva-
mente, columnas). Entonces todas sus submatrices principales son de tipo especial en
las filas (respectivamente, columnas).

Demostracion. Lo demostramos para el caso en el que la matriz es de tipo especial
fuerte en las filas. La demostracion en el caso de las columnas es analoga.

Sea M = (a, ;) una matriz de tamafio n X n de tipo especial fuerte en las filas, y
sea M, una submatriz principal de M de tamafio k X k. Veamos que se cumplen las
condiciones para que M, sea de tipo especial fuerte en las filas.
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1. Todos los elementos de la diagonal de M son positivos, por lo que todos los ele-
mentos de la diagonal de M, también lo son. De manera similar, los elementos
de M que no estan en la diagonal son no positivos, luego los elementos de M,
que no estan en la diagonal tampoco lo son.

2. Dada una fila i de M, la suma de los elementos de esta fila es mayor o igual
a cero. La fila i de M, se ha obtenido de la fila i de M eliminado elementos
que no estan en la diagonal, los cuales son negativos. Por tanto, la suma de los
elementos de la fila i de M, es también mayor o igual a cero.

3. Las submatrices principales de M, son submatrices principales de M. Como M
es de tipo especial fuerte en las filas, toda submatriz principal de M tiene una
fila tal que la suma de sus elementos no es cero. Luego toda submatriz principal
de M, tiene también una fila tal que la suma de sus elementos no es cero.

Por tanto, M, es de tipo especial fuerte en las filas. |

El siguiente resultado fue demostrado por Murasugi en [10, Lema 2.4.i].

Proposicion 5.33. Sea M una matriz de tipo especial fuerte en las filas o en las co-
lumnas. Entonces
det(M) > 0.

De la Proposicioén 5.32 y la Proposicion 5.33 obtenemos:

Proposicion 5.34. Sea M una matriz de tipo especial fuerte en las filas o en las co-
lumnas. Entonces M es definida positiva.

5.4 Prueba de la Segunda conjetura de Tait

Una vez visto todos los resultados anteriores, ya estamos preparados para demos-
trar la Segunda conjetura de Tait. La demostraciéon que mostramos a continuacion
esta basada en la prueba de Murasugi en [12].

Recordemos el enunciado de la Segunda conjetura de Tait:

| Teorema 2 (Segunda conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos y
conexos que representan un mismo enlace tienen la misma contorsion.

El enunciado anterior es equivalente a decir que la contorsion es un invariante de
diagramas alternantes, reducidos y conexos que representan un mismo enlace. Este
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enunciado es el que probaremos a continuacion. Se mantiene la notacion de la secciéon
anterior.

Demostracion. Sea D un diagrama conexo, reducido y alternante de un enlace orien-
tado L. Sea c el nimero de cruces de D. Por la Proposicion 4.6 y la Observacion 4.7

tenemos que
maxdeg(D) = ¢+ 2(|.S,| — 1),

mindeg(D) = —c — 2(|Sp| — 1).
Por la definicién del polinomio de Jones, V(L) = (—A)7>*(®)( D), tenemos que
max deg V(L) = —3w(D) + max deg(D)
= -3w(D)+c+2(]S,] - 1),

mindeg V' (L) = —3w(D) + min deg(D)
= —3w(D) — ¢ — 2(|S4] - 1).

Sumando las dos igualdades llegamos a

maxdeg V(L) + mindeg V(L) = —6w(D) + 2(|.S,| — |S;])- (5.1)

Por otra parte, sea R el numero de regiones de D. Tenemos que |S,| + |Sz| =
R. Una forma facil de verlo es etiquetar a las regiones de D de la misma forma que
hicimos en Proposicion 4.6. Como |S,| = |W |y | S| = | B|, entonces |S,| + [Sg| =
|W| + |B| = R. Luego por la Proposicion 4.3,
Sustituyendo en la Ecuacion 5.1,
maxdeg V(L) + mindeg V(L) = —6w(D) + 2(|S,| — (c +2 - |S4])
= —6w(D) +4|S,| — 2c — 4. (5.2)

Sean c, y c_ el numero de cruces positivos y negativos de D, respectivamente
(Figura 2.10). Al sustituir en la Ecuacion 5.2 se obtiene
maxdeg V(L) + mindeg V(L) = —6w(D) +4|S,| —2c -4

=—6(c, —c_)+ 4|5, —2(c, +c_)—4
= —8c, +4c_+4|5,] -4
=4(=2c, +c_+ S, -1
=4(—c, — (e, —c )+ |S41 =D
=4(—c, —w(D) + |S,| = 1). (5.3)
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Despejando w(D).

w(D) = —% [méx deg V(L) + mindeg V(L)] + |8, —c, — 1. (5.4)

Luego, para ver que w(D) es un invariante, hay que ver que el lado derecho de la
ecuacion también lo es. El polinomio de Jones es un invariante, luego

—i [méx deg V(L) + mindeg V(L)]

también lo es. Por tanto, hay que probar que |[.S,| — ¢, — 1 es invariante. Para ello,
vamos a probar el siguiente enunciado:

Lema 5.35. En las condiciones anteriores, o(L) = |S,| —c, — 1, donde o(L) es la
signatura de L (Definicion 5.9).

Demostracion.  Primero aplicamos una coloracion de ajedrez a D y construimos la
matriz de Goeritz G asociada. Por la Proposicion 5.21, o bien todos sus cruces son
n-positivos, o bien todos sus cruces son #-negativos. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que todos los cruces son 5-positivos (en el caso en el que todos los cruces
fuesen n#-negativos, invertimos el coloreado y pasarian a ser #-positivos).

Como hemos supuesto que todos los cruces son y#-positivos, todos los cruces son
localmente como mostramos en la Figura 5.17. Si realizamos un suavizado de tipo A en
un cruce, las regiones pintadas de negro se fusionan. Luego, si aplicamos suavizados
de tipo A en todos los cruces, el numero de circunferencias que obtenemos coincide
con el nimero de regiones blancas de D. Es decir, el nimero de regiones blancas es

AN
AN

Figura 5.17

Para construir la matriz de Goeritz G (Definicion 5.23), numeramos la regiones
blancas de la forma X; (i =0, ...,|S,| — 1), construimos una matriz G’ donde cada
fila (y columna) se corresponde con una region blanca y después eliminamos la fila
y la columna cero. Luego la matriz de Goeritz G es una matriz cuadrada de tamafio
S, —1.Sean=|S,| -1



70 LAS CONJETURAS DE TAIT

Ademas, la matriz G tiene las siguientes propiedades (usamos la notacion de la
Definicion 5.23):

1. Por construccién de G', para i # j tenemos que g; ; = — Y n(e) (i,j=0,...,n)
sumado sobre los cruces ¢ incidentes a X; y X;. Como todos los cruces son
n-positivos, entonces g; ; < 0. Luego en la matriz G se cumple que

8,;<0, parai,j=1,...,n.

2. Por construcciéon de G’ tenemos que g;; = — >, g;,. Como g ; < Oen G,
k=0,....n
ki
entonces g;; > 0. Ademas, como D es conexo, cada regiéon X, comparte al

menos un cruce con otra region X,, y como todos los cruces son g-positivos,
esto se traduce en que en cada fila i de G’ hay al menos un elemento no diagonal
distinto de cero. Luego g;; > O parai = 0,...,ny, por tanto, en G se cumple
que

g;>0 parai=1,...,n

3. Por construccién de G, para toda fila i tenemos que la suma de sus elementos
es cero. Para construir G eliminamos la fila y la columna correspondientes a X,
de G'. Luego, para toda fila i de G, si sumamos sus elementos tenemos que

n n
Zgi,f = Zgl.’j - &o =20, parai=1,...,n
=1 =0 ——
N—— <0
=0
4. Como D es conexo, toda submatriz principal de G tiene al menos una fila tal
que la suma de sus elementos es distinta de cero. Esto lo vemos por reducciéon
al absurdo. Supongamos que hay una submatriz principal A de G tal que, para
cada fila, la suma de sus elementos es cero.
Consideramos la submatriz A como submatriz de G’. Por simplificar, suponga-
mos que A es la submatriz formada por las primeras k filas y columnas de G (si
partimos de cualquier otra submatriz, reordenando las filas y columnas pode-
mos llegar a este caso). Primero veamos qué ocurre en G’ si en una fila i de A la
suma de sus elementos es cero. Como para toda fila de G’ tenemos que la suma
de sus elementos es cero, entonces

n k n
0= Zgi,j = 8o T Zgi,j + Z &ij
Jj=0 —— J=I j=k+1
<0 N~—— N——
=0 <0
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Luego, para que esta igualdad sea cierta, los elementos de la fila i que no perte-
necen a A tienen que ser 0.
Por tanto, si para cada fila de A la suma de sus elementos es cero, tenemos que
G’ tiene la siguiente forma:

10 0 * %
0
: A ka(n—k)
G =10 ,
%k
O(n—k)xk B(n—k)x(n—k)
*

donde los asteriscos son enteros desconocidos. Como todos los cruces son #-
positivos, esto quiere decir que las regiones blancas X, ..., X, no tienen cruces
en comun con las regiones X, X, ..., X,,. Si esto ocurre quiere decir que D
no es conexo. Hemos llegado a contradiccion, pues hemos supuesto que D es
conexo. Luego toda submatriz principal de G tiene al menos una fila tal que la
suma de sus elementos es distinta de cero.

Estos cuatro puntos implican precisamente que G es una matriz de tipo especial
fuerte en las filas (Definicién 5.30). Por tanto, por la Proposicién 5.33, G es definida
positiva. Como G tiene dimension n, entonces tiene n autovalores positivos. Por tanto,
su signaturaes 6(G) =n=|S5,| - 1.

Por otra parte, clasificamos los cruces en cruces de tipo I y tipo II. Como todos
los cruces son 5-positivos, los cruces solo pueden ser como los que mostramos en la

N N
N\ N

(a) #-positivo, tipo I (b) -positivo, tipo II

Figura 5.18

Como podemos observar, todos los cruces de tipo I son negativos mientras que

todos los cruces de tipo II son positivos. Luego si calculamos #(D) = Y, n(c) = c,.

ceD
ctipo Il
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Por el Teorema 5.25, 6(L) = ¢(G)—n(D). Ya hemos calculado que 6(G) = | S| -1
y n(D) = c,, luego si sustituimos

o(L) =0(G) —n(D) = o(D)=|S,4[-1-c,,

como queriamos probar. |
Esto completa la prueba del Teorema 2. |

La Segunda conjetura de Tait es equivalente a decir que la contorsién es un in-
variante de diagramas alternantes, reducidos y conexos que representan un mismo
enlace. Esto proporciona un criterio para detectar la quiralidad en el caso de nudos
que admitan un diagrama alternante, reducido y conexo.

Ejemplo 5.36. Sean Dy D* los diagramas del nudo trébol y de su imagen especular
mostrados en la Figura 5.19. Tenemos que w(D) = —3, pues D tiene tres cruces nega-
tivos, mientras que w(D*) = —3, ya que tiene D* tiene tres positivos. Estos diagramas
son alternantes, reducidos y conexos. Luego, por la Segunda conjetura de Tait, el nudo
trébol es quiral.

&Y N

(a) Diagrama D. (b) Diagrama D*.

Figura 5.19



6 | Tercera conjetura de Tait

Esta seccion esta dedicada a la Tercera conjetura de Tait (también conocida como
flyping conjecture), la cual fue demostrada conjuntamente por William Menasco y
Morwen Thistlethwaite en 1993 [9]. La prueba deriva del analisis de las superficies que
se obtienen al aplicar una coloracion de ajedrez a un diagrama y de las propiedades
de los polinomios de Jones y de Kauffman. Esta demostracion no es completamente
geométrica, y los propios autores dejan abierta en su articulo la pregunta de si existe
tal prueba.

En el ano 2020, Thomas Kindred da la primera prueba puramente geométrica de
la Tercera conjetura de Tait [8], respondiendo asi a la pregunta planteada por Menas-
co y Thistlethwaite. Para ello usd, entre otros resultados, el trabajo de Greene, que
demostr6 en 2017 de forma totalmente geométrica la Segunda conjetura de Tait y la
invarianza del nimero de cruces de los diagramas alternates, conexos y reducidos [5].
Ademas, en este mismo articulo, Greene responde a la pregunta planteada por Ralph
Fox sobre como caracterizar a los enlaces alternantes geométricamente. En esta sec-
cion veremos la demostracion dada por Kindred de la Tercera conjetura de Tait.

Un concepto fundamental que aparece en esta conjetura es el concepto de flype,
definido a continuacion.

| Definicion 6.1.  Un flype es un movimiento donde el diagrama solo cambia en un
entorno en la forma que muestra la Figura 6.1.

/_
> — (v
Figura 6.1: Un movimiento flype aplicado a un diagrama.

Una vez definido el concepto de flype, estamos en disposicion de enunciar la Ter-
cera conjetura de Tait:
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| Conjetura 3 (Tercera conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos
y conexos de un mismo enlace primo estan relacionados por un niimero finito de flypes.

6.1 Conceptos y resultados previos

Para poder demostrar la Tercera conjetura de Tait necesitamos definir nuevos con-
ceptos y ver algunos resultados previos. Ademas, necesitamos considerar los enlaces
en la 3-esfera S° = R* U {co}. Se omitiran las pruebas de estos resultados. Para mas
detalle, se puede consultar [8].

Sea L C S* un enlace. Sobre este, podemos considerar un entorno tubular cerrado,
vL = L x D? donde D? es un disco cerrado. Esto lo podemos ver en la Figura 6.2.
De manera natural se define la proyeccion z; : vL — L. Ademas, sobre el borde de
vL, denotado por dvL, podemos definir el concepto de meridiano. Para cada punto
x € L, sumeridiano correspondiente es la circunferencia definida como nzl (x)novL

(Figura 6.2).

Figura 6.2: Arco de un enlace (negro) y su entorno tubular correspondiente (gris). En

rojo se indica un meridiano.

Una superficie de expansion de L se puede definir como una superficie S cuya
frontera 05 es L. Como L C S?, estas superficies son compactas, pero pueden ser
no orientables. Por ejemplo, las superficies de Seifert, como las que obtenemos por el
Teorema 5.1, son superficies de expansion orientables. Sin embargo, necesitamos dar
una definicion alternativa de superficie de expansion.

| Definiciéon 6.2. Sea L C S° un enlace. Una superficie de expansion de L es una
superficie S propiamente embebida en el exterior del enlace, S* \ int(vL), tal que 0.5
interseca cada meridiano de ov L transversalmente en un punto.

Para la prueba de la Conjetura 3 estamos interesados en las dos superficies de
expansion que induce una coloracion de ajedrez. Sea D un diagrama de L, el cual
pensamos proyectado en una 2-esfera S2. Aplicamos a las regiones de D un coloreado
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de ajedrez (Definicion 5.20). Podemos entonces construir dos superficies de expansion
de L, que denotamos por B y W, de manera que B se proyecta sobre las regiones
negras de D, W se proyecta sobre las regiones blancas, y By W se cortan inicamente
en arcos verticales que se proyectan en los cruces de D.

| Definicién 6.3. A las superficies B y W definidas de esta forma las llamaremos las
superficies de tablero de ajedrez asociadas al diagrama D.

Ejemplo 6.4. Sea D el diagrama mostrado en la Figura 6.3a con la coloracion de aje-
drez indicada. Las superficies B'y W correspondientes a esta coloracién se indican
sombreadas en la Figura 6.3b y la Figura 6.3c, respectivamente. La superficie B obte-
nida es un toro puntuado, mientras que la W es una banda de Mébius.

@ @ (5

Figura 6.3: Diagrama D con una coloraciéon de ajedrez (a). Las superficies By W
asociadas a D se muestran sombreadas en (b) y (c), respectivamente.

Dada una superficie de expansién S de un enlace L C S°, podemos construir
una forma bilinear y simétrica (-,-) : H,(S) X H,(S) — Z, llamada par de Gordon-
Litherland. Para mas detalle, se puede consultar en [4, Seccién 1y 2]. La idea es similar
al procedimiento que usamos en la Seccion 5.1 para definir la matriz de Seifert (Defi-
niciéon 5.6).

Primero engrosamos la superficie. Para ello, sea N = .S X [—1, 1] un entorno ce-
rrado de S tal que S’ X {0} coincide con S. Definimos 7 : N — .§ como la proyeccion
natural. Sea S = .S X {—1,1}.Si.S es orientable, S es un recubrimiento con dos caras:
S x {1}y S x {—1}; mientras que si S es no orientable, S es un recubrimiento doble
de una tinica cara. Denotamos p = 7|5 : § — S, la restriccion de 7 a S.

Sean a,b € H,(S), representados por las curvas cerradas a, f € .S, respectiva-
mente. Podemos ‘levantar’ de .S dos copias de f aplicando p~' a f. Si S es orientable,
p~! levanta una copia de f sobre cada cara de S, las cuales denotaremos f* y f~,
mientras que si .S es no orientable obtenemos una tnica curva. Definimos

(a,b) = lk(a, p~'(B)).
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En esta situacion, para el calculo de /k(a, p~'(8)) no tenemos en cuenta los cruces
entre las componentes de p~!(f). Es decir, si S es orientable, entonces lk(a, p~'(B)) =
lk(a, p*) + lk(a, p).

A continuacion definimos la matriz de Goeritz de una superficie de expansion.
Esta definicion es distinta a la definicion de matriz de Goeritz que vimos en la Defi-
nicién 5.23. Sin embargo, estan muy relacionadas, pues esta nueva definicion es una
generalizacion de la inicial. Para mas detalle, se puede consultar [4, Seccion 2].

| Definicién 6.5. Sea L un enlace y sea S una superficie de expansion de L. Sea
{a),...,a,} una base de H,(S). La matriz G = (g;;) € Z™" que representa (-, -)
respecto a esta base se llama matriz de Goeritz y viene dada por

8ij = (a; aj)'

A continuacion damos la definicion de superficies de expansion definidas positivas
y algunos resultados de estas. La definicion y resultados para superficies definidas
negativas son analogos.

| Definicién 6.6. Una superficie S de expansion es definida positiva si {a,a) > 0
para todo elemento a € H,(S) no trivial.

El siguiente resultado nos da una definiciéon equivalente de superficie definida
positiva.

Proposicion 6.7. Sea G una matriz de Goeritz asociada a una superficie de expansion
S. Entonces S es definida positiva si y solo si todos los autovalores de G son positivos.

Ralph Fox planted la pregunta sobre como caracterizar los diagramas alternantes
geométricamente. El siguiente resultado, demostrado por Greene [5, Teorema 4.1],
proporciona una caracterizaciéon de los diagramas alternantes conexos, respondiendo
a la pregunta de Fox.

Proposicion 6.8. Sea D un diagrama conexo de un enlace L y sean By W las super-
ficies de tablero de ajedrez asociadas a D. Entonces, D es alternante si y solo si By
W son superficies definidas de signos opuestos.

Antes de continuar, aclaramos la notacién que vamos a usar en las siguientes de-
finiciones. Dados dos compactos X,Y C 53, denotamos por X \ \Y a la clausura
métricade X \ Y.
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A continuacion vamos definir el concepto de superficie esencial. Para ello, tenemos
que ver primero el concepto de superficie incompresible y superficie d-incompresible.

| Definicién 6.9. Sea S una superficie de expansion de un enlace L. S es (geométri-
camente) incompresible si cualquier curva simple cerrada en S que sea la frontera de un
disco en S* \ \(S U vL), también es la frontera de un disco en S.

Por ejemplo, en la Figura 6.4 podemos ver que una semiesfera es incompresible,
pues todo disco (morado) cuya frontera esta en la semiesfera define otro disco (verde)
en la semiesfera. Un cilindro hueco, en cambio, no es incompresible. La curva que
indicamos define un disco en el exterior del cilindro (morado), pero no define ninguno
en el cilindro.

= (CCO

(@)

Figura 6.4: Una semiesfera es incompresible (a). Un cilindro hueco no es incompresible

(b).

Para la definicion de superficies d-incompresibles usamos el concepto de arcos
0-paralelos. Dos arcos propiamente embebidos son paralelos si tienen los mismo ex-
tremos y existe una isotopia que fija sus extremos y lleva uno en el otro. De manera
similar, si un arco esta propiamente embebido en una superficie .S con borde (esto es,
un arco en .S con sus dos extremos en el borde de ), decimos que es 0-paralelo si
existe una isotopia que fija sus extremos y lo lleva al borde de F.

| Definicién 6.10. Sea S una superficie de expansion de L. S es 0-incompresible si
cualquier arco propiamente embebido en S que sea 0-paralelo en S° \ \(S U vL) es
también 0-paralelo en S.

Por ejemplo, en la Figura 6.5 podemos ver que una semiesfera es d-incompresible,
ya que todo arco (morado) cuyos extremos estan en la frontera lo podemos defor-
mar en la superficie a la frontera (verde). Una banda de Mdbius, en cambio, no es
0-incompresible. El arco que indicamos en morado se puede deformar a la parte de la
frontera indicada en verde, pero para ello es necesario ‘salirnos’ de la superficie.
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@ (b)

Figura 6.5: Una semiesfera es delta-incompresible (a). Una banda de Mobius no es
delta-incompresible (b).

| Definicién 6.11.  Una superficie de expansion de un enlace L es esencial si es incom-
presible y 0-incompresible.

Por ejemplo, una semiesfera es esencial, ya que, como hemos mencionado ante-
riormente, es incompresible y d-incompresible.

Proposicion 6.12 ([8, Seccion 2.3]). Un diagrama D conexo y alternante es reducido
siy solo si las dos superficies de tablero de ajedrez asociadas a D son esenciales.

Necesitamos también definir una operacion entre superficies de expansion, que
llamaremos plumbing. Sea .S una superficie de expansion de un enlace L no separado.
Una plumbing cap para S es un disco V' propiamente embebido en .S \ \(SUVL) con
las siguientes propiedades:

» Laaplicacién natural f : S?\ \(SUVL) — S° se restringe a un embebimiento
f 1V = 83y f(dV) es la frontera de un disco UcSuUvL.

= U UV divide a S? en dos bolas abiertas. Sean Y, e Y, las clausuras de esas bolas.
Entonces, ninguna subsuperficie .S; = .S N Y, es un disco.

El disco U = U N S lo llamamos la sombra de V.

La descomposicion S = S| U .S, es una descomposicion mediante plumbing de
S alolargo de U y V, y se denota por S = S, * S,. La operacion inversa, en la
cual se pegan S, y S, a lo largo de U para construir .S recibe el nombre de plumbing
generalizado o suma de Murasugi.

SiV esuna plumbing cap para S'y U es la sombra de V/, entonces podemos cons-
truir otra superficie de expansion S’ = (S \ U) U V. Esta operacion de transformar
S en S’ recibe el nombre de re-plumbing de S alolargo de U y V.
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| Definicion 6.13. Dos superficies de expansién S y S’ estan relacionadas mediante
plumbings si existe una secuencia de re-plumbings e isotopias que permiten transformar
una superficie en la otra.

Ya tenemos las definiciones que necesitamos. A continuaciéon enunciamos los re-
sultados que nos hacen falta para la prueba de la Tercera conjetura de Tait. El siguiente
resultado se corresponde con [8, Teorema 4.11]

| Teorema 6.14. Sea L un enlace primo y sean D y D' dos diagramas alternantes,
reducidos y conexos de L. Sean B, W y B’', W' las superficies de tablero de ajedrez
asociadas a D y D', respectivamente. Entonces, existe una sucesion finita de flypes que
transforman D en D' si y solo si B esta relacionada mediante plumbings con B" y W
esta relacionada mediante plumbings con W'.

Demostracion. Damos una idea de la demostracion. En ella, se usa el concepto de
plumbing cap aparente. Una plumbing cap V para B (respectivamente, W) es aparente
en D sila interseccion V' N W (respectivamente, V' N B) posee una Unica componente
conexa.

A todo flype le corresponde una plumbing cap V aparente de la siguiente forma.
Al realizar un flype a D, entonces a una de las superficies de tablero de ajedrez se
le aplica una isotopia, mientras que a la otra se le aplica un re-plumbing por V' y
otra isotopia. Luego si D y D’ estan relacionados mediante flypes, entonces B esta
relacionada mediante plumbings con B’ y W esta relacionada mediante plumbings
con W'.

La implicacion contraria es similar. Si B esta relacionada mediante plumbings con
B’ y W esta relacionada mediante plumbings con W', entonces se pueden encontrar
dos sucesiones finitas de re-plumbings e isotopias que transforman B en B’y W en
W', de manera que cada re-plumbing se realiza usando una plumbing cap aparente, la
cual tiene asociado un flype en el diagrama. |

Por otro lado, sea L un enlace primo y sea D un diagrama conexo, alternante y
reducido de L. Sean By W las superficies de tablero de ajedrez de D. Por la Proposi-
cidn 6.8, una de estas superficies es definida positiva y la otra es definida negativa. Sin
perdida de generalidad, se puede suponer que B es definida positiva y W es definida
negativa. Se tiene el siguiente resultado:

| Teorema 6.15 ([8, Teorema 5.26]). Bajo las condiciones anteriores, sea S, una
superficie de expansion de L esencial y definida positiva. Entonces, S, y B estan rela-
cionadas mediante plumbings.
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De la misma forma, sea S_ una superficie de expansion de L esencial y definida
negativa. Entonces, S_ y W estan relacionadas mediante plumbings.

En el articulo referenciado se prueba solo para el caso de superficies definidas
positivas, aunque se indica que también se tiene el resultado para superficies definidas
negativas.

6.2 Prueba de la Tercera conjetura de Tait

Una vez vistos los resultados anteriores, estamos preparados para demostrar la
Tercera conjetura de Tait. Esta demostracion esta basada en la prueba de Kindred,
que puede consultarse en [8, Seccioén 5.7].

| Teorema 3 (Tercera conjetura de Tait). Dos diagramas alternantes, reducidos y
conexos de un mismo enlace primo estan relacionados por un numero finito de flypes.

Demostracion. Sean D y D' dos diagramas alternantes, reducidos y conexos de un
enlace primo L. Sean B, W y B’, W’ las superficies de tablero de ajedrez asociadas
a Dy D', respectivamente. Como D y D’ son reducidos, por la Proposicion 6.12, las
cuatro superficies anteriores son esenciales.

Luego, como By B’ son superficies de expansion de Ly son esenciales y definidas
positivas, por el Teorema 6.15 obtenemos que B y B’ estan relacionadas mediante
plumbings. Analogamente, por el mismo teorema, obtenemos que W y W’ también
estan relacionadas mediante plumbings. Por tanto, por el Teorema 6.14, existe una
sucesion finita de flypes que transforman D en D'. |

Finalmente, veamos una aplicacion de la Tercera conjetura de Tait.

AD

(a) Diagrama D;. (b) Diagrama D,.

Figura 6.6: Diagramas del nudo ocho.
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Ejemplo 6.16. En la Figura 6.6 se muestran dos diagramas alternantes, reducidos y
conexos del nudo ocho, el cual es primo. El diagrama D, se puede transformar facil-
mente en el que se muestra en la Figura 6.7a. A este diagrama le aplicamos un flype
en la region sefnalada de verde, obteniendo el diagrama de la Figura 6.7b. Este diagra-
ma es claramente el diagrama D,. Luego para transformar D, en D, basta aplicar un

unico flype.

(a) (b)

Figura 6.7: Diagrama D, (a) antes de realizar el flype y después (b). En verde se indica
la region sobre la que se realiza el flype y en morado la region que se refleja al hacerlo.
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