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RELACIONES DE DISPERSION PARA’V]BRACIONES'
RETICULARES OBTENIDAS MEDIANTE CALCULO NUMERICQO

Manuel Jiménez Melendo

RESUMEN

Se ha desarrollado un programa de célculo de las relaciones de dispersion de las vibraciones
reticulares en solidos cristalinos de una, dos y tres dimensiones, con bases monoatémica y diatémica, en
la aproximacién de vecinos que se desee. El programa permite utilizar diferentes potenciales de
interaccién, incluyendo el potencial coulombiano, asi como visualizar el movimiento colectivo de los
stomos del cristal en los modos normales. El principal objetivo de este programa es facilitar la
adquisicién de conocimientos en Dinamica Reticular a los estudiantes de la asignatura de Fisica del
Estado Sélido.

ABSTRACT

A computer program has been developed to calculate and display the phonon dispersion curves, as
well as the density of states and the specific heat, for one-, two- and three-dimensional orthogonal
crystals with monoatomic and diatomic basis. The program allows different interatomie forces between
particles, up to the desired neighbor interaction degree. It also displays the movement of the atoms in the
normal modes of vibration. The aim of this program is to provide students of Solid State Physics with
a valuable new opportunity to understand the underlying physics in Lattice Dynamics.

INTRODUCCION

Muchos problemas fisicos no tienen solucién analitica, o bien ésta no es simple, salvo en
casos muy restringidos y normalmente alejados de la realidad. La posibilidad de disponer de
ordenadores personales de gran capacidad y rapidez de célculo permite hoy en dia abordar la
busqueda de las soluciones a estos problemas mediante métodos numericos cada vez mas
elaborados y cercanos a la realidad. Pero aparte de la utilidad de los ordenadores en la
investigacion y en el desarrollo de modelos, también son claras sus aplicaciones didécticas en la
ensefianza de las ciencias (Boardman y otros, 1990; Valdés y Valdés, 1994). Con ayuda de
programas adecuados, el profesor puede contar con un medio muy util para visualizar
gréficamente situaciones y problemas complejos, que frecuentemente solo tienen soluciones
analiticas mediante drésticas aproximaciones al fenomeno real. Igualmente, la posibilidad de que
el estudiante disponga de una herramienta que le permita conocer, de forma amena y répida, €l
efecto producido por un cambio en las condiciones del problema es muy atractiva, ya que amplia
las posibilidades de una mejor comprension del fensmeno. Se introduce asi una componente
autointeractiva en el proceso de aprendizaje, que era impensable hasta hace poco tiempo.
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En el presente trabajo tratamos de resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento
las particulas reticulares de un solido cristalino considerando las fuerzas restauradoras que acty
sobre ellas debido al enlace quimico, con objeto de generar las curvas de dispersion de |
vibraciones reticulares. Este problema lleva adicionalmente a consideraciones sobre |
condiciones para la propagacion de ondas en una red peri6dica, su contenido energético y el ca
especifico de las ondas reticulares, que forman parte de la “Dindmica reticular”, un topico esenc
dentro de la Fisica del Estado Sélido. Sin embargo, la complejidad matematica (que no tanto
conceptual) hace virtualmente imposible resolver analiticamente la ecuacion dindmica mas q
en casos extremos (red monodimensional en la aproximacion de primeros vecinos), 1o que lim
las posibilidades de adquisicion de conocimientos de los estudiantes en esta materia. El prograr
caleula los espectros de vibracion de las ondas reticulares y de las magnitudes asociadas
cristales de una, dos y tres dimensiones, considerando las interacciones entre particulas reticula
hasta el grado que se desee. La comparacién de los resultados calculados con las predicciones
los modelos tedricos permitird una mayor comprensién del origen de las aproximacior
realizadas y de su rango de validez a los estudiantes de Fisica del Estado Sélido.

1. VIBRACIONES RETICULARES EN UN SOLIDO CRISTALINO

Si se suministra energia térmica a una particula reticular (4tomo o ién), se distribu:
répidamente sobre toda la red por interaccién mutua entre las particulas. Las excitaciones local
darén lugar, pues, a vibraciones colectivas de todo el sistema de particulas. Este problema, g
en principio es muy complejo, se puede simplificar mediante dos suposiciones basicas: (1)
posicion de equilibrio sobre la cual oscila cada dtomo es un nudo reticular de Bravais; y (2) 1
4tomos oscilan sobre su posicién de equilibrio con una amplitud pequefia comparada con
distancia interatomica.

Consideremos un cristal con N celdas unidad primitivas en un volumen V, con una ba
formada por p 4tomos. Definimos la posicién de equilibrio del dtomo o de la base en la cel

unidad n como: Rna = Rn + Ra,donde I_in define el origen la celdan-ésima (n=1,2,...]

y I_ia la posicion de equilibrio del dtomo a-ésimo de la base (@ = 1,2,...p) medida a partir
dicho origen. El desplazamiento instantdneo del dtomo na respecto de su posicion de equilibs

es Upy(t), de forma que la posicion instanténea 7,, de dicho 4atomo ¢

-

Fr,=R, +i,,.

na

El hamiltoniano H del cristal contiene un término de energia cinética T de las particulas reticular
y otro de energia potencial U de interaccién entre ellas. El primer término tiene la forma:

1 By
T= Z e Maunﬂ.i
n,o,i

(

donde M, es la masa del 4tomo c-ésimo de la base, y el indice i distingue las tres coordenad
cartesianas (1 = 1,2,3). En la aproximacion de pequefias amplitudes de vibracién respecto de
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posicion media de equilibrio, la energia potencial se puede desarrollar en potencias del vector
desplazamiento instanténeo, en la forma:

. » au(E) 1 A G
U@F) =UR) + [+ = Mg Wil + o
(r)=UR) n%:,iaR —Unai t 211,2:" R i R ' noi - Un''i
n' o' i
@)

El primer término del desarrollo es una constante, ya que corresponde a la energia potencial
del cristal en equilibrio. Podemos omitir este término, ya que no contribuye a la dindmica de las

vibraciones reticulares. El segundo término del desarrollo es lineal en U4, que es nulo ya que

desarrollamos sobre las posiciones de equilibrio. El tercer término es cuadrético en Uyqy;, ¥ €
¢l tinico que se retiene en la aproximacién arménica. Con esta aproximacion, el hamiltoniano del
solido se puede resolver en una suma de términos independientes con la forma de hamiltonianos
de osciladores arménicos. Esta es 1a base de la cuantizacion de las vibraciones reticulares y de su
descripcion como un gas de fonones (excitaciones elementales) que no interaccionan entre si. La
mayoria de los fen6menos asociados con el subsistema reticular se pueden explicar dentro de este
simple formalismo. Sin embargo, otros fenémenos (conductividad térmica, dilatacion, etc.)
requieren la presencia de términos superiores (anarmoénicos) en el desarrollo de la energia
potencial del cristal.

Dentro de la aproximacién arménica, la ecuacion de movimiento de la particula ne es:

ou 82U
== Z e et L4 1 Uy 1 L Z‘Dnal Up'a'i’

O n',o 1‘5Rna15Rna1 n',ai'

3)

donde (IJnlq"l' es la fuerza en la direccion i sobre el 4tomo « en la celda unidad n cuando el
stomo o de Ja celdan’ se desplaza una distancia unidad en la direccion i'. @ es una matriz de 3pN
filas y columnas denominada matriz de constantes de fuerza, cuyas componentes se pueden
calcular facilmente para un potencial de pares de particulas separadas una distancia

p =| ﬁn.a. - I_im] mediante la expresion:

o Rygr — R P Res—R 5 U
__q)::ig — n'a'i nai' (Uu__) nai +__5“F
P p

€Y
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donde U'y U" son la primera y segunda derivada de la energia potencial. La expresion (4) tamb
puede utilizarse para el potencial coulombiano, sustituyendo la energia potencial por una efect:
de la forma (Venkataraman, 1975):

U()=2L L erfeiy)

29
dre, p

donde y =1.p, con n ~ 1/(dimensi6n de la celda unidad),
La ecuacién (3) tiene soluciones de la forma:

1 —1f

Upi(t) = \/_M—:~Vnoci-e

donde se ha introducido el factor l/ /M, por conveniencia, y Vngi €5 la parte independier

{

1 LM
del tiempo. La simetria de traslacion requiere que las constantes de fuerza @™ %' no depend

de los indices de celda n y n' de forma separada, sino s6lo de su diferencia o Es decir-

n'a'l _ o'ty
q)nai _q)ai (n—n')

(

Con esta condicion, y utilizando el teorema de Bloch para la solucién independiente del tiemp
ig.R
Vinoi = Coi-€ %hn

las ecuaciones de movimiento (3) se pueden escribir en la forma:

D% (n-n").edRaRa) | o

2 1
0=, | Z e
‘11 a'i'Ln' Ma 'Ma'

(
Ya que el sumatorio sobre n' se puede cambiar a otro sobre n'-n, se tiene finalmente;
2 _ o'l =
0 cqi = D Do @-crp
e (1
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con Dg‘i‘f (q) definido por la ecuacién (9). D es una matriz de 3p filas y columnas, denominada
matriz dinamica. La ecuacién (10) tiene 3p autovalores de 02 para cada vector de onda q . Ya
que D es hermitica, los 'Qj( c}') ( = 1,2,..3p) s6lo pueden ser reales o imaginarios puros. Esta
iltima posibilidad se puede eliminar, ya que conduciria a desplazamientos Uy y; continuamente

crecientes o decrecientes con el tiempo (ecuacién 6). Para cada autovalor 'Qj( q ) existen tres

autovectores Cyj = egxi (q) que se pueden combinar en un vector, definido excepto por un

factor comiin que se puede escoger de forma que los €3 (4) estén normalizados (y sean

ortogonales entre si). Por tanto, el desplazamiento asociado a una frecuencia dada ‘Qj( E]. ) viene
dado por:

_éE]x, (q') ei[(-i-Rn —y (@t]

i g 1
U (4, 1) = ‘/ﬁ—
oL

a partir del cual se construyen las soluciones generales.

an

Como se indictd anteriormente en la Introduccion, la ecuacién (10) tiene una solucion analitica
simple s6lo en el caso monodimensional con base monoatémica o diatomica, y en la aproximacion
de primeros vecinos. Esta es la situacién que se resuelve habitualmente en las aulas y que aparece
en los libros de texto de Fisica del Estado Solido. El problema con més dimensiones y/o més
vecinos es virtualmente inabordable por su complejidad matemaética. Esta misma limitacién de
calculo impide también el estudio de las vibraciones reticulares en los cristales iénicos (incluso
en una dimensién), ya que el largo alcance de las fuerzas coulombianas requiere la resolucion de
la ecuacion (10) con un gran nimero de vecinos.

Con el fin de salvar estos obstaculos, se ha desarrollado un programa que permite acceder de
forma répida y grafica a las relaciones de dispersion, asi como a otras magnitudes asociadas
(densidad de estados y capacidad calorifica), en cristales de una, dos y tres dimensiones, con base
monoatémica o diatémica, en la aproximacion de vecinos que se desee. Ademas, permite la
visualizacién del movimiento de las particulas reticulares (en una y dos dimensiones) en los
modos normales escogidos por el usuario, que puede ser de gran ayuda para comprender el
movimiento colectivo de las particulas reticulares asociado a una excitacion elemental.

2. METODOLOGIA
El lenguaje de programacién escogido para el desarrollo de nuestro trabajo ha sido
FORTRAN, ampliamente difundido entre la comunidad cientifica debido a su elevada velocidad

de ejecucion y capacidad para efectuar calculos de gran precision, asi como a las potentes librerias
mateméticas disponibles en este lenguaje. El programa trabaja en cualquier ordenador personal
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compatible IBM. El programa se ha desarrollado con Microsoft Fortran PowerStation v1.0, g
esta disefiado para trabajar en DOS. Sin embargo, el programa también se ejecuta correctamner
bajo Windows 95 con un parche grafico suministrado Microsoft. El célculo de los autovalore
autovectores de la ecuacion (10) se realiza con las rutinas adecuadas del paquete mateméti
LAPACK (Anderson y otros, 1995), que se han mostrado muy eficientes.

ESTRUCTURA CRISTALINA
- mimero de dimensiones
- celda unidad: tipo y parametros
- base: caracteristicas y posicion

POTENCIAL INTERATOMICO
- tipo y parmetros

Calculo de posiciones atémicas y
distancias interatomicas

|7RADIO DE CORTE

- ENERGIA DE COHESION
[MENU PRINCIPAL

RELACIONES DE DISPERSION
- valores numéricos
- representacién grifica

MOVIMIENTO DE LOS ATOMOS
- autovectores (para un q dado)
- visualizacién del movimiento

DENSIDAD DE ESTADOS
- datos numéricos
- representacion grafica

CAPACIDAD CALORIFICA
- datos numeéricos
- representacion grafica

Figura 1. Esquema del programa FONON para el clculo de las relaciones de dispersion de las vibraciones reticular
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En la figura 1 se muestra el esquema de las distintas unidades funcionales en que se ha
estructurado el problema. Con el programa principal se inicializan las constantes y variables, y
se presenta un menu que permite acceder a las demés unidades y se encarga de la comunicacién
entre las unidades del nivel inferior. El programa principal también desactiva las subrutinas que
no sean accesibles en cada momento. Todos los datos introducidos por el usuario, asi como los
valores de las diferentes magnitudes calculadas por el programa, se muestran en pantalla y se
cuardan en un fichero ASCII previamente definido por el usuario.

El programa comienza solicitando al usuario que defina la estructura cristalina (nimero de
dimensiones, tipo de celda, parametros reticulares, niimero de 4tomos de la base, masa y carga de
los 4tomos, y posicion de los mismos dentro de la celda unidad). El programa permite definir
celdas primitivas y maltiples para los sistemas cristalinos ortogonales (cuadrado y rectangular en
dos dimensiones, y ortorrombico, tetragonal y ciibico en tres dimensiones). Con estos datos, el
programa calcula y muestra las posiciones atomicas (el limite se ha establecido en 1000 dtomos)
v las distancias interatdmicas

A continuacion, el programa solicita al usuario que elija un tipo de potencial de interaccion
(Lennard-Jones, Born-Mayer, Gilbert, coulombiano y serie geométrica simple) y que introduzca
los parametros correspondientes, asi como el radio de corte, es decir, el nimero de vecinos que
se han de tener en cuenta en el célculo de las relaciones de dispersién. Con estos datos, el
programa calcula las constantes de fuerza y resuelve el problema de autovalores para determinar
las curvas de dispersion, que se muestran tanto en forma numérica como grafica. También se
puede visualizar el movimiento colectivo de los 4tomos (en una y dos dimensiones) para un vector
de onda dado. Por tltimo, el programa calcula la capacidad calorifica a volumen constante en
funcién de la temperatura. Para ello, el programa previamente calcula la funcion densidad de
estados mediante un sistema de muestreo de la primera zona de Brillouin desarrollado por
Filippini y otros (1976).

La validez del programa se ha verificado contrastando los datos obtenidos para s6lidos reales
idnicos y de gases inertes con los resultados de la literatura (Bilz and Kress, 1979). Es de destacar
que el programa es muy interactivo, ya que permite variar solo algin dato del problema sin
necesidad de introducir los demés de nuevo. Esto permite observar rapidamente el efecto de dicho
cambio sobre las soluciones del problema.

3. RESULTADOS

En esta seccidn se va a ilustrar la aplicacién del programa FONON a una red bidimensional
cuadrada de parametro a = 3 A, con una base de dos dtomos de masas 20 y 15 uma, situados en
las coordenadas fraccionarias (0,0) v (1/2,1/2), respectivamente. Se ha utilizado un potencial de
interaccién simple, con una constante de fuerza de 20 N/m para primeros vecinos y una razén de
1/5 para los sucesivos vecinos. En esta situacion, aparentemente tan simple, el calculo matematico
es tan laborioso que hace virtualmente imposible su resolucion analitica.

La figura 2 muestra las relaciones de dispersion obtenidas para esta estructura a o largo de
las direcciones [1,0] y [1,1], para dos radios de corte diferente, 4 A (que incluye hasta los
segundos vecinos) v 10 A (que incluye hasta los 12° vecinos). La estructura es inestable en la
aproximacion de primeros vecinos, como lo demuestra las frecuencias imaginarias obtenidas para
esta situacion. Se obtienen dos ramas actsticas y dos ramas Opticas (longitudinal y transversal),
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como era de esperar. Entre ambos tipos de ramas se presenta un rango de frecuencias prohibid
Se observa que el tinico efecto del radio de corte es aumentar ligeramente los valores de
frecuencia cuando se considera mayor mimero de dtomos, pero se mantiene la misma forma de
curvas de dispersién. Este resultado muestra que, para el caso de potenciales de corto alcance,
suficiente con considerar la presencia de solo algunos vecinos en la ecuacién dindmica.

6x1013,
=
13
E4x10
g
E:jleo13
OR=4A
@R =10A
o L g4 5 § 5 §

1.2 0.8 0.4 00 02 04 06 08 1.0
q (1/A) [1,1] q (1/A) [1,0]

Figura 2. Curvas de dispersién para una red bidimensional cuadrada de pardmetro reticular a = 3 A y base diatémica (
texto para los detalles de la base), con dos radios de corte distintos

En la figura 3 se muestra la funcion densidad de estados D(w) frente a la frecuencia o p:
un radio de corte de 10 A. También se muestra el resultado predicho por el modelo de Det
(D(w) = ) con una temperatura de Debye 8y = 438 K. A partir de esta magnitud se calcula
capacidad calorifica en funcién de la temperatura (figura 4). Se observa que, para al:
temperaturas, Cy, tiende al valor clasico de la ley de Dulong y Petit 4Nk = 33.2 J/mol K, don
k es la constante de Boltzmann, y varia como T2a bajas temperaturas, de acuerdo con el modc
de Debye, ya que a estas temperaturas so6lo los modos normales de menor energia estar
excitados, para los cuales la relacion de dispersién es lineal (figura 2). Del ajuste de los dat
obtenidos para el cristal bidimensional con la expresion derivada del modelo de Debye para ba
temperaturas se ha obtenido el valor de 438 K para la temperatura de Debye.
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Figura 3. Densidad de estados D(®) en funcién de la frecuencia o para una red cuadrada diatémica. También se muestra
la funcién D) predicha por el modelo de Debye con una temperatura Oy = 438 K, deducida del ajuste de la capacidad
calorifica a bajas temperaturas (ver figura 4)

40 T T T T T T T T T ICEGS

CAPAIINADCAL (RIHCA(JolL K)

0 1 l 1 I 1 I 1 I 1

o 100 200 300 400 500
TEMPERATURA (K)

Figura 4. Capacidad calorifica molar de una red bidimensional cuadrada con base diatémica, comparada con la ley
clasica de Dulong y Petit y con la curva predicha por el modelo de Debye. Del ajuste de bajas temperaturas se deduce
que 8y = 438 K

241



Calidad en la Ensefianza Universitaria

BIBLIOGRAFIA

ANDERSON, E., BAI, Z., BISCHOF, C., DEMMEL, I, DONGARRA_ J, DU CROZ
GREENBAUM, A, HAMMARLING, 8., MCKENNEY, A., OSTROUCHOV, s
SORENSEN, D. (1995). LAPACK User's Guide, Second Edition. Philadelphia, Society
Industrial and Applied Mathematics.

BILZ, H. y KRESS, W. (1979). Phonon Dispersion Relations in Insulators, Berlin. Spring
Verlag.

BOARDMAN, A.D., COOPER, G.S. y SWAGE, J. (1989). The place of computers in the teat
of physics. European Journal of Physics, 10, 161-172.

FILIPPINIL, G., GRAMACCIOLI, C.M., SIMONETTA, M. y SUFFRITTI, G.B. (1976). Latt:
Dynamical Applications to Crystallographic Problems: Consideration of the Brillouin Z,
Sampling. Acta Crystallographica, 4 32, 259-264.

VALDES, Ry VALDES, P. (1994). Utilizacién de los ordenadores en la ensefianza de la Fis
Revista Espafiola de Fisica, 8, 50-52.

VENKATARAMAN, G., FELDKAMP, LA. y SAHNI, V.C. (1975). Dynamics of Per,
Crystals. Cambridge, M.LT. Press.

AGRADECIMIENTOS
El autor agradece los valiosos comentarios y sugerencias del Dr. A. Criado Vega

Departamento de Fisica de la Materia Condensada de la Universidad de Sevilla, asi como la ayr
economica del Instituto de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Sevilla.

242





