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Abstract

The Bernstein-Sato polynomial or the b-function is an important invariant in sin-
gularity theory. It is closely related to differentials operators. This polynomial has
very useful properties and applications in differents fields of mathematics. It was
introduced in the early 1970s simultaneously, but under different scopes, by Joseph
Bernstein and Mikio Sato.

The purpose of this Master Thesis Dissertation is an update and an overview of
the main tools and results on which the algorithmic study of b-function is based. In
addition, we study some of the most efficient algorithms for computing b-functions
to date, implemented in algebraic systems such as Singular/Plural or Risa/Asir.






Introduccion

El polinomio de Bernstein-Sato asociado a un polinomio en varias variables con coefi-
cientes en un cuerpo de caracteristica 0, también conocido como la b-funcién global,
es un polinomio univariante estrechamente relacionado con los operadores diferen-
ciales.

Su origen se debe, de manera simultanea, a Mikio Sato y Joseph Bernstein. Mikio Sa-
to introdujo a principios de 1970 las a—, b— y c¢— funciones asociadas a los espacios
vectoriales prehomogéneos, los cuales tienen muchas aplicaciones en la Geometria,
Teoria de Numeros, Analisis y Teoria de Representaciones [39]. Joseph Bernstein, de
manera simultanea, defini6 el polinomio de Bernstein como parte de la construccion
de prolongaciones meromorfas de distribuciones [5,6]]. Ademas prob6 que todo poli-
nomio en varias variables con coeficientes en un cuerpo de caracteristica 0 no cons-
tante tiene asociado un polinomio de Bernstein no nulo.

Hoy en dia, se define usualmente al polinomio de Bernstein-Sato de un germen de
funcion holomorfa o regular f sobre C, como el polinomio moénico b +(s) en C[s] no
nulo de menor grado para el cual existe un operador diferencial P(s) con coeficientes
gérmenes de funciones holomorfas o regulares satisfaciendo la denominada ecuacion
funcional de Bernstein

by()f* = P(s)f*+.

Como ya hemos comentado, Bernstein probo la existencia de dicho polinomio no nulo
cuando f es un polinomio en varias variables con coeficientes sobre un cuerpo de ca-
racteristica 0. Ademas este resultado ha sido, posteriormente, extendido por Bjork [7]]
a anillos de series formales y por Masaki Kashiwara a anillos de series convergen-
tes [18]. Una prueba unificada se puede encontrar en [27].

Teoricamente se conocen muchos resultados que envuelven al polinomio de Bernstein-
Sato, como, por ejemplo, que dicho polinomio tiene todas su raices racionales nega-
tivas, resultado que fué probado por Masaki Kashiwara [18]. A pesar de todos los
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resultados conocidos sobre dicho polinomio, aunque existen algoritmos para calcu-
lar el polinomio de Bernstein-Sato de forma efectiva (basados en el calculo de bases
de Grobner), distan mucho de ser eficientes cuando tratamos polinomios en varias
variables con un grado relativamente alto. El primer algoritmo para el calculo del po-
linomio de Bernstein-Sato asociado a un polinomio no nulo arbitrario se implement6
en 1997 por Toshinori Oaku [32-34]. Desde entonces se han ido implementando nue-
vos algoritmos mas eficaces para su calculo. Estos algoritmos principalmente se basan
en la ecuacion funcional de Bernstein anterior, en el siguiente sentido:

(by(s) = P()f)[* =0.

Lo que se usa entonces, esque b.(s) € I = AnnAn[s](fs)+An[s](f), donde AnnAn[S](fs)
se denomina el ideal anulador s-paramétrico de f*y A,[s](f) es el ideal generado por
f sobre A, ® K[s], con A, denotando el n-ésimo algebra de Weyl.

Para obtener finalmente el polinomio de Bernstein Sato b,(s) € K[s] se calcula la
interseccion (b (s)) = I N K[s], mediante bases de Grobner con un orden de elimi-
nacion adecuado para la variable s.

Para el calculo del ideal anulador s-paramétrico se usa la idea de Malgrange, aunque
los algoritmos conocidos para el calculo de dicho ideal son muy complejos.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar los resultados que hacen posible el
célculo algoritmico del polinomio de Bernstein-Sato o b-funcién global siguiendo la
idea de Malgrange, y recopilar algunos de los algoritmos mas eficaces para el calculo
de dicho polinomio. Para este estudio de los algoritmos conocidos usaremos princi-
palmente los sistemas de Algebra Computacional Singular/Plural y Risa/Asir.

Comenzaremos la presente memoria con un capitulo en el que estudiaremos el
concepto de G-algebras [20]. Veremos que estas G-algebras admiten una buena teo-
ria de bases de Grobner, lo que hara posible posteriormente el estudio del calcu-
lo de la b-funcion sobre ellas. Como aportacion, probaremos que el anillo de ope-
radores logaritmicos respecto de un “divisor libre”, del cual se conoce que es una
Poincaré-Birkhoff-Witt-algebra [10], es a su vez una G-algebra, lo cual lo dota de
esta buena teoria de bases de Grobner. Por ultimo, estudiaremos las filtraciones so-
bre G-algebras y la dimension Gel’fand-Kirillov proporcionando asi la definicién de
holonomicidad de un médulo sobre una G-algebra.

El Capitulo dos se va a dividir en seis partes. En la primera estudiaremos la b-
funcion global desde otro punto de vista al usual, mediante vectores de pesos e ideales
iniciales [[1].

En la segunda parte, demostraremos que la definicion de la b-funcién global por medio
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de los vectores de pesos y del ideal de Malgrange coincide con el polinomio ménico
de la interseccion I N K[s] [1]. Es decir, que la definicién de la primera parte de la
b-funcion coincide con la definiciéon usual.

En la tercera parte, veremos que estos resultados, que en un principio se basaran so-
bre un unico polinomio no nulo, se pueden extender a un conjunto de polinomios
Sisee0 [y € KXy, .0 X,], dandonos asi el concepto de ideales de Bernstein-Sato [40],
para los cuales se pueden extender de la misma forma los resultados conocidos pa-
ra el caso de un unico polinomio en los algoritmos para el calculo de los ideales de
Bernstein-Sato.

Enla cuarta parte, estudiaremos el problema de calcular del ideal anulador s-paramétrico
mediante métodos conocidos como el de Oaku-Takayama [32] 6 el de Briancon-Maisonobe
[8]. Viendo este ultimo con mas detalle gracias a los resultados de Viktor Levan-
dovskyy sobre preimagenes de ideales en algebras no conmutativas [19]. También,
sin entrar en mucho en profundidad, veremos una pequefia comparativa de comple-
jidad entre estos dos algoritmos [15]]

En la quinta parte, estudiaremos el problema de la intersecciéon de un ideal con una
subalgebra principal de manera tedrica y algoritmica, viendo que este problema se
puede traducir en el problema de encontrar el polinomio minimo de un endomorfis-
mo. También veremos los primeros algoritmos para el calculo de la b-funcion global
y de los ideales de Bernstein-Sato usando los resultados de los temas anteriores.

En la sexta parte, dejaremos de lado el problema del célculo de la b-funcién en su
totalidad para centrarnos en un problema mucho menos complejo computacional-
mente. Veremos como comprobar cuando un niimero racional es raiz del polinomio
de Bernstein-Sato o b-funcion global y como calcular su multiplicidad en caso de ser
raiz de manera teorica y algoritmica [[22]. También estudiaremos brevemente el con-
cepto de b-funcién reducida b 7(s) y comentaremos c6mo se podrian reducir todos los
algoritmos vistos anteriormente para el calculo de la b-funcién reducida

En el Capitulo tres, vamos a centrarnos en un caso mas genérico del calculo de la
b-funcion. Se va a estudiar el mismo problema que en los temas anteriores pero afia-
diendo unas nuevas variables como parametros {u,, ..., u,, }. Es decir, el objetivo de esta
seccion va a ser calcular la b-funcién global asociada a un polinomio cuyos coeficien-
tes dependen de los parametros u,, ..., u,, es decir, f € R, = K[u,, ...,u,,1[x, ..., x,] 0
de un conjunto de polinomios f, ..., f, , € R, mediante el uso de Recubrimientos de
Grobner o Sistemas Exhautivos de Grobner.

Los recubrimientos de Grobner se han estudiado sobre todo sobre ideales paramétri-
cos polinomiales, en este tema veremos la extension de los resultados de Kapur-Sun-
Wang para el calculo de estos recubrimientos de Grobner sobre G-algebras [[17]]. Tam-
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bién veremos que, con el uso de estos recubrimientos, se pueden considerar algoritmos
para verificar raices racionales de la b-funcion asociada a un polinomio paramétrico
al igual que se hacia en la seccion seis del capitulo 2. Veremos también varios ejem-
plos en los cuales podremos comprobar que estos algoritmos tienen una complejidad
computacional enorme.



1 | G-algebras y PBW-algebras

Sea K un cuerpo. Diremos que A es una K-algebra (asociativa, unitaria) si A es
un anillo (conteniendo el elemento unidad 1,) el cual es un K-espacio vectorial,
tal que el K-producto es compatible con el producto en A de la siguiente forma:
(x-a)b=x-ab=a(x-b)paratodoa,be A, x € K.

Si A no es el espacio vectorial nulo sobre K, entonces el producto por el elemento
unidad 1 = 1, € A también debe ser no nulo. Luego podemos ver K como subanillo
de A mediante x — x - 1,. De esta forma, la condicion anterior se puede leer como
xab = axbparatodoa,b € Ay x € K, que es equivalente a xa = ax paratodoa € A,
x € K. Es decir, K esta contenido en el centro Z(A) = {z € A | az = za para todo
a € A}, de A.

A lo largo del texto trabajaremos con K-algebras asociativas y unitarias, a las cua-
les nos referiremos, a veces, simplemente como algebras 6 K-algebras.

Sea K un cuerpo y x, ..., X, un conjunto de n variables. Sea T' = T, = K(x,, ..., x,,)
la K-algebra asociativa libre generada por {x,, ..., x, }, la cual se puede escribir como
el algebra tensorial T'(V'), donde V' es el K-espacio vectorial de base x,, ..., x,. Este
algebra tiene la siguiente propiedad universal: Dada cualquier K-algebra R y unos
elementos ry, ...,r, € R, existe un tnico homomorfismo de K-algebras T" — R defi-
nido por x; - r;.

Llamaremos monomios en 7" a los elementos que forman el conjunto de todas las
palabras en {x, ..., x,}. Es decir:

a o a, . . .
M@T) = {xl.llxl.z2 X, |1<i,..i,<n conma >0 paratodoi}.

Notar que M(T') es una K-base de T. En particular, M(T) es un monoide libre, es
decir, un semigrupo con elemento neutro 1.
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El conjunto de los monomios estandar (6 de forma estandar) se define como el con-
junto:

M(T) = {xl‘_’llx;’; x?,;" |1<i,<i,<..<i,<n,conm,a; > 0 paratodoi}.

Donde, de esta forma, tenemos una ordenacion en las variables. Cualquier K-algebra
asociativa A generada por n elementos es isomorfa a T, /I para algtin ideal bilatero
I C T,. Normalmente escribiremos A =T, /I = T /I para notar dicho isomorfismo.
Si las clases de monomios estandar forman una K-base de una K-algebra asociativa
A = T/I, diremos que A tiene una base PBW (base de a Poincaré-Birkhoff-Witt)
en las variables {x, ..., x,}.

| Definicién 1.1.  SeaT" un conjunto finitamente generado. Diremos que un orden <
sobre M es un orden total, si para todom,m’ € I' con m # m’, se tiene quem < m', 6
quem’ < m.

Un orden total < sobre I" se dice que es un buen orden si todo subconjunto no vacio
del tiene siempre un elemento minimo respecto de <. Es decir, para todo H C I, existe
unh € H con h < h' para cualquier h' € H.

| Definiciéon 1.2.  Sea T una K -dlgebra (asociativa y unitaria) y sea < un buen orden
sobre el conjunto de monomios de T, (M(T), el cual sabemos que es un monoide libre).
Entonces diremos que < es un orden monomial si es compatible con el producto. Es
decir, si para todo f,g € M(T) se tiene:
(1) f < g implicaquep- f-p <p-g-p para cualesquiera p,p’ € M(T).
2)Sif=p-g-pyf+#g entoncesg < f.

Ejemplo: | Un ejemplo clasico, es el orden lexicografico sobre T' = K(x,, ..., x,,), por

ejemplo, sujeto a x, < x,_, < ... < x;. Entonces, si m, m’ son dos monomios en M(T),
podemos encontrar la mayor subpalabra comin a ambos monomios a la izquierda M,
tal que m = Mw, m’ = Mw', y en caso de no existir, se toma M = 1. De esta forma,
m < m' siysolosiw < w' siy sélo si el primer simbolo x; de w es menor que el
primer simbolo x; de w’, siy sélo si x; < x,, si y sélosij <i.

| Definicién 1.3. Dado un orden monomial < sobre el conjunto de monomios de una
K-algebra libre (asociativa y unitaria) T, cualquier f € T \ {0} se puede escribir de
manera unica como f =c-m+ f', dondec € K* ym' < m para cualquier término no
nulo ¢'m’ de f'. Se define entonces

Im(f) = m, el monomio lider de f,



1. G-ALGEBRAS Y PBW-ALGEBRAS 9

le(f) = c, el coeficiente lider de f.

Para un subconjunto G C T, se define el ideal lider de G como el ideal bilatero

LG)=({Img) |geG\{0}})CT.

Ejemplo:|Sea T = K(x,, x,, x5) y < el orden lexicografico anterior. Tomemos f =

2x7x3 +x5x, + x|, entonces f =c-m+ f'dondec =2, m=x>x]y f' = x;x;+xes
lo restante de f.

| Definicién 1.4. Sea < un orden monomial sobre M(T) fijado. Diremos que un sub-
conjunto G C I es una base de Grobner de I con respecto de < si L(G) = L(I).

| Definicion 1.5. Sean m,m’ € M(T) dos monomios. Diremos que m divide a m’ si
existen p,q € M(T) tales quem’ = p-m- q.

Un conjunto G C T se dice minimal, si para todo g,,8, € G se tiene que Im(g,) y
Im(g,) no se dividen entre si.

| Definiciéon 1.6. Sea G el conjunto de todos los subconjuntos finitos de T ordenados
por el cardinal de dichos subconjuntos. Una forma normal (a la izquierda y a la dere-
cha) sobre T, es una aplicacion

NF:TxG—T, (f,G)— NF(f,G)

satisfaciendo las siguientes condiciones paratodo f €T y G € G.
(i) NF(0,G) =0,
(ii) SINF (f,G) # 0, entonces Im(NF (f, G)) & L(G).
(iii) (f =NF (f, G)) € (G).

Algoritmo 1.1. NF(f,G)
Input: f € T = K(x,,...,x,),G € G.
Output: 2 € T, una forma normal de f respecto de G.
BEGIN
h— f
G, — {g € G| Im(g)|lm(h)}
while ((h # 0) and (G, # 9) do
Elegir cualquier g € G,
Calcular I, r € M(T) tal que Im(h) = [-lm(g) - r

heh-"® .. q.p
le(g)
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end-while
return h
END

Podemos observar que en cada eleccion arbitraria de g € G, puede hacer que nos
salga una forma normal distinta.

Proposicion 1.1.  El algoritmo NF aplicado sobre f € T 'y G € G termina y devuelve
una forma normal de f respecto de G.

Demostracion. Comenzando en h, = f, en el i-ésimo paso del bucle while se calcula
h,. Por construccion, es claro que Im(#;) < Im(h,_,). Luego obtenemos una sucesion
estrictamente decreciente Im(A,) > Im(h,) > ... > Im(h,) > ... de los monomios lide-
res de los respectivos h;,. Por tanto, como < es un buen orden, el conjunto que forma
dicha sucesion tiene un minimo, que es donde el algoritmo termina.

Supongamos que este minimo se alcanza en el paso m del bucle. Sea h = h,, # 0
y sean [, r; los monomios correspondientes a las distintas elecciones de g; € G en
cada paso del bucle anterior al paso m-ésimo. Volviendo atras mediante sustituciones,

obtenemos la siguiente expresion de A

m—1
h=f- Zligiri’
i=1

tal que Im(f) = Im(/,g,r,) > lm(/,g,r;) > Im(h,,). Ademas, por construccion del al-
goritmo, G, = @ en el paso m-ésimo, (ya que & # 0). Luego Im(g) & L(G). De donde
se deduce que devuelve una forma normal de f respecto de G con cualquier elecciéon
que estemos haciendo de los g;. |

SeaT = K(x, ..., x,) la K-algebra libre (asociativa y unitaria) generada por x,, ..., X,,,
y < un orden monomial fijado sobre M(T'). Para un m fijado, se define el conjunto de
indices U,, := {(i},....i,,) | 1 £i, <i, <...<i, < n}. Supongamos que existen dos
conjuntos C = {¢;;} C K*y D = {d;;} C T, donde (i, j) € U, tales que podemos

construir el conjunto F := {f;; | (i, j) € U,} verificando:

Fi=xx;,—¢;-xx; —d,,

Im(f};) = x;x; ylm(d,;) < x;x;.
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Ademas, vamos a suponer que los polinomios d;; estan ya dados en monomios estan-
dar. En caso de que un polinomio d;; no esté dado en monomios estandar se puede
hacer una simplificacién para reducirlo a monomios estandar de la siguiente forma.

Supongamos que tomamos < un buen orden sobre M(T) con x, < ... < X,, entonces
X, 1 X, < X, 90X, < X,_»X,_| < ..<X;X,.De esta forma d
monomios estandar. El siguiente, d

consiste unicamente en

n—1,n
._2.,, Unicamente tiene a x,x,_; aparte de los mono-
mios estandar, pero podemos reemplazar x,x,_, conc,_, X, X,+d,_, , y asi obtener
und! _,,» Que Unicamente contiene monomios estandar. Ademas, como Im(f;;) = x;x;
y Im(d;;) < x;x;, este proceso de ir sustituyendo terminara en un nimero finito de
pasos y obtendremos F := F’, un conjunto donde cada dl.’j esta Gnicamente dado en

monomios estandar.

Sea entonces I = (F) C T el ideal bilatero generado por F después de la simplifica-
cién a dicho conjunto, (es decir, los d, i Unicamente estan representados en monomios
estandar).

| Definicién 1.7. Sea T = K(x,,...,x,) la K-algebra libre (asociativa y unitaria)
generada porx, ...,x, yseal = (F) el ideal bilatero generado por el conjunto F anterior.
Se definen los elementos de no degeneracion para (i, j, k) € Uy como

./\fDCijk = CyCjy * dijxk - xkd,.j + ¢y xjdik —¢e d,.kxj + djkxi —C;iCik xidjk eT.
| Teorema 1.1 (PBW Theorem [[20]). Supongamos que existe un conjunto F = { f,,

pong q ij
|1 <i<j<n}cCT=K(xy,..,x,), como en el caso anterior, tal que

fii=x;x;—¢; - x;x; —d,;;, paratodo j > i,conc; € K*,d; €T,

Sea el ideal bilatero I = (F) y supongamos que existe un buen orden < sobre M(T), tal
quelm(f;;) = x;x; ylm(d,;) < x,x,. Entonces son equivalentes:
(i) F es una base de Grobner de I respecto de <,
(ii) Para cualquier forma normal NF sobre T, se tiene que NF (NDC[jk, F)=0
para todo (i, j, k) € U3,
(iii) La K-algebra A = T' /I tiene una base de Poincairé-Birkhoff-Witt (PBW) con

respecto a x, ..., X,,.
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1.1 G-algebras

En las condiciones del teorema anterior, tenemos A = T /I una K-algebra con una
base de PBW, la cual sabemos que es el conjunto de monomios estandar de T'. Por ello,
vamos a llamar de la misma forma, monomios de A, a los elementos de la base PBW
de A. Vamos a denotar al conjunto de monomios de A por M(A) los cuales ademas,
gracias a la existencia de la base PBW se pueden identificar con N" mediante

a Qa,
x* = xl1 e x, e (a, ) = a.

| Definiciéon 1.8. Sea < un buen orden total sobre N" y sea A una K -algebra asocia-
tiva con una base PBW.
e Un orden < (=<) se dice que es un orden monomial sobre A si se verifican las
siguientes condiciones:
- Para cada a, p € N", sia < f, entonces x* < x”,
- Para cada a, B,y € N" tales que x* < x” se tiene x*™" < x#*7,

e Cualquier f € A\ {0} se puede escribir de forma tinica como f = ¢, x* + f/,
conc, € K* yx¥ < x* para cualquier término no nulo ¢'x* de f'. Definimos

Im_(f) :=x% , el monomio lider de f,
le_(f) :=c¢, ,elcoeficiente lider de f,
le_(f) :=a ,elexponenteliderde [ y
It_(f) :=c,x* , el téermino lider de f.

Esta definicion practicamente se basa en la identificacion de cualquier monomio x* =
x‘f1 ... X," en A, debido a la existencia de una PBW base en A, por (a,...,a,) = a. A
lo largo del texto escribiremos Im_ y Im de manera idéntica en caso de que no halla
confusion.

| Definicién 1.9. Sea K un cuerpo, T = K(x,,...,x,) e I un ideal bilatero de T,
generado por los elementos

XX =€y XXy —dy, 1 <0< j<m,

donde ¢;; € K* ytodod;; € T es un polinomio que inicamente contiene monomios
estandar de T'. Una K -algebra A = T /I se dice que es una G-algebra, si se verifican
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las siguientes condiciones:

» Condicion de orden: existe un orden monomial < sobre N", tal que Im(d;;) < x;x;
para todoi < j.

« Condicién de no degeneracion anulada: N'DC,;, = 0 paratodo1 <i < j <k <n
y para los conjuntos C = {c;;} cK*yD={d;} CA.

Por el PBW Theorem|[1.1|tenemos que cualquier G-algebra tiene una base de PBW de-
bido a que sus elementos de no degeneracién son todos nulos.

Como consecuencia directa de este resultado, al igual que antes, obtenemos que cual-
quier elemento no nulo f de una G-algebra A se puede escribir de forma tunica en
términos de la PBW-base canénica:

f= Z ¢, x% ¢, € K* y x* € M(A).

aeN,

| Definicién 1.10. Definimos el grado total de f:
deg(f) := méxaeNg{lal tc, #0}.

Donde |a| = a; + -+ + a,,.
Y, dado un vector 0 # w € R", definimos el grado total ponderado de f con respecto
al vector de pesos w a:

degw(f) = méxaeNg Z wiai|ca 5& 0
i=1

Por convenio, deg(0) := deg, (0) := —oo.

Volveremos a estas definiciones mas adelante cuando hablemos de filtraciones con
respecto a vectores de peso.

| Definicién 1.11. Sea A una G-dlgebra en n variables sujeta a ciertas relaciones
dadas por un conjunto F como en la definicion[1.9, entonces:

- Sitodo d;; = 0, diremos que es un algebra quasi-conmutativa

- Si todo ¢;; = 1, estaremos tratando un algebra de tipo Lie.

-Sitodoc;; =1 yd,;; =0, entonces es un algebra conmutativa.

Observacion 1.1.  Si A es una G-algebra en n variables sujeta a unas relaciones dadas
por un conjunto F como en la definiciéon (1.9} Notar que podemos escribirla de manera
equivalente mediante la forma:
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A= K(xp,..x,|{x;x; =¢;; - x;x; +d;;,1 <i <j<n}) dondec; € K*,d;; € A

ij

Las G-algebras que tratemos las notaremos de esta forma a lo largo del texto.

Ejemplos: | (1) Un caso peculiar de G-algebra que vamos a tratar durante todo el

texto, es la n-ésima algebra de Weyl, la cual se suele denotar por A, y viene dada por:
A, = K(x,0,) 1= K(xy, ..., X,, 0, ...,0,[{0,x; = x;0;, + 6,; para 1 <i,j < n})

Donde §;; es la delta de Kronecker. Las relaciones entre el conjunto de variables {x;}
entre si, y entre el conjunto de variables {0,} entre si, son conmutativas y normal-
mente omitiremos la escritura de las relaciones conmutativas.

En este caso tenemos que d;; = §,; y ¢;; = 1 paratodo 1 < i,j < n, siempre que
tratemos las relaciones no conmutativas, ya que en el caso de las relaciones no con-
mutativas tenemos que ¢;; = 1y que d;; = 0 siempre. Luego tomando un orden
monomial de la forma x, < ... <x; <9, < ... <0, es claro que Im(d;;) < x,0,.
Ademas, con un pequefio abuso de notacién, denotando x, := 0, paran+1 < k < 2n,
como los ¢;; = 1 siempre, entonces se tiene que

NDC,, =d

Xy —xdy+x;dy —dyx; +dyx; —x,d;, paratodo 1 <i < j <k <2n.

ij
Y como d,, € {0,1} en cualquier situaciéon, entonces podemos escribir el término
anterior para todo 1 <i < j < k <2n de la forma

NDCijk =(d;; —dipx +(dy — dy)x; + x,(dy — d ),

de donde se concluye la condicion de no degeneracién anulada.

En este caso, las relaciones no conmutativas obtenidas son del tipo Lie y por tanto
la comprobacién de la condicion de no degeneraciéon anulada no tiene complicacion.
Sin embargo, hay casos donde esta comprobacion se vuelve muy costosa. Aunque pa-
ra ello podemos usar Singular de la siguiente forma:

1. Construccion del algebra no conmutativa.
ring A = 0,(x1,x2,x3,d1,d2,d3),dp;
matrix D[6] [6];
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D[1,4]=1; D[2,5]=1; D[3,6]=1;
ncalgebra (1,D);

Donde x1,x2,x3,d1,d2,d3, son las variables y dp es el orden lexicografico inver-
so. D es la matriz que representa los elementos d;; y el 1 representa la matriz unidad
C que daria los elementos c;; (son todos 1). El comando ncalgebra construye el alge-
bra no conmutativa usando las matrices C 'y D como los conjuntos {c;;} y {d,;} vistos
anteriormente.

Ahora podemos ver las propiedades de este algebra llamandola directamente en el
comando de Singular.

A;
==>
// characteristic : O
// number of vars : 6

/] block 1 : ordering dp
/1 : names x1 x2 x3 d1 d2 43
// block 2 : ordering C

//  noncommutative relations:
//  dixl=x1di+1
/[ d2x2=x2d2+1
// d3x3=x3d3+1

2. Comprobacion de la condiciéon de no degeneracion anulada.
LIB "nctools.lib";
ideal N = ndcond();
N;
==>

N[1]=0

Para usar el comando ncond hay que importar la libreria "nctools.1ib" [24]. Este
comando calcula el conjunto de todos los elementos de no degeneracion y, por tanto,
si el ideal generado por dicho conjunto es nulo, quiere decir que se verifica la con-
dicion de no degeneracion anulada. Por lo tanto, dicho comando es una herramienta
muy util para comprobar si estamos trabajando sobre una G-algebra.

(2) Otro ejemplo claro de G-algebra, es el anillo de polinomios K[x, ..., x,], el cual
es simplemente la K-algebra generada por las variables x,, ..., x,, con las relaciones
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conmutativas entre ellas. Es conocido que el anillo de polinomios es un A,-médulo a
la izquierda, simple y de torsién que podemos identificar con A,/(d,, ..., d,). Donde
9y, ...,0,) es el ideal a la izquierda generado por los operadores diferenciales 0, ..., 0

Uy

en A,. En este caso, el anillo de polinomios es una G-algebra conmutativa ya que los
coeficientes ¢;; = 1 ylos d;; = 0.

Lema 1.1. Sea A = K(x,,...,x,|R,)y B = K(y,,...,y,| Rg) dos G-algebras cuyas
variables estan sujetas a los conjuntos de relaciones R, y R, respectivamente. En-
tonces

AQ®g B = K(xy,...., X, Vpsoos Vo | R4URp U {y;x; = x,9; | 1 <i <n, 1 < j <m})

es también una G-algebra [20].
Corolario 1.1.  El n-ésimo algebra de Weyl A, se puede considerar como el producto
tensorial de n copias del algebra de Weyl A,. Es decir, A, & ® kA, [20].
i=1
Proposicion 1.2 ( [20]]). Sea A una G-algebra en n variables, entonces tenemos las
siguientes propiedades:
* A tiene una base PBW.

A es Noetheriano a la izquierda y a la derecha.
» A es un dominio de integridad.

1.2 El anillo de operadores diferenciales logaritmi-
cos respecto de un divisor libre visto como G-
algebra

| Definicién 1.12. Sea f € Kl[x,,...,x,]. Diremos que f es un divisor libre si el
modulo de las derivaciones logaritmicas

Der(log f) = {6 = Zi a,.axl_ | a; € K[x,....,x,], 0(f) € ()},

es un modulo libre (necesariamente de rango n) sobre el anillo K[x,, ..., x,,].

El objetivo de esta seccion es probar que, dado un divisor libre /' € Kl[x,...,x,],
el modulo de las derivaciones logaritmicas Der(log f) es una G-algebra. Para ello se
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puede probar que una base del subanillo del algebra de Weyl generado por K[x,, ..., x,,]
y por Der(log f) (Vf = K[x,, ..., x,1{6,, ..., 6,)) viene dada por {5, ...,6,} (Teor. 2.1.4
[10]), donde se verifican las siguientes relaciones:

[6,6,1= ) s, (1)
k=1
5= ), a,0, 2)
j=1
6l-xj = xjél- + 5,.(xj) = xjél- +a;; (3)
Donde los aff € K[x,,...,x,] ylos a;; € K[x, ...,x,] son los que determinan cada ¢;:

51 axl
6}1 ax

A esta matriz A = (g;;), se la denomina matriz de Saito y verifica que det(A) = k - f,
para algin k € K \ {0}.

Debido a las condiciones (3) y (1), se tiene que la base {x,,...,x,,6;,...,6,} es una
PBW-base de Der(log f). Veamos que en particular dicha base lo dota de estructura
de G-algebra.

En ( [11]], Remark 3, pag. 138) ya se sugiere la posibilidad de que los anillos de ope-
radores diferenciales logaritmicos admitan una buena teoria de bases de Grobner. En
particular, al probar que es G-algebra podremos usar la teoria de bases de Grobner
sobre G-algebras que veremos en la siguiente seccion.

Denotemos al conjunto de variables {x, ..., x,,0;,....,0,} Por {X|, ..., X, X,4 15 --» X, }-

Entonces los conjuntos C = {¢;;} € K*y D = {d;;} € V, tal que (i,j) € U, =
{(i,j) | 1 <i < j <2n} de la definiciéon de G-algebra[l.9 vienen dados por:

¢;; = 1, para todo (i, j) € U,

d; =0, para(i,j) € Usyconj<n (variables conmutativas), (a)
dij =a;;_, para (i,j)eV,coni<n y (b)
d,=- Z a;‘(—n,j—nxkﬂ, para (i, j) € U, coni > n. ()

k=1
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1.2.1 Condicién de orden

Hay que probar que existe un orden monomial < sobre la base estandar de monomios
M({xy, ..., x5, 1), tal que Im(d;;) < x;x; para todo (i, j) € V,.
Cada una de las posibilidades de los elementos d;; nos proporciona condiciones sobre
el orden monomial buscado.
* Los elementos d,; dados en (a) no proporcionan ninguna condicion sobre dicho or-
den.
* Los elementos d;; dados en (b) son polinomios g;; € K[x,...,x,] de grado total
arbitrario, pero finito. Se tiene que verificar:

Im(a;;) < x;x; = x;6,_,
Por tanto, basta tomar un orden monomial basado en pesos, el cual le dé un peso lo
suficientemente grande a la variable 6,_, = x; para que el producto x;x; sea mayor,

con respecto a dicho orden, que el monomio lider de g, ;, que sera un monomio en las

ij?
variables {x, ..., x, } de grado arbitrario.
* Los elementos d;; dados en (¢) son combinaciones con coeficientes en K[x, ..., x,]

de las variables x .» X,,. Por tanto, para que se verifique

PASERE

n
ij —
lm(z O X ) <X X; =06,_,6;_,
k=1

Debemos de dar un peso lo suficientemente grande a x; y x; para que su producto sea
mayor, respecto de dicho orden, que cualquiera de las variables x, ., parak =1, ...,n,
por separado.

1.2.2  Condicién de no degeneracion anulada

Como los elementos ¢;; = 1 para todo (i, j) € V,, los elementos de no degeneracion
del algebra vienen dados por:

NDCijk = dijxk - xkdij + xjdik - dikxj + djkxi - xidjk5 con (i, j, k) € Vs.
Ademas, usando de nuevo que ¢ = 1 para todo (i,j) € V,, se tiene que X;x; =
x;x; + d;; y por lo tanto d;; = [x}, x;]. Luego los elementos de no degeneracion son

de la forma:
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NDCijk = [xj,xl.]xk - xk[xj,x,-] + xj[xk,xi] - [xk,xi]xj + [xk,xj]xi —
x;[xg, x;1=0x;, x,1, %, 1+ [x5, [xg, X, 11 + [Lxg, X1, %] =
[x;s x5 x4 01+ [, [xg0 X, 11 + [x4 [x, ;11 =0

Debido a la identidad de Jacobi.

Ejemplos: | (1) Sea f = x? — x] y sea D C C? el divisor libre definido por la ecua-
cion polinomial aterior, la cual es cuasi-homogénea con respecto al vector de pesos

(w,, w,) = (3,2) respecto de las variables (x,, x,). Se tiene que D es libre y, como ya
hemos visto, una base global de Der(log D) viene dada por {6,, 6, }, donde:

6; =3x,0, +2x,0,,
0, = 3xgax1 +2x,0,, ¥y
6,(f)=6f,06,(f)=0,[6,,6,] =6,. Es decir 6,6, = 6,6, — 6,.

Entonces, tomando la PBW-base {x,, x,, 8, 6,} como ya mencionamos antes, los con-
juntos C = {¢;;} y D = {d;;} se pueden representar con las matrices:

1111 0 0 3x; 3x?
11 10 0 2x, 2x
C‘1111’D_000—52 (1.2)
1111 00 0 O

Para que se verifique la condicién de orden, podemos tomar un orden monomial por
pesos que dé el peso 1 a las variables x,, x, y el peso 3 a las variables 6,,6,.

> r=20,(x1l,x2,d1,d2), (wp(1,1,3,3))"
> Dr4][4];

> D[1,3]1=3%x1:

> D[2,3]=2%x2;

> D[1,4]=3%x2"2;

> D[2,4]=2%x1;

> D[3,4]=-d2;

> ncalgebra(l,D) !

I dz2 —-d2
> N = ndcond() ;
> N;

N[l]=0
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(2) En la misma linea del ejemplo anterior, sea f = x‘l‘ + xi + x‘z‘x1 ysea D C C? el
divisor libre definido por la ecuacién polinomial anterior. Se tiene que una base de
Der(log D) viene dada por {6,, 6, }, donde:

0, = (16xf + 20x,x,)0, + (12x,x, + 16)(%)(3)62
0, = (16x1x§ + 4x§ — 125x,x,)0, + (12x; - 4x% + 5x,x, — 100x§)0x2 con
[6,,6,1 = =(=12x3 + 5x, + 175x,)6, — (20x, + 28x,)5,

De nuevo, realizando el mismo proceso en Singular, obtenemos:

>
>
>
>
>
>
>
>
>

r =0, (x,y,d41,d42), (wp(1,1,3,3)):
D[4]1[4]1:

D[1,3]=16+x*2+20%x*y;
D[2,3]=12+x*y+16%y*2;
D[1,4]=16+x*y 244%y*3-125+x+y;
D[2,4]=12+%7*3-4*x*245%x+y-100+y*2;
D[3,4]= (-12+%y*2+5+x+175%y) *d1- (20%x+28+y) *d2 ;
ncalgebra(l,D) ;

I d2 ¥
> N = ndcond() ;
> N;

N[1]=0

Notar que aqui hemos usado también un orden monomial por pesos wp(1,1,3,3)
que dael peso 1 ax ey, yel peso 3 ad,, §, para que se verifique la condicion de

orden (1.9).

1.3 Bases de Grobner en G-algebras

| Definicion 1.13.  Sea A = K(x|, .., x,|{x,x; = ¢;;x;x; + d;; para1 <i < j < n})
una G-algebra. Sean m,m’ dos monomios en A. Pongamos que m = x* ym' = xP.
Diremos que m divide a m’, denotado por m|m’, si a; < f; para todoi =1, ..., n.

En el caso en que A sea conmutativo, existe un p € M(A) tal que m’ = p - m. En ca-
so contrario, el sentido de esta definicion es que m’ es reducible a la izquierda por m.
Es decir, que existeunc € K\{0},p € Ayr € Atalesquelm(r) < mym' = c-p-m+r.
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Ejemplo: | Por ejemplo tomemos los vectores exponentes « = (1,1), f = (2,2) de

N2. Supongamos que A es una G-algebra generada por dos elementos {x,d} cuyas
relaciones estan por determinar. Entonces tenemos que m; := xd|x%d* := m,, pero
la division de uno por el otro depende de las relaciones entre los generadores de la
G-algebra:

- Si A = K[x, 0] el anillo de polinomios conmutativo en dos variables, entonces

tenemos que m, = xom,.

-SiA=A,=K(x,0|0x =x0+ 1), entonces my =0 - m; — 0.

Se puede extender la definicion de un orden monomial al caso de un moédulo libre
a la izquierda A" = Ae, @ --- @ Ae,, donde ¢, es el vector de r entradas, cuya i-ésima
entrada es un uno y las demas son nulas. Como cualquier e, conmuta con todos los
elementos de A, A” es un bimddulo libre.

| Definicion 1.14. Diremos que x*e, € A" es un monomio en la componente i. De
esta forma:

M(A") i={x%; |laeN", 1 <i<r}={l,..,r}xN".

Si tenemos un monomio x%e; en la componente i en A”, es conveniente su represen-
tacion en forma vectorial @ = (i, a;, ..., a,) € {1,...,r} X N", donde la primera entrada
denota qué componente envuelve el monomio.

| Definiciéon 1.15. Sea < un orden monomial sobre A. Un orden monomial (mo-
dular) sobre A” es un orden total <,, en el conjunto de monomios M(A"), tal que se
verifican las siguientes condiciones para cualesquiera o, f,y € N" y1 <i,j <r.

(i) Six"e; <,, x’e;, entonces x**7e, <, x"*7e,.

(ii) Si x* < xP, entonces x%e; <, xe,.
Traducido a sus vectores exponentes, las condiciones anteriores son de la forma:

(i) Si (i, a) <,, (j, B), entonces (i, +y) <, (j, f +7),

(i) Si @ < p, entonces (i, a) <, (i, p).

| Definicién 1.16. Sea f € A"\ {0}. Entonces f se puede escribir de manera tinica
como f = c,x"¢; + g, donde c, € K* y x’e, < x%e; para cualquier término no nulo
dxﬂej de g. Entonces definimos

Im_ (f) :=x"; el monomio lider de f,
le_ (f) i=¢, el coeficiente lider de f,
1e<m (f) :=(G,a) el exponente lider de f,
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leomp_ (f) =i la componente lider de f y
It, (f) :=c,x" el término lider de f.

Cualquier orden monomial < sobre A se puede extender de forma natural a un orden
monomial sobre A" tomando una ordenacién de los e;.

Por ejemplo, si ordenamos los e; de la forma e, < e, < ... entonces podemos conside-
rar un orden monomial sobre A" que dé mas importancia a dicha ordenacion de los e,
o bien, podemos considerar un orden monomial sobre A" que le dé mas importancia
al orden monomial < de A. Estos se definen respectivamente como sigue:

x%e; <por XPe; <= i< jo,sii=j,x*<x’.
x%; <rop xﬁej = x*<xP o, six*=xPi<].

| Definicién 1.17. Sea < un orden monomial sobre A”, I C A" un submédulo a la
izquierda y G C I un subconjunto finito de I. Se dice que G es una base de Grébner a
la izquierda de I siy solo si para cualquier f € I \ {0} existe un g € G tal que Im(g)

| Im(f).

e Sea §' un subconjunto de A’, se define el monoide de exponentes lideres de S
como el N"-monoide generado por los exponentes lideres de los elementos de S. Es
decir, L(S) :=((i,a) | Is € S, le(s) = (i,a)) C {1,....,r} X N".

 Sea .S un subconjunto de A", el span de monomios lideres de S se define como
el K-espacio vectorial, generado por el conjunto {x%¢, | (i,@) € L(S)} C M(A"). Es
decir, L(S) := ({x%,; | (i,a) € L(S)}) C A".

Observacion 1.2.  Una definicion alternativa de base de Grobner a la izquierda es me-
diante L(SS). En las condiciones de la definicion anterior, se dice que G es una base de
Grobner a la izquierda de 1 siy sélo si L(G) = L(I) como K-espacios vectoriales [20].

| Definicién 1.18. Sea f € A" y S C A" un subconjunto. Diremos que f esti redu-
cido respecto de S, si ningiin monomio de f esta contenido en L(.S).
Diremos que S es minimal si0 & S y Im(s) € L(S \ {s}) paratodos € S.
Diremos que S esta reducido, si0 & S y para todo s € S se verifican las siguientes
condiciones:

1. s esta reducido respecto de S \ {s} y

2. s-1t(s) esta reducido respecto de S.
Esto quiere decir que para cada s € S, el monomio lider de s no divide a ningiin monomio
de cualquier otro elemento de S.
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| Definicion 1.19.  Sea G el conjunto de todos los subconjuntos finitos no vacios orde-
nados de A" con respecto a un orden monomial <.
e Una forma normal (a la izquierda) sobre A" es una aplicacion

NF:A"xG— A", (f,G)— NF(f,G)

Satisfaciendo las siguientes condiciones para todo f € A yG € G:

(i) NF(0,G) =0,

(i) NF(f,G) # 0 = Im(NF(f,G)) &€ L(G).

(iii) (f =NF (f, G)) € 4(G)
Una forma normal a la izquierda NF se dice que esta reducida con respecto de G € G,
(forma normal reducida (a la izquierda)), si NF (f, G) esta reducido con respecto a
G en el sentido de la definicion anterior.

e Sea G = {g,....8,} € G. Una representacion de f en los elementos del A-mddulo
generado por G, (,(G)),

N
f = ZaigiJ ai e A;
i=1

satisfaciendo que Im(f) > Im(a,g,) para todoi =1, ..., s tal que a,g; # 0, se dice que es
una representacion estandar (a la izquierda) de f con respecto a G.

Lema 1.2. Sea I C A" un submoédulo, G C I una base de Grobner (a la izquierda)
de I y NF (-, G) una forma normal sobre A" con respecto a G. Entonces se tienen los
siguientes resultados:

(1) Para cualquier f € A" tenemos que, f € I < NF (f,G) =0.

(2)SiJ C A" es un submodulo con I C J, entonces L(I)=L(J) = [ =J.

(3) Si NF (-, G) es una forma normal reducida, entonces es tnica.

Demostracion. (1) SiNF (f, G) = 0, entonces f € I. Por otro lado, si NF (f, G) # 0,
entonces Im(NF (f,G)) € L(G) = L(I), luego NF (f,G) & I, que implica f & I.

(2) Sea f € J y supongamos que NF (f, G) # 0. Entonces In(NF (f, G)) &€ L(G) =
L(I) = L(J), que es una contradiccion, ya que NF (f,G) € J. Luego, por (1), f € 1
y por tanto I = J.

(3) Sea f € A" y supongamos que h, h’ son dos formas normales reducidas de f
con respecto a G. Entonces h—h' estd en el A-mddulo generado por G, el cual coincide
con I por ser G una base de Grobner de I.Si h—h' # 0, entonces Im(h—h") € L(I) =
L(G), lo que contradice el hecho de que Im(h — h’) sea un monomio de 4 6 de 4’. |
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| Definicién 1.20. Sean 0 # f,g € A’ conIm(f) = x%; ylm(g) = xﬁej, respec-
tivamente. Consideremos y € Nj definido de la forma y;, := max{a;f;} para todo
1 <i < n. Entonces definimos el s-polinomio (a la izquierda) de f y g de la forma:

Spoly(f’ g) = (xy_af — wxy_ﬁg)éu

le(x7=Fg)

Observacion 1.3.  Esfacil ver que Im(Spoly(f, g)) < Im(f-g).Si ademas Im(g)|Im(f),
supongamos que Im(g) = xfe;, Im(f) = x“e;, entonces el s-polinomio es mas sencillo:

1 a—
Spoly(f,g) = f— ﬁx s

Y claramente se tiene también que Im(Spoly(f, g)) < Im(f).

El siguiente algoritmo calcula la forma normal a la izquierda de f respecto de un
conjunto G € G mediante el céalculo de los Spoly. Supondremos en los algoritmos
que vienen que tenemos A una G-algebra y un orden monomial < sobre M(A").

Algoritmo 1.2. LeftNormalForm(f,G).
Input: f € A", G (g
Output: 1 € A", una forma normal a la izquierda de f con respecto a G.
BEGIN
h<f
G, < {g € G : Im(g)|lm(h)}
while (2 # 0)and (G, # 0)) do
elegir g € G,
h < Spoly(h, g)
G, < (g € G : Im(g)[Im(h))
end-while
return A
END

Proposicion 1.3.  El algoritmo termina y devuelve la forma normal a la izquierda de
f € A" respecto del conjunto G € G.

Demostracion. El algoritmo termina: sea h, = f, en el i.ésimo paso del bucle
while, estamos calculando i, = Spoly(h,_,, g). Como Im(h,) = Im(Spoly(h,_,, g)) <
Im(h,_,), obtenemos, como en el algoritmo NormalForm del caso asociativo, un con-
junto {Im(A,)} de monomios lideres de los respectivos calculos de /,, donde para cada
i se tiene Im(h,, ) < Im(h;). Por tanto, como < es un orden monomial y, en particular,
un buen orden, este conjunto estrictamente decreciente tiene un minimo, donde se
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concluye que el algoritmo termina.
El algoritmo devuelve N F(f, G): Supongamos que el minimo se alcanza en el pa-
so m. Sea h = h,,, haciendo sustituciones para volver atras en el algoritmo podemos
obtener una expresion de la forma:

m—1
h=f-) ag
i=1

donde a; son simplemente términos que van apareciendo al sustituir y g; € G son
las sucesivas elecciones que se habian hecho de elementos de G,. Donde se satisface
que Im(h,,) < Im(a,g;) < Im(a,g,) = Im(f) y por construccién del algoritmo se tiene
que Im(h) € L(G) si h # 0, (ya que entonces G, = ), de donde se concluye el
resultado. |

Usando la definicion de forma normal reducida a la izquierda, podemos extender el
algoritmo anterior de forma sencilla inicamente imponiendo condiciones para que
ningin monomio de NF (f, G) esté contenido en L(G). De esta forma obtendriamos
la unicidad en el output debido al[1.2(3).

Algoritmo 1.3. LeftNormalFormRed(f,G)
Input: f € A", G € C.
Output: & € A’, la forma normal reducida de f con respecto a G.
BEGIN
h<0
g<f
while (g # 0) do
g < NormalForm(g, G)
h < h+1c(g)lm(g)
g < & — le(g)lm(g)
end-while
return h
END

En este caso la prueba es mas sencilla. Ya que cuando hacemos g « g — lc(g)lm(g),
obviamente tenemos que Im(g — lc(g)lm(g)) < Im(g), y por tanto se asegura la finali-
zacion del algoritmo.

Por otro lado, que devuelva la forma normal reducida de f respecto de G se tiene
directamente del algoritmo anterior y de que este nuevo algoritmo recoge las condi-
ciones que se imponen sobre la definiciéon de forma normal reducida al hacer en cada
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paso g « g — lc(g)lm(g).

Pasemos ahora a dar un algoritmo para el calculo de bases de Grobner (a la izquier-
da) sobre G-algebras, el cual se basa principalmente en el algoritmo de Buchberger
extendido al caso no conmutativo.

Algoritmo 1.4. GB(H, <)
Input: H € G, < un orden monomial dado.
Output: G € G, una base de Grobner (a la izquierda) del submoédulo (a la izquierda)
I1=,(H)yCcA".
BEGIN
G<H
P<{(f.9|f.6€G}CGXG
while (P # 0) do
Elegir (f,g) € P
P < P\ {(/.9)
h < LeftNormalForm(Spoly(f, g),G)
if (h # 0) then
P < Pu{(h NIf €G}
G—GUh
end-if
end-while
return G
END

Lema 1.3. El algoritmo GB(H, <) termina y devuelve una base de Grébner (a la iz-
quierda) del ideal I generado por H en A, (I = A(H)).

Demostracion. El algoritmo termina: de la propiedad (ii) de la definicién de una
forma normal, (NF (f,G) # 0 = Im(NF (f,G)) € L(G)), tenemos que si 2 # 0
entonces Im(h) € L(G). Por tanto, se tiene que A(G) C A({G, h}) y obtenemos, de
esta forma, una sucesion estrictamente creciente de ideales en A. Usando que A es
noetheriano esta sucesion se estabiliza en en algin momento. Luego, después de
un numero finito de pasos, siempre tendremos que NF (Spoly(f, g), G) = 0, para todo
(f,g) € Py, después de otra cantidad de pasos finitos, tendremos que el conjunto P
de pares sera vacio. Eso concluye que el algoritmo termine.

El algoritmo devuelve una base de Grobner del ideal (a laizquierda) I = A(H):
la demostracion se obtiene directamente del criterio de Buchberger extendido al caso
no conmutativo, mediante el uso de una forma normal, que vamos a ver a continuacion

(teorema [1.2). |
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Observacion 1.4. Si en el algoritmo anterior tenemos que LeftNormalForm es una
forma normal reducida y que H esta reducido, entonces la base de Grébner G, que
obtenemos, es una base de Grobner reducida.

Si H no esta reducido, se puede aplicar después LeftNormalForm a (f,G \ {f})
para todo f € G para obtener una base de Grobner reducida. Denotaremos por
RedGB(H, <) | al proceso que primero calcula una base de Grobner de I = ,(H)
y después la reduce para la obtencion de una base de Grobner reducida.

| Teorema 1.2. Sea A una G-algebra, I C A" un submédulo (a la izquierda) y G =
{gy,..-.8} C I un subconjunto. Sea NF (-, G) una forma normal sobre A con respecto de
G. Entonces son equivalentes:

(1) G es una base de Grobner de 1.

(2) NF(f,G)=0paratodo f € I.

(3) Cada [ € I tiene una representacion estandar con respecto a G. Es decir, existen
!

ai,...,a; € A tales que f se puede escribir de la forma f = Z a,g;. Donde
i=1

Im(a,g;,) < f ya,g; #0 paratodol <i <.

(4) Criterio de Buchberger: NF (Spoly (g;,8;),G) = 0 paratodo1 < i,j < 1.

Demostracion. (1) = (2), se sigue directamente del lema de Diamond [4].

(2) = (3), se tiene de las definiciones correspondientes.

(3) = (1), vemos que si f tiene una representacion estandar con respecto a G,
entonces Im(f) debe aparecer como monomio lider de a,g; paraalgini = 1, ..., I. Esto
significa que Im(g;)|Im(f), luego G es una base de Grobner de I.

(3) = (4), sea h =NormalForm(Spoly(f;, f;),G) € I. Entonces por hipotesis, si
h # 0, tenemos que Im(h) € L(G), lo que contradice la propiedad (iii) de NF[1.19]
(4) = (1), se prueba de manera equivalente al criterio de Buchberger del caso
conmutativo. |

En particular, este altimo criterio es muy util para la construcciéon de bases de Grobner
y se puede agudizar un poco mas cuando los respectivos g; y g; verifican que sus
monomios lideres no tienen factores en comun.

Lema 1.4 ( [23]). Sea A una G-algebra de Lie y sean f,g € A. Silm(f) y Im(g) no
tienen factores en comun, entonces Spoly(f, g) se reduce a [f,g]| := fg — gf con
respecto al conjunto { f, g}.

A diferencia que ocurre en el caso conmutativo, en las G-algebras no conmutativas
puede ocurrir que no podamos eliminar ciertas variables debido a que no exista un
orden de eliminacién apropiado para la eliminacién de dichas variables. Por ello, va-
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mos a definir el concepto de G-algebra admisible para diferenciar cuando se pueden
eliminar ciertas variables.

| Definicion 1.21. Sea A = K(x|, ..., x, | {x;x; = ¢;;x,;x,+d,; paral <i < j < n})
una G-algebra. Consideremos la subalgebra A,, generada por el subconjunto de variables
(X415 x, ) de{x,,...,x,} paraalginr > 1 sujetas a las relaciones de A (que envuelvan
a las variables consideradas). Entonces diremos que A, es un algebra admisible si d;;
son polinomios en x,,, ..., x, parar + 1 < i < j < n. Entonces, A, es cerrada bajo el

producto heredado de A, por lo que es una G-algebra.

| Definicién 1.22.  Sea A una G-dlgebra en n variables, generada por {x,, ..., x,} tal
que {X,,,,...,x,} genera una sub-G-algebra admisible B C A. Diremos que un orden
< sobre A es un orden de eliminacion para x, ..., x,, si para todo f € A, tal que
Im(f) € B implica que f € B. Si, ademas x,, ..., x, genera también una sub-G-algebra
admisible C, diremos también que < es un orden de eliminacion para C.

* Si< esun orden de eliminacion para las variables x,, ..., x, que ademas verificalm(d,;) <
x;x; para todoi < j diremos que < es un orden de eliminaciéon admisible.

Lema 1.5. Sea A una G-algebra como en la definiciéon anterior, I C A un ideal,
B = K(x,;,--»X, | X;x; = ¢;;x;x; + d;;) una sub-G-algebra admisible de A. Si S =
{fy,--» f,,} es una base de Grobner de I, entonces S N B es una base de Grobner de

InB.

Demostracion. Dado x* € L(I), por definicion de base de Grobner, existe un f € [
tal que Im(f) = x*. Como < es un orden de eliminacion para las variables x, ..., x, y
Im(f) € M(B), por la definicién anterior se tiene que f € B. Por tanto, L(I) N B es
igual a:

S{Kx* |Af €el,Im(f)=x*}NnB=@{Kx*|3f € I n B, Im(f) = x*}.

Pero esto ultimo es L(I N B). Por tanto, L(S)NB = L(I)NnB = L(INB)= L(SNB),
y de aqui se concluye que .S N B es una base de Grobner de I N B . |

Cuando decimos de eliminar un conjunto de variables x, ..., x, de un ideal I, en reali-
dad, queremos decir que estamos calculando la interseccion del ideal I con la subal-
gebra admisible A,.

Aunque puede ocurrir que no exista un orden de eliminacién admisible para un cierto
subconjunto de variables sobre una G-algebra. En cambio, en algebras conmutativas
siempre existe un orden de eliminacién, por ejemplo, el orden lexicografico.
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Ejemplo: | Supongamos que tenemos la G-algebra generada por {e, f, h,a} tal que
[f.e] = —h, [h,e] = 2e, [h, f] = —2f. Tomando el orden lexicografico total, de-
notado en Singular por Dp, se puede comprobar de manera sencilla que se trata de

una G-algebra. Es claro que @ conmuta con las demas variables, por tanto podemos
eliminar dicha variable. En Singular se procederia como sigue:

ring r = 0,(e,f,h,a),Dp;

matrix d[4] [4];

d[1,2]=-h; d[1,3]=2e; d[2,3]=-2f;
ncalgebra(1,D);

poly p = 4ef+h?-2h-a;

ideal I = &°, 3, h3-4h, p;
eliminate(I,a)

// _[1] = h’-4h

// _[2] = fh?-2fh

// _[3] = £3

/| _[4] = eh?+2eh

//  _[5] = 2efh-h?-2h
/o _[6] = &

Por otra parte, se puede observar que no es posible eliminar la variable A, ya que
[f,e] = —h y por tanto el correspondiente d,, = —h & {e, f, a}. Es decir, no estaria-
mos sobre un algebra admisible Estavez en Singular, siintentaramos eliminarla
con el proceso anterior tendriamos el siguiente mensaje de error.

eliminate(I,h)

==>

? no elimination is possible: subalgebra is not admissible

? error occurred in or before STDIN line 71: ‘eliminate(I,h);°

Elalgoritmo eliminate(ideal I, subdlgebra S),implementadoenSingular/Plural,
trabaja siguiendo los siguientes pasos:

1. Comprueba cuando S es un subalgebra admisible en caso de que no lo sea

envia el mensaje de error del ejemplo anterior;

2. En caso de ser admisible, elige de manera heuristica un orden de eliminacién <g
respecto de las variables a eliminar;

3. Comprueba cuando < es un orden de eliminaciéon admisible
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4. Calcula una base de Grobner de I con respecto de <g;

5. Elimina todos los elementos de dicha base de Grébner tales que sus monomios li-
deres tengan otras variables fuera de S.

Una vez realizado este proceso, se puede reducir un poco la salida mediante el calculo
de una base de Grobner reducida.

En el texto vamos a trabajar mucho sobre el algebra de Weyl A, = K(x,d, | {()xjxi =
x;0, +6; paral <i<j< n}), de la cual sabemos que es una G-algebra. Ademas es
tacil ver que el orden lexicografico es un orden admisible sobre A,,.

1.4 Filtraciones y propiedades de G-algebras

Recordemos el concepto de holonomicidad de un D-moédulo y algunas propiedades
de los anillos graduados.

| Definicion 1.23.  Un anillo o dlgebra A se dice filtrado si para todo enteroi > 0,
existe un subespacio F; tal que se verifica:

(1) F, C F; parai < j,1 € F,

(Z)Fi'Fng'Hy

®A=JF.
i=0

Al conjunto_F = {F, | i > 0} se le denomina filtracion de A. Es usual definirlo para
todoi € Z imponiendo que F, = {J parai < 0.

| Definicion 1.24.  Un anillo o dlgebra A se dice que es graduado, si existe una fa-
milia G = {G, | i > 0} de subgrupos del grupo aditivo de A tales que
(1)G,-G; C G, paratodoi,j >0y

@ R=@EPG,

i>0

A la familia G se la llama graduado de A.

Observacion 1.5.  Cualquier anillo graduado R = @,,,G; tiene una filtracién natural
F ={F, |i >0}, definida mediante F; = ®,,G,.

Por otro lado, si tenemos R un anillo filtrado por una filtracion 7 = {F, | i > 0}.
Construimos un anillo graduado gr” (R), mediante dicha filtracién haciendo:

G, := F,/F,_ paracadai >0, y construimos gr'(R) := @,5,G;.
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| Definicion 1.25. Dada una filtracion F = {F, | i > 0} de A, el anillo graduado
asociado (resp. algera graduada asociada) al anillo filtrado (resp. algebra filtrada) A
viene definido por

g"(4) =@ G, dondeG,=F,/F_ yF :=0

i>0

con el producto dado por el producto de clases (a; + F,_,) - (a; + F;_)) = a;a; + F;_;.

Ejemplos: | Consideramos el espacio vectorial en K[x/, ..., x,] de los elementos que
tienen grado total (1.10) a lo sumo k, es decir:

F, :={P € K[x,,...x,] | deg(P) < k}.

Entonces F, = {0} para k < 0 ya que deg(0) = —oo por convenio y 0 es el unico
polinomio que tiene grado total negativo. Se puede probar facilmente que ¥ = { F, |
k > 0} verifica las propiedades de filtracion sobre K[x,, ..., x,], la cual se denomina
filtracion del grado total.

Esta filtracion se puede ver también en el algebra de Weyl y dota de interesantes
propiedades a su anillo graduado. Es decir, tomando A, el algebra de Weyl en las n va-
riables x,, ..., x,, podemos considerar la llamada filtracion de Bernstein B = { B, } .
donde B, se define como el conjunto de todos los operadores de A, de grado total
menor o igual a k. Y obtener, mediante dicha filtracion, su anillo graduado correspon-
diente, S, = gr®(A,), del cual se puede probar que es isomorfo al anillo de polinomios
en 2n variables, resultado que dota de grandes propiedades a dicho graduado [[13]. En
particular, se tiene que B, = K y que una base como K-espacio vectorial de B, vie-

ne dada por {1,x,,....,x 0, }. Es mas, una base de B, consta de un nimero
n

w> Ox s oo
de elementos determinado por el nimero de soluciones no negativas de la ecuacion
o, +..+a,+p, +..+ p, < k. Este nimero se obtiene facilmente por combinatoria y
2n+k
es (*7)

de dimension de un A,-moédulo [13]].

. Numero del cual se conoce que tiene una gran importancia en el concepto

| Teorema 1.3.  [26] Sea A un anillo o dlgebra filtrado respecto de una filtracion F,
y G = gr”(A) su anillo graduado. Entonces

(1) Si grf (A) es Noetheriano a la izquierda (resp. derecha), entonces A es Noetheriano
ala  izquierda (resp. derecha).

(2) Si grf(A) no tiene divisores de cero, entonces A tampoco tiene divisores de cero.
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Como mencionabamos en el ejemplo anterior, como grB(An) & KXy s X Vio eees Vs
se verifican las condiciones del resultado anterior para el algebra de Weyl.

1.4.1 Filtraciones asociadas a vectores de peso

Muchos algoritmos dentro de anillos de operadores diferenciales utilizan los deno-
minados vectores de peso para construir un orden de eliminacién apropiado, ya que
al contrario que ocurre en el caso conmutativo, ( por ejemplo, el orden lexicografico
siempre es de eliminacidén), en el caso no conmutativo puede ocurrir que no exista un
orden monomial de eliminacion admisible.

| Definicién 1.26. « Un vector de pesos es un vector de componentes enteras no ne-
gativas w = (wy, ..., w,). Sobre el algebra de Weyl usaremos la notacion (u,v) € Zio
para referirnos a que las variables x, ..., x,, tienen el vector de pesos u y las variables
0, ..., 0

y,> - Oy tlenen los de v
* Sea A una G-algebra y w un vector de pesos. Diremos que <, es un orden graduado

X

de pesos sobre A, si hay un vector de pesos w y algiin orden monomial < sobre A tal que
n n n n
a<,p = 2 w;a; < Z w;b; o, si Z w.a; = Z w;b,, entonces a < p.
i=1 i=1 i=1 i=1

Donde a = (ay, ...,a,) y f = (b, ..., b,).

Para un monomio x* sobre la base de monomios M(x,, ..., x,) de una G-algebra A,
definimos una funcién graduada de pesos sobre A respecto de un vector de pesos
w, como una aplicacion:

deg,(x%) == wo; + - w,q,.

Extendemos esta definicién para cualquier o_perador P € A,comodeg, (P) = deg,,(Im(P)),
y pondremos que deg, (x*) =0 < a =0.

Lema1.6. deg, (PQ) = deg, (P)+ deg,(QO).

Demostracion. Sobre los monomios lideres tendriamos

deg(x“x’) = deg(x*) = Y w(a, + f) = deg, (x) + deg,,(x")

i=1
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Luego usando que Im(PQ) = Im(P)Im(Q), tenemos que

deg,(PQ) = deg, (Im(Im(P)Im(Q))) = deg,(Im(Q)Im(Q)) = deg, (P) + deg,,(Q).

Ejemplo: | Tomando un vector de pesos (u, v) para el dlgebra de Weyl, podemos defi-

nir el conjunto V; := {P € A, | deg, ,,(P) < m} de todos los operadores de A, cuyo
grado total con respecto al vector de pesos (u, v) sea a lo sumo i. Entonces V' := {V |
i € N} es una filtracion sobre A,, denominada la V' -filtracion con respecto del vector
de pesos (u, v).

Este ejemplo anterior se puede generalizar un poco mas a una G-algebra cualquie-
ra. Sea A una G-algebra cualquiera, sea w un vector de pesos sobre las variables de
Ay sea F, el K-espacio vectorial generado por {m € M(A) | deg,(m) < n}. De esta
forma, F, = K,

F,C F,C A paratodoi < j yA=UF,..
i=1

Luego usando el lema tenemos que F; - F; C F, ; paratodo 0 <i < j. Como sa-
bemos, G; = F,/F,_, es el conjunto de todos los elementos homogeneizados de grado
total ponderado igual a i en A, con G, = F;, = K. Tenemos el siguiente resultado.

Lema1.7. Supongamos que tenemos un G-algebra A tal que para cada i < j se tiene
que deg, (d;;) < deg,(x;x;) = w; +w;. Denotemos por x ala clase de x; cociente F,_,.
Es decir, x; = x; + F,_,. Entonces

gricee(A) = @Gi = K(x|,...X, | X;X; = ¢;;x,x; parai < j}
i=1

Es decir, en este caso gri&«(A) es isomorfo a un 4lgebra cuasi-homogénea en n varia-
bles. Luego usando el teorema (Jacobson) tenemos que A es un dominio Noethe-
riano.

La demostracion de este resultado se tiene directamente de la hipotesis deg,(d;;) <
deg,,(x,x,) ya que
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Xx; =(x;+ F,_)(x;+ F_)) = (c;x;x; +d;))+ F ., =¢;xx; ,paral <i<j<n

En particular, volviendo al caso del algebra de Weyl A,, la filtracion de Bernstein
total de un operador que definimos anteriormente. Entonces, como el algebra de Weyl
es una G-algebra donde los ¢ € {0, 1} para todo i,j = 1,...,2n, entonces, por el
resultado anterior, se verifica que grdeg<'~--1>(An) = grB(An) & KXy s X0 Vo eees Vol
como ya mencionabamos anteriormente.

1.4.2 Dimension de Gel’fand-Kirillov

En teoria de D-modulos y en particular en el algebra de Weyl, un concepto muy im-
portante es el de la dimension de un A,-moddulo. Gracias a este concepto se puede
definir la propiedad de holonomicidad de un A,-médulo, que tiene que ver con que
dicha dimension sea “la menor posible”.

La dimension de un A,-médulo M, usualmente se define como el grado del polino-
mio de Hilbert de M. Se conoce que la dimension de Gel’Fand-Kirillov coincide con
dicha definicién de dimension de un A,-médulo y, por tanto, sirve para probar la fa-
mosa desigualdad de Bernstein, la cual establece que la dimensién de un A,-moédulo
es como minimo ». Esto permite dar la definiciéon de un A,-médulo holénomo, como
comentabamos antes, por tener dimensién minima.

| Definicion 1.27. Sea A un anillo filtrado con una filtracion F = { F, | i > 0}. Una
filtracion de un A-moédulo (a la izquierda) M, es una familia de conjuntos { M, | i > 0}
tal que

(1) M; C M, para todo i < j,

() FM, € M,,,

B)M =U;\M,.
Un modulo con una filtracion se dira que es un moédulo filtrado. Al igual que en la

para todoi,j >0,y

defincion de filtracion sobre un anillo, es usual tomari € Z e imponer que M; = @ para
i<0.

De la misma forma que hemos hecho para un anillo con una filtracion, se puede definir
el médulo graduado asociado al médulo filtrado M respecto de la filtracion 7 = { M,
| i >0}, como gr” (M) = @, M;/M,_,.

| Definicién 1.28. Sea A una K-dlgebra con una filtracion A’ = {A, |i e N} y M
un A-médulo a la izquierda con una filtracion M’ = {M, | i € N}.
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Diremos que A’ es una filtracion estandar si A, = A’ para todoi y que es una filtracion
de dimension finita si A, = K ydimg(A;) < oo para todo i.

De la misma forma, diremos que M' es estandar si M, = A, M|, para todo i, y que es
de dimension finita si dimy(M,) < oo para todo i.

Ejemplo: | Por ejemplo, la filtraciéon de Bernstein sobre el adlgebra de Weyl es una

filtracion estandar y de dimension finita. Pasa lo mismo con la filtraciéon del grado
total que vimos anteriormente, sobre K[x,,...,x,]. En la cual se puede hacer algo
similar a lo que se hizo en el dlgebra de Weyl.

Consideramos V' := {P € K[x,,...,x,] | deg,_,,(P) = i} y pongamos V := V.
Claramente, F := {F, | i > 0} es una filtracion estandar, donde F, := Vo=Ky
F, :=@®,_,V*parai > 0. Ademas {x,...,x,} es una base como K-espacio vectorial
de V' y en general {xil' x| i, > 0,37 _ i, =i} es una base como K-espacio
vectorial de V. Por tanto, al igual que vimos anteriormente, dim, (V) = (’:”) que es
igual al nimero de soluciones no negativas de la ecuacion i, + - +i, = i.

Observacion 1.6. Sea R una K-algebra asociativa finitamente generada. Entonces
existe un K-espacio vectorial de dimensioén finita ' C R tal que R esta generado por
V como K-algebra. Este V' induce una filtraciéon estandar de dimension finita { R, |
i >0} sobre Rdelaforma R, :=V":=KyR, := Z;:o Vi,

Si M esun R-moédulo (a la izquierda) finitamente generado, entonces existe un subes-
pacio M, tal que M = RM,,. Entonces M tiene una filtracién inducida por la de R de
la forma {M, | i > 0} con M, := MR, para cadai > 0.

| Definicién 1.29. Sea {R,|i >0} y{M, | i > 0} filtraciones sobre R y M como en
la observacion anterior. Entonces la dimension de Gel’fand-Kirillov de R se define

In(dimg (R,))

GKdim(R) = lim sup log,(dimg (R;)) = lim sup )

1= 00 11—

Y definimos la dimension de Gel’fand-Kirillov de M por

In(dim (M,))

GKdim(M) = limsup log;(dimg(M,)) = lim sup )

Se puede probar de manera facil que la dimension asi definida no depende de la elec-

cion de la filtracion [[13].

| Teorema 1.4. Sea A una G-algebra en n variables. Entonces GKdim(A) = n. En
particular, GKdim(A,) = 2n y GKdim(K[x,, ..., x,]) = n [1].
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| Teorema 1.5. (Desigualdad de Bernstein). Sea M un A, -médulo. Entonces
GKdim(M) > n.

La demostracion de este resultado se puede encontrar en [13]. Con la que directamente
podemos definir la holonomicidad de un A,-moédulo. Aunque esta definicion se puede
generalizar a un A-mo6dulo M sobre un algebra A.

| Definicion 1.30. Sea M un A,-médulo (a la izquierda), diremos que M es holéno-
mo, si GKdim(M) = n.

Sea I C A, un ideal (a la izquierda), diremos que I es holonomo, si A, /1 es holonomo
como A,-modulo.

« Sea A una G-algebra en las n variables x, ..., x,,. Ya hemos visto que entonces A tiene
una PBW-base (M(x, ..., x,)) y que, por tanto, cualquier elemento P de A se puede

escribir de la forma P = Z c,x“. De esta forma podemos considerar el isomorfismo

aeN"
de €spacios vectoriales

v A- K[x,..x,],x¥— x%

Por ejemplo, en el algebra de Weyl, sabemos que un operador diferencial P € A, lo
podemos escribir de la forma

P = Z caﬂx‘xaf.
a.p

Por tanto, dicho isomorfismo, el cual es muy conocido, esta definido por y(x;) = x;
y v (9, ) = &, donde aqui hemos hecho el cambio de notacion a &; para simbolizarlos
como variables conmutativas.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado, con el cual se puede resolver el
problema de calcular la dimensiéon de Gel’'fand Kirillov en el caso no conmutativo,
mediante la dimension de Krull en el caso conmutativo.

| Teorema 1.6. Sea A una G-dlgebra en n variables x,,...,x,, I C A un ideal y
M = A/I visto como A-mobdulo. Consideramos el isomorfismo de espacios vectoriales
anterior. Entonces GKdim(M') = dimy(K[x,, ..., x,]/w(L(I))), donde L(I) es el span
de monomios lideres de I que definiamos anteriormente [9].



2 | b-funcidn global

Esta seccion se va a subdividir en seis partes. En la primera estudiaremos la definicion
de la b-funcioén global desde un punto de vista algoritmico, usando el ideal de Mal-
grange y los vectores de peso.

En la segunda parte, demostraremos el resultado de la existencia del polinomio de
Bernstein-Sato por medio de resultados conocidos del ideal de Malgrange.

En la tercera parte, veremos que estos resultados, que en un principio se basaran so-
bre un tnico polinomio, se pueden extender a un conjunto de polinomios f, ..., f, €
K[x,,...,x,], dindonos asi el concepto de ideales de Bernstein-Sato.

Enla cuarta parte, estudiaremos el problema de calcular del ideal anulador s-paramétrico
mediante métodos conocidos como el de Oaku-Takayama 6 el de Briangon-Maisonobe.
Viendo este ultimo con mas detalle gracias a los resultados de Viktor Levandovskyy
sobre preimagenes.

En la quinta parte, estudiaremos el problema de la intersecciéon de un ideal con una
subalgebra principal de manera tedrica y algoritmica, viendo que este problema se
traduce en el problema de encontrar el polinomio minimo de un endomorfismo. Tam-
bién veremos los primeros algoritmos para el calculo de la b-funcién global y de los
ideales de Bernstein-Sato usando los resultados de los temas anteriores.

En la sexta parte, dejaremos de lado el problema del calculo de la b-funcion en su
totalidad para centrarnos en un problema mucho menos complejo computacional-
mente. Veremos coémo comprobar cuando un nimero racional es raiz del polinomio
de Bernstein-Sato o b-funcion global y como calcular su multiplicidad en caso de ser
raiz de manera tedrica y algoritmica [22].
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2.1 b-funcion global con respecto a vectores de peso

| Definicién2.1. Sea0 # w € RY,. Para cualquier operador no nulo P = Z caﬂx“8ﬁ €

ap
A, definimos la forma inicial de P con respecto al vector de pesos (—w, w) como:

N puw(P) 1= Z caﬂx"‘aﬂ.

avﬁ : _wa+wﬂ=deg(—w,w)(P)

Esta definicion se extiende de forma natural a un conjunto de operadores (resp. a un ideal
generado por los operadores) Q = {P,,...,P,} C A, y se denomina la forma inicial
del conjunto Q con respecto a (—w, w) (resp. la forma normal del ideal generado por el
conjunto de operadores Q con respecto a (—w, w)).

N py(0) = {in iy (P) i = 1,011},

| Definicion 2.2. Sea0 # w € RI,el C A, unideal. Consideremoss := Z Ww;Xx;0;.
i=1
Definimos la b-funcion global asociada al ideal I con respecto al vector de pesos w por

ser el generador ménico de la interseccion (b; ,(s)) 1= in_, (1) N K[s].

| Teorema2.1. Lab-funcion global asociada a un ideal holénomo I C A, con respecto
a un vector de pesos w # 0 cualquiera es no nula.

Observacion 2.1.  Antes de pasar a la prueba de este resultado, vamos a estudiar como
calcular de manera algoritmica la b-funcién global de un ideal I con respecto del
vector de pesos w.
Siguiendo su definicion, el calculo se puede realizar en dos pasos:

1. Calcular el ideal inicial I’ de I con respecto a w.

2. Calcular la interseccion de I’ con el subalgebra K[s].

Veamos primero el calculo del ideal inicial asociado a un ideal cualquiera I. Por otro
lado, veremos también como calcular la interseccion de un ideal a la izquierda con un
subalgebra generada por un elemento s en la seccion 2.5

Estudiaremos la prueba del resultado [2.1]en la seccién 2.5, cuando hablemos del pro-
blema de la interseccion.
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2.1.1 Calculo del ideal inicial

Para el calculo del ideal inicial, el método de la homogeneizaciéon por pesos es un
método muy efectivo. Una referencia de resultados sobre homogeneizacion en opera-
dores diferenciales es [12].

Sean u,v € RZ. El K-algebra asociativa (AH)EZ)V) es un G-algebra en las variables
Xiyeey X,y O 0, , h cuyas relaciones son conmutativas salvo para d, x; = x,0, +
J J

n> Yxpo o Yx,o

6,;h**". Es decir, tenemos la G-algebra:

(A0 = K (X)X 0y s O B {0, X, = X,0, + 6,14+ ))
la cual se llama el n-ésimo algebra de Weyl homogeneizado con respecto del vector
de pesos (u, v, 1), que denotaremos simplemente (u, v). Es decir, las variables x; y axl_
toman los pesos y; y v, respectivamente, para i = 1, ..., n, en cambio 4 toma el peso 1.
Notar que, a diferencia que definimos sobre el 4lgebra de Weyl ((u, v) € R?"), ahora
tomamos pesos de homogeneizacion p, v € RZ . Ademas, notar que larelacion d, x; =
x;0, +h* " en (An)EZ?V) es homogénea de grado y;+v,, el cual es estrictamente positivo,
mientras que la relacion d, x; = x;0, + 1 en A, es homogénea de grado cero.

Una vez definida el adlgebra homogeneizada, estudiemos la homogeneizacién de los
elementos y los 6rdenes homogeneizados sobre estos.

| Definicién 2.3.  Para un operador P = Z cmﬂx"‘éii € A, definimos la homogenei-

a,p
zacion con respecto a u,v de P por:

_ deg,, ,,(P)—(pa+ (n
H(”,V)(P) — Z caﬂh eg;,,)(P)—(na Vﬂ)xaaf = (An)('u’v)'
ap

Esta definicion se extiende de forma natural a un conjunto de operadores y por tanto,
a un ideal generado por un conjunto finito de operadores. Aqui deg, (P) denota el

grado total de P respecto a los pesos y, v para x, 0 y de peso 1 para h (1.10).

| Definicion 2.4. Sea < un orden monomial en A,. Definimos el orden homogenei-
zado asociado a < en (A )(h) , denotado por <M tomando h <™ x., h <™ o_ para

) (u) i X,
todoi=1,...n,y

P<®Q i deg,,,(P) < deg, ,(Q)
0 deg(#yv)(P) = deg(/t,v)(Q) yP|h=1 < Q|h=1'
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| Teorema 2.2. Sea F un subconjunto finito de A, y < un orden monomial. Si G
es una base de Grobner de (H, ,,(F)) con respecto a <™ entonces Gl(:_)1 es una base de
Grobner de (F) con respecto a <.

Demostracion. Para cualquier f € (F) con Im_,(H,, ,(f)) = x*0’h*, existe g €
G con lm<(h)(g(h) = x70°h* que satisface lm<(h)(g(h)) | Im_(,,(H, ,,(f)), debido a
que G es base de Grobner . Como H, , (f) es (4, v)-homogéneo, deg,, ,,(m) =
pa + vp + A para todos los monomios m de H, , (f), por lo que, de acuerdo con la
definicion de <™, se tiene que m < x%0” . Entonces

Im(g™), | =x70°| x*0” =1m(H,, ,(f)),_, = Im(f),

Lo que termina la prueba. |

| Teorema 2.3. Sea I un idealen A,, < un orden monomial sobre A, y <(uv) €l orden
monomial definido por

x%0P <, x70° si  pa+vp < uy+vé
6 ua+vf=puy+vé y x“0F <x70°.

Si G es una base de Grobner de H,,(I) con respecto de <$)V), entonces in, V)(Gl(h) )
5 5 ’ h=1
es una base de Grobner de in, (1) con respecto a <.

Demostracion.  Los conceptos de forma inicial con respecto a (4, v) y de orden homo-
h)

geneizado son compatibles en el siguiente sentido: Sea P € (An)E” Wy

(¢, v)—homogéneo.
Entonces por definicién de los 6rdenes anteriores:

Im_w» (P) = 1m<(u,u)(P|h=l) = Im_(ing, (P}, )

(u,0)

Sea f' €in,, (1), (u, v)—homogéneo. Entonces existe algun f € I talque f ! =in, ,(f)-
(h)

Como G es una base de Grébner con respecto al orden < o

,» también existe algin

g € G", (u, v)—homogéneo satisfaciendo
Im_(in,,(8)) = 1m_» (&) [ 1m_0» (H () = Im_(in, (1) = Im_( "),

de donde se concluye la prueba. |
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Gracias a estos resultados y por la definicion de ideal inicial, se puede construir un
algoritmo para el calculo del ideal inicial de un ideal a la izquierda I con respecto de
un vector de pesos w # 0.

Algoritmo 2.1. Initialldeal(l,<,u,v, u,Vv)

Input: I C A,, < un orden global sobre A,, 0 # (u,v) € R2" un vector de pesos,
u,v € RY  vector de pesos para homogeneizacion.

Output: G, una base de Grobner de in, (1) con respecto a <.

BEGIN

<" el orden monomial del teorema
(u,0)

G"™ « Una base de Grébner de H, ,(I) con respecto a <
G < G"

|h=l
return in, ,(G)

END

(h)

(u,0)

2.1.2  b-funcién global respecto al ideal de Malgrange
| Definicién 2.5. Sea f € K[x,,....,x,], el ideal

I, :=(t—f,0,+ %at, w0, +2L0) CA(1,0,)

0

*n

En el (n + 1)-ésimo algebra de Weyl A, ., := A,(t,0,), se denomina el ideal de Mal-
grange asociado a f .

| Definicién 2.6. Sea f € K{xy,....,x,], 1, el ideal de Malgrangede f yw = (1,0, ...,0) €
R™*! tal que el peso correspondiente a d, sea 1y at sea —1. Entonces

by(s) 1= (=D b, (=5 = 1)
Se denomina la b-funcion global asociado al polinomio f.
En realidad, la b-funcion global o el polinomio de Bernstein-Sato asociado a un po-
linomio f no nulo, se suele definir mediante la existencia de la ecuacién funcional

de Bernstein. Es decir, se prueba que para cualquier polnomio no nulo f, existe un
polinomio b(s) € K[s] y un operador P(s) € A,[s] = A, @ K[s], satisfaciendo

P(s)f**! = b(s)f*
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y se define el polinomio de Bernstein-Sato o b-funcién global, como el generador mo-
nico del ideal formado por los polinomios b(s) que satisfacen la ecuacion anterior para
algun P(s) € A,[s].

La prueba del resultado de la existencia de dicho polinomio sobre el anillo de poli-
nomios, se prueba principalmente mediante resultados de holonomicidad [[13]].

Probaremos en la siguiente secciéon que la b-funciéon global asociada a f de la
definicion [2.6| coincide con la definicion del generador moénico del ideal formado por
los polinomios b(s) que satisfacen la ecuacion funcional de Bernstein-Sato. Es decir,
se puede probar que ambas definiciones son equivalentes.

2.2 Elideal de Malgrange y existencia del polinomio
de Bernstein-Sato

Sea f € K[x] := K|[x,,...,x,] y sea s una nueva variable. Consideramos el (n + 1)-
ésima algebra de Weyl A, = A,(t, 9,) con los nuevos generadores ¢ y d,. Considera-
mos el anillo conmutativo K|x, slpy el K[x, s]f-m(')dulo libre de rango 1, K[x, sl f*
generado por el simbolo f*. El cual tiene estructura de A, (t, d,)-mddulo con las ope-
raciones:

x; - p(x,8)f* 1= x;p(x,s)f*, paral <i < n.
0, - p(x,9)f* = %f“ + (s)p(x, S)%f““, paral <i<n.
t-p(x,8)f° = p(x,s + 1) f**
a[ : p(x$ S) = _Sp(x7 s — l)fs_l‘

Parap € K[x,s]y f** = f/f* paraj € Z.
Es decir, x; actia via multiplicacion, d, mediante la derivada parcial, ¢ actia por
s+ s+ 1y o0, es el producto por —s y el cambio s = 5 — 1.

Como mencionabamos al comienzo del capitulo 2, en este tema vamos a demostrar el
siguiente resultado. Aunque antes de pasar a la prueba, vamos a estudiar ciertas pro-
piedades del ideal de Malgrange, las cuales son fundamentales para que la definicion
que hemos dado en el tema anterior cobre sentido.
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| Teorema 2.4. El polinomio de Bernstein-Sato b (s) (o b-funcion global) asociado a
[ esta univocamente determinado por el polinomio de menor grado en K[s] que satisface
la igualdad

P(s)- [ = b(s)f*
Para algun operador P en el G-algebra A,[s] := A, @ K[s].

El conjunto de todos los polinomios b(s) € K[s] que verifican la ecuacién anterior,
constituyen un ideal en K[s]. Como K[s] es un dominio de ideales principales, en-
tonces dicho ideal estara representado por su generador moénico.

Como hemos mencionado, antes de pasar a la prueba del teorema anterior, veamos
algunos resultados en relacion al ideal de Malgrange, el cual es una de las claves para
la construccién de la b-funciéon global.

Observacion 2.2. Notar que la ecuacion funcional del resultado anterior es equiva-
lente a encontrar el polinomio ménico no nulo que verifica

(by(s) = P(s)f)- f* =0.
Es decir, b,(s) € Ann, () + (f) C A,[s] = A, ® K[s]. Donde
Ann, 1((f*) 1= {P(s) € A,[5]|P(s) - f* = 0}

Se denomina el ideal anulador s-paramétrico de f*. Donde la operacion P(s) - f*
es la acciéon que ya hemos definido al comienzo de este tema para las variables x y d,,
con la nueva accion de s que actua simplemente por el producto conmutativo de s.

| Definicion 2.7.  Se define el Ideal de Malgrange asociado a un polinomio f € K[x]
como el ideal generado por los elementos

t—f y o0, +5Lo, parai=1,...n

en el (n+ 1)-ésimo algebra de Weyl A, (t,0,).
| Definicién 2.8.  El ideal anulador de f° en A,(t,d,) se define por el conjunto

Anny gy i={P € AL,0,)| P-f* =0}
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Donde el producto P - f* esta determinado por los productos definidos al comienzo de la
seccion.

Observacion 2.3.  Es facil comprobar que dicho conjunto es un ideal a la izquierda en
A, (t,0,), yaque f° € K[x,s]f*y K[x, s]f* esun A,(t,0d,)-mddulo con las operacio-
nes ya mencionadas.

Nuestro objetivo ahora es probar que el ideal de Malgrange I, coincide con Ann, (, ,(f*)
mediante propiedades importantes que verifica el ideal de Malgrange. Una vez he-
cho esto, veremos que también hay una relacion fuerte entre el ideal anulador s-
paramétrico y el ideal de Malgrange, la cual se debe principalmente a cierta aplicacion
(td, = —s — 1) que veremos mas adelante. Con todo ello podremos pasar a la prueba
del resultado

Lema 2.1. Sea I, el ideal de Malgrange asociado a un polinomio f € K[x, ..., x,].
Es decir,

=(t—f,0 ey O +afa>

Escojamos un orden monomial < tal que, Im(r— f) = 7y Im(9, + Z—f(),) = d, . Entonces

los generadores del ideal de Malgrange forman, por si mismos, una base de Grobner
del ideal I, respecto del orden monomial <.

Demostracion. Para probar el resultado, vamos a usar el criterio de Buchberger (G
es base de Grobner de I siy sélo si NF (f,G) = 0 para todo f € I,[1.2). Para ello,
usamos el lema[1.4}

Spoly(t— f,0, W())sereduceporl alt—f,o, +af0] y
Spoly(d, +afa,,ax +"fa)sereducepor1 alo, +"fa . +"fa]

17X

Donde

(1= f, 0, +%L0) =120, Lo~ fo, +0, f = [1,0,15L +[0,, f1= 2L +[0,, f] =
[0, +2-0,.0, + 59 = 20,0, — 0, 50, + 9, L9, — $0,0, =
—[0, %19, + [0,,, L 19, = 0.
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Las ultimas igualdades a 0, se deben a que en el algebra de Weyl, si P € A, entonces

[0, .P] = Z—P, (ver Corolario 1.25, [1]). Entonces, por el criterio de Buchberger, que

Xi

mencionamos antes, se concluye el resultado. |
| Teorema 2.5. Elideal de Malgrange I es holonomo en A, (t,9,).

Demostracion. Usando el lema anterior, tomamos el orden monomial anterior para
que se verifique que los generadores de I ; forman una base de Grébner. De esta forma,
tenemos que L(I f) = (t, ax] Y ey axn> con respecto a dicho orden monomial.

Por otro lado, para el calculo de la dimension de Gel'fand-Kirillov de I, usamos el
teorema 1.6t

GKdim(1 ;) =GKdim(A,(t,9,)/1,) =
dim g (KX oo X, Oy s eoes Oy 11,01/ {1, 0, s o0, )) = dimg (K[, 00, X, 0,]) = 1 + 1.

s Mo Yxgo

Por tanto I, es holénomo en A,(7,9,). |
Corolario 2.1.  El ideal de Malgrange I, es un ideal propio.

Demostracion. Sabemos que A,y A,,; = A,(t,0,) son ambas G-algebras, luego te-
nemos que GKdim(A,) = 2n y que 2(n + 1) =GKdim(A, (1, d,)) (1.4). Por otro lado,
usando el resultado anterior (2.5), tenemos que

GKdim(I,) = n+ 1 < 2(n + 1) =GKdim(A,(t,9,)).

De donde se concluye que sea un ideal propio. |
| Teorema 2.6. El ideal de Malgrange I, es un ideal maximal (a la izquierda).

Demostracion. Tomando el orden monomial < que tomabamos en el lema|2.1] tenia-
mos que L(If) = (1, dxl Y ees ()xn). Supongamos que I, no es un ideal maximal. Entonces
existe un ideal J, no trivial, que contiene a / 7-Sea G una base de Grobner del ideal J
respecto del orden monomial < tal que contenga entre sus generadores a los elemen-
tos de I,.Es decir, G = (If) U P,donde P = {p,,...,p,,} es un conjunto de elementos
nuevos, m > 1. Sin pérdida de generalidad supongamos que Im(p;) € (x, d,). Entonces,
usando el teorema|l.6/tenemos que

GKdim(A,(1,9,)/J) = dim (K[, 0,..1,9,]/w(L(G))) = dim (K[, 9,1/ L(P)) <
dimg(K[x,9,]) = n+ 1.

Que contradice la desigualdad de Bernstein (1.5). |
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Lema 2.2. Elideal de Malgrange I coincide con Ann, ., (/7).

Demostracion. En primer lugar, tenemos que

(=) f =" = ff =0y
O+ 30 =50 f ™ = Thsf =0

xi

Porlo que I, C Ann, ,,(f*). Como 1- f* # 0, Ann, ,, es un ideal propio. Por lo
que usando que I, es maximal concluimos que debe ser I, =Ann, (, ,,(f*). |

| Teorema2.7. Elanuladors-paramétrico, Anny 13(f*) coincide con (I;NA,[19,D),, -
Donde I, denota el ideal de Malgrange de la deﬁnicién y A,lt0,] es una subalgebra
de A,(t,0,).

Demostracion. Consideramos el isomorfismo entre K-algebras A,[s]y A,[t0,] defi-
nido por s = —10, — 1 (transformacion de Mellin).

Usando las operaciones que vimos al principio de la seccion, tenemos que en el subal-
gebra A, [10,]

10, - g(x, ) [/ =1+ (=sg(x, s = D7) = —(s + Dg(x, ) f*

Por tanto,

(=10, = 1) - g(x, )/ = (s + Dg(x, 5) [ — g(x,5) [ = sg(x, ) f*+.

Luego, la operacion en A,[td,] es compatible con la definida sobre A,[s] y aplicando
el inverso del isomorfismo anterior de la forma td, = —s — 1, junto con que el ideal
de Malgrange I, coincide con el ideal Ann, (,,,(f*), a la siguiente ecuacion

AnnAn[tar](fs) = AnnAnO’at)(fs) n An[tat] = If n An[tal],

concluimos que AnnAn[S](fs) =U,;NA, [t(),])lu)t:_s_I |

Por tltimo, antes de pasar con la prueba del teorema(2.4] vamos a estudiar un resultado
relacionado con las operaciones dentro del algebra de Weyl entre sus operadores para
hacer mas clara la prueba de dicho resultado.

Proposicion 2.1. [1] Sea A, y sea 8, := x;0, para cualquier i = 1, ..., n. Entonces
para cualquier m € N, tenemos la igualdad
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m—1
xrom =[], -k
k=0

Demostracion. | Prueba del teorema 2.4t |
Siguiendo la observacion tenemos que la ecuacion del enunciado es equivalente
a que

(by(s) = P(s)f)- f*=0.

Es decir, b/(s) — P(s) f €Ann, (f*), para algiin operador P(s) € A,[s]. Ahora bien,
si usamos la equivalencia del teorema|2.7] tenemos que

b (—1d, — 1) = P(=10,— )f € I,.

Donde la notacion P(—t9, — 1) es simplemente P, . Como ademas tenemos que
t—f€l,y,por lo tanto, —(t — f) € I, se sigue que

b (—=t0,—1)— P(=t0,— 1) f + P(—t0, — 1)(—t+ f) = b,(—td,— 1) — P(—to,— 1)t € I,
lo cual implica, por la definicion del ideal inicial, que
in_,, . (b(=19, = 1) = P(—to, — D)) €in_,, ,,(1 /),

para w = (1,0,...,0) € N"*!. Por tanto, como deg(_w’w)((tdt)") = —k + k = 0 para
cualquier k € Z, tenemos que

0 =deg_,,(bs(=19, — 1)) = deg_,, ., (P(—td, — 1)) > deg_,, ,,(P(=td, — 1)t) = —1.

Esta tltima igualdad se tiene de que deg _,, ,,(P(=19, — 1) - 1) = deg _,, ,(P(—19, —
1)) +deg_,, ,,(t) = —1. Luego concluimos que b ,(—19, — 1) €in._,, ,,(I;) N K[t9,]. Es
decir, b ;(s) es un multiplo del polinomio de la b-funcién asociada a f

Por otro lado, si b f(s) es un multiplo de la b-funcién global asociada a f, entonces
b,(—to, — 1) €in_,,,(I;) N K[td,], w = (1,0,...,0) € N"*!, por definicién (2.6).
Entonces existe algin P € A,(t,0,) talque b,(—t0,— 1)+ P € I, ein_,, (b (—10, —
1)+ P) = b,(—to, — 1). Ahora bien, como deg(_,,.)(bs(=19, — 1)) = 0, esto quiere
decir que 7 divide a cada monomio de P, ya que en caso contrario deg_,, ,,(P) =
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deg _,,.)(b;(—19, — 1)), lo que contradice que la forma inicial sea la anterior. Dicho
de otra forma, cualquier monomio de P que sea divisible por 9! para algun / € N,
entonces es divisible por ¥ para cierto / + 1 < k € N. Entonces sacando factor comtn
t, podemos escribir P de la forma

P=( ) cpuxdta)t=( ) cpx dt'tal)t =,

ap.k.l a,pk,l
1-1

(Y capux @’ (] to, - 0)))z.
a.pok.l k=0

Donde en (=,) hemos usado la proposicién anterior (prop. tomando 6, = t9,.
Por otro lado, como 1 — f € I, = Ann, ,,(f*) (2.2), haciendo este calculo en
A,(t,0,)/Ann, ;s podemos tomar t = f (como clases de equivalencia). Por tanto
se tiene que

0+ (Ann, 5\ (f*) = (b;(—10, = 1)+ P) + (Ann, ., (f*)) =

-1

(b (=10, = D)+ ( D copuxd” ' (T]00, = ))) £)+ (Ann, (5, (f*)
i=0

a,p.k,l

El representante de la ultima clase de equivalencia anterior es, en particular, un ele-
mento de A,[td,] y k — [ > 0 en cualquier término no nulo. Aplicando ahora el iso-
morfismo 19, = —s — 1, tenemos que

-1

0+ (Ann, (1 (f) = (bp)+ ( X capax /! (J]=s = 1-0)) 1)+

a,p.k,l i=0
(AnnAn[S](fS)).

Donde aqui hemos usado el teorema 2.7} Tomando entonces

-1

P:=- Z caﬁk,x“()ffk_l( H(—S -1- i)),

@Bkl i=0
tenemos que se verifica b, (s) — P - f € AnnAn[S](fS). |
La razon por la que se sustituye s por —s — 1 en la definiciéon del polinomio de

Bernstein-Sato o b-funcién global toma mas sentido ahora, simplemente es por el
isomorfismo 70, = —s — 1 donde, por definicion, la s “seria” el —t4,.
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2.3 Ideales de Bernstein-Sato

En esta seccién vamos a generalizar el caso de la b-funcion global asociada a un
Unico polinomio f, al caso de tomar un numero finito de polinomios f,..., f, €
KI[x,,...,x,]. Sea entonces ¢ > 1 entero y las nuevas variables s := (s, ..., sq). Sea
A,[s] el G-algebra definida por A,[s] := A, ®x Kl[s{, ..., s,l, que es, béasicamente
K(s,x,0, : Q’W), donde las relaciones Q’W vienen definidas por:

Q) =0y Uls;s; =s;5,5% =x5,50, =051 <i<j<q1<1<n}

Y donde Q,,, son las relaciones ya vistas entre las variables del algebra de Weyl A,,.

Sean f, ...,fq € K|[x,,...,x,] polinomios no nulos. Vamos a denotar F := f, - fq
y por F* := ff‘ qu". Al igual que haciamos en el caso ¢ = 1, consideramos el
Kls, xy,...,x,] p-modulo, K[s, x, ..., x,] o F*, libre de rango 1, generado por F*.

Que tiene estructura de A,[s]-mo6dulo definida de forma natural por:

s Jg c aff -1
J, - (gF’) = (a—+g25ja— ;
i j=1 Xj

)F*,
paratodoi=1,..,ny g € K[s,x,, ..., X,] .

| Definicioén 2.9.  Sean f, ..., f, € K[xy,...,x,]\ {0}. El ideal generado por los poli-
nomios b(s) € K[s], para los cuales existe un operador diferencial P(s) € A,[s] satis-
faciendo la igualdad

b(s)F* = P(s)F F?,

se denomina el ideal de Bernstein-Sato asociado a f, ..., fq. que denotaremos por I 5.
Igualmente, se definen los otros ideales de Bernstein-Sato Iy y I de la forma
J

IBj = {b(s) € K[s] | b(s)F* € A,lslfF'Y, paral < j<qy

q
Is = {b(s) € K[s] | b(s)F* € ) A,[s1f, F*).

k=1

La prueba de que I; # 0 para g = 1 es el teorema de la existencia del polinomio de
Bernstein-Sato, el cual ya hemos probado y se puede extender de manera sencilla para
un g > 1. Tendriamos por tanto el siguiente resultado.
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| Teorema 2.8. [40] Sean f,, ..., fq € K[x,,....,x,], paraq > 1. Entonces I # 0.

Al igual que en el tema anterior se puede probar dicho resultado con la construcciéon
del ideal de Malgrange asociado a F' = f; - f ..

Sean las nuevas variables = (7, ..., 7,) y consideremos A (t, 9,) el (n+¢)-ésimo algebra
de Weyl.

| Definicién 2.10. Definimos, de igual forma que en la seccién anterior, el ideal de
Malgrange asociado a F, que denotaremos por I ., como el ideal generado por los opera-
dores

q
0

t;—fpparaj=1,..q9 y o, + Z %dtk,pami =1,...n.

l=1

X
Entonces se pueden generalizar los mismos resultados que hemos probado para g = 1,
y calcular el ideal anulador s-paramétrico de F* de la forma

Ann, o (F*) = Iz NA,[t,0,,....1,0

t Oy =51
q lrl()fj_ sj—1

Como podemos observar, para el calculo de la b-funcién y de los ideales de Bernstein-
Sato mediante este método, es imprescindible el calculo del ideal anulador s-paramétrico
de f* (resp. F?).

2.4 Elideal anulador s-paramétrico

Los dos algoritmos que vamos a estudiar para el calculo del ideal anulador s-paramétrico
asociado a F van a ser, el algoritmo de Oaku y Takayama [32], y el algoritmo de Bria-
ncon y Maisonobe [_8]]. Posterior a estos algoritmos, procederemos a estudiar breve-
mente la complejidad de los mismos.

2.4.1 Oaku y Takayama

El algoritmo de Oaku y Takayama ( [34], [35]], [37]]) utiliza homogeneizacién en el
algebra de Weyl (para mas detalle ver [12]). Con la notaciéon t = (¢,..., tq), 0, =
(0,5 s dlq) Y Aug 1= A, Bk A (K]t ..., 1,]), Consideramos A, ® K[t,0, , ..., 1,0, 1=
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K(x,0)[1,0,,....1,0,1 C A,
de Weyl. Se toma el ideal de Malgrange que definimos anteriormente como:

El algoritmo basa todos sus calculos sobre el algebra

, & 0f) . .
Io=({t;= f ), =20, +9, li=1,.nj=1, .k}

Y se aplican los siguientes pasos:
1) Se calcula J' = I, n K[t,0, , ..., 1,0, {x, 0, ).
2) Se toma J" = Ann, ,(F*), donde J" denota el ideal generado por los
generadores de J' después de reemplazar 7,0, — —s, — 1.
3) Se calcula B = ((G) N(f}, ..., f,)) N K[s], donde G es una base de Grébner de J"
con respecto a un orden de eliminacién para {x;} U {0, }.

Para el calculo de I}, N K10, , ..., tqatq](x, 0,) se introducen unas nuevas variables
conmutativas u;, v; para 1 < j < g es decir, se consideran 2n + 4q variables en total.
Entonces el calculo de dicha interseccion se realiza mediante la eliminacion de estas
nuevas variables del siguiente ideal sobre H := An+q ® Kluy, sty Uy, s 0, ]

1

q
df . .
I, =t —uf; 0, + Z a_;“katk’l —uwv; | j=1,.,qi=1,.,n}).
k=1

De esta forma, si fijamos un j con 1 < j < g, tenemos que los generadores del ideal
de Malgrange I son homogéneos con respecto de los siguientes pesos:

X;, axi (i=1,..,n peso 0,
1 6,j pesos -1,1 respectivamente,
U, v; pesos -1,1 respectivamente,
Ts Op s U, U (K # ) peso 0.

Algoritmo 2.2.  [35] sAnnOT(f, ..., f,, <,,)
Input: f, ..., f, € K[x,,...,x,], <, , un orden monomial de eliminacién para las va-
riables u = (u,, aslt)) Y U= (U, 0 0,) sobre A, [u,v] = A, @ Kluy, ..., Uy Ugs ey U, ).
Output: Un conjunto generador de Ann, ,(f*).
BEGIN
- 9/ . :

I < ({1, —u;f;, 0, + Z Eukaxk, l—wuv; |li=1,.,nj=1,.,4q})

k=1

1

G < GB(I,<,,)
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{P,..P}<GnA,, (A, =A/07)
Gy(s), e 8,) < 0
fori=1,...,/do

Elegir Q; € A,[slyv; . ..., v, € Ztalque: S

s Uxo

Sy P= QX 00110, 1,0,),

l,vi1

donde S, , :=9;/siv>0,y S, 1= t;l en caso contrario.
Gy(sy, - sq) — Gy(sy, ... sq) U{0,(x,0,, s, ..., sq)}
end-for
return Gy(—s, — 1, ..., =S, = 1)
END

La demostracion de que este algoritmo termina y devuelve un conjunto generador del
ideal anulador s-paramétrico de F, se puede encontrar en [35].

2.4.2 Briancon y Maisonobe

En este algoritmo se considera el G-algebra S = K(sy,.... 5., 0, , ..., 0, + 0y 8 = 8,0, =
5jkatj> yB=A,QS.
consideramos el K[s, xy, ..., x,] ;-mo6dulo libre de rango 1, M = K[s, x,, ..., x, ] F*,

generado por el simbolo F*.
M tiene estructura natural de A,[s] modulo, la cual se extiende a una estructura de
S-modulo con la operacion de s, via producto y con

a,j ~a(sy, ey Sgs X1 e X, ) FS = —sja(sl, ey 8 = 1, vy Sgs X1 ...,xn)fj-lFs

Entonces se considera el ideal generado por los siguientes elementos en A, @ S:
- 0S5 . .
6xi + Z a—atk, paratodoi=1,..n y s; + fjd,j, paratodoj=1,..,q.
k=1 "X

Briangon y Maisonobe probaron en [8] el siguiente resultado.

| Teorema 2.9. El ideal anulador s-paramétrico de F*, AnnAn[s](Fs), coincide con la
interseccion del ideal generado por los elementos anteriores en B, con A,[s]. Es decir, si
notamos por I al ideal generado por los elementos anteriores en B, entonces Ann, ((F*) =
InA,Lsl
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Por tanto, para el calculo del ideal anulador s-paramétrico bastaba calcular dicha inter-
seccion por medio de bases de Grobner con un orden de eliminacion para las variables
{a,j } sobre B.

Hay una prueba de este algoritmo que esta puramente basada en algebra computacio-
nal y se debe a Daniel Andres, Viktor Levandovskyy y Jorge Martin-Morales [2]].

En dicha prueba se usa el concepto de preimagen de un ideal a la izquierda mediante
un homomorfismo de G-algebras [21].

| Teorema 2.10. (Preimagen de un ideal a la izquierda, Levandovskyy [21]).
Sean A, B G-algebras de tipo Lie, dadas por K(x,,...x, : Q) y Ky, ... ¥V, : Op)
respectivamente, donde los conjuntos de relaciones R, y Ry son como en la definicion
de G-algebras de Lie. Sea p : A — B un homomorfismo de K -algebras. Definimos
I, como el (A, A)-bimédulo (médulo a la izquierda y a la derecha),

I,={{x;—¢(x)|1<i<n})CAQgB.
Supongamos que existe un orden de eliminacion < para B sobre A @ ¢ B, tal que
Im(y;¢(x;) — d(x)y;) < x;y;, paratodo1 <i<nyl<j<m.
Entonces tenemos los siguientes resultados.
(1) Se define A ®‘£ B como el K-algebra generada por {x,, ..., x,, ¥y, ..., ¥, } Sujeta al
conjunto de relaciones compuestas por R ,, Rp y {ij,. =X ;= Y;P(x)+P(x)y; }.

Entonces A ®‘i B es un G-algebra del tipo Lie.
(2) Sea J C B un ideal a la izquierda, entonces

o) =U,+I)NACAR®L BN A
Ademas, este calculo se puede realizar mediante eliminacion.

La siguiente proposicion es una reformulacion del teorema anterior, adoptada a la
situacion, que se encuentra a menudo en el contexto de D-moédulos.

Proposicion 2.2.  Sean A, B;, C G-algebras de tipoLiey ¢ : A; = B, un homomor-
fismo de K-algebras. Consideremos los siguientes datos:

A=C®cA, B=CQ®B, ¢=1.Q¢:A- B,
E=A®)B, E =CQ®(A ®%B).
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Entonces A C E’ C E y para un ideal a la izquierda J C B tenemos:

() (El,+EJ)NE' =E'I,+E'J.

()¢~ '(J)=(E'I,+ E'J)n A.
Ademas, esta segunda interseccion se puede calcular mediante bases de Grobner,
siempre que exista un orden de eliminacién para B, sobre E’ compatible con la es-
tructura de G-algebra de E’.

Las pruebas de estos resultados se pueden encontrar en (Levandovskyy 2006) y usual-
mente dentro de las demostraciones se suele usar el criterio del producto generalizado

(ver lema [1.4), [23].

Volviendo al teorema vamos a estudiar su demostraciéon por medio del método
de preimagen de un ideal a la izquierda.

Tomemos A := A,[s] = A, @« K[s]y B := A, , = A(1.0,) = K(t;,0,.x,;,0, |
0,,% = X;0, +1,0,1;, =10, + 1).

Entonces, en las notaciones de la proposicion , C=A,A =Kls], B, = Aq =
K(t,0, | 0,jtj = tj(),j +1)yA=C® A,, B=C® B,. Consideremos, de nuevo, la
transformacion algebraica de Mellin [38] ¢ : A; — B,, dadapor s; — —t j9, — L.
Entonces 1, = ({t;0, +5; +1}) C 4, ®% B, =: E'.Como [t;,5,] = 6,1,y
[0,,. 5,1 = =60, , las condiciones de orden del teorematoman laformaz; <s;t;,
8,j < sja,j, que se satisfacen si y s6lo si 1 < 1, a,j, S

Por la porposici()n para cualquier L C B, ¢~'(L) = (I, » T L) N A. Por tanto,

q af
I+ L=({t;= [0, + ) a—ka,k,zja,j +s; 411 j=1nqyi=1,..n})=

J
k=1 "X

q af
({1 =[50 + Z a—kd,k,tj(),j +s;lj=1,...qyi=1,..n})
k=1

X

debido a que ¢ jdtj + 5; + 1 se puede reducir a

10, +s;+1=0, -(t;= f)=f;0, +5, €I, + L.

Lema 2.3. Consideremos un orden <;, que satisfaga {t;} >> {x;}, {Oxi,sj} >>
{x;, atj }. Y sean

aof
g =0, +Za—k% Sy =1t = f.8), S i=S,Uls;+;0,} CE"

i
k=1 ~X;
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Entonces S, y .S, son bases de Grobner con respecto del orden <.

Demostracion. Hay tres principales generadores, por tanto tendremos que conside-
rar el algoritmo de Buchberger sobre las 6 posibles parejas entre estos generadores.
Debido a las propiedades del orden, para cada pareja podemos aplicar el criterio del
producto generalizado[1.4]y asi, simplemente necesitamos calcular el producto de cor-
chetes de estas parejas.

1= fpte— fil] =0

2. Para los pares (g;, g,) tenemos que

q
of,
;a,i[axj,— Za[—a ]—Za([ax, ]— 3, —=)).

x

af, 0% f;
]_a 05,

3. Para pares mlxtos (tk f 0 & /) tenemos que

Como [0, = [a 0f’] entonces Spoly(g., g,) se reduce a cero.
i* Sk

5 of,
= fiog) = 2, =t0,1 = 1f0,1 =0

i=l "X;

Luego S, es una base de Grobner a la izquierda. Ahora, para ver que .S, es
también una base de Grobner, aparece un nuevo generador, luego hay que
comprobar, usando el criterio del producto generalizado, las tres nuevas parejas
posibles.

4. [t = fr, S; +fjatj] = [ty Sj] +fj[tk’ a,j] =[5 Sj] = [/ fjatj] = 5jk(tk - fj)’ que
claramente se reduce a cero con respecto .S,, (debido a que tanto ¢, — f, como
1 — [, estan en S,).

5. [s; + fjatj,sk + fi0, 1= fils;, 0, 1— fj[sk,atj] =0.

6. Por ultimo veamos [s; + f;0, . &]-

q af[
[s,+ /0, Xk+z—a [5,-0,, 149, [f- xk]+z s,,at,,]+[f,-0,j,26—0,]
i=1

Xk

of;
=40, = [0,,, /10

Por tanto, .S, es una base de Grobner. |
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Queremos eliminar las variables {7} y {(3,}_ } de I,+ L. Como acabamos de ver, usando
un orden de eliminacion para {7;} tenemos que .S, es una base de Grébner de I, + L.
Entonces, el ideal después de la eliminacion esta generado por S; = S, \ {t, —
f:}. Entonces basta proceder a eliminar el conjunto de variables {6,/} de S5, que es
exactamente lo que se tiene en el teorema [2.9 [8]]. El siguiente algoritmo se basa en
dicho teorema.

Algoritmo 2.3. sAnnfsBM(f,..., fq, <a,)

Input: f € K[x,,...,x,], <, un orden de eliminacién para {9, ,...,d, }.
Output: Ann, (F*) € A,[s].
BEGIN
- Ofi .
I < ({s; +fjat,’ax,~ + Z a—a,k li=1,...,nj=1,..,q})
k=1 "X
G < GB(I,<,;)
J<GnA,Ls,.. sq]
return J
END

Con respecto a la complejidad de dichos algoritmos, se puede probar que el segundo,
debido a Briangon y Maisonobe, es més eficiente que el primero de Oaku y Takayama,
[15]. En esta referencia el resultado principal es el siguiente.

| Teorema 2.11. Dados fiss [y € KIX], el calculo del ideal anulador s-paramétrico

Anny 1 (F*) en el algoritmo de Briangon y Maisonobe se puede reducir al calculo de las
q

0
sicigias de los generadores %% + 0, en el algebra de Weyl A, [0, , ..., 9, 1-
k=1 —X;

Es decir, se traduce en encontrar unos generadores del submodulo libre (a la izquierda)
de (An[dtI e (3,n])" formado por los (P, ..., P,) € (An[6,] e a,n])" tales que

Zn: P, <Zq: %a,k + axi> =0.
i=1

k=1 "X;

Gracias a este resultado, la cota superior de la complejidad del calculo del ideal anula-
dor s-paramétrico es basicamente la complejidad del calculo de una base de Grébner
en el dlgebra de Weyl con 2n + g variables, mientras que en el algoritmo de Oaku y
Takayama se consideran 2n + 4q variables. En realidad se conoce que el calculo del
ideal anulador s-paramétrico es de complejidad doble exponencial (con respecto al
numero de variables y al grado total de los generadores del ideal), pero gracias a este
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resultado, el segundo algoritmo tiene una pequefia ventaja frente al primero debido
al menor numero de variables.

En la referencia [[15] se pueden encontrar también tablas comparativas de ambos al-
goritmos, en los cuales podemos observar que esta pequeria diferencia en el nimero
de variables hace los calculos mucho mas amenos.

2.5 Interseccion de un ideal con un subalgebra prin-
cipal y algoritmos para el calculo de la h-funcion
global e ideales de Bernstein-Sato mediante el
ideal anulador s-paramétrico

Volviendo al teorema|2.4] se puede obtener el siguiente resultado.

Corolario 2.2.  En las condiciones del teorema [2.4] tenemos los siguientes resultados.
(1). P(s)f — bf(S) € AnnAn[s](fS) y bf(s) € AnnA,,[s](fs) +(f)-
(2). P ¢ AnnAn[S](f““).

(3). g—fP(S) — b;(S)axi EAnnAn[s](sz)’ donde b}(s) _ b

s+1°

Antes de pasar con la prueba de este corolario, observar que en el tercer punto de dicho
resultado, estamos afirmando que s = —1 es es una raiz del polinomio de Bernstein-
Sato.

Lema 2.4. Para un polinomio no constante f, el factor s + 1 € K[s] divide a b,(s) y
por tanto, b ,(s) es no nulo.

Demostracion.  Sustituyendo s por —1 en la ecuacion de Bernstein-Sato del teorema
tenemos que

P(x,0,,—-1) = bf(—l)f‘l.

Por tanto, tenemos a la izquierda un elemento de A, y a la derecha una funcién ra-
cional. Por tanto ambas expresiones han de ser constantes. Como f no es constante,
tampoco lo es f~'. Luego debe ocurrir que b(—1) = 0. |

Demostracion. (Prueba del corolario [2.2).
(1). Que P(s)f —b(s) € Ann, (f*) es parte de la prueba del teorema 2.4y que
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b,(s) €Ann An[sl( f%) + (f) se tiene directamente de lo primero.

(2). La ecuacion funcional de Bernstein-Sato nos asegura que P - f5+! =
b,(s)f* # 0, por tanto P ¢& AnnAn[s](fS“).

(3). Usando de nuevo la ecuacion funcional del teorema [2.4]y que
by(s) = (s + DY (s) , tenemos que

of

P. fs+1 — bf(S)fS =(s+ 1)b}(s)fs?:; = (axi . fs-H)b;c(s)ﬁ'

0 0,

Luego, SLP- £+ = /.(s)d, - f**' y por tanto, L P~/ (5)0,, € Ann, ,(f**").
1 1 I

Observacion 2.4.  Podemos observar del punto (1) del corolario[2.2]y de la propia defi-
nicién de la b-funcién global que b /(s) esta en (AnnAn[S](fS) +{(f))NK[s]. Es mas,
como K|[s] es un dominio de ideales principales, el ideal generado por los elementos
que estan en dicha interseccion, (verificando la ecuacion funcional), que facilmente
se puede comprobar que forman un ideal, tiene un Unico generador ménico. Este ge-
nerador monico es la b-funcion global asociada a f y usualmente se suele definir de
esta forma en vez de en la forma que se ha definido en

Gracias a todo esto, vamos a poder calcular de manera algoritmica la b-funcién aso-
ciada a un polinomio (resp. a un conjunto de polinomios) realizando los siguientes
pasos:
1. Calcular una base de Grobner G de Ann A1)+ (f), mediante los algoritmos
ya conocidos

2. Calcular la interseccion de G con el subalgebra K[s].

El primer paso, que se basa en el calculo del ideal anulador s-paramétrico asocia-
do a f, yalo hemos estudiado en el tema anterior. Falta entonces estudiar el problema
de la interseccion de un ideal a la izquierda con una subéalgebra.

Supongamos que A es un K-algebra asociativa. Nuestro objetivo es, dado un ideal
a laizquierda J C A, calcular la interseccion de J con el subalgebra K[s], donde s va
a ser un elemento de A \ K. Basicamente, buscamos el polinomio moénico b € A tal
que

(b = J N K[s].
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Supondremos también que siempre existe un orden monomial sobre A tal que J tiene
una base de Grobner G. De esta forma, pueden ocasionarse diferentes situaciones:
1. Ningun elemento de Im(G) divide a Im(s*), para cualquier k € N.
2. Existe un elemento en G cuyo monomio lider divide a Im(s*), para algtin k € N.
En estas condiciones, tenemos las siguientes posibles situaciones.
2.1.J -s C J ydimg(End,(A/1)) < co.
2.2. No se tiene alguna de las dos condiciones de 2.1.
2.2.1. La interseccion es cero.
2.2.2. La interseccion no es cero.
Estudiemos primero el caso 1.

Lema 2.5. Sino existe g € G tal que Im(g) divida a Im(s*) para cualquier k € N,
entonces J N K[s] = {0}.

Demostracion. Supongamos que tenemos 0 # b € JNK[s]. Entonces Im(b) = Im(s¥)
para algin k € N. Como b € J, existe un g € G tal que Im(g) divide a Im(b) =
Im(s¥). I

En la segunda situacion, no podemos decir si la interseccion es nula o no. Para enten-
der esto, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: | Consideremos K[x, y] y J = (y*+x). Entonces J N K[y] = {0}, mientras

que {)*+x} es una base de Grébner de J para cualquier orden monomial, y por tanto,
tomando un orden monomial que verifique y >> x, tenemos que Im(y* + x) = y* que
divide a y* para cualquier k > 2 par.

Lema2.6. SitenemosJ-s C J ydimg(End,(A/J)) < co. Entonces J N K[s] # {0}.

Demostracion. Consideremos la aplicacion producto a a la derecha con s como apli-
cacion, (-s) : A/J — A/J, que es un endomorfismo de A-médulos bien definido en
A/J,yaquesia—d’ € J,entonces(a—a’)s € J-s C J, por hipdtesis para cualesquie-
raa,a’ € A. Como End,(A/J) tiene dimension finita, entonces el algebra lineal nos
asegura que existe un polinomio minimo y asociado a dicho endomorfismo. Es mas
u es el generador monico de J N K[s], ya que, como es polinomio minimo asociado
a dicho endomorfismo se tiene que p(s) = 0 en A/J y por tanto u(s) € J N K[sl, y
ademéas deg(u) es minimo por definicion. |

Observacion 2.5. En el caso en que A sea el algebra de Weyl, se conoce que si A/J
es un A,-modulo holonomo, entonces se tiene que dim, (End ,(A/J)) < oo.

De esta forma, hemos reducido el problema de calcular la interseccion de un ideal
con una subalgebra generada por un elemento a un problema de algebra lineal, el
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problema de encontrar el polinomio minimo de un endomorfismo.

el siguiente algoritmo calcula la intersecciéon de un ideal a la izquierda J C A con
K[s] para un elemento s € A, basandose en el problema de encontrar el polinomio
minimo del endomorfismo (-s).

Algoritmo 2.4. PrincipalIntersect(s,J)
Input: s € A, J C A un ideal a la izquierda tal que J N K[s] # {0}.
Output: b € K[s] el generador monico de la interseccion J N K[s].
BEGIN
G <GB(J) (asumiendo que existe)
i1
if existen ay, ...,a;_; € K tal que
i-1
NF (s',G)+ ) a;NF(s/,G) =0 then

J=0

i—1
return b« st + Z a;s’
=0

else
i—i+1

end-if

END

i-1 i-1

Notar que NF (s, G) + 2 a; NF (s/,G) = 0 es equivalente a que s* Z ajsj e J,
=0 i=0

el algoritmo busca un pjolinomio moénico en K[s] que también esté enj J. Podemos

observar que este proceso de busqueda se realiza aumentando de uno en uno el grado

a través de las potencias de s hasta encontrar la dependencia lineal. De esta forma, se

asegura que el algoritmo devuelva el polinomio de grado minimo. Desde el princi-

pio se ha supuesto que J N K[s] # {0}, ya que, en caso contrario, este algoritmo no

termina.

Este algoritmo ha sido implementado en la libreria "bfun.1lib" de Singular por
Daniel Andrés y Viktor Levandovskyy [3] mediante el procedure pIntersect (poly
s, ideal I, list #).Sufuncidn es calcular la interseccion delideal I con la subal-
gebra K[s], donde s es un polinomio. Por otro lado, por defecto, la lista # = @, pero
en caso contrario, si se da un m > 0 en la lista, entonces se busca el generador moénico
de dicha interseccioén con a lo sumo grado m.

Esto esta bien definido ya que como comentabamos antes, el algoritmo va de menos a
mas, aumentando el grado del posible generador moénico, por tanto ese m dado seria
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la cota superior del mismo.

Ahora que se ha estudiado el problema de la interseccion, se puede construir un al-
goritmo para el calculo del polinomio de Bernstein-Sato, a través del calculo del ideal
anulador s-paramétrico como se coment6 en|[2.4]

Algoritmo 2.5. bfctAnn(f, <o, <,)

Input: / € K[x,,...,x,], <, orden de eliminacion para las variables de 9,, <, orden
de eliminacién para las variables de s.

Output: El polinomio de Bernstein-Sato b ,(s) € K[s] asociado a f.

BEGIN

I < sAnnfsBM(f, <a,)

G < GB(I +(f),<,)

b,(s) « Principallntersect(s, G)

return b,(s)

END

Debido al corolario [2.2(1) y a la definicion del polinomio de Bernstein-Sato, tenemos
que b ;(s) es un elemento de (G)NK|[s]. Por otro lado, el algoritmo PrincipalIntersect
devuelve el polinomio minimo de dicha interseccion, el cual sabemos que coincide con

el ideal de Bernstein-Sato (2.4). Por lo tanto, este algoritmo termina y devuelve el po-
linomio de Bernstein-Sato asociado a f.

Este algoritmo se puede mejorar considerando las derivadas parciales de f respecto de
las variables x,, ..., x,,. Es decir, afiadiendo las derivadas parciales de f a Ann, | (f*)+
(f,)- Este resultado es conocido y su demostracion se puede encontrar en [1]].

Lema2.7. Sea f € K[x,,...,x,]. Entonces se tienen los siguientes resultados:
(1). Tenemos que fd, — sg—j €Ann, ((f*) paratodo 1 <i <n.

@) (A (1) + (2 2 209) 0 KTs) = (2,

Volviendo al caso en el que tenemos f, ..., f, € Klxy, ..., x,] \ {0}, podemos gene-
ralizar los resultados obtenidos hasta ahora para el caso ¢ = 1, y por tanto, podemos
escribir los ideales de Bernstein-Sato estudiados en (2.3)) de la forma:

Iy = (AnnAn[s](Fs) +{(f1f2 f) NClsl,
Iy = (Ann, (F*) +(f;)) N Cls],
Ip, = (Ann, ((F*) + (f1, f2s s [)) N Cls].
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A su vez, gracias al ideal anulador s-paramétrico de F*, podemos generalizar el algo-
ritmo al caso que tengamos f, ..., fq € K|[x,,...,x,] para un cierto entero g > 1.

Algoritmo 2.6. BernsIdeal([f),..., f,], <9 <s)
Input: (f},..., f,) € K[x,,...,x,], <, orden monomial de eliminacion para las varia-
bles de d,, <, orden de eliminacién para las variables de s.
Output: Los ideales I, IBZ y I, para j = L,...,p
BEGIN
I < sAnnfsBM(f},..., f ’<<3r)
Gp < GBI +(fy -+ fy) <))
GBZ < GBI +(fy,--fy)»<y)
forj=1,...qdo

Gy < GB(I + (f)-<y)
end-for
I <~ (GgNKl[sy,....,s,])

(G N K[sy, s 5,0)

fOI'j =1,. ,q do

I, < (G nK[sl,. 58,1
end-for
return IB,IBZ,IBI,...,IBq.
END

Por tultimo, volviendo a la seccion 2.1} dejamos sin demostrar que la b-funcién global
de un ideal I respecto de un vector de pesos w era no nula. Veamos la prueba de
dicho resultado y, como aplicacion directa, un algoritmo para el calculo de la b-funcion
global asociada a un ideal I respecto de un vector de pesos # 0 que se basa en los dos

pasos que vimos en|[2.1]
Demostracion. ’ Prueba del teoremalﬂ”,
Sea0 # w € [R>O, I C A, tal que A,/I es un mddulo holonomo, J := in(_w’w)(I)

ys =) WX d, . Sin pérdida de generalidad sea 0 # P = anﬁx“aﬂ € J un

a.p
operador (—w, w)-homogéneo. Entonces para cada monomio en P, usando la regla

de Leibniz, obtenemos

x“@ﬁxiax[ = x**ighfte 4 p.x*9F = (axi — (a; + Dx; ) ~0% + Bx%0? =
(0 x; — (o, + 1) + B)x0? = (x;0, —a; + ﬂi)x"‘dﬂ.

Pongamos m = —wa + wf para algin término c¢,;x“9” en P donde c,; es no nulo.
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Como P es (—w, w)-homogéneo, m no depende de la elecciéon de este término. Por
tanto,

P.-s=P i w;x;0, = i w; Z(xi()xi — & + B)ex 0" =
i=1 i=1 a,f

s P+ Y wi—a;+ B, x " =(s+m)- PeEJ.

i=l a,f

Por lo tanto, tenemos que J -s C J. Como A, /J es holénomo (Saito et al. 2000), luego
por la observacion y el lema se tiene el resultado deseado. |

Usando principalmente la observacion y los algoritmos para el calculo del ideal
inicial de un ideal I holénomo con respecto de un vector de pesos 0 # w, y para
el calculo de la interseccion entre un ideal y un subalgebra principal, obtenemos el
siguiente algoritmo para el calculo de la b-funcion global asociada a un ideal I con
respecto a un vector de pesos 0 # w.

Algoritmo 2.7. bfctlIdeal(l,w)

Input: I C A, un ideal holonomo, 0 # w € R un vector de pesos.
Output: b; ,(s) € K[s], la b-funcion global de I con respecto a w.
BEGIN

J «initialldeal(], (—w, w)) (2.1)

§ « Z w;x;0,
i=1

b; ,(s) < principallntersect(s,J)  (2.4)
return by ,(s)
END

En particular, usando la definicién de la b-funciéon global asociada a un polinomio
/ no nulo que se ha dado en y usando el algoritmo anterior, se puede construir
un algoritmo que calcula la b-funcién global asociada a un polinomio no nulo f €
K[x,,...,x,].

Algoritmo 2.8. bfct(f)

Input: f € K[x,,...,x,] \ {0}.

Output: b,(s) € K[s] la b-funcion asociadaa f  (definicion .
BEGIN

I, «(t—f, 0.+ %6,, e Oy + S—fd,) C A, t,0,) (idealde Malgrange

Xn
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w < (1,0,..,0) € R™! (tal que el peso de 0,es1)
by ,(s) < bfctIdeal(l,, w)

bi(s) «by(=s—1)

return b ()

END

2.6 Algoritmos para verificar raices de la b-funcion

global

En muchas ocasiones el calculo del polinomio de Bernstein-Sato o b-funcion global
es muy costoso en la mayoria de los algoritmos existentes e incluso en ocasiones no
son posibles mediante algunos de ellos. Sin embargo, es conocido que el polinomio de
Bernstein-Sato o b-funcién global tiene Gnicamente raices racionales negativas [18],
por tanto, aprovechando la racionalidad de las raices de dicho polinomio, hay otro
tipo de algoritmos mas eficaces, que en vez de calcular la b-funcion en si, verifican si
un numero racional dado es, o no es, raiz de la b-funcién asociada a un polinomio o
a un conjunto de polinomios. Estos algoritmos han sido implementados en el sistema
Singular/Plural por Victor Levandovskyy y Jorge Martin Morales [22]], y tienen
diversas aplicaciones.

Los principales problemas a estudiar en esta seccion son los siguientes:

1. Calcular una cota superior de b (s). Es decir, encontrar un polinomio
B(s) € K[s] tal que bf(s)|B(s). Pongamos:

d
B(s) = H(s —a,)", paraciertoso; € Q_y, i =1,...,d.

i=1

2. Comprobar cuando un q; es raiz de b ().
3. En caso de ser una raiz, Calcular la multiplicidad de a; en b (s).

Uno se puede preguntar si, suponiendo que podemos encontrar de alguna forma una
cota superior del polinomio de Bernstein-Sato, existen algoritmos para el calculo del

polinomio de Bernstein-Sato a partir de dicha cota superior.
d

Claramente si tenemos una cota superior B(s) = H(s — a;)" de la b-funcion b (s),
i=1
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d

entonces b,(s) = H(s — ;)" donde 0 < n, < m,. Por tanto, si también tenemos un
i=1
algoritmo que nos diga cuando ; sea raiz de b ,(s) y que, en particular, nos proporcio-

ne las multiplicidades de las que si son raices, se podria calcular la b-funcion global

mediante los siguientes pasos:
d

1. Calcular la cota superior B(s) = H(s —a)".
i=1
2. Verificar para todo i = 1, ..., d cuando a; sea raiz de la b-funcion global.

3. En los casos afirmativos, calcular su multiplicidad n,, y en caso contrario
hacer n, = 0.

d
4. Devolver b,(s) = H(s —a)".

i=1
Ahora bien, uno se puede preguntar qué es mas eficiente, el calculo de la b-funcion
global de manera directa con alguno de los algoritmos conocidos, 6 el calculo de la
b-funcion global por medio de verificar cada una de las raices de una cota superior y
calcular sus multiplicidades en los casos afirmativos. Esta pregunta obviamente de-
pendera de la eficacia de los algoritmos para verificar las raices y de que el algoritmo
para el calculo de la cota superior nos proporcione una cota los suficientemente “cer-
cana’, para que este proceso sea eficiente, ya que asi los calculos de las multiplicidades
seran mas sencillos al tener esta cota superior “cercana”.
El resultado principal en la que se basan los tres problemas anteriores, se debe prin-
cipalmente a la igualdad que sabiamos que verificaba la b-funcién global:

(b (5)) = (Ann, () (F*) +(£) N K[s], (1)

| Definiciéon 2.11.  Sea A una G-dlgebra, I C A un ideal a la izquierda y Z = Z(A)
el centro de A (conjunto de elementos de A que conmutan con todos los demas elementos).
Entonces se definen:

e Para cada z € Z, el submoddulo a la izquierda (I : z) :={ve A|zve l}.

e Para un ideal J C Z el submodulo I : J se define como

(I :J):={veA|zvel paratodoz € J}.

e El submodulo I : z* se define por liminf,_ I : z".
e El submédulo I : J*, llamado saturacioén central de I por J, se define como
liminf _ I : J".

neN

Lema 2.8. Sea {g,...,g } una base de Grobner de J C Z(A), entonces se tiene que
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!
(I:J)= ﬂ(] L g).
i=1

La demostracion se sigue de que J es un ideal en el centro de la G-algebra A, [19].

| Teorema 2.12. Sea A una G-algebra cuyo centro contiene a K[s]. Sea q(s) € K[s]
ysea l C A un ideal a la izquierda satisfaciendo I N K[s] # 0. Entonces se tienen las
siguientes igualdades.

1. (I + Alg()) 0 K[s1 = I 0 K[s]+ K[s)(q(s)),

2.(I : q(s)NK[s] =T NK[s]) : q(s),

32U :q(s)*®)NK[s] =UNK][s]) : qg(s)™.

En particular, tomando I =Ann, (f*) + A,[sI(f) € A,[s] en las ecuaciones ante-
riores, tenemos que
- [Anny (o(f*) + A,[s1(f, a()] 0 K[s] = (bs(s), 4(s)) = (med(b(s), 4(5))),
- [(Anny (1) + ALK = a1 0 K] = (by(9)) © 4(s) = (o),
-[(Anny () + A1)+ q()®]n Ks] = (by(s)) © q(s)*.

Donde mced(f (s), g(s)) denota el maximo comun divisor entre dos polinomios en la va-
riable s.

Demostracion. Tomemos 0 # b(s) es un generador de I N K[s]. Supongamos que
h(s) € (I + A{q(s))) N K[s]. Entonces se tiene que

h(s) = P(s) + O(s)q(s)

donde P(s) € I y O(s) € A. Sea d(s) el maximo comun divisor de b(s) y g(s). Por
tanto, existen b,(s) y g,(s) tales que d(s)b,(s) = b(s) y d(s)q,(s) = q(s), y entonces
b,(5)q(s) = q,(s)b(s). Como s es una variable que conmuta con todos los elementos
de A, podemos multiplicar la ecuaciéon A(s) = P(s) + O(s)q(s) por b,(s) en ambos
lados y obtener

by()h(s) = b,(s)P(s) + O(s)q,(s)b(s) € I.

Luego, b,(s)h(s) € I N K[s] = (b(s)) y por tanto A(s) € (b(s)) : (b,(s)) = (d(s)) =
I N K[s]+ (q(s)). La otra inclusion es trivial. De igual forma se prueban la segunda
y la tercera igualdad. I
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La segunda (resp. la tercera) parte del teorema anterior se puede usar para encontrar
una cota superior de b(s) (resp. las raices de b,(s)). Como q(s) esta en el centro de
A, [s], los ideales cociente y saturado se pueden calcular algoritmicamente [19]]. Una
forma mas clasica para el calculo, aunque menos efectiva, es mediante el uso de una
nueva variable conmutativa 7', y la féormula

It g(9)® =A,[s,TII, 1 -Tq(s)) N A,[s].

Ejemplo: |Sea f € C[x, y] el polinomio x(x* + y*). El ideal anulador s-paramétrico

de f* esta generado por los operadores P\(s) = 3xy%*d, — y’0, — 3x%0, y Py(s) =
3x0, +2yd, — 9s. Consideramos el polinomio

g(s) = (s + D(s+ (s + (s + ) + (s + 5)(s + ).

Calculando una base de Grobner, se puede ver que el ideal generado por { P,(s), P,(s), f, 1—
Tq(s)} en A,[s,T] es el total. Es decir, la base de Grobner reducida es {1}. Luego por

el tercer punto del teorema se deduce que q(s) contiene todas las raices de b (s).

Por lo que ¢(s) es una cota superior de la b-funcion.

Con este proceso, basta comprobar que un ideal sea el anillo entero o no, para la ob-
tenciéon de una cota superior. Ademas, en el proceso de comprobar si un ideal es el
anillo total o no se puede usar cualquier orden monomial, ya que simplemente hay
que comprobar que la base de Grobner calculada contenga al 1. Esto hace que el calcu-

lo computacional pueda ser muy rapido con una buena elecciéon del orden monomial.

Corolario 2.3.  Supongamos que P,(s), ..., P(s) genera Ann, 4(f*). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

L. a € Q. es una raiz de b ().

2. A [SI(P,(5), ..., P(s), f,s +a) # A,[s].

3. A P(=0), ... P(~a). f) # A,
Ademas, en tal caso, A, [s]{P,(s5), ..., P.(s), f,s + a) N K[s] = K[s](s + a).

Demostracion.  SeaJ = A,[s](P,(s), ..., P(s), f,s+a)y L = JNA, = (P|(—q), ..., P(—a), f).
Como tenemos que

J=A,[s] &< JnK[s]=K[s] &< L=A4, yque
mcd(b,(s),s +a) =1 < b,(—a) #0,
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aplicando el primer punto del teorema tomando ¢(s) = s + a, obtendriamos
directamente que (1) <= (2)yque (1) <= (3). |

Este resultado permite, una vez conocido un conjunto generador de Ann, (/%)
construir un algoritmo que verifique cuando un numero racional dado es raiz de la b-
funcion global asociada a f, por medio del uso de bases de Grobner. La demostracion
del algoritmo se tiene directamente del corolario anterior.

Algoritmo 2.9. CheckRoot(f,a, <)
Input: f € K[x,,...,x,], a € Q_,, < un orden monomial cualquiera sobre A,
Output: T (True), si a es una raiz de b (—s), F (False), en caso contrario.
BEGIN
(Py(5), ..., P(5)) < sAnnfsBM(f) (Ideal anulador s-paramétrico de f* [[2.3]])
L < (P/(-a),..., P(—a), f)
G «<RedGB(L, <) (base de Grobner reducida de L respecto de < [[1.4]])
if (G # {1}

return T
return F
end-if
END

Pasamos ahora al problema de estudiar el problema de la multiplicidad de dichas rai-
ces. Sabemos que si @ es una raiz, entonces la intersecciéon (AnnAn[S](fs) +(f,s+a))n
K[s] = K[s](s + a) por el corolario De la misma forma, usando el mismo resul-
tado, a® sera raiz si (Ann, (f°) + (f,(s+a)*)) N K[s] = K[s]{(s + a)*). Entonces,
reiterando el proceso, si la multiplicidad de a es m, obtendremos que

(AnnAn[s](fs) +(f,(s+a)") N K[s] = K[s]{(s + a)"), mientras que
(Ann, G (f) +(f, (s + @)™")) N K[s] # K[sI{(s + a)™*")

Debido a que hemos supuesto que la multiplicidad de « es m.
Luego la idea del algoritmo para el calculo de la multiplicidad, va a residir en ir au-
mentando este exponente hasta que no se verifique la igualdad.

Corolario 2.4.  Sea m, la multiplicidad de & como raiz de b,(—s). Consideremos los
ideales J, :AnnAn[s](fs) +(f,(s +a)*') C A,[s],i =0,..., n. Entonces, son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

1.m, > 1,

2.0, NK[s]={(s+a)t!)y
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3.(s+a) & J.
Ademas si tenemos que J,, = J,,_, & ... € J; & J, € A,[s], entonces m, = m. En
particular, si m < n, entonces J,,_, = J,, = ... = J, [36].

Demostracion. (1 <= 2). Tenemos claramente que m, > i < mcd(b 7(8), (s +
a)*!) = (s + @)'*!, luego tomando ¢(s) = (s + @)™ y usando el primer apartado
del teorema [2.12]se tiene la equivalencia que se buscaba de la misma forma que en el
corolario anterior.

2 = 3).Si(s+a) € J, n K[s], claramente {(s + a)'*') C J, N K[s], de donde se
deduce la implicacion.

(3 = 2).Supongamos que {(h(s)) = J,N K[s]. Como (s + @)t € J,nK[s] = (h(s)),
existe j < i+ 1 tal que h(s) = (s + a)’. Supongamos que j < i. Entonces (s + a)’ =
(s+a)(s+a) =(s+a) ' h(s) € J,. Pero esto contradice la hipotesis (3). Por tanto
debe ser j =i+ 1. |

Usando directamente este resultado, se puede construir un algoritmo que verifique si
un numero racional es raiz de la b-funcion global asociada a un polinomio f y que,
en caso afirmativo, calcule su multiplicidad.

Algoritmo 2.10. CheckRootMult(f,a, <)
Input: f € K[x,,...,x,], a € Q,, < un orden monomial cualquiera sobre A,[s].
Output: m,, la multiplicidad de & como raiz de b (s).
BEGIN
(Py(5), ..., P(5)) < sAnnfsBM(f)
fori=0,1,....,ndo
J — A [sP(5), ..., P(s), f,(s + a)*!)
G < GB(J, <)
r < NormalForm((s + a)’, G) (forma normal de (s + a)’ respecto a G [[1.2]])
if (r = 0) then
m, < i
return m,
end-if
end-for
END

En este caso, la prueba de que el algoritmo termine correctamente se debe a que la
multiplicidad de una raiz de b ,(s) es a lo sumo n ( [36]) y al corolario anterior (2.4).

El problema de este algortimo es que en cada paso del bucle for calcula una base de
Grobner G, del ideal J =Ann, (f*) + (f,(s+a)*!) y, como ya sabemos, el calculo
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de bases de Grobner sobre anillos de operadores diferenciales es un tanto costoso en
la mayoria de las ocasiones.

Debido al corolario|2.4] se puede considerar un algoritmo equivalente al anterior para
el calculo de la multiplicidad de una raiz mediante la ecuacion

(Ann, (%) + A,[sI(f, (s + 0)") N K[s] = ((s + a)™)

Aunque este método sdlo sirve cuando la multiplicidad de la raiz es proxima a n, ya
que conforme se aumente el indice del exponente i, el costo computacional de las ba-
ses de Grobner sera mucho mayor. Luego si la multiplicidad es relativamente pequefa
es mas efectivo considerar el método del algoritmo anterior antes que el método que
se sigue directamente de la ecuacion anterior.

Volviendo al problema del calculo de una base de Grobner en cada paso del algo-
ritmo anterior, este problema se puede solucionar usando la teoria ya conocida sobre
ideales cociente e ideales saturados.

Corolario2.5. Seam,lamultiplicidad de « como raizde b ,(—s) y sea I =AnnAn[s](fs)+
(f). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1.m, >i.

2.(1 : (s+a))+ A, (s+a)# A,ls]

3.( : (s+@))|,__y # A,

Demostracion. Dado J C A,[s] un ideal, denotamos por b,(s) al generador moénico
de la interseccion J N K[s]. Entonces por el teorema 1), la condicién 2 se satisface

siy solo si —a es raiz de b;. (. (s). Donde este polinomio debido al teorema 2)
b/ (s)

no es otro que ———————.
med(b;(s),(s+a)")

Debido a esto, se tiene la siguiente equivalencia

by(s)

my > 1 = (s+a| med(b ;(s).(s+a))

De donde se concluye (1) <= (2). La otra equivalencia (2) <= (3), se tiene
trivialmente de lo anterior sustituyendo s por —a. |

Para el calculo recursivo de I : (s + @) se usa que s + « est en el centro de A, [s]y
por tanto

I:(+a)=UNnA,[sl{s+a))/(s+a), yademas
I:G+a)=U:G+a) ™ (s+a)



2. b-FUNCION GLOBAL 71

Usando esto y el resultado anterior, se puede reescribir el algoritmo anterior sustitu-
yendo los calculos de bases de Grobner por calculos de ideales cocientes. La prueba
del algoritmo se obtiene directamente del corolario anterior.

Algoritmo 2.11. CheckRootQuot(f,a, <)
Input: f € K[x,,...,x,], a € Q,, < un orden monomial cualquiera sobre A,[s].
Output: m,, la multiplicidad de @ como raiz de b(—s).
BEGIN
m« 0
(Py(5), ..., P(5)) < sAnnfsBM(f)
I < A, [sKP(5),.... P(s), f)
J—IT+A][s|(s+a)
while (G # {1}) do
m<—m+1
I <{:(+a)
J—T+A[s|{(s+a)
G < RedGB(J, <)
end-while
return m
END

Observacion 2.6. Como ya hemos mencionado anteriormente, se conoce que:

( Ann, (/) + A,[sI(f, g, o ﬂ)) A K[s] = <b/.(s)

oy, s+1

) =1 (by(5)).

Donde a b~f(s) se le denomina el polinomio de Bernstein-Sato reducido de f.
De esta forma se reduce un poco la complejidad de los algoritmos anteriores.

Ejemplo: |En Singular/Plural, para trabajar con lo visto en esta seccion, se puede

importar la libreria "dmod.1ib" [25], enla cual se encuentran los comandos checkRoot,
checkRootl y chekRoot2.

El comando checkRoot1 sigue principalmente el algoritmo Es decir, dado un nu-
mero racional « € Q. y un polinomio f € K|[x,...,x,], devuelve 1 en caso de que
« sea una raiz de b;(—s) y 0 en caso contrario.

Por otro lado, el comando checkRoot2 comprueba lo mismo que el comando anterior
y después, en caso de que « sea raiz, calcula la multiplicidad de dicha raiz usando el
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ideal anulador s-paramétrico como hemos visto anteriormente. Es decir, dicho coman-
do se basa en los algoritmos y (realiza el proceso en uno u otro dependiendo
del input que se le dé al comando dentro de Singular).

Por dltimo, checkRoot es un comando mas general, que basicamente recibe por input:
(poly f, number a, [,S,engl), donde f es un polinomio, a es un niimero racio-
nal positivo (en caso de que no lo sea, este proceso devuelve un mensaje de error), S
es una de las dos cadenas de caracteres siguientes algl 6 alg2, donde, por defecto,
el algoritmo tomara algl, y eng es el proceso de calculos de bases de Grobner que se
usaran en el algoritmo (si eng # 0, entonces se usara el comando std, que viene de
standar basis, para el calculo de las bases de Grobner, y en caso contrario, por defecto,
se usara el proceso de slimgb). Si se ha tomado S = algl se aplicara checkRoot. Es
decir, se comprobara tinicamente si « es raiz. En caso contrario, si se toma S = alg2,
se procedera con checkRoot2, y por tanto, se calculara también la multiplicidad de &
en caso de ser raiz.

eSea f = x3y? + x* + y* € C[x, u]. Entonces si tomamos a = % obtenemos:

ring r = 0, (x,y),dp;

poly f = x*+x%y* +)°;

checkRoot (f,17/12);

==>1

Es decir a es raiz del polinomio de Bernstein-Sato asociado a f. En este caso el po-
linomio de Bernstein-Sato asociado a f no es muy costoso de calcular mediante el
comando bfct que se encuentra en la libreria "bfun.1lib" [3]:

bfct(f);

[1]1:
_[11=-7/12
_[2]=-5/6
_[3]=-11/12
_[4]=-1
_[5]1=-13/12
_[6]1=-7/6
_[71=-17/12

[2]:

1,1,1,1,1,1,1
Donde como ya hemos visto, bf ct evaluado sobre un polinomio f, devuelve dos listas,
donde en la primera se encuentran las raices de b,(s) y en la segunda sus multiplici-
dades ordenadas segun el orden de las raices.



3 Recubrimientos de Grobner en
PBW-algebras

Este capitulo se va a dividir en dos partes. En la primera, vamos a estudiar el concepto
de “Comprehensive Grobner Systems” (CGS) sobre las PBW-algebras y se va a estu-
diar un algoritmo para el calculo de estos, también conocidos por, recubrimientos de
Grobner sobre dichas algebras. Y en la segunda parte, veremos sus aplicaciones sobre
los ideales de Bernstein-Sato y b-funciones.

El concepto de Recubrimiento de Grobner o sistema exhaustivo de Grobner fue in-
troducido por Volker Weispfenning [41] en el caso de anillos de polinomios para la
resolucion de sistemas de polinomios paramétricos. Desde entonces se han imple-
mentado muchos mas algoritmos con ese mismo propdsito. En el caso de anillos de
polinomios, una referencia muy detallada de ello es la reciente [28]], en la cual se im-
plementan algoritmos en el sistema Singular para el calculo de recubrimientos de
Grobner de ideales paramétricos sobre K[x;, ..., x,,] en la libreria "grbcov.1ib" [29].
De la misma forma, en el mismo anillo de polinomios, D. Kapur, Y. Sun, D. Wang [17] y
Katsusuke Nabeshima [30] han implementado algoritmos muy efectivos para el calcu-
lo de CGS.

Para este estudio del calculo de CGS sobre PBW-algebras se van a utilizar resultados
de Katsusuke Nabeshima, Katsuyoshi Ohara y Shinichi Tajima [31]], los cuales han im-
plementado algoritmos para el calculo de CGS en el sistema algebraico Risa/Asir.
Estos autores han conseguido implementar dichos algoritmos mediante la extension
de los resultados de Kalkbrener [16], sobre estabilidad de bases de Grobner bajo ho-
momorfismos de especializaciones y la extension de los resultados conocidos de CGS
sobre anillos de polinomios, a las PBW-algebras.
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3.1 Algoritmo CGS

La notacién usual que vamos a utilizar a lo largo de esta seccidn, va a ser la siguiente.
Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y K una clausura algebraica del cuerpo K.

Sean x = (x,,...,x,) eu = (u, ..., u,,) dos conjuntos de variables distintas. A lo largo
de este capitulo vamos a basar los resultados principalmente en las siguientes dos
G-algebras:

A ul=Kul® A, = K[uKx,0, : Q) vy
K(u,x,0.) = K(u,x,0, : Q).

Donde Q = {d;x; = x,0, + 6;; | i,j = 1,...,n}, con las relaciones conmutativas ya
vistas, y Q' = {6jxl. = x,.aj + 6,.j, [, u)] = [ug, x;] = [uk,0xl] =01ij,l=1,..,n,
k=1,...,m} .Es decir, Q' es Q junto con las relaciones conmutativas de las variables
u con todas las variables. Por tanto, como hemos estado omitiendo las relaciones con-
mutativas del conjunto de relaciones, escribiremos sin pérdida de generalidad Q = Q'.
La diferencia entre estas dos G-algebras es simplemente la forma de interpretar sus
coeficientes: mientras que en A, [u] los coeficientes son polinomios en las variables

Uy, ....u,, en K{u,x,0, : Q) los coeficientes son elementos del cuerpo K.

El uso de la segunda G-algebra es simplemente para el calculo de bases de Grobner
en la primera G-algebra. Es decir, para un conjunto H en A, [u] el calculo de una base
de Grobner de H en A, [u], se traducira al calculo de una base de Grobner de H en
K(u,x,0, : Q) respecto de un orden monomial por bloques, que ahora veremos lo
que es. Es decir, la diferencia entre ambas G-algebras es puramente computacional,
ya que tedricamente son idénticas.

Ya hemos visto que, debido a la existencia de PBW-bases en ambas G-algebras, exis-
te un isomorfismo natural entre K-espacios vectoriales ¢ : K(u,x,d, : Q') -
K[u, x, £] definido por (p(quaaf ) > u’ x%*EP. De la misma forma se define sobre

@ . A,lu]l = K[u][x,&]. De esta forma, podemos suponer que los operadores en am-
bas G-algebras vendran dados en su forma canénica con respecto a su PBW-algebra.

Como hemos comentado antes, vamos a considerar un orden monomial por bloques
<.Este va a ser, en particular, el orden producto de los 6rdenes monomiales <, vy <,
Es decir, tomaremos un orden monomial en las variables x U d, (denotado por <., )
y otro orden monomial sobre las variables u (denotado por <), y consideraremos <
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= <y, * <w que es el orden monomial que primero compara los exponentes de los
monomios lideres en las variables x U d, (es decir, con respecto al orden <, ) y, en
caso de ser idénticos, usa el segundo orden monomial sobre las variables de u.

Por ejemplo, consideraremos que en ese orden producto se verifique u < d,, < x. Para
diferenciar entre la primera G-algebra y la segunda estos érdenes monomiales, deno-
tartemos <, y < respectivamente.

De igual forma que hicimos en la secciéon de PWB-algebras denotamos, dado un ope-
rador P € K(u,x,d,), por Im(P), Ic(P) y 1t(P) al monomio lider, el coeficiente lider
y el término lider de P. Donde It(P) = Ic(P) - Im(P). Al igual sobre A, [u], denotamos
1t,(P).Ic,(P) y Im,(P). Donde aqui P € A,[u]. Como ya vimos, se pueden extender
estos conceptos a conjuntos de operadores sobre las dos PBW-algebras anteriores.

Sea I un ideal en una de las dos PBW-algebras anteriores. Diremos que I es un ideal
paramétrico considerando las variables u;, ..., u,, como parametros. El objetivo es, da-
do un ideal paramétrico, encontrar una bzﬁem de Grobner para cada valor que le damos
a los parametros de u. Es decir, dado a € K , construir una base de Grébner del ideal
1,_- sobre A_n = K(x, 0, : Q). Para ver esto, comencemos con la siguiente definicion
que detalla la notaciéon que hemos tomado de /,_.

| Definicién 3.1.  Para cualquier a € K definimos el homomorfismo canénico de
especializacion o= : K[ul(x,0, : Q) (resp. K{u,x,0,)) — K(x, 0, : Q) de la forma
p(u,x,0,) — oz(p(u,x,0,)) = pa,x,d,). Es decir, como la aplicacion que sustituye los
parametros u = (uy, ..., u,,) del operador paramétrico, por los valoresa = (a,, ...,a,) €
K. Se puede extender esta definicion a un ideal paramétrico I C K[u](x,d, : Q) (resp.
K(u,x,0,))dela formal, ;= o0;I):={ozp)|pel}C f{x, o2, : Q).

| Definicion 3.2.  Sean f, ..., f, € K[u] un conjunto finito de polinomios. La variedad
afin del conjunto de polinomios f, ..., f, viene dada por:

V(s f)={a€K |f,@=0Vi=1,..r}

El conjunto de puntos de K que anulan todos los polinomios f, ..., f,.

| Definicion 3.3. Sea X una variedad cuasi-proyectiva [14], equipada con la topologia
de Zariski. Diremos que un subconjunto C de X es localmente cerradosiC =V N Z,
donde V' es abierto y Z es cerrado de la topologia de Zariski.

Diremos que un subconjunto de X es constructible, si es una union finita disjunta de
conjuntos localmente cerrados.

| Definicion 3.4. Llamaremos a un conjunto constructible de la formaV(g,,....g.)\
V(g|,..g) S K™ con g, ..., 8,8}, & € Klul, una estratificacion. (Usualmente se
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denota A, A,..., A, para representar los estratos, que son subconjuntos disjuntos, local-
mente cerrados que cubren la estratificacion al completo).

En realidad si S es un conjunto localmente cerrado, entonces existen ideales radica-
les I,J tales que S = V(1) \ V(J), donde ademas estos ideales estan Gnicamente
determinados por .S debido a la correspondencia univoca entre ideales radicales y
variedades. Al par (I, J) se le denomina la representaciéon C-canoénica del conjunto
localmente cerrado .S. (Para mas detalle de la existencia de estos ideales radicales y
dicha correspondencia ver: [28]]).

| Definicién 3.5.  Sea < un orden monomial admisible por bloques sobre A, [u]. Sea
PCA,IulyA,A,.. A, estratosen K. Sean G, ..., G, subconjuntos de A,[u]. Diremos
un conjunto finito de pares G = {(A,, G,),...,(A,,G))} es un sistema exhaustivo de
Grobner (CGS) (o recubrimiento de Grobner) sobre A, U --- U A, de (P), si para
todoa € A, 0(G,), es una base de Grobner del ideal (c-(P)) (ideal de extension) en
E(x, 0, : Q), paracadai = 1,...,1. Llamaremos al par (A;, G;) de G como el i-ésimo
segmento de G.

Diremos simplemente que G es un sistema exhaustivo de Grobner para (P), si tenemos
que A\ U---UA, = K.

Es decir, un sistema exhaustivo de Grébner para un subconjunto P C A, [u] basica-
mente consiste en un conjunto finito de pares G = {(A,,G;) : 1 < i < I} donde
los A; C K™ forman una particion del espacio paramétrico K” y son subconjuntos
localmente cerrados. Y donde los G, son bases de Grobner del ideal extension de P

por o al sustituir sus parametros por valores dentro de la particiéon correspondiente.

Hay muchos algoritmos para el calculo de un sistema exhaustivo de Grébner. Por
ejemplo, como mencionabamos al inicio de esta secciéon, en SINGULAR tenemos la
libreria "grobcov.1lib" [29] donde Antonio Montes y Hans Schoenemann han im-
plementado un algoritmo, grobcov([/) que calcula el recubrimiento de Grébner de un
ideal paramétrico I C K[u][x].

| Definicién 3.6. Dado un subconjunto G C A, [u), se define una base minimal de
G como el subconjunto F C Im(G) que verifica las siguientes condiciones:

1. Para cada operador g € G existe un operador m € F tal que m|g.

2. Para cada par de operadoresm # m' € F, se tiene que m no divide am’ y viceversa.
Denotaremos al conjunto F verificando las propiedades anteriores por MBIm(G).

Notar que dado un conjunto G C A,[u], pueden existir distintas bases minimales de
G, pero en cualquier caso se tiene claramente que (Im(F)) = (Im(G)).



3. RECUBRIMIENTOS DE GROBNER EN PBW-ALGEBRAS 77

El siguiente resultado es una extension del teorema de Kapur-Sun-Wang [28] que,
en particular, prueba la estabilidad [16] de las bases de Grobner bajo homomorfismos
de especializacion en el PBW-algebra A, [u] = K[u](x,0, : Q).

| Teorema 3.1. Sea G una base de Grobner de un ideal I C A, [u] con respecto a
un orden monomial por bloques < (para ciertos <., y <,). Sean E 1= G N K[ul, y
sea {my,....,m;} =MBIm(G \ E). Pongamos que G, = {f € G\ E | Im,(f) = m,}
para todoi = 1,...,1. Entonces, para todo a € V(E) \ Ui:l V(Ic,(G,)), se tiene que
07(G, U+~ UG)) es una base de Grobner de 65(1) con respecto del orden monomial <,
en A, (K)=K(x,d, : O).

Demostracion. Para todo a € V(E) \ szl V(Ic(G))), existe un p, € G, tal que
o-(Im(p,)) # O para cada i = 1,...,I. Supongamos que G = {g,,....&g.} y que P =
{py,...,p,}. Entonces, claramente P C G y MBIt(P)=MBIt(G \ E) = {m,...,m,;} se
mantiene. También tenemos que

Para todo a € V(E) \ ._, V(Ic(G))), oz(Im(I)) = Im(o5(1)).
La prueba de esto se puede encontrar en [31]. Haciendo uso de esto, tenemos:

Im(o-(1)) = (o5(Im(g,)), ..., 05(Im(g,))) = (MBIm(G \ E)) =
(MBIm(G, U G, U ...UG))) = (c;(Im(G, U G, U ... U G))))

en K(x, d, : 0).Como G;UG,U..UG, C I C K[u(x,0, : Q), es claro que
0:(G1UG,U...UG)) C oz(I) C K(x,d, : Q).Porlo tanto, 6(G,UG,U...UG)) es una
base de Grébner de o;(1) con respecto el orden monomial <,,, en K(x,d, : Q). |

Para la construccién de un algoritmo efectivo para el calculo de CGS, en vez de usar
directamente el teorema anterior, vamos a usar el siguiente corolario, que esencial-
mente es el mismo que el teorema de Kapur-Sun-Wang [[17]]. En la referencia de [28]]
podemos encontrar el resultado de Kapur-Sun-Wang, seguido del algoritmo para el
calculo de un CGS, el cual es muy similar al que estudiaremos posterior al siguiente
resultado.

Corolario 3.1 (Kapur-Sun-Wang). Usando la misma notacion que en el teorema an-
terior, sea g, € G, y h, = lc(g;) para cada i = 1,...,/. Entonces, para todo a €
V(E) \ V(h,h, - h)), 05({g,,....&}) es una base de Grébner minimal de o4(I) con
respecto a <, en A (K)=K(x,0, : Q).
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Demostracion. Como V(E) \ V(h,h, -+ h)) C V(E) \ (V(c(G,)) U V(Ic(G,)) U ... U
V(lc(G))), usando el teorema anterior

(oz(m({g,. 8. . & D)) = (o3(m(G, U G, U ... U G))).

Por lo tanto, 65({g;, &, ---» §;}) es una base de Grébner de 65(I) conrespectoa <,,, en
E(x, 0, : Q). Como ningin Im(c;(g;)) en el conjunto Im({c=(g,),0,(g,), ....0,(8)})
divide a otro lm(aa(gj)) parai # jconi,j = 1,...,1, entonces ademas es una base de
Grobner minimal. |

Algoritmo 3.1. CGS(E, N, P, <)

Input: E, N subconjuntos de K[u]; P un subconjunto finito de A, [u] = K[u]{x, 0, :
QO); < un orden monomial por bloques sobre A, [u].

Output: G un recubrimiento de Grébner de (P) con respecto de < sobre el subcon-

junto V(E) \ V(N) de K™.

BEGIN

G« 0

if V(E)\ V(N) =@ then returnG; end-if

G < GB(PU E,<); (Algoritmo para el calculo de una base de Grobner)

if 1 € G then return {(V(E)\ V(N),{1})}; end-if
G' < G\ (GNK[u))N(E));
{m,...m} <MBIm(G'); h < 1,
fori=1,..,/do
g, « tomar g, de G’ tal que Im(g,) = m;;
h < lc(g,) - h;
end-for
h(f‘ hgz + hy « factor(h);
if W(E)\ V(N))\ V(h,h, --- h,) # () then
G« GU{(V(E)\ V(N A {hihy - B 1), 81 8o 8D
end-if
fori=1,..,rdo
G < GUCGS(EU {h;},N A{hh,-h_},G, <)
end-for
return(G) END

(Donde si A, B C K[u], AANB = {pq|p € A,q € B}).Y la funciéon factor(h) calcula
la factorizacion de h en K|[u].
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Este algoritmo funciona de la siguiente forma:

(1) Primero, prueba si V(E) \ V(NN) es vacio o no. En el caso de que sea vacio, el al-
goritmo termina devolviendo el conjunto vacio.

(2) Suponiendo ahora que V(E)\ V(N) # @, el algoritmo calcula una base de Grobner,
G,de P U E con respecto a <,GB(P U E, <).Si 1 € G, entonces el algoritmo termina
y devuelve {(V(E) \ V(N), {1})}.

(3) Si no se verifica lo anterior, entonces considera G N K[u] que basicamente es la
parte de G que contenga Unicamente parametros (se puede obtener de manera facil
ya que el orden monomial producto <, es de eliminacion sobre dichos parametros).
Después obtiene G’ = G \ ((G N K[u]) N (E)) y calcula una base minimal de G’ que
viene denotada por {m,...,m,}.

(4) Aqui, siguiendo el corolario anterior al algoritmo, toma ciertos elementos g; € G’
tales que Im(g;) = m,, calcula el producto de todos los coeficientes lideres de estos g;
y factoriza dicho producto en K[u]. Es decir, en orden, calcula lo siguiente

{hy,...h}={lc(g) | g € G’ conlm(g,) = m,}
!

h=[]ie)
i=1

h‘fl hg2 ..« h" =factor(h)

Llegado a este punto, usando el corolario anterior, sabemos que para cualquier a €
V(E) \ V(h,h, -+ h,), 6:({g, ..., & }) es una base de Grébner minimal de o-(P). Por
tanto como también debemos quitar el conjunto de puntos que anulan N, el algoritmo
realiza la comprobacion (V(E) \ V(N)) \ V(h,h, --- h,) # §. En caso de que se verifi-
que, estamos en las condiciones de dicho corolario y por tanto afiadimos el segmento
V(E)\ V(N A {hyhy--h}),{g,,....8}) al Recubrimiento de Grobner (CGS).

(5) (Paso recursivo.) Finalmente, el algoritmo considera los subconjuntos disjuntos
restantes de V(E) \ V(IN). Primero, realiza de nuevo el proceso donde se cumpla
h, = 0; después el segmento donde h, = 0 pero h, # 0, y asi sucesivamente, en el
paso i-ésimo, el segmento donde #; = 0 y ninguno de los anteriores a A, sea 0. Estos
claramente forman una particiéon del conjunto total disjunta.

| Teorema 3.2. El algoritmo CGS termina y devuelve un recubrimiento de Grobner de

(P) sobre V(E) \ V(N).

Demostracion. Usando el corolario V(E)\ V(N A {hhy--h.}),{g,....8}) es
un segmento del recubrimiento de Grébner. Para probar que el algoritmo termina es
suficiente probar que, en cada iteracion, el algoritmo so6lo crea ramas finitas. En cada
iteracion de CGS, el numero de elementos de MBIm(G’) es finito. Ya que lc(g;) € K[u]
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para algin g, € G, donde G es una base de Grobner reducida de (P U E) C A,[u] y
lc(g;) € (E) C K[ul, y de lo contrario, g € G se puede simplificar ain mas con la
base de Grébner de (E). En la siguiente llamada recursiva de CGS, el input E U {h;}
cuyo ideal es estrictamente mayor que ( E) de la anterior llamada recursiva de CGS.
Por tanto, cada rama termina en un nimero finito de pasos. |

Veamos un par de ejemplos del calculo de recubrimientos de Grobner mediante el
procedimiento anterior. Para ello vamos a usar el algoritmo implementado en [31]
en el sistema algebraico Risa/Asir. Para ello, el comando usado para la realizacion
del proceso anterior es newcgswi(P, U, [V, D], Ord), que calcula un recubrimiento
de Grobner de (P) con respecto del orden Ord. (2 es el orden lexicografico, 1 es el
orden lexicografico total y 0 es el orden lexicografico inverso, los cuales son todos ad-
misibles sobre el P BW -algebra A, [u]). U es una lista de parametros, que en nuestros
ejemplos van a ser [a, b] y [a, b, c] respectivamente. V' es una lista de variables y D es
una lista de los operadores diferenciales respecto de las variables de V.

1.Sea P = {x%0, + 2x9° + axd>, xyd> + by, y*0, + by*} C A,(C)la,b] =
Cla, bl{x, y,d,, dy) y < el orden monomial lexicografico sujeto a d,<0d, <y<x
Entonces usando el algoritmo anterior, obtenemos que un recubrimiento de Grébner
de F con respecto a < viene dado por:

{(V(b) \ V(b, a* + 4a + 4), {ad, +20,,a0, +20.}),
(V(b,a+2), {y@i + 20, yo,, yzay, x?0_,x%0, — 2xyo,}),
V(a+2)\ V(b,a+2),{by, bx*}),

(C*\ V(ba + 2b), {1})}.

Esto nos quiere decir que:

- Cuando b = 0 y no se anulan a la vez b, a> + 4a + 4 entonces una base de Grébner,
fijando los valores de a y b en esos parametros, viene dada por {ad, + 20, ad, +24, }.
- Cuando b = Oy a+ 2 = 0 entonces una base de Grobner viene dada por {y@i +
20,, yd,, yZay, x%d ., x%d, — 2xya,}.

- Cuando a+2 = 0 y no se anulan a la vez b, a + 2 la base de Grobner viene dada por
{by, bx?}.

- Por ultimo cuando no se anula ba 4+ 2b = b(2 + a) tenemos que la base de Grébner
es {1}, como indica el paso (2) que comentabamos tras el algoritmo CGS.

Donde el comando directamente escrito en Risa/Asir para este calculo ha sido
newcgswl([x> x dy +2 * x s dx>*+a* x s dx*,x * y * dx>* + b x y,* x dx + b %



3. RECUBRIMIENTOS DE GROBNER EN PBW-ALGEBRAS 81

»*1,[a, b, [[x, y], [dx, dyl], 2);

2.Sea P = {ax’y + byd, + 0,,2x%0, + bxy,xy*0, + cy + 0} C A,(O)la,b,c]y
de nuevo < el orden lexicografico. Entonces obtenemos:

{(W(a,b,c),{d.}), (V(a, )\ V(a, b, c), {0, cy}), (V(D\V(a, b), {0, ay}), (C\V(b), {1})}

Este ejemplo es mucho mas intuitivo de ver. Lo que nos quiere decir este output es:

- Cuando los tres parametros son nulos, el conjunto P es de la forma {9, 2x?0_, xy*0, +
0d,}. Por lo que es claro que todos sus elementos se reducen, al calcular una base de
Grobner, a 0, .

- Sihacemos a = b = 0y quitamos el origen, tendremos al sustituir {d,, 2x%d,, xy*0, +
cy + 0, }. Luego, en este caso, al reducir respecto de 0, todos los elementos, obten-
dremos que el ultimo se reducira a cy y por tanto tendremos que la base de Grobner
viene dada por {d,, cy}

- Cuando sustituimos b = 0 y quitamos los puntos donde también ocurre a = 0 obte-
nemos que la base de Grobner viene dada por {d,, ay}.

- Por ultimo, Cuando consideramos todos los puntos (a, b, ¢) con b no nulo, obtene-
mos que la base de Grobner es todo el espacio.

El comando que se ha escrito directamente en Risa/Asir para el calculo es
newvcgswl([a* x> x y+b*xysxdy+dx,2 x> xdx+b*x % y,)> % x * dx +c *
y+dx],[a, b, c], [[x,y],[dx, dy]l,2);

Notar también que en este ejemplo se puede ver con mayor facilidad la recursion
en la que se basa el algoritmo que vimos anteriormente.

Estos ejemplos calculados en Risa/Asir mediante el comando anterior se han compu-
tado en menos de un segundo, aunque notar que con otros ejemplos se ha tenido que
finalizar la operacion ya que el programa no finalizada. Lo cual indica que el coste
computacional de este algoritmo es enorme.

3.2 Recubrimientos de Grobner para el calculo de la
b-funcion e ideales de Bernstein-Sato

El calculo de un recubrimiento de Grobner de un ideal paramétrico dado, presenta
varias aplicaciones directas del calculo de las b-funciones al trabajar sobre el algebra
de Weyl con parametros. En esta subsecciéon vamos a usar el algoritmo para el calculo
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de recubrimientos de Grobner para calcular el ideal anulador s-paramétrico asociado
a un conjunto de polinomios f, ..., f, , € Kl[ul[x]y, posterior a ello, estudiaremos los
resultados ya conocidos para el calculo del ideal de Bernstein-Sato y el polinomio de
Bernstein-Sato por medio de estos recubrimientos de Grobner, haciendo uso del ideal
anulador s-paramétrico como hemos hecho hasta ahora.

3.2.1 CGS para el calculo del ideal anulador s-paramétrico mediante
el método de Briancon y Maisonobe

Dados f, ..., fq polinomios no constantes en K[x;, ..., x,], vimos en la secciénun
método para el calculo del ideal anulador s-paramétrico asociado a F* = f ls b qu",
donde s = (sy, ..., 5,) eran nuevas variables a considerar. Este ideal anulador lo deno-
tabamos y definiamos de la forma:

AHHAn[S](FS) ={p€A,Ls]|p-F° =0}

el cual se podia calcular mediante el ideal de Malgrange generado por los elementos:

q

0

d, + Z %@k, paratodoi=1,.,ny
=1 9

s;+ [0, paratodo j = 1,....q.

i

Sobre el G-dlgebra B = A, ®x K(sy,...,5,,0, a0y {08 = 8,0, — 5jk0,j}), cal-
culando la interseccién de este ideal con A,[s]. Es decir, si notamos por I al ideal
generado por los elementos anteriores en B, entonces Ann, |(F*°) = I N A,[s] ([8]).

Este algoritmo se puede traducir al calculo de un recubrimiento de Grébner sobre

el ideal I con un orden de eliminacién adecuado para las variables 9, , (como ya vi-
1

mos en dicha seccion, son las variables que queremos eliminar), de la siguiente forma.

Algoritmo 3.2.  ANN(fy, ..., f,)

Input: f,..., f g polinomios paramétricos en K[u][x],

Output: A = {(E,, N,,G,),(E,, N,,G,),....(E,,N,,G,)} talque paratodo a € V(E,)\
V(N,), 6,(G,) es una base de Ann((fa(fls'fzs2 qu")) paratodoi=1,...,r.

BEGIN
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A<0

q

I~ {s;+/;0,,0, + Z:‘ %’k"' =1l,unj=1,..q}
<{9,y< un orden de eliminacion para {d,} sobre la base de monomios M(s, x, d,, 9,)
G < CGS({0}, {1}, 1, <,))
while G # ¢ do

selecciona (E, N,G) de G

G < G\ {(E.N,G)};

A< AU{(E,N,GNnA,s]}
end-while
return A

END

Notar que en CGS({0}, {1}, 1, <a,), estamos poniendo E = {0} y N = {1} ya que
queremos calcularlo en todo el espacio paramétrico sin imponer condiciones. También
nptar que el algoritmo CGS esta en un principio definido para un conjunto P € A, [u],
pero en realidad se puede extender a una P BW -algebra cualquiera ( [31]).

3.2.2 ldeales de Bernstein-Sato y b-funcion reducida mediante el al-
goritmo CGS

Una vez calculado el ideal anulador s-paramétrico asociadoa f* (resp.a F* = f ls Lo f qs M,
y sabiendo que (b (s)) = (AnnAn[S](fs)+<f))nK[s], (resp. paralos ideales de Bernstein-
Sato ver seccion|2.3), podemos construir por medio del uso de recubrimientos de Gréb-
ner un algoritmo que calcule la b-funcion global asociada a f, (resp. los ideales de
Bernstein-Sato), de la siguiente forma.

Algoritmo 3.3. ParamBS({f},..., f,}, F)

Input: f, ..., f, polinomios paramétricos en K[u][x]; F puede ser uno de los siguien-
tes conjuntos {f; - f,}, {f1, ..., f,} 0 {f;}, (también puede ser F = f| un tnico
polinomio).

Output: P = {(A, I ), (Ay, Ip), ..., (A,, Iy )}, tal que para todo a € A, (0,(I)) es
el ideal de Bernstein-Sato asociado a o;(F), (en el caso F = f| corresponderia con la
b-funcion global asociada a o5(f),).

BEGING

P<0

<.,uo. < un orden monomial de eliminacion para x U d, sobre la base de monomios

xUd,
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M(s,x,0,) (Esdecir, tal que {x,d, .} >> s)
A < ANN(fy, .., f,) (mediante el algoritmo anterior)
while A # ¢ do
Seleccionar (E, N,G) de A
A< A\ {(E,N,G)}
G < CGS(E, N.(G) + (F),<,,.)
while G # ¢ do
Selecciona (E’, N’,G") de G
G< G\ {(E',N',G")}
P<PU{VE)I\VIN),G nK[s]}
end-while
end-while
return P
END

Este algoritmo esta implementado en el programa Risa/Asir mediante el siguiente
comando:

cgs_bf_gene([f},.... f,]. F, P, V).Donde f,, ..., f, € Qlullxly Feslffy f,1, L1
paral <i < q06[fy,..., f,], (afiadiendo el caso en que F = f,). P es una lista de los
parametros u 'y V' es una lista de variables.

Ejemplos: | 1. Sean f, = x> + ay’ y f, = by en C[a, b][x, y]. Tomando F = (f, - f,)
tenemos que el algoritmo anterior devuelve

{(v(b) \ V(a, b)7 {S2}9 (v(a’ b)a {S2}a
(V@) \ V(a, b), {(=25, — 2)s> + (=35, — 3)s, — 5, — 1},
(C\ V(ab), (85, +8)s* + (1252 + 565, + 44)s? + (651 + 545 + 1365, + 88)5> + (s +
1653 + 7755 + 1385, + 76)s, + 53 + 1053 + 3555 + 50s, + 24)}

Lo cual quiere decir:

- En primer lugar, donde se anula b pero no se anulan a la vez a, b se tiene que (s,) es
el ideal de Bernstein-Sato asociado a F = f| - f,.

Podemos observar que cuando b = 0, se tiene que f, = 0. Lo mismo ocurre en el
segundo segmento del output.

- Cuando se anula a pero no se anulan a la vez a, b se tiene que el ideal de Bernstein-
Sato asociado a F viene dado por (—2s, — 2)s% + (=35, —3)s; — 5, — L.

- Por ultimo, cuando consideramos todos los puntos (a, b) excepto aquellos tales que
ab = 0, (como estamos sobre un cuerpo son los puntosa = 0,b =06 a = b = 0) se
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tiene que el ideal de Bernstein-Sato asociado a F esta determinado por (8s, + 8)s‘1‘ +
(1253 4565, +44)s7 + (653 + 5453 + 1365, + 88)s7 + (53 + 1653 + 7753 + 1385, + 76)s, +
53+ 10s3 + 3555 + 50s, + 24).

2. Tomemos los mismos polinomios paramétricos f, y f, pero tomemos F = (f}, f5).
Entonces el algoritmo nos devuelve

{(V(b) \ V(a,b), {s,, 57+ 25, + 1}, (V(a,b),{s,,—2s7 — 35, — 1},
V(@) \ V(a,b), {5, + 1,-25% = 35, — 1},
(C\ V(ab), {-2s7 + (=5, —4)s; — 5, — 2,457 — 65, + 55 + 5, — 2}

Como veniamos pincelando anteriormente, en el caso en que se puede proce-
der de manera similar considerando el ideal:

I =(s+ (0,0, +20,...0, +%Lo)
1 n

X,

ya que teniamos que Ann, ,(f*) = I N A,[s], donde ahora s es una tnica variable
n
nueva. Ademas, como ya comentamos al final de la seccién[2.6] es que si consideramos

elideal J = I, + (f, g_f, - s—f), entonces tenemos que
X1

Xn

JKs] = (Ann, () + ALK 2L L)) nKs) = (22

7} s+

X1 Xn

) =1 (by(5)).

Por tanto, basandose en el proceso anterior se puede construir un algoritmo que cal-
cule la b-funcién reducida para un polinomio paramétrico f no constante de manera
analoga al proceso del calculo de ideales de Bernstein-Sato mediante el algoritmo CGS.

Algoritmo 3.4. redBfunCGS(f)

Input: f € K[u][x] un polinomio paramétrico.

Output: P = {(Al,i)l(s)), (A, B,(s))} tal que paracadai = 1,..,rya € A, se
tiene que l~)i(s) es la b-funcion reducida de o4(f).

BEGIN
P<0
of oL
A
A <« ANN(f)
<o, < un orden monomial de eliminacién para x U d, sobre la base de monomios
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M(s,x,0,) (Esdecir, tal que {x,d, .} >> s)
while A # ¢ do
Seleccionar (E, N,G) de A
A< A\ {(E,N,G)}
G < CGS(E, N,{(G) + (J), <400,
while ¢ # ¢ do
Seleccionar (E’, N’,G") de G
G G\ ((E,N',G")
P < PU{(V(E")\ V(N'),G' nK[sD}
end-while
end-while
return P
END

En Risa/Asir podemos encontrar este algoritmo y, a su vez, un algoritmo que calcu-
la la b-funcién global en su totalidad, (es decir, incluyendo la multiplicidad de la raiz
s + 1). Este ultimo viene dado por el comando:

cgs_bf(f, P,V), donde f € Q[u][x] es un polinomio paramétrico, P es una lista de
parametros u 'y V es una lista de variables.

Ejemplos:| 1. Sea f = x* + axy? + by* + y*> C Qla, b][x, y]. Entonces tenemos la
siguiente traduccién del output que aparece en Singular/Asir al aplicar el comando

anterior.

{V(@)\ V(a,b), {(s + 1)(6s + 5)(6s + T)}),
(V(a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s +7)}),
(V(4a® + 27b*) \ V(a, b), {(s + 1)(65 + 5)(6s + 7)}),
Y(b) \ V(a, b), {(s + 1)(6s + 5)(6s +T)}),
(C\ V(4ba® + 27b%a), {(s + 1)(6s + 5)(6s + T)})}

En realidad al aplicar el comando anterior, el output aparece en forma de listas de
pares separadas entre si. Por ejemplo, en el primer par aparece el estrato de la for-
ma [[a], [a, b]] y la b-funcidn asociada a f en los puntos de dicho estrato de la forma
[[s + 1,1],[6 = s+ 5,1],[6 = s + 7,1]] donde el 1 que aparece en los tres factores
anteriores es la multiplicidad de cada uno de ellos. Veamos un ejemplo en el que no
siempre salga la misma b-funcion.

2.Sea f = x?y* + x)* + axy + by. Entonces obtenemos lo siguiente.
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{(V(B)\ V(a,b), {(s + D*}),
V(@) \ V(a,b), {(s + D)),
(V(16a® — 27b*) \ V(a, b), {(s + 1)*}),
(V(a, b), {(s + 1)*(2s + 1)*(4s + 3)(4s + 5)}),
(C\ V(16ba* — 27b%a), {(s + 1)*})}

Podemos comprobar facilmente cuando a = b = 0 con el comando bfct en el sistema
Singular que la b-funcién asociada a (0,0, x, y) = x*y* + x)° viene dada por
(s+ 3%+ (s + Ds +2).

Notar que el calculo de ejemplos un poco mas elaborados en Risa/Asir por medio
del comando anterior requiere de un tiempo muy elevado para su calculo.

3.3 CheckRoot sobre polinomios paramétricos

Para termina este capitulo, usando los resultados teéricos de la seccion y de la

anterior seccion, podemos construir un algoritmo que compruebe si, dado un niime-

ro racional a y un polinomio paramétrico f € K[u][x], se tenga que « es raiz de la
_ —m

b-funcion asociada a 6;(f) para algina € K .

« Con el algoritmo Ann(f), (alg. , obteniamos un conjunto de tripletas
A={(E,,N,,G)),....(E,,N,,G,)} tal que para todo a € V(E,) \ V(N,) se tiene que
0,(G,) es una base de Grobner del ideal anulador s-paramétrico Ann An[s](aa( ).

« Por otro lado, para la construccion del algoritmo checkRoot, (alg.[2.9), se calculaba
una base del ideal anulador s-paramétrico, y con dicha base G = (P,(s), ..., P,(s)), se
calculaba una base de Grobner reducida del ideal L = (f, G|S=_a>' Una vez calculada
una base de Grobner reducida del ideal L, teniamos que si dicha base era {1} entonces
@ no era una raiz y, en caso contrario, si era raiz.

Luego uniendo estos dos puntos basta considerar para todo i = 1,...,r, tomando
a € V(E;) \ V(N,), los ideales L, = (Ga(G,.I ~),0,(f)), calcular una base de Grobner
reducida M, de dicho ideal y comprobar para cadai = 1,...,r si M, = {1}.

Algoritmo 3.5. checkRootANN(f,a, <)
Input: f € KJu][x] un polinomio paramétrico, @ € Q
cualquiera sobre A, [s].

50> < un orden monomial
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Output: H = {A,J};donde A = {(E,, N,,G)), ...,(E,, N,,G,)} tal que se tiene que
para todo a € V(E,) \ V(N,), 6,(G,) es una base de Grobner de Ann, 4(0,(f*)) para
todoi =1,...,r, y J es un conjunto de indices en {1, ..., 7}, donde i aparece en J si a
es una raiz de la b-funcién asociada a ¢,(f) para cualquier a € V(E,) \ V(N,).
BEGIN
A= {(E},N\,G)), ., (E,, N,,G,)} < ANN(S)
H <« {A}
fori=1,..,rdo

Elegir a € V(E,) \ V(N,)

L < (0,G, ).0,()

G, < RedGB(L;, <)

if (G, # {1})

H « H uU{i}

end-if
end-for
END

Ejemplo: | Tomemos f = x’y + axy? + by*> € Cla, b][x, y]. Al calcular el ideal anu-
lador de f* usando el algoritmo ANN, el cual en Risa/Asir viene determinado por el
comando para_ann(f, [a, b], [x, y]), obtenemos el siguiente resultado:

[30901 para_ann{F,[a,bl,[x,y]1);

[txx"F+2xdaxtxy=r+2xdbxtxy+dy, dxtxyxx"2edaxtxy™2+dn, tryxx"F+daxt=y 2enrdbxtxy 2+dt]

[[8], [b=xall
[—dx=a=u"2+(-2xdy=asy+S=a=s—duxh ) xx—3F=dy=h=y+6xhxs, —F=du=h=a=x"2+( (-5=dx=a"3+I=dy=b=a) =y-18=dx=h"2) =x-10=dy=a™3=y"2+(25=a"3
ns=Drduxbra™2-Dh»dy=h"2) #y+108xbh " 2%s5  —du*x"3+Indyry=x"2-2xdxxary=xurdyxary™2-2xdx=h=y]

[Tal,[bll
[cmsx+3edysy—6xs, —durn ™I+ Irdyrey=r™2-2=du=xh*y]

[[b,al, [11]
[dy=y-s, dx=x—3=dy=y]

[[bl,[a"21]
[du=s+2dy=y—0xs, —dx=n" I+ Iudysysn™2-2xdu=asy=u+rdy=a=y™2]

0.2188sec + gc : 0.2813sec(B.562sec)

Tomemos por ejemplo la segunda terna: (E,, N,, G,) = (a, b, {x0, +3y6y—6s, —x3 0.+
3x?yd, — 2byo, }), notar que el output en Risa/Asir pone los productos al revés, por
ejemplo dx * x.

Sabemos que para cualquier a € V(a)\ V(b) el conjunto o-(G,) es una base de Grobner
del ideal anulador s-paramétrico Ann, |, (65(f*)). Por tanto, siguiendo el algoritmo
anterior, elegimos cualquier a € V(a) \ V(b), (por ejemplo a = 0, b = 1), tomamos un
@ que queramos comprobar, (por ejemplo @ = 7/6) y calculamos una base de Grébner
reducida de (o (G| __ ), 05(f)) = (x0,+3yd,—6(-7/6), —x30,+3x%y0,—2y0,, x’ y+)*)
y obtenemos:
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ideal I = xdx+3ydy+7,-x’dx+3x’ydy-2ydx,x}y+y?;

_[1] = xdx+3ydy+7;
_[21 = y%;
_[1] = xy;

_[1] = x*-2ydx;
_[1] = 2ydx®+3xydy+5x;
Que claramente es no nula. Por tanto —7/6 es una raiz de la b-funcién asociada a 6-( f).

Si tomamos ahora @ = 9/6 obtenemos haciendo el mismo proceso:
ideal I = xdx+3ydy+9,-x’dx+3x’ydy-2ydx,x}y+y?;

_[11 =1,
Es decir, —9/6 no es una raiz de bGE(f).

Centrandonos en el mismo ejemplo, podemos calcular un recubrimiento de Grébner
considerando s y b como dos parametros, y asi poder ver para qué valores de s se tiene
que la base de Grobner final es distinta de {1}:

31081 newcgswl [[dx=x+I=dy*y-6bxs, —dx=x"3+Indy*y=u"2-2xdxyxbry, " Jxy+bxy™21,[s,b1, [ [x,y]1, [dx, dy11,2);
[b1,[b,324%5"6+1944%s"5+4815%s™4+6I00%s 3+4591 5™ 2+1766%5+28011

[9xdy " 2%572+18%dy " 2%5+9xdy 2 )2y 2+ (362 dyxs~3-72=dy=s"2-36x dyxs ) xy+ J6xs ™ h+90xs ™ F+ T4 x5 2+22x5+2  duxn+3xdy*y-6xs,
[3xdy>s"2+6=dy>s+3xdy ) =y—6=5"3-1d>s"2-10=5-2) =%, [s72+2=5+1) xx"2]

[[s+11,[11]

[27=dy ™ 3%y~ 3+189=dy” 2xy™ 2+ (-dx " F=xh+276%dy ) *y+60, dx»xx+3xdy=y+6, (Ixdy 2%y 2+30=dy»y+12 ) xx+dx"2xbxy , (3xdy=y+3)»x"2-
duxbey yex"I+h=y™21]

[[3%5+2]1,[b,3»s+211
[bx*y, bxxl

[[3=s+4],[b,3*s+4]1]
[{~dx"3xb"2+12=dyxb) xy+24=h , bxy™2, dxxx+I=dy=y+8, (Ixdy=y+6) =x+dx"2xbxy w"2-dxxbxy]

[[6%5+51,[b,6*s+511
[b=y, du=x+Iedy=y+5, 221

[[b,6xs+71,[111]
[3xdy 2%y 2+ Lh=dy=<y+10 , ds=x+I=dy=<y+T, (3xdy=y+5)=x,x"21

[[6%s+7],[h, 6=s+71]
[{=dx"3=b"2+3=dyxb ) xy+bxb, bxy™2, ~b=u-du"2=b 2=y ]

{{?],[32&*b*s“5+162@*b*3“ﬁ+3195*b*3“3+31@5*b*3“2+1&86*b*3+28@*b]]
o. of segment is

N
g.msmsec + gc : 0.03125sec(154 . 8sec)

Podemos observar que los valores del parametro s que hacen que la base de Grobner
sea distinta de {1} sons = -1, s = =2/3,s = -4/3,s = =5/6 y s = —=7/6. En
particular, dichos valores son las raices de la b-funcién asociada a oz(f) [31]]. Es mas,
calculando el polinomio de Bernstein-Sato asociado a 6y, (f) = x>y + by* mediante
el algoritmo obtenemos:

[[bl, (111, [[s+1,2],[3s+1,1],[3s+1,1]]

[f01,[p]l], [[s+1,2],[3s+2,1],[3s+4,1],[6s+5,1], [6s+7,1]]
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Como en nuestro caso b # 0, entonces viene dado por (s + 1)?(3s + 2)(3s + 4)(6s +
5)(6s + 7), que claramente concuerda con los valores del pardmetro s que hacian la
base de Grobner reducida distinta de {1}.

Este algoritmo se basa principalmente en el siguiente resultado.

| Teorema 3.3. Sea f € K[u][x] un polinomio paramétrico. Supongamos que aplica-
mos los siguientes pasos:

1) Ejecutar ANN(f), (Alg.[3.2).

2) Aplicar el algoritmo CGS, (alg. sobre Ann, ((f°) + (f) en C[sKx, d,).
Entonces el output siempre serd \/W y todas las raices de b;(s) = 0 como estrato,
donde \/m es el polinomio libre de cuadrados de b (s).

Demostracion. En el paso 2 estamos aplicando el algoritmo CGS sobre F =Ann,, |(f*)+
(f) con respecto a un orden monomial por bloques sujeto a s << {x,d,} (s < x,,

s < 0xi para todo i = 1,...,n). Como estamos considerando este unico parame-
tro, obtendremos una unica tripleta con E = {0} y N = {1}. Como el generador
de (Ann, (f*) + (f)) N Cls] es la b-funcién de f y G (en el algoritmo CGS) es
la base de Grobner reducida con respecto el orden monomial por bloques, entonces
b,(s) € G N C[s]. Entonces, como MBIm(G) = {1}, (C \ V(\/W) es un
segmento de CGS, por construccion de dicho algoritmo. Por ultimo, como todas las rai-
cesde b +(s) son racionales [[18], la b-funcion b £ (5) puede ser factorizada linealmente
sobre Q[s]. Por lo tanto, todas las raices de la b-funcion aparecen en el estrato. |
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