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English Abstract

The goal of this work is to prove some standard theorems on free groups by using
graphs and their topology. For this, we have followed Stallings’ paper Topology of
Finite Graphs [11].

We will use the fundamental group of a connected graph, which is a free group,
and immersions and coverings of graphs to represent subgroups of a free group. In
this way, we will see Howson’s Theorem that if A and B are finitely generated sub-
groups of a free group, then A N B is finitely generated, and M. Hall’s Theorem. This
last theorem states that if .S is a finitely generated subgroup of a free group F and
py,.... b, € Fbut p,....p &S, then there exists a subgroup S’ of finite index in F
such that S C ', f,,.... f, € §’, and there exists a free basis of .S’ having a subset
which is a free basis of S.

Lastly, we will use core-graphs to proof that if A and B are finitely generated
subgroups of a free group and if A N B is of finite index in both A and B, then AN B
is of finite index in A Vv B, the subgroup generated by A U B.






1 Introduccion

En este capitulo desarrollaremos las secciones 1, 2 y 3 de [11]], donde trateremos las
ideas basicas que usaremos en el resto del trabajo. Ademas de [[11]], hemos consultado
también [2]].

1.1 Grafos y morfismos de grafos

Empecemos definiendo el concepto de grafo. Utilizaremos la definicion dada por
Serre, la cual difiere un poco de la definicion habitual en teoria de grafos.

| Definiciéon 1.1.  Un grafoT” = (V, E) estd formado por:

Un conjunto de vértices V.

Un conjunto de aristas E.
Una funcion1 : E — V, llamada vértice inicial.
Una funcion — : E — E, llamada arista inversa. Se debe cumplir quee # e y

e =e, para todo e € E. La arista e recibe el nombre de arista inversa de e.

Observacion 1.1. Podemos usar también la notacion V' (I') y E(I') para referirnos al
conjunto de vértices y al conjunto de aristas de un grafo I" respectivamente.

| Definicién 1.2.  Un grafo es finito si tiene un niimero finito de vértices y aristas.

Los grafos que usaremos en este trabajo son finitos.

La definicion de grafo que hemos usado nos indica que cada arista e del grafo esta
acompafada de su arista inversa e. Lo podemos ver como que las aristas vienen dadas
en pares de la forma {e, e}.
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| Definicién 1.3. Dada e € E(T'), entonces el vértice i(e) recibe el nombre de vértice
inicial de e y el vértice i(e) recibe el nombre de vértice final de e y se denota t(e).

Observacion 1.2. La definicion de grafo dada por Serre permite que haya aristas tales
que su vértice inicial coincide con su vértice final y aristas multiples (aristas que tienen
el mismo vértice inicial y el mismo vértice final).

A un grafo le podemos asignar una representacion grafica. Cada vértice lo repre-
sentamos mediante un punto y cada arista por un segmento de recta o curva uniendo
sus vértices inicial y final. Por ejempo, los vértices u y v y un par de aristas {e, e}, con
1(e) = uy 7(e) = v los podemos representar de tres formas distintas:

u f{ee} v u e v
o— 0

u e v
———>e | s—_ )
e

| Definicién 1.4. La valencia de un vértice v es el niimero de aristas que tienen a v
como vértice inicial.

| Definiciéon 1.5. Una orientacion de un grafo consiste en la eleccién de exdctamente
una arista de cada par {e,e}.

| Definicién 1.6.  Un morfismo f entre dos grafosT" y A es un par de funciones entre
el conjunto de vértices del” y de A

f V@) - V()
y entre el conjunto de aristas del" y de A
[ ET) - E(A)

tal que se preserva la estructura. Es decir, se cumple que los siguientes diagramas son

conmutativos.
ET) —— E) ET) —— V()
fl lf fl lf
E(A) —— E(A) E(A) —— V(A)

| Definicién 1.7. Dado un morfismo f : I' = A, una orientacion de A determina
una unica orientacion de I' que es preservada por f. A esta orientacion se le llama la
orientacion de I" inducida por f.
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Ahora que hemos visto los grafos y sus morfismos, vamos definir dos construc-
ciones: los pushouts y los pullbacks de grafos. Las definiciones estan tomadas de [1].

| Definicion 1.8. SeanT, A, y A, tresgrafosy f : T — A, yg : T = A, dos
morfismos. El pushout de los morfismos f y g es un grafo P y dos morfismosi : A; - P
yJj i A, = P tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

F—f>A1

g l,‘
J

Ademas, para cualesquiera otros Q, i’ y j' que hagan que el diagrama conmute, entonces

debe existir una tinicau : P — Q que también hace que el siguiente diagrama conmute:

F—f>A1

8 l,‘
., p

A, ——

Los pushouts no siempre existen en los grafos. Para que exista el pushout de dos
morfismos f : I' > A,y g : ' = A, tienen que existir orientaciones de I', A, y A,
que se preserven por f y g,y en este caso, el grafo P es facil de construir. Es la uniéon
disjunta de A, y A, en la que se han identificado los vértices y las aristas que tienen
la misma preimagen en I'. Los morfismos i y j son los morfismos naturales.

Ejemplo 1.1. Consideremos los grafos X, Y y Z dados de la siguiente manera:

V3 Y4
° °
€. €1 €2
X *——o Y : €02 €3 Z . e—ro—0
X X, €1 Z; Z) Z3
Y1 3%)

Y los morfismos entre grafos f : X - Yyg : X — Z donde:

f(xl) = yla f(xz) = y27 Y f(ex,l) = ey,l’ f(?,l) = a
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g(xl) = Zl’ g(x2) = ZZ’ Yy g(ex,l) = ez,l’ f(gx,l) = Z,l

El pushout del diagrama Z <« X — Y es el grafo

D3 Py

@
Py 6p1 py €pa ps

y los morfismosi : Y — P, j : Z — P donde
P = i()’1) = j(Zl), Py, = i()’z) = j(zz), P3 = l'(y3), Py = i()’4)a Ps = j(z3)’
ey = i(ey) = J(eo)). €5 = i(e,0). €3 = i(e,3). €, = j(e,).
G = @) = J@y). Gn = i@3). 85 = i(@y3). Tz = (@),

Visto en el diagrama queda:

V3 V4
® °
ex,l f
X — o —_ ) €3 Y
Xy X €yl
b4 3%)
8 i
Y
P3 Py
° °
ez,l ez,2 J i
Z o——o ) > €p2 €3 P
z, Z, Z4
o——o

Py €p1 py €pa ps

A continuaciéon damos un ejemplo donde el pushout no existe.
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Ejemplo 1.2. Consideremos los grafos X, Y y Z dados de la siguiente manera:

el
xl e X2 e X

Y los morfismos entre grafos f : X - Y yg : X - Z donde:
FGx)=f(x) = flxy) =y y fle) = fley) =e, f(e) = f(e)=e,.

gxp=glx)=g()=z vy  gle)=gle)=e., gle)=gle) =e.

Si intentamos hacer el pushout del diagrama Z < X — Y obtenemos el grafo P.

Este grafo tiene solo una arista, por lo que su inversa debe coincidir con ella misma,
lo que viola la definicion de grafo que usamos.

| Definicion 1.9. SeanT'|, T, y A tresgrafosy f : I, - Ayg : I, » A dos
morfismos. El pullback de los morfismos f y g es un grafo P y dos morfismosi : P — I
yJj i P — T, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

P —5T,

SN

r, —=- A

Ademas, para cualesquiera otros Q, i’ y j' que hagan que el diagrama conmute, entonces
debe existir una tinicau : Q — P que también hace que el siguiente diagrama conmute:




8 TOPOLOGIA DE GRAFOS FINITOS

El grafo P es un subgrafo del producto I'; XI',. Se construye de la siguiente forma:

V(P)={(u,v) e VI XVI,) : fluw) =g}

A(P) = {(e;,e)) € EI')) X E(I,) : f(e;) = g(ey)}.

1. E(P) = V(P), definida como (e, e,) — (1(e,), 1(e,)).
" ! E(P) - E(P), definida como (e, e,) = (e, e,).

Los morfismos i y j son los morfismos naturales.

Ejemplo 1.3. Consideremos los grafos X, Y y Z dados de la siguiente manera:

X1 Vi Zy 2y
Iex,l Iey,l ez,l\ %2,2
Xy 3) Z3
X . Iex,z Y : Iey,z Z: ez,3Aez,4
X3 Y3 Zy Zs
I ex,3 I ey,3 ez,S\ %2,6

X, @ YV, @ Zc @

Y los morfismos entre grafos f : X - Zyg : Y — Z donde:
Fx) =z, f(x) =25, f(x3) =24, [(x4) = 2,
f(ex,l) = ez’]7 f(ex’z) = ez’37 f(ex’3) = ez’57
fleg)) =e., fle,) =e;, fles) =e.s,
gy =z, 8(0) = 23, 8(¥3) = 25, 8(Wy) = 2,
gle, ) =e., gle,y) =e 3, gle,3) =e.
gle, ) =e,, gle,,) =e.y, gle,;) =e_.
El pullback del diagrama X — Z « Y es el grafo
® (x5, ;)

P
® (x4, ¥4)

y los morfismosi : P — X,j : P — Y, donde

i((xz, J’Q)) = Xy, i((x4, Y4)) = Xy, y j((’%d’z)) =Y j((x4, J’4)) = V4.
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Visto en el diagrama queda:

X1
Iex,l
o (x5,),) ; X,
P —_— Iexz X
® (X4, ¥4) X3 I
€x3
x4 [

Vi

3%)
ey,2

/\y4 ,
)

V3

».3

~
o— 000 +——
\W

2
»1 1
y;\

1.2 Caminos y grupo fundamental

En esta seccién veremos los conceptos de camino, homotopia y grupo fundamen-
tal de un grafo. Las definiciones las daremos de manera combinatoria, aunque luego
veremos que coinciden con las definiciones topoldgicas usuales. Por esta razon, los re-
sultados que veamos en esta seccion no los demostraremos, pues derivan de la teoria
topologica usual.

| Definicién 1.10. Sea T un grafo. Un camino p enT de longitud n = |p| con vertice
inicial u y vértice final v es una secuencia de aristas del’, p = e,e,...e,, tal que cumplen

quet(e;) =1(e;, ) parai=1,...n—1yi(e;) =uyz(e,) =v.

Para n = 0, dado cualquier vértice v, denotamos por A, al tinico camino de longitud
0 cuyos vértices inicial y final son v.

| Definiciéon 1.11. Dado un camino p = e e,...e,_,e,, se define su camino inverso

comop =e,e, |..eye;.

Paran =0, se define A, = A,.
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| Definicién 1.12.  Un lazo (o camino cerrado) es un camino en el que el vértice inicial
es igual al vértice final.

Si v es el vértice inicial y final del lazo decimos que es un lazo basado en v.

| Definicién 1.13.  Un grafo es conexo si para cualquier par vértices hay al menos un
camino que los une.

A continuacién vamos a definir una operacién entre caminos: la concatenacion.

| Definicién 1.14.  Sean dos caminosp = a,...a, yq = b,...b, enT tales que el vértice
final de p coincide con el vértice inicial de q. Se define la concatenacion de los caminos p
Yy q como

pq = a,...a,b,..b,

Se denota por P(I') al conjunto de todos los caminos en I" con la operacion de conca-
tenacion.

Dado un morfismo f : I' = A, éste define una nueva funcion que denotaremos
por el mismo simbolo,

f . PI) - PA)
p=e,.e, = f(p)= f(e)..f(e,).

Ahora que hemos visto los conceptos basicos sobre caminos, nos disponemos a
tratar el concepto de homotopia.

| Definiciéon 1.15.  Una ida y vuelta es un camino (o segmento de camino) de la forma
ee o ee.

| Definicién 1.16. Un camino es reducido si no contiene idas y vueltas.

Si un camino p contiene una ida y vuelta, entonces la podemos eliminar y obtene-
mos otro camino p’, el cual tiene los mismos vértices inicial y final que p.

| Definicién 1.17. Sea p un camino enT. Si p’ es un camino que se obtiene a partir
de p eliminando una ida y vuelta, entonces se dice que p’ se ha obtenido por reduccion
elemental de p y se denota

pN\.p



1. INTRODUCCION 11

A partir de la reduccion elemental podemos construir una relacion de equivalencia
en P(I'), denotada ~. Tenemos que p ~ g si g se obtiene a partir de p tras una cantidad
finita de reducciones elementales y/o sus inversas.

Intuitivamente es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia. Para la propiedad
reflexiva, tenemos que p se obtiene de si mismo al no afiadir ni eliminar ninguna ida
y vuelta. Para la simétrica, si g se obtiene de p mediante una serie de pasos, entonces
tenemos que p se obtiene que ¢ haciendo los pasos contrarios en orden inverso. Por
ultimo, para la transitiva, si g se obtiene de p mediante una serie de pasos, o,, y r
se obtiene de ¢ mediante otra serie de pasos, ¢,, entonces obtenemos r a partir de p
aplicando primero o, y posteriormente aplicando o,.

| Definicion 1.18. La relacién de equivalencia ~ recibe el nombre de relacion de ho-
motopia.

Proposicion 1.1.  Todo camino es homotdpico a un camino reducido.

Intuitivamente esto lo obtenemos eliminando sucesivamente idas y vueltas hasta
llegar a un camino reducido.

Proposicion 1.2. La concatenacion de caminos es compatible con la relacion de ho-
motopia. Es decir, si tenemos p ~ p’ y g ~ ¢’, entonces tenemos pg ~ p'q’.

A partir de estos resultados podemos definir los conceptos de grupoide fundamen-
tal y grupo fundamental.

| Definicién 1.19. Dado un grafo T, el conjunto de las clases de homotopia de los
caminos en I" con el producto [p] - [q] = [pq] se llama grupoide fundamental. Se denota
por ().

| Definicion 1.20. Sea I" un grafo y v un vértice de I'. El grupo fundamental de T
basado en v es el conjunto de las clases de homotopia de los lazos en I" basados en v con
el producto [p] - [q] = [pq]. Se denota por z,(I', v).

| Teorema 1.1.  7,(T', v) es un grupo.

Dado un morfismo f : I' = A, éste determina una funciéon que también denota-
remos por el mismo simbolo,

[T o) = 74, f(v)
[p] = [f(P)].

A continuacion damos un par de resultados que nos dan una propiedad importante
sobre el grupo fundamental de un grafo conexo, los cuales se han tomado de [7]].
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Proposicion 1.3.  Sea I' un grafo conexo, u y v dos vértices de I' y y un camino con
vértice inicial u y vértice final v. Entonces f, : z;(I',v) — x;(I',u) definida como
f,([p]) = [ypr] es un isomorfismo.

Corolario 1.1.  SeaI" un grafo conexo. Entonces 7, (I', v) no depende de la eleccion de
v, salvo isomorfismo.

En este caso, la notacién se suele abreviar a z,(I).

La teoria clasica de grupos nos proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 1.4.  Sea I un grafo con un solo vértice v y sea © una orientacion de I'.
Entonces 7,(I', v) es el grupo libre sobre O.

Por ultimo, veamos qué son los arboles y algunas propiedades de estos.

| Definicion 1.21.  Un bosque es un grafo en el que todos los lazos reducidos tienen
longitud cero.

Un arbol es un bosque conexo.

| Definicién 1.22.  Un drbol maximal de un grafo conexo I' es un subgrafo de T tal
que es un arbol y contiene todos los vértices deT".

Proposicion 1.5.  Siu'y v son vértices de un arbol 7', entonces existe un unico camino
reducido en T que empieza en u y acaba en v. Este camino se denota [u, v];.

Finalmente, la proposicion [1.4) generaliza a:

Proposicion 1.6.  Sea v un vértice de un grafo conexo I' y 7" un arbol maximal de I".
Sea O una orientacion de I'. Para cada e € @ — T consideramos el lazo en v

P, = [v,1(e)]re[z(e), vy

Entonces 7,(I", v) es libre sobre @ — T, siendo la clase de homotopia de p, el elemento
de 7, (I', v) correspondiente a e.

Comparacion con las definiciones topologicas

Para poder comparar las definiciones, primero tenemos que ver un grafo como un
espacio topologico. La siguiente definicion esta tomada de [5].
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| Definicién 1.23. La realizacion geométrica BT de un grafoT es:

Br= | fe}xI0.11/~,

eeV(IHUE)

donde [0, 1] es el intervalo unidad en R y ~ es la relacion de equivalencia generada por

1. (v,t) ~ (v,0),
2. (e,0) ~ (i(e), 1),
3. (e,t) ~(e,1 —1),

dondeveV({I),ee EI),t €0,1].

Es facil comprobar que BI" es un CW complejo de dimensioén uno.

Un camino en el grafo I" lo podemos ver como un camino en el sentido topolégico,
y : [0,1] — BI'. Todo camino en I tiene su equivalente en BI', pero la mayoria de
caminos en BI" no se pueden expresar como sucesiéon de aristas. Estos caminos de
BI" son los que empiezan en un vértice pero, en lugar de recorrer la arista completa,
vuelven al vértice inicial, o los que recorren una arista pero no de manera directa.

A pesar de esto, todo camino de BI" es homotdpico a uno que si se puede expresar
como sucesion de aristas. Los dos casos mencionados anteriormente son homotopicos
al camino constante en el vértice inicial o al camino que recorre la arista de forma
directa, respectivamente.

Ademas, podemos ver que un camino de BI" que se pueda expresar de la forma ee
es homotopico al camino constante en 1(e). Luego nuestra definicién combinatoria de
homotopia coincide con la habitual en topologia.

Por ultimo, el grupo fundamental que hemos definido es isomorfo al grupo fun-
damental habitual. El isomorfismo es el siguiente,

S im@,v) - 7 (BILv)
[p] = [P]

donde p’ : [0, 1] — BI es una parametrizacion de p. El isomorfismo esta bien defini-
do, pues si dos caminos son homotopicos en I', sus parametrizaciones en BI" también
lo son.

Para mayor referencia, se puede consultar [4].
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1.3 Estrellas

| Definiciéon 1.24. SeaT un grafo yv € V(). La estrella de v enT se define como
St(v,I) ={ee€ EI) : 1(e) = v}.

| Definicién 1.25. La cardinalidad de St(v,T") se llama valencia de v en T

Todo morfismo de grafos f : I' = A induce en cada vértice v de I" una funcién
fo 2 St,T) = St(f(v), ).
definida como la restriccion de f a St(v,I"). Segin como se comporte f, para cada

vértice v de I, el morfismo f recibe varios nombres.

| Definicién 1.26. Si para cada vértice v de I, f, es inyectiva, entonces f recibe el
nombre de inmersion.

Si para cada vértice v de ', f, es sobreyectiva, entonces f recibe el nombre de local-
mente sobreyectiva.

Si para cada vértice v deT', f, es biyectiva, entonces f recibe el nombre de recubri-
miento.

Plegamientos

| Definicién 1.27. Dos aristas e, y e, de un grafo T son admisibles si 1(e,) = 1(e,) y
e, #e,.

Si tenemos dos aristas admisibles, e, y e,, podemos identificar z(e,) con 7(e,), e,
con e, y e, con e,, obteniendo un grafo denotado I'/[e, = e,].
| Definicion 1.28.  El morfismo f : T' — I'/[e, = e,] que realiza el procedimiento

anterior recibe el nombre de plegamiento.

El grafol'/[e, = e,] lo llamamos el resultado de plegare, ye, enT.

Si las aristas e; y e, son iguales, entonces el plegamiento es la identidad. Si las
aristas son distintas, podemos distinguir dos tipos, segun si los vértices finales son
distintos o iguales. A continuacién damos ejemplos de estos dos ultimos.
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Ejemplo 1.4. Plegamiento donde e, # e, y 7(e,) # 7(e,).

€, o—>eo
r < —f> ._e>.<: I'/le; = e,]
e2 *—0

Ejemplo 1.5. Plegamiento donde e, # e, y 7(e;) = 7(e,).

e °
r C-< L. o—e>< [/le, = e,]
€ ° °

En el capitulo siguiente veremos el efecto que produce un plegamiento al pasar al
grupo fundamental (ver corolario [2.1).

Observacion 1.3.  Un plegamiento lo podemos representar mediante un pushout. El
siguiente diagrama muestra el caso e, # e, y 7(e;) # 7(e,).

X u o< . r
e, ~o U3

2

il |7 (1.1)

e
Y — o —_— ['/le, = e,]
Uy %

Sitenemos el caso e, # e, y 7(e;) = 7(e,) entonces en el diagramall.1/hay que sustituir
X por el siguiente grafo.

Por ultimo, para el caso e, = e, se toma X =Y.

Proposicion 1.7.  Sea f : I' — A un morfismo de grafos y sean e;,e, € E(I) tales
que i1(e;) = 1(e,) y f(e;) = f(e,). Entonces e, y e, son un par de aristas admisibles.
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Demostracion. Tenemos que ver que 1(e;) = i(e,) Y e; # e,. Lo primero ya lo tene-
mos. Lo segundo lo demostramos por reduccion al absurdo.

Supongamos que e, = e,. Entonces f(e;) = f(e,), y por ser f un morfismo,
f(e)) = f(e,) = f(e,). Por otra parte, tenemos que f(e;) = f(e,), luego obtenemos
f(e,) = f(e,). Esto viola nuestra definicién de grafo, luego tenemos que e, # e,. |

Observacion 1.4. En las condiciones de la proposicién|[1.7]se dice que el morfismo f
pliega las aristas e, y e,. En este caso, f lo podemos factorizar como

I'=>T/[e, =e,] = A,

donde I' - I'/[e; = e,] es un plegamiento.

Proposicion 1.8.  Sea un morfismo f : I' — A tal que f no es una inmersioén. Enton-
ces f pliega al menos dos aristas distintas de I'.

Demostracion.  Por definicion, como f no es inmersion, entonces existe un vértice
v de I' tal que la funcion f, : St(v,I')) = St(f(v), A) no es inyectiva. Luego en I'
deben existir dos aristas a y b distintas que tienen como vértice inicial v y tales que
f(a) = f(b). Luego, f pliega las aristas a y b. |

Aplicando la proposicion[1.8]y la observacion|1.4 obtenemos el siguiente teorema.

| Teorema 1.2. SeaT esun grafo finitoy f : I' = A un morfismo de grafos. Entonces
podemos encontrar una sucesion finita de plegamientos,I' - I') —» I',... = I',, y una
inmersion, I', — A, tal que la composicion de la inmersion con los plegamientos nos da
el morfismo f.

Observacion 1.5. La secuencia de plegamientos no es unica. Por ejemplo, podemos
cambiar el orden en el que los realizamos.



2 Recubrimientos

En este capitulo desarrollaremos la seccién 4 de [11]. A partir de ahora, salvo que
se diga lo contrario, todos los grafos que usemos en este trabajo son conexos.

Recordemos la definicion de recubrimiento. Un morfismo f : I' — A es un re-
cubrimiento si, para cada vértice v de I', la funcion f, : St(v,I') — St(f(v), A) que
induce es biyectiva.

Podemos ver que si f : I' = A es un recubrimiento y A es conexo, entonces
S es sobreyectivo. Para ello, supongamos que no fuese sobreyectivo. Entonces sean
u, v vértices de A tales que u tenga preimagen y v no. Como A es conexo, existe un
camino que une u y v. En ese camino, existen dos vértices, w, y w,, unidos por una
arista e con 1(e) = w, y tales que w, tiene preimagen y w, no. Sea w) una de las
preimagenes de w,. Por ser f un recubrimiento, existe una arista ¢’ de la estrella de
w tal que f(e') = e, y, por tanto, 7(e’) tiene imagen y es f(z(e’)) = w,. Llegamos a
contradiccion pues w, no tenia preimagen.

Se comprueba que nuestra definiciéon de recubrimiento coincide con la definiciéon
topologica habitual. Dado el recubrimiento f : I' = A con A conexo, este induce
una funcién en las realizaciones geométricas f : BI' — BA.Igual ocurre con las f,.
Como f es sobreyectiva y cada f, es biyectiva, tenemos que para todo punto x € BA
tiene un entorno abierto U en BA tal que f~!(U) es una uni6n disjunta de conjuntos
abiertos en BT, cada uno de los cuales es homeomofo a U por f. Esta es la definicion
habitual de recubrimiento.

Veamos algunos resultados sobre recubrimientos. No damos demostracion de ellos
pues derivan de la teoria general sobre espacios recubridores en el sentido topologico
habitual, la cual se ha consultado en [7]] y [9].
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Proposicion 2.1 (elevaciéon de caminos). Sea f : I' — I un recubrimiento, & un
vértice de 'y p un camino en I con vértice inicial v = f(7). Entonces existe un tnico
camino p en I" con vértice inicial & tal que f(p) = p.

Proposicion 2.2 (elevaciéon de homotopias). En la proposicion si p es unaiday
vuelta, entonces p es una ida y vuelta. Por tanto, si p ~ g, entonces p ~ §.

Proposicién 2.3 (elevaciéon general). Sea f : I' — I' un recubrimientoy g : A — I’
un morfismo de grafos, con A conexo. Sea también v un vértice de A y @ un vértice
de I tal que g(v) = f(ii). Entonces existe § : A —» ['talque g(v) = iiy fog =gsiy
solo si g(7r,(A, v)) C f(x,(I', ii)). Ademas, si g existe, es inica.

El morfismo § recibe el nombre de elevacion de g (con respecto al recubrimiento
f:T-0).

Proposicion 2.4. Sea f : I' = I' un recubrimiento y ii un vértice de I'. Entonces
f : ﬂl(fa a) g ﬂl(r’ f(l:i))

es inyectiva.

Proposicion 2.5 (existencia de recubrimientos). Sea I' un grafo conexo, u un vértice
de 'y § € #,(I',u) un subgrupo. Entonces existe un recubrimiento f : I' — T
donde I es conexo y tiene un vértice i tal que f(@) =uy f (ﬂl(f, i) = S. Ademas,
cualesquiera dos de estos recubrimientos son isomorfos. El indice de .S en 7, (I', u) es
la cardinalidad de f~!(u).

Observacion 2.1. Recordemos de teoria de grupos que el indice de un subgrupo H
en un grupo G es el numero de clases laterales de H en G.

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente grafo.

1%

Su grupo fundamental es el grupo libre de dos generadores. 7,(A, v) = F, = (a, b).
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El siguiente grafo I'; es un recubridor de A. El recubrimiento f, : I', = A esta
definido segun las etiquetas de las aristas.

aQB‘/\/,Z\OOa

Tomando como vértice base el vértice 0, podemos ver que el subgrupo de F, que re-
presentaes H = (a, b?, bab™'). Ademas, como la cardinalidad de f . '(v) es 2, tenemos
que el indice de H en F, es 2.

El siguiente grafo I', es otro recubridor de A.

a

Tomando como vértice base el vértice marcado, podemos ver que el subgrupo de F,
que representa es K = (a). En este caso, el indice de K en F, es infinito.

Para poder continuar necesitamos ver el concepto de acciones de grupos, tomado
de [3]].

| Definicion 2.1. Sea G un grupo con elemento neutro e y sea A un conjunto. Una
accion de grupo por la izquierda del grupo G en el conjunto A es una aplicacion GX A —
A (escrito como ga para todo g € G y a € A) que satisface las siguientes propiedades:

1. g,(8a) = (g,8,)a, para todo g, g, € G,a € A.
2. ea = a, para todo a € A.

De manera similar, una accion de grupo por la derecha es una aplicacion AX G — A
que satisface las siguientes propiedades:

1. (ag,)g, = a(g,8,), para todo g,, 8, € G,a € A.
2. ae = a, para todo a € A.
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Intuitivamente, una accion del grupo G en A significa que cada elemento de G
actiia como una permutacion en A de una forma consistente con las operaciones de
grupo de G.

Una vez definido qué es una accién de grupo, veamos como puede actuar un grupo
sobre un grafo.

| Definicién 2.2.  Sea G un grupo. Un G-grafo T es un grafo junto a una accién por
la izquierda de G enT" mediante morfismos de grafos, tal que ge # e paratodog € G y
para toda arista e deT.

El hecho de que G actiie mediante morfismos de grafos implica que gi(e) = 1(ge)
y ge = ge, para todo g € G y para toda arista e de I'. Es decir, todo g € G induce un
morfismo I’ —» I'.

En este caso, dado un grupo G y un G-grafo I' = (V, E), podemos construir un
nuevo grafo, al cual denotaremos como I'/G y llamaremos grafo cociente.

Su conjunto de vértices se define como V= V/ ~,donde v ~ gv,Vg € G,v €
V.
Su conjunto de aristas se define como E = E/ ~,donde e ~ ge,Vg € G,e € E.

Su funcién vértice inicial 1 : E — V se define como 1([e]) = [1(e)], con e € E.
Su funcién arista inversa~ : E — E se define como [e] = [e], cone € E.

La funcidn 1 esta bien definida. Sean dos aristas e y ¢’ tales que [e] = [¢’]. Entonces
existe g € G tal que ¢/ = ge. Luego

i(e') = i(ge) = gile)

y por tanto [i(e)] = [i1(¢/)]. Analogamente podemos comprobar que la funcién ~ tam-
bién esta bien definida.

Por ultimo, podemos ver que I'/G es un grafo segin nuestra definicion. Por ser

I" un grafo tenemos que e = e, luego E = [g] = [e]. édemés, como e # eyenla
deﬁniciénhemos impuesto que ge # e, obtenemos [e] = [e] # [e].

También podemos definir un morfismo f; : I' - I'/G como fs(e) = [e] y
fe(v) =[v],dondee € E(INyv € V().

Proposicién 2.6. El morfismo f; : I' = I'/G es localmente sobreyectivo.
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Demostracion.  Sea v un vértice de I'. Hay que ver que f, : St(v,I') = St([v],I'/G)
es sobreyectiva. Para ello, sea [e] una arista de St([v],['/G).

Por definicion de estrella, tenemos que [v] = i([e]) = [i(e)]. Como v y 1(e) per-
tenecen a la misma clase, tenemos que existe un g € G tal que v = gi(e) = 1(ge).
Luego la arista ge pertenece a St(v,I") y se tiene que f,(ge) = [e], por lo que f, es
sobreyectiva. |

| Definicién 2.3. Decimos que un grupo G actiia libremente sobre I si cada vez que

se tenga que gv = v, con g € G y v vértice de ', entonces g es el elemento identidad de
G (denotado g = 1).

Proposicion 2.7.  Si G actia libremente sobre I" entonces f; : I' = I'/G es un recu-
brimiento.

Demostracion.  Por la proposicion [2.6/tenemos que es localmente sobreyectivo. Que-
da probar que es una inmersion.

Sea v un vértice de I'. Veamos que f, : St(v,I') = St([v],I'/G) es inyectiva.
Para ello, sean e, y e, dos aristas de St#(v, ") tales que [e,] = [e,] en St([v],I'/G). Por
definicion, existe un g € G tal que e, = ge,, luego

e, =ge, = 1(e)) =1(ge,) = gile,) = v=gv.

Como G actta libremente en I', obtenemos que g = 1 y por tanto e, = e,. Luego f,
es inyectiva para cualquier v y por tanto f,; es una inmersion. |

| Definicion 2.4. El recubrimiento universal f : I' — T de un grafo conexoT" es un
recubrimiento donde I es conexo y 8 (D) trivial.

Ejemplo 2.2. El recubrimiento universal del grafo de un vértice y dos aristas, a y b,
es el siguiente.

o

A

+$ bgg
e d
Y

b,
s | e

K

2

Lo

-

i
&
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Veamos un ultimo resultado relacionado con las acciones de grupo. Para ello, dado
un recubrimiento f : I' — I', hacemos que 7,(I, v) opere a la derecha del conjunto
f~}(v). Esto se puede consultar con mas detalle en [[9]], capitulo V, seccién §7.

| Definicion 2.5. Sean f : I' —» I' un recubrimiento y v un vértice de I'. Para cada
vértice 5 € f~1(v) y elemento a € n,(T,v), definimos da € f~'(v) de la siguiente
forma. Por las proposzczonesn y. existe una tinica clase de caminos & en T tal que
f(@) = a y que el vértice inicial de & es O. Definimos Da como el vértice final de la clase
de caminos @.

Estas son las condiciones necesarias para que 7z, (I', v) sea un grupo de operadores
a la derecha de f~!(v). Ademas, (I, v) opera de forma transitiva sobre f~!(v). Es
decir, para cualesquiera dos vértices de @i, 7 € f~!(v), existe un elemento a € (I, v)
tal que i = D.

Proposicion 2.8. En las condiciones anteriores, dado & € f~!'(v), el subgrupo de
7,(T, v) que deja invariante el punto & mediante la accién anterior es f(x,(I), ).
(Y a ese subgrupo se le llama subgrupo de isotropia de 7.)

Por tanto, si " es conexo, f~'(v) es isomorfo como 7,(I", v)-espacio al espacio de
las clases laterales, z,(I', v)/ f (x, @), D).

Para acabar este capitulo, veamos la definiciéon del join de dos subgrupos y cémo
podemos relacionarlos con los pushouts y los grupos fundamentales.

| Definiciéon 2.6. Sean A y B subgrupos de un grupo G. Se define el join de A y B,
AV B, como el subgrupo generado por AU B.

| Teorema 2.1 (Representacion del join mediante pushout). Sea

a2l B
A

2 & S

el diagrama de un pushout, dondeI', A, y A, son conexos. Sea u un vértice de I y sean
Uy, U, YW las imagenes deu en A, A, y ©, respectivamente. Entonces

7[1(®’ w) = f, (ﬂ1(A1’ U])) \ ﬁz(ﬂz(Aza Uz)) (2.1)

Demostracion. Definimos S = f,(7(A;,v,)) V B,(m,(A,,v,)), el lado derecho de
Tenemos que S C 7,(0,w). Ademas, como I" no es el grafo vacioy A, y A,
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son conexos, ® también lo es. Luego, por la proposicion existe un recubrimiento
f 1 ® - 0, donde O es conexo y con un vértice € V() tal que f(W) = wy
[ (®,w) =S

Aplicando la proposicion a ﬁl y p,, como f, (nl(Al, v;)) C f(]l'l(@ w)) =
parai = 1 2, existen dos func1ones f,:A - Oyf : A, — O tales que f,(v, ) =

ﬁz(Uz) =w, foﬁl =py f°ﬂ2 = p,.

—)Al

r
“| ﬂl\
b
Luego f,oa, v froa, : ' = O son elevaciones de ff,oa; = f,0a,. Por la unicidad de
froa; = proa,.

Como es un diagrama de un pushout, existe un morfismo g : ® — @ que hace
que el diagrama conmute.

Luego tenemos fog = idg. Esto produce el siguiente diagrama.

7,0, w) —— 7,(0, )

e

(0, w)

Por tanto, f : zrl(C:), w) — m,(0,w) es sobreyectiva. Es mas, por la proposicion
tenemos que es un isomorfismo. Luego

(O, w) = f(ﬂ'1(®, w)) =8 = fi(m (A, 0)V By(my(A,, 0y)). I
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Corolario 2.1. Si e, y e, son un par de aristas admisibles de un grafo conexo I', en-
tonces el plegamiento I' - I'/[e, = e,] induce un homomorfismo sobreyectivo entre
los grupos fundamentales.

Demostracion. El plegamiento f : I' — I'/[e; = e,] lo podemos representar me-
diante el siguiente diagrama pushout (observacion [1.3).

el ° i
X .§2; LI r
il ls
Y L LA I/le, = e3]

Hemos representado el caso e, # e, y 7(e,) # 7(e,). Para los otros casos la demostra-
cién es analoga.

En el diagrama, los grafos X, Y y I' son conexos, luego aplicamos el teorema [2.1|
y obtenemos

m(T/le; = e)]) = f(m; (@) Vi (z (Y)).
Como Y tiene grupo fundamental trivial, tenemos que i’(7,(Y")) es también trival, por
lo que queda
m(I'/ley = e;]) = f(m, ().

Es decir, f es sobreyectivo entre los grupos fundamentales. |

Observacion 2.2. Se puede comprobar que si e, = e, o 7(e;) # 7(e,), entonces el
plegamiento induce un isomorfismo. Si e, # e, y 7(e;) # 7(e,), entonces al hacer el
plegamiento se elimina uno de los generadores del grupo fundamental.

En el siguiente ejemplo podemos ver como el generador [e,e,] de z,(I', u) desapa-
rece, pues f([e,e,]) = [ee] = [A,].

e, ° f 0 ®
r C< — o—»< I'/[e, =e,]
u e, ° U



3 Inmersiones. Teorema de How-
son

En este capitulo nos centraremos en la seccion 5 de [11]]. Las inmersiones tienen al-
gunas de las propiedades de los recubrimientos y representan subgrupos de un grupo
dado mas eficientemente que estos ultimos.

Recordemos la definicion. Un morfismo f : I' > A es una inmersion si para cada
vértice v de I la funcién inducida f, : St(v,I") = St(f(v), A)) es inyectiva.

Un camino reducido p de longitud n en I' lo podemos ver como una inmersiéon
A, — P, donde A, es el grafo correspondiente al intervalo [0, n] subdividido en los
enteros.

Ejemplo 3.1 (Camino reducido p como inmersion).

p(2)

p
A, 0o _ o~ r

0 1 2 p(0) p(1)

A continuacion damos algunas propiedades de las inmersiones.

Proposicion 3.1 (Composicion de inmersiones es inmersiéon). Sean f : I'y — I,
g . I, —» I'; inmersiones. Entonces gof : I'; — I'; es una inmersion.

Demostracion.  Sea v un vértice de I';. Tenemos que ver que

(gof), = g,0f, + St(,I') = St(g(f(v)).T5)

es inyectiva. Como f y g son inmersiones, f, y g, son inyectivas. Luego (gof), es
inyectiva por ser composicion de inyectivas y por tanto go f es una inmersiéon. |
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Proposicion 3.2 (Preservacion de caminos reducidos). Sea f : I' > A una inmersion
de grafos y sea p un camino reducido en I'. Entonces f(p) es un camino reducido en
A.

Demostracion.  Si el camino reducido p lo vemos como una inmersion, p : A, — T,
entonces f(p) es la composicion de dos inmersiones, fop : A, — A. Por la proposi-
cion f(p) = fop es una inmersion y por tanto un camino reducido. |

Proposicion 3.3 (Unicidad de elevaciones de caminos). Sea f : I' - A unainmersion
y sean p, g dos caminos en I” tales que tienen el mismo vértice inicial y se cumple que

f(p) = f(q). Entonces p = q.

Demostracion.  Se demuestra por induccion en |p|. Notemos que f(p) = f(g) implica
|p| = |q|. El caso |p| = 0lo tenemos pues los vértices iniciales coinciden. Supongamos
que p = a,..a,_a,y q = b,..b,_b, y se cumple que a; = b, parai = l..n — 1.
Como a,_, = b,_, tenemos que 7(a,_,) = 7(b,_,) y por tanto i(a,) = 1(b,). Llamemos
v = 1(a,). Tenemos que a, y b, pertenecen a St(v,I"). Por otra parte, como f(p) =
f(g) tenemos que f(a,) = f(b,). Luego, usando que f, es inyectiva por ser f una
inmersioén obtenemos que a, = b, y por tanto p = gq. |

Proposicion 3.4 (Unicidad de elevaciones en general). Sea f : I" — A una inmersion,
© un grafo conexo, g,,8, : ©® — I' dos morfismos tales que fog, = fog, y v un
vértice de ® tal que g,(v) = g,(v). Entonces g, = g,.

Demostracion. Probemos primero que g,(u) = g,(u) para todo vértice u de ®. Sea
u un vértice de ®. Como © es conexo, existe un camino p en ® que empieza en vy
acaba en u. Luego g,(p) es un camino en I" con vértice inicial g,(v) y vértice final g, ()
y &,(p) es un camino en I" con vértice inicial g,(v) y vértice final g,(u). Tenemos que
f(g,(p) = f(g,(p)y g (v) = g(v), luego aplicando la proposicion [3.3| tenemos que
g,(p) = g,(p) y por tanto g,(u) = g,(u). Ademas, como u es cualquier vértice, también
tenemos que g,(e) = g,(e) para toda arista e de ®, pues al ser ® conexo, dada una
arista cualquiera de ® existe un camino que empiece en v y pase por esa arista. |

Proposicion 3.5 (Unicidad de caminos reducidos). Seal un grafo. Sipy g son caminos
reducidos y homotopicos en I', entonces p = q.

Demostracion. Sea A el grafo resultado de identificar todos los vértices de I" en un
vértice. Tenemos que el morfismo identificacion f : I' — A es biyectivo en las aristas,
y, por tanto, es una inmersion. Como p ~ ¢, tenemos que f(p) ~ f(g). Ademas, como
p vy q son reducidos, aplicando la proposicion obtenemos que f(p)y f(q) son
reducidos.

El grafo A tiene un solo vértice, por lo que su grupo fundamental es el grupo libre
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sobre una orientaciéon de este. La teoria de los grupos libres nos dice que por cada
clase existe una Unica palabra reducida. Aplicando esto a grafos obtenemos que cada
clase de homotopia tiene como representante un tnico camino reducido. Por tanto,

f() = f(9).

Ademés, p ~ g implica que p y g tienen el mismo vértice inicial. Luego, usando la
proposici(')n tenemos que p = q. |
Proposicion 3.6 (Inyectividad de 7;). Sea f : I' - A una inmersién y v un vértice
de I'. Entonces

[T o) = 74, f(v)
es inyectiva.

Demostracion. Sea a un elemento de z,(I', v) tal que a # 1. Entonces a lo podemos
representar como un lazo p basado en v, con p reducido y |p| > 1. Por la proposicion

f(p) es reducido. Como |f(p)| = |p| > 1, por la proposicién [3.5 tenemos que
f(p) no es homotodpico a un camino de longitud 0, luego f(a) # 1y por tanto f es

inyectiva. |

Algoritmo 3.1 (Subgrupos finitamente generados). Dado un conjunto finito de ele-
mentos {a,,....,a,} C 7,;(A,u), existe un algoritmo que representa el subgrupo S de
7,(A, u) generado por {ay, ..., @, }, mediante una inmersion f : I' = A, de la siguiente
forma:

Representamos a; por un lazo p; basado en u. SeaI'; el grafo formado por n circun-
ferencias unidos por un vértice v, donde la circunferencia i-ésima esta subdividido en
|p;| segmentos, y f, : Iy = A el morfismo que lleva la circunferencia i-ésima a p;.

Tenemos que f,(z;(I';,v)) = S. Por el teoremall.2|podemos factorizar f, median-
te una serie de plegamientos y una inmersion:

J
[>T, .. >, -5A,
donde f, esla inmersion.

Por el corolario cada plegamiento es sobreyectivo sobre z,. Por tanto, si lla-
mamos w a la imagen de v en I';, tenemos que

Si(m (T, w)) =S.

Luego f es la inmersion deseada.
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Por udltimo, eligiendo un arbol maximal en I',, podemos encontrar una base libre
de 7, (I, w) (proposicion[1.6), la cual, por la proposicion 3.6 nos da una base libre de
S.

A continuacién damos un ejemplo de aplicacion de este algoritmo.

Ejemplo 3.2. Consideremos el siguiente grafo.

u

Su grupo fundamental es el grupo libre de dos generadores. 7,(A, u) esta generado
por {a,b}. Sea S el subgrupo de 7,(A, u) generado por {a*h, a’b~'a=2}. El grafo T'; es
el siguiente.

oo

PO

o—

Denotamos por a y por b las aristas cuya imagen en A son a y b, respectivamente. A
continuacion mostramos los grafos que obtenemos al realizar los plegamientos. Solo
podemos plegar las aristas que tienen la misma imagen en A.

-l

s D.ﬁﬁ.@ ;

v, e— o a:.@[)
NN
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a
I'g ‘\_/v/\@b
g w

Hemos acabado con los plegamientos. Tenemos que 7, (I, w) es el grupo libre gene-
rado por {a?, b}. Luego {a?, b} es una base libre de S.

Observacion 3.1. Dado un subgrupo S, podemos obtener a partir del algoritmo an-
terior el recubrimiento que lo representa. Para ello, obtenemos primero la inmersién
f : I' = A.Para cada vértice v de I donde f, no es biyectiva, pegamos a v los subar-
boles infinitos apropiados del recubridor universal para hacer que f, sea biyectiva.

Ejemplo3.3. Sea A el siguiente grafo de un vértice u y dos aristas a y b. 7,(A, u) esta
generado por {a, b}. Sea S el subgrupo de z,(A, u) generado por {a}. La inmersion
f : T' = A que lo representa se define de la siguiente forma.

I: « a

Si lo extendemos a un recubrimiento obtenemos el siguiente grafo.

a

S
Ny

El siguiente teorema nos relaciona intersecciones de grupos y pullbacks de inmer-
siones.

| Teorema 3.1 (Representacion de intersecciones mediante pullback de in-
mersiones). Sea

FB 1

r
el diagrama de un pullback de grafos. Sean f, y f, inmersiones. Sean v, y v, vértices de
I'y y Iy, respectivamente, tales que f,(v) = f,(v) = w. Sea v, el correspontiente vértice

F2f
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enI's. Definimos f, = f 08, = f,0g8, : I'; = A, y definimos

S, = fi(z,T;,v,)) parai=1,2,3.

1

Entonces S; = 5, N .S,.

Demostracion. Lo demostramos por doble inclusion.
S5 C S, NS, la obtenemos facilmente de f; = f,0g, = f,08,.
Sz = f3(m (T3, 03)) = f1(8,(7,(I'3,03))) C fi (7 (T}, 00)) =S,
S3 = f3(m (T3, 03)) = fr(8(7,(I'3,03))) C fr(m (T, 05)) = S5
Luego S5 C 5, N S,.

Para probar S5 D 8§, N .S,, sea @ € S, N S,. Entonces hay caminos cerrados redu-
cidos p,, p, enI'}, I', basados en v,, v, tales que f,(p,) y f,(p,) pertenecen a la clase
de homotopia de a. Por la proposicion f1(p) v f>(p,) son reducidos. Aplicando

obtenemos f1(p) = f>(py) (v, por tanto, | f1(p)| = | f,(p)] = |pi| = |p,)).

Si vemos p, y p, como inmersiones A, — I';, A, — I',, donde n = |p,| = |p,|
y A, es el grafo correspondiente al intervalo [0, n] subdividido en los enteros, por la
propiedad de los pullbacks, existe un camino p; enI’; tal que p, = g,(p;) Y P, = & (p3).

n LT

E—
gzl & fi
f2
_—

w
—_

Como p, y p, son caminos cerrados basados en v, y v,, y teniendo en cuenta las
definiciones de g, y g,, tenemos que p, es un lazo basado en v;. Luego f5(p;) pertenece
a la clase de homotopia de @ y por tanto representa a un elemento de S. |

Corolario 3.1 (Teorema de Howson). Sean .S, y .S, subgrupos finitamente generados
de un grupo libre F. Entonces S| N .S, es finitamente generado.

Demostracion. Representamos F como 7,(A, v), donde A es un grafo con un Unico
vértice v. Los subgrupos .S, y S, son finitamente generados, luego usando el algoritmo
3.1 los representamos mediante inmersiones f; : I' = A, f, : ', - A, donde I,



3. INMERSIONES. TEOREMA DE HOWSON 31

y I';, son grafos conexos finitos. Tenemos S, = f,(7;(I'},v)) v S, = fo(7,(5, v,)),
donde f,(v,) = f,(v,) = 0.

Construimos el pullback I';, el cual es finito pues I'; y I, lo son. Por el teorema

Sy = f3(x;(T5,05) = S, NS, donde f; = fiog, = f,08, y v; es el vértice
correspondiente a v; y v,.

Veamos que f; es una inmersién. De la definiciéon de pullback obtenemos que si
e; = (e}, e,) es una arista de I'5, donde e, € E(I')), e, € E(I',), entonces

f3(e3) = f3((e, e5)) = f1(g,((ey, €y))) = fi(ey),

f3(e3) = f3((e1’ ez)) = fz(gz((ep ez))) = fz(ez)-
Luego, siu; = (u;,u,) € V(I'y) conu; € V({I')), u, € V(I7,), tenemos

(f3)u,(e3) = (f3),,((e1, €2)) = (f)),, (e)) = (f2),,(er)

Como f; y f, son inmersiones, (f),, y (f3),, son inyectivas, luego ( I3, también lo
es y, por tanto, f; es una inmersion.

Teniamos que f5(7,(I'5,v5)) = S; NS, y por la proposicion [3.6| obtenemos que
f3 ¢ mI5,03) = S NS, es inyectiva, luego S|, N .S, y 7,(I'5, v3) son isomorfos.
Luego una base libre finita de S| N S, la podemos obtener a partir de aplicar f; a una
base libre de 7,(I'5, v5). Esta tltima se puede calcular eligiendo un arbol maximal en
la componenete de I'; que contiene a v, (proposicion . |

Observacion 3.2. Como Gersten demostro, [5], una detallada comprobacion de las
caracteristicas de Euler prueba la desigualdad de H. Neumann [10] en el rango de
S, N S,: 818, NS, es no trivial, entonces

r(S,nsS,) —1=<2r(sy) — DS, = 1).

Para acabar esta seccidon, hablaremos sobre traslaciones de inmersiones.

| Definicion 3.1.  Una traslacion de un morfismo de grafos f : I' — A consiste en un
isomorfismog : I' = I tal que fog = f.

El conjunto de todas las traslaciones de f forman un grupo, G(f). La asociatividad
la tenemos por ser automorfismos. El elemento neutro es el isomorfismo identidad.
Podemos ver que Id € G(f), pues fold = f.El elemento inverso de g es el isomor-
fismo inverso g~!, el cual pertenece a G(f) pues fog = f = f = fog™l.
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G(f) actiia sobre I'. Como fog = f, no puede ocurrir que g(e) = e para una arista
e. Si ocurriese, entonces f(e) = f(e) = f(e), lo cual es incompatible con nuestra
definicion de grafo. Ademas, f factoriza a través del cociente I' — I'/G(f).

Proposicion 3.7. Sea f : I' = A una inmersion, con I' conexo. Entonces G(f) actia
libremente sobre I'.

Demostracion. Tomando en la proposicion 3.4 (unicidad de elevaciones) ® =T, g, =
g8V &, = Id seobtiene la definicion de grupo que actta libremente (deﬁnici()n. |



4 Teorema de Marshall Hall

En este capitulo veremos la seccion 6 de [11]]. Primero veamos un teorema el cual
nos permitird demostrar el Teorema de Marshall Hall.

| Teorema 4.1. Sea f : I' — A una inmersion de grafos. Supongamos que A tiene
solo un vértice y que I tiene un niimero finito de vértices. Entonces existe un grafo I’
que contiene a T, tal que I"" — T" esta formado solo por aristas, y existe un morfismo
f' TV = A extension de f, tal que f’ es un recubrimiento. (Y, si A es un grafo finito,
la demostracion muestra como construir y enumerar de manera efectiva las extensiones
'y /")

Demostracion. Sea V el conjunto de vértices de I'. Sea @ una orientacion de A. Para
cada e € O, definimos

R, ={(,v) €V XV . existe una arista e, de I'
tal que f(e)) = e, 1(e;) = u, 7(e;) = v}.

Veamos que las proyecciones sobre sus coordenadas R, — V son inyectivas. Lo
demostramos para la primera proyeccion. La demostracion para la segunda es similar.
Sean (u;,v,), (u,,v,) € R, tales que u; = u,. Si llamamos u a u; = u,, por definiciéon
de R,, existen dos aristas e, y e, de I tales que f(e,) = f(e,) = e, 1(e}) = 1(e,) = u,
7(e;) = v, y t(ey) = v,. Como e, e, € St(u,I'), f(e;) = f(e,) y f es una inmersion
(luego f, es inyectiva), tenemos que e, = e,. Por tanto, 7(e,) = v, = v, = 7(e,).

Como las proyecciones son inyectivas, podemos ver R, como una biyeccion de
un subconjunto de V" en otro. Como V es finito, esa biyeccién la podemos extender
a todo V', de manera que existe S, C V' X V tal que R, C S, y .S, es una biyeccion
V — V (si(u,v) € S,, entonces S,(u) = v).

Usando una eleccién de S, para cada e € O, construimos [’ y f’ de la siguiente
forma.
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El conjunto de vértices de I'” es V. El conjunto de aristas de I"" es E’, definido
como

E' ={(u,v,e) : u,v € V,e es un arista de A;

sie € O, entonces (u,v) € S,; si e € O, entonces (v,u) € S;}.

Para € = (u,v,e) € E’, definimos € = (v,u,e) y i(e) = u.

El morfismo f’ : I" — A lo definimos llevando cada vértice de V" al nico vértice
de A,y f'(¢) = e, para cada € = (u, v, e) € E’. Veamos que es un recubrimiento.

Sea w € V. Tenemos que ver que f/ es biyectiva. Para probar la inyectividad,
sean £, = (uy,v),€)),&, = (Uy, U5, €,) € St(w,I"”) tales que f!(e,) = f](&,) (es
decir, e, = e, = ey u; = u, = w). Por definicién de E’, si e € O, tenemos que
(uy,vy), (uy,v,) € S,. Como S, se puede ver como una biyeccion y u; = u,, entonces
v; = v,. El argumento es similar si e € O. Veamos ahora que f! es sobreyectiva.
Sea e € St(f'(w),A). Sie € O, tenemos que e es imagen de (w, S,(w),e). Sie & O,
entonces es imagen de (w, S '(w), e). Luego f ! es biyectiva y por tanto f’ es un
recubrimiento.

Por ultimo, vemos I" como un subgrafo de I" mediante un morfismo a : I' —
I donde para cada vértice v de I', a(v) = v, y para cada arista e, de I, a(e;) =

(1(31), 7(91)a f(e1)) I

Ejemplo4.1. Sea F el grupo libre sobre x, y. Veamos cuantos subgrupos .’ de indice 5
hay en F para los cuales {1, x, xy, xyx~!, xyx~'y~!} es un sistema de representantes
de las clases laterales a derecha de .S en F, mediante la acciéon de la definicion

Para ello, representamos F como el grupo fundamental del siguiente grafo A.

v

Vamos a representar un subgrupo .S como el grupo fundamental de un recubrimiento
f' : T' = T, lo cual se puede por la proposicic')n Ademas, queremos que el sub-
grupo S tenga indice 5 en 7,(A, v), luego I' debe tener 5 vértices (iltima parte de la

proposicion [2.5).

Para construir este recubrimiento, usamos el procedimiento de la prueba del teo-
rema Tenemos que f'~!(v) es isomorfo al espacio de las clases laterales (tltima
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parte de la proposicion|2.8), luego debemos partir del siguiete grafo I'" si queremos que
{1,x,xy, xyx~!, xyx~'y~!} sea un sistema de representantes de las clases laterales a
derecha de S en F.

b y b
I': e—>r0o—>r0«————0+—0

0 1 2 3 4

El vértice base es 0. La inmersion f : I' — A esta definida segun las etiquetas de las
aristas.

Para la arista x, la biyeccion parcial R, nos dice: 0 — 1y 3 — 2; mientras que R,
nos indica: 1 — 2y 4 — 3. Para construir el grafo I debemos extender las biyecciones
parciales a las biyecciones totales S, y S,. Tenemos para R, tres vértices libres, luego
se puede extender de 3! = 6 formas distintas. [gual con R,. Luego hay 6-6 = 36 cons-
trucciones posibles para I', dando cada una de estas uno de los subgrupos que estamos
considerando (tomando como vértice base el 0). Por tanto, hay 36 subgrupos de F de
indice 5 para los cuales {1, x, xy, xyx~!, xyx~!y~!} es un sistema de representantes
de las clases laterales derechas de S en F.

Continuamos el ejemplo construyendo uno de los posibles grafos I'. Elegimos las
siguientes extensiones.

§5.:0-1,1-0,2-3,3->2,4-4.

Sy:O—>0,1—>2,2—>1,3—>4,4—>3.

Luego el conjunto de vértices de es0,1,2,3,4, mientras que las aristas son las si-
guientes.

8] = (0’ 1,X), 62 = (1’0, X), 53 = (23 3’ X), 84 = (3’ 2’ X), 85 = (4’ 4a X),

66 = (O’O7y)7 67 = (1,2,y), 68 = (25 l,y), 69 = (3547.)})5 610 = (49 3, y)'
El recubrimiento f’ : I — A se define como fle)=xs1i=1,2,3,4,5y f'(e)=y
sii=6,7,8,9,10.

El grafo I es el siguiente. Las etiquitas de las aristas indican la imagen por f’.

X y X y

I - O, O O O

0 x I y»y 2 x 3 y 4
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Por ultimo, buscamos una base del subgrupo. Para ello, elegimos el siguiente arbol de

I' (marcado en rojo).

b y b y

y (e e e e )

0O x 1 y 2 x 3 y 4

Obtenemos que el subgrupo S esta generado por

{3, %%, xy*x ™ xyx 2y~ xpx T y Py T xyx Ty xxy T T
Observacion 4.1.  Podemos ver que un cambio en el vértice base en I" cambia el sub-
grupo f'(r,([",0)) a un subgrupo conjugado en (A, v). Por ejemplo, en el caso an-
terior, si cambiamos el punto base a 1 obtenemos el conjugado S’ = x~!.Sx.

Observacion 4.2. Dado un grupo libre F finitamente generado y un entero positivo
n, existen un nimero finito de subgrupos de F de indice n. Si representamos F como
el grupo fundamental de un grafo A con un vértice, cada recubrimiento conexo de n
vértices de A se corresponde con un subgrupo de F de indice n.

Corolario 4.1 (Teorema de Marshall Hall). Sean «,, ..., @, f, ..., , elementos de un
grupo libre F. Sea S el subgrupo de F generado por {«a,...,a,}. Supongamos que
p. & S parai = 1,...,1. Entonces existe un subgrupo .S’ de indice finito en F, tal
que S C S', . & S' parai = 1,...,1, y existe una base libre de §’, la cual tiene un
subconjunto que es una base libre de S.

La demostracion original se encuentra en [6]].

Demostracion. Representamos F como 7,(A), donde A tiene solo un vértice. Sea I,
la unién por un vértice v, de circunferencias y arcos, subdivididos apropiadamente, y
f1 : I';, = Aunmorfismo, de forma que las circunferencias enI’;, bajo f,, representan
los @; y los arcos en I} representan los f;. Entonces tenemos

fl(ﬂ-l(rl’ U])) = S

Como I'; es un grafo finito conexo, por el teorema [1.2] el morfismo f, puede ser fac-
torizado mediante una serie de plegamientos y una inmersiéon f : I' - A. Por el
corolario f(z,(T,v)) = S, donde v es un vértice apropiado. Como S, & S, la
imagen del i-ésimo arco de I'; en I' no es un lazo.

Ahora aplicamos el teoremaf4¢.1]a f : I' - A. Extendemos f a un recubrimiento
f' : T" = A, sin afiadir nuevos vértices. Definimos S” = f’(z,(I", v)). Por la propo-
sicion el indice de 8" en F es el namero de vértices de I'. Claramente, S C S’,
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ya que I' C I"". Ademas, los caminos en I" que representan a los f; (las imagenes de
los arcos de I';) no son lazos. Por tanto, f§; € S, pues por ser f’ un recubrimiento,
el morfismo inducido en los grupos fundamentales es inyectivo (proposicion [2.4). Fi-
nalmente, usando que un arbol maximal T' de I" es también un arbol maximal de I’
(ya que no se han afiadido vértices), encontramos una base libre de 7z,(I", v) la cual
contiene una base libre de z,(I', v). Aplicando f y f’ a estas bases obtenemos una
base libre de S’, la cual tiene un subconjunto que es una base libre de S. |

Ejemplo4.2. Sea F el grupo libre generado por {a, b}. Tenemos que a; = a*,a, = by
B, = ab’ son elementos de F. Sea S el subgrupo de F generado por {a?, b}. Tenemos
que ab* ¢ S. Segtin el Teorema de Marshall Hall (corolario , existe un subgrupo
S’ de indice finito en F tal que S C S’, ab> & S’ y existe una base libre de S’ la cual
tiene un subconjunto que es una base libre de S. Calculemos S’. Para ello, seguimos
los pasos de la demostracion del corolario

Representamos F como el grupo fundamental del siguiente grafo A.

El grafoI'; es el siguiente, y el morfismo f; : Iy = A esta definido segun las etiquetas
de las aristas.

b
a

Tenemos que f,(x,(I';,0)) = S. El morfismo f, puede ser factorizado mediante
una serie de plegamientos y una inmersiéon f : I' - A. Realizamos los plegamientos
y obtenemos el siguiente grafo I'. Las etiquetas de las aristas indican la imagen por f.

a
r: bC)O—».—b».

0 a 1 b 2 3

Las biyecciones parciales son:
R,:0-1,1-0.
R,:0-0,1-2,2-3.
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Ahora tenemos que extender f a un recubrimiento f’ : I' = A. Para ello, exten-
demos las biyecciones parciales a biyecciones totales. Por ejemplo:

S,:0-1,1-0,2-2,3->3.
S,:0-0,1-2,2-3,3->1.

Obtenemos el siguiente grafo I". Las etiquetas de las aristas indican la imagen por

f

]!

Por ultimo, buscamos una base de .S’. Para ello, elegimos el siguiente arbol de I"
(marcado en rojo).

%

Obtenemos que S’ esta generado por
{b,a*, abab~'a”!, ab’ab~?a™' ab’a™"}.

Corolario 4.2. Sea F un grupo libre y .S un conjunto finito de elementos de F. Sea G
el subgrupo finitamente generado por S, G = (S) C F.Entonces G es la interseccién
de todos los subgrupos H de F de indice finito que contienen a G. Es decir,

G=ﬂH donde M ={H<F:GCHYI[F: H|<o}.
HeM
Demostracion. Lo demostramos por doble inclusién. C es obvio, pues G C H para
cada H. D lo demostramos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe f €
(N, H talque p &€ Gy f # 1.Por el teorema de Marshall Hall (corolario , existe un
subgrupo H' de F de indice finito talque G C H'y f ¢ H’.Esto es una contradiccion.
H' pertenece a M, pues G C H’' y H’ tiene indice finito en F. Como f ¢ H’,
obtenemos que § & (),, H, pero habiamos supuesto que g € (,, H. |
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En este capitulo desarrollaremos la seccion 7 de [11]].

Cada grafo conexo con grupo fundamental no trivial contiene un subgrafo "nu-
cleo” donde esta concentrado el grupo fundamental. El grafo original esta formado
por ese nucleo y varios arboles unidos a éste.

En el caso de un grafo finito I', podemos obtener su nucleo eliminando las aristas
exteriores una a una. Si I" no tiene vértices de valencia 1, I" es su propio nucleo. Si
I" tiene un vértice v tal que solo existe una tUnica arista e con v = 1i(e), entonces
eliminando v, e y e obtenemos un grafo mas pequefio I"’. Repitiendo este proceso un
numero finito de veces llegamos al nucleo de I'.

A continuacién vamos a dar una definicion rigurosa de lo anterior.

| Definicion 5.1.  Un lazo ciclicamente reducido de un grafol es un lazop = e e,...e,,
tal que es reducido y e, # e,,.

Observacion 5.1.  Un lazo ciclicamente reducido p de longitud n en I" lo podemos ver
como una inmersiéon C, — P, donde C, es el grafo correspondiente a una circunfe-
rencia subdividida en n aristas.

Observacion 5.2.  Si una arista e pertenece a un lazo ciclicamente reducido p, cam-
biando la arista inicial de p podemos encontrar otro lazo ciclicamente reducido p’
donde e es la primera arista de p’. Por ejemplo, si p = e, e,ee,, entonces p’ = ee e, e,.

| Definicion 5.2. Un grafo T es un grafo central si I es conexo, tiene al menos una
arista, y cada arista pertenece al menos a un lazo ciclicamente reducido.

Ejemplo 5.1. El siguiente grafo es un grafo central.

S
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| Definiciéon 5.3.  SeaT un grafo conexo tal que su grupo fundamental es no trivial.
Una arista esencial de 1" es una arista que pertenece a algun lazo ciclicamente reducido.

| Definicion 5.4. El niicleo de T esta formado por todas las aristas esenciales de T" y
todos los vértices iniciales de las aristas esenciales.

Ejemplo 5.2. En el siguiente grafo coloreamos de rojo su nucleo.

e

De las definiciones anteriores obtenemos el siguiente par de resultados.

Proposicion 5.1.  Un grafo conexo finito I" es un grafo central si y solo si la valencia
de cada vértice es al menos 2.

Demostracion.  Si I' es un grafo central, cada arista debe pertenecer a un lazo ci-
clicamente reducido, luego todos los vértices deben tener al menos valencia 2. A la
inversa, si hay un vértice con valencia 1, entonces su arista no puede pertenecer a un
lazo ciclicamente reducido, luego no es un grafo central. |

Por tanto, el proceso descrito en la introduccion de este capitulo de eliminar las
aristas exteriores nos da el nucleo de cualquier grafo finito conexo con grupo funda-
mental no trivial.

Proposicion 5.2.  Si T es un grafo conexo con grupo fundamental no trivial y I'" es
el nicleo de I, entonces I es un grafo central. Si v es un vértice de [, entonces la
inclusion 7 (I, v) — 7,([, v) es un isomorfismo.

Demostracion. Para la primera parte, la definiciéon de nicleo de un grafo implica la
definicion de grafo central.

Para la segunda, las aristas que no pertenecen al nicleo de I' no forman parte
de ningun lazo ciclicamente reducido, y, por tanto, no afladen ningin generador a
7,(I', v) que no estuviese en 7, (I, v). Luego la inclusién es sobreyectiva. Ademas, la
inclusion es inyectiva (proposicion pues esta inclusion se induce de la inclusion
[ — T, que es una inmersion). Por tanto, la inclusién es un isomorfismo. |

| Definicion 5.5. Sea .S un subgrupo de un grupo G. Decimos que S C G cumple la
condicion de Burnside si, para cada g € G, existe un entero positivo n tal que g" € S.

Proposicion 5.3.  Si S cumple la condiciéon de Burnside en G, entonces también lo
hace cualquier subgrupo conjugado de S.
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Demostracion.  Sea S un subgrupo de G que comple la condicién de Burnside y sea
x € G. Veamos que x.Sx~! cumple la condicién de Burnside en G.

Sea g € G. Definimos 4 = x~!gx € G. Tenemos que g = xhx~!. Como S cumple
la condiciéon de Burnside, tenemos que existe un entero positivo n tal que A" € S.
Luego
g" = (xhx7 1 = xh"x! € xSx7L. |

Proposicion 5.4. Sea f : I' — A un recubrimiento de grafos conexos tal que la
cardinalidad de f~! es finita para cada vértice de A. Sea v un vértice de I". Entonces
f(z,(T,v)) C 7 (A, f(v)) cumple la condicion de Burnside.

La idea de esta demostracioén se encuentra en [8]].

Demostracion.  Por la proposicion el indice de f(z,(I',v)) en z,(A, f(v)) es la
cardinalidad de f~!(f(v)), la cual hemos supuesto que es finita. Luego si demostra-
mos que los subgrupos de indice finito cumplen la condicién de Burnside tenemos el
resultado.

Sea S un subgrupo de G de indice n. El grupo G lo podemos expresar como la
union disjunta de sus clases laterales.

G=g SuUugsSu..ug,sS,

donde g,,...g, € G. Dado g € G, para cada m € N existe unai € {1,...,n} tal que
g" € g,S. Como el nimero de clases laterales es finito, existen m,, m, € N con m, >
m, tal que g™, g™ € g;§ paraalgin j € {1, ...,n}. Luego tomando m = m, —m; € N
tenemos

gr=gnm=yg"Mmgmes. I

Proposicion 5.5. Sea f : I' = A una inmersion de grafos conexos, donde A es un
grafo central. Sea v un vértice de I'. Si ademas se tiene que f(z,(I', v)) C 7,(A, f(v))
cumple la condicion de Burnside, entonces f es un recubrimiento.

Demostracion. Tenemos que probar que f es localmente sobreyectiva. Sea w un vér-
tice de I' y e una arista de A con f(w) = i(e). Por hipétesis, f(x;(I',v)) cumple la
condicion de Burnside. Ademas, por ser I' conexo, tenemos que f(z;(I', w)) es un
subgrupo conjugado de este (observacion[4.1). Como la condicién de Burnside se con-
serva bajo conjugacién (proposicién [5.3), tenemos que f (7, (I, w)) la cumple.

Como A es un grafo central, existe un lazo ciclicamente reducido p en A cuya
primer arista es e. Luego la clase de homotopia de p pertenece a z,(A, f(w)). Como
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f(z, T, w)) C 7 (A, f(w)) cumple la condicién de Burnside, existe un entero positivo
n tal que la clase de homotopia de p” pertenece a f(x,(I', w)). Luego existe un camino
reducido g de I" basado en w tal que f(q) ~ p". Como p es ciclicamente reducido, p"
es reducido. Luego, como f es una inmersion, f(q) es reducido (proposicion , Y,
por tanto, f(g) = p" (proposicion[3.5). En consecuencia, el primer término de g es una
arista e, de ' tal que i(e;) = wy f(e) =e. |

Observacion 5.3. Esta proposicion nos permite ver si un subgrupo finitamente gene-
rado de un grupo libre tiene indice finito.

Para ello, en el algoritmo representamos el subgrupo mediante una inmersion
f ' = A, donde I es finito y A es un grafo de un vértice (y por tanto, es un grafo
central). Si f es un recubrimiento, entonces el subgrupo tiene indice finito y es igual al
numero de vértices de I'. Si f no es un recubrimiento, entonces la proposicién[5.5nos
indica que el subgrupo no cumple la condicion de Burnside, y por tanto tiene indice
infinito.

Antes de ver el ultimo teorema, veamos algunos resultados que usaremos en la
demostracion.

Proposicion 5.6. Sean f : I') = I'; y g : I, = I'; recubrimientos. Entonces go f :
I') = I'; es un recubrimiento.

Demostracion. Tenemos que ver que (gof), = g,of, : St(v,I'}) = St(g(f(v)),I'5)
es biyectiva para cada vértice v de I';. Como f y g son recubrimientos, f, y g, son
biyectivas. Luego (gof), es biyectiva por ser composiciéon de funciones biyectivas.
Por tanto, go f es un recubrimiento. |

Proposicion 5.7.  Sea

e

I

f
e ——
A

un diagrama conmutativo donde I'}, I, y I'; son grafos y f y A son recubrimientos.

=
-—

-

3

Entonces g es un recubrimiento.

Demostracion. Como h = gof, dado un vértice v cualquiera de I'}, tenemos que
h,=gof, : St(v,I')) = St(g(f(v)),I';). Ademas, f, es biyectiva, luego su inversa
£ St(f(v),I,) — St(v,T)) también lo es. En consecuencia, g, = h,of; " es
biyectiva por ser composicion de biyectivas. Por tanto, g es un recubrimiento. |

Proposicién 5.8. Sea f : I' — I el recubrimiento universal de I'. Entonces, el grupo
de traslaciones de f, G(f), es isomorfo a 7, (I').
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Demostracion. Deriva de la teoria de espacios recubridores en el sentido topologico
usual (ver [7] o [9]). |

Proposicion 5.9. Sea f : [ = T el recubrimiento universal de I'. Entonces, I es
isomorfo a I'/G(f), y, por tanto, también a f/irl @ ).

Demostracion. Deriva de la teoria de espacios recubridores en el sentido topologico
usual (ver [9]). |

| Teorema 5.1. Sea S, y S, subgrupos finitamente generados de un grupo libre F.
Supongamos que S| N S, tiene indice finito tanto en S, como en S,. Entonces S, N S,
tiene indice finito en el join S| V .S,.

Demostracion. De forma similar a la demostracion del Teorema de Howson (corola-
rio [3.1)), representamos la situaciéon mediante el siguiente diagrama.

g/
0, — 6,

g;l lf{
f

Representamos F como 7,(A, w), donde A es un grafo con un unico vértice w. Re-
presentamos S, y §, mediante las inmersiones f| : ©®; - Ay f] : 0, - A,yla
interseccion S, N .S, mediante la inmersiéon de una componente del pullback ®,. Si
S, NS, es no trivial, podemos conjugarlo de manera que el punto base de ®, esté en
el nucleo I'; de la componente que representa a .| N S,. Los nucleos de ®, y ®, son
', y I';, respectivamente. Si denotamos por f}, f,, g, y & alas restricciones de f|, f,
8] Y & al nicleo correspondiente (f; = f/|r , etc.), obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo.
I, g r,
gzl /3 i

r, A

e

En este diagrama, f, y f, son inmersiones, I'; es un subgrafo del pullback; I';, I', y
I'; son grafos centrales; f; = f,0g, = f,08,; U; es un vértice de I';, v, y v, son las
imagenes de vy en I'; y I',, respectivamente; w = f,(v,) = f,(v,) = f5(v3). El grupo
F=m(Aw)y

S, = fi(zx, ([T}, 0,)), i=1,2,3

S, =5,nS,.
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Como .S, tiene indice finito en S, y en .S,, entonces g,(z,(I'5,v5)) C 7;(I'},v,) y
g (7, (I'5,v5)) C 7, (I',, v,) cumplen la condicion de Burnside (prueba de la proposi-
cién[5.4). Luego, por la proposicion[5.5] g, y g, son recubrimientos.

Sear : I'; — T'; el recubrimiento universal. El diagrama queda:

Como r, g, y g, son recubrimientos, tenemos que &, y &, son recubrimientos.
Ademas, el grupo de traslaciones de g,, G(&,), es isomorfo a 7,(I'}) y, por tanto, se
puede identificar con .§,. Analogamente, se puede identificar G(g,) con .S,.

Tenemos que f; = f,0g, = f,0g, es una inmersion, pues es composicion de
inmersiones (g, y g, son recubrimientos y, por tanto, inmersiones). Luego la funciéon
h definida como h = f;or es una inmersién (composicion de inmersiones).

Consideramos ¢ € G(§,). Luego ¢ : I'; — I'; es un automorfismo de grafos tal
que g,00 = g;: Es decir, g,oroc = g,or. Luego

fiog oroc = fog,or = fyoroc = fyor = hoc = h.

Por tanto, ¢ es una traslacion de la inmersiéon A. De manera similar, las traslaciones
de g, son traslaciones de h.

Tenemos que I', = I,/G(g,) y I, = [';/G(&,). Sea K el grupo de traslaciones de
h generado por G(g,) U G(&,). Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

1:3L>F1
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(T'y/K,1,,t,) es el pushout de &, y &,. El morfismo s : I';/K — A existe por la
propiedad de los pushouts.

Como h = fjor : I'; = A es una inmersion, K actua libremente sobre I'; (pro-
posicion 3.7). Luego, 5 es un recubrimiento (proposicién(2.7). Como g, es también un
recubrimiento, obtenemos que #, es un recubrimiento (proposicién|5.7). Analogamen-
te, #, es un recubrimiento.

Como I'; es un grafo finito, la cardinalidad de tl_l(u) es finita, donde u, es un vértice
de [';/K. Luego S, tiene indice finito en s(x,(I";/K)), el cual contiene a .S, y a .S,; ,
por tanto, .S, tiene indice finito en S vV .S,. Como S, N S, tiene indice finito en S,
obtenemos que S| N .S, también tiene indice finito en S, Vv S,. |






6 | Apéndice A. Otros resultados so-
bre grupos libres

Usando recubrimientos podemos ver el siguiente par de resultados.

| Teorema 6.1 (Teorema de Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre
es libre.

Demostracion.  Sea .S un subgrupo de un grupo libre F. Sea I un grafo con un vértice,
v, tal que 7,(I', v) = F. Por la proposicién existe un recubrimiento f : I >T,
con [" conexo y b8 ([, 5) = S (con ¥ un vértice tal que f(&) = v). Como el grupo
fundamental es un grupo libre, tenemos que S = r,([", 7) es libre. |

| Teorema 6.2. Para todo n entero positivo, el grupo libre de n generadores, F,, es

n’

isomorfo a un subgrupo de F, = (a, b).

Demostracion. Los casos F, = (a) y F, = (a, b) son obvios. Para cada n > 2, con-
sideramos el recubrimiento f, : I', = A, donde A es el grafo de un vértice y dos
aristas, I, es conexo y la base de x,(I",) tiene n generadores.

F, = n/(A) = (a, b)

Una opcién para I', es el grafo correspondiente a una sucesion de n circunferen-
cias tangentes. Por ejemplo, para los primeros valores de n obtenemos los siguientes
grafos. (f, esta definida segun las etiquetas de las aristas.)
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b a
Fyi oo w e
u a

b a b
I's aW‘/l)\o@a

Fs = f5(x,(Ts,u)) = {a, b*, ba’b™", bab*a™", b~ babab™'a”'b™") C F,



7 | Apéndice B. Grafos de Cayley

La siguiente definicion esta tomada de [2]].

| Definicién 7.1.  Sea G un grupo y S un conjunto de generadores de G. El grafo de
Cayley asociado a G y S, T'(G, S), se define de la siguiente forma.

El conjunto de vértices es G.

El conjunto de aristas orientadas positivamente es G X S.
El vértice inicial de (g, s) es 1((g, s)) = g.

El vértice final de (g, s) es 7((g, 5)) = gs.

La arista inversa de (g, s) eng,—s) = (gs,s7h).

En este contexto consideramos s~' como un simbolo formal, y no un elemento del

grupo G. Luego (gs,s™) & G X S incluso en el caso donde el elemento s~ € S.

La etiqueta de la arista (g, s) es el elemento s.

El grupo G actta sobre I'-(G, ) mediante multiplicaciones por la izquierda me-
diante isomorfismos. Un elemento g € G envia un vértice g’ al vértice gg’ y una arista
(g’,s) alaarista (gg’, s). Esta accion es libre y sin inversiones de aristas.

Observacion 7.1.  De forma similar, se puede definir el grafo de Cayley mediante ac-
ciones por la derecha.

Un grafo de Cayley I' (G, S) es siempre conexo, pues cada elemento de G es pro-
ducto de elementos de .S, por lo que siempre hay un camino en el grafo uniendo cada
vértice con el vértice identidad e. Ademas, cada relaciéon de G determina en el grafo
de Cayley un lazo basado en el vértice e.

Tenemos también que un grafo de Cayley I'-(G, .S) es un recubrimiento del grafo
A de un vértice tal que z,(A) es el grupo libre generado por . Esto es facil de ver,
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pues cada elemento de G se puede multiplicar por cada uno de los generadores de
S. Luego de cada vértice del grafo de Cayley parten cada una de las aristas corres-
pondientes a cada elemento de .S. De la misma forma, como cada elemento de G se
puede multiplicar por cada uno de los inversos de los elementos .S, tenemos que a ca-
da vértice del grafo de Cayley llegan cada una de las aristas correspondientes a cada
elemento de S.

Ejemplo7.1. El grafo de Cayley de F, = (a, b) respecto a los generadores .S = {a, b}
es el siguiente.

Observacion 7.2.  El grafo de Cayley no es Ginico para un mismo grupo. Depende del
conjunto de generadoes elegido.

Ejemplo 7.2. A laizquierda, el grafo de Cayley de Z, = (x|x®) respecto a S|, = {x}.
A la derecha, respecto a S, = {x2, x>} (en rojo, las aristas correspondientes a x?; en

azul, las correspondientes a x?).

1 X
o o—»
X3 x2
X
X
x* x3

Ejemplo7.3. Alaizquierda, el grafo de Cayley de S, respecto {(123),(12)} (en rojo,
las aristas correspondientes a (123); en azul, las correspondientes a (12)). A la derecha,
respecto a {(12),(13)} (en rojo, (13); en azul, (12)).
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1 (12)

(13) (123)

(123)

(132) (23)

Sea F el grupo libre generado por .S. Veamos que todo grupo generado por .S es
isomorfo a un grupo cociente de F. Para ello, tenemos que ver un grafo de Cayley
I'(G, S) como un recubrimiento f : I'o(G,S) — A, donde A es el grafo de un
vértice vy m,(A) es el grupo libre generado por S. Si tomamos como vértice base del
grafo de Cayley el vértice correspondiente al elemento neutro 1, tenemos que

G = /7' (0) 2 1,(8)/ f (1, TG, S), 1)) = (S)/f (m,(T (G, S, 1.
(*) lo obtenemos de la proposicién [2.8]

Ejemplo 7.4.  Veamos el grafo de Cayley de Z, = (x|x®) respecto a .S; = {x} como
un recubrimiento.

1 X
® \
5 2 S U

x 2 & )x

Tenemos que Z; = (x)/(x5).

Para acabar, veamos un dltimo resultado. Para ello, tenemos que definir antes el
concepto de recubrimiento regular.
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| Definicion 7.2. Sea f : T' = I" un recubrimiento de grafos y & un vértice deT" y v
un vértice deI” tal que f (D) = v. El recubrimiento f se dice regular si f(zrl(f, D)) es un
subgrupo normal de z,(I", v).

En este caso el grupo de automorfismos de f, G(f), actiia de forma transitiva
sobre f~!(v), con v € V(') ([9], capitulo V, lema 8.1).

El siguiente resultado nos dice que los grafos de Cayley son recubrimientos regu-
lares. Lo hemos obtenido de [9] (capitulo V, proposicion 8.2), aplicandolo a grafos de
Cayley.

Proposicion 7.1.  Sea G un grupo, S’ un conjunto de generadores de G y I'.(G, §) el
grafo de Cayley asociado. Por la forma en la que G actta sobre I'.(G, §), tenemos que
I'c(G, S)/G es el grafo de un vértice tal que su grupo fundamental es el grupo libre
generado por S. Sea entonces f : I'o(G,S) — I'c(G,.S)/G la proyeccion natural
de I' (G, S) sobre su espacio cociente. Entonces, (I' (G, S), f) es un recubrimiento
regular de I' (G, S)/G,y G = G(f).

Luego, si vemos un grafo de Cayley como el recubridor de un grafo con un vértice,
por ser un recubridor regular, tenemos que si la elevaciéon de un generador @ en un
vértice u es un lazo, entonces la elevacion de a en cualquier otro vértice v es también
un lazo. De igual forma, si la elevacion en un vértice u es un arco abierto, entonces la
elevacion en cualquier otro vértice v es otro arco abierto.

Ejemplo7.5. Elsiguiente grafo es el grafo de Cayley de S respectoa {(12), (13)} (en
rojo, (13); en azul, (12)).

! (12)
(13) <\// (123)
(132) (23)

Podemos ver que las elevaciones de (12) y (13) siempre son arcos abiertos, indepen-
dientemente del vértice escogido.
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Ejemplo 7.6. El siguiente grafo es el recubridor del grafo de un vértice y dos aristas,
ay b. Las etiquetas de las aristas indican la imagen por el recubrimiento.

Este grafo no es un grafo de Cayley, pues no es un recubrimiento regular. Por ejemplo,
podemos ver que la elevacion de la arista b en el vértice O es un lazo, mientras que la
elevacion en el vértice 1 es un arco abierto.






Bibliografia

(2]

(3]
(4]

ADAMEK, J., HERRLICH, H., AND STRECKER, G. E. Abstract and concrete categories.
the joy of cats.

Bogoroiski, O. Introduction to group theory, vol. 6. European Mathematical
Society, 2008.

Dummit, D. S. Richard m. Foote. Abstract Algebra (2004).

GEOGHEGAN, R. Topological methods in group theory, vol. 243. Springer Science
& Business Media, 2007.

GERSTEN, S. M. Intersection of finitely generated subgroups of free groups and
resolutions of graphs. Inventiones mathematicae 71, 3 (1983), 567-591.

Harir, M. Coset representations in free groups. Transactions of the American
Mathematical Society 67, 2 (1949), 421-432.

HATCHER, A. Algebraic topology. Cambridge University Press, 2002.
LoPEz DE GAMIZ ZEARRA, J. Finite graphs, free groups and stallings’ foldings.

Massey, W. S. A Basic Course in Algebraic Topology. Springer Science & Business
Media, 1991.

NEuMANN, W. D. On intersections of finitely generated subgroups of free groups.
In Groups—Canberra 1989. Springer, 1990, pp. 161-170.

STALLINGS, J. R. Topology of finite graphs. Inventiones mathematicae 71,3 (1983),
551-565.



	English Abstract
	Introducción
	Grafos y morfismos de grafos
	Caminos y grupo fundamental
	Estrellas

	Recubrimientos
	Inmersiones. Teorema de Howson
	Teorema de Marshall Hall
	Grafos centrales
	Apéndice A. Otros resultados sobre grupos libres
	Apéndice B. Grafos de Cayley

