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Introduccion.

La investigacion y el analisis de las teorias en el manejo del riesgo asociado a cual-
quier inversion son fundamentales para el desarrollo de nuevas ideas y aplicaciones en
el area de las finanzas.

El modelo de Harry Markowitz, desde su origen en 1952, contribuy6 a variados
desarrollos y derivaciones, proporcionando el marco conceptual del manejo eficiente
de un portafolio, maximizando la rentabilidad esperada y controlando el riesgo.

Sin embargo, este modelo se vuelve mucho mas complejo cuando aniadimos restriccio-
nes de cardinalidad sobre el soporte del portafolio.

El objetivo general de este trabajo serd presentar dos algoritmos de programacion
cuadratica entera-mixta para la resolucién de este modelo. El primero de ellos estara
basado en cuatro tipos de planos de corte. El segundo de ellos, estarda basado princi-
palmente en el algoritmo de Lemke.

Ademés, en dicho trabajo se incluiran experimentos computacionales que en efecto,
muestren la complejidad de dicho modelo; sobre todo cuando hacemos comparaciones
con el modelo continuo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a introducir el problema de optimizacién esperanza-varianza
de Markowitz (MVO). Asi mismo, describiremos algunos modelos de programacion
entera. Estos modelos, integran algunas variables que toman valores enteros. Dichas
variables enteras, con frecuencia, suelen tomar solo los valores en {0, 1}, ya que este
tipo de variables permiten representar condiciones logicas.

Este tipo de modelos permite representar sistemas mucho més complejos. A cam-
bio, la resolucién de los mismos se complica, ya que no se puede utilizar la suavidad
de las funciones para inferir el comportamiento de las mismas cerca del 6ptimo. De
esta forma, problemas con unas pocas decenas de variables pueden ser casi imposibles
de resolver.

En este capitulo introduciremos la optimizacién de carteras con cota superior en
el nimero de variables positivas. Este problema lo trataremos con més detenimiento
en el capitulo siguiente como un modelo de programaciéon entera-mixta. Por tltimo,
veremos otras dos aplicaciones de la programacion entera en el problema de las subastas
combinatorias y en el problema de la caja de seguridad.

1.1. Modelos de programacién: optimizacion de car-
teras
1.1.1. Optimizacién media-varianza

Sean Sy, So, ....S, (n > 2) n acciones con ganancias aleatorias (variables aleatorias),
con:
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;= Ganancia esperada de cada 5;
o; = Desviacion estandar (tipica) de cada S;
pi; = Coeficiente de correlacion de las variables S;, S;
Consideramos:
M1
M= :
Hn,

Q) = (0 j)nzn la matriz de covarianzas, simétrica, con

_J i=j
Pi,jOi0 J

x; = la proporcion del total de fondos invertidos en el valor i (i =1, ...,n)

Recordatorio 1.1. Recordamos que el coeficiente de correlacion es un operador si-
métrico,
U(SZ,S) O'(S,Sl)
pij = p(Si, Sj) = = ’ = p(S},Si) = pja

0,05 0;0;

lo que garantiza la simetria de Q.

Observacion 1.2. Podemos representar la ganancia esperada y la varianza de la
cartera resultante z = (xy, ..., z,) como:

E(z) =21y + o+ Tty = '

Var(x) = Zpi,jaiajxixj =27 Qx| donde p;; =1

i3

Definicién 1.3. Diremos que una accion es redundante cuando no sea requerida
especificamente por una empresa para generar ganancias y flujo de caja a partir de
sus operaciones. Aquellas que son “redundantes” a las operaciones de la empresa.

Observacion 1.4. Var(z) >0 = 27Qr >0 Vr = (@ semidefinida positiva.
En este trabajo vamos a suponer que Q es definida positiva, lo que equivale a asumir
que no hay acciones redundantes en nuestra solecciéon 51, ...S,

Definiciéon 1.5. Definimos el conjunto de carteras admisibles como el conjunto
X ={zx: Az =0, Cx>d}
donde:
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s A es una matriz m z n

b es un vector m-dim

C es una matriz p x n

d es un vector p-dim

En particular, una de las restricciones de este conjunto es

Definicion 1.6.

i=1

= Cartera eficiente: puede verse como la cartera que tiene el mdzrimo rendimiento
esperado de todas las carteras con la misma varianza, o bien, puede verse como
aquella que tiene la minima varianza entre todas aquellas que tienen al menos
una cierta ganancia esperada.

» Frontera eficiente: Aquella formada por todas las carteras eficientes de la cartera
universo. Esta frontera es a menudo representada como una curva en un grafo
2-dimensional donde las coordenadas de un punto corresponden a la ganancia
esperada y la desviacion tipica de la ganancia de una cartera eficiente.

Grafico 1

Seleccion de una cartera optima de Markowitz

Hendimiento reesperado
|
\

) i L
| |

Cartera Gptima de
Markowliz

v

Fuente: teoria de Markowitz

Desviacidn estindar



Preliminares Trabajo Fin de Méaster

Supongamos que queremos buscar aquella cartera eficiente con varianza minima,
entre todas aquellas que tienen al menos una cierta ganancia esperada. Como Q
es definida positiva, la varianza es una funcién esctrictamente convexa y entonces
Jlz € x tal que tiene minima varianza .

Denotemos esta cartera por @i, v su ganancia p! Ty = Rmin. Denotemos también
como R,,.. = la maxima ganancia para una cartera admisible. Siguiendo esta nota-
cion, podemos definir el siguiente problema:

PROBLEMA DE OPTIMIZACION ESPERANZA-VARIANZA DE MARKOWITZ (M.V.O.)

El problema de optimizacién esperanza-varianza de Markowitz consiste en encon-
trar la cartera de varianza minima que tenga una ganancia minima esperada; o en
otras palabras, minimizar el riesgo para una rentabilidad minima esperada. Mate-
méaticamente, esta formulaciéon produce el siguiente problema de programaciéon
cuadratica:

1
min §xTQx

s.a. pz > R (1.1)
Az = b
Cx > d

La primera restriccion indica que la ganancia esperada no puede ser menor que
un cierto valor prefijado R. Esta restriccion es necesaria, ya que cuando minimizamos
la varianza (el riesgo) también estamos minimizado la ganancia. Si resolvemos este
problema para valores de R entre R, v Rimae, Obtendremos el conjunto de todas las
carteras eficientes. Por otro lado, la funciéon objetivo corresponde a un medio de la
varianza total de la cartera. El hecho de anadir la constante % es para simplicar las
ecuaciones correspondientes a las condiciones de optimalidad. Obviamente, esto no

afecta a la solucién 6ptima.

Como podemos observar, estamos ante un problema de programaciéon cuadratica con-
vexo, en el cual las condiciones de primer orden son necesarias y suficientes para la
optimalidad. Veamos cuéales son:
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= Primero, transformamos el problema 1.1 en:

1
min —2TQx
T 2
sa. —pulz+R < 0 (1.2)
Axr = b
—Cr+d < 0

= Como tenemos restricciones lineales, éstas forman un recinto convexo. En este
caso (caso de restricciones lineales) no hace falta exigirle regularidad a la solucion
optima x g, es decir, no tenemos que exigir que los gradientes de las funciones de
las restricciones sean l.i. en zg, v ademas, las condiciones de primer orden son
necesarias y suficientes para la optimalidad. Estas condiciones son:

xR es solucion 6ptima de 1,1 <= dA\g € R,vg € R™,y; € RP tal que:
sz(xRa )‘Ru YE, ’7]) =0
VAL(xg, AR, 7B, 1) = 0;
Vo L(xr, Ar; VB, V1) = 0;
V»Y’L('TRu )‘Ra VE, fyl) =0

Ar,vr >0

C. de Holgura Ar(per — R) = 0
complementaria | 7} (cx, —d) = 0

/ ]. /
Donde | L(z, A, y,7 ) = §xTQx + MR — p'z) + (Ax — b)y + (d — cx)y

1.2. Modelos de programacion entera

1.2.1. Optimizacién de carteras con niveles minimos de tran-
saciébn y con cota superior en el niimero de variables
positivas

Cuando resolvemos el modelo clésico de Markowitz, la cartera 6ptima, a menudo,
contiene posiciones x; que son demasiado pequenas para ejecutar. En la practica, uno
tomaria una soluciéon de (1.1) con la resticcion adicional:
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{ T; > 0 = Z; > lj } (13)

donde [; son los niveles minimos de transacion. Esta restriccion establece que, si se
realiza una inversion en una accién, entonces ésta debe ser “suficientemente grande”.
Como podemos observar, esta restriccion no es una simple restriccion lineal, por lo que
no puede ser directamente manejada por la programacion cuadratica. Este problema
es considerado por Bienstock [2]. El también considera el problema de optimizacién
de cartera donde hay una cota superior en el nimero de variables positivas, esto es:

{ z; > 0 para, como mucho, K distintos j (j € {1,....n}; n>K) } (1.4)

La restriccion 1.3 puede ser facilmente incorporada dentro del algoritmo de rami-
ficacion y acotacion de la siguiente forma:

1. Resolvemos el modelo de Markowitz basico (1.1)

2. Supongamos z* la solucion 6ptima. Si z* cumple 1.3, entonces z* es también
solucion del problema 1.1-1.3 y podemos parar. Si no es asi, sea j un indice
para el cual x* no cumple la restriccion 1.3, formamos los dos subproblemas

siguientes:
1,1 1,1
+ +
Xy = 0 X Z Zj

3. Por ultimo verificamos si la soluciéon de estos dos problemas satisfacen 1.3. Si
no la cumplen para el indice k, se vuelve a repetir el paso 2. De esta manera se
obtiene el arbol del método de ramificacion y acotacion (Branch and Bound).

Por otro lado, la restricciéon 1.4 es mas complicada de manejar. Asumimos que
tenemos una cota superior dada wu; que nos indica hasta cuénto puede ser invertido
en la accion j. Vamos a asumir que las restriciones 0 < z; < wu; son parte de la
formulacion de 1.1. Entonces, claramente, la restriccion 1.4 implica la restriccion:

n

x .
Y <K (1.5)
— Uj
7=1
Anadimos esta nueva restriccion al problema 1.1 y resolvemos el problema cuadra-
tico resultante.
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Asi, sea x* la solucion optima encontrada. Si x* satisfacede 1.4, * es la solucion
optima de 1.1-1.4 y podemos parar. Si no, sea k un indice para el cual z, > 0, formamos
los dos subproblemas siguientes:

1,1
1,1 N
7 =0 >, Skl

i#k

Cuando un conjunto 7" de variables ha sido ramificado, las restricciones anadidas
al modelo basico 1.1 se convierten en

Z%SK—W

jgr Y

Como veremos en el capitulo 2 de este trabajo, este tltimo problema puede ma-
nejarse introduciendo variables dicotémicas, convirtiéndose asi en un problema de
programacion cuadrética entero-mixto.

1.2.2. Experimentos computacionales

Con el fin de sensibilizarnos con la nueva restriccion 1.5, hemos realizado algunos
experimentos computacionales con el servidor NEOS. Este servidor, organizado por el
Instituto de Wisconsin, nos ofrece un servicio gratuito basado en Internet para resolver
problemas de optimizacién numérica.

En primer lugar, hemos resuelto el MVO (1.1) sin considerar la restriccion de
igualdad e incluyendo cotas superiores en las variables. Esto es,

1
mxl'n éxTQx
s.a. w'z > R (1.6)
Cx > d
0< o <y Vie {1..N}

Donde hemos considerado

s N=4
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= () una matriz 4x4, simétrica, aleatoria, cuyos elementos estan generados con una
Uniforme(0,3.5) y sus elementos diagonales estan multiplicados por 10. El hecho
de multiplicar los elementos de la diagonal por este nimero no es mas que para
asegurarnos que la matriz () sea definida positiva.

C es una matriz 3x4, aleatoria, cuyos elementos también estan generados con
una Uniforme(0,3.5)

d es un vector 3x1 generado de forma aleatoria con una Uniforme (0,3.5)

» R es un escalar aleatorio generado con una Uniforme(0,3.5)

p es un vector 1x4 aleatorio generado con una Uniforme(0,3.5)

u es un vector 4x1 aleatorio generado con una Uniforme(10,20)

Ademaés, hemos fijado como semilla el nimero 20. El objetivo de fijar esta semilla es
que en experimentos repetidos los resultados sean los mismos. De esta forma, usando
el solucionador MINOS, nos resuelve el problema en 6 iteraciones con valor objetivo
4.87199 y

0,513341
0,153387
0,449663
0,193711

A continuacion, vamos a anadirle a este problema la restriccion 1.5.Esto es,

1
min §xTQx

s.a. w'z > R
Cx > d (1.7)
N
A
— Uj
j=1

Hemos tomado K = 3, N = 4 y hemos generado @), C, d, R, py u de la mis-
ma forma que hicimos anteriormente. Ademaés, también hemos tomado como semilla
el namero 20. De esta forma, el solucionador MINOS nos resuelve el problema en
6 iteraciones, con el mismo valor objetivo y las mismas variables que nos devolvid
anteriormente, sin que hubiésemos anadido dicha restriccion.
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0,513341
0,153387
0,449663
0,193711

Objetivo = 4,87199 T =

Notese que este hecho no ocurre de manera general, ya que estamos acotando ain
més la region factible y nos podria dar otros resultados distintos, eso si, con un valor
objetivo menor al anterior.

En efecto, esta solucion cumple la restriccion 1.5, ya que, fijando la semilla como 20,

15,5042
13,7741
13,6673
14,584

lo que implica

0,513341  0,153387  0,449663  0,193711

155052 137741 13.6673 | 14,584 <3

Sin embargo, la solucién no cumple la restriccion 1.4:

{ x; > 0 para, como mucho, 3 valores distintos de 7 (5 € {1,...,4}) }
ya que todas las variables de x son positivas. Este hecho prueba, en efecto, que
1, =14

lo que hace insuficiente manejar la restriccion 1.4 con tan sélo la adicion de 1.5.

1.2.3. Otras aplicaciones de programacion entera: subastas com-
binatorias

Sean:

M ={1,2,...,m} un conjunto de elementos a subastar

B; = (S;,pj) una apuesta, donde S; C M; S; # 0 y p; el precio ofrecido por S;.
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Supongamos que el subastador ha recibido n ofertas By, ..., B,

{, Como deberia determinar el subastador al ganador o ganadores, de ma-
nera que maximice su ingreso?

Para la resolucion de este problema, se toman variables dicotomicas

o 1 si gana la oferta j
771 0 en caso contrario

y a continuacion se considera el problema

(1.8)
sa. Y oz <1 i=1,...,m

z; € {0,1} j=1,...n

Estas dos restricciones nos indican que cada item/elemento ¢ € M es vendido como
maximo una sola vez.

Ejemplo 1.7. Supongamos que tenemos cuatro items para vender, y que hemos re-
cibido las siguientes ofertas:

B, = ({1},6)
B, = ({2},3)
Bs = ({3,4},12)

{2,4},8)

(
(
=
By = ({1,3},12)
=
({1,3,4},16)

Los ganadores pueden ser elegidos mediante la resoluciéon de el siguiente programa
entero:

10
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max 6xq1 + 3x3 + 12235 + 1224 + 8x5 + 1626

s.a. X1+ T4 + g
To + X5

T3+ T4+ Tg

T3+ Ts + Tg

Lj

(1.9)

ORVANVANVARVAN

1
1
1
1
{0,1} j=1,...6

En algunas subastas hay varias unidades de cada elemento en venta. Asi, defini-
riamos una apuesta por:

By = (N, A, M pj)

donde /\{ es el nimero de unidades del elemento 7, y p; el precio ofrecido. De esta
forma, el problema a resolver seria:

n
max E DjT;
x
=1

(1.10)
s.a. Z r; <oy 1=1,....m
j:ieSj

r; € {0,1} j=1,..,n

Donde u; es el numero de unidades que estan en venta del elemento ¢

1.2.4. Otras aplicaciones de programacién entera: El problema
de la caja de seguridad

Considera una empresa estadounidense que recibe cheques de todos las provincias.
Hay una demora desde que el cheque es sellado (y por lo tanto el cliente ha cumplido
con su obligacion) hasta que el cheque es abonado en cuenta (y la empresa puede usar
el dinero). Con el fin de acelerar este abono en cuenta, las empresas abren oficinas
(llamadas cajas de seguridad) en diferentes ciudades para manejar los cheques.

Ejemplo 1.8. Supongamos que recibimos pagos de 4 regiones (Oeste, Medio oeste,
Este, y Sur). El valor medio diario de cada region es:

Oeste — 300,000 $

11
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Medio Oeste — 120,000 $
Este — 360,000 $
Sur — 180,000 $
Tener abierta una caja de seguridad cuesta 90,000 $ por ano. La media de dias

desde que el dinero se envia hasta que aparece en la cuenta viene dada en la siguiente
tabla. ;Qué cajas de seguridad deberiamos abrir?

Desde Los Angeles Cincinnati Boston Houston
Oeste 2 4 6 6
Medio Oeste 4 2 5 5
Este 6 5 2 D
Sur 7 Y 6 3

Cuadro 1.1: Tiempos de ingreso en cuenta

Primero debemos calcular las pérdidas de interés para cada posible asignacion.
Por ejemplo, si el Oeste envia a Boston, entonces como promedio, en cualquier dia del
afio, habra en proceso 1,800,000 $ (6 x 300,000 $ ).Asumiendo una tasa de inversion
del 10 %, esto corresponde a una pérdida anual de 180,000 $ anuales. De esta misma
forma, podemos calcular las pérdidas para las otras posibilidades:

Desde Los Angeles Cincinnati Boston Houston
Oeste 60 120 180 180
Medio Oeste 44 24 60 60
Este 216 180 72 180
Sur 126 90 108 54

Cuadro 1.2: Pérdida de intereses (,000)

Sea ahora y; una variable 0-1 que tomar4 el valor 1 si la caja de seguridad j esta
abierta y 0 si no lo esta. Sea z; ; otra variabe 0-1 que es 1 si la region 7 envia a la caja
de seguridad j. Nuestro objetivo es minimizar nuestros costes anuales. Esto es:

min 60z, + 12021 2 + 1802 3 + ... + d4xy 4 + 90y + 90y2 + 90y3 + 90y,
Un conjunto de restricciones es el siguiente:

Z z;; = 1 para cada i (cada regi6n debe ser asignada a una caja de seguridad)
J

12
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Otro conjunto de restricciones es el que refleja que una regién puede s6lo ser asignada
a una caja de seguridad ABIERTA. Asi, para la caja de seguridad 1 (la de Los Angeles),
esto puede ser escrito como:

i1+ xo1 +x31 + 241 < 100y,

Hemos elegido el ntimero 100, pero podriamos haber elegido cualquier ntimero mayor
o igual que 4. De esta forma, si suponemos que la caja de seguridad de Los Angeles
no esta abierta, entonces y; sera 0, y por lo tanto

T11+ o1+ 231+ 241 <0 = 211 =221 =31 =247 =0

Por otro lado, si y; = 1 no hay ninguna restriccion sobre los valores z; ;.

Notese ademas, que si tomamos como coeficiente de la y; un nimero menor que cuatro,
estarfamos imponiendo que al menos una de las variables z;; fuese igual a cero, lo
cual no tendria ningtn sentido.

Concretamente, para este problema, tendriamos 20 variables (4 variables y y 16 va-
riables x), y 8 restricciones:

min 60z, + 120212 + ... + 5444 + 90y, + 90y2 + 90y3 + 90y

s.aa. Ti1+Tig+Tiz+xi4=1
To1 + Tog + Tog+T24 =1
x3,1 + €32 + X33 + X34 = 1
Ta1+ Ty +Ta3+ Taa=1 (1.11)
T1,1 + T21 + x31 + Ta1 — 100y1 S 0
x1,2 + x22 + x3,2 + Ta2 — 100y2 S 0
T3+ To3+x33 + 143 — 100y3 < 0
X4 + X2 4 + X34 + Xy4 — 100y4 S 0
TijyYj & {0,1} VZ,] - {1,2,3,4}

Esta es una formulacion de programacion (-1 del problema de la caja de seguridad.
Cabe notar que no es so6lo la tinica formulaciéon posible. Por ejemplo, podemos obtener
otra distinta si consideramos las dieciseis restricciones de la forma

Tij S Yj

Estas restricciones, también obligan a que una regiéon pueda sélo ser asighada a una
caja de seguridad ABIERTA.

13
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Capitulo 2

Algoritmo para la resoluciéon de
problemas de programacion
cuadratica entera-mixta (I)

En este capitulo vamos a presentar un algoritmo de ramificacién y corte para
resolver problemas de programacion cuadratica, en los que hay una cota superior en el
numero de variables positivas. Concretamente, estamos interesados en la optimizacion
de problemas de programacion cuadratica entera mixta (QMIP) de la forma:

Hgn %l‘TQl' +clx
s.a.
Az <b (2.1)
|supp(z)| < K

Oijguj VJ

donde z es un n-vector, () es una matriz simétrica, semidefinida positiva, supp(z) =
{j :z; >0} y K € Z".Un ejemplo de problema de este tipo es el de optimizacion
de carteras que vimos en el capitulo anterior, con restricciones sobre el soporte (1.4),
y niveles minimos de transaccion (1.3).Como ya dijimos anteriormente, las variables
en el problema corresponden a productos para ser comprados; la funcién objetivo es
una medida de riesgo la cual queremos minimizar; y las restricciones 2.1 y 2.2 indican
los niveles de rendimiento y el niimero maximo de productos distintos que podemos
elegir, respectivamente.

Anteriormente vimos como resolver la version del continuo de este problema (esto es,
sin la restriccion 2.2). Usando esta restriccion, la region factible se convierte en un

15
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conjunto entero mixto.

2.1. Formulacion y Ramificacién

Una posible aproximacion para resolver el QMIP es anadir variables-{0,1}; z;
j=1,...,n, de forma que:

o 1 Sil’j>0
T30 c. C.

De forma que podamos suprimir las restricciones 2.2 y 2.3 y anadir

0<wz; <wuz; Vj (2.4)

Y 4 <K (2.5)

J

2 €{0,1} (2.6)

Para resolver el problema, estudiariamos la estructura poliédrica del conjunto en-
tero mixto resultante. Sin embargo, al anadir n variables dicotémicas no s6lo estamos
duplicando el nimero de variables, sino que estamos aumentando drasticamente el
rango de la matriz de restricciones, ya que el problema quedaria:

1
min §xTQx +clx

(1)

S.a.
OSIjSUij \Vlj ZjEZ+

donde

16
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0 0 by
T

Apen : , :

0O ... 0 i by

/T<( * ):: 0 ... 0 <l 1 [ =p

z 21

o L : :

0o ... 0 ) 1
Zn

0o ... o1 ... 1 K

Al aumentar drasticamente el rango de la matriz de restricciones, los programas
cuadraticos se vuelven mucho mas dificiles. Este hecho lo vemos en los experimentos
computacionales que se adjuntan al final de este capitulo. Vale la pena senalar que los
programas cuadraticos que surgen directamente de QMIP cuando tienen bajo rango
cuadratico (rango de Q). Usando un coédigo apropiado, requiere en el peor caso tan
s6lo unos segundos de calculo.Sin embargo, este hecho se va complicando a medida
que el rango de () aumenta.

Como ya indicamos en el capitulo anterior, y con el fin de preservar la rapida
resolucion de los programas cuadraticos, aunque a costa de una mayor ramificacion,
podemos modelar la restriccion 2.2 usando la restriccion “sustituta’

Lj
— <K 2.

J

que es claramente valida, pero no suficiente. Por lo que es necesario recurrir a un
algoritmo de ramificacion

La Ramificacién se puede realizar del siguiente modo:

En un nodo dado, suponemos F' el conjunto de los indices de las variables que no
han sido ramificadas, y sea t el ntimero de variables que ya han sido incluidas en el
soporte. Sea h € F de forma que h ¢ supp(z) en este nodo, tenemos dos posibles
ramas.

1. h & supp(x)
En este caso la restriccion “sustituta” del nodo hijo se mantiene como

Y (2.8)

u.
jer Y

2. h € supp(x)

17
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En este caso la restriccion “sustituta” del nodo hijo se convertira en:

Y YeKk-t-1 (2.9)

u
jeF—n 7

2.2. Planos de corte

A continuacion, presentamos una serie de planos de corte que simplifican la resolu-
cion de nuestro problema, sobre todo cuando hablamos de dimensiones altas. Vamos
a introducir cuatro tipos de planos de corte:

1. Cortes de redondeo entero-mixto
2. Cortes de mochila
3. Cortes de interseccion

4. Cortes disyuntivos

A continuacién, vamos a proceder a la explicacion de cada uno de estos cortes.

2.2.1. Cortes de redondeo entero-mixto

El procedimiento de redondeo entero-mixto (MIR) es un método general propuesto

para la generacion de desigualdades validas, para los programas de problemas entero-
mixtos. En términos generales, se trata de tomar una combinacion lineal no negativa
de desigualdades vélidas y fortalecerla esencialmente redondeando los coeficientes de
variables enteras.
Para el problema QMIP, como explicamos antes, anadimos a la formulacion {0,1}-
variables z;, que indican cudndo x; es positivo, y las desigualdades 2.4, 2.5 y 2.6.
Tras esta incorporacion, usamos el procedimiento MIR para generar corte, y luego
proyectamos estos cortes en el x-espacio (R™). La dificultad radica en como elegir
automaticamente los multiplicadores de la combinacién lineal, porque las restricciones
con las que tratamos no tienen una estructura particular. Como ejemplo, consideramos
el sistema:

18
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2x1 4 3x9 + 43 > 1
daq + 2209+ D3 > 1
621 + 3x0 + 223 > 1
|supp(z)| < 2
0<z; <1 i

Al anadir a la formulacion {0,1}-variables z; y las desigualdades 2.4, 2.5 y 2.6 el
sistema quedaria de la siguiente forma:

2x1 + 3x9 + 423 > 1 (2.10)
4xy + 2x9 + dxz > 1 (2.11)
621 + 39 + 223 > 1 (2.12)
0<z:1 <y (2.13)

0 <oy < 2 (2.14)
0<uz3<z; (2.15)

21+ 29+ 23 <2 (2.16)

21, 29,23 € {0,1} (2.17)

De la restriccion 2.10 y 2.17 tenemos que:

Sl 23 — O — xg —_ O (2717)“!‘(3:33;;:,23:0)

X 2:[:1“"3%2"‘2321 :>2.T1+3$2+Z321
Sizz=1 = 221 +319+23>1

Aplicando un razonamiento similar con las restricciones 2.11 y 2.17, obtenemos que :

Sizg=0 = 23=0 (‘2717)+(5£=Z3:o)

: 45L’1+2[E2+2321 :>4l'1+2$€2+2321
Sizg=1 = 4x1+2x5+ 23 >1

Multiplicando estas dos desigualdades por % y suméndolas:
ZE1+%$2+%,2’32%

_|_
2$1+®"2+%£’32%

31’14‘%1’24‘2321
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5
Obteniendo la desigualdad: | 3z, + 5352 >1—2z

De manera similar,

2114217 = 2z +2x2+523>1 *%ysumo 5 7
) ; 5 (.
2124217 = 2z +3x2+213>1 = a1 t3r2+ 52321

Obteniendo la desigualdad: gxg + ;l’g >1—2z

Por tltimo,

2104217 = 2r1+20+42x3>1 (A) | 1W+;B) :
/ X3 >
2124217 = 6x1+2+223>1 (B) = 3t zmtgrz>1

7
Obteniendo la desigualdad: | 3z, + 5:103 >1— 2z

Ademaés, el hecho de que al menos uno de los z; (y su correspondiente z; deba ser 0,
(para que se de la desigualdad 2.16), tenemos:

. Sizle(xle)—>gx2+%x321 n) 3$1+%$2+%x321
= Siz =0 (2=0) — 32y + Iy > 1 2= 30 + Sag 4+ Lay > 1
u 8123:0(I3:0)—>3$1+2I221 :173::£ 3.7314‘%.1724‘%.%321

Luego,

) 7
371 +§$2+§LL’3 >1

es una desigualdad valida que se puede probar que junto con las restricciones

201+ 319 + 423 > 1
4r1 + 229+ dx3 > 1
621 + 329 + 223 > 1
0<z; <1 17=12,3

definen la proyeccién al x-espacio de la envolvente convexa de puntos entero-mixtos
factibles. El enfoque del ejemplo puede ser generalizado para aislar un punto extremo
con K + 1 variables positivas donde como mucho puede haber K. En cualquier caso,
como muestra el ejemplo, una buena elecciéon de los multiplicadores es critica. Como
encontrarlos eficientemente es un problema para una investigaciéon mas a fondo.
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2.2.2. Cortes de mochila

Una estrategia clasica para resolver programas enteros puros consiste en el for-
talecimiento de restricciones individuales a través del uso de desigualdades para el
problema de la {0,1}-mochila.

Recordatorio 2.1 (Problema de la {0,1}-mochila).

Supongamos que tenemos n ftems distintos. Cada item ¢ tiene un beneficio asociado,
dado por v;, y un peso (o volumen) w;. Usualmente se asume que el beneficio y el
peso no son negativos. Para simplificar la representacion, se suele asumir que los items
estan listados en orden creciente segtn el peso (o volumen).

Por otro lado se tiene una mochila, donde se pueden introducir los items, que
soporta un peso maximo (o volumen maximo) W.

El problema consiste en meter en la mochila items de tal forma que se maximice el
valor de los items que contiene y siempre que no se supere el peso maximo que puede
soportar la misma. La solucion al problema vendra dada por la secuencia de variables
x1, Zo, ..., T, donde el valor de x; indica si el item ¢ es seleccionado.

El problema se puede expresar matematicamente por medio del siguiente programa
lineal:

n
max E Vi X;
T
=1

n
s.a. E wir; < W
i=1

Z; 6{0,1} izl,...,n

A continuacién, vamos a discutir sobre el fortalecimiento de una tnica desigual-
dad lineal, dada cotas superiores de las variables y una cota superior del nimero de
variables positivas. Asi, vamos a considerar el siguiente sistema (P):

Zajxj 2 6

jeN
|supp(z)| < K
0 S X S Uj VJ

Donde a; > 0 Vj € N. Para simplificar la notaciéon, asumimos
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x .
ya que podemos realizar el cambio de variable z; — 2 que no altera la estructura del
/u .

problema. De esta forma, el sistema (P) quedaria como sigue:

>z > (2.18)

JeEN
|[supp(z)| < K (2.19)
0<z; <1 Vj (2.20)

Definicion 2.2 (Conjunto critico de indices para el sistema (P)).
Dado un subconjunto de indices C' C IN, diremos que este conjuto es critico si tiene
la siguiente propiedad:

VJCC, con|J]|=K = Zaj<6
jeJ
Proposicion 2.3. Si C es critico para nuestro sistema (P), debemos de tener como
mucho K — 1 variables de C' que puedan ser positivas. En otras palabras,

d a<K-1 (2.21)
jeC

es una desigualdad vdlida para nuestro sistema (P)

Demostracion.

Vamos a demostrarlo para el caso de C' critico con K variables de C' positivas (de
forma anéloga se tiene si el nimero de variables positivas es > K).

Por un lado, si tomamos J ={i € C:0<z; <1} = |J|=K © exafico Zaj<

jeJ
<1
BI]:_> ajijZaj<B:>Zajxj<B
jeJ jed jeJ
Pero, si C' critico con K variables de C' positivas JCOCITR 104218 Z a;T; = Z a;T; >
j€J jEN
b = Z a;x; > [ lo que nos lleva a una contradiccién n
jeJ
8
7
. 6 . )
Ejemplo 2.4. Supongamos a = 4| f =22y K = 3. El sistema (P) quedaria
12
12
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de la siguiente forma:
8331 + 75132 + 61’3 + 41’4 -+ 12375 + 12556 2 22
|supp(x)| <3
Sea C'={1,2,3,4}, tenemos que C' es un conjunto critico, es decir,
VJCC, con |J| =3 = Zaj<22
jeJ
pues
a1+ ay+a3=84+T7+6=21<22
a1 +as+a,=84+T7T+4=19 <22
a1+a3+a4:8+6+4:18<22
a2+a3—|—a4:7+6+4:17<22

Consideramos por otro lado el punto v = , el cual satisface la restriccion

O BRI RN = = =

sustituta Z x; < K con igualdad, pues 1+ 1+ % + 411 + 411 + 0 = 3. Sin embargo, v no
J
cumple la desigualdad ij < K—1, pues v1 +vo+v3+vs = 1+1+%+i+}1 =3Z2
jec
Definicién 2.5. Sea S C R” la envolvente convera de las soluciones factibles de

un problema (P), diremos que la desigualdad cx < d es un facet-defining para S si
SN{z e R":cx=d} es una cara de S

Ejemplo 2.6. Supongamos que estamos en R? y S es el recinto gris del dibujo.
Tenemos tres desigualdades:

H(fb:{xE]RQ:abe}

Hfd:{xG]RQ:cxgd}
Hf’f:{xE]Rzze:ESf}

De las tres, sélo Hfd es facet-defining de politopo S.
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En el resto de la subseccion, discutiremos cudndo 2.21 es un facet-defining para la
envolvente convexa de las soluciones factibles de (P), y como modificarla en tiempo
polinomial para obtener una cara cuando 2.21 no lo es.

Para simplificar la notacién, suponemos C' = {1,2,...|C|} con a; > as > ... > ajc); ¥
que ajcj41 = max{a; : j > |C|}

Teorema 2.7. Suponemos que el sistema (P) es factible. La desigualdad 2.21 es facet-
defining si se satisfacen una combinacion de las siguientes condiciones:

1. C es un conjunto mazximal para ser critico y |C| > K

K
2. acl41 + Z a; > 3

=2

K—2
3. acppr+ > aj+ae > B

j=1

K-1

4. K> |C|+1, 0a|c|+1+2aj25

Jj=2

Demostracion.
Sea S la envolvente convexa de las soluciones factibles de (P):

S = {Z@j% 2B, 0<z; <1, |supp(z)| < K}

JjEN

Consideramos que estamos en R™ (z € R"™), dim(S) = n. Como la dimension de S
es completa (i.e. S no esté contenida en ningin hiperplano), para probar que 2.21 es
un facet-defining, basta con encontrar n puntos factibles, con coordenadas 0 y 1, que
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sean afinmente independientes (que es lo mismo que buscar n — 1 puntos linealmente
independientes) y que verifiquen la desigualdad 2.21 con igualdad (Z r; =K — 1)
jeC
Para obtener estos puntos, vamos a realizar modificaciones sobre el conjunto C' —
C" de forma que z¢ € S. Donde las componentes de € son

xc':{(l) Sijed

J c.c.

Sea C' ={1,2,...,|C|}

CASO I: |C| > K

= Si se cumple 2, quiere decir que si le quito al conjunto C' el conjunto {1, K +
1,...,|C|} y le anado el indice |C| + 1, es decir,

L =(C—[{1}U{K+1,..[C}Hu{C|+1}

se tiene que 2l sigue siendo un punto factible del problema (P) (xli €59).

Asi, como a; > ... > ag > ag41 > ... > ajc| > Qo|+1

/

[ =(C-[{i}U{K+1,..|C)U{C|+1} = 2heS Vie{l, .. K}

Ademés, se cumple que

Z mjl-;:K—l

. !
Jjer,nc

TENEMOS K PUNTOS DE ESTE TIPO:

K K+1 IC| |Cl+1
0, 1, 1 1, 0, 0, .., 0, 1, 1, 0, .., 0)
(1, 0, 1 1, 0, 0, .., 0, 1, 1, 0, .., 0)
(1, 1, 0 1, 0, 0, .., 0, 1, 1, 0, .., 0)
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» Sise cumple 3, quiere decir que si le quito al conjunto C' los indices {K —1, K} U
{K +1,...,|C|} y le anado los indices {|C/|,|C| + 1}, es decir,

Lo = (C—[{K -1, K}yU{K +1,..|C]}]) U{[C|,|C| + 1}

1"

se tiene que 21! sigue siendo un punto factible del problema (P) (z'ic1 € S).

anado

, /_/%
ASI, como a; > ... > ag-1 > g > Ag+41 > ... > Q|C|-1 > G|C| > Q|C|+1

-~

quito

Loy = (C = [{K — 1L, K}YU{K + 1, |CHU{[C|-1,|C|+1} = alic1 € S

Ty = (€~ [{K =LK} U{K +1,.|C)U{ICI 4.0 +1} = ol e 5
Vi e {0,1,...|C|— (K +1)}

Ademaés, se cumple que

1"

Z xj‘c‘_j =K-1

jEljg_;nC

TENEMOS |C|-(K+1)+1=|C|-K PUNTOS DE ESTE TIPO:

K2 K-1 K K+1 [C]-1|C] |Cl+1
(1, 1, .., 1 0, 0, 0, ..., 0, 1, 1, 0, .. 0)
(1, 1, .., 1 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0)
(1, 1, .., 1 0, 0, 1, ... 0, 0, 1, 0, .. 0)

K-1 K |C|+1 n
(1, 1, ..., 1 0, .., 0, 1, 0, 0)
(1, 1, .., 1 0, .., 0, 0, 1, 0)
(1, 1, .., 1 0, .., 0, 0,0 1)
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TENEMOS n-(|C|41)=n-|C|-1 PUNTOS DE ESTE TIPO:

Ademés todos cumplen que Y z; = K — 1.
Por el apartado 1, C es maximal para ser critico. Este hecho implica que todos
estos tltimos puntos sean factibles (i.e. € S)

Asi, al unir todos los puntos anteriores, tenemos K + |C|— K +n—|C|—1=n—-1
puntos que ademas, por construccion son linealmente independientes.Luego 2.21 es
facet-defining.

De forma analoga y usando distintos apartados en cada caso, se demuestra el teo-
rema para los casos:

CASO 2: [C] < K —1] y| CASO3: [C| =K — 1

]

A continuacién, vamos a describir una desigualdad que es facet-defining cuando las
condiciones 1 y 2 se cumplen, pero no se cumple la condicion 3. Definimos:

K—2
Z:{hEC’:a‘C|+1+Zaj+ah<5}
j=1
K K—2
» Asumiendo que se da la condicion 2 = a|cj+1 + Z a; = ajc|+1+ Z +ag_1+
j=2 j=2
>..> Sap> > >a0> K2
ag > 5 1>..>0K - 1>0K :K;rl ool Ael+1 iy 4 Z+6L1 Ya; > 6 vl <i<
j=2
K—2
K = acum+ Y +a; > VI<i<K = j>K VjeZ
j=1

«Sijez £ <0l viez
Luego podemos concluir con que Z es de la forma {t < j < |C|, para algin t > K}.

Por otro lado, para cualquier x factible para el sistema (P) que satisfaga 2.21 con
igualdad, tenemos que z; =0, Vj € Z. En consecuencia,

27



Algoritmo de programacion cuadratica entera-mixta (I) Trabajo Fin de Méster

t—1
j=1
es facet-defining para el poliedro

Conv{x : x factible para (P) y z; =0 Vj e Z}

Asi, podemos buscar desigualdades facet-defining de la forma:

t—1
Z'rj+zujxj SK—l
j=1

jez

con fi; > 0.

Una forma de obtener tal desigualdad, es usar el método de elevacion. Asumiendo
que tenemos calculados u; para j € W C Z, entonces para un cierto h € Z — W, uy,
es el valor més grande tal que:

Z xj+2ujxj+uhxh§K—1

jeC—-Z7 JEW

Esta desigualdad no excluye ninguna x factible con supp(x)NZ = {j:x; >0}UZ C
WNh. Se puede probar que para el calculo de los 1; podemos usar una simple recursion
de programacion dinadmica (en tiempo polinomial). Veamoslo con un ejemplo:

Ejemplo 2.8. Supongamos a = , =22y K = 3. El sistema (P) quedaria

de la siguiente forma:

8$1 + 7ZL’2 + 6ZE3 + 2ZL’4 + x5 + 11$6 + 10[1)7 Z 22
[supp(x)| < 3

0<z;<1 j=12..7
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Sea C'={1,2,3,4,5}, tenemos que C es un conjunto critico, es decir,

VJCC, con |J| =3 = Zaj<22
JjeJ
pues

ar+as+a3=84+T7+6=21<22
a1+ay+a,=8+74+2=17<22
a1+a2+a5:8+7+1:16<22
ar+as+as=846+2=16< 22
ar+as+as=84+6+1=15<22
artas+as=84+2+1=11<22
as+az+a,=7+64+2=15<22
as +as+as=7+6+1=14 <22
a2+a4—|—a5:7+2+1:10<22
as+as+as;=6+2+1=9 <22

Sea Z = {4,5} (Z = {t < j <5, para algin t > 3}). La correspondiente desigualdad
facet-defining es:

4-1 5
ij~|—2ujxj:x1+x2+x3+u4az4+u5x5 <3—-1=2
j=1 j=4

donde:
14 es el valor mas grande tal que, x1 + xo + T3 + pgry <2 = g =2
15 es el valor mas grande tal que, x1 + xo + 23 + 224 + psxs <2 = s =2

Luego la desigualdad facet-defining sera
1+ 29 + 23 + 224 + 225 < 2
2.2.3. Cortes de interseccion

Para la descripcion de los cortes de intersecciéon, consideramos cualquier formula-
cion valida Ax < b para problemas de programacion cuadréatia entera mixta (QMIP):

min 2TQx + cl'x
5.a.
Ax <b
|supp(x)| < K

OSLL’J‘SUJ' VJ
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Sea z* un punto extremo y sea v;, 1 < i < s sus vértices vecinos. Si z* tiene mas de
K variables positivas, entonces todo punto de

Conv (2" U{vq,...,us}) — Conv ({vy, ..., vs})

tendra igualmente mas de K variables positivas. Como resultado, cualquier desigual-
dad que corte/separe a z* pero no separe a ninguno de los v; vecinos, es vélida para
QMIP. Para implementar esta idea, uno puede enumerar los v; y elegir una desigual-
dad apropiada. La desigualdad obtenida anteriormente por medio del procedimiento
MIR es un corte de interseccion.

La motivaciéon para usar cortes de interseccion es la siguiente. Normalmente, los
programas cuadraticos que surgen en la practica tienen un valor objetivo no negativo.
Esencialmente, como estamos minimizando, estamos buscando un punto en el poliedro
{z : Ax < b,0 <z < u} que sea el mas cercano al origen con alguna norma. Como
resultado, el 6ptimo sera alcanzado por algin punto z* en el octante positivo (en el
caso de R3. Cuadrante positivo en el caso de R?... , ‘orthant‘ positivo en el caso de
R™) con mas de K coordenadas positivas, de forma que todos los puntos factibles
entero-mixto estaran “mas lejos” del origen que x*. La intenciéon de anadir un corte
de interseccion no es soélo “separar” a x*, sino también es mejorar la cota méas baja
del QMIP. Ciertamente, este serfa el caso si la normal al corte tiene producto escalar
positivo con el gradiente de la forma cuadratica en x*; esto es, si el &ngulo que forman
es < 90° (requisito indispensable para que sea una direccion factible).

Una complicaciéon que surge es que el 6ptimo para el programa cuadratico no sera
en general un punto extremo. Incluso si el 6ptimo estd en una cara de baja dimension,
esta cara puede que contenga muchos puntos extremos, y nosotros ademés debemos
enumerar todos sus puntos vecinos. Sin embargo, esto puede ser beneficioso en el
sentido de que podremos cortar una cara entera.

2.2.4. Cortes disyuntivos

El procedimiento disyuntivo fue desarrollado por Balas [3] como una propuesta
para generar desigualdades validas para programas entero-mixtos. Recientemente, este
procedimiento, ha tenido gran éxito en algoritmos de corte y ramificacion.

Para el caso de QMIP, vamos a describir este procedimiento como sigue:
En primer lugar vamos a considerar un nodo del arbol del branch and bound donde
t es el nimero de variables que han sido incluidas en el soporte y consideramos F
como el conjunto de los indices de las variables que no se han ramificado, y sea la
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formulacion actual Az < b junto con la restriccion sustituta 2.8, es decir,

S:{:L’:Axgb, ZESK—IS}
U

jEF

Para h € F, sea P°(h) el poliedro definido por S anadiendo z;, = 0

Po(h)_{x:Axgb, Y U<kt xh_o}

Uu
jer Y

y sea P1(h) el poliedro definido por Az < by el fortalecimiento 2.9, es decir,

Pl(h):{x:A:zng, ZﬁgK—t—l}

u .
jeF—h 7

Nota 2.9. Si estamos en un nodo en el que F' es el conjunto de los indices de las
variables que no se han ramificado y ¢ el nimero de variables que han sido incluidas
en el soporte, entonces

= P%h) corresponde al poliedro del problema resultante en el nodo hijo en el que
h & supp(z)

= Pl(h) corresponde al poliedro del problema resultante en el nodo hijo en el que
h € supp(z)

Supongamos ahora que x* es una soluciéon 6ptima para el programa cuadratico en
este nodo (nodo padre), y h € F es tal que 0 < x}, < uy. Si z* esta en la envolvente
convexa de las soluciones factibles de QMIP, debe ser el caso que es una combina-
ciéon convexa de un punto de P°(h) y otro punto de P'(h). Esta condicién puede ser
descrita por un sistema de desigualdades lineales; cuando este sistema no es factible
una aplicaciéon del lema de Farkas produce una desigualdad valida para QMIP que es
violada por z*.

Nota 2.10. El procedimiento disyuntivo puede facilmente manejar restricciones entera-
mixtas adicionales para el problema QMIP. Supongamos, por ejemplo, que tenemos
niveles minimos de transacion. Esto implica que queremos hacer cumplir (con la no-
tacion anterior) x, > « para algin « > 0. Esta restriccion puede ser anadida directa-
mente a la formulacion de PL(h).
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2.2.5. Experimentos computacionales

En este apartado, nuestra pretension es comparar el problema continuo y el proble-
ma al que se le ha anadido una restriccion sobre el soporte (problema entero-mixto).
Asi, en primer lugar, hemos implementado con el lenguaje AMPL ambos problemas,
es decir,

1
mxl'n §ZL'TQ$
CONTINUO S8 Tz > R
Cx > d
(1,
min -z’ Qx
z 2
S.a. w'z > R
ENTERO-MIXTO Cx > d
z € {0,1} Vie {1..N}
0< 2, <wz Vie {1..N}
ORI
( i

Para ello, hemos considerado:

= (Q una matriz NxN simétrica, aleatoria, cuyos elementos estan generados con
una Uniforme(0,3.5) y sus elementos diagonales estan multiplicados por 10.

C es una matriz 3xN, aleatoria, cuyos elementos también estan generados con
una Uniforme(0,3.5)

d es un vector 3x1 generado de forma aleatoria con una Uniforme (0,3.5)

» R es un escalar aleatorio generado con una Uniforme(0,3.5)

p es un vector 1xN aleatorio generado con una Uniforme(0,3.5)

= u es un vector Nx1 aleatorio generado con una Uniforme(10,20)

Como hicimos anteriormente, realizaremos estos experimentos con el servidor NEOS.
En el caso del continuo, nos centraremos principalmente en la variable que indica la
dimension del problema (N). En el caso del problema entero-mixto, afadiremos ade-
maés la variable que indica la cota sobre el cardinal del soporte (K), considerando en
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este caso dos variables; N y K.

Iremos variando estas variables con el fin de ver como evolucionan los experimentos.
Cabe notar que en ningtin momento estaremos interesados en las soluciones, sino en el
tiempo de ejecucidon que emplee el servidor en resolver ambos problemas, o lo que es
lo mismo, en el ntimero de iteraciones que emplee el algoritmo. Para ello, realizaremos
3 experimentos en los que,

» EXPERIMENTO 1: No fijaremos ninguna semilla para generar aleatoriamen-
te los datos anteriores.

= EXPERIMENTO 2: Fijaremos como semilla el valor 20.
» EXPERIMENTO 3: Fijaremos como semilla el valor 3.

De esta forma, para el problema continuo y usando el solucionador MINOS, obte-
nemos la tabla siguiente:

N° de iteraciones
N | EXP1 | EXP2 | EXP3 | Promedio
5 7 8 11 8.6
10 13 12 15 13.3
15 17 21 29 22.3
20 18 20 20 19.3
25 14 40 38 30.6
30 27 19 27 24.3
40 29 22 40 30.3
50 26 22 17 21.6
80 15 36 14 21.6
100 37 35 35 35.6
150 27 17 18 20.6

Cuadro 2.1: N° de iteraciones-MINOS. Modelo CONTINUO.

Como podemos observar a partir de la tabla anterior, en el caso del problema
continuo, el servidor resuelve el problema sin ningtn inconveniente, sea cual sea su
dimension (llegando a ser esta hasta de 150). Ademaés, lo resuelve en pocas iteraciones
que oscilan entre los valores 7 y 40. De esta forma, podemos deducir que el modelo
continuo es facil de resolver y requiere tan s6lo unos pocos segundos de célculo.

Veamos ahora el problema entero mixto. Para ello, vamos a suponer en primer lugar
que el soporte esta acotado por la cuarta parte de la dimensién del problema (el
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25 % de la cartera, como mucho, puede tomar valores > 0). De esta forma, y usando
el solucionador COUENNE, obtenemos la siguiente tabla:

K= % N° de iteraciones
N EXP1 | EXP2 EXP3 | Promedio
5 26 55 4 28.3
10 655 803 861 773
15 1776 10189 2806 4923.6
20 39311 262328 182849 161496
25 208065 | 10697956 | 5160081 | 5355367.3

Cuadro 2.2: N° de iteraciones-COUENNE. Modelo ENTERO-MIXTO. K = %

El motivo de haber llegado s6lo a la dimensiéon 25, no es mas que el solucionador,
para N = 30, se qued6 bloqueado en los tres experimentos. Ademas, como podemos
deducir de la tabla anterior, para la dimensiéon N = 5, el ntimero de iteraciones del
algoritmo es relativamente bajo; sin embargo, a medida que la dimension se va in-
crementando, éste aumenta drasticamente, y por consiguiente, aumenta el tiempo de
ejecucion. En este caso, el algoritmo llega a usar hasta 10697956 iteraciones, para
N = 25, en el experimento 2. El tiempo que el solucionador empled en este caso fue
de 1528,09 segundos, o lo que es lo mismo, 25,46 minutos.

Suponiendo el soporte acotado por la mitad de la dimensién del problema (el
50 % de la cartera, como mucho, puede tomar valores > 0), obtenemos los siguientes
resultados:

K= % N° de iteraciones
N EXP1 | EXP2 | EXP3 Promedio
5 76 172 201 149.6
10 8383 2315 4779 5159
15 292929 | 753930 | 128587 391815.3
20 6351814 - 77123351 | 41737582.5
25 - - - -

Cuadro 2.3: N° de iteraciones-COUENNE. Modelo ENTERO-MIXTO. K = %

En efecto, para el caso K = %, y tal y como ocurria en el caso K = %, el niimero
de iteraciones aumenta radicalmente a medida que se va incrementando la dimension
del problema. Este incremento llega hasta 77123351 iteraciones, para N=20, en el
experimento 3. El tiempo que el solucionador emple6 en este caso fue de 12270.75
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segundos; lo que equivale a 3.45 horas. Mucho méas que el tiempo maximo que se
empled en el caso de K = % (25,46 minutos), a pesar de que la dimesion era mayor
(N=25).

Ademas, en este caso, el solucionador se quedé bloqueado para N=25 en los tres
experimentos, vy para N=20 en el experimento 2.

Por ltimo, si suponemos el soporte acotado por las tres cuartas partes de la
dimensiéon del problema (el 75 % de la cartera, como mucho, puede tomar valores
> 0), obtenemos los siguientes resultados:

K = % N° de iteraciones
N EXP1 | EXP2 | EXP3 | Promedio
5 80 339 236 28.3
10 74923 20713 43568 773
15 869906 | 56670587 | 115309 4923.6
20 255 - - -
25 - - - -

Cuadro 2.4: N° de iteraciones-COUENNE. Modelo ENTERO-MIXTO. K = %

Tal y como ocurria en los casos anteriores, el incremento del ntimero de iteraciones

sigue aumentando, de forma violenta, a medida que se aumenta la dimension. En este
caso, el solucionador qued6 bloqueado para N=25 en los tres experimentos. También
quedo6 bloqueado para N=20 en dos de ellos, ddndonos, sorprendentemente, 255 itera-
ciones en el experimento que no se bloqued para esta dimensiéon. Podemos considerar
que esta cifra no es significativa, pues en los otros dos experimentos, el solucionador
no fue capaz de darnos una solucion.
Por otro lado, el nimero maximo de iteraciones que usé el solucionador, en el caso
K = %, fue de 56670587, para N=15, en el experimento 2. Sin embargo, en el caso
K = %, la media de iteraciones, para N=15, era 391815.3. Una cifra significativamente
més pequena que el valor 56670587.

Para obtener una vision global de los resultados anteriores, concluimos este apar-
tado con una tabla resumen que recoge todos los promedios de los experimentos an-
teriores.

35



Algoritmo de programacion cuadratica entera-mixta (I)

Trabajo Fin de Master

N° de iteraciones
N | Promedios- | Promedios- | Promedios- | Promedios-
Continuo Ent-mixt Ent-mixt Ent-mixt

K=1Z K=73 K =3
5 8.6 28.33 149.6 218.3
10 13.3 773 5159 46401.3
15 22.3 4923.6 391815.3 19218600.67
20 19.3 161496 41737582.5 -
25 30.6 5155367.3 - -

Cuadro 2.5: TABLA RESUMEN

Asi, a partir de esta tabla y de las reflexiones anteriores, podemos deducir dos
conclusiones claras:

= Mientras el modelo continuo se resuelve rapidamente, incluso en los casos en
los que trabajamos con dimensiones altas, el modelo entero-mixto se complica
enormemente a medida que realizamos pequenos incrementos en la dimension del
problema. Este hecho era de esperar, ya que al introducir variables dicotémicas,
duplicamos la dimension del problema, renunciando ademés a la continuidad del
mismo.

= En el caso del problema entero-mixto, para una dimension fija, el problema se
complica a medida que aumentamos la cota superior en el nimero de variables
estrictamente positivas. Este hecho puede deberse a que la region entera-mixta
factible aumenta, lo que dificulta la bisqueda del 6ptimo.
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Capitulo 3

Un algoritmo alternativo para la
resolucion de problemas de
programacion cuadratia entera-mixta

(I1)

En este capitulo vamos a describir otro algoritmo para problemas de optimizacon
cuadratica con restricciones de cardinalidad. Tal y como hicimos antes, vamos a pro-
poner un branch and bound basado en algoritmos que se aprovechan de la estructura
especial de estos problemas. Usaremos una implementacion del branch and bound
adaptada con algoritmos pivotantes. Asi, como en el capitulo anterior, consideramos
el siguiente problema (CCQO):

mmin %xTQ:L' +clz
s.a.
Ax <b
|supp(z)| < K

T > i € supp(x)
0 S iL'j S 'LL]' VJ

TN TN N N
= W N =
e N N N

donde ) es una matriz R%?, simétrica, semidefinida positiva, c € R?, A € R™*? b €
R™ a;, >0,y K € 7",

El segundo conjunto de restricciones 3.2 (denominado restricciones de cardinali-
dad), y el tercer conjunto de restricciones (denominado restricciones de la cota infe-
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rior), introducen el caracter discreto al problema, haciéndolo un problema de optimi-
zacion entero mixto cuadratico.

En el capitulo anterior, describiamos un branch-and-bound adaptado que reempla-
zaba la restriccién de cardinalidad 3.2 por la restriccion sustituta

X
Zu—iﬁK

Por otra parte, las variables de x eran ramificadas directamente en lugar de intro-
ducir variables binarias:

1. La restriccion x, = 0 era anadida cuando h & supp(x)

2. La restriccion xj, > «; cuando queriamos que h € supp(x)

En este capitulo vamos a extender el branch and bound, pero usando el algoritmo
pivotante de Lemke para resolver los sucesivos sub-problemas en el drbol de corte y
ramificacion. De forma distinta que el algoritmo anterior, no anadimos explicitamente
las restricciones referidas a las cotas de las variables, x, = 0y x), > «; , asi, el tamano
de los subproblemas nunca aumenta. La otra distincion con el algoritmo anterior es
que usamos un algoritmo pivotante para resolver los subproblemas.

Antes de describir esta metodologia de forma general para resolver CCQO, vamos
a dedicar una seccion al algoritmo de Lemke.

3.1. Algoritmo de Lemke

El algoritmo de Lemke es usado para resolver el problema de la complementariedad
lineal

Definicién 3.1 (PROBLEMA DE LA COMPLEMENTARIEDAD LINEAL).
Dado q € R™ y dada una matriz M € R™". El problema de la complementariedad
lineal, LCP(q, M), consiste en encontrar w,z € R™ tales que

cw=q+ Mz
wz =0 (3.5)
w,z >0
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Observacién 3.2. Tanto los problemas de programacion lineal como los problemas de
programacion cuadratica convexa pueden reducirse a problemas de complementariedad
lineal:

= Por ejemplo, la programacion lineal puede ser vista como un caso especial de
ecuacion 3.5:

s=b— Ax
mix c'x u=—c+ ATy
s.ca. Arxr<b << wuxr=0
x>0 sy =20
x,y,s,u >0

Por lo que nuestro programa lineal es equivalente a resolver la ecuaciéon

2] L] 5]

0 AT]

M:[—A 0

ALGORITMO PARA LA COMPLEMENTARIEDAD LINEAL

Para describir este algoritmo, nosotros veremos w = ¢ + Mz como un diccionario
para las variables basicas, w, en términos de las variables no basicas, z. Si ¢ > 0
este diccionario es factible, es decir, la correspondiente solucion factible basica (z =
0 y w = ¢) es no negativa y hemos terminado. Si no, entonces empezamos la siguiente
fase del algoritmo:

» Fase 1: Anadimos una variable auxiliar, z,

w=q+Mz+1| : |2

Ahora hacemos a z; entrar en la base y elegimos la variable que sale de w con el
fin de hacer el nuevo diccionario factible (esto significa que todas las variables,
incluida zp, deben ser no negativa).

= Fase 2: Nuestro algoritmo termina si llegamos a un diccionario con las siguientes
propiedades:
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1. 2y es no basica

2. Vi =1,...,p, o bien z;, o bien w; es una variable no béasica

La condicién 1 asegurara que zy = 0 en la soluciéon factible basica correspon-
diente, y por lo tanto w = ¢ + M z. La condicién 2 asegurara que wz = 0.

Definiciéon 3.3. Aquel diccionario que cumpla las condiciones 1 y 2 le daremos
el nombre de diccionario terminal.

Aquel diccionario que cumpla sdélo la condicion 2 le daremos el nombre de dic-
cionario equilibrado.

Para llegar a un diccionario terminal, el algoritmo pivota a través de diccionarios
factibles equilibrados. Esto se hace como sigue:

Si tenemos un diccionario no terminal, entonces zy es bésica, entonces alguna
variable, o bien w;, o bien z; acaba de salir del diccionario. ;, Qué variable deberia
entrar en el diccionario en la préxima iteracion? Soélo si w; o z; entran, podemos
asegurar que el nuevo diccionario estara equilibrado. Como no queremos volver
al mismo diccionario dos veces, insistiremos en que si w; salio, entrara z; en
la préoxima iteracion y viceversa. Diremos que w; es el complemento de z; y
viceversa.

Ejemplo 3.4.
PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL

[ min  3ug
max 2xp + Za w9
s.a. xT1+x <3 u3;1
r1,22 20 ui >0
DICCIONARIO PRIMAL DICCIONARIO DUAL
_ — o —uz +up = —2 u; = —2+ us
Tt O3 =3 = T =3 M m Ty m 1 T | wp= 1t

W1 = U1, W2 = Uz, W3 = T3

J duales
21 = 1,22 = T2,23 = U3
x; v u; son complemetarios
U1 —2 0 0 1 T 20
U9 = -1 + 0 0 1 T + 2o
I3 3 -1 =10 us 20
—— ~~
w q M z Primera fase
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» Fase 1

u1:—2+20+U3
U2:—1+Zo+U3
ZE3:3+ZO—I1—[E2

B , [2 1-3 1.
r=arg|maxq 1,73 = Uy

Entra zy y sale u;, para conseguir:

20 =2+ u; — us
U2:—1+2+U1—U3+U3:1+U1
$3:3+2+U1—U3—I1—l’2:5+U1—U3—Z‘1—$2

= Fase 2
Como ha salido uq, entra ahora r1 = sale x5

20:2+U1—U3
U2:1+U1
.CE1:5+U1—U3—ZU2—333

Como ha salido x3, entra ahora us = sale 2,

U3:2—|—U1—ZO
UQ:1—|—U1
.]71:5+U1—(2+U1—Zo>—l’2—$3:3+20—l’3—1'2

Asi, nuestra solucion 6ptima primal serd: (z1,z3) = (3,0) y nuestra solucion
optima dual sera: uz = 2

3.2. Metodologia general

En nuestro branch and bound ajustado, nosotros resolvemos la relajaciéon convexa
del problema CCQO (esto es, sin la restriccion 3.2 ni 3.3) por el método de Lemke. Una
vez resuelta elegimos una variable a ramificar x,. Al ramificar, tenemos dos posibles
ramas; podemos elegir o bien que z, esté en el soporte, o bien que zs no esté en
el soporte. Cuando ramificamos de forma que esta variable no esté en el soporte,
actualizaremos el subproblema mediante la supresion de los datos asociados a x,, y
cuando queramos incluir esta variable en el soporte, modificaremos el método de Lemke
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de manera que x, > «a serd aplicada durante el pivote. De esta forma, la relajacion
que nosotros resolvemos en cada nodo cuando queremos incluir z en el soporte es:

min 227 Qx + Tz
s.Q. Az <b
x>0
ZT; Z (07N 1elU

(3.6)

Donde la restriccion de cardinalidad es eliminada y U es el conjunto de indices
de las variables que han sido incluidas en el soporte por esa rama. Las restricciones
de cota inferior x; > «a; para «; > 0, son aplicadas mediante la implementacion del
método de Lemke con cotas inferiores distintas de cero (analogo para el método del
simplex con cotas inferiores y superiores).A continuacion, vamos a describir como se
usa el método de Lemke para resolver el problema 3.6 en el contexto del branch and
bound. Posteriormente, describiremos el procedimiento que se usa para actualizar el
problema del nodo hijo cuando la variable de ramificacién es eliminada.

3.2.1. Meétodo de Lemke como optimizador cuadratico subyas-
cente

Como hemos dicho antes, utilizaremos el método pivotante de Lemke para optimi-
zar la relajacion convexa en cada nodo del branch and bound. Este método que fue
desarrollado originalmente para resolver problemas de complementariedad lineal (de
los cuales los programas cuadraticos son un caso especial) a través de un pivote similar
al del método del simplex. Al igual que el método del simplex dual en la optimizacion
lineal, la ventaja clave del método de Lemke es su facilidad y eficiencia a partir de
una solucion basica no factible . Esto es critico en este branch and bound ajustado, ya
que la solucién 6ptima del nodo padre puede ser utilizada como el punto inicial para
resolver el problema del nodo hijo.

El método de Lemke primero comprueba si ¢ > 0, en cuyo caso z =0y w = q es
una solucion. De lo contrario, aumenta LC'P(q, M) a

w=q+hz+ Mz >0, 20 >0, 2>0, ZTw=0 (3.7)

donde h es un vector dado cuyas componentes son positivas.

Necesitamos empezar el algoritmo con una base complementaria, que no tiene
porque satisfacer necesariamente la restriccion de la no negatividad. Una base por
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defecto sencilla es tener todas las z variables no bésicas y todas las w variables basicas.
A continuacion, establecemos como variable auxiliar zy al valor positivo més pequeno
tal que w > 0 cuando z = 0, es decir,

w:q+hzo—|—020©w:q+hz020—>z02%q

—q;

%

20 — Il’léX
i

L i=1,..,d

Asi, zzw; = 0,1 =1,...,ny zg > 0,y z es pivotado a la base en lugar de w,,
donde r = argmaz;%. Este punto se llama un punto casi complementario para el
problema aumentado 3.7.

El algoritmo sigue una trayectoria desde una solucién béasica casi complementaria
a la siguiente, hasta que z, pivota hacia fuera para ser una variable no basica, o por
otro lado, se demuestra que LC'P(q, M) no es factible.

Durante el procedimiento branch and bound, queremos resolver un nuevo nodo a
partir de la solucion basica del nodo padre. Sean M y § los datos modificados para el
nodo hijo, vy sean B vy N las correspondientes columnas de las variables bésicas y no
bésicas, respectivamente, del nodo padre. Queremos el método de Lemke para resolver

LCP(Mz, ¢5), donde Mz = “B'N V(5 = B_la, ya que

y asi, tenemos B como su matriz de base complementaria inicial. Esta base es muy
probable que no sea factible para LC'P(Mz, ¢g), por lo que el problema se ve aumen-
tado por la variable auxiliar 2y, zo se incrementa hasta que la base inicial es factible
para el problema aumentado, y entonces ejecutamos secuencia de pivotes hasta que
2o pivota hacia fuera o el LC'P se considera no factible.
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3.2.2. Actualizacién del nodo hijo cuando la variable de rami-
ficacion no es incluida en el soporte

Como indicamos anteriormente, cuando al ramificar sobre x; no queremos incluirla
en el soporte, en lugar de anadir de forma explicita la restricciéon x, = 0 para evitar
que el problema aumente de tamano, eliminamos todos los datos asociados a ella en
los sucesivos nodos hijos. Ademas en cada nodo tendremos que actualizar la base como
explicaremos a continuacion.

Vamos a demostrar que, en la mayoria de los casos, la inversa de la matriz de la
nueva base (base en el nodo hijo) se puede calcular de manera eficiente de la inversa
de la matriz de la base antigua (base en el nodo padre) a través de operaciones ele-
mentales por filas.

Supongamos que s es una variable basica y supongamos B y N las columnas
bésicas y no basicas, respectivamente, de la soluciéon anterior. Borramos la columna
y la fila de B correspondiente a x; y la columna y la fila de N correspondiente a su
variable dual w,. Aunque podemos obtener la nueva inversa de la base simplemente
invirtiendo la base modificada, el célculo de la inversa puede ser muy costoso (por
ejemplo, cuando la dimension del problema sea muy grande).

En su lugar, se calcula la nueva inversa a partir de la inversa anterior, mediante
operaciones elementales por filas. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la
columna y la fila que se necesita eliminar en B son la primera columna y primera fila
y supongamos B € R™"

v Bg;w -1 u Urj;w
B_[Bcol E :|’ b _|:Ucol U 1

Donde:

By U son matrices (n — 1)x(n — 1)
Beot, Brow, Ucol, Urow 80N vectores columnas de dimension n — 1

v, u son escalares

Sabemos que
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uv + Ug;chol UB%w + Ug;wUCOl
B™'B = =1,
UUcol + UBcol Ucol BZ;w + UE

Luego,

UcolBT +U§: n—1 —> UE: n—l_UcolBg;w

row

Observacion 3.5. Observamos que U,y BL = es una matriz de rango 1, ya que

(1)

ucol
Ne)
U, = o . BT = (), .. 0mD)
(n—1)
ucol
(1) (1) (1)7(2) (1)7,(n—1)
col brou' col br{our .. U1 brow
UL BT — SR L) o TS M Vot o

row . . . .

u(”—l)b(l) u(”—l)b@) u(”—l)b(nfl)

col row col row .- col row

El hecho de que sea de rango 1 nos indica que podemos transformar [,,_; — UcolB;fow
en I,_1 mediante operaciones elementales por filas.

Asi, si E es la matriz que representa estas operaciones, EU B = I,_; y por lo
tanto, KU es la matriz inversa de B, siempre y cuando B sea invertible.

Como anteriormente indicamos, tomariamos Mz = ~B "N como uno de los datos
de entrada en el método de Lemke. El objetivo que nos proponemos a continuacion es
evitar la multiplicacién de estas matrices a través de operaciones elementales por filas
similares a las anteriores.

Supongamos Mg = —B~!N en el nodo padre. Una vez més, vamos a suponer que
la columna correspondiente a wy en N es la primera. AsA,

_ __n-1 _ u Urow p Ng;w _ w Mrow
MB— BN = |:Ucol U :| |:Ncol N :|—|:Mcol M

Donde:

N y M son matrices (n — 1)x(n — 1)
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Neots Nrow, Meor, Mo, sOn vectores columnas de dimension n — 1

p, w son escalares

Luego,
~UeNE, —UN=M = ~UN =M + U,uN}

row row

Ademés, como UcolNg)w tiene rango 1, podemos tranformar M + UcolNTTow en M
mediante operaciones elementales por filas. Asi, si E' es la matriz que representa estas
operaciones, —E UN = M = B! N, por lo que E'U = B v la nueva matriz My

sera

Mz = E'(M + U,qNE

7‘0w>

(3.8)

Antes de la ejecucion de estos procedimientos, hay que probar que B no sea una
matriz singular, en cuyo caso E' puede ser indefinida. En el caso de que fuese singu-
lar, empezariamos el método de Lemke desde cero con la base inicial B = I,,_;. Por
otro lado, si x4 es una variable no béasica en la solucién anterior, podemos aplicar la
siguiente metodologia para su variable complementaria w;, que debe ser una variable
bésica.

Para actualizar ¢p , eliminamos el elemento s-ésimo de ¢, obteniendo ¢. Suponemos

gg = B71q, donde q = . De nuevo, asumiendo que s = 1 tenemos,

c
b

(js -1 U U qs
= z =B = row A
5 |: 4B :| q |: Ucol U :| |: dp :|
Donde:

G v q son los subectores formados por las n — 1 filas ultimas de gg y ¢, respec-
tivamente y ¢s = cs.

Aplicando un razonamiento similar al que hicimos anteriormente para la obtencion
de My, obtenemos

11

a5 = E (QB - QSUCOZ) (39)

Si observamos 3.8 y 3.9, para actualizar M y ¢ a lo largo del algoritmo, s6lo nece-
sitamos conocer una columna de B~!; U,,. Asi en lugar de mantener explicitamente
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B~!, podemos calcular la descomposicion LU de la matriz B (B = LU, donde L es
triangular inferior y U es triangular superior) y usarla sélo para obtener la columna
requerida de B~

3.3. Resultados computacionales para seleccién de

carteras

Como puede verse con detalles en [4], esta metodologia puede aplicarse a los proble-
mas de optimizacion de carteras con niveles minimos de transaciéon y con cota superior
en el niimero de variables positivas. En este mismo articulo, encontramos experimen-
tos computacionales sobre este problema, en el que se compara esta metodologia a
aquella usada por el solucionador de programacién cuadratico entero-mixto CPLEX.

Es evidente que la implementacion de CPLEX de los métodos pivotantes y branch-
and-bound es muy superior a la descrita anteriormente. Sin embargo, el objetivo del
autor era medir las ventajas de una implementacién adaptada sobre un solucionador
general entero mixto para estos problemas CCQO particulares.

Para ello, extrajo los datos recogidos en la siguiente tabla, para cada d (total de
numero de acciones, o lo que es lo mismo, dimension del problema), S (nimero de
sectores) y K (cota superior de cardinalidad).

d K S LemkeBnB CplexMIQP
Nodes  Best node UB Nodes Best node UB
100 50 10| 16992.20 16039.60 28.46 | 119697.00 76987.00  19.02
100 10 4 | 27231.40 8329.40 18.83 | 58530.20 12736.60  18.49
200 100 10| 2952.80 2933.80  142.73 | 30188.60  30062.80  81.86
200 20 4 | 6913.20 1281.00 38.73 7236.80 1245.60 38.73
500 200 10| 142.40 - - 4864.00 4812.60  345.46
500 100 10| 164.40 137.80 159.68 782.60 398.00 158.68
500 50 4 64.20 46.40 90.89 226.40 140.40 90.89

Cuadro 3.1: Resultados para seleccion de cartera, resueltos hasta 120 segundos CPU
(tiempo de proceso)

Donde:

= Aquellas entradas “-”; indican que el método no encontr6é una solucion factible
en un tiempo inferior o igual a 120 segundos.
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= "LemkeBnB"se refiere a los resultados obtenidos aplicando el método descrito
en este capitulo.

s “CplexMIQP"se refiere a los resultados obtenidos usando el solucionador cua-
dratico entero-mixto CPLEX.

s La coluna “nodes” es la media del total de niimero de nodos de cada método.

= “Best node” es la media de los nodos donde se encotraron las mejores soluciones
factibles.

= “UB” es el mejor valor objetivo encontrado.
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Capitulo 4

Conclusiones del T.F.M.

El objetivo de este trabajo era estudiar problemas de optimizacién que aparecen
en la gestion de valores, bonos y activos financieros cuando no se hacen hipotesis
distribucionales sobre las fluctuaciones del mercado. Se pretendia plantear modelos
de programacién matematica, estudiar sus propiedades y desarrollar algoritmos que
permitan resolverlos.

Para ello, nos hemos centrado principalmente en el problema de optimizacion de
carteras de Markowitz con niveles minimos de transacién y con cota superior en el
numero de variables positivas, y hemos desarrollado dos algoritmos principales para
su resolucion.

En el primero de ellos, y con el fin de preservar la rapida resolucion de los pro-
gramas cuadraticos, aunque a costa de una mayor ramificaciéon, hemos sustituido la
restriccion de cardinalidad usando la restriccion (2.7). Ademas, hicimos experimen-
tos computacionales a partir de los cuales comprobamos que el hecho de sustituir la
restriccion de cardinalidad por esta nueva “restriccion sustituta” era insuficiente para
resolver nuestro problema. Por ello era necesario la ramificacion.

También, hemos desarrollados cuatro planos de corte que facilitan la resolucion de
nuestro problema. En este punto, pueden abrirse numerosas lineas de investigacion en
la bisqueda de otros posibles planos que reduzcan atin mas la region factible y de esa
forma, agilicen el proceso de resolucion.

Igualmente, quisimos sensibilizarnos con el problema comparandolo con su version
continua. Para ello, implementamos ambos problemas, concluyendo que en efecto,
mientras la version continua se resuelve rapidamente, incluso en los casos en los que
trabajamos con dimensiones altas, el modelo entero-mixto se complica enormemente
a medida que realizamos pequenos incrementos en la dimension del problema. Ade-
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més, en el caso del problema entero-mixto, para una dimensiéon fijada, el problema
se complica a medida que aumentamos la cota superior en el ntimero de variables
estrictamente positivas.

La metodologia descrita en el tercer capitulo utiliza el método pivotante de Lemke
para optimizar la relajacion convexa en cada nodo del branch and bound. La ventaja
clave del método de Lemke es su facilidad y eficiencia a partir de una solucién basica no
factible. Esto es critico en este branch and bound ajustado, ya que la solucién 6ptima
del nodo padre puede ser utilizada como el punto inicial para resolver el problema del
nodo hijo.

Por tltimo, hemos comprobando a partir del articulo [4], que en efecto, este algo-
ritmo puede usarse para la resoluciéon de problemas de optimizacién de carteras con
niveles minimos de transacién y con cota superior en el niimero de variables positivas,
y que presenta numerosas ventajas como se observa en los experimentos computacio-
nales de dicho articulo.

20



Bibliografia

[1] Gerard Cornvejols: Oprimization methods in finance. Cornegie Mellon University,
Pitysburgh, PA 15213 USA, Summer 2005

[2] D. Bienstock. Computational study of a family of mixed-integer quadratic pro-
gramming problems. Mathematical Programming A, 74:121-140, 1996.

|3] G.L. Nemhauser and L..A. Wolsey. Integer and Combinatorial Optimization (Wi-
ley,New York,1988)

[4] Dimitris Bertsimas and Romy Shyoda. Algorithm for cardinality-constrained qua-
dratic optimization.Computational Optimization and Applications, 43:1-22, 2009.

|5] Joel Friedman. Linear Complementary and Mathematical (Non-linear) Program-
ming. April 3, 1998

|6] Eduardo Ramos Méndez. Modelos y Métodos de optimizacion. Segunda edicion,
Noviembre 2009

ol



	Introducción
	Preliminares
	Modelos de programación: optimización de carteras
	Optimización media-varianza

	Modelos de programación entera
	Optimización de carteras con niveles mínimos de transación y con cota superior en el número de variables positivas
	Experimentos computacionales
	Otras aplicaciones de programación entera: subastas combinatorias
	Otras aplicaciones de programación entera: El problema de la caja de seguridad


	Algoritmo para la resolución de problemas de programación cuadrática entera-mixta (I) 
	Formulación y Ramificación
	Planos de corte
	Cortes de redondeo entero-mixto
	Cortes de mochila
	Cortes de intersección
	Cortes disyuntivos
	Experimentos computacionales


	Un algoritmo alternativo para la resolución de problemas de programación cuadrátia entera-mixta (II) 
	Algoritmo de Lemke
	Metodología general
	Método de Lemke como optimizador cuadrático subyascente
	Actualización del nodo hijo cuando la variable de ramificación no es incluida en el soporte

	Resultados computacionales para selección de carteras

	Conclusiones del T.F.M.

