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Resumen

El objetivo de este trabajo consiste en relacionar el invariante por homotopia conocido como cate-
gorfa de Lusternik-Schnirelmann (categoria LS, para abreviar) para espacios finitos de altura uno con la
extension a multigrafos del concepto de arboricidad por vértices. La arboricidad por vértices y su exten-
sién a multigrafos se tratan en los dos primeros capitulos. La topologia y homotopia para espacios finitos
se resume en el tercer capitulo. En el cuarto capitulo, se habla de la categoria LS en espacios finitos y de
su relacién con la arboricidad puntual de un cierto multigrafo para espacios de altura 1.



RESUMEN



Abstract

This TFG proyect focuses on the relation between the homotopical invariant termed Lusternik-
Schnirelmann category (LS category, for short) of height 1 finite spaces and the vertex arboricity ex-
tension to multigraphs. The point arboricity and its extension to multigraphs are studied in the first and
second chapters. The topology and homotopy for finite spaces are resume in the third chapter. This pro-
yect is finished in the fourth chapter talking about the LS category in finite spaces and its relation with
the vertex arboricity of a certain multigraph for height 1 spaces.
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Introduccion

En 1937, P. S. Alexandrov puso de relieve que todo conjunto con un orden parcial (poset) posee
una topologia natural. De hecho, probd en [1] (también lo hizo de manera independiente A.W. Tucker en
[14]) que los posets se corresponden con los espacios topolégicos en los que las intersecciones arbitrarias
de abiertos son también conjuntos abiertos. Estos espacios son llamados A-espacios.

En un principio, los A-espacios fueron olvidados en topologia ya que la condicién de Hausdorff hace
que los tUnicos A-espacios en la topologia usada en el anélisis sean los espacios discretos. Esta falta de
interés cambié cuando se demostré que existe una correspondencia natural que asocia a un poliedro P
un A-espacio X p de forma que invariantes algebraicos como la homologia o el grupo fundamental eran
preservados por esa correspondencia. Sin embargo, hay invariantes del tipo de homotopia que no son
transferidos por ella.

Uno de ellos es la categoria de Lusternik-Schnirelmann (categoria LS). Este invariante numérico fue
creado para acotar inferiormente el minimo de puntos criticos de una funcién diferenciable.

La categoria LS se ha desarrollado considerablemente en los tltimos afios, con diferentes variantes
segun el contexto topolégico dado. En particular, la idea de definirla en conjuntos finitos aparece en [6]
en relacién con un tipo de categoria LS de tipo simplicial.

Es bien sabido que la categoria LS es muy dificil de calcular y el conocer cotas de la misma resulta
de gran interés. En espacios finitos no se conoce un método que permita comprobar la categoria LS ni
siquiera para espacios finitos de altura 1, es decir aquellos posets cuyos poliedros asociados son grafos.

Este trabajo extiende la arboricidad por vértices a multigrafos para dar una cota superior a la categoria
de espacios finitos de altura 1.

De esta manera, se pone en relacion la categorfa LS con el estudio de pardmetros numéricos en Teoria
de Grafos: arboricidad, nlimero cromatico, etc..

La arboricidad por vértices (o puntual) de un grafo G, p(G), surge en 1968 de la mano de G. Char-
trand, H.V. Kronk y C.E. Wall en [3]. Anteriormente, en 1961, C. St. J. A. Nash-Williams presenté una
version por aristas en [11] y [12].

La arboricidad puntual es una propiedad intrinseca de un grafo G y estd relacionada con otros inva-
riantes para grafos. El caso mds interesante es su relacién con el nimero cromético por vértices. Concre-
tamente, p(G) es el minimo nimero de colores necesarios para colorear los vértices de G tal que cada
color induzca un subgrafo aciclico.

El concepto de arboricidad por vértices puede ser extendido a clases mds amplias que la de los grafos.
En este trabajo consideraremos la extension a los multigrafos dada en [8].

Este trabajo queda asi dividido en dos partes principales: la primera formada por los capitulos 1 y 2.

El primer capitulo consta de las definiciones basicas de Teoria de Grafos necesarias para el desarro-
llo de este trabajo y, el segundo, trata de la extension a multigrafos de la arboricidad por vértices. En
particular, extendemos a multigrafos la cota por el maximo grado de los vértices dada en [3] para grafos
y para grafos planares. Ademds, se hacen algunas consideraciones sobre la arboricidad en multigrafos
n-partitos completos.

La segunda parte estd dedicada a la categoria LS de espacios finitos. Esta parte la componen los
capitulos 3 y 4.

13



14 INTRODUCCION

En el tercer capitulo se recogen los conceptos necesarios para entender los A-espacios, asi como
la equivalencia entre éstos y los conjuntos parcialmente ordenados (o posets). El cuarto contiene un
resumen de [13] necesario para plantear el problema de la determinacién de la categoria LS, cat(X),
de un espacio finito X de altura 1. La aportacién de este trabajo consiste en relacionar cat(X) con
la arboricidad de un multigrafo asociado, M (X ), dando una cota superior que estime un intervalo de
variacion de cat(X) ya que es conocido que una cota inferior de cat(X) viene dada por la arboricidad
del diagrama de Hasse de X.



Capitulo 1

Conceptos basicos de Teoria de Grafos

En este capitulo introductorio se van a recoger los conceptos basicos de Teoria de Grafos necesarios
para seguir el trabajo. Los detalles se pueden encontrar en cualquier manual de Teoria de Grafos (por
ejemplo, [4]).

1.1. Primeras definiciones

Lo primero que debemos recordar es que un grafo es un par G = (V(G), A(G)) formado por un
conjunto finito no vacio denotado V' (G), y un conjunto finito de 2-subconjuntos de V(G) denotado
A(G). A los elementos de V(G) se les llama vértices de G y a los elementos de A(G) se les llama
aristas de GG. Si el conjunto de las aristas de un grafo es ordenado entonces estamos ante un grafo
dirigido. Lo denotaremos D.

Figura 1.1: Ejemplo de grafo simple

Al cardinal de V' (G), que es el nimero de vertices que contiene el grafo G, se le 1lama orden de G y
se denota como #(V(G)). Y al cardinal de A(G), que es el nimero de aristas que contiene el grafo G,
se le llama tamaiio de G y se denota como #(A(G)).

Notacién 1.1.1. Si V' = {vgp,va,--- ,v,} conjunto de vértices del grafo G entonces la arista {v;, v}
paratodo i, j € {0,--- ,n} se puede denotar por v;v;.

Para un buen seguimiento de este trabajo es necesario saber que si G es un grafo y u,v € V(G) dos
vértices, se dice que uv conforma una arista simple en G si aparece una tnica vez en A(G). Y se dice
que uv conforma una arista multiple en G si aparece més de una vez en A(G). Asi, si G contiene aristas
multiples entonces GG pasa a ser un multigrafo, y lo denotamos M, y a las aristas multiples se las llama
multiaristas.

15



16 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE GRAFOS

Figura 1.2: Ejemplo de multigrafo

Notacion 1.1.2. Sea M multigrafo. Denotaremos S(M) al grafo resultante de considerar todos los vér-
tices de M y una arista simple en S(M) por cada arista de M.

Las definiciones que recordaremos a continuacion son similares para multigrafos.

Si tenemos G = (V(G), A(G)) un grafo se dice que los vértices u,v € V(G) son adyacentes (o
vecinos) si uv € A(G) (es decir, definen una arista de (7). De manera similar, dos aristas uj vy, ugvy € A
son incidentes si u1v1 N usve # () (es decir, tienen un vértice en comdn).

Llamaremos grado o valencia de v al nimero de aristas incidentes con v. Es decir, el nimero de
veces que v es vértice de una arista. Se denotard como 6(v). Si §(v) = 0 se dird que v es un vértice
aislado. Al maximo de las valencias de los vértices de G se le denotard como A(G).

Dado v € V(G), el conjunto de vecinos de v viene dado por N(v) = {u € V : uv € A}.

Sea G = (V(G),A(G)) un grafoy H = (V(H), A(H)) grafo tal que V(H) C V(G)y A(H) C
A(G), entonces se dice que H es subgrafo de G'y se denota H C G.

SiV(H) CV(GQ)y A(H) C A(G) entonces se dice que H es subgrafo propiode G. Y si V(H) =
V(G)y A(H) C A(G) se dice que H es subgrafo maximal de G.

SiG = (V(G), A(G)) es un grafo entonces si J C V(G) se define el subgrafo inducido por J y se
denota por GG 5, como el grafo Gy = (J, E') donde

E ={uv:w € A(G), u,v € J}.

Resaltar que el multigrafo inducido por J C V(M) se define de la misma manera que GG 7 y se denota
My, siendo M = (V(M), A(M)) un multigrafo.

Un subgrafo H de un grafo GG se dice puntualmente inducido o inducido por vértices si cada arista
de G que une dos vértices de H es también arista en H.

Un subgrafo H de G es inducido por aristas si no contiene vértices aislados.

Notacién 1.1.3. Notamos G — {v} como el subgrafo de G resultante de eliminar el vértice v, asi como
todas las aristas incidentes en v.

Definicion 1.1.4 (Grafo n-partito completo). Un grafo n-partito completo, K (p1, - - - , pn), es aquel que
tiene su conjunto de vértices particionado en n subconjuntos disjuntos no vacios, V; con #(V;) = p;, de
manera que, una arista une dos vérticesuy vsiy sélosiv € Vyyv € Viyconj k€ {1,--- ,n}yj #k.
A cada subconjunto V; se le llama clase.

Sip; = 1 para cada 7 entonces el grafo es completo. Sin = 2 al grafo se le llama bipartito completo.
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1.2. Caminos y ciclos

Sea G = (V(G), A(G)) un grafo, con u,v € V(G). Un camino entre u y v en G es una sucesion
U = Vpe1v1egvy + - - Up_16nvy donde v; € V(G) y e; € A(G) tales que e; = v;—1v; paratodo 1 < i < n.
La longitud de un camino es el nimero de aristas de dicho camino.

Notacién 1.2.1. Abreviadamente podemos notar un camino como: u = vgv1v2 « *  Up—1Vp = V.

Se dice que u y v estan conectados por un camino en G si existe un camino entre 'y v. Si u = v
el camino entre v y v se llama cerrado. En particular, se puede dar el camino trivial que es: u = vg =
Vp =0V

Proposicion 1.2.2. Tenemos una relacion de equivalencia en V (G) dada por u ~ v si y sélo si existe un
camino entre u y v.

Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo inducido por los vértices de una clase de
equivalencia ~ en V' (G). Si G tiene una dinica componente conexa se dice que G es conexo.

Sean G = (V(G), A(G)) un grafo y u,v € V(G). Un camino entre u y v en el que todas las aristas
son distintas se llama recorrido entre u y v. Un recorrido cerrado se llama circuito. Un camino en el
que todos los vértices son distintos se llama arco o camino simple. Un camino en el que sélo se repiten
el primer vértice y el dltimo se llama ciclo.

Un grafo G se dice aciclico si no contiene ciclos. También se le suele llamar bosque. Al grafo G se
le llama arbol si es un grafo aciclico conexo. Si H C G es un arbol diremos que es un arbol maximal
si contiene a todos los vértices de G.

1.3. Coloracion

En esta subseccién recordaremos las nociones de coloraciéon y nimero cromatico por vértices que
serdn utilizados posteriormente en el trabajo.

Una coloracién por vértices de un grafo G = (V(G), A(G)) con un conjunto finito de colores C'
es una asignacion de elementos de C' a los vértices de G de manera que los vértices que sean adyacentes
llevan asignados colores diferentes. Es decir, existe 7 : V(G) — C aplicaciéon denominada coloracién
tal que Vv, w € V con vw € A se tiene que y(v) # y(w).

Cuando esta aplicacion existe y el cardinal de C es k, #(C) = k, dicha aplicacién se llama k-
coloracion de G y se dice que G es k-coloreable.

1 :{a, d, 1, j} — Color Rojo
@2 : {b, e, g} — Color Azul
v3 : {c, f, k} — Color Negro

Figura 1.3: Ejemplo de coloracién por vértices
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El nimero cromatico (por vértices) de un grafo GG, denotado como x(G), es el menor entero k tal
que existe una k-coloracion de G.

Equivalentemente se puede decir que es el minimo nimero de subconjuntos en una particion del
conjunto de vértices de G, tal que cada subconjunto induce un subgrafo trivial.

1.4. Planaridad
Un grafo plano G es un grafo dibujado en un plano (un papel, una pizarra, etc.) de manera que todo
par de aristas que se encuentre en (G se cortan, inicamente, si son incidentes.

Un grafo planar G es un grafo isomorfo a un grafo plano, es decir, lo podemos redibujar como un
grafo plano.

G1 GQ

Gg G4

Figura 1.4: Ejemplo de cuatro grafos planares

Por ejemplo, en la Figura 1.4 los cuatro grafos son planares pero (G; y G3 no son planos. De hecho
(31 se ha redibujado como G5 para que sea plano. Lo mismo se ha hecho con (G5 convirtiéndose éste en

Gy.



Capitulo 2

Arboricidad por vértices de un multigrafo

En este capitulo hablaremos del concepto de arboricidad puntual en grafos y multigrafos, y estudiare-
mos sus propiedades en algunas familias concretas de éstos. Toda la informacion recogida en el capitulo
esta basada en [3].

2.1. Concepto de arboricidad por vértices

En primer lugar comenzaremos definiendo el concepto de arboricidad para grafos. Dicha definicién
se recoge en [3]. Luego extenderemos el concepto a multigrafos, y veremos algunas de sus propiedades.

Definicion 2.1.1. La arboricidad puntual o por vértices de un grafo G, p(G), se define como el minimo
nimero de subconjuntos disjuntos en los que el conjunto de vértices de GG puede ser dividido de manera
que cada subconjunto induce un subgrafo aciclico.

Es claro que p(G) > 1 paratodo G # () y que p(G) = 1 siy sélo si G es aciclico.

Observacion 2.1.2. La definicion que acabamos de dar es exactamente la misma para multigrafos. Lo
que tenemos que tener en cuenta es que si dos vértices v y v del multigrafo M poseen aristas multi-
ples entre ellos, dichos vértices deben de estar en subconjuntos distintos. Si estuviesen en el mismo, el
subconjunto induciria un subgrafo de M que contiene al menos un ciclo.

Veamos un ejemplo en el que calculamos la arboricidad puntual a un multigrafo M.

Vo (o

U3

v 2 vy Vg

(a) (b)

Figura 2.1: Multigrafo M y sus dos subgrafos aciclicos inducidos por una posible particién del conjunto
de vértices de V (K)

Ejemplo 2.1.3. Si consideramos M el multigrafo dado por la Figura 2.1(a), podemos decir que p(M) =
2, que es el minimo niimero de subconjuntos en los que pueden ser divididos los vértices de M de manera
que cada uno induce un subgrafo aciclico. p(M) no puede ser uno ya que M contiene ciclos.

Dos subconjuntos del conjunto de vértices de M son: Vi = {vg,vi,v2} y V{ = {vs,vs}. Dichos
subconjuntos inducen los subgrafos aciclicos que se muestran en la Figura 2.1(b).

19
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Resaltamos que los subconjuntos de vértices de V (M) no son inicos, y por lo tanto, tampoco lo son los
subgrafos aciclicos que inducen.

De manera natural, por la definicidn, se tiene el siguiente resultado

Proposicion 2.1.4. Dados dos grafos Gy H con H C G se verifica:

p(H) < p(G)

En la proposicidn siguiente, mostraremos la relacién que hay entre el nimero cromético de un grafo
y su arboricidad.

Proposicién 2.1.5. Para todo G se tiene que:
p(G) < X(G) < 2p(G)

donde x(G) es el nimero cromdtico de G.

Demostracion. | p(G) < x(G) |Supongamos que x(G) = r entonces por la definicién existen Vi, - - - | V.

con V; C V(G) paratodo 1 < i < rtal que Gy; es un subgrafo inducido sin aristas. Entonces Gy, =V;
para cualquier 1 < ¢ < r. Por lo tanto, G'y; es aciclico. Asf, aplicando la Definicién 2.1.1 tenemos que:
p(G) < r = x(G). Entonces p(G) < x(G).

lx(G) < 2p(G) ‘ Supongamos ahora p(G) = r, esto significa que el conjunto de vértices de G, V (G),
se puede particionar en V71, - - - , V. subconjuntos tal que cada uno de ellos induce un subgrafo aciclico.
Entonces V = V; U--- UV, ycada V; con 1 <4 < rinduce el subgrafo Gy, aciclico de GG. Entonces
cada Gy, es un drbol o un bosque, por tanto, x(Gy;) < 2.

De manera general, teniendo en cuenta esto tltimo, tenemos que existe una 2r-coloracién de G entonces
X(G) < 2r, equivalentemente x(G) < 2p(G) como queriamos demostrar. O

Estas cotas se tienen también para multigrafos. Vedmoslo en el corolario siguiente. Antes recordemos
que para un multigrafo M, S(M) es el grafo resultante de considerar todas las aristas de M como aristas
simples.

Corolario 2.1.6. Sea M un multigrafo. Se tiene:

Por todo esto que se ha explicado, se puede interpretar la arboricidad por vértices como un coloreado
(vértices adyacentes pueden llevar el mismo color), de manera que p(G) es el minimo nimero de colores
necesarios para colorear los vértices de GG tal que no haya ciclos con todos sus vértices del mismo color.

Corolario 2.1.7. Si GG es un grafo aciclico no trivial, su arboricidad es uno. Si M es un multigrafo con
S(M) aciclico, su arboricidad es dos.
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2.2. Propiedades de la arboricidad por vértices

En esta seccién presentaremos una cota superior de p(M) en funcién del maximo grado de los
vértices de M. Luego restringiremos el estudio de dicha cota para la familia de los grafos planares.

Antes de enunciar el siguiente teorema recordemos que, [x| es el menor entero no mas pequefio que
x. Tenemos entonces:

Teorema 2.2.1. Para cualquier multigrafo M se tiene:

1 +A(M)"

plan) < [ 155

Este resultado es andlogo al Teorema 2 enunciado para grafos simples en [3] y su demostracion sigue
el mismo esquema de razonamiento. M4s atn, la cota obtenida es similar.

Previamente a la demostracién de este teorema, se demostrard el siguiente lema necesario para el
desarrollo de la misma.

Lema 2.2.2. Sea M un multigrafo y v € V/(M). Supongamos Vi, - - - , V,. subconjuntos del conjunto de
vértices de M — {v} disjuntos, tal que cada V; con 1 < i < r induce un subgrafo aciclico de M — {v}.

Entonces si:
e

se puede encontrar un V; tal que V; N N(v) es a lo mds un vértice. Mds atin, de todos los V; tal que
Vi N N(v) = {u} existe al menos uno donde se verifica que uv es una arista simple.

Demostracion. Por reduccion al absurdo:
Supongamos que #(V; N N(v)) > 2 para todo i. Entonces:

A(M) > 6(v) > 2r
Entonces, por la definicién de arboricidad, se tiene:

Hg(m—‘ > [1—;27;‘ = ’é—f—r—‘ =r+1 (2.1)

P2 - (o) = |
Por tanto:
r > r + 1 lo cual es imposible.
De manera que un subconjunto V; contiene como mucho un vértice adyacente a v.

Supongamos ahora #(V; N N(v)) > 1 paratoda ¢ = 1,2,--- ,r. Entonces existen ciertos subcon-
juntos Vj con 1 < j < i < r que cumplen que #(V; NN (v)) = 1, es decir, V; N N (v) = {u;}. Sea ujv
arista doble para todo 1 < j < 7 entonces:

A(M) > 6(v) > 2r

por lo que volveriamos a tener (2.1) y, por lo tanto, una contradiccién. Luego, para algtin j con 1 < j <
j+1<rtalqueV; N N(v)={u;}, laarista ujv ha de ser simple.

O

Demostracion Teorema 2.2.1: Se procede por induccién en el nimero de vértices, p, de M:

Trivial.
Supongamos que el resultado es cierto para p — 1 vértices (con p > 2) y veamos que se
verifica para un multigrafo M de p vértices.
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Sin pérdida de generalidad, tomemos v € M vértice y consideremos el grafo M — {v}.
Sear = p(M — {v}), por hipétesis de induccion se tiene:

o [H—A(]\;f—{v})w . [Hé(MW

Por lo tanto, es posible particionar el conjunto de vértices V (M —{v}) en subconjuntos Vi, Va, - - |V,
tal que cada V; paratodo 1 < i < p(M — {v}) induce un subgrafo aciclico.

Veamos si es posible hacer esto en V' (M). Consideramos dos casos:

[14+ A(M)]
= Casol: 7 < 4_2() . Entonces la particion en r + 1 subconjuntos de V' (M),
Vi, Va, -+, V., {v} produce el resultado deseado.
[1+A(M)]
= Caso2: 7 = 4_2() . Por el Lema 2.2.2, existe un V; con #(V; N N(v)) < 1. Aqui hemos

de distinguir dos subcasos:

e Si#(V;NN(v))=0.Sea H C M — {v} el subgrafo inducido por V;, entonces el subgrafo
H C M inducido por V; U {v} es H' LI {v}.

e Si #(ViN N(v)) = 1. Entonces V; N N(v) = {u}y, por el Lema 2.2.2, se puede elegir V;
tal que uv es una arista simple. Luego, la particion Vi, --- ,V; U {v},---V, da el resultado
que queremos.

En cualquiera de los casos se tienen subgrafos aciclicos. Por lo tanto, se concluye aqui la prueba.
O

Corolario 2.2.3. El resultado anterior es el mejor posible para grafos simples completos ya que A(K)) =
p— 1y se alcanza la cota dada. Es mds, si p es par la arboricidad puntual coincide con el nimero maximo
de aristas independientes y si p es impar coincide con el nimero maximo de aristas independientes mas
uno.

Es decir, si K, es el grafo simple completo con p vértices entonces:

(2] si p es par
p(Kp) = { f, . .
[51 + 1 sipesimpar

Obsérvese que para multigrafos esta igualdad no siempre se tiene. Por ejemplo, para el multigrafo

M,, resultante de considerar A(M,) = 2(p — 1), su arboricidad no es [ 5] sino que es p, ya que:

p(Mp) < {HAQ(MPW = {p—ﬂ =p

Ahora vamos a estudiar la arboricidad puntual en algunas familias de grafos y multigrafos. Comen-
zaremos con los grafos planares.

En grafos planares, la cota dada por el Teorema 2.2.1 no es particularmente util ya que hay grafos
que pueden contener vértices con el grado muy elevado mientras su arboricidad puntual es baja. Sin
embargo, de la Proposicién 2.1.5 se tiene que p(G) < x(G), por lo que por el Teorema de los Cuatro
Colores (recogido en [4]), p(G) no puede ser mas grande que 4 para grafos planares. Veamos una cota
alin mas ajustada para esta familia de grafos (Teorema 3 en [3]).

Teorema 2.2.4. [3] Para cualquier grafo planar G se tiene:

p(G) <3
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Demostracion: Se procede por induccién en el nimero de vértices, p, de G:

Es trivial.

p = p + 1| Supongamos que el resultado es cierto para todo grafo G’ con p vértices tal que p > 1y
tomemos ahora un grafo G con p + 1 vértices.

Como G es planar, entonces ha de contener un vértice v tal que 6(v) < 5. (Este resultado es el Corolario
5.7 de [4]. Su demostracién se tiene como consecuencia de la Férmula de Euler (Teorema 5.3 de [4])).
El grafo obtenido de quitarle a G dicho vértice v, G — {v}, posee p vértices y, por lo tanto, es planar
y cumple p(G — {v}) < 3 por hipétesis. Asi, el conjunto de vértices de G — {v} se puede particionar
en tres (no necesariamente todos no vacios) subconjuntos Vi, V5, V3 tal que cada uno de ellos induce un
subgrafo aciclico. Como el grado de v no excede de 5, al menos uno de los subconjuntos V; contiene
como mucho un vértice adyacente a v. Sea V; ese subconjunto, entonces Vi U {v}, Va, V3 constituye una
particién del conjunto de vértices de (G tal que cada subconjunto induce un subgrafo aciclico. Entonces,
p(G) < 3, completando asi la prueba. O

Veamos un ejemplo en el que la arboricidad es exactamente tres.

U1 / U1

Us () U5 ° * U9

Vy V3 Vg V3

() (b)

Figura 2.2: Grafo planar G'y sus tres subgrafos aciclicos inducidos por una posible particién del conjunto
de vértices V(K).

Ejemplo 2.2.5. Sea el grafo G representado en la Figura 2.2(a), el grafo rueda de 6 vértices (Wg) al que
se le han afiadido el mdximo niimero de aristas permitidas antes de que deje de ser planar. Si aplicamos
la definicion de arboricidad puntual a G, observamos que el minimo niimero de subconjuntos de V(G)
que inducen subgrafos aciclicos es tres. Dichos subconjuntos son: Vo = {vi,ve,v5}, Vi = {vo,v3} y
Vo = {v4}; y los subgrafos que inducen se pueden observar en la Figura 2.2(b).

Hemos de recordar que los subconjuntos de vértices tomados de V (G) no son iinicos. Podriamos haber
elegido otros y éstos inducirian otros subgrafos, pero siempre serian subgrafos aciclicos de G.

Si generalizamos esta propiedad a multigrafos se observa que la cota aumenta.

Observacion 2.2.6. Para cualquier multigrafo planar M, considerando el Corolario 2.1.6, tenemos:
p(M) < x(M) = x(S(M)) <4 < 2p(S(M))

Por lo que la cota en multigrafos planares aumenta con respecto a la cota para grafos simples planares en
una unidad como méximo. Esto es porque el nimero cromético de M coincide con el nimero cromético
de S(M), y sabemos, por el Teorema de los Cuatro Colores (ver [4]) que el nimero cromdtico de un
grafo planar es a lo més 4.
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U1

vy ® Vg

Vo

Vy V3 V4 V3

(a) (b)

Figura 2.3: Multigrafo planar M y sus subgrafos aciclicos inducidos por una posible particién del con-
junto de vértices de V' (M)

Ejemplo 2.2.7. Sea ahora el multigrafo de la Figura 2.3(a) el grafo G del Ejemplo 2.2.5 con todas sus
aristas multiples. Lo denotaremos M. Si consideramos el multigrafo M —{vg} éste contiene ciclos por lo
que lo unico que podemos afirmar es que p(M — {vo}) > 2y que vy debe formar él solo un subconjunto
de la particion de V(M ). Veamos ahora si el subgrafo M — {vo} posee arboricidad puntual igual a
tres. Si es asi, podemos afirmar que el multigrafo M tiene arboricidad puntual cuatro. Entonces, si le
quitamos a M — {vo} el vértice vy el multigrafo resultante contendria ciclos, por lo que su arboricidad
seria mayor o igual a dos y v debe formar €l solo un subconjunto de la particion de V(M — {vy}). Por
lo tanto tenemos que p(M — {vo}) = 3. Entonces, p(M) es exactamente cuatro.

Si tomamos como posible particion Vo = {vo}, Vi = {v1}, Vo = {ve,v4} y V3 = {3, v5} los subgrafos
aciclicos que inducen son los triviales. Los podemos comtemplar en la Figura 2.3(b).

2.3. Arboricidad por vértices en grafos n-partitos completos.

Veamos ahora como serd la arboricidad puntual para la familia de grafos n-partitos completos y como
varia si hablamos de multigrafos n-partitos completos. Veremos al final de la seccidén que esto dltimo se
complica bastante.

Se tiene que X (K (p1,p2, -+ ,pn)) = n en los grafos n-partitos completos. Por tanto, de la Pro-
posicion 2.1.5, se sigue que p = p(K(p1,p2, - ,pn)) < n. Enunciemos entonces el resultado sobre
arboricidad puntual para esta familia de grafos. (Teorema 4 recogido en [3])

Teorema 2.3.1. [3] La arboricidad por vértices de un grafo n-partito completo K (p1,p2,--- ,ppn) con
1 <p; <py <--- < py viene dada como:

k
p(K(p1,p2,- -+ ,pn)) = n—méX{klk <n-— sz}

i=0
donde pg =0

Demostracion: Procederemos por induccién en n.

Trivial.
Supongamos la férmula cierta para n con n > 1.
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Consideremos el grafo K (p1,p2,- - ,Pn+1) con los subconjuntos Vi, Vo, -+ - | V41 como en la Defini-
cién 1.1.4.
Para el subgrafo K (p1,p2,- -« ,pn) vamos a suponer un ¢t > 0 tal que
t t+1
tgn—Zpi pero (t+1) >n—2pi
i=0 1=0

Por hipétesis, p(K (p1,p2,- -+ ,pn)) = n — ty por la Proposicion 2.1.4 se tiene

p(K(p17p27"' apn)) < ,O(K<p17p27"' apn+1)

También, como el conjunto adicional de vértices V;,41, induce el subgrafo trivial se sigue que:

,O(K(plvp27 e 7pn+1) S p(K(ppra e 7pn)) +1

En definitiva, se tiene la siguiente serie de desigualdades:

p(K(p1,p2,- - ,on)) < p(K(p1,02, - s Pny1) < p(K (p1,p2,- -+ »pn)) + 1 (2.2)

Entonces para probar lo que queremos tendremos que considerar dos casos:

t+1
» Caso 1: Supongamos (t+1) > (n+1) — Zpi. Esto implica que
=0

k
(n+1)—méx{k\k§(n+1)—2pi}—n—l—l—t.

1=0

En tal caso veamos que p(K (p1,p2, -+ ,pn+1) = p(K(p1,p2,- -~ .pn)) + 1y si seguird el paso
n + 1 de la demostracién por induccién para el Caso 1.

Procedemos por reduccién al absurdo:
Supongamos que no se cumple lo dltimo dicho, asf,

,O(K(pl,pz,“- 7p7l+1) :p(K(php?a"' ,pn))

El grafo (n+1)_partit0 Completo K(plap27 Dty Pty 7pt+1) = K, €S Subgrafo
de K(p1,p2, -+ ,Pnt1); por lo tanto,

p(K/) S p(K(phan‘ o 7pn+1) = p(K(p17p27"‘ 7pn)) =n—t

t+1
Sin embargo, el cardinal de los vértices de K’ es Z pi+(n—1t)p41. Por tanto, cualquier particién
i=0
del conjunto de vértices de K’ en n — t (0 menos) subconjuntos, debe contener por lo menos uno
t+1

sz (n — t)pe1

0 .
de ellos con al menos = vértices.

n—t
t+1
Pero estamos suponiendo que Z p; > n —t entonces

=0

t+1

sz (n = O)pes1

n—t

> 1+ pra
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por lo que uno de los subconjuntos de la particién, digamos Z, posee al menos p;1 + 2 vértices.
Como el cardinal de cada clase de K’ es menor o igual que p;1 1 entonces, Z debe de tener vértices
de al menos dos clases de K’. En particular, si p;+1 = 1 entonces el subgrafo generado por Z
contiene un tridngulo (los dos vértices extra son ambos de distinta clase, tanto entre ellos como de
De+1); Y 81 per1 > 2, Z genera un subgrafo que contiene un 4-ciclo (los dos vértices extra pueden
pertenecer ambos a la misma clase pero siempre a distinta que p;41).

Como consecuencia de todo lo anterior necesariamente p(K’) > n — t, lo que contradice la
hipétesis de reduccion al absurdo.

t+1
= Caso 2: Supongamos ahora (t +1) < (n+1) — Zpi'
i=0

t+1 t+42
Pero (t+1) >n — Zpi de donde se sigue que (t +2) > (n+1) — Zpi. Asi, en este caso:
i=0 =0
k
(n+1)—méx{k|k§ (n—i—l)—ZpZ} =n+1)—(t+1)=n—t
=0

Por lo que aqui lo que tenemos que probar es que:

P(K(p1,p2, -+ Pny1) = p(K(p1,p2, -, n))
t+1
De Zpi < n —t deducimos que:
i=0
t+1
D pi=ViulU - U V| < [{Vigo, Viga, -, Vol = n — t
i=0

Para cada v € V3 UV, U --- U Vj4q consideramos los conjuntos V; U {u} parat +2 < j < s
con s < n — t hasta agotar los vértices de V1 U Vo U - - - U Vit 1. Los subgrafos inducidos por cada
V; U {u} son grafos aciclicos de la forma K (1, p;) para cada valor de j.
Por lo tanto,

p(K(p1,p2,-+ yPnt1)) S —t

De (2.2) y la ecuacién anterior se concluye:

P(K(p17p27 U 7p’l’b+1)) =n-—t

Cumpliendose asf lo que queremos y concluyendo por tanto la demostracion. O

Veamos un ejemplo que ilustra el resultado probado.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos el grafo 3-partito completo K (2,2,3), representado en la Figura 2.4(a).
Si calculamos su arboricidad segiin la formula del Teorema 2.3.1 obtenemos:

k
p(K(2,2,3)) =3 — max{k|k <3-) p}=3-1=2
=0

donde p; = #(V;) paratodo1 < i < 3 con V; cada uno de los subconjuntos disjuntos no vacios en los
que se particiona el conjunto de vértices del grafo K (2,2,3), segin la Definicion 1.1.4.

Por lo que la arboricidad de K (2,2, 3) es dos. Esto significa que podemos encontrar dos subconjuntos
del conjunto de vértices de K (2,2,3) de manera que cada uno de ellos induce un subgrafo aciclico.
Los subconjuntos de vértices serdn: Vi = {vo,va,vs,06} y V| = {v1,v2,v3} y una representacion de
los subgrafos aciclicos inducidos por ellos viene dada en la Figura 2.4(b).
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Uy Us V6

U1 ()
(@
Vg Vs Vg
» / -

U1 (%)

(b)

Figura 2.4: Grafo 3-partito completo K(2,2,3) y sus subgrafos aciclicos inducidos por una posible
particion del conjunto de vértices de V(K (2,2, 3))

Corolario 2.3.3. Para el grafo bipartito completo K (p1,p2), p1 < p2 se tiene:

2 sip;>1

p(K(p1,p2)) = { | sipr—1

El Teorema 2.3.1 se cumple en grafos n-partitos completos. Veamos ahora qué ocurre cuando tene-
mos un multigrafo, en este caso, n-partito.

En cualquier caso, por el Corolario 2.1.6, se sabe que la arboricidad del multigrafo va a estar acotada
tanto inferior como superiormente siempre. Sabiendo esto, se pueden dar ejemplos de cémo aumenta la
arboricidad de un multigrafo en funcién del nimero de aristas multiples que haya entre sus vértices.

Observacion 2.3.4. En los multigrafos considerados a continuacion, las aristas multiples seran siempre
aristas dobles pues es claro que en caso de tener aristas de multiplicidad mayor, la arboricidad puntual
no aumenta.

Ejemplo 2.3.5. Consideremos el multigrafo bipartito completo con py = nyps = msiendon #0 y
m # 0 enteros positivos. Lo denotaremos M (n, m). Queremos calcular la arboricidad de éste, por lo
que para ello, en primer lugar aplicamos el Corolario 2.1.6. Entonces tenemos:

p(K(n,m)) < p(M(n,m)) < x(K(n,m)) <= 2<p(M(n,m)) <2

siendo K (n,m) el grafo bipartito completo resultante de considerar las aristas de M (n, m) como aris-
tas simples. De la ecuacion anterior podemos deducir que p(M(n,m)) = 2 para cualquier n'y m'y
teniendo el niimero de aristas multiples que sea. Esto lo podemos ver en los siguientes grafos para los
casos particulares K (2,3) y M (2, 3).



28 CAPITULO 2. ARBORICIDAD POR VERTICES DE UN MULTIGRAFO

U2 v3 V4

Vo m

Figura 2.5: En este caso tenemos el grafo simple bipartito completo, K (2, 3). Es claro que p(K(2,3)) =
2. Tomando la particién: Vj = {vo,vs,vs,v5} y V{ = {v1} del conjunto V(K (2,3)), se tienen dos
subconjuntos que inducen subgrafos aciclicos de K (2, 3).

U2 v3 V4

Vo U1

Figura 2.6: Aqui estamos ante el multigrafo M (2,3) con todas sus aristas multiples. Observamos
que p(M(2,3)) es también dos ya que tGnicamente podemos tomar como subconjuntos de vértices
Vg = {vo,v1}y V] = {v3,v4,v5} y ambos inducen subgrafos acicicos, los triviales.

UV U3 Vg

o U1

Figura 2.7: Volvemos a tener el multigrafo M (2, 3) si bien ahora no todas las aristas son miiltiples,
tenemos multiples y simples. Observamos que p(M(2,3)) vuelve a ser dos. Tomando Vj = {vg} (ya
que si tomamos cualquier otro vértice se inducirfa un subgrafo con ciclos) y V/ = {v1,v3,v4,05}
tenemos dos subconjuntos que inducen subgrafos acicicos.

Veamos ahora casos particulares de multigrafos n-partitos completos con n > 3 y cémo aumenta su
arboricidad puntual en funcidén de las aristas multiples.

Es claro, que por el Corolario 2.1.6 se tiene:

P(K(p1,-- 5pn)) < p(M(p1,--- s pn)) < X(K (P15 pn)) (2.3)

donde p; = #(V;) paratodo 1 < i < n con V; cada uno de los subconjuntos disjuntos no vacios en
los que se particiona el conjunto de vértices de los grafos n-partitos, y, M (p1, - - - ,pn) es un multigrafo
n-partito cuyo grafo simple n-partito completo asociado es K (p1,- -« ,pn).

Notacion 2.3.6. A partir de ahora y para evitar confusiones, denotaremos /N; a cada uno de los subcon-
juntos de una particién de V(M (p1, - - ,pn)) que induce un subgrafo aciclico y proporciona la arbori-
cidad del multigrafo. Y denotaremos V; a cada una de las clases del multigrafo dadas por la Definicién
1.1.4.
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Ejemplo 2.3.7. Sea M(2,2,3) el multigrafo 3-partito completo cuyo grafo simple 3-partito completo
asociado es K (2,2, 3). Por el Teorema 2.3.1 obtenemos que p(K(2,2,3)) = 2 de la formula:

k
p(K(2,2,3)) =3 — mdax{k|k<3-) p}=3-1=2
=0

Entonces, 2 < p(M(2,2,3)) < 3 ya que x(K(2,2,3)) = 3. Sabiendo esto vamos a determinar si
la arboricidad del multigrafo es 2 ¢ 3. El aumento del niimero de la arboricidad se producird si hay
aristas miiltiples entre los vértices de mds de dos clases. Que haya aristas miiltiples tinicamente entre
los vértices de dos clases, Vi y Vj con 0 < i,j < 2 ei # j, no afecta en el aumento de p(M(2,2,3)) ya
que M (p;i, p;) es un multigrafo bipartito y hemos dicho que su arboricidad es siempre 2. Veamos en las
figuras distintos casos:

V4 Vs V6

UU'M/;JB

U1 (%]

Figura 2.8: En este caso, tenemos un ejemplo de lo que comentamos antes. Si consideramos V; =
{vo,v1}, Vi = {va,v3} y Vo = {uv4,vs,v6} observamos que las aristas multiples las tenemos entre
vértices de las clases V; y Va. Tomando Ny = {vg, v4,v5,06} y N1 = {v1,v2,v3} como una particién
V(M (2,2,3)), tenemos que Ny y N; inducen subgrafos aciclicos. Por lo tanto, p(M (2,2,3)) = 2

Figura 2.9: Aqui observamos que v1 € V| posee aristas miiltiples con todos los vértices de V7 y V. Por
lo tanto, la particion de vértices que tomaremos serd: Ny = {vg, v4, v5,v6}, N1 = {v1} y No = {va, v3}.
Dicha particion inducirfa subgrafos aciclicos. Por lo que aqui, p(M (2,2, 3)) = 3.

Ejemplo 2.3.8. Consideremos el multigrafo M (1,1, 3,4). Aplicando el Teorema 2.3.1, p(K(1,1,3,4) =
2 con K(1,1,3,4) el grafo simple 4-partito completo asociado a M (1,1, 3,4). Dicho esto y teniendo en
cuenta (2.3) tenemos:

2 < p(M(1,1,2,3)) < 4

Veamos ejemplos donde la arboricidad del multigrafo es 2, 3 6 4 en funcién del niimero de aristas
multiples.
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0] U1

Figura 2.10: Consideremos Vp = {wo}, Vi = {wv1}, Vo = {vo,v3,v4} y V3 = {vs,vs,v7,v8}. En
la figura podemos observar que el multigrafo tiene las aristas mdltiples entre los vértices de las clases
V5 y V3. Veamos que podemos tomar una particién de los vértices del multigrafo de manera que la
arboricidad de este dltimo sea la misma que la de K (1,1, 3,4). Si tomamos Ny = {vg, vs, vg, v7,V8} ¥
Ny = {v1,v2,v3,v4} como particién de V(M (1,1, 3,4)) ésta induce subgrafos aciclicos, por lo tanto,
p(M(1,1,3,4)) = 2.

U1

Figura 2.11: Considerando igual que antes Vo = {wo}, Vi = {wv1}, Vo = {vo,v3,04} y V3 =
{vs, v6, v7,v8}, en este ejemplo, ademds de tener aristas muiltiples entre vértices de Vo y V3, tenemos
que v; € V) posee aristas multiples con todos los vértices de Vj, Vo y V3. Por ello, no podemos in-
cluirlo en ninguno de los subconjuntos de vértices de la particién ya que en cualquiera induciria subgra-
fos con ciclos. Por lo tanto, la particién de vértices que tomaremos serd: Ny = {vg, vs, vg, U7, Vg },
Ny = {vg,v3,v4} y No = {v1}. Dicha particién induce subgrafos aciclicos. Por lo que aqui,
p(M(1,1,3,4)) = 3.

Como conclusién, deducimos que cuando n > 3 poder establecer cotas generales para la arborici-
dad puntual del multigrafo n-partito completo va a depender de dénde tengamos las aristas mdltiples.
Exigiendo condiciones de regularidad en el reparto de dichas aristas multiples obtendriamos familias de
multigrafos donde poder estudiar la arboricidad puntual con detalle en trabajos futuros.
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Vo T - V1

Figura 2.12: Por ultimo, en este caso, ademads de todas las aristas multiples consideradas en la Figura 2.11
se tiene que vy € V| posee aristas multiples con todos los vértices de las clases V1, Vo y Vs. Por lo que
tampoco podemos incluirlo en ningtin subconjunto de la particién de vértices ya que induciria subgrafos
con ciclos. Por lo tanto, los subconjuntos de vértices que tomaremos seran: No = {vs, vg, v7,v8}, N1 =

{va,v3,v4} y No = {v1} y N3 = {v}. Dichos subconjuntos inducen subgrafos aciclicos. De manera
que aqui, p(M(1,1,3,4)) = 4.
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Capitulo 3

Espacios de Alexandrov

Este capitulo es una breve introduccion a la topologia de los espacios finitos, y se ha extraido de [13].

3.1. Espacios de Alexandrov. Resultados relevantes.

Definicion 3.1.1. Un espacio topoldgico se dice espacio de Alexandrov, (o A-espacio) si la topologia
T es cerrada también bajo intersecciones arbitrarias. Es decir, la interseccion arbitraria de abiertos es un
conjunto abierto.

Nota 3.1.2. De la definicion de A-espacios se sigue que todo A-espacio con la propiedad de Hausdorff
es discreto.

Estd claro que todo espacio topoldgico finito es un A-espacio, ya que toda interseccién de abiertos
se puede expresar como una interseccion finita. Por tanto, todo lo que se establezca para A-espacios,
seguird siendo valido para espacios finitos.

Un hecho muy importante en el tratamiento de los A-espacios es la existencia de abiertos minimos.

Definicion 3.1.3. Si X es un A-espacio se define el abierto minimo de x € X, U,, como la interseccién
de todos los conjuntos abiertos que contienen a x.
De hecho, los A-espacios son exactamente aquellos espacios topoldgicos con abiertos minimos.

Veamos ciertos resultados importantes en el tratamiento de los abiertos minimos.

En primer lugar, recordemos que un espacio topolégico X se dice Tj si para todo par de puntos
x,y € X existeun abierto Geconz € Gey¢ Géxr ¢ Gey € G.

Lema 3.1.4. Un A-espacio es Tj siy s6lo si U, = U, es equivalente a x = y.

Proposicion 3.1.5. Sea f : X — Y una aplicacién entre A-espacios. Entonces f es continua si y s6lo
si f(Uz) C Uy, paratodo € X.

Si tratamos la conexién en A-espacios, vemos que sus propiedades son similares a la de algunos
espacios de interés, como son los poliedros y las variedades. Asi, si X es un A-espacio e y € Uy,
entonces « : [0,1] — X dada por a(t) = ysit < 1y a(1l) = x es un camino en U, entre y y z. En
particular, todos los abiertos minimos de X son conexos por caminos y, por tanto, todo A-espacio X es
localmente conexo por caminos, de hecho los A-espacios son localmente contractibles como veremos en
el Corolario 3.3.2.3.

Tenemos, por lo tanto, el siguiente resultado:

Teorema 3.1.6. Sea X un A-espacio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
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1. X es conexo

2. Dados =,y € X, existe una secuencia x = 21,...,2s = ¥, tal que 2; € U,
1 < S.

i1 0 2zip1 € Uy, para

3. X es conexo por caminos

3.2. Equivalencia entre conjuntos parcialmente ordenados y A-espacios

Un preorden R en un conjunto X es una relacion reflexiva y transitiva. Si un preorden R en X es
ademds antisimétrico, se llamard orden parcial (o simplemente orden en X) y se dird que (X, R) es un
conjunto parcialmente ordenado (o poset).

Supongamos el conjunto preordenado (X, <), dos elementos z e y del conjunto se dicen que estdn
relacionados six < yox > .

Un elemento = es un elemento maximal si para cada z en X, x < z implica x = z. Al conjunto
de elementos maximales de X lo denotamos M ax(X ). Respectivamente, un elemento x es minimal si
para cada z en X, z < z implica © = z. Denotamos Min(X) al conjunto de los elementos minimales
de X.

Las relaciones de los elementos de un conjunto preordenado se pueden representar a partir de un
grafo dirigido denominado diagrama de Hasse asociado a X y denotado H(X). En dicho grafo, los
vértices son los elementos de X y las aristas son los pares ordenados (a, b) tales que a < by no existe
ceXcona<c<hb.

El diagrama de Hasse, 3{(X ), admite una descomposicién por niveles al colocar los minimales en
el nivel 0 y aun 2 € X se le adjudica el nivel £ si k es el maximo nimero de las aristas que contienen
los caminos dirigidos desde los minimales hasta x. Se llama altura de X al mayor de sus niveles. La
denotamos h(X).

Veamos un ejemplo donde se ilustre este concepto de nivel y altura para un conjunto preodenado.

a3

ba
a2 Ca

Q1e by C1

ag b() Co dO
Figura 3.1:

Ejemplo 3.2.1. Sea (X, <) un conjunto preordenado cuyos elementos estdn relacionados de la siguiente
manera: ag < ay < ag; by < az; by < by < by o < be; co < ag; do < b dp < 1 < cg < as. El
diagrama de Hasse de X, H(X), es el representado en la Figura 3.1. En este podemos observar que los
puntos minimales de X, {ag, by, co, do}, constituyen el nivel 0. El nivel 1 estd formado por los elementos
{a1,b1,c1}, {az, b, co} estdn en el nivel 2y ag es el tinico en el nivel 3, el mayor nivel. Luego con este
iltimo se determina la altura de H(X), que es 3.

En general, cualquier subconjunto A C X totalmente ordenado se llamara una cadena. Por contra,
un subconjunto A C X se dice una anticadena si ningtin par de su elementos estan relacionados. Notar
que tanto Maz(X) como Min(X) son anticadenas.
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Una aplicacion entre conjuntos preordenados f : (X, <) — (Y,
que es una aplicacion ordenada) si para x < z’ se tiene f(z) < f(
es antiordenada) si para x < z’ se tiene f(z') < f(x).

La aplicacién anterior se dice que es un isomorfismo entre conjuntos preordenados si es una biyeccién
tal que f y f~! son aplicaciones ordenadas. Si son antiordenadas se llama antiisomorfismo.

=) se dice que preserva el orden (o
). Se dice que invierte el orden (o

Un subconjunto .S C X se llama conjunto decreciente si y < x € S implicay € S paraz,y € X.
Para © € X denotamos como [z = {y € X;y < z} a un conjunto decreciente y se le llama ideal
principal generado por z.

Dualmente, un subconjunto S C X se llama conjunto creciente si y > x € S implicay € S para
z,y € X. Como caso particular, tz = {y € X;y > z} es un conjunto creciente para todo z € X,
Ilamado filtro principal generado por x.

Si < es un preorden en X, entonces no es dificil comprobar que la familia de los conjuntos decre-
cientes junto con el conjunto vacio forman una A-topologia sobre X cuyos cerrados son los conjuntos
crecientes. Es més, si “<” es un orden parcial, entonces esta topologia es Tj. A esta topologia se le llama
topologia del preorden “<” y se denota por T<.

Alternativamente, los conjuntos crecientes también definen una topologia sobre X . Dicha topologia
serfa la topologia del preorden opuesto definido por x <° gy si y < x. Se denotard X°P al A-espacio
correspondiente al preorden <°P.

Reciprocamente, dado un A-espacio (X, T) se puede definir un preorden <7 (preorden de especia-
lizacion de 7) estableciendo que x <g y six € U,,.
Mis aiin, si (X, T) es Ty entonces el preorden <g es de hecho un orden parcial; ver Lema 3.1.4.

Las observaciones anteriores permiten establecer el siguiente teorema que da la equivalencia entre
conjuntos preordenados y A-espacios.

Teorema 3.2.2. Toda relacién de preorden “<” sobre un conjunto X coincide con el preorden de especia-
lizacion de su topologia. Y toda A-topologia T sobre X es la topologia de su preorden de especializacion.
Ademis, f: (X, <) — (Y, =) esordenada si y sdlosi f : (X,T<) — (Y, T<) es continua.

Esta equivalencia se restringe a una equivalencia entre los A-espacios Tj y los conjuntos parcialmente
ordenados.

A partir de la equivalencia establecida en el teorema anterior, las propiedades topoldgicas de los A-
espacios se pueden reescribir en términos del orden y reciprocamente. Asi, los elementos minimales de un
conjunto preordenado (X, <) son abiertos unitarios de la A-topologia asociada al preorden. Igualmente,
los elementos maximales de X son conjuntos cerrados unitarios. En particular, Min(X) es un subespacio
abierto discreto y y Max(X) es un subespacio cerrado discreto. Como todo poset finito tiene algin
elemento maximal y minimal entonces todo espacio finito 7 posee al menos un punto que es subconjunto
cerrado y otro punto que es abierto.

Nétese también que G es abierto de X si y solo si G es cerrado en el espacio X°P del preorden
opuesto. Esto es asi pues los abiertos de X son los conjuntos crecientes para su orden < que coincide
con los conjuntos decrecientes para <°P; es decir, los cerrados de X 7.

A partir del Teorema 3.2.2 podemos reescribir el Teorema 3.1.6 como sigue.

Teorema 3.2.3. Un A-espacio X es conexo (0, equivalentemente, conexo por caminos) siy s6lo si existe
una secuencia de elementos relacionados para el orden de especializacidn entre dos puntos cualesquiera
de X.

También se tiene la siguiente caracterizacion de los abiertos de un espacio finito en términos del
preorden.
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Proposicion 3.2.4. Los abiertos de un espacio finito (X, T) estdn en correspondencia biunivoca con
las anticadenas de su preorden asociado. Mds precisamente, la anticadena asociada a un abierto G es el
conjunto Max(G).

Usando la proposicién anterior se pueden dar las siguientes condiciones suficientes para obtener
homeomorfismos entre espacios finitos.

Proposicion 3.2.5. Sean X un espacio finitoy f : X — X continua e inyectiva, o bien sobreyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

Finalmente, dado que cada espacio topolégico finito (X, T) puede ser identificado con un poset, se
Ilama diagrama de Hasse del espacio al diagrama del poset que determina. Veamos un ejemplo de esto.

Figura 3.2:

Ejemplo 3.2.6. Para X = {a,b,c,d,e,ftcona < b a<ca<da<ea</fb<eb<f
y ¢ < e, el diagrama de Hasse de X estd descrito en la Figura 3.2. Obsérvese que en H(X) no se
reflejan las relaciones a < ey a < f. Puesto que H(X) contiene a todas las anticadenas del orden,
la topologia del orden puede obtenerse a partir del diagrama de Hasse por medio de la Proposicion
3.2.4, de forma que los abiertos minimos son los correspondientes a los anticadenas unitarias, esto es,

U, = {a}; Up = {av b}’ Ue= {a,c}, Ug = {a7d}’ Ue = {CL, b, ¢, 6} y Uf - {CL, b, f}

3.3. Homotopia de A-espacios

Esta seccion contiene el material necesario sobre homotopia de A-espacios para el desarrollo del
dltimo capitulo.

3.3.1. Nociones basicas

Definicion 3.3.1.1. Dos aplicaciones continuas f,g : X — Y se dicen homotépicas si existe una
aplicacion continua

H:Xx[0,1] -Y
tal que H(z,0) = f(x)y H(z,1) = g(x), para todo x € X. La aplicacién H se llama homotopia entre
f v g,y larelacién de ser homotopicas se denotard por f ~ g.

Una homotopia se dice relativa a un conjunto A C X si H(a,t) = f(a) = g(a) para todo ¢ y
a € A. Una aplicacion se dice homotépicamente trivial si es homotdpica a una constante.

Definicion 3.3.1.2. Una aplicacién continua f : X — Y se dice que es una equivalencia de ho-
motopia (o que X e Y tienen el mismo tipo de homotopia) si existe g : ¥ — X continua tal que
fog~idyygo f~idx.
Definicion 3.3.1.3. Un subespacio A C X se dice un retracto de X si existe una aplicacion continua
r: X — A llamada retraccion tal que r(a) = a para todo a € A, esto es, r 0 i = idy4 para la inclusién
i:A— X.

Se dice que A es un retracto de deformacion de X si ademds la composicion ¢ o r es homotdpica a
la identidad de X . Cuando la homotopia es relativa a A, se dice que es retracto de deformacion fuerte.
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Definicion 3.3.1.4. Un espacio X se dice que es contractible si es homot6picamente equivalente a un
espacio formado por un tnico punto.

Es inmediato ver que la condicién anterior es equivalente a afirmar que la identidad ¢dx es homot6-
picamente trivial, o bien, que X admite un punto como retracto de deformacion.

Definicion 3.3.1.5. Un espacio X se dice localmente contractible si para todo z € X y todo NV entorno
de z existe un entorno mdas pequeiio N’ C N que es contractible.
3.3.2. A-espacios y homotopia

La existencia de abiertos minimos permite reescribir las nociones de homotopia y contractibilidad de
la siguiente manera:

Lema 3.3.2.1. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones continuas, donde Y es un A-espacio. Suponga-
mos que U,y € Uy(y) (0, equivalentemente, f(z) € Ug(z)), para todo z € X. Entonces f y g son
homotdpicas por una homotopia relativa al conjunto {zx € X; f(x) = g(x)}.

Corolario 3.3.2.2. Si Y es un A-espacio tal que para algin yo € Y se tiene Uy, = Y entonces Y es
contractible.

Corolario 3.3.2.3. Todo A-espacio X es localmente contractible.
El siguiente teorema nos dice, que salvo homotopia, podemos trabajar siempre con espacios 7j.

Teorema 3.3.2.4. EIl espacio cociente de un A-espacio X por la relacion z ~ y si U, = U, es un A-
espacio Tp. Mas atn, la aplicacién cociente p : X — X es una equivalencia de homotopia con inversa
homotopica cualquier aplicacién f : Xy — X que elige para cada clase de X un representante de la
misma.

Al espacio X se le llama el modelo T de X.

3.3.3. Homotopia y orden

Si Y denota el conjunto de las aplicaciones continuas del A-espacio X en el A-espacio Y, se puede
dotar a YX con el preorden

f <gsif(z) <g(z)paratodo z € X. (3.1

En el caso particular de que X sea finito se tiene la siguiente caracterizacién de la homotopia en funcién
del orden anterior.

Teorema 3.3.3.1. (Ver [13]; Teorema 1.4.1) Si f,g : X — Y son aplicaciones continuas del espa-
cio finito X en el A-espacio Y, f es homotdpica a g si y sélo si existe una secuencia de aplicaciones
fi,fo,...,fndonde fi = f, fn = gy fi y fit1 estan relacionadas para el preorden en (3.1) para
1<t1<n—1.

Es més, esta caracterizacion se mejora en el siguiente lema. (Lema 2.1.1 de [2])

Lema 3.3.3.2. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones homotépicas entre espacios finitos 7. Entonces
existe una secuencia f = fo, f1,---, fn = g tal que para cada 0 < ¢ < m hay un punto x; € X con las
siguientes propiedades:

1. fi'y fi+1 coinciden en X \{x;},y
2. fi(@i) < fira(@i) o fixa(wi) < filzi).
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Otra particularidad de los A-espacios es que el tipo de homotopia de cualquier espacio finito tiene un
representante minimal tnico salvo homotopia.

Definicion 3.3.3.3. Sea X un A-espacio. Un punto x € X es eliminable ascendentemente si existe
y € X cony > x tal que z > z implica z > y.

De forma similar, un punto x € X es eliminable descendentemente si existe y € X con y < x tal que
z < yparatodo z < z.

Se dird que un punto x es eliminable si lo es ascendentemente o descendentemente. Si x es un punto
eliminable, la aplicacién r : X — X — {z} dada por r(z) = z si z # x y r(z) = y es una retraccion
con deformacion.

Veamos un ejemplo de eliminacién de puntos de un A-espacio X.
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Figura 3.3: Diagrama de Hasse en las sucesivas eliminaciones de puntos del A-espacio X

Ejemplo 3.3.3.4. En la Figura 3.3 podemos observar la degeneracion de un A-espacio X a un pun-
to {a}. Dicha degeneracion la conseguimos siguiendo la siguiente sucesion de eliminacion de puntos:
¢, h,g eb,df, sobreviviendo tinicamente {a).
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Definicion 3.3.3.5. Un A-espacio se dice minimal si es T y no tiene puntos eliminables.

Definicion 3.3.3.6. A todo subespacio minimal de un A-espacio que sea retracto de deformacion de X
se le llama un alma de X.

Teorema 3.3.3.7. Sea X un espacio finito. Entonces X admite un alma.

De hecho, las almas de un mismo espacio finito son todas homeomorfas como consecuencia del
siguiente teorema.

Teorema 3.3.3.8. Sea X un espacio minimal finito y sea f : X — X homotdpica a la identidad.
Entonces f es la identidad. En particular, toda equivalencia de homotopia entre espacios minimales
finitos es un homeomorfismo.

Del teorema anterior se deduce que dos espacios finitos 7y son homotépicamente equivalentes si y
solo si tienen almas homeomorfas.
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Capitulo 4

La categoria de Lusternik-Schnirelmann
de espacios finitos

En este tdltimo capitulo asociaremos un multigrafo a un espacio finito y acotaremos la categoria de
Lusternik-Schnirelmann de X superiormente por la arboricidad de ese multigrafo. La mayor parte del
material necesario para el desarrollo del capitulo estd tomado de [13]. Una recopilacién de las propieda-
des baésicas de la categoria de Lusternik-Schnirelmann se puede ver en [9].

4.1. Definicion y ejemplos

Definicion 4.1.1. Sea X un espacio topolégico. Un recubrimiento U del espacio X se dice LS- recubri-
miento si para todo U € U la inclusién U < X es homotdpicamente trivial. A U se le llama abierto
categorico.

Definicion 4.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Se define la categoria de Lusternik-Schnirelmann (o
categoria LS) de X, denotada cat(X) como el minimo cardinal de los LS-recubrimientos de X por
abiertos. Si no existe el entero minimo, se conviene cat(X) = oo

Nota 4.1.3. cat(X) = 1siy s6lo si X es contractible, de acuerdo con la definicién.

Nota 4.1.4. Si A C By B es un abierto categérico de X, entonces A es abierto categérico. Esto es
inmediato, ya que si ¢ : B — X es homotdpicamente trivial, tambien lo es A — X por medio de la
restriccion de la homotopia entre 7 y una constante.

Es bien conocido que la categoria LS es un invariante del tipo de homotopia de un espacio. Mas
generalmente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.5. Sea f : X — Y una aplicacién continua para la que existe una aplicaciéng : ¥ — X
tal que g o f ~ idx , entonces cat(X) < cat(Y).

Demostracion. Sea H : X x I — X una homotopia entre idx y g o f. Dado un LS-recubrimiento de Y’
por abiertos Uy = {U;}, es claro que Uy = {f~*(U;)} es un recubrimiento por abiertos de X, ya que
f es continua.

Veamos que Uy es un LS-recubrimiento, con lo que se probard cat(X) < cat(Y). Sea G; : U; X
I — Y una homotopia entre la inclusiéon U; C Y y una aplicacion constante y;. Entonces se define
F;: f~Y(U;) x I — X como la homotopfa:

ooy H(x,2t),510 <t <1/2,
Fi(x,t) = { goGi(f(z),2t—1),si1/2 <t <1.

La aplicacion F; estd bien definida, pues H(z,1) = g(f(x)) = ¢g(Gi(f(x),0)). Ademds F;(z,0) =
H(z,0) = zy Fi(z,1) = g(G;(f(z),1)) = g(y;). Es decir, F; es una homotopia entre la inclusién
f~YU;) € X yla constante g(y;). O
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Corolario 4.1.6. Sir : X — A es una retraccién entonces cat(A) < cat(X).
Demostracion. Sii: A — X eslainclusion entonces r o i = id 4 y por tanto cat(A) < cat(X). O
Corolario 4.1.7. Si X e Y son del mismo tipo de homotopia entonces cat(X) = cat(Y)

Demostracion. Existen aplicaciones f : X — Y yg:Y — X congo f ~idxy fog >~ idy.
Entonces cat(X) < cat(Y) < cat(X), aplicando el Teorema 4.1.5a fy g. O

Nota 4.1.8. De acuerdo con el Corolario 4.1.7 y el Teorema 3.3.2.4 se sigue que la categoria LS de los
espacios finitos queda determinada por los espacios finitos 7j.

Nota 4.1.9. Es natural preguntarse si los LS-recubrimientos por abiertos pueden ser sustituidos por los
LS-recubrimientos por cerrados para determinar la categoria LS. Esto es as{ para cualquier poliedro, ver
Proposicién 1.10 en [5]. En este trabajo sélo usaremos LS-recubrimientos por abiertos.

4.1.1. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de LS-recubrimientos:

1. Sea X un espacio con X = AU B donde Ay B son conjuntos abiertos. Entonces cat(X) <
cat(A) + cat(B). En efecto, si {U;} y {W;} son LS-recubrimientos por abiertos de Ay B, res-
pectivamente, por ser Ay B abiertos de X se sigue que U; y W; son abiertos en X y por tanto
{U;}U{W;} es un LS-recubrimiento de X por abiertos. Esto implica cat(X) < cat(A)+ cat(B).

2. 8i X = S, como la circunferencia no es contrdctil se tiene que cat(Sl) > 1. Por otro lado,
en la Figura 4.1 se da un LS-recubrimiento con dos abiertos, asi que cat(S') = 2. En general,
cat(S™) = 2. Es inmediato también que cat(S™ Vv S™) = 2.

Figura 4.1: Un LS-recubrimiento de S*

3. Si T es la superficie torica, cat(T) < 3. En efecto, se toman dos conjuntos D1, Dy homeomorfos
al disco abierto y tales que D1 C Ds. Entonces T = (T\D1) U Da, y de acuerdo con (2) se
sigue cat(T) < cat(T\D1) + cat(D3) = cat(T\D1) + 1 pues Dy es contrdctil. Ademds, por el
Teorema (4.1.5), al ser T\ D1 del mismo tipo de homotopia que S* vV S*, se sigue cat(T\D1) = 2
y, por tanto, cat(T) < 3.

4.2. Categoria LS en espacios finitos

Para un espacio finito X tiene sentido preguntarse por su categoria LS. Como los espacios finitos son
equivalentes a los posets, se tiene asi la posibilidad de aplicar la categoria LS a la teoria del orden.

La categoria LS es un invariante del tipo de homotopia del espacio, por lo que se puede asumir que
trabajamos siempre con los modelos minimales y sus diagramas de Hasse.
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Una primera carateristica de la categoria LS de los espacios finitos es que estd acotada superiormente
por los elementos maximales; esto es

cat(X) < #(Mazx(X)). 4.1)

Esto se sigue de que los abiertos minimos de un punto son contractiles y que los abiertos minimos de los
elementos maximales cubren todo el espacio.

En general, la existencia de los elementos maximales en un A-espacio permite estudiar la categoria

en funcion de estos. Sea J C Maxz(X), se llama abierto J-generado a la unién U U,. Se tiene el

zeJ
siguiente lema.

Lema 4.2.1. Todo LS-recubrimiento de un espacio finito X, U = {U;}";, se puede reemplazar por otro
LS-recubrimiento por abiertos J-generados, W, con #W < #U.

Demostracion. Para cada x € Maxz(X) existe i con x € U; y por tanto, U, C U;. Para cada i sea W,
(posiblemente vacio) la unién W; = U U, C U;. Como U; es abierto categdrico, tambien lo

r€Maz(X)NU;
es W; por la Nota 4.1.4.

m
Nos queda probar tinicamente que X = U W;. Nétese que los elementos maximales quedan cubier-

i=1
tos por los W;. Por lo tanto, dado cualquier y € X, si x € X es maximal e y < x y tenemos W; con
x € W; entonces y € U, C W,;. ]

Corolario 4.2.2. La categoria LS de un espacio finito queda determinada por recubrimientos de abiertos
J-generados.

Definicion 4.2.3. El subconjunto J C Maxz(X) se dice que es compatible si el abierto J-generado
correspondiente es un abierto categérico.

Como consecuencia inmediata de la Nota 4.1.4 se sigue
Lema 4.2.4. Si J C J'y J' es compatible entonces .J también lo es.

De acuerdo con el Corolario 4.2.2 y la Definicién 4.2.3 se tiene que la categoria LS queda determi-
nada por los conjuntos compatibles de Maz(X). Esto es,

Lema 4.2.5. La categoria LS de un espacio finito X, cat(X ), coincide con el minimo niimero conjuntos
compatibles J; C Max(X) que forman un recubrimiento de Max(X). Lo denotamos m (X ). Equiva-
lentemente, se puede ver cat(X ) como el minimo cardinal de una particién de M az(X ') en subconjuntos
compatibles. Lo denotamos p(X).

Demostracion. Si{Uy,,---,Uyz_} es un recubrimiento de X por abiertos con Uy, abierto .J;-generado,

entonces Max(X) = U Ji y cada J; es compatible. Asi pues, m(X) < cat(X).

Por otro lado, de t(Z;(l) recubrimiento por conjuntos compatibles Maxz(X) = J; U --- U Js se puede
extraer una particién J; U ---U J; donde J{ = J1y J = J; — U Ji | parai > 2 (si algin J; es
vacio no se considera en la particién). Como cada J; es compatiblejt:nbién lo es cada J;* por el Lema
4.2.4 y tenemos entonces p(X) < m(X) < cat(X).

(X
Finalmente, si Maxz(X) = J; U--- U Jg es una particion en conjuntos compatibles, entonces cada
U, es contractil y cat(X) < p(X). Luego cat(X) = p(X) = m(X). O
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T3 Ty s

T T2

Figura 4.2:

Nota 4.2.6. En la Nota 4.1.9 se comentd que para los poliedros se puede definir la categoria LS usando
alternativamente conjuntos cerrados. Este resultado no puede aplicarse a los espacios finitos.

Por ejemplo, el espacio finito X cuyo diagrama de Hasse H(X) viene dado por la Figura 4.2 tiene
cat(X) = 3 usando conjuntos abiertos mientras que tiene cat(X ) = 2 si usamos conjuntos cerrados.

Recordemos que el espacio X°P, definido como el orden opuesto al de X, tiene por cerrados los
abiertos de X. Asi pues, la categoria LS por abiertos de X °P coincide con la categoria LS por cerrados
de X.

Si consideramos ahora el caso particular en el que el espacio finito X posea altura h(X) = 1, los
abiertos J-generados categdricos son contractibles por componentes. Esto es,

Proposicién 4.2.7. Sea X un espacio finito 7y conexo de altura A(X) = 1. Entonces un abierto .J-
generado U C X es categdrico en X si y s6lo si cada componente de U es contractible en si misma.

Demostracion. Es trivial que si todas las componentes de U son contractibles en si mismas entonces U
es categdrico en X gracias a la conexiéon de X que, recordemos, equivale a la conexién por caminos ya
que X es localmente conexo (Corolario 3.3.2.3).

Reciprocamente, si C' C U es una componente de U, entonces C' también es .J'-generado para algtin
J' C Jy categérico en X por el Lema 4.2.4.

Sea Cy C C' el alma de C' (ver Definicion 3.3.3.6). Si Cy es un punto ya hemos terminado. En caso
contrario Cj sigue siendo categdrico en X por el Lema 4.2.4. Entonces por el Lema 3.3.3.2 existe una
secuencia de aplicaciones continuas fy, f1, -, fn : Co — X tales que fj es la inclusién de Cy en X y
fn es la aplicacion constante f,,(x) = p conz € Cy y verificaademds que paral <i <n—1f,_; = f;
salvo en un punto z;_; donde se cumple:

fici(ziz1) < fi(ziz1) 0 fici(ziz1) > filwiz1).

Veamos que f no puede existir si #Cy > 2.

Teniendo en cuenta que X es de altura 1, supongamos que xg € C con altura h(zg) = 0 en H(X)
y, por tanto, {x(} es abierto en X. Entonces necesariamente

zo = fo(zo) < fi(zo) ym = fi(xo) € Max(X) pues h(X) = 1.

Ademds, {y € Cocony > z9} = Max(X) N Cy = Max(Cy) # 0 ya que si no fuese asi {x(} seria
abierto y cerrado en el conexo Cjy con #Cp > 2. Por lo tanto, existe m’ € Maxz(Cp) C Maz(X) con
xo < m'ym # m/, pues si Maz(Cy) = {m} xq seria eliminable ascendentemente lo que entrarfa en
contradiccién con la minimalidad de C.

Finalmente, por la continuidad de f1, m = fi(z¢) < fi(m') = fo(m') = m' que es una contradic-
cién.

Supongamos ahora 2y € Cy con h(xo) = 1y, por tanto, {x(} es cerrado en X. Entonces

xo = fo(xo) > fi(zo) ey = fi(zo) € Min(X) pues h(X) = 1.
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De manera andloga al caso anterior, {y € Cpcony < xo} = (Uz, N Cp) — {xo} = Min(X)NCy =
Min(Cp) # 0 pues en caso contrario {xz(} seria abierto y cerrado en Cj, que es conexo. Entonces existe
Yy € Min(Cy) C Min(X) cony < xzgey # yyaquesi Min(Cy) = {y}, entonces {x} seria
eliminable descendentemente en contradiccién con la minimalidad de Cjy. Ahora, por continuidad de fi,
y = fi(zo) > f1(y") = fo(y') = ¥/, que es una contradiccién. O

Definicion 4.2.8. Dado un espacio finito X de altura h(X) = 1 se llama corona en X a una secuencia
de puntos I' = x1y122y2 - - - Tn—1Yn—1TpCON T = T, Y ;3 > Y < Ty paral <i<n—1.

x T3 T3 Ty Ty
n Y2 Ys Ya Ys
Figura 4.3:

Ejemplo 4.2.9. Sea X un espacio finito de altura I cuyo diagrama de Hasse es el dado en la Figura 4.3.
En dicho grafo podemos diferenciar dos coronas: I'y = x1y1x2y2x1 (en azul) y 'y = x3Yy324Y425Y523
(en rojo).

Corolario 4.2.10. Sea X un espacio finito 7 conexo minimal con (X ) = 1. Entonces un conjunto
J C Max(X) es compatible si y s6lo si Uy no contiene una corona.

Demostracion. Porel Lema4.2.7 cada componente C' C Uy es contractil en si misma y, por tanto, existe
una secuencia de puntos pi, pa, -+ ,ps con p; eliminable en C;_1 = C — {p1,---pi—1} conCy = C'y
Cs = {q}. Ahora bien, si existe una corona I' C C ningtin punto de la secuencia que define la corona
seria eliminable en C;, por lo que I' C C; para todo 0 < i < s, lo que es una contradiccion.

Reciprocamente, si C' no contiene una corona, entonces H(C') no contiene ciclos. Por lo tanto, H(C')
debe ser un drbol con los vértices terminales (vértices en los que Unicamente tenemos, o bien una arista
por encima de ellos, o bien por debajo) que son puntos eliminables de C'. De manera inductiva llegamos
a que C seria contractible en si mismo y, por tanto, J es compatible. U

4.3. Categoria LS simplicial y categoria LS de espacios finitos

En esta seccién hablaremos del invariante numérico que interpola la categoria LS de un espacio
finito y la de su realizacién como poliedro. Es la denominada categoria simplicial introducida en [6].
Veremos cémo se define y su relacién con la categoria LS de un espacio finito. Todo lo que se comentara
a continuacion lo podemos encontrar con mas detalle en [13].

Definicion 4.3.1. Sea K un complejo simplicial. Se define la categoria simplicial, scat(K), de K
como el menor nimero entero tal que existen subcomplejos K1, K, --- , K, que recubren a K y cuyas
inclusiones K; — K estdn en la misma clase de contigiiidad que una constante.

Recordemos la nocién de contigiiidad. Se dice que dos aplicaciones simpliciales ¢, : K — L son
contiguas si para cada simplice o € K, sus imagenes ¢(c) y 1(o) estdn en un mismo simplice de L. Se
dice que estdn en la misma clase de contigiiidad si existe una secuencia ¢ = g, 1, ..., P, = ¥ tal que
©; Y @i+1 son contiguas paratodo 0 <7 <n — 1.
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Teniendo en cuenta que dos aplicaciones simpliciales contiguas son homotdpicas (ver [10]) y que

se pueden usar recubrimientos por cerrados para determinar la categoria LS de un poliedro (Nota 4.1.9)
entonces se sigue la desigualdad

scat(K) > cat(|K]). 4.2)

Dos complejos simpliciales K y L se dicen que estan en la misma clase de contigiiidad si existen
aplicaciones simpliciales ¢ : K — Ly : K — L tales que ¢ o1 y ¥ o © estdn en la misma clase de
contigiiidad que las correspondientes identidades.

Se demuestra en [6] que si K y L estdn en la misma clase de contigiiidad entonces

scat(K) = scat(L).

Pasamos a relacionar la categoria LS de un espacio finito X con la categoria simplicial de su complejo
de orden asociado O(X). Para ello empezaremos recordando la definicién de complejo de orden de X,
asi como algunas de sus propiedades.

Definicion 4.3.2. Sea X un espacio finito 7, se llama complejo de orden de X al complejo simpli-
cial O(X) cuyos vértices son los puntos de X y cuyos simplices son las cadenas finitas del orden de
especializacion de X . (Ver Seccién 3.2).

Mais atin, toda aplicacién continua f : X — Y entre espacios finitos 7y define una aplicacién
simplicial O(f) : O(X) — O(Y) que envia la cadena zyp < z; < --- < z,, en la cadena f(zg) <

Nota 4.3.3. 1. Ladimensién de O(X) coincide con la altura del diagrama de Hasse 3 (X ) asociado
a X. Més atin, si la altura de X es 1, entonces O(X) es un grafo y coincide con el diagrama de
Hasse de X.

2. Mads generalmente, H(X) es el 1-esqueleto de O(X), es decir, los simplices de dimensién < 1 de
0(X).

3. Es inmediato comprobar que si Y C X entonces O(Y") es subcomplejo de O(X).

A continuacién, vamos a comprobar que la relacién de homotopia de los espacios finitos pasa a ser
la de contigiiidad entre sus complejos asociados. Para esto, usaremos el Lema 3.3.3.2.

Proposicion 4.3.4. Sean f, g : X — Y dos aplicaciones homotdpicas entre espacios finitos 7. Entonces
las aplicaciones simpliciales O(f), O(g) : O(X) — O(Y") estdn en la misma clase de contigiiidad.

Demostracion. Por el Lema 3.3.3.2, podemos asumir que existe z; € X tal que f(x;) = g(z;) si
Jg#iy f(x;) < g(x;) o f(x;) > g(x;). Por lo tanto, para toda cadena (sin elementos repetidos) en X,
C ={z1 < z2 < ... < zyp}, tenemos que f(C) = {f(z1) < f(xe) < -+ < flwim1) < f(w) <
f(@igr) <0 < flan)}y 9(C) = {g(z1) < g(w2) < -+ < g(wim1) < g(@i) < g(wig1) <o <
g(zy)} por continuidad. Ademds, es claro que f(x;) = g(x;) para j # iy f(z;) < g(x;) para todo
zi,xj € C.Entonces f(C)Ug(C)eslacadenay; <yo < ...<yi—1 <y < ¥Yit1 < ... < yp41 donde
yj = f(wg) = g(xg) sij # i+ 15y = f(@:) < g(%:) = Yt

En caso de que f(z;) > g(x;) tenemos la misma cadena sélo que ahora y; = g(z;) < f(2;) = Yit1-
En cualquiera de los casos, si 0 € O(X) es el simplice representado por la cadena C, sus imagenes
O(f)(o) y O(g)(0) estan en un mismo simplice de O(Y"). O

Como una consecuencia inmediata de la Proposicion 4.3.4 y (4.2) se tiene

Teorema 4.3.5. Sea X un espacio finito, entonces

cat(X) > scat(0(X)) > cat(]O(X)]).
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Demostracion. Sea cat(X) = ny {U;}1<i<n un LS-recubrimiento por abiertos de X. Sea H; : U; —
X una homotopia que hace a la correspondiente inclusion homotépicamente trivial.

Sabemos por la Nota 4.3.3 (3) que cada O(U;) es subcomplejo de O(X) y que la inclusién I; :
O(U;) — O(X) estd en la misma clase de contigiiidad que una aplicacién constante por la Proposicion
434,

n
Queda ver que O(X) = U O(U;). En efecto, si C' = {1 < 29 < --- < x5} es una cadena en X,
=1

1=
sea U; con x5 € U;. En particular, U,, C U; y x; € U, paratodo j < s. Por tanto, C' C U, por lo que
también estd en U; lo cual significa que el simplice de O(X) que define, estd en el subcomplejo O(U;).
Se concluye pues que n > scat(O(X)). O

Del Teorema 4.3.5 se sigue que si X es un espacio contractible, esto es cat(X) = 1, entonces
scat(X) = 1. Es interesante notar que el reciproco también es cierto. Es decir, se tiene

Teorema 4.3.6. Sea X un espacio finito 7j. Entonces cat(X) = 1 siy s6lo si scat(O(X)) = 1.

La demostracién original la podemos encontrar de manera indirecta en [2] (ver Corolarios 5.2.8 y
5.1.11 de [2]). Alternativamente, una demostraciéon mds directa la podemos encontrar en el Teorema
4.1.9de[13].

4.4. Arboricidad y la categoria LS de espacios finitos de altura uno

En esta dltima seccién veremos cémo utilizar la arboricidad de (multi)grafos como cota de la cate-
goria LS de espacios finitos de altura 1.

Empezamos recordando que la categoria simplicial de los grafos queda caracterizada por la arborici-
dad por vértices de los mismos. Explicitamente,

Teorema 4.4.1. Sea G un grafo, entonces scat(G) = p(G).

El teorema anterior es el Corolario 8.3.2 en [7].

Como contribucién al estudio del problema de la determinacién de la categoria LS de espacios finitos
de altura 1, terminamos este trabajo usando la extensién a multigrafos de la arboricidad por vértices dada
en la primera parte del mismo. Asi, estableceremos una cota entre la categoria LS de un espacio finito X
de altura 1 y la arboricidad puntual de cierto multigrafo que asociaremos a su diagrama de Hasse, H (X ),
de acuerdo a la siguiente definicidon.

Definicién 4.4.2. Sea 3 (X) el diagrama de Hasse asociado a un espacio finito 7y, X, de altura uno. Se
define M (X) como el multigrafo asociado a 3{(X') cuyos vértices son los puntos de Max(X) y cuyas
aristas estdn determinadas de la manera siguiente:

x;x; arista simple  si #(Uy, N Uy, )
TiTj

=1
conzj,xj € Max(X)
z;x; aristadoble  si #(Uy, NUy;) > 2

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 4.4.3. Sea X el espacio finito cuyo diagrama de Hasse asociado, H(X), estd indicado en la
Figura 4.4. Los vértices del multigrafo, M (X ), son los puntos maximales x1 y x2 y la arista entre ellos
va a ser doble ya que # (U, NU,,) = 2.

Ejemplo 4.4.4. Sea Y cuyo diagrama de Hasse asociado, H(Y"), aparece en la Figura 4.5. Los vértices
de M (Y') son los puntos maximales: x1, xo'y x3y sus aristas serdn todas dobles ya que # (U, NUy,) =
2, #(Uyy NUg,) =2y # Uz, NU,) = 2.
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T )
I )
R
I3 T4 Ty
H(X) M(X)
Figura 4.4:
X1 ) T3 ) €3
—_—
Ty x5 H)
H(Y) M(Y)
Figura 4.5:
T ) I3 T4 T T4
—_—
x5 T x7 xrs ) €3
H(Z) M(Z)
Figura 4.6:

Ejemplo 4.4.5. Como iiltimo ejemplo, consideremos el espacio finito Z con diagrama de Hasse H(Z),
dibujado en la Figura 4.6. El multigrafo, M (Z), poseerd cuatro vértices x1, x2, x3y x4 con Max(Z) =

{1, x2, 23,24}, sus aristas dobles serdn: x1xo, x1T4y T3Ty y X1T3 Y Tox4 Serdn sus aristas simples.
Observar que entre x4y x3 no habrd arista ya que Uy, N Uy, = ().

Es interesante observar también que para cualquier n > 1 siempre se puede encontrar un espacio
finito de altura 1 con cat(X,) = n.

€ ) €3 Tp—2 Tp—1 Tn

agp bo

Figura 4.7:
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Ejemplo 4.4.6. Consideremos el espacio finito X, representado por el diagrama de Hasse, H(X,,),
dado en la Figura 4.7.

A partir de H(X,,) y aplicando la Proposicion 3.2.4 podemos determinar su topologia del orden,
es decir, los abiertos minimos que recubren el espacio. Estos son: Uy, = {ao}, Upy, = {bo}, Uz, =
{ao,bo, 1}, Uy, = {ao, bo, v2}, Usy = {ao,bo, 3}, -+, Ug,,_, = {a0, b0, xn—1}, Uz, = {ao, bo, zn}.
Aplicando la Definicion 4.4.2, el multigrafo asociado a H(X,,) serd el multigrafo completo de n vértices
con todas sus aristas dobles. Por lo tanto, p(M (X)) = n y tenemos asi

#Max(X,) = cat(X,) = p(M(X,)) =n

ya que no hay pareja compatible en Max(Xy,).

Ndtese que la arboricidad por vértices de H(X,) = O(X) es 2, por tanto, de acuerdo con el
Teorema 4.4.1, tenemos que scat(O(X)) = 2. Entonces la diferencia entre cat(X,,) y cat(O(X)) puede
ser arbitrariamente grande.

Ademds es el espacio con el menor niimero de elementos que tiene esa categoria. En efecto, si Y es
un espacio de altura 1 con cat(Y') = n, tenemos de acuerdo con 4.1, Mazx(Y) > cat(Y) = n. Por
otro lado, si en altura 0 sélo hay un vértice entonces todos los puntos de Max(Y') serdn eliminables
inferiormente y el espacio Y serd contractible.

De manera general, si tenemos dada una altura h, podemos dar el espacio minimal de menor cardinal,
X", con cat(X!) = ny altura h.

x1 X2 €3 Tp—2 Tp—1 Tn

a1 by

ao b()
Figura 4.8:

Ejemplo 4.4.7. El espacio minimal de menor cardinal, X", con cat(X") = n y altura h. es el repre-
sentado por el diagrama de Hasse dado en la Figura 4.8.

Veamos que ningiin subconjunto de dos elementos de Max(X") es compatible. Por simetria, bastard
verificarlo para {x1,x2}. Si este conjunto fuese compatible entonces para U = U,, U Uy, debe existir
una homotopia entre la inclusion i : U — Xff y una aplicacion constante ¢ : U — X,}l‘. Por lo
tanto, por el Lema 3.3.3.2, existe una secuencia de aplicaciones continuas { fi:U— XZLL}S con

=0
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fo =1; fs = cytales que para cada i > 1 existe y; € U con fi(y;) < fi—1(yi) o fi(yi) > fi—1(yi) y
fi(2) = fi—1(z) para todo z € U — {y; }.

Como c(U) = {yo} es solo un punto, al menos x o x5 (podria ocurrir yo = x1 0 Yo = x2) debe ser
un y; para algin i.

Sea i el primer indice con y;, € {x1,x2}. Entonces fj(yi,) = yi, paratodo j < ig—1Yy fi,(yi,) >
fio—l(yio) = Yig (imposible ya que Yip € Max(X)) o fio (yio) < fio—l(yio)'

Sea p € X otro punto de X compartiendo nivel con fi,(yi,). Observese que p € U pues X —
Max(X) C U. Entonces tenemos que p < y;, y por continuidad, p = fi,(p) < fi,(yi,) que es una
contradiccion pues p'y fi,(yi,) no son comparables.

En general, p(M (X)) proporciona una cota superior para la categoria LS. Esto es, se tiene el si-
guiente teorema.

Teorema 4.4.8. Sea X espacio finito minimal de altura 2(X) = 1 cuyo diagrama de Hasse es H(X).
Sea M (X)) el multigrafo asociado a 3 (X ). Se tiene entonces:

p(H(X)) = scat(H(X)) < cat(X) < p(M(X)).

Demostracion. Laigualdad p(H(X)) = scat(H(X)) sigue del Teorema 4.4.1. Ademds, como X es de
altura 1 entonces H(X) = O(X) y scat(H(X)) = scat(O(X)) < cat(X) por el Teorema 4.3.5.

Queda demostrar la desigualdad cat(X) < p(M(X)). Siconsideramos n = p(M (X)),sea{J1, -, Jn}

una particién de Max(X) tal que, para cada i € {1,--- ,n}, el multigrafo inducido por J;, M, (X) C
M (X), es aciclico. Esto es, M 7, (X) es union disjunta de drboles; M, (X) = U Tj.
JEA;
Para cada j € A;, sea V; = V(T}) el conjunto de los vértices de cada drbol 7. Sean U; = U U,
eV}

los abiertos V;-generados. Afirmamos entonces que U; = U U; es un abierto categorico.
JEA;

En efecto, por el Corolario 4.2.10, basta ver que U; no puede contener coronas.

Supongamos que existe una corona I' = x;y122y2 -+ T CON T] = Xy, Y T; > Y < T;41. Por la
conexién de I'; todos los xj, en algtin U; con j € A;. Entonces los vértices de T; correspondientes a
los z; formarian un ciclo en T} cuyas aristas serian x1x2, 223, * ,Tn—1Tyn = Tp_1T1, 10 que €s una
contradiccién con el hecho de ser T un arbol. Luego cat(X) < n = p(M(X)). O

Nota 4.4.9. El teorema anterior proporciona una mejor cota que (4.1). Por ejemplo, el espacio finito Z
del Ejemplo 4.4.5 tiene #Max(Z) =4y p(M(Z)) = 2.

El siguiente ejemplo muestra que la diferencia entre cat(X) y p(M (X)) puede ser arbitrariamente
grande.

) € ) Tp—3 Tp—2 Tp—1 Tp

Figura 4.9:
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Ejemplo 4.4.10. Dado n = 2k + 1, sea X el espacio cuyo diagrama de Hasse es el que aparece en la
n

Figura 4.9. Entonces U, = U Ug, y si Uy = Uy, son contractibles y tenemos X = Uy U Uy, por lo
i=1

que cat(X) = 2. Por el contrario, si J C Max(X) contiene tres o mds b; con i > 1 entonces aparece

un ciclo en el multigrafo inducido M j(X). Andlogamente, si J' C Max(X) contiene a x¢ y a algiin x;

con i # 0, entonces M j/(X ) también contiene un ciclo. Por tanto, p(M (X)) = k + 1.
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