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Resumen.- En este trabajo se presenta una aproximacidn estadistica a la determina-
cidn de la vida a fatiga de un elemento mec&nico sometido a cargas aleatorias, La
duracidn se considera como la suma del tiempo necesario para la nucleacién y para
la propagaciGn. En nucleacifn se caracteriza el registro mediante una funcidn de -
densidad de propabilidad de rangos, después de aplicar el método Rain-Flow para con
tar ciclos. En propagacidn se emplea tambi&n una funcidn de densidad de probabili-
dad de rangos, pero ajustada directamente, Para la nucleacidn se emplea un crite—-
ric de acumulacidn de dafic lineal, mientras en propagacidn se utiliza una férmula
recurrente que permite definir la longitud esperada de grieta en cualquier instan-
te en funcidén del anterior y las caracteristicas estadisticas del registro,

-
1. NOMENCLATURA Le : Rango de deformaciones en el fondo de una -
entalla,
Longitud de grieta, - i i
AET: Rango de deformacidn de transicidn.
AB : Funcidn de la geometria y las caracteris-
ticas del material, afS: Pardmetros de las curvas de Manson,
b : Exponente de resistencia a la fatiga. A Pardmetro de la distribucidn exponencial,
& ¢ Exponente de ductilidad a la fatiga,

2, INTRODUCCION
Constante dependiente del material,

G
d : (b/c + 1)/2.
E

Médulo de elasticidad,

El proceso de fatiga se puede entender como
una acumulacidén progresiva de dafio, Este deterio
ro paulativo culmina en el fallo del material, - [
Este proceso puede considerarse en general divi-
dido en cuatro etapas./1-3/, nucleacidn, creci--
miento en estado I, crecimiento en estado II y -

AK  : Rango del factor de intensidad de tensio-
nes.
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Factor critico de intensidad de tensiones.

Factor de concentracién de Tensiones eld
tico:

Constante dependiente del material,

Ciclos para la rotura a un nivel de ten--
sidn o deformacidn i.

Nimero de cicles aplicados.

Vida de transicidn. Valor de N en la cur—
va AE—ZNr, para el que los rangos de de--
formaciones eldsticas y pldsticas son —--—
iguales.

Funciones de densidad de probabilidad.
Coeficiente de asimetria de los ciclos,
Rango de tensiones nominales,

Valor del desplazamiento de la funcidn de
densidad de probabilidad de As.

fractura, Desde el punto de vista de la ingenie-
ria estas etapas suelen agruparse en dos: nuclea
cifn y crecimiento /4-6/,

Para calcular la vida a fatiga es mejor con-
templar ambas etapas de forma separada, pues las
leyes de comportamiento de ambas son distintas,
En la nucleacidn juegan un papel primordial las
deformaciones pldsticas locales, mientras que en
la propagacidn lo juegan los pardmetros biasicos
empleados en mecdnica de la fractura, Un proble-
ma que se plantea en esta separacidn es definir
cuando termina una etapa y comienza la otra, —-—-
Existen muy diversos criterios sobre este tema.
Unos suponen el fin de la nucleacidn cuando exis
ten grietas con dimensiones del orden de varias
micras, mientras otros consideran el fin de esta
etapa cuando hay grietas de varios milimetros —-

/7-9/.

El cédlcule de la vida de un elemento como su
ma de la duracién de ambas etapas, cuando las --
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cargas varian de forma aleatoria, puede hacerse
por dos procedimientos. Uno es la simulacidn ci
clo a ciclo de tode el proceso de fatiga y otro
es el empleo de conceptos estadisticos para es-
tudiar cada una de las dos etapas de una forma
global /10-12/.

En este trabajo se obtiene de forma analiti
ca una aproximacién estadistica de la vida a fa
tiga de un elementc sometido a cargas aleato---
rias, separandc el proceso en las dos fases in-
dicadas previamente,

3, NUCLEACION

El estudio del periode de nucleacidn se rea
liza a partir del método de las deformaciones -
locales, el método Rain-Flow para contar ciclos
v un criterio lineal de dafo acumulado, El méto
do se basa en el ajuste de una funcidn de densi
dad de probabilidad (FDP) de rangos de deforma-
cidn, a partir de la distribucidn de rangos ob-
tenida despuds de aplicar el método Rain-Flow -
al registro en cuestibén., El ajuste se hace me--
diante minimos cuadrados, ponderando, de forma
que tengan mayor influencia los rangos de mayor
amplitud, cuyo error en el ajuste produce un --
error mayor en la vida obtenida /13/,

El dafic acumulado en nucleacidn, empleando
un criterio lineal, puede determinarse mediante
la expresidn:

- - d(re) (1)

T 2N r(he)
)
o]

donde D es el dano acumulado, Nf(AE) es el nﬁmz

ro de ciclos necesarios para el fallo con unos
rangos de deformacidn Ae, n(Ag) es el nlmero de
rangos de valor Ag, Np es el nimero total de --

rancos producidos v r(4g) es la funcifn de den-
sidad de probabilidad de rangos de deformacio--
nes.

La funcién r{Ae) se obtiene a partir de la
funcidn de densidad de probabilidad de rangos -
de tensiones, ajustada después de aplicarle el
método Rain-Flow a las tensiones nominales. Su
determinacidn exige el empleo de la regla de --
Neuber /l4/ y una ecuacidn invertida de la cur-
va de comportamiento ciclico (U-£) del tipo de
la propuesta por Manson /15/. Nf puede expresar

se de forma explicita en funcidn de Ag, de forma
aproximada, como también propone Manson,

Empleando para el ajustede lafuncitnde den-
sidad de probabilidad de rangos de tensiones, -
una funcidn exponencial del tipo

Sl i gy (2

donde X es el par@metro a ajustar, y sustituyen
do en la ecuacidn (1) las expresiones indicadas
anteriormente, puede obtenerse /13/;
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Donde tanto A v B /13/, como b, ¢, d, N AET,

T)
o, By § son constantes conocidas, dependientes
del material v de la geometria del alemento,ﬂsO

es el origen de la exponencial ajustada a la --
FDP de los rangos de tensiones y Fl = F1(4g) vy
F2 = F2(Ae)} /13, 15/.

Haciendo D=1 en la ecuacidn anterior y des-
pejando Np puede obtenerse la duracidn esperada

del periodo de nucleacidn.
4, CRECIMIENTO

La etapa de crecimiento se analiza con un -
modelo recurrente, que permite determinar la --
longitud esperada de la grieta en cada cicle, -
en funcidn de su longitud esperada en el ciclo
anterior, Dicha etapa se considerard terminada
cuando la longitud esperada alcance el valor de
la grieta critica o una longitud minima admisi-
ble definida,

Partiendo de una longitud inicial s la —-
longitud despuds de cualquier ciclo n, puede ex

presarse;

a = a + 40 a (4)

donde a
n-1

e A a, es el incremento de longitud producido -

es la longitud después del ciclo n-1

en el cicle indicado, Determinando el valor es-
perado, puede escribirse:

E[an] = E[anml - A an] (5)

o de otra forma:

o e
E[an]= J [(an*l+Aan) p(an_l,ﬂan) dan_l dAan
ao )

donde p(an_l,Aan) es la funcidén de densidad de -

probabilidad conjunta. Representando esta fun---
cién de densidad de probabilidad en la forma:

p(an_l,ﬂan) = pla__;) p(ﬂan/an_l) (7

sustituyendo en (6) y operando, puede llegarse -
a:

Ll

% i [
E[a ] Elan—l] + J J &an p(Aan/an_l) .
a o
(o]
pla ) da dha (8)

n-1 n-1 n

que es una fdrmula recurrente que permite obte-

ner la longitud esperada de la grieta en cada -

ciclo, en funcidn de la del ciclo anterior. --

Haciendo la suposicidn de que a 1= E[a ] en
n- n-1

la funcidn de densidad de probabilidad marginal
la ecuacidn anterior puede expresarse:

T

J&an p(da /E[a__;]) dha_ ()

Q

Como expresidon de Aa_  en funcidn de las ten
- g

siones puede emplearse un modelo de los conoci-
dos, por ejemplo el de Forman /16/:

n
_da AK
b2, @ T © TR R (10)

Considerandc R aproximadamente constante, con -
valor igual al medio producido, puede decirse -
que:

Ba_ = f(bs, a__; = E[a ] (1)

Por otro lado, la probabilidad de que Aan tenga

un valor determinado cuando a

n~1

= Ela seri
la, 4]

la misma que la de que se produzca el As necesa

rio para producir dicho incremento de a. Esto es;

plta /Ela _ |) dia_ = p(ds) dds (12)

Sustituyendo en (9), puede llegarse a:

| - |, | ” =
Elan‘ = E!dn«lJ & [f(gs, a1 = E‘an_ll) :
o
. p(As) dis (13)

que es la ecuacidn recurrente que permite obte-
ner el valor esperado de la longitud de grieta
a_ en funcidn del del ciclo anterior y las ca--

racteristicas estadisticas del registro de car-
gas.

Dado que la longitud de la grieta y la velo
cidad de crecimiento en funcidn de &sta, varian
muy lentamente, puede hacerse la aproximacidn -
de considerar la velocidad de crecimiento cons-
tante por tramos. Considerande una longitud fi-

nal a; y una inicial a s puede considerarse el

crecimiento como una serie de incrementos AaI,
suficientemente pequenos, tales que:

hary = e G ' (14)

donde h es el niimero de intervalos en que se di
vide la cantidad total a crecer, Para cada in--
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cremento AaI se considerard una velocidad de --

crecimiento igual a la media de las correspon--
dientes a las longitudes inicial a y final =

ag del intervalo.

I-1

De acuerdo con lo anterior, y la ecuacidn -
(13), el ndmero de cicleos necesarios para que -
la longitud esperada de la grieta pase de ar_y
a aI seras:

T
2 s

oo

HI_l)P(AS)d&S*’Jf(ﬂs,al)p(ﬁs)dés

& (15)

El nimero necesario para que el valor esperado
de la grieta sea ag, serd:

N=2X N (16)
1
h
En vez de dividir el intervaloc en ‘nere--
mentos Aal iguales, podria hacerse de . .ulendo m

incrementos AaI, tales que:

a. =a (1+g)" (17)

bap = a; ) (1+g) (18)

De esta forma, el niimero de intervalos necesa--
rios para conseguir suficiente precisidn serd -
menor,

Para todo el proceso anterior es necesario
conocer previamente p(ls) v los valores a v ag.

El valor de la longitud méxima admisible a_ pue

f
de definirse de acuerdo con un criteric determi
nado o como la longitud critica, a partir de -
la cual se produce la fractura, Fn este Gltimo
caso puede definirse como aquella para la que -
se produzce la fractura con un valor de As ---
igual al valor medio, Esto es, aquella que cum-
pla: s
K, = F(a) JF‘Q; As p(As) dAs (19)
o

Como valor de a_ puede elegirse uno de los

obtenidos por alguno de los criterios normalmen
te aceptados para ello, En el caso méas frecuen—
te de elementos entallados, un criterio para la
definicidn puede ser el propuesto por Dowling -
/17/. Propone que este valor sea la longitud pa
ra la que puede considerarse que la grieta ha &
salido del campo de influencia de la entalla, -
Ello ocurre cuando la longitud es aquella en --
que el factor de intensidad de tensiones deter=-
minado considerando la profundidad de la enta--
lla como parte de la grieta es igual al determi
nado considerando la grieta como mis pequena, Z
en la superficie, e incluida en la zona de concen-
tracidn de tensiones, Esto es, cuando:



F(a) As vma = 1,12 K Os /Tl (20)

siendo a la profundidad de la entalla mds la lon

gitud de la grieta 1 y donde KT es el factor de

concentracidn de tensiones producido por la en-
talla,

La funcidn p(As) puede obtenerse haciendo -
un ajuste de los rangos obtenidos en el regis--
tro. Dicho ajuste puede hacerse mediante una --
funcidn propuesta por Rice /18/, desplazada pa-
ra consegulr un error menor, Su expresidn es:

As = s wAZ(AS-ASO)Z/U
— e (21)

=)
1 O2

p(As)

donde ¢ es la desviacidn tipica de la amplitud
del registro e As el desplazamiento, La rela--

cidn entre los parametros A y l se obtiene de
la condicidn:

Jp(ﬂs) dis =1 (22)
0

Los valores de ) e As se obtendrin del ajuste
realizado.

5. RESULTADOS

Para analizar la bondad del modelo propues-
to. se han comparado los resultados obtenidos -
con distintos registros con los producidos me--
diante simulacidn y con algunos resultados de —
ensayos, La comparacidn se ha hecho separadamen
te en nucleacifn y en propagacitn, y conjunta--
mente, con resultados de vida total,

Los registros empleados han sido los utili-
zados por el "Fatigue Design and Evaluation Co-
mmittee' de SAE /19/ denom1nados "Frenos'"  ---
"Transmisidn" y "Suspensién" y dos de los em——-
pleados en el programa "Round Robin Crack —-—
Growth Prediction on Center-Crack Tension Spe--
cimen Under Spectrum Loading" /20/, denominados
"H 300" y "H1300",

Para nucleacidn, la funcién de densidad de
probabilidad de rangos de tensién ajustada, ha
sido:

- (As-As )
p(As) = A e e (23)

donde Aso es el desplazamiento, y corresponde -

al punto de mixima ordenada de la distribucidn
real obtenida, Se han obtenido resultados con -
tres ajustes distintos /13/

a) Ajuste en el que la funcién a minimizar es:

n
FOBJ = I |——

Rex

p.-p(As.)y2
[ 1—__*ﬁ_A_J (24)

donde p, es el valor de la frecuencia normaliza

da del rango Asi, p(Asi) es el valor de p(As)

en ﬂsi v Nfl es el ndmero de ciclos hasta el fa

1lo en la curva As-N, modificada para tener en
cuenta la concentracidn de tensiones /21/, Se -
ha considerado como limite de fatiga un rango -
igual al 60% del miximo producido,

b) La funcidn a minimizar es:

nopy n p{hs.)y2
FORH = |C FT"’ %5 “?T_*LH (25)
f£i £i

No se ha considerado limite de fatiga,

¢) La misma funcidn anterior pero ajustada sélo
para valores de As mayores del 60% del maximo,
Se ha considerado el mismo limite de fatiga que
en el ajuste a,

En la Fig, 1 se muestra el registro H1300 -
ajustado con el criterio b,
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Fig, 1,- Distribucidn y FDP de la historia
H1300,

En la tabla 1 se muestran los niveles mixi-
mos de tensidn (MPa) de los distintos registros
empleados para la comparacidn de los resultados
de la vida en nucleacidn. El material empleado

Tabla 1,- Valores de los niveles de tensidn
para nucleacién

HISTORIA| ppenos | TRANS . | SUSPENS 313067

NIVEL
T 805,3‘I 805,3 | 805,3 |805,3
2 402,65|402,65| 453  |402,65
3 |176,16[176,16| 302 |176,16
4 151 - 226,5 |151
5 125,82 - 151 -

O ——

el e s i e

ha sido el MAN-TEN /19/. Se ha considerado una
probeta conun ceoeficiente de concentracidn de -
tensiones igual a tres (KT = 3),

En la Fig. 2 se representan las relaciones
entre losg resultados obtenidos con el método ——
propuesto y los de la simulacién, para los tres
ajustes indicados, En ella puede comprobarse --
que los resultados se ajustan razonablemente —-
bien a la simulacidn, Para niveles altos de ten

[ Ajuste a
A Aquste b
+ AJuste ¢

Resultadeos analiticos,ciclos.

' e g Y] e
103 104 10 10 10 10 10
Resultados de la simulacidn,ciclos

Fig. 2,- Comparacidn de los resultados del
modelo para nucleacidn, con la si
mulacidn,

sidén, el ajuste b produce los mejores resulta-
dos, mientras que para niveles bajos son los a
y ¢ los que generan las mejores aproximaciones,
Ello puede explicarse en parte por el hecho de
que al considerar el limite de fatiga indicado,
s6lo se ha hecho el ajuste para los niveles de
tensidn altos. Con ello se ha obtenido mejor -
aproximacidn en los niveles de carga que produ
cen deformaciones por encima de AE que tienen,

sobre la vida, muche mis efecto que el resto,

Para analizar la eficacia del modelo de --
crecimiento se han utilizado los cinco tipos -
de registro indicados anteriormente, Cada uno
de ellos se ha aplicado con 2 & 3 niveles dis-
tintos de tensibn. Las tensiones miximas apli-
cadas a cada uno de ellos se indican en la ta-
bla 2,

Tabla 2.~ Niveles de tensidn utilizados en
crecimiento

HISTORIA
gTGEE—_“'FRENOS TRANS, |SUSPEN, | H300 (H1300

1 176,16(402,69 493 144,79 124

3]

151,161176,16 302 193 186

3 - - - - 248
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Los tres primeros registros se han aplicado

a probetas iguales a las utilizadas por SAE ---
/19/, de acero Max-Ten, Para las otras dos his-
torias de carga se ha considerado una probeta -
igual a la empleada en el programa "Round Robin

" /20/, de aleacidn de aluminio 2219-T851. En
la Fig, 3 se muestra el ajuste realizado con el
registro de Frenos, mediante la ecuacidn (21
La ecuacidn de crecimiento empleada ha sido una
igual a la (10), perc empleando un AK efectivo,
resultado de restarle las tensiones de cierre -
/22/ a las tensiones minimas.

s normalizada.

8

b edalel

ncia de ran

Frecuenc

I
¥

e Lzl = b5 Y

Valor de los rangos.

Fig. 3.- Distribucidn de rangos y FDP de la
historia de Frenos,

En la tabla 3 se muestra una comparacidn de
los resultados obtenidos mediante el modelo pro
puesto, con los obtenidos para los seis procedi
mientos propuestos en el programa ''Round Robin

" /20/. Los valores indicados son relaciones
entre los niimeros de ciclos obtenidos, y los re
sultados de ensayos, En el caso del prcgrama -
"Round Robin.,", se representan los valores me-
dios de los resultados de los 6 procedimientos
vy la dispersidn, de forma que todos los procedi
mientos produjeron resultados dentro de la ban-
da indicada,

Tabla 3,- Comparacidn de los resultados de
los registros H300 vy H1300 con -
los valores del programa Round -

Robin.,”
HISTORIA ROUND ROUND
HISTORIA H1300
NTVEL |100)  RoBIN ROBIN
1 1,6 |1,620,64 |1,24 |1,4720,43
2 1,2911,20+0,41|1,14 (0,99%0,21
[ 3 l = - 1’03 1,03i0,3




En la Fig. 4 se representan los resultadcs
obtenidos con los tres registros de SAE, compa
rados con los ensayos, Se ha considerado el --
crecimiento entre 2.5 mm y el fallo, Para el -
material empleado se ha asumidc un valor um---

bral de crecimiento AKth =11 Mpa vYm, Como va

lor de la tensidn de cierre se ha supuesto que
esta es en todos los casos igual al 35% de la
midxima,

Puede comprobarse que los resultados son -
bastante buenos, excepto en el caso del regis-
tro '"Suspensidn', sobre todo a niveles altos,
Dicho registro tiene un coeficiente medic de -~
asimetria mucho menor que menor uno (R < ~1),
Ello implica valores menores de la tensidn de
cierre que en los otros registros, sin embargo,
se ha considerade el mismo valor, Ademds, en -
el caso del nivel alto de tensidn, la media de
los minimos de tensidn nominal llega a ser la
mitad del limite eldstico, habiendo numerosos
ciclos que sobrepasan dicho nivel. Ello, ade-
mds de afectar aun mds a las tensiones de cie
rre, hace que pricticamente deje de ser apli:
cable la mecanica de la fractura,

bt
[®]

J
o
il

[7 Trans.
& Frenos.
-

Suspen.

Resultados analiticos, ciclos.
o

T T T
106 107 108 lO9

Resultados de ensayos, ciclos.

Fig., 4.- Comparacidn de los resultados de
crecimiento, del modelo con los
datos de ensayos,

Con respecto a la vida total, se ha aplica-
do el procedimiento con la probeta y los tres -
registros de SAE, con acero Man-Ten, Como sepa-
racifn entre nucleacidn y propagacidn se ha em-
pleado el criterio indicado previamente, repre-
sentado en la ecuacidn (20), Con ello se obtie-
ne un valor de a = 0,7 mm, En la Fig. 5 se re-

presentan los resultados obtenidos, comparados
con los experimentales,

Los resultados estdn prActicamente todos en
la banda de 2 a 1/2 en relacidn a los experimen
tales, excepto el caso de niveles altos en el —
registro "Suspensidn'. En este caso, dado que -
con niveles altos de tensiones, la mayor parte
de la vida se consume en propagacidn, las razo-
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Fig, 5.,- Comparacidn de la vida total del
modelo con los resultados de en-
sayos,

nes de la diferencia obtenida son las indicadas
previamente en propagacidn.

6. CONCLUSIONES

Como ventaja del método propuesto puede se-
nalarse la rapidez, una vez realizado el ajuste
y la prictica constancia del tiempo de cdlculo,
independientemente del niimero de ciclos del re-
gistro. Ello permite emplear registros mis lar-
gos, que caracterizan la variacidn de las car--
gas de una forma mids exacta,

Comv inconveniente principal estd la imposi
bilidad de considerar al mencs de forma directa
los efectos de secuencia tanto en nucleacidn co
mo en propagacidn,
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