Resulta interesante destacar que, en
lds condiciones mis extremas empleadas
en nuestros experimentos de abrasidn, la
pérdida de peso por bola utilizada repre
senta solamente un 7,1x10-3 por ciento
del peso original o, también 1,18x10-"%
g/em? de superficie.

CONCLUSIONES

De los resultados encontrados, pue-
den obtenerse como conclusiones en este
primer estudio que:

12, E1 empleo del Talynova represen-
ta un avance fundamental en el estudio
de las caracteristicas de las superfi-
cies metdlicas; ya que permite obtener
en cada barrido una serie de parametros,
de los que se puede hacer el uso que con
venga en cada caso concreto. -

22, E1 tratamiento estadistico de
los valores de los parametros no afiade
ventajas adicionales, cuando se trata de
superficies preparadas con una determi-
nada metodologia.

32. El1 estudio de las tres variables
consideradas permite obtener una orien-
tacidn sobre las condiciones a que debe
someterse una superficie metdlica para
alcanzar unas determinadas caracteristi-
cas.

a s

4=, Aungue cada uno de los parame-
tros estudiades presenta una individua-
lidad propia, resulta mias o mencs depen
diente de los demis o de alguno de ellos
y complementa la informacidn.

52, Dada la metodologia empleada y
los resultados encontrados, su aplica-
cidn al rodaje de superficies metélicas
puede enfocarse, desde un punto de vis-
ta bdsico, mediante su preparacidn pre-
via al procesoc correspondiente, una vez
determinadas las caracteristicas que de-
finan la situacidn deseada en cada caso
conereto.
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ALGUNOS CASOS DE RESPUESTA DE LOS SISTEMAS DINAMICOS SOMETIDOS A EXCITACIO-

NES ALEATORIAS

Luis Arizédn, Javier Garcia-Lomas, Jaime Dominguez

E.T.S.I. Industriales de Sevilla

Resumen.- Se ha obtenido la respuesta de sistemas dindmicos sometidos a ex-
citaciones aleatorias,para 1o cual no ha sido necesario imponer restriccio--
nes al tipo de excitacidn ni a las caracteristicas del sistema dindmico. Pa
ra poder obtener esta respuesta se ha utilizado un algoritmo general de reso

lucidn cuyo desarrollo se indica.

lLa eficacia de dicho algoritmo, se ha comprobado comparando la respuesta
de sistemas dindmicos con distintas caracteristicas sometidos a excitaciones
aleatorias, obtenida por los distintos procedimientos de resolucidn. Para -
poder realizar esta comparacidén, se han considerado aquellos casos en los --
que es posible utilizar los métodos clédsicos de resolucidn.

INTRODUCCION

La vibracién es un tema al que se -
le ha dedicado una gran atencidén en la
ingenieria mecinica durante muchos afios.
En constraste con los estudios inicia--
les, que se centraron exclusivamente en
procesos de tipo determinista, en los -
G1timos 25 afios, debido a la necesidad
de un andlisis riguroso de aquellos sig
temas dindmicos reales que estan sometl
dos a fendmenos o excitaciones que pre-
sentan un cierto grado de aleatoreidad,
se ha realizado un gran esfuerzo en el
estudio de este tipo de problemas, desa-
rrollandose distintos métodos de andli-
sis de la respuesta de estos sistemas.-
Ejemplos de este tipo de fendmeno, son
los producidos por las acciones sismi-—
cas , cargas de vientos y excitaciones
acfisticas sobre las estructuras, accién
del oleaje del mar scbre los cascos de
los barcos y efecto de las irregularida
des de la carretera sobre el automdvil.
Despues de los trabajos realizados por
Caughey [1] y Chuang [2} en 1959, en -
los que ambos abordaron el andlisis de
las vibraciones aleatorias producidas -
en sistemas mecdnicos no lineales, y de
bido a que gran parte de los sistemas -
mecdnicos existentes en la realidad pre
sentan en una forma mids o menos acusada
una cierta falta de linealidad, se han
realizado un gran nimerc de estudios s0
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bre este tipo de problemas.

Como resultado de estos estudios, -
aparecieron diversos métodos para anali
zar la respuesta de los sistemas mecani
cos no lineales sometidos a excitacio--
nes aleatorias.

En 1963 Caughey [3] aplicd la ecua-
cidn de "Fokker-Planck-Kolmogorov" a la
resolucidn de sistemas no lineales some
tidos a excitaciones que tenian la ca--
racteristica de un ruide blanco. En ese
afio, el mismo Caughey [4] desarrolld el
método de la "linealizacldn estadistica,’
donde ya no era necesario imponer la --
condicidn de ruido blanco a las caracte
risticas de la excitacidn. Crandall[5T,
en 1963 aplicd la Técnica de las '"per--
turbaciones" al estudio de sistemas me-
cAnicos que presentaban una pequefia fal
ta de linealidad. Posteriormente se --
aplicd la teoria de los funcionales de
Volterra [6] por medio de un desarrollo
similar a 1la técnieca de las perturbacio

nes.

lLos métodos indicados anteriormente,
son los bAsicos existentes en la actua-
lidad para andlisis de vibraciones alea
torias en sistemas no lineales. A par-
tir de estos métodos se han desarrolla-




do mejoras Vs procedlmlentos derivados ,-
con objeto de aumentar la eficacia y am

pliar el campo de apllcac1on Payne --

[7], en 1967 aplicd los métodos asintd-
tlcos y otros métodos de aproximacidn,-
a la resolucidn de aquellos problemas -
en los que no ex1st1a una solucidn exac
ta de la ecuacidn de Fokker-FPlanck- Kol=
mogorov. También indicé la forma en --
que podrian tratarse aquellos problemas
en los que la excitacidén no era un rul-
do blanco.

En 1970, Yang e Iwan [8] apllcaron
el método de la "linealizacidén estadis-
tica" a sistemas de mids de un g.d.l.

Iyengar y Dash [9] desarrollaron en
1978 la técnica de la "envoltura de - -

Gauss", derivada del método de la linea

lizacidén estadistica, aplicandola a --
cistemas histeréticos sometidos a exci-
tacidnes gaussianas y no gaussianas.

En 1980, Kimura y Sakata [10] desa-
rrollaron una modificacidén del mé&todo -
de la "linealizacidn estadistica" para
obtener la respuesta de sistemas no li-
neales, sometidos a excitaciones aleato
rias estacionarias y no estacionarias.
Ultimamente, Metwalli y Mayne @1] desa
rrollaron una técnica para poder anali-=
zar las caracteristicas aleatorias de -
la respuesta del sistema en una forma -
determinista.

Teniendc en cuenta los trabajos ex-
puestos anterlormente, se puede notar -
que los métodos bésicos existentes ac--
tualmente para abordar el andlisis de -
sistemas mecdnicos no lineales someti--
dos a excitaciones aleatorias, no se --
pueden apllcar de una forma general a -
cualquier tipo de problema, sino que es
necesario realizar modificaciones para

poderlos utilizar en las distintas apli

caciones.

Con objeto de poder disponer de un
instrumento general capaz de poderse =
apllcar en la resolu01on de los distin-
tos sistemas mecdnicos sometides a cual
quier tipo de excitacidn aleatoria , se
ha desarrollado el algoritmo de resolu-
cidn, que se expone a continuacién.

DESCRIPCION DEL METODO

El método desarrollado estd basado
en la técnica de la linealizacidn esta-
distica. Esta técnica consiste en redu

cir un sistema no lineal a otro lineal
de forma que el error cometido sea mini

mo .

Sea el sistema dindmico cuya ecua--
cidén de movimiento viene expresasa por:
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MR ¥ glEp %) = Br) (1)

Donde: M = Matriz de masa del sistema

% = Vector desplazamiento
f(t)= Vector de exeitacidn
g(%,x)= Vector de fuerzas restaura-
das del sistema

Apllcando el método de la "linealiza- -
cidn estadistica"™ a la ecuacidn (1), se
tendré:

M%+C -x+Kx=f (t) g9y
~ o~ ~e e ~8

K las matrices equiva
lentes de”®amortiguamiento y de rigi -=
dez, vy fao(t) el vector equivalente de
la excitacidn, cuyas expresiones son[8

[10],

K (t) = £, {E[g&®),x()], Ex®]ERD])

Siendo; C vy K

C (0 = £,{E[gx®),x(tN], ERO]ER®]

£08) = £{E[g(x(t) ,x(t)], E[x(t)] B[]}
(3)

donde el operador E]DI es la esperanza
matemitica de la funcidn W.

Una vez obtenida la ecuacidn linea-
lizada, se aplicari el algorltmo de re-
solucidn que se expone a continuacidn y
se obtendrd una solucidn aproximada de
la respuesta del sistema.

El algoritmo de resolucién empleado
supone que, una vez conocidas totalmen-
te las caracteristicas estadisticas de
la excitacidn y por tanto su funcidn de
densidad de probalidad, al ser un siste
ma no lineal, la forma de la funcidn de
densidad de proballdad de la respuesta
del sistema, generalmente no coincidira
con la de la excitacidn, y por tanto no
se conocerd a priori.

Para poder conocer dicha funcidn en
cada instante de tiempo, serd necesario
obtener los momentos estadisticos de la
respuesta del sistema en cada instante
de tiempo. La precisidn con que se ob-
tiene dicha funcidn aumenta con el or--
den del {ltimo momento estadistico obte
nido.

Aplicande el operador "E" a la ecua
cién (2), se tendra:

M E{(t)HC_E{X(D)} +K Elx(D)}= Ef ()} ()

3
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de mejoras y procedimientos derivados,-
con objeto de aumentar 1a eficacia y am
pliar el campo de aplicacibén. Payne --
[7], en 1967 aplicd los métodos asintd-
ficos y otros métodos de aproximacidn,-
a la resolucidn de aquellos problemas -
en los que no existia una solucidn exac
ta de la ecuacidn de Fokker-Planck-Xol-
Mogorov. También indicd la forma en ==
que podrian tpatarse aquellos problemas
en los que la excitacidbn no era un rui-

do blanco.

Fn 1970, Yang e Iwan [8} aplicaron

el método de la M]inealizacidn estadis-
tica" a sistemas de mis de un g.d.1l.

Iyengar y Dash [9] desarrollarcon en
1978 la técnica de la "envoltura de - -
Gauss", derivada del método de la linea
1izacidn estadistica, aplicandola a -~
cistemas histeréticos sometidos a exci-
tacibnes gaussianas y TNo gaussianas-

En 1980, Kimura y Sakata [10] desa-
rrollaron una odificacién del método -
de 1la "]inealizacidn estadistica" para
obtener la respuesta de sistemas no li-
neales, sometidos a excitaciones aleato
rias estacionarias y no estacionarias.-
Ultimamente, Metwalli y Mayne Bl desa
rrollaron una técnica para poder anali-
sap las caracteristicas aleatorias de -
1la respuesta del sistema en una forma -

determinista.

Teniendo en cuenta los trabajos ex-
puestos anteriormente, Se pued e notar -
que los métodos basicos existentes ac--
fualmente para abordar el andlisis de -
sistemas mecdnicos no lineales someti--
dos a excitaciones aleatorias, no sé —--
pueden aplicar de una forma general a -
cualquier tipo de problema, sino que es
necesario realizar modificaciones para
poderlos utilizar en 1as distintas apli
caciones.

Con objeto de poder disponer de un
instrumento general capaz de poderse --
aplicar en la resolucidén de 1los distin-
tos sistemas mecinicos sometidos a cual
quier tipo de excitacién aleatoria , se
ha desarrollado el algoritmo de resolu-

cibn, que se expone a continuacidn.

DESCRIPCION DEL METODO

£1 método desarrollado esta basado
en la técnica de la l1inealizacidn esta-
distica. Esta técnica consiste en redu
cir un sistema no 1ineal a otro lineal
de forma que el error cometido sea mini

mo .

Sea el sistema dindmico cuya ecua--
cidn de movimiento viene expresasa por:
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M %+ glx, x) = £ 13

[

Donde: M = Matriz de masa del sistema
¥ = Vector desplazamiento
f(t)= Vector de excitacién

g(%,x)= Vector de fuerzas restaura-
das del sistema

Aplicando el método de la "linealiza-
sidn estadigtiva a la ecuacidn (1), se
tendra:
M% +#C ox + Kx= £ (£ (2)
o i ~e e

Siendo; C_ V¥ Ko las matrices equiva
lentes de’ amortiguamiento y de rigi --
dez, v felt) el vector equivalente de
la gxcitacién, cuyas expresiones SOl 8
[10], [22)5

K () = fl{g[g(gct),g(t))], E[x(t)] ,E[X()]}
g el = % {E[gG() ()], )] JE[x()]}

£ (L) = £ (E[gG(e) x(EN], E[x(0)],EE]
(3)

donde el operador E[Wl es la esperanza
matemitica de la funcion W.

Una vez obtenida la ecuacidn linea-
1izada, se aplicard el algoritmo de re-
solucidn que se expone & continuacidn ¥
se obtendrid una solucién aproximada de
la respuesta del sistema.

El algoritmeo de resolucién empleado
supone que, una vez conocidas totalmen-
te las caracteristicas estadisticas de
1a excitacidn y por tanto su funcidn de
densidad de probalidad, al ser un saste
ma no lineal, la forma de la funcidn de
densidad de probalidad de la respuesta

del sistema, generalmente no coincidird

con la de la excitacidn, y por tanto no
se conoceréd a priori.

Para poder conocer dicha funcidn en
cada instante de tiempo, serd necesario
obtener los momentos estadisticos de la
respuesta del sistema en cada instante
de tiempo. La precisién con que se ob-
tiene dicha funcidn aumenta con el or--
den del Gltimo momento estadistico obte

nido.

Aplicando el operador "E" a la ecua
cibén (2), se tendréa:

M E{R(E) HC E(R(D)] K E(x()}= E(£ (0} (1)

Fara resolver esta ecuacidn erencla

se apli e e eWI t’k.— 1ls ].l
P ca el método d Newma Wi o g

L]

(L2l .

En dicho método de i i

0 oels e integracidn
ecuacidn de movimiento (4) ge plan% i
en el instante t+8At = t+t1: =5

M E{%(t+D)} + C_(E) E{g(t+w)} +
+ K, (8) Efx(t+D)} = E{f_(t+1)} (5)

Siendo: 8§, unc de los pardmetros --

del mét i
e étodo, flS]- debe cumplir: tg £ <

tendggrlgedlg_de la ecuacibn (5), se ob
media o momento isti —
e estadistico -

orden de la r 1
el . espuesta del sis
a instante de ti B

C : empo. Para

ello serd necesaric el conocimiento de

las matrices equi
P (E). quivalentes, C_(£),K_(&)

.
vectSe supqndra que estas matrices y --
b or equivalente son constantes para
a intervalo de tiempo considerado, e
|

iguales a su val N
5 or al in 1
intervalo: icio de dicho -

ge(g) = Qe(t)
Ke(g) = Ke(t) (6)
Ee{i) = Ee(t)

El valor de estas matrices y vector

iggizzlenti en el instante t, segiin se
en la expresidn (3), es f i
Func
gielgs goTentos estadisticos de la ;22
lesta del sistema en dicho i .
tiempo, los cuales d Hope. et -y
eben ser obteni
giratpoger obtener la media de 1an;228
esta del sistema en el 1 -
Los momentos estadisti i
> adisticos de orden
- . S
rior se obtienen multiplicando ambosuF%
$1§mg?os de la ecuacibn (2) por j-1
plicando el operador - Ry
chos miembros: . b s

ks g s
M (e, TH(E) R} + C Bk ()5 +

ks K.
K Bl o)) = B THe £ ()

donde:

izi? 23 e e I

kj: 14 24

Integrande la ecuacidn anterior desde -
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te = OH =
1 asta tq = t, se obte 4

1 ) nd
momentos estadlstlcés de ordenpin =
instante t; = =

j-1 i
E{xi (t)- B(tlh L = 1, 2,

antei?ra poder realizar la integracién
or, serda necesario calcular la -

evolucidn a lo largo del tiempo del t'_
mino independiente de la ecuacién (7)eg

Para dicho cidlcul ipli
: 0o se multiplican -
ambos miembros de la ecuacidn (g) pog -

=2 :
fej(tz). X5 (t) goieE?pllca el opera-

He

M E{féj(tg) X-j_Q(t)' ¥} +

k.
+ -2 "
CE(f 5(t)) x 177 (t) %} +
Jeta
+ -2
gég{fej(tg)‘xij s §} -
= Eff -2
gy e Bl AR
donde :
is= 19 23 e NN
RN [ O —. n
t2g Os ......... +

De i »
Serggizi gorma que ocurria anteriormente,
esario conocer el térmi 1

e - grmino inde--

E:ggiigtedthla ecuacidn (8) para poder
r dicha ecuacidn P

1 - : g ara ellc se -
mg}tlpllcan ambos miembros de la ecua
cidén (2) por: b

k-
£ -3
a1 (Egd o g (£) g™ T ()

Zige aplica el operador "E" a la ecua-
. 2 resultante. Asi se seguird de for
e luce81va hasta llegar a una ecuacidn
dieni que sz conozca el término indepen
e, es decir; hast i i

] _ 3 a que dicho té
no independiente sea: =

E i .
LEp iy 1o Fualitpluns By, 0L}
=
(3

ggizando en la fgrma indicada anterior-
tico: Se ibtendran los momentos estadis
e la posicidn del si =

. stema -

da instante de tiempo. S

o Para obtener en cada instante de --
véimpqdlos momentos estadisticos de la
e igl ad del sistema, se procederd -
misma forma, con la diferencia de
que ep’este caso los miembros de la -
ecuacidédn (2) se multiplicarin por - S




Ki_q

SN
15>y en lugar de X

X (t).

Una vez obtenidos los momentos esta
disticos de la respuesta del sistema, -
operando segin [12], se obtendrd la fun
cidén de densidad de probalidad de la -—
respuesta del sistema en cada instante
de tiempo.

RESULTADOS

El algoritmo expuesto anteriormente
se ha implementado mediante un programa
de ordenador en lenguaje Fortran.

Para comprobar su eficacia, dicho -
algoritmo se ha utilizado para obtener
la respuesta de sistemas mecinicos some
tidos a determinadostipos de excitacio—
nes aleatorias, de tal manera que la --
respuesta obtenida se pueda comparar --
con los distintos métodos de resclucidn
existentes en la actualidad.

En la Fig. 1, se ha representado --
con lineas de trazos la respuesta de un
sistema lineal sometido a la accidn de
un ruido blanco obtenida utilizando el
algoritmo descrito anteriormente y con
linea continua, la respuesta obtenida -
utilizando la ecuacidn de "Fokker-Planck
Kolmogorov.

L

-

0.5 1 15 & 5% 34?.!5/3/:

Fig. 1.- Respuesta del sistema

Para poder realizar esta aplicacidn
numérica hay que tener en cuenta las ca
racteristicas del ruido blanco, las cua
les vienen indicadas en la Fig. 2, s

Cuando se realiza esta aplicacidn,-
hay que tener en cuenta también que el
drea de la funcidn de autocorrelacidn -
en el origen es:

5 =R(0) = 2D (10)
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Donde 2 D es la varianza de la respues

ta del sistema.

Al tomar distintos intervalos de --
tiempos, habrid que considerar distintas
ordenadas para que el valor de dicha --
&rea permanezca constante.

Esto es debido a que para cada inter

valo de tiempo, se supone que la fun- -

Densidad  S(£) ﬁ
espectral

Autocorrelacidn R( TN

R(o) S(t)

”i

Pig, 2

cibén de autocorrelacién viene dada por
la siguiente expresidn:

R(T) = 8 t S A
61+ )
R(T)

"
o
-

v

At

En la Fig. 3, se representa la res- -
puesta de un sistema lineal sometido a -
una excitacién aleatoria no estacionaria
que posee las caracteristicas de un rui-
do blanco.

La generacidén de dicha excitacidn no
estacionaria , se ha realizado multipli
cando un ruido blanco estacionarioc por
una funcidn periddica determinista, de
la forma siguiente:

Fl£)

e(t)-a(t) (12)

donde: e(t) = ruido blanco

a(t) = cos wt

Por medio de (12) se obtiene el valor -
de la funcibn autocorrelacidn:



/ oE [xX]
sE[xV]
oE[VV]

Respuesta del sistema a un
ruido blanco no estacionario

Fig: B

Repl(t,T) = E[f(t)-f(t+D)] =

= a(t)-alt+t)-E[e(t) e(t+r)] (13)

Como la funcidn , "e(t)", es un rui
do blanco estacionario, su funcién de =
autocorrelacidn estid representado por -
la Fig. 2. Entonces, la funcidn de - -
autocorrelacidn de la excitacidn no es-
tacionaria , "f(t)", se puede poner en
la siguiente forma:

Rep(t,T) = cos wte cos w(ttr): Ree(T) (1)

Sustituyendo (11) en (14), se tiene:

cos,wt cos w(t+r), T £ At

Rffitgt)'

Rff(t, Y= 0 s T 2 At

r(15)

donde At es el intervalo de integra--
cidn usadec en la obtencidn de la res--
puesta del sistema.

Las respuestas del sistema dindmico

representadas en la Fig. 1 yv en la Fig.
3, han sido obtenidas utilizando el mé-
todo desarrollado anteriormente. Estas
se han comparado con las obtenidas ana-
liticamente utilizando la ecuacidn de -
"Fokker-Planck-Kolmogorov) [7], compro-
bandose que los errores cometidos no su
peran nunca el 5%, siendo mayores en —
los instantes iniciales, y reduciendose
dichos errores con la disminucidn del -
intervalo de integracidn.

CONCLUSTIONES

Utilizando el método descrito ante-
riormente, se han obtenido las caracte-
risticas estadisticas de la respuesta -
de un sistema dindmico cuando estd some
tido a excitaciones aleatorias de tipos
estacionario y no estacionario.En ambos
casos, se han comparado dichas caracte
risticas estadisticas con las obtenidas
analiticamente usando la ecuacidn de --
Fokker-Planck-Kolmogorov'", comprobando-
se de esta forma la eficacia del método
desarrocllado.

Mediante este método, se puede abor
dar de una forma general el estudio de
los procesos aleatorios estacionarios o
no, sin necesidad de realizar ninguna -
variacidn para poder simular cada clase
especifica de procescs aleatorios.
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