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Resumen

El trabajo se centra en el problema de la
generación y estabilización de oscilaciones en el
sistema mecánico formado por el robot industrial
RM10. El método propuesto, basado en moldeo
de enerǵıa, funciona en sistemas plenamente ac-
tuados, como el propuesto, e incluso en sistemas
subactuados, como el péndulo invertido de Furuta.
Se presentará una explicación del método general
y los resultados obtenidos en su aplicación al robot
manipulador industrial RM10.
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1 INTRODUCCIÓN

El trabajo se centra en la posibilidad de llevar un
sistema electromecánico a un estado de oscilación
automantenida mediante la aplicación de una ley
de control basada en moldeo de enerǵıa.

La metodoloǵıa propuesta hace corresponder la
dinámica del brazo manipulador con la de un
sistema Hamiltoniano generalizado elegido ade-
cuadamente, que puede presentar oscilaciones ro-
bustas. El nuevo sistema muestra comportamien-
tos muy interesantes porque puede derivar en una
bifurcación de Hopf en función de los valores que
tome un determinado parámetro. Por lo tanto, el
sistema puede presentar oscilaciones robustas aso-
ciadas a un ciclo ĺımite. El método introducido
consiste en encontrar una ley de control que aso-
cie el sistema en bucle abierto con este compor-
tamiento deseado en bucle cerrado.

El método usado para conseguir las leyes de con-
trol corresponde a la familia de métodos de moldeo
de enerǵıa ([8]). En la mayoŕıa de los casos, estos
métodos intentan encontrar leyes de control que
conduzcan el sistema controlado a un punto de
equilibrio aislado. Sin embargo, aqúı nuestro ob-
jetivo es alcanzar una curva cerrada (ciclo ĺımite)
que produzca un comportamiento oscilatorio es-
table. Merece la pena mencionar que este ci-
clo ĺımite nace a través de una bifurcación de

Hopf supercŕıtica. Además, para ciertos valores
del parámetro de bifurcación, el sistema tiene un
punto atractor, que es el caso considerado normal-
mente en los sistemas de control convencionales
por moldeo de enerǵıa. Sin embargo, para otros
valores de ese parámetro, el conjunto de atracción
del sistema dinámico cambia a un ciclo ĺımite y,
por tanto, el sistema oscila de forma estable y ro-
busta.

Se presentará el compendio teórico que sustenta
la metodoloǵıa y topoloǵıa del control implemen-
tado, y la implementación práctica del control,
con las peculiaridades propias derivadas de la
plataforma de experimentación elegida.

2 OSCILACIONES EN UN
SISTEMA HAMILTONIANO
GENERALIZADO

En esta sección, se introduce un sistema Hamilto-
niano generalizado que presenta una bifurcación
de Hopf supercŕıtica. El formalismo de sis-
tema Hamiltoniano generalizado es particular-
mente adecuado para resolver los problemas de
diseño de controladores por moldeo de enerǵıa.
Bajo este formalismo, el comportamiento deseado
del sistema en bucle cerrado puede ser establecido
tal y como se explicará a continuación.

Dado que nuestro objetivo es la generación de os-
cilaciones robustas y autónomas en un sistema
mecánico, un buen punto de partida para el estu-
dio es el comportamiento del oscilador armónico
clásico. Como se sabe las ecuaciones dinámicas de
éste son de la forma:

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −w2
cx1

(1)

Ya sabemos que las oscilaciones que proporciona
este sistema no son robustas, en el sentido que
ante la más mı́nima perturbación el sistema aban-
dona la órbita de oscilación dirigiéndose al punto
de equilibro.

Para lograr definir un comportamiento de os-
cilación robusto en el sistema planteamos la
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función de Hamilton deseada en bucle cerrado
siguiente:

Hd =
1
4
(w2

cx2 + ẋ2)2 − µ

2
(w2

cx2 + ẋ2) =

=
1
4
Γ2 − µ

2
Γ (2)

siendo Γ = w2
cx2 + ẋ2.

Haciendo x1 = x, x2 = ẋ y usando el formalismo
de sistema Halmiltoniano generalizado incluyendo
un factor de amortiguamiento, podemos expre-
sar el sistema dinámico asociado a la función de
Hamilton anterior de la forma:

ẋ = (J−R) · ∇Hd (3)

Siendo J una matriz antisimétrica y R una matriz
de amortiguamiento, que tienen la forma:

J =
[

0 1
Γ−µ

−1
Γ−µ 0

]
R =

[
0 0
0 Ka

]
(4)

Obtenemos por lo tanto:

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

Γ−µ
−1

Γ−µ −Ka

] [
Dx1Hd

Dx2Hd

]
(5)

Dado que:

{
Dx1Hd = w2

cx1(Γ− µ)
Dx2Hd = x2(Γ− µ) (6)

Tendremos que la dinámica que presenta este sis-
tema viene dada por:

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −w2
cx1 −KaΨx2

(7)

ẍ = −w2
cx−KaΨẋ (8)

Siendo Ψ = Γ − µ = (w2
cx2

1 + x2
2 − µ) el factor

que determina el amortiguamiento introducido en
el sistema oscilador armónico (KaΨx2). De todas
las órbitas de oscilación posibles, el sistema ten-
derá a aquella en la que Γ = 0, corrigiendo el sis-
tema autónomamente cualquier perturbación que
lo saque de dicha órbita, es decir, las oscilaciones
generadas son robustas.

Éste es un sistema muy interesante en su com-
portamiento, ya que deriva en una bifurcación de
Hopf supercŕıtica cuando el parámetro µ = 0.

La forma geométrica de Hd como función de
diferentes valores del parámetro ρ =

√
Γ se mues-

tra en la Figura 1.

Figura 1: Curvas Hd(ρ)

La Figura 2 se puede obtener por medio de una
rotación elipsoidal de las curvas anteriores. De
éstas se deduce fácilmente que para valores µ < 0,
tienen un valor mı́nimo simple en el origen, pero
para valores µ > 0, el mı́nimo se convierte en un
máximo local, y el mı́nimo se alcanza ahora en
una elipse cerrada que rodea al origen. Estas for-
mas dan una idea geométrica intuitiva del compor-
tamiento del sistema. Suministran el moldeo de
enerǵıa deseado, el cual será el objetivo en nuestro
problema de control.

Notar que el razonamiento anterior es válido para
cualquier Ψ de la forma Ψ = x2

2
2 + f(x1), que de

lugar a una curva cerrada.

Figura 2: Función de Hamilton deseada para el
bucle cerrado



2.1 ANÁLISIS DE LA BIFURCACIÓN
PRODUCIDA

La linealización del sistema 7 en el origen viene
dada por:

d

dt

[
x1

x2

]
=

[
0 1

−w2
c Kaµ

] [
x1

x2

]
(9)

cuyo polinomio caracteŕıstico es:

λ2 −Kaµλ + w2
c (10)

y los correspondientes autovalores:

λ1,2 =
Kaµ±

√
K2

aµ2 − 4w2
c

2
(11)

Entonces, para valores negativos de µ la parte real
de los autovalores es negativa y por tanto el origen
es estable. Para µ = 0, λ = ±jwc, y el origen es
un centro; y para valores positivos de µ, la parte
real de los autovalores es positiva, por lo que el
origen es inestable.

Por lo tanto, el sistema tiene un solo punto de
equilibrio en el origen para µ < 0, y para µ > 0
este equilibrio se vuelve inestable y las trayectorias
tienden a un ciclo ĺımite. Siendo aśı, se produce
una bifurcación de Hopf para µ = 0, donde la esta-
bilidad en el origen cambia de estable a inestable.

Las condiciones para una bifurcación de Hopf se
satisfacen completamente ya que:

dRe[λ(µ)]
dµ

∣∣∣∣
µ=0

=
Ka

2
6= 0 (12)

El periodo inicial (de la oscilación de amplitud
cero) es:

T0 =
2π

wc
(13)

Ésto da una aproximación razonablemente válida
para el peŕıodo de las oscilaciones esperadas, tanto
más válida cuanto más pequeños sean los valores
de µ.

Considérese en el plano (x1, x2) la familia de cur-
vas dada por ρ2 = w2

cx2
1 + x2

2, donde ρ ≥ 0 es
una coordenada radial. Entonces, es inmediato
demostrar que:

ρρ̇ = −Ka(ρ2 − µ)x2
2 (14)

lo cual significa que para ρ <
√

µ, ρ̇ > 0 y entonces
ρ crece. Por otra parte, para ρ >

√
µ, ρ̇ < 0 y

entonces ρ decrece. La curva correspondiente a
ρ = 0 es invariante (ρ̇ = 0) y, por tanto, es un ciclo
ĺımite. Este ciclo ĺımite corresponde a la curva
cerrada definida por el mı́nimo de Hd de la Figura
2.

3 APLICACIÓN AL ROBOT
INDUSTRIAL RM10

3.1 DESCRIPCIÓN DEL EQUIPO
UTILIZADO

El robot utilizado es un brazo manipulador de
seis grados de libertad, siendo todas sus articu-
laciones de revolución. El par de control en cada
uno de sus ejes es proporcionado por un motor de
corriente continua sin escobillas con una inercia
pequeña. Estos motores son capaces de aplicar un
par elevado en cada una de las articulaciones, per-
mitiendo aśı un control donde se requiera grandes
picos en los valores del par solicitado.

Los motores están acoplados a los ejes del brazo
manipulador a través de reductoras de engranajes,
siendo por tanto un robot de accionamiento indi-
recto. Las articulaciones también están provistas
de frenos eléctricos para poder bloquear al robot
en cualquier posición.

La medida de la posición del brazo manipulador
se obtiene a partir de unos sensores inductivos
de dos polos acoplados a cada motor. El contro-
lador original del robot utilizaba una arquitectura
basada en un bus VME, incluyendo tarjetas de
control independientes para cada uno de los ejes.
Esta estructura ha sido modificada para poder im-
plementar controladores propios.

Ésto se ha llevado a cabo manteniendo la parte de
potencia y las tarjetas de cada eje, e introduciendo
una nueva tarjeta de control en tiempo real modelo
DS1103, de la marca comercial dSPACE, en la que
son implementadas las leyes de control. Esta tar-
jeta de control está insertada en una ranura de
expansión del bus de un PC comercial, el cual
dispone de un PowerPC a 333 MHz como proce-
sador principal, además de un DSP adicional para
gestionar las señales de entrada/salida del contro-
lador del robot.

El sistema se completa con un el armario de con-
trol y una pistola de programación que permite la
teleoperación del robot por parte del usuario (ver
Figura 3). El brazo dispone además de un efector
de sujección en forma de pinza retráctil.



Figura 3: Diagrama del robot RM10

3.2 APLICACIÓN A LA DINÁMICA
EN BUCLE CERRADO DEL
ROBOT

El objetivo es diseñar un controlador que haga
corresponder el sistema original en bucle abierto
con el comportamiento deseado en bucle cerrado
descrito en la ecuación 8. El método se ilustrará
aplicado al robot RM10.

Como es bien conocido, la dinámica de un brazo
manipulador puede ser descrita en términos de su
ecuación de Euler-Lagrange, que es de la forma:

τ = M(q)q̈ + G(q) + F (q̇) + V (q, q̇)q̇ (15)

donde cada uno de los términos corresponde a:

• τ : Vector de pares de fuerza aplicados a cada
articulación (6× 1).

• M(q): Matriz de inercias del robot (6× 6).

• G(q): Vector de pares gravitatorios (6× 1).

• F (q̇): Vector de pares de fricción (6× 1).

• V (q, q̇): Matriz de efectos dinámicos provo-
cados por fuerzas centŕıpetas y de Coriollis
(6× 6).

• (q, q̇, q̈): Vectores de posición, velocidad y
aceleración angulares (6× 1 c/u).

Esta ecuación es la que usamos como descriptora
de la dinámica de nuestro sistema en bucle abierto.
Dado que la dinámica deseada en bucle cerrado
viene dada por la ecuación 8, sin más que susti-
tuir 8 en 15 nos queda que las señales de par que

deberemos aplicar a cada articulación para con-
seguir las oscilaciones deseadas vienen dadas por:

τd = −M(q)[−w2
c · q −Ka · (w2

cq2 + q̇2 − µ)] +
G(q) + F (q̇) + V (q, q̇)q̇ (16)

De esta forma, aplicando los pares de fuerza da-
dos por la ecuación anterior, obtendremos en el
sistema un comportamiento oscilatorio como el
descrito en la ecuación 8. Aśı, el robot oscilará
alrededor de su posición de equilibrio dada por
q = [000000]T .

Las distintas matrices que se incluyen en el modelo
tienen que ser identificadas mediante procedimien-
tos de ajuste paramétrico.

De cara a tener un modelo en primera
aproximación más manejable que solo identifique
los pares más significativos, se propone un modelo
simplificado que supone despreciables los pares de
Coriollis-Centŕıfugos y considera la inercia efec-
tiva del sistema como una matriz diagonal de
constantes. Asimismo se considera un modelo de
fricción estático y asimétrico que se verá en de-
talle más adelante. Cada uno de los parmetros
viene dado en la Tabla 1.

Tabla 1: Valores de los parámetros de G(q)

Parámetro Descripción Constante
α G1(s23c5 + c23c4c5) G1 = 0.9903
β G2s23 G2 = 12.4131
γ G3c23 G3 = −5.0611
δ G4c2 G4 = −46.7298
ε G5s2 G5 = −1.4120
λ G6c23c4 G6 = −0.1874
σ G7c23s4 G7 = −0.8992

Las matrices incluidas son de la forma:

M(q) =


2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0 1.6 0
0 0 0 0 0 0.1

 (17)

G(q) =


0
α + β + γ + δ + ε− λ− σ
α + β + G3s23 − λ− σ
−G1s23s4s5 + G6s23s4 −G7s23c4

G1(c23s5 + s23c4c5)
0


(18)



Para la estimación de los pares de fricción se ha
empleado el modelo estático representado en la
Figura 4. Con el fin de obtener un modelo más
realista se ha optado por una caracteŕıstica de
fricción asimétrica. Por tanto, para definir com-
pletamente el modelo ha sido necesario identificar
cuatro parámetros de fricción por cada eje: las
fricciones de Coulomb y viscosa para cada uno de
los dos sentidos de movimiento.

La notación utilizada es:

• F±c : Fricción de Coulomb para velocidades
positivas/negativas.

• F±v : Fricción viscosa para velocidades positi-
vas/negativas.

• v±sp: Velocidades ĺımite de la zona de tran-
sición positiva/negativa.

Los valores tomados para estos parámetros se
muestran en la Tabla 2:

Tabla 2: Valores de los parámetros de fricción
Eje F+

c F+
v F−c F−v

1 3.2 6.4 -3.4 7.0
2 5.0 10.0 -1.0 1.8
3 3.0 2.0 -2.0 2.0
4 3.7 4.3 -3.6 4.3
5 7.4 12.6 -12.4 13.0
6 4.9 5.5 -6.0 4.4

Figura 4: Modelo utilizado para el par fricción

3.3 RESULTADOS EXPERIMENTALES

Desde el primer momento se pensó en la posibili-
dad de que el generador de oscilaciones actuará in-
dependientemente sobre las articulaciones, es de-
cir, que se pudiera elegir en cualquier momento
que articulaciones queremos que oscilen y cuales
no. A la hora de la realización práctica, esto
parećıa tener fácil solución, quitarle los frenos a
las articulaciones que deb́ıan oscilar aplicándoles
la ley de control adecuada y dejar habilitados los
frenos de las que no deb́ıan oscilar. Ésto, sin
embargo, no es posible dado que el relé que ha-
bilita/deshabilita los frenos de las articulaciones
es único, por lo que todas se habilitan/deshabitan
a la vez.

Para solucionarlo, se implementó además del con-
trol generador de oscilaciones, un control en
velocidad PID que actuara sobre las articula-
ciones que no estaban oscilando manteniéndolas
inmóviles.

En cuanto a la significación o repercusión en las
oscilaciones que cada uno de los parámetros de la
ley de control va a tener, vaŕıa en función de cual
sea la articulación que estamos observando, pero
básicamente puede resumirse como sigue:

• En cuanto a la wc, tiene importancia en la
frecuencia de las oscilaciones que vamos a
generar. Si aumenta su valor, el periodo de
las oscilaciones disminuye, es decir, aumenta
la frecuencia, provocando el efecto contrario
si su valor disminuye. También repercute,
aunque en mucha menor medida, en la am-
plitud y velocidad de las oscilaciones. Si au-
menta la wc, aumenta la amplitud y dismi-
nuye un poco la velocidad, y al contrario.

• El efecto de la Ka es algo más complejo
pero igualmente intuitivo. Lo primero, al dis-
minuir la Ka, aumenta la amplitud de las os-
cilaciones y la velocidad; y al aumentarla lo
contrario. El otro efecto que tiene la variación
de la Ka es que puede controlar el valor de
posición en el que se centra la oscilación de
esa articulación; es decir, aunque la dinámica
impuesta teóricamente para el bucle cerrado
impone que cada articulación oscile en torno
a cero, debido a un efecto de deriva, la os-
cilación se produce en torno a un valor dis-
tinto, que se puede modificar variando Ka.

• El papel de la µ está claramente relacionado
con la amplitud y velocidad de las oscila-
ciones. Cuanto mayor es la µ, mayor serán
tanto la amplitud como la velocidad, mien-
tras que a menor µ, disminuyen la velocidad
y la amplitud de las oscilaciones.



La Figura 5 muestra los resultados obtenidos
al hacer oscilar cada una de las articulaciones
de forma independiente. Las pruebas se han
realizado con la asignación de parámetros dada
en la Tabla 3.

Tabla 3: Asignación de parámetros para el control

Eje µi Kai
wci

F. Escala ccii (rad)
1 0.09 3.98 3.1 0.12 0.065
2 0.05 4.96 2.19 0.12 0.051
3 0.39 0.82 1 0.19 -0.39
4 1.43 4.02 1 1.17 0.95
5 0.43 4.02 1 0.39 -0.32
6 0.9 4.07 1 0.6 0.65

Podemos observar como, independientemente de
la condición inicial desde la que se parta, cada ar-
ticulación evoluciona a una oscilación mantenida
alrededor del origen (qi = 0).

En algunas articulaciones se observa en la os-
cilación una cierta deriva respecto al origen y
un amortiguamiento de la amplitud de las oscila-
ciones. Ésto se debe principalmente a la inca-
pacidad del controlador de corregir el término de
fricción en el par, debido a la falta de un modelo
preciso de este fenómeno.

Figura 5: Oscilación independiente de cada una
de las articulaciones

En la Figura 7 se presentan los resultados

Figura 6: Señales de control aplicadas para provo-
car la oscilació independiente de cada una de las
articulaciones

obtenidos en el experimento de oscilación conjunta
de todas las articulaciones. El procedimiento que
se ha seguido en el ensayo es hacer oscilar desde
la articulación 6 hasta la 1 de forma progresiva de
forma que fenómenos como el amortiguamiento de
las oscilaciones y el acoplamiento entre las mismas
se pueda observar convenientemente.

La asignación de parámetros que se ha seguido
esta vez se observa en la Tabla 4.

Tabla 4: Asignación de parámetros para el control

Eje µi Kai wci F. Escala ccii (rad)
1 0.09 3.98 3.1 0.12 -0.17
2 0.05 4.96 2.19 0.12 -0.15
3 0.39 0.82 1 0.19 -0.37
4 1.43 4.02 1 1.17 -1.6
5 0.43 4.02 1 0.39 0.74
6 0.9 4.07 1 0.6 1.25

Si observamos las gráficas en el tiempo vemos
como se van activando progresivamente las os-
cilaciones de cada una de las articulaciones, em-
pezando por la articulación 6 y terminando por
la articulación 1. Tal y como era de esperar, de-
bido a la propia forma del brazo robótico, el mayor
acoplamiento se presenta en el movimiento de las



articulaciones 2 y 3, pues son las que presentan
mayores inercias.

El fenómeno de acoplamiento en el movimiento
de ambas articulaciones se observa claramente en
las gráfica 7 (se ha rodeado la parte en la que se
observa en la gráfica con un ćırculo).

Se puede observar como al empezar a moverse la
articulación 3, una pequeña oscilación que no es
debida al generador de oscilaciones se provoca en
la articulación 2, debida a que el acoplamiento de
esta articulación con el movimiento de la 3 provoca
unas oscilaciones que el PID en velocidad no es
capaz de corregir.

De la misma manera, al empezar la oscilación
propiamente dicha de la articulación 2, se produce
una degradación en el perfil de oscilación de la ar-
ticulación 3, igualmente debido al acoplamiento
del movimiento de ambas articulaciones.

Hay dos formas de disminuir el efecto de este
acoplamiento. Por una parte se puede intentar que
las oscilaciones de las articulaciones en cuestión (2
y 3) se produzcan a una menor velocidad, y para
ello podemos, por ejemplo, aumentar un poco la
Ka o la µ, y por otra parte intentar meter en la im-
plementación de la ley de control un modelo más
fiel de la dinámica del robot, donde se tengan en
cuenta los fenómenos de acoplamiento entre arti-
culaciones por medio de términos de inercia cruza-
dos distintos de cero, etc.

3.4 CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha presentado una técnica para
provocar oscilaciones estables y robustas en un sis-
tema mecánico, aplicándolo al caso del robot in-
dustrial RM10. Se ha mosrado como la ley de
control que se aplica conduce al sistema a un com-
portamiento como el deseado, provocado por un
ciclo ĺımite estable asociado a la aparición de una
bifurcación de Hopf en un sistema hamiltoniano
generalizado. Los resultados han sido expuestos
en forma gráfica y están disponibles algunos ex-
perimentos en formato de v́ıdeo digital.
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