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Resumen

En este articulo se presenta el diserio de un control
H, para un sistema de dos rotores en cuadratura.
Este sistema se caracteriza por ser multivariable
(de 2 entradas y 2 salidas) altamente no lineal y
fuertemente acoplado. Se ha hecho uso de la teoria
de Hy, para sistemas lineales, aplicandola al sis-
tema linealizado mediante realimentacion.
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1 INTRODUCCION

En este articulo se presenta un controlador robus-
to disenado para un sistema no lineal multivaria-
ble y fuertemente acoplado, que estd sometido a
perturbaciones. Dicho sistema ha sido linealizado
por realimentaciéon mediante la técnica clasica del
control por par calculado utilizado en al ambito
de la robdtica.

Debido a las incertidumbre existentes en el mode-
lo, se ha observado que el desacoplamiento del sis-
tema no se produce en alta frecuencia, existien-
do una incertidumbre en la dindmica del sistema
linealizado. Este hecho justifica el diseno de un
controlador robusto, eligiendo la teoria de control
H., gracias a sus buenas propiedades de control
tanto desde el punto de vista de robustez como de
comportamiento.

El articulo estd estructurado de la siguiente
manera: en el apartado 2 se describe el sistema.
Seguidamente, en la seccién 3 se realizan cier-
tas consideraciones sobre la linealizacién por par
calculado, describiendo la identificacién llevada a
cabo en alta frecuencia del sistema linealizado. A
continuacién, en el apartado 4 se muestra como
se ha realizado el diseno del controlador Hy,. En
la seccion 5 se presentan los distintos resultados.
Finalmente, en el apartado 6 se muestran las con-
clusiones.

2 DESCRIPCION DEL SISTEMA

El equipo empleado es un artilugio mecénico de
dos grados de libertad (ver figura 1) impulsado por
el movimiento de dos rotores en cuadratura ([4]).
Los grados de libertad son cabeceo y guiniada (ele-
vacién y orientacién). Este equipo se caracteri-
za por ser multivariable, no lineal y fuertemente
acoplado.

Figura 1: Doble rotor en cuadratura.

El modelado del sistema, asi como el valor de los
parametros utilizados pueden ser encontrados en

[5]-

3 LINEALIZACION POR
REALIMENTACION

Utilizando el modelo no lineal del sistema desa-
rrollado [5], se ha realizado una linealizacién por
realimentaciéon utilizando la técnica del control
por par calculado empleada cominmente en el
ambito de la robética ([10]), obteniéndose a su vez
un desacoplamiento parcial de las entradas y sali-
das del sistema linealizado.

Debido a las caracteristicas de la linealizacién lle-
vada a cabo y al ruido que aparece en los sensores
a partir de los cuales realimentamos, se observa
que el desacoplamiento es tanto peor conforme se
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Figura 2: Linealizacion por Par calculado y sistema a identificar.

va aumentando la frecuencia de la senal de referen-
cia del sistema. Por tanto, existe una incertidum-
bre en el grado de desacoplamiento del sistema, el
cual depende de la frecuencia de las senales, sien-
do mayor dicha incertidumbre conforme aumenta
la frecuencia de trabajo del sistema.

A fin de poder calcular un controlador robusto, se
ha llevado a cabo una identificacién del sistema en
alta frecuencia para acotar la incertidumbre sobre
el modelo.

El primer inconveniente que surge a la hora de
identificar el nuevo sistema resultante de aplicar el
par calculado (sistema de A a B en la figura 2) es
que el éste es inestable en bucle abierto, por lo que
no se puede hacer una identificacién tradicional.

Para poder realizar la identificacién, se ha cerrado
el bucle de control mediante un controlador LQR
(ver figura 2 previamente disefiado en [5]). Se ha
llevado al sistema a un punto de trabajo y se le
ha aplicado una secuencia binaria pseudo aleatoria
(PRBS) en la referencia de amplitud constante y
de perfodo variable entre 0.02 s. y 1s (frecuencia
entre 1Hz y 50Hz). Esto se ha realizado tanto para
la orientacién (guinada) como para la elevacién
(cabeceo) (ver figura 3).

En el diseno del PRBS se ha tenido en cuenta que
el tiempo de muestreo del sistema es de T=0.01
s, v que el tiempo de subida ante entradas en es-
calén es del orden de segundos. Barriendo este
rango de frecuencias se garantiza la riqueza de la
excitaciéon del sistema para poder llevar a cabo la
identificacién. Sin embargo, al estar el sistema en
bucle cerrado, la entrada depende de la salida a
través del controlador situado en el lazo de reali-
mentacion. Por esta razon, se ha inyectado un
ruido blanco adicional en la entrada del sistema a
identificar, disminuyendo asi la correlacién entre
las senales de entrada y salida del sistema.

PRBSXi

& (Elevacion - Cabeceo )

Figura 3: Secuencia binaria pseudo aleatoria.

En la figura 4 se muestra la respuesta del sistema
al ser sometido al PRBS junto con el ruido blan-
co, habiendo llevado previamente al sistema a un
punto de trabajo. En este caso, el punto de tra-
bajo corresponde a 25° en elevacién (cabeceo) y
—90° en orientacién (guifiada).

Tras realizar una serie de experimentos con el sis-
tema linealizado se observa que la respuesta del
mismo sigue estando acoplada cuando la frecuen-
cia de la senal de entrada es elevada, esto es, que
sucesivos cambios bruscos en la entrada afectan
a las dos salidas. Por lo tanto, la identificacién
del sistema en dicho rango de frecuencias da lugar
a una matriz no diagonal de cuatro funciones de
transferencia.

Usando un algoritmo de identificacién multiva-
riable basado en variables de estado de orden 4
([6]), el modelo obtenido, expresado como matriz
de funciones de transferencia, es el siguiente:

1 ’I’L11(S) nlg(s)
GO = g (1)

ngl(s) n22(5)
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Figura 4: Respuesta del sistema ante el PRBS.

n11(s) = (—0.2537s* — 25.6405° — 15.640s — 64.690s — 0.2368)

n21(s) = (—0.00015* —0.61415> +43.1605> +125.700s+96.290)
n1a(s) = (—0.0014s* +0.350s° 4 0.54385> — 6.1820s — 3.0020)

naa(s) = (—0.2959s* — 6.8510s° — 13.760s> + 5.750s — 4.070)

180

d(s) = —(1.000s" 4 3.8350s° + 4.85405> + 5.5660s + 1.1450)

™

En la figura 5 se muestra una comparativa entre
la respuesta del sistema real y el sistema simu-
lado. Puede observarse como ambas respuestas
(la del modelo y la obtenida experimentalmente)
son cualitativamente parecidas. Este es el modelo
que se va a usar para acotar la incertidumbre del
sistema, y a partir de las cuales se obtendra un
controlador Hy,.

4 SINTESIS DEL
CONTROLADOR H,,

Una configuraciéon general para expresar el pro-
blema de control H., puede mostrarse en el dia-
grama de bloques representado en la figura 6,
donde P representa a una planta generalizada, K
representa al controlador, u es la senal de control,
v es el vector de medidas, w es el vector de per-
turbaciones externas y z es el vector objetivo cuya
norma se quiere hacer pequena.
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Figura 5: Respuesta del sistema real y del identi-
ficado ante el PRBS.
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Figura 6: Configuracion general de control.

Llamando T, a la matriz de funciones de trans-
ferencia desde w hasta z (ver figura 7), esta vendra
dada por la transformacién lineal fraccional infe-
rior z = T,yw = F(P,K)w, donde F;(P,K) =
P., + P.,K(I — P,,K)"'P,,. Segtn el conoci-
do Teorema de la pequena ganancia ([11]), una
condicién suficiente para la estabilidad robusta
del sistema en bucle cerrado es que se cumpla
ITowllool|&]loe < 1, donde | - |loo representa a
la norma infinito. Cuando esta es aplicada a
una funcién de transferencia G, su expresién es
|Gloo = sup, 7(G(jw)) donde &(-) representa el
valor singular maximo.

As)

TlS)

Figura 7: Configuracién para Teorema de la
pequena ganancia.

El algoritmo de sintesis utilizado para el célculo
del controlador de esta aplicacién esta basado en la
solucién presentada en [3], y que esta implementa-
do en diversos paquetes de programas comerciales,



como por ejemplo [1, 2].

A continuacién se exponen los pasos que permi-
tiran llevar a cabo la sintesis del controlador:

4.1 CONFIGURACION DE LA
PLANTA AUMENTADA

En la figura 8 se presenta un esquema de un sis-
tema de control en bucle cerrado, en el que estan
presentes perturbaciones, d, y ruidos en los sen-
sores de medida.

K G
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Figura 8: Sistema en bucle cerrado.

Teniendo en cuenta las definiciones:

L(s) = G(s)-K(s) (2)
S(s) = (I+L(s)™ (3)
T(s) = L(s)-S(s)=1I-5(s) (4)

podemos expresar la salida, el error y la senal de
control como:

y=Tr+S5d-Tn (5)

e=S(r+d)—Tn
u=K-S:(r—n—d)

Para conseguir que la salida siga la referencia,
interesa que T'(s) tenga sus valores singulares
en torno a la unidad en baja frecuencia, y que
éstos sean pequenos en alta frecuencia. Por otro
lado, interesa que S(s) tenga su valores singu-
lares pequenos en baja frecuencia. De esta for-
ma también se consigue que el error tienda a
cero. En cuanto a la sefial de control, interesa
que K (s)-S(s) sea tal que no produzca saturacién
en los actuadores.

Para moldear S(s) y T'(s), y calcular un contro-
lador K (s), se van a introducir unas funciones de
ponderacion en el esquema de control, de forma
que la planta queda aumentada de la siguiente for-
ma:
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Figura 9: Planta aumentada P(s).

La resolucién del problema H,, con esta configu-
racion recibe el nombre de problema de sensibili-
dad mixzta S/KS/T. La expresién a minimizar en
este caso queda de la siguiente manera:

Ws(s)"Sos)
W (s) K (s)So(s) (6)
W)y Togs)

1 Tw(s)llo0 =

oo

4.2 ESTIMACION DE LA
INCERTIDUMBRE
MULTIPLICATIVA A LA SALIDA

Para la estimacién de la incertidumbre del modelo
respecto a la del sistema se ha hecho uso de la
matriz de funciones de transferencia identificada
a esas frecuencias y del modelo linealizado que da
lugar a un integrador doble multiplicando a una
matriz diagonal.

Siguiendo el método explicado en [7], se ha rea-
lizado una normalizacion el sistema haciendo uso
de las maximas senales de control permitidas, D,,,
y de los maximos errores permitidos, D.. La nor-
malizacién se realiza mediante la expresién:

Gy=D;'-G-D, (7)

A continuacién se estiman las incertidumbres nor-
malizadas respecto al sistema nominal:

= 0
Gnom(S) — (8)
0 ep
donde el parametro € se ha introducido para sol-
ventar problemas numéricos. Se le ha dado un



valor de 1072,

Asi, para cada frecuencia se calculard la incer-
tidumbre multiplicativa a la salida del sistema res-
pecto al anterior modelo nominal mediante la ex-
presion:

Ems(s) = (GN(s) — GNnom(s)): &iom(s) (9)

donde se ha establecido la hipétesis de que:

1 nll(s) ﬂlg(S)

G(8)—Grom(s) = @

(10)
n21(s) mnaa(s)

En la figura 10 se ha representado los valores sin-
gulares de E,,s(jw) en la frecuencia.
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Figura 10: Incertidumbre normalizada.

Caélculo de la matriz Wr(s)

La funcién de ponderacion Wr(s) es utilizada
para robustificar al sistema frente a incertidum-
bres multiplicativas. Se ha escogido Wr(s) como
una matriz de funciones de transferencia cuadra-
da, diagonal y de dimensién la del nimero de sali-
das del sistema:

WT1 (S) 0
Wr(s) = (11)
0 WTQ(S)

Las funciones de su diagonal Wr;(s) deberan ser
estables, de fase minima y de forma que para cada
frecuencia se cumpla que:

(Wr1(jw)| = 01 (Ems(jw)) (12)
(Wra(jw)| = 02(Ems(jw))

Habra que asegurarse de que Wr;(s) tenga en alta
frecuencia un moédulo grande para conseguir que
T(jw) tenga un médulo pequeno y pueda rechazar
ruidos en los sensores.

Se han disenado las siguientes Wy;(s):

52

= 0.0001s2 + 0.025 + 1
_ 0.1-s2
~0.0001s2 4 0.02s + 1

WT1 (S)

(13)

WT2 (S)

Como puede observarse en la figura 11, la eleccién
de estas funciones de ponderacién cumplen las res-
tricciones impuestas en la expresién (12).

100

50

-150

-200

~250 I I I I I I
B " 10° 107 107 10
frecuencia (rad/s)

Figura 11: Matriz de ponderacién Wr(s).

Célculo de la matriz Wg(s)

La matriz Ws(s) va a ser utilizada para imponer
condiciones de comportamiento sobre el sistema.
En concreto, segin la ecuacién (5), interesa que
S(s) tenga valores singulares pequenos en baja fre-
cuencia para rechazar perturbaciones a la salida y
para reducir el error. Por ello los valores singu-
lares de Wg(s) tendrdn que ser grandes en baja
frecuencia.

Se propone Wg(,) como una matriz cuadrada y
diagonal de dimensién el nimero de salidas del
sistema:

WSl(S) O
Ws(s) = (14)
0 WSQ(S)

donde las funciones de transferencia de su diagonal
han de cumplir que:

|W§11(jw)| > Ul(S(jw)) (15)

|W§21(jw)| > 02(S(jw))



Se han propuesto unas Wg;(,) de la forma:

Na;-S + 105 =1,
S+ 1{’/@10(’%*1)%@

siendo ambas iguales (ver figura 12), con los si-
guientes valores en los parametros:

e «; = 0.5 : Ganancia en alta frecuencia.
e 3; = le~* : Ganancia en baja frecuencia.
e wy : Frecuencia de corte de Wy (s).

e x; = 2 : Determina la frecuencia de corte de
la funcién.

e N =1 : Determina la pendiente de los polos
y Ceros.

80f = e ,
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Figura 12: Matriz de ponderacién Wg(s).

Célculo de la matriz Wiy (4)

El objetivo del uso de la funcién Wy (4) serd el de
disminuir la sobreoscilacion de la respuesta tempo-
ral afectando poco a la rapidez del mismo. Asimis-
mo, la inclusién de Wy permite evitar problemas
numéricos en el calculo del controlador.

Se ha elegido como matriz Wy (s), una matriz
identidad de dimensién el numero de salidas.

WU = =

WU 1 O |:
0 Wy

= O

| an

O =

4.3 CALCULO DEL CONTROLADOR
Hy

Siguiendo el método explicado en [7] se ha cal-
culado el controlador H,, mediante el algoritmo

implementado en [1], en el que se obtiene un con-
trolador subdptimo iterando con un parametro ~.

El controlador sera sintetizado en continuo, dis-
cretizado mediante una transformacién bilineal de
Tustin con T=0.01s y, finalmente, serd desesca-
lado mediante la transformacién:

K(z)=D, - K(z)-D;! (18)
donde D. y D, son las mismas matrices que se
utilizaron para escalar el sistema segtin la ecuacién
(7).

El controlador resultante viene dado por las
siguientes expresiones:

1 77,]1711(2) lelg(z)
K(z) = —— (19)
dk(z) k i
n 21(2) n 22(2’)
( 0.0272 2% —0.0872 z°  40.0820 22 +
nk11(z) =  40.0183 z7 —0.0858 z*  40.0647 z +
—0.0231 2 +0.0042 2®  —0.0003 )
(4.4327¢77 28 —1.4239¢76 25 +1.3444e7° 2
nkia(z) =  +2.9551e"7 27 —1.4030e"° z*  4+1.0601e” % 2
—3.7975¢77 2% 46.8262¢78 25 —4.9787e7°
( —4.2110e77 28 4+8.5055¢77 2°  +1.0962¢°
nkay(z) = —8.5723¢~7 2T +3.7413¢77 2z*  +5.9606e "8
+3.5838¢ 78 26 —5.2026e7% 2% 41.0035¢78
( 0.03621 2z —0.07218 2°  —0.00108 22 +
nkaa(z) =  +0.07273 27 —0.03119 z*  —0.00500 z +
—0.00310 2%  +0.00445 2®  —0.00084 )
( 1.0000 2% —3.8635 2°  45.5515 22 +
dk = —3.4970 27 40.9092 z*  —0.3206 z +
+0.3463 26 —0.1469 2 40.0209 )

5 RESULTADOS DE
SIMULACION

En este apartado se van a presentar unas simu-
laciones con el controlador disennado utilizando el
modelo estimado del sistema real.

La figura 13 muestra la respuesta dada por el sis-
tema con incertidumbre ante varios escalones da-
dos en las referencias de guinada (orientacién) y
cabeceo (elevacion).

Por otro lado en la figura 14 se representan los
valores de la senal de control del sistema con in-
certidumbre en el acoplamiento. Un hecho impor-
tante es que en la planta real se produce saturacién

2

—++

2

z° +
z +
)
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Figura 13: Respuesta del sistema nominal y del
sistema con incertidumbre.

de los actuadores cuando esta senal de control su-
pera el valor de 0.5. Puede observarse que se esté
lejos de que se produzca este fenémeno, por lo
que se podria hacer el control algo mas agresivo
sin problemas de saturacién.
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Figura 14: Senal de control del sistema con incer-
tidumbre en el acoplamiento.

La figura 15 presenta un detalle en el que se obser-
va el efecto de acoplamiento en los cambios brus-
cos de referencia. De hecho, para el cambio de
referencia dado, el sistema se comporta como un
sistema de fase no minima.

La explicacién fisica de este fenémeno es la si-
guiente: si se proporciona como referencia un in-
cremento de A¢ hacia arriba (véase la figura 16),
se traducird en un incremento de la velocidad del
rotor principal, Ay, en sentido contrario a las agu-
jas del reloj. Esto dara lugar a un par de reaccién
en sentido contrario en O alrededor de Z; , provo-

Angulo en grados

Sistema con Incertidumbre
T T

—— &:Cabeceo-Elevacion
—— 6: Guifiada-Orientacién

Tiempo

Figura 15: Respuesta del sistema no nominal.

cando un desplazamiento en orientacién Af. Co-
mo consecuencia, el sistema aumentard la veloci-
dad del rotor de cola A« en sentido contrario a
las agujas del reloj para controlar la orientacion,
provocando a su vez un par de reacciéon de sen-
tido contrario en A alrededor de X,. Esto dard
lugar, inicialmente, a un desplazamiento A& hacia
abajo.

Figura 16: Sistemas de referencia y nomenclatura.

En la figura 17 se muestran las senales de control
Al igual que sucedia anteriormente, se estd bas-
tante lejos de los valores que producen saturacién
en los actuadores (0.6).

6 CONCLUSIONES

Se ha realizado un modelo lineal de la planta
en torno a un punto de equilibrio identificando
dindmica de alta frecuencia, de la cual se ha ex-
traido un comportamiento de acoplamiento del sis-
tema, y relacionado con él, un comportamiento
tipico de los sistemas de fase no minima.

Se ha diseiado un controlador robusto lineal y
multivariable para dicha planta. Se ha visto co-
mo el sistema identificado, con incertidumbre en el
acoplamiento, es controlado y consigue mantener
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Figura 17: Senal de control del sistema con incer-
tidumbre en el acoplamiento.

las senales de control dentro del rango de valores
que aseguran la no saturacion del sistema. Se con-
sigue estabilidad y comportamiento robustos.

Por otro lado, se ha llegado a una solucién de com-
promiso entre rapidez y comportamiento.
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