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INTRODUCCION

La nocidn de subconjunto convexo de un espacio vectorial so-

bre R, que interviene en la definicién de espacios localmente conwo:

vexo, hace necesaria una estructura de espacio vectorial sobre R

en el espacio vectorial considerado. Mo obstante, la teoria de los
espacios localmente convexos, desde su definicidén por J. von Neu-
mann, ha sido desarrollada simultaneamente para espacios vectoria-
les sobre R 6 C ; debido a que C es un supercuerpo de R, y a la con
sideracion de espacio vectorial topoldgico subyacente (Bourbaki ,
Eh§,§1,1 ), que permite definir los espacios localmente convexos sO
tre C, como aquellos espacios vectoriales topoldgicos tales que sus
subyacentes reales son espacios localmente convexos.

Para los cuerpos valorados no arquimedianos, también ha sido
desarrollada una teoria de espacios localmente convexos, fundamen=-
talmente por Monna {10),{113; definiendo previamente el concepto de
conjunto K=convexo .

El capTtulo de la dualidad, en la teoria de los espacios local

mente convexos, es el que aporta los resultados mas profundos y ele




gantes de la teoria. Desde los trabajos precursores de Mackey, Dieu '
donné, Schwartz ; la teoria de la dualidadha sido ampliamente estu-
diada . Fundamentalmente, el métcdo seguido ha sido el de desarro-
llar simultaneamente el estudio de la dualidad entre espacios vec=
toriales sobre R G C. Asi es desarrollada por Bourbaki [5],Schwartz
(143, Forvsth [8], entre otros. Sin embargo, Ksthe ( [91,21,11) in-
dica la posibilidad de reducir el estudio de la dualidad entre es-
pacios vectoriales sokre C, al de la dualidad entre los espacios
vectoriales sobre R (los subyacentes) ; y utilizando relaciones en=-
tre la polar y la polar absoluta de un conjunto, prueba la igual-
dad de ciertas topologias definidas por la dualidad entre espacios
vectoriales sobre C, y entre los subyacente reales . Grothendieck
[7), también indica esta posikilidad, aunque desarrolla simultanea-
mente la teoria para R 0 C. La dualidadentre espacios vectoriales .
sobre cuerpos’ no arquimedianos ha sido estudiada fundamentalmente
por Van Tiel [17],

El objeto fudamental de la primera parte de nuestro trabajo
(CapTtulos I y 11) es estudiar la dualidad entre dos espacios vec=
toriales sohre un supercuerpo ¥ de R, mediante la dualidad entre
los subyacentes reales, utilizando resultados de la teoria de apli=
caciones traspuestas respecto de una dualldad real. Hemos tomado co
mo cuerpo K, el cuerpo H de los cuaternios de Hamilton, por ser és-
te el mayor cuerpo que contiene en su centro a R, y es de dimensidn
finita sobre R ,

El capftulo | , es fundamentalmente, un capftulo instrumental
dentro de nuestro trakajo. En &}, se ccnsidera un espacio vectorial
E, a la izquierda sobre H (para los espacios vectoriales a la dere-
cha el estudio es totalmente andlogo, por lo que se omlte).

Puesto que al tener un espacio vectorial sobre H, tenemos aso-
ciado un espacio vectorial real (el subyacente real), el criterio
que hemos seguido en la notacidn es anteponer la letra H, cuando el
concepto sea relativo a la estructura de E ; asl por ejemplo, tene=
mos los conceptos de H-subespacio, H-absolutamente convexo, li=seml-
norma,...etc. ,y sus correspondientes para el subyacente : R=-subes~
pacio, R=atsolutamente convexo, Rﬁeminorma...etc. .

De los primeros apartados de este capitulo, queremos destacar



los resultados siguientes ‘
- EIl subyacente real de E, se puede descomponer en suma directa de
subespacios proplamente reales estrictos (I.5)

- El subyacente real del dual algebraico (topoldgico)de E, es iso-
morfo al dual algebraico (topoldgico) del subyacente real de E.(1.6
((r.11) ).

- La caracterizacién de la cipsula H=absolutamente convexa de un
subconjunto de E (Corolario de 1.23); que es totalmente andloga a

la del caso real y complejo,

- Una condicidn necesaria y suficiente para que una topologfa com-.
patible con la estructura de espacio vectorial real, del subyacen-
te, sea compatible con la estructura de E (1.10) .

En el apartado de los espacios localmente convexos, destacamos
por su importancia posterior en el trabajo, el procedimiento dado
en 1.31 para la obtencidn de topologfas localmente convexaspara
E, a partir de topolcgias localmente convexas del subyacente; y la
caracterizacidn de las topologTas localmente convexas de E, por
H=seminormas (1.34).

En el Gltimo apartado se establece el teorema de Hahn=-Panach
para espacios vectoriales sobre !, siguiendo un proceso andlogo al
que se sigue para pasar del caso real al complejo.

Hemos de indicar, por Gltimo, que independientemente de su va=-
loracién instrumental en el trabajo, este capftulo, fuera del con=
texto, tiene intrinsecamente el interés de ser una generalizacidn
de los espacios de Vlachs [16;; en el sentido en que los espacios lo
calmente convexos sobre R 6 C, representan una generaliiacfén de
los espacios de Hilbert soktre R & C.

En el capftulo !, estudiamos fundamentalmente, la dualidad vy
cuestiones relacionadas con ella.

Comenzamos el capftulo, definiendo el concepto de par dua],qu
mado pdr un  espacio vectorial £ a la izquierda sotre M, un espa-
cio vectorial F a la derecha sokre H, y una forma bilineal en E x F
aque separa puntos en E y en F, El hecho de que consideremos un es~
pacio vectorial a la izquierda y el otro a la derecha para poder de
finir la forma bilineal, no es dhbice para que como caso particular

importante de par dual, tengamos el formado por E vy E¥%, ya que E®



tiene estructura de espacio vectorial a la derecha sobre H. A con-
tinuacion definimos el concepto de par dual subyacente, entre los
subyacentes reales; y probamos (11.2) que las aplicaciones tras=
puestas (respecto de la dualidad real sukyacente), de las aplica- ;
clones lineales en E5 : x<«Ey ~ ix ; x<E; - Jjx , son respec-
tivamente, las aplicaciones lineales en Fy : yeFq -~ yi ;

yeFog > vj

Este resultado, junto con los lemas 1 v 2, y (1.10), constitu~-
yven el nGcleo fundamental del estudio de la dualidad qué hemos desa
rrollado.

Asi, en el apartado de las G-topologTas de E (topologfas de
la convergencia uniforme en los conjurtos de (& ), se prueba facil-
mente la igualdad de las topologfas o(E,F) y o(Eq,Fy) (resp.t(E,F)
y t{Eq,Fg) 5 B(E,F) v g(Ey,Fy) ) definidas respectivamente por la
dualidad entre E v F, y la dualidad subkyacente entre Ey y Fg.

Hemos de destacar que tras la definicidén del concepto de fami-
lia H-saturada de conjuntos de F, demostramos el teorema de Mackey~
Arens con hipStesis correspondientes a las del caso real,

En la Gltima parte de este capftulo, estudiamos algunos tipos
particulares de espacios localmente convexos. Probamos que un es-
pacio localmente convexo (E,t) es un espacio T, si y solo si, (Eg,T)
es un espacio T.(T= tonelado, infratonelado, hornoldgico, semire=
flexivo, reflexivo); lo cual permite trasladar todas las propieda=
“des de estos tipcs de espacios del caso real a nuestro caso.

En resumen, queremos destacar de este capitulo,que presenta
un método de estudio sistemitico de la dualidad mediante la duali=-
dad subyacente; método que a su vez puede segulrse para el estudio
de la dualidad entre espacios vectoriales sobre C.

En el capftulo Ili, se encuentran, seglin nuestra opinidn, los
resultados que pueden tener mas trascendencia. En este capTtulo,
nos planteamos el protlema inverso al de los capTtulos anteriores,
es decir, partiendo de un espacio localmente convexo real (F,t) de-
terminar si es subyacente de algln espacio localmente convexo sobre
H. En este problema hay dos cuestiones involucradas: una de tipo QL;
gebraico, que consiste, secln probamos en [11,1, en la existencia

de dos automorfismos de F verificando ciertas condiciones; vy otra



de tipo topoldgico, que consiste en que estos automorfismos sean
continuos para 1 .

| Para el caso complejo,Courbaki ( &4 ,58,1) prueba que una con-
dicidn necesaria y suficiente para que (F,7) sea subyacente de un
espacio vectorial topoldgico sobre £, es que exista un automorfis-
mo anti-involutivo en (F,r). Dieudonné en 6 ,d3d un ejemplo de un
espacio localmente convexo real, de dimensién infinita, para el
cual no existe ningln automorfismo anti=-involutivo.

Bourhaki indica, tambien en ( 4 ,58,1) un procedimiento para
obtener espacios vectoriales topoldgicos sobre C, a partir de es-
pacios vectoriales topoldgicos sokre R. El procedimiento consisté,
en esencia, en 'duplicar'" la dimensidn del espacio. Considera,el
espacio vectorial real F x F, v lo dota de estructura de espacio
vectorial sobre C; y como topologia considera la topologfa producto
de F x F ,

Algunos autores (Schaefer 12 , Slugin 15 ), utilizan este
procedimiento en el estudio de espacios vectoriales topoldgicos or=
denados. Schaefer denomina a este procedimiento : ''complejizacidn'.,’

Como podemos ohkservar, el procedimiento de complejizacidn, ha=
ce variar la estructura algektraica y topoldgica de pertida.Nosotros
hemos preohtado en 111.2 que , excepto para los espacios vectoriar.:
les reales de dimensidn finTta v no miltiplo de cuatro, existen
automorfismos de F verificando las condiciones de 111.1; y que nos
permiten dotar a F de estructura de espacio vectorial a la ifzquier=
da (resp. a la derecha) sokre H, a la que denominamos''cuaterniza-
cidn algehraica de F''respecto de los automorfismos considerados .
‘La condicidn que obtenemos en 111.2 es lo suficientemente amplia,
como para poner de manifiesto, que la dificuitad en el ejemplo de
Dieudonné radica en la parte topoldgica de la cuestién. Por eso, el
procedimiento que damos consiste, en partir del hecho de que F pue=
de cuaternizarse algebraicamente vy definir, entonces, en funcién
de tdos topologTas localmente convexas que son compatikles con la
estructura de espacio vectorlial sokre H de la cuaternizacidn alge-
bhraica de F,

En primer lugar definimos (111.3), una topologfa t menos fina

gue T,compatible con la estructura de espacio vectorial sobre U de



ta cuaternizacidn algektraica de F ; v caracterizamos a I por un sii
tema fundamental de entornos de 0 v por H=seminormas. Tamkién carac
terizamos algebraicamente el dusl de (F’l)’ a partir del dual de
(F,t). En el ejemplo 1 del final del capftulo, ponemos de manifies-
to que la topologia 1 puede no ser de Pausdorff, aunque tlo sea.

En segundo lugar, definimcs (111.10) una topologTa localmente
convexa T mas fina que 1, y compatikle con la estructura de espa-
cio vectorial sotre H de la cuaternizacidn algekraica de F; y ca-
racterizamos a 1 por un sistema fundamental de entornos de O, vy por
H-seminormas. También caracterizamos algebraicamente el dual de
(F,T) a partir del dual de (F,7). Hemos de seflalar que en este ca-
s0 no aparecia de una manera natural la definicidn de esta topolo-
gfa, por lo que es fundamental 111.9,

En el ejempio 2, pornemos de manifiesto, que la igualdad de

ki

los duales de (F,7), (F,7), v (F,7) nc implican, en general, la i-

-»
¥
1

gualdad de las topologias Ty Ty ¥ T .

Por dltimo, nueremos destacar, que el procedimiento de ''cua-
ternfzacién localmente convexa' que definimos, puede aplicarse en
particular, para obtener espacios localmente convexos sokre C, a
partir de espacios localmente convexos schre R; y proponemos el nom
bre de ''complejizacidn localmente convexa' para distinguirlo del de

complejizacidn anteriormente citado.



CAPITULO |

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS LOCALMENTE CONVEXOS SOBRE H

PRELIMIMARES ALGEBRAICOS

Por H denotaremos el cuerpo no conmutativo de los cuaternios.
Los elementos de H los representaremos en la forma
Agthypitdgj+ask 5 Ag,hi1,Ap,A3 e R
€i denotamos por E a un espacio vectorial a la izquierda so-
bre H, al espacio vectorial real obtenido restringiendo el cuer=
po de escalares a R lo denotaremos por Ej , y lo denominaremos

espacio vectorial real subyacente, o simplemente subyacente real,

En algln caso concreto,consideraremos también el espacio vec
torial complejo que se obtiene restringiendo a C el cuerpo de es~-

calares, que denotaremos por oF y gque denominaremos espacio vec-

torial complejo subyacente, o simplemente subyacente complejo,

1.1 Los automorfismos de Eg , definidos por :
X memmz (X K e X5 R e KX Vx « E,
los denotaremos por uj; , up, , ug ,respectivamente. Estos auto-

morfismos verifican : uy = uy = U3 = —[Co ; Uloup + upeuy = 0
donde IEO y © son, respectivamente,la aplicacién identidad vy

la aplicacidon nula en Eg



(dbservacidén : Para un espacio vectorial a la derecha sobre H
las consideraciones anteriores son totalmente andlogas. Por es-
ta razén, en nuestro trabajo omitiremos sistemdticamente el estu-

dio de las estructuras a la derecha.)
€i MCE es un subespacio lineal de E, es en particular un
subespacio lineal de Ep vy de E . A los subespacios lineales

de E locs denominaremos H-subespacios, a los de Eg R-subespa-—
AL,

cios, y a los de E C-sutespacios.,

.2 Proposicion : Sea MCE un R-subespacio. Son equivalentes

las proposiciones sicuientes :
I} M es H-subespacio

H)  iMcM |, JHCM

) iIMAJM A KM =M

Demostracion
I)<=>11) Si M es H-subespacio, verifica en particular iMCHM
jMen.
SioineH , JMCM | se tiene kM = {jMCIMCM , y por
tanto, si x,y€¢M x+ty <M vya que M es R-subespacio;
y si Aett Ax=(AotNi+ryj+rzk)x =
=hgxtip (ix)+ho (jx)+r3(kx) € M
[1)<=>11) iMcM =>=-M=MCiM => M= iM
JMOM =>=M=MC jM  => M = jM
KM = [jM = iM =M
Por tanto M7y jM (U kM = H

MM => iMC=-M=M

A= 1M "My kM
" MM KM 1 R e v

1.3 Proposicién ¢ Un C-subespacio M es H-subespacio si y solo

JNON & KNCN,

Demostracidn :

Si N es H-subespacio, en particular se tiene que jNIN vy
kN CN.

Reciprocamente, sea ! C-subespacio es por tanto R-subespa-



cio y verifica por ser C-subespacio iMCM, por 1.2 (I!) tenemos

que N es H-subespacio,

t.4 Definicién : Un C-subespacio N de E decimos que es propia-

mente complejo si N O jN = {0},

Un R-subespacio M de E decimos que es proplamente real si
MATMN JM N KM = {0} . Si los R-subespacios M, iM, jM, kM,

son disjuntos entre si entonces decimos que M es estrictamente

propiamente real.,

|.5 Proposicién ¢ En E existen subespacios propiamente comple-

Jo y estrictamente propiamente real tales que
E=N&jN , £ =MH& (M&* jJUE KM ; respectivamente.
Demostracibn :

a) Sea E la familia de los subespacios proplamente complejos

de E, que es no vacTa puesto que {0} <& ,

[§3)

est3d parclalmente or-

denada por inclusidn.

I

Sea {Fa ,0 A} upa subfamilia de = totalmente ordenada,
veamos que tiene elemento maximal @ F =agAF es C-subespacio de
E por estar la subfamilia considerada totalmente ordenada; y es
propiamente complejo puesto cue si x<F{\jF , se tiene :

X = X x 4 F

o oy ay * X TIX x +« F sea

5 g oz’
B = max{a; , ay} => ¥ & FBﬂijf {0} => x =0,
Aplicando el lema de Zorn, existe un elemento maximal N en
= . Considerenos N@ jN =G ., G es C~subespacio y verifica
jG = jH@& («M) = N& jN = C; es decir G es H~subespacio de E,
Supongamos que gE D N & jN estrictamente, existird enton-
ces y¢E /y€G ; y puesto que G es Hesubespacio (H-{y})(\G={0}
Consideremos el C-subespacio (C-{y}) @& N = L. L es propiamente

complejo : x-<<LQjL => x =(AgtiXy)y+vg , voeN
X =j«x2+ix3)y+vﬂ , V1tN
Ootirg)y + vo = j(Oo+ing)y + vi) =>
=>{Ag+iA;=jho*tkr3)y = vg=jv; => Ay = v , con A<cH , vcG

como (H-{y}) MG = {0} se tendrd por tanto X* =0 ,6 v = 0,



En ambos casos @ x = vy , x = jv; => vg=v) =0 => x=0,
Hemos 1legado a contradiccidn puesto que N es maximal y se
tiene que LDN , con L propiamente complejo., Por tanto :

OE = N@jN .

b) Con andlogo razonamiento al de la parte a) podemos probar
que si N es un espacio vectorial complejo, existe un subespacio
propiamente real de N , tal que Mg =M+ iM, con MN iM = {0} .
Consideremos como N el subespacio propiamente complejo del

apartado a). Entonces M es subespacio propiamente estrictamente
real. En efecto : M es R-subespacic de E y verifica

MN iM= {0} => jM [\ kM = {0} ; vy puesto que NN jH = {0}
tenemos que M\ jM = {0} , MO kM= {0}, iM Y kM= {0},
iMm N jM = {0}.

Ademas : E, =M+ iM+ jM+ kM, ya que %ﬁféE

X = X1+ jXp X1 ,%p €M {de manera Gnica), x; = %31 + ixy2

i

Xp = Xp1+ iXpn X11, X1z, X201, X25€M  (de manera Gnica), por tan-
to X = xy1t i)(12+ j(x21+ iX22) = x11% ixlz'*‘szl" kX22 (de mane=

ra Gnica).

Consideremos a continuacién el dual algebriico E¥ de E, que
sera un espacio vectorial a la derecha sobre . Tiene, por tanto
sentido considerar el subyacente real de E* que denotaremos por

(E*)g . Por otra parte el dual de E; lo denotaremos por (Eg)*.

1.6 Proposicién :  (Eg)* y (E*)y son isomorfos .

Demostracidn

Sea f <€ (E%)y; . Podemos expresar
f(x) = folx) + if (x) + jf(x) + kfs(x) , V'x € E ; donde
fo, fl’ fz, f3 € (Eo)* .
Considerando f(ix) = fo(ix)+ify (ix)+jf,(ix)+kf3(ix) , tenien

do en cuenta que f(ix) = if(x) , e identificando obtenemos :
fi(x) = -f4(ix) . Analogamente para j y k obtenemos :
fFo(x) = =Fo(Gx) 3 f3(x) = -Fo(kx) ¥ x<E .

Por 1o que podemos expresar



Flx) = Folx) =ifo(ix) =jfolix) ~kfolkx) {x - E )
Cbservemos que fy{x) = Re(f(x) ) &}x4€ E ; donde Re de-

nota la aplicacidn R-lineal de H » R definida por Re()) = Ag
si A = Ag +irp+jArotkhs

Vamos aprobar que la aplicacién ¢: (E¥)y - (Eg)*  de-
finida por f<(E*)g > ¢(f) = Reef es un isomorfismo.

¢ es R-lineal por serlo Re , vy es inyectiva en virtud de
la expresién (1) , Fara probar que es sobre,consideraremos la

la aplicacidon y: (Eg)* >  (E*), definida por :
foe(Eg)®x > y(fy) ; donde

p(Fg) () = folx) = ifglix) = Jfplix) - kfp(kx) ¥x.c E
p(fg) € (Ex)g . En efecto  y(fy) (x+y) = p{fq) (x) + v(fy)(y)

W (F) (ix)

folix)=ifq(=x)+jfolkx)=kfq(jx) =

P(Fg(x)=ifg(ix)=jfo(ix)=kfylkx)) =

P(w(fg)(x) )

Andlogamente para | y para k ; por tanto

B Ox) =2 (p(Fg) (x)  WA€H K x<E
Por otra parte, Yye¢= ¢y = 1, Por tanto si fge (Eg)* =>

=> fy = ¢(p(fy)) . Es decir ¢ es sobre y se tiene v = ¢!

A los hiperplanos de E los denominaremos H-hiperplanos vy

a los de E, R-hiperplanos, Las proposiciones siguientes son

consecuencias inmediatas de |.6,

1.7 Proposicidon : Si M es un tH-hiperplano homogeneo de E de e-

cuacién f(x) = 0, feE* ; se tiene que M=MgN iMgN jMyO kMg sien
do Mj el R-hiperplano de E de ecuacidn (¢(f)) (x)=0 .

Reciprocamente, si Mgy es un R-hiperplano homogeneo de E de
;0 M= Mg VMg O jMg N kMges un

H-hiperplano homogeneo de E de ecuacidn ¢(fy)(x) = 0 ,

ecuacidn fo(x) =0, fy€(Eg)*

1.8 Proposicién ; Si M es un H-hiperplano afin de E de ecua-

cidn fx) = Agtiry+jhs+kig , f <E*% , se tiene que



M= Mg/ iy My iy siendo Mo My Mo ,Ma los R-hiperplanos

afines de E de ecuaciones respectivas: ¢(f)(x)= xg ,o(F)(ix)==1y

$(F) (jx)=-2s , ¢(f) (kx)==24

PRELIMINARES TOPOLOGICOS

Consideraremos en H el valor aksoluto que define en el cuer-
po la aplicacidn A=hgtidj+ji,+kdy ~ [A[=/&€:Xﬂ:ié:i§‘.
Tambien consideraremos en 1! la topnlogia asociada a este valor ab-
solute, que dota a H de estructura de espacio topoldgico localmen-
te compacto y separado,

Por tanto, si E es un espacio vectorial a la izquierda sobre
ty son aplicables las definicicnes y proposiciones relativas a es=
pacios vectoriales topoldgicos sobre cuerpos topoldgicos, en par=

ticular sobre cuerpcs valorados. (V,C, [i])

.9 Befinicidn : Un espacio vectorial E a la izquierda sobre H
p . s

se dice aue es un espacio vectorial topoldgico, si estd dotado de

una topologia tal que se verifica

E.V.T. | .- La aplicacidn (x,y) » x+y , de E X E > E es conti-
nua.

E.V.T, 1l.- La aplicaciéon (\,x) = Xx , de ¥ X E > E es conti-_
nua.

Una topologfa sobre E que verifica E.LV.T. | y E.V.T. |1l se
dice que es compatible con la estructura de espacio vectorial de

E sobre H,

(Dbservacidn : Si una topologia sobre F es compatible con la es-
tructura de espacio vectorial de E sobre H, es en particular com=
patible con la estructura de FEg5 sobre R ; ya que la topclogia

que induce en R la de M , es la usual de R.)

En las proposiciones ciguientes [ representard un espacio

vectorial a la izquierda sohre M,



T

1,10 Proposicién : Una topologTa 1t compatible con la estructura
de espacio vectorial de E; es compatible con la estructura de es-
pacio vectorial de E sobre H, si y solo si,los automorfismos Uy

y u, de (1.1) son continuos para t

Demostracidn

Si v es compatible con la estructura de espacio vectorial de
E sobre H , verifica en particular E.V.T.Il, y por tanto los
automorfismos u; ,up son continuos para T.

Reciprocamente, sea t compatible con la estructura de espacio
vectorial real de Ejp , y supongamos uj ,up continuos para T.
Puesto que wuj3 = uj up, ug tambien serd continuo para Tt.

Tenemos entonces, que la aplicacién (x,y) - x+y de
EXE = E es continua,:-y por la asociatividad de la suma tam=
bien es continua la aplicacidn (xy,xp,X3,%Xy,) =  XyFxo+xgtxy
de E XEXEXE > E . Sea rcH A=kgtrjitisj+tizk , la
aplicacidn  (h,x) = (gx,A1ix,Aojx,23kx) de HxF = ExExExE
es continua,por ser continua por componentes y puesto que la a-
plicacidn  (Agx, A 1ix,Apix,A3kx) > Agx+X;ix+A,jx+izkx  es
continua seguf vimos anteriormente, tenemos que tambien se veri-
fica E.V.T. |1 .

Supongamos a continuacidn,E dotado de una topologTa compa=
tible con la estructura de espacio vectorial sobre H. Tendremos
que el dual topolbgico de E serd un H-subespacio de E** y que de-
notaremos por E'. Analogamente el dual topoldgico de E, para la

_topologfa considerada serd un subespacio de (Eg)* que denotare-

mos por (Eg)' .

i.11 Proposicidn : (Eg)' v (E')g son isomorfos.

Demostracidn :
Bastar3 probar que la restriccién de ¢ a (L')ges un isomor-
fismo entre (E')g y (Eg)' .
Teniendo en cuenta que segin (1.6) podemos expresar
Fx) = 4(F)(x) = T6(F)(ix) = jo(F)(x) - ke (F) (k) Vx ¢ E
tenemos que si ¢(f) es continua f tambien es continua ; es de-

cir fgo € (Eg)t => ¢(fy) ¢ (E')y . Y reciprocamente, por ser



la aplicacién x«H - Re{r) continua de H -+ R tenemos que
si f ¢ (E')g => ¢(f) «(Ey)' . Por tanto, ¥ es un isomorfis=
(E

)
/
mo entre (Ey)' vy o

Como consecuencia obtenemos el siguiente- resultado.:

—

.12 Proposicién : Todo H-hiperplano cerrado de £ es interseccidn

de R-hiperplanos cerrados de E .

Demostracidn

Es consecuencia inmediata de (1.7) , (1.8) y (1.11) .,

Por Gl1timo, dentro de este apartado, estableceremos los re-
sultado que por ser vilidos para espacios vectoriales sobre cuer=
pos valorados, lo serdn para espacios vectoriales a la izquierda

scbre H., Las demostraciones que omitamos pueden ehcontrarse en

[i";?»:]; §]; 5 0

.13 Definicidn : Una parte M [ se dice H=-equilibrada sl
.
AMC M dAeH [Al<1 . 81 NCE, se llama clpsula H-equili-
brada de N vy se denota por ~(N) al menor conjunto H=equili=-

{
brado de E que contiene a N, y es igual a \KT%N )
[TAVEN 2
¢i 0«N se define el nlcleo H-equilibrado de N 'y se de~
nota por k(N) al mayor subconjunto de N H-equilibrado ; y es

igual a \V;AN
DAPAIS

Una consecuencia inmediata de la definicidn anterior es que
si MCE es H-equilibrado es en particular R-equilihrado (e=
quilibrado en Eg ). Y que ‘MZE es H-equilibrado si ¥y solo si

es R-equilibrado y verifica XM<M e H Ix]=1 .

I, 14 Proposicidén ¢ Sea M E , se verifica :
1) o= ECuM) = w&EM) ducoh

I1).- 8i E estd dotado de una topologia compatible con la estruc~

tura de espacio vectorial de E sobre M, y Hausdorff ; entonces

si M es compacto (M) es compacto.

Demostracién

Por la razén que indicamos anteriormente s$blo demostraremos
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1) . Demostracién de !) : X € &IUN) => x=\gyy , y<eh,
A€l |x|<1 . Podemos poner x = Ay = up(u'Au)y = pay donde
ael Jal<l => xeu &(M) . Reciprocamente ; x eu &(M) =>

=> X = nAy , A <H ]A]S] y Y€M" , Podemos poner

x = piuy = apy , donde o<l [al<l => x <« Eun
1.15 Definicidn : Una parte ACE se dice que absorbe a una par-
te RCE si  fa>0 / M>p ¥ a<p |A]2a . Una parte RCE

se dice H=absorbente, si absorbe a todos los conjuntos unitarios
de E,

Una parte B E se dice acotada para una topologia T comna=
tible con la estructura de espaclio vectorfal de E sobre H , si

todos los entornos de 0 absorben a I,

Censecuencias inmediatas de esta definicién, son :
I) .= Todo conjunto l'=absortente de E,es R~absorhente (absorben=
te en Eg ).
t1).,= 8i ACE es Heequilibrado, entonces, A absorbe a BC.E si
y solo si, FA H / XADR , En particular, si A es H-equl=
1lbrado, entonces, A es t=absorbente sl y solo sl, es

R=absorbente,

.16 Proposicién : Si E estd dotado de una topologfa 1T , com-

patikble con la estructura de espacio vectorlal de E sobre H,exis=

te un sistema fundamental! de entornes cerrados.de 0 para?:T,ais-.

tal que

EN.T. 1! .= Todo V< B es M=absorbente y H=equilibrado.
EV.T. 11V .- «fvtB frer # 0 weB
EVLT, 111, Y¥veB Juwel tarl que waewcvy .,

Reclprocamente, si i% es una base de filtro sobre £, veri=
ficando ELV.T. 1Y, E.V.T. 11Y , ELW.T, L)' 3 exlste una Gni-
ca topolegla sobre E, compatible con la estructura de espaclo

vectorial de E sobre H, para la cual l% eés un sistema funda~
mental de entornos de 0,

.17 Proposicldn @ i E estd dotado de una tepologla 1, compatl=




ble con la estructura de espacio vectorial de E sobre H, los con-

juntos acotados de E y de Fj son los mismos,

Demostracidn

Es consecuencia inmediata de E,V,T. |' vy de la consecuencia

11 de 1,15,

CHNJUNTOS CONVEXOS. CAPSULA CONVEXA,

En este apartade F representard un espaclo vectorial a la

izquierda sobre H,

1.18 .Definicidn : Una parte A< E , dlremos que es un conjunto

convexo de E, si es un conjunto convexo de Ey ; es decir, si
Y‘alﬁt.R az0 , 20 a+ B =1, vy Vyx,ye;A se tiene que
ax + By « A,

Puesto que en la definicién de conjunto convexe de E , que
hemos introducido,solamente interviene la estructura de espaclo
vectorial real de Eg , las propiedades generales de los conjun=~
tos convexos serdn vilidas para nuestro caso. Por tanto, enun=
claremos las propiedades mas importantes,dando solamente, las
demostraciones en aquéllas en las que intervenga la estructura

de E sohre I,

1,12 Proposicidn :1)Si AcCE es convexo, tambien lo son x + A,

xeE , v A N aeH,

1) La interseccién de una famllia de conjuntos convexos de E es
un conjunto convexo de E,

I11) ACE es convexo , sl v solo s! se verifica que para todo
conjunto finlto: x, 15 o €h ,de elerentos de A , y todo
conjunto Fiﬁito de elementos de R: Fo ga]es que  r. 20

1 & o gn, Z r =1 ,se tlene : Z rx & A
b a o
=1 o=1

" Zlpongamos E dotade de una topologfa t , compatible con la
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estructura de espacio vectorial de £ sobre M, y por tanto con la
estructura de espacio vectorial real de E

]
IV) Si ACE es convexo, tambien lo son : Ay A.

Demostracidn :
Para probar la segunda parte de |), kasta tener en cuenta
que la aplicacldon x > ix , A<H de E ~E es una aplica~

cién lineal en Egy ,por ser R el centro de F,

.20 Definicidn : Sea ACE, denominamos cépsula convexa de A

al menor conjunto convexo de E que contiecne a A ; y lo denota-

mos por C{A). A C(A) lo denominamos cdpsula convexa y cerrada
de A ,

1.21 Proposicidn :+ 1) Sea Aa o« una familia de conjuntos

- \ o
convexos de E. La cipsula convexa de ;:b Aa es el conjunto de

las combinaciones lfneales } r x , tales que x €A _; r <R
oo a o o
ol
rz 9 N Fo = 1, siendo todos los ry nulos excepto un nime=~
e

ro finito de ellos.

1) La cdpsula convexa de ACE estdformade por las combina =

ciones lineales BEArBXB y donde g« A Boh, rocR, rg 20

) ro = 1 siendo todos los s nulos excepto un nimero finito de
B

ellos.

CONJUNTOS H-ABSOLUTAMENTE CONVEX0S, CAPSULA H=ABSOLUTAMENTE CON~
VEXA,

Por E denotaremos a un espacio vectorial a la izquierda so-

bre i1,

.22 Definicion : Sea ACE , decimos que A es H-ahsolutamente

convexo si A es convexo y H-equilibrado; y decimos que A es



-1

R-absolutamente convexo, si A es convexo y R=equillkrado (es decir

si A es absolutamente convexo en Ey ).

.23 Proposicidén : Sea ACE , las proposiciones siguientes son

equivalentes
1) .- Aes convexo v verifica @lkﬁH JIal=1 => AACA .,
Il) .~ A es H=absolutamente convexo ,

Hl).-%ﬁ,u&%&/ Ixf+lul <1 yﬁk,yéA => Ax + uy € A,

Demostracidn :
I) => 11) Tomando A = =1 , tenemos que =A = A, Por ser A conve-

xo , tomando a,=ac¢A,tenemos 1/2 a + 1/2(=a) < A =>
=> 0<A , Por tanto, si reR, 0 gr g1 se tiene rx<;A,"€%<‘A
ya que A es convexo. Veamos por Gltimo que A es H-equilibrado :
sea A¢H , A #0 |1|€1 ; podemos poner AA = IAK}]X|4A> Gy

Si A =0, MMCA vya que segun vimos antes 0OcA

F)=> 111) Sean A,ueH / |3 + |u| €1 3 x,yehA . S X =0 s=>

=> Ax + uy ¢ A, por ser A H=equilikrado,Si u=0 =>
=> Ax + uy « A, por ser A H-equilikrado. Si A #0 ,u #C, pode=
mos poher:

ax 4y = ([A]+ !uI)QHHAIHu!)"(AIAI"x) R

S Ll (Y Culsy)
y puesto que A es convexo vy H-equiliFrado se slgue que Axtuy <€A,
L11) => 1) Tomando en particular A,u€R ,A> C,u20, X + u =1 ;

se sigue que A es convexo, Tomando X = 0 , qu= 1 se

sigue que WwACA .

Corolario: Si ACE es H-absclutamente convexo, se verifica que
para todo conjunto finito {xa, 1<o <n3, de elementos de A, y pa=
ra todo conjunto finito{ka, 1g<agnide elementos de H stat que <.=

n
azllAaI <1 , se tiene que E A%y €A
Demostracion @ o=
Para n = 1 se verifica por ser A H=asqullibrado.
Para n = 2 se verifica sequn 1,23 ,

Supongamoslo clierto para n~1. Sean Xa y 1 <ag n Aat H
n n .
TIal et . et ¥ |a ] =0 el resultado es clerto por ser A
=1 ¢ a=1 @



H=equllitrado. Supongamos A Z]xal # 0,y denotemos M, = X

a=1
1 <a< n-1 . Podemos expresar ;
n n=1 n=1
Z Aaxa = AZ Xy T Anxn . Como Zlual =1, =>
a=1 a=1 o=
. n-1
=> por la hipbtesis de induccidn que Zu X < A g Yy puesto
_ ST
n n=1
+ = X < === + :

que IA] IAnl z [ a] < 1 > A Ejuaxa Anxn~& A

a=1 o

For otra parte, la condiciédn “enunciada es suficiente, evi-

dentemente,

.24 Proposicién: 1) Si ACE es H-absolutamente convexo, AA

]

es H=absolutamente convexo ¥ AcH.

1) La interseccién de una familia arbitraria AN o, de
conjuntos H-absolutamente convexcs, es un conjunto H=aksoluta~
mente convexo,

I11) El nucleo H-equilikrado de un conjunto convexo es P=absolu-

tamente convexo.

Supongamos cue E esté dotado de una topologTa compatible
con la estructura de espacio vectorial de E sobre H, entonces

e

tV) €i AcCE es H-absolutamente convexo, tamkien to son Ay A,

Demostracidn :
) En primer lugar, M es convexo segin 1.19 (1) . Por otra
parte : sea wel , |u| =1 : y supongamos X #0 (ya que si A=0
el resultado e$ trivial). Podemos poner

MM = AXIAA = A, Como  [R] = || ul A = Jul =1
y A es H-equilibrado se tiene que BACA y por tanto p(MA) C XA,
I'1) Es consecuencia inmediata del hecho de que el resultado es
cierto para conjuntos equilitrados en general, y para conjuntos
convexos (1,19 (11) ),
I11)Basta tener en cuenta que el nucleo H-equitibrado de un con-
junto A, es {gual a:(?A“ff\ ‘A iy el resultado se oktlens co=
mo consecuencia de las pariizll) y t1) de la proposicidn,
IV) En primer lugar A vy A son convexos, segdn 1.19 (1V).
y A

ta
AO

as
rd, segln 1.23, probar que siret , |[x|=1 ==> AA CA -



Sea x €A ; puesto que la aplicaciéon x = Ax , es conti=
nua como consecuencfa de E,V.T, Il, se tiene que si \ es un en-
torno de Ax , existe un entorno YV de x tal que : AVCVY , Puesto
que x <A , se tiene que VNAZ @ . Sea z<VNA = JdzeV , Y

Az e A ya que A es en particular H-equilibrado, por tanto
Az MNA => WNA # @ 3 vy como es cierto para todo entorno de
AX, se tiene que Ax-< A, |

Analogamente, si Z # # , sea xc1; => 4V, entorno de x

tal que VCA y podermos tomar V H=equilibrado en virtud de 1,16

y por tanto AX € AVCVCA =>)x<€A,

.25 Definicidn : Sea ACE , denominamos cdpsula H=absolutamen-

te convexa de A, y la denotamos por T(A), al menor conjunto
H-absolutamente convexo de E que contiene a A .
Denominamos cdpsula R-absolutamente tonvexa, Yy la denota-

mos por Tg{A) , a la capsula absolutamente convexa de A en E; .

A T(A) y Ty(A) , las denominamos cépsula H=absolutamen-
te convexa y cerrada, cépsula R-absolutamente convexa ycerrada,

respectivamente,

|.2C Proposicién : Sea ACE , se tiene que T(A) = C(E(A)) .

Demostracidn
Sea BCE , B H-absolutamente convexo v BD A , entonces
B> C(&A)), v por tanto T(A) D C(E(A))
Reciprocamente, veamos que C(&(A)) es H-absolutamente con-
vexo: en primer lugar, C(&(A)) es convexo por ser la capsula

convexa de un conjunto; bastard probar, entonces, que si A<l
I =1 => 2(E(A) C C(&(A)). Sea xeC(E(A)), segdn
1

n n .
13y t21(11),  x =a£ ra(uuxa) con r >0, 1o ¢n, &§1r“ =1

noety Ju st tsa <0 g x < A
n n n
Ax =A Z ra(uuxa) = Z ra(kuaxm) = z ru(dea) con
C¢=1 (’j,=1 a::']
n
y r =1t 20 e e, lgaiz ]A]]uu! < 1, Por tanto ,

Ax € C{&(A)). Puesto que C(&(A)) es H-absolutamente convexo vy

C(E(A)) DA => T(A) CC(ER)) . Por tanto @ T(A) = C(E(A))



Corolario : Si ACE es H-equilibrado se tiene que T(A) = C(A).

.27 Proposicidén : Sea ACE. T(A) estd formado por las combi-

naciones lineales ZA X , donde x € A, ael; A <M, 0e
oo o o
sl
T . - . e
&}Au! <1 , siendo todos los X nulos excepto un niimero finito
0
ok 1
de ellos.

Derostracidn :

Denotermos por T = { Zkux s X AL e, T

3 o o O
U e Q o QQ

A =0 excepto unnimero finito }
[0

T>A , evidentementec; y segiin 1.22 T estd contenido en

H

todo conjunto H-absolutamente convexo que contenga a A, Pastara,

por tanto, probar cque T eas H=ahsolutamente convexo.

; . A :
Sean A ,2<t /x4 |Bigl 3 vy sean zqum , Zudxa»x.T
(X\‘Q Ot\fl
M)A x o+ Bl wx o=V 0o +Bu )x o, donde x_ . A,
4 oo 0O - 2 a7 ~T
aef RS RS
N . ™ | L
T O N D L% B D VO B DY R A I I
e "o o a '
o el el el

(Aka+“8ua) = 0 excepto un nimerc finito. For tanto,

KZ Ax. o+ Ez WX w7 => T e¢s H=absclutamente con-
oo Lol
o 2 o ll

vexo,
(Observacidn : las expresiones que hemos tcmado de los elementos
de T ,en la demostracién,no suponen pérdida de generalidad :ya

que casi todos losi ,u_ scn nulesj.
% 4

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS, LOCALMENTE COHVEXDS, CORRE  H

Fn este apartadeo, [ representard un espacio vectorial a la
izquierda sobre ii.

U
1.28 Definicidn : Sea 1t una topologfa en E, compatible con la
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estructura-de espacio vectorial de E sobre H, decimos que E,T
es un espacio vectorial topoldgico, localmente convexo si Ey,T
es un espacio vectorial topoldgico, loclmente convexo, Atreviada=-

mente,diremos simplemente que T es una topologfTa localmente con-

vexa de E.

1.29 Proposicién ¢ Si E,t es un espacio vectorial topoldgico,

localmente convexo; existe un sistema fundamental de entornos de
0, H-absolutamente convexos y cerrados,
Demostracidn

Por ser Ep,t espacio vectorial topoldgico, localmente con=
vexo, existe un sistema fundamental de entornos de 0 R-absoluta-
mente convexos y cerrados. Sea V entorno de 0, R-absolutamente
convexo y cerrado. Seglin |.16 , existe VYV , entorno de 0
H-equilibrado ; puesto que V'es convexo se tiene CIM)cCV, y
segln el corolario de 1.26 T{) = C(Y) < V., Por Gltimo,

T{7) CV por ser V cerrado , TT() es H-absolutamente convexo

seginl.24 (1v) ,

1.30 Proposicidn ¢ Sea O una base de filtro sobre E, formada

por conjuntos H=absolutamente convexos y H~absorbentes . La faml-
lia ‘§3 = {rB/ 0, Be(=}, es un sistema fundamental de en-

tornos de 0 para una topologTa localmente convexa de E ,

Demostracidn
Puesto que & es en particular una base de filtro sohre E

formada por conjuntos R=absolutamente convexos y R-absorbentes,
sabemos que ([+7,11, 84, 1) 1a familia ,13= {re / 0, <G}
es una bhase de entornos de 0 para una topologTa localmente con=

vexa de By , Bastara, por tanto, segln 1.10,probar que para esta
topologfa de Ep , las aplicaciones uj ,us de 1.1, son contl~
nuas; y €sto e€s consecuencia inmediata del hecho de ser los. con=

juntos de iB H=absolutamente convexos

Vamos a debilitar las hipdtesis de 1,30, en el sentido de
que wuna base de filtro sobre Ep , formada por conJuntos R-ahso~-

lutamente convexos y R=absorbentes, también determina en E una to
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pologfa localmente convexa, compatible con la estructura de espa-

cio vectorial de E sobre H.

1.31 Proposicidn : Sea (5, una base de flltro sobre £y , Tormada

por conjuntos R-absolutamente convexos y R~absorbentes, Sea G;
la familia formada por las cépsulas H=absolutamente convexas de
los conjuntos de CSO . Se verifica que la familia : k

I%‘ { rB/ rs0 , Be(>} es un sistema fundamental de entornos

de 0, para una topologfa localmente convexa de E,

Demostracidn :
Pastard probar que (& verifica las hipdtesis de 1.30
S es base de filtro sobre E :
En efecto , ryy> v #'u {@; y T{Uunv)Cr)arw)
Yu,v e S .
r{u) es H-abso)utamantg convexo Vl)é.CE .
r'(U) es H=-absorbente Vllé.GE : U R-absorbente => I'(U) R~absor~
bente; y puesto que TI'(U) es en particular H=equilibrado se

tiene segln 1,15 (I11) que T(U) es He=absorhkente.

A contlnuacién vamos a estudiar las seminormas en E , a par=
tir de las propiedades de las seminormas en espaclos vectoriales

reales.

.32 Definlcién : LLamemos l=seminorma de E , a toda ap]icacién

x + q(x) , de E ~» Rt que verifique :
a(ax) = |Ala(x) , ¥rel  ¥x . E
S qby) < alx) + qly) , Yxye £

(Observacién:Nuestra definicién es un caso particular del concep~

to de seminorma que se define en espacios vectoriales sobre cuer
pos valorados ( ﬂﬁﬂ; 1, 1, 1), La variacidn en la notacién es

debida a la necesidad que tenemos de distlnguir las seminormas de
E de las de Eg. A éstas Ultimas las denominaremos R=seminormas de

E. Obsérvese tambien, que una R=seminorma de E es Hesemlnorma s|

y solo si q{ix) = gq(x) ,"»QLMHA |A]=1, 4 xe E. Por Gltimo, es e=

vidente que toda H=seminorma de F es,en particular F-seminorma de

E.)



1.33 Proposicidén : Una condicidn necesaria y suficiente,para que

una familia A de R-seminormas de E defina una topologfa local-

mente convexa de E |, es que se verifique :

para cada q < L, existen 9, ,pun;A , 1sasn 3y k> 0 tal que

qlix) € k sup qq(x) $x ek
T<ogn ) (%)
q(jx) « k sup pu(x) k}xc E

1gogn
Demostraéidn :

La familia A de P-seminormas define una topclogifa T
localmente convexa de Eq . ( [4], 11, §4, 1)

Segin 1.10 y 1,28 , para probar gue T es unha topologfa lo-
calmente convexa de E es necesario y suficiente que las aplica~=
ciones wujy ,up de 1,1 sean continuas para 1t . Ahora bien, pues~
to que las aplicaciones u; ,u; son lineales de Ep = Eg
las condiciones (%) del enunciados son necesarlias y suficientes

para que uj ,up sean continuas para T . ( ["53. I, 81, &)

Corolario t Sea A una familia filtrante de H=seminormas de E.

Se verifica
) La topologfa T que define. sohre Ep , es una topologfa lo-
calmente convexa de L,

1) Los conjuntos B(q &) = { x<E / qlx)<e , €20, qed }
’

forman un sistema fundamental de entornos de 0, para T , H~absolu-

tamente convexos.

Observacidn : La nocldn de ""filtante' est3d considerada en el
preorden: p < q si existe ks 0 tal que p(x)s kq(x) Vxe E,
en el conjunto de todas las R-serinormas de E , Siguiendo la

notacidn de { [:3]).

Demostracidn @

I) Por ser H=seminormas verifican,en particular,las condiciones

(%) de (1.33)
1) Sabemos por ( [47}, Il, &1, 1) , que los conjuntos :
E { xeE / a{x)<e , 20, q¢ A } forman un siste-

'(‘fhﬁ)
ma fundamental de entormos de © para 1, Bastard, por tantoe,



probar que estos conjuntos son H-aksolutamente convexos,

Sean A , BeH /x| + [Bl 1 ; ek’yégh,d'
gax + By) ¢ q(ax) + q(gy) = |r]q(x) + |glaly) <

< (gl dece =

=> Ax + Sy-ee(q e)

.34 Proposicién : Si 1 es una topologfa localmente convexa de

E, 1 puede ser definida por una familia filtrante de H-seminor-

mas.

Demostracibn :

T es en particular una topologia localmente convexa de Ey.
sabemos por ( [ 4], 11, 84, 1) que © puede ser definida por
una familia filtrante de R-seminormas , formada por las jaujas
de un sistema fundamental de entornos de G,R-absolutamentes con=
vexos y R=absorbentes.

Puesto que por |.30 sahemos que podemos tomar un sistema de
entornos de 0 H-absolutamente convexos y H=absorbentes ya que
Tt ,es por hipdtesis, topologTa localmente convexa de Ej bastard
probar que la jauja de un conjunto H=absolutamente convexo y
H-absorbente es una H-seminorma de E.

Sea ACE H-absolutamente convexo y H=absorktente. La jauja
Pa de A estd definida por : /

pAQ)= tnf {reR/ xerh }, ¥x<E

Sea A ¢l A #0 p () = p, AT [A]x) = [alp, OA™X)
py(x)

py(MAI"%) = Tnf rert/ DM xera ) =

Pobemos que pA(llX]dX) =

= tnf L re Rt ke A RA )

Puesto que |X'|A]] = 1y A es H-equilibrado se tiene qué

% < A A|rPA <==> x«rA ; y por tanto pA(A]A]Ax) = pA(x).

.35 Proposicién : Sea MCE, Heabsolutamente convexo y H-absor-

bente. Para que una H-seminorma p de E sea la Jauja de M; és ne-

cesario y suficiente que se verifique : MICHM C M2 ; donde



..’ZO,
M= {xeE/ plx) <1} , My=1x<E/ p(x) 11},

Demostracidn
Sea p wuna H-seminorma en E, y supongamos que MjCMC M, .,

Denotemos por gq la jauja de M.

5i p(x) =h, h#0; tenercs %/rt,R , r>h aue
plx) < r => p(1/,rx)%1 => 1/rx%;’M1 => x&rM
y*fﬂr‘thF, r<h r#0 px)>r => P(]/rx)>1 =>

=> 1/rx f:MZ => x¢ r4 =

L
Reciprocamente , si suponemos p(x) = q(x) Y xeE. , tene-
mos que si xeM; => p(x) =h<1 => q(x)=h =>
X €rMCM , her<l, Si xeM => gx) £ 1 => plx) 1 =

=> X £ M2 ’

.36 Proposici6n : Sean [1,E, dos espacios vectoriales a la

izquierda sobre H , dotados de las topologias 11,7, definidas res~
pectivamente, por las familias de H-=seminormas A; ,Ap , Las con-
diciones siguientes son equivalentes !
1) s« <;ka1,E2) , S es equicontinuo,
1) Para toda H-seminorma q< A, existe una H=seminorma p de
Ay y k20 tal que :  qlv(x)) < kp(x) , \](“xﬁE ,‘{ves .
I11) Para toda H-=seminorma q de Ay, sup gev  es una Heseminor=
ma continua en Ep , ves
Demostracion :
Pasta conslderar los subyacentes reales respectivos (E1)g y
(E;); tener en cuenta que Aj, Ay son en particular familias de

seminormas en (Ey)g y en (Ep)y respectivamente , y que
CZZ(El,Eg) Cﬁ;Zi((El)O,(EZ)O). El resultado se sigue, ehtonces
de ( [4], 11, 81, &),

Corolario : $i E estd dotado de una topologTa localmente def | =

nida por la familia de H-seminormas [, se tiene que :



f B! <=> :}q—ﬁA / lf(x)l < kgq(x) , k20 ;*{x<iE.

TEOREMA DE HAHN-BAMACH.

En este apartado estableceremos el teorema de Hahn=Banach y
sus cBhsecuencias , para un espacio vectorial a la izquierda so-
bre H. Preccederemos de forma andloga a como se procede para pa-
sar del teorema de Hahn-Fanach para espacios vectoriales reales a
espacio vectoriales complejos.

Los resultados para el caso real se suponen conocidos y pue-

den encontrarse las demostraciones en [;J).

E representard un espacio vectorial a la izquierda sobre H,

.37 Proposicién ¢ (Teorema de Hahn-Panach)

Sea p una H<seminoema en [, F un H-subespacio de E, v
fef* tal que |fly)| < ply) ¥y F. Existe fjc E* tal que

lfl(x)l < plx) \5x&,E ; siendo f, wuna prolongacidn de f .

Demostracién :

Sea U eT isomorfismo de (Fy)% —+~ (F*)y , de .6, Puesto
que f ¢ (F%), e PUEF) = g e (Fp)x .

Puesto que p es en particular una R=seminorma en E , es
decir una seminorma en Eqo 3 |gly)| < [fly)] < ply) éy«MF, y
como F es en particular subespacio de E; , por el teorema de Hahn-
Banach para el caso real , tenemos que existe qj- (Eg)% , pro-
longacién de g y que verifica : |gy1(x)] ¢ p(x) ‘Jk¢,ﬁg .

Consideremos f, = W(gl)- En primer lugar veamos cue f,

prolonga a f

dxer fi(x) = ¢lg1(x)) =a1(x) = igy1(ix) = Jg1(jx) = kai(kx)

]

= g(x) = fg(ix) = jg(ix) = kg(kx) = v(g)(x) = f(x).

Ademas f, wverifica :
81 fi(x)#0 , tomando A = |[fi(x)|(F(x))7", se tiene



x<H , |A] =1 . Podemos poner :

[f100) |

[FL )LL) (F1(x)) = F1(x) = [Re F1(Xx) |=

' (F) )] = 1g10x) ] € pOx) = plx).

it

Si f1(x) = 0 tambien se verifica evidentemente.

Corolario 1 : Si E estd dotado de una topologfa T , compatible

con la estructura de espacio vectorial de E sobre H 3 p es una
H~seminorma de E ; v xg«E ; existe, entonces, fe<E' , tal que

Flxg) = plxg) v [F(x)] € plx) dxeE .

Demostracidn :
Consideremos como F el H-sutespacio de E : He{xgpl} y defi-
namos f : F > H por f(ixq) = Aplxg)
Segiin 1.36 , existe f;<E* que prolonga a f y verifica
)| < plx)

y que p es He-seminorma continua , se tiene que f<E' .,

V;-&E . Teniendo en cuente el Corolario de 1.35

Corolario 2 : Supongamos E dotado de una topologia localmente

convexa, y sea F un H-subespacio de E. Entonces, si feF' , exis
te f;€E' que prolonga a f ,
Demostracidn :
Teniendo en cuenta el Corolario de 1.35 , existe una H-semi=
norma p de las que definen la topologfa de E , tal gue
[F(x)| € p(x) , x F . CSegiin 1.36 existe f; E* , que prolon-
ga f vy verifica [f;(x)] < p(x) ,3ék<£ . Teniendo en cuenta nue=-

vamente el Corolario de 1.35, se tiene que f,<E' |,

Corolario 3 : Supongamos E dotado de una topologTa localmente con-

vexa Yy Hausdorff. Sea F un He-sukespacio de FE de dimensidn finita;
existe, entonces, un H=subespacio cerrado de E, suplementario to=
poldgico de F en E,
Demostracidn

Sabemos, por ( [g], 141, §6, 2 ),que para que F admlta un su-=
plementario topol8gico es necesario y suficiente la aplicacidn i-=

dentidad en F , se prolongue a una aplicacién H-lineal continua de



E sobre I,

Consideremos el subyacente real F, de F , que es un subes=
pacio de Eg de dimensién finita vya que dim Fp= 4dim F , por
ser F de dimensidn finita . v

Puesto que el resultado es vilido para el caso real, Fjad-
mite un suplementario topolégico en Eg, y por tanto, la aplica-
cién ldentidad en F( admite una extensién a una aplicacidn H-11
neal de Ep >~ Fg,

Denotemos por Jg la aplicacién R=lineal y continua de Eg
sobre F3 , extensidn de la identidad sobre Fy .

Definimos la aplicacién J : E - F , de la forma sigulen-
ter J(x) =/ (Jg) = 19g(ir) = JUp(x) - kolkx) ) ¥xeE

La alicacion x<E ~ J(x) es una aplicacién H=1ineal

y continua de E schbre F , y que prolonga a la identidad en F :

J es H-lineal :

JUx) = Yy Cdolix) + 10g0x) + Jdolkx) = klo(ix) ) =
= Vh i (Jgplx) - in(ix) = Jddix) = kdglkx) ) =

= iJ{x) |, dxe €
analogamente se obtiene que J(jx) = jJ(x) 3 J(kx) = kJ(x) ,
V'x-ﬁE. Por tanto, J(Aix) = AJ(x) ¥AH , gxe_E .

J es continua por ser Jg continua y por verificarse E,V,T. 11,

J es una extensidén de la identidad scbre F :
J(x) = vq( x = i(ix) = j(x) = klkx) ) = x , éxtF

puesto que Jgp es la ldentidad sobre F, , v F es H=-subespacio.

LY

.38 Proposicién : Supongamos F dotade de una topologia compa=
g

tible con la estructura de espacio vectorial de £ sobre H. Sea
AcCE , ahlerto,convexo,no vaclo, y disjunto con el H-subespacio
F no vacfo., Existe, entonces, un H~hiperplano cerrado que contie-

nea F yes disjunto con A,

Demostracidn

Teniendo en cuenta que el resultado es vilido para el caso
real ( [A!, 11, §5, 1 ); vy puesto que F es en particular R-sub=-

espaclo, es decir subespaclo de £y , v A es convexo vy atierto,



existe un R-hiperplanc cerrado Ly tal que : FyClg, LgNA = ¢
Consideremos L = LoNilyNJjLgNkLy ; teniendo en cuenta
1.7, 1.11 , tenemos que L es un H-hiperplano cerrado que veri-

fica :

FO = tic ILO ’ FO = _]F()C_JLO H FO = kFo(.kLO y Y& que F es
H-subespacio. Por tanto, FqCL , y puesto que LyNA =7 se

tiene ademds que LOA =@,

Corolario 1 : Si E estd dotado de una topologia localmente con-

vexa, compatible con la estructura de espacio vectorial de E so-
bre H, se verifica que todo H-subespacio cerrado de E, es la in-

terseccién de todos los H-hiperplanos que lo contienen,

Demostracidn :
€ea F un H-subespacio cerrado de E, Para cada x €F, exis-
te un entorno de 0 ablerto, convexo, y tal que (x + V)OF = g,
Segiin 1.38 existe un I'=hiperplano cerrado de E, que contie=
nea F vy esdisjunto con {x+V) y por tanto no contiene a x.
Por tanto la interseccidén de todos los H=hiperplanos cerra-
dos de E que contienen a F es disjunta con e , ¥ de aqul el re-
sultado.

.29 Proposicién ¢ Supongamos E dotado de una topologfa compa=

tible con la estructura de espacio vectorial de E sobre H. Si
ACE es abierto, H-absolutamente convexo, y no vacfo; y BCE
es convexo, ho vacio, y disjunto con A; existe, entonces, f€E'

y o0 tal que |[f(x)] <a TxehA , |[F(x)] >0 ¢RQNB¢

Demostracion
Puesto que este resultado es vilido para el caso real con
las hipbtesis correspondientes | [fr], I't, 55, 2 ), v teniendo
en cuenta que A es en particular R=absolutamente tonvexo, tene-
mos que existe g<(Eg)' y o> tal que |g(x)| <« J&fLA, y
lg(x)] » a .
Considerando f = y(g)¢ E' , tenemos que :
IFx)] 2 lgx)]| 20 Jkt;ﬁ . Por otra parte, si x< A vy
f(x) # 0, podemos poner :



,lf(x)[ = lf(x)l(f(x))”f(x) = f(xax) = g(Ax) = !g(kx)| ; donde
) =']f(x)[(F(x))4, verifica i<k ,|A| = 1. Puesto que A es en par=
ticular H-equilibrado, tenemos que Ax <€ A , v por tanto que
| £ (x) |

= lg0x)] <o
i f(x

} = 0 verifica, evidentemente, |f(x)| < oL

I .40 Proposicién : Supongamos [ dotado de una topologia localmen-

te convexa, compatible con la estructura de espacio vectorial de
E sotre M, 1 ACE es ¢errado y H=absolutamente convexo; EBCE
es compacto, convexo, ho vacio, y disjunto con A ; existe, enton-

I Lo
ces, f<E' y a>0 -tal que : |f(x)] < a¥xch , [f(x)]>a ¥x€B.
Demostracidn

Teniendo en cuenta aue el resultado es valido para el caso
q

real ( [’{], 11,52, 5 ), la demostracién es totalmente andloga a
la de .32,



CAPITULO I

DUALIDAD

PARES DUALES

11,1 Definicidn : Sea F un espacio vectorial a la izqulerda

sobre H, v sea G un espacio vectorial a2 la derecha sobre H,

i tenemos definida una !=forma H-bilineal Pt F x G - H,
decimos que: F y G forman un par respecto de [,

Si ademés, P verifica
$1) x<F , x#0 = ltyea/

separa puntos en F,

(8

(x,y) # 0 ; decimos que R

Analogamente, si P verifica
So)  yiG , y# 0 = j}x ¢F / Blx,y) # 0 ; decimos que P
separa puntos en G.

Por d1timo, si B verifica $;y $; decimos que F y G estén
en dualidad mediante B; o simplemente, que (F,G ; P) forman un

par dual .

I1.2 Proposiclén ¢ Si F v &G estdn en dualidad mediante la

H-forma H=hilineal D ; Fgy Gy estdn en dualidad respecto de la
R-forma R=bllineal By = Reell , que ademis verifica :

BO(iX’Y) = P‘O(X)y!) ; F’O(.jxo\/) = SO(X’VJ) s fo“:F ’ J\/“G .
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Reciprocamente, si Fy y Gy estdn en dualidad mediante una

R-forma R-bilineal PRy , que verifique :

Bo (ix,¥) = Box,yi) 5 Bolix,y) = Bolx,vj) , 7xeFg ,{ye Go;
entonces, F y G estdn en dualidad mediante la H=forma H-bilineal
B, definida por :

Bx,y) = Bolx,y) = iBglix,y) = jedix,y) = kBg(kx,v)

VX-QF , Y@-&G

Demostracidn :

Sean F y G en dualidad mediante B, para todo (x,y)<F x G

podemos expresar :

Blx,y) = By(x,y) + if1(x,y) + jbBy{x,y) + kP3(x,y) , donde

By 4By sBy ,B3 son R-formas R-bilineales definidas en F x G
Conslderando :

.

Blix,y) = Bolix,y) + if(ix,y) + jBo(ix,y) + kPalkx,y)

1)
Yx<F , Ty€G ; v teniendo en cuenta que !
plix,y) = iB(x,y) = iBo(x,y) = Pylx,y) + kPa(x,y) = jE3(x,y) ,

\?x{,F ,\fyéﬁc ; identificando obtenemos

By(x,y) = = Bylix,y) , Vx<F , Vy{vG .
Procediendo analogamente con £{jx,y) vy Flkx,y) , obtenemos
Po(x,y) = = Bo(ix,y) , Palx,y) = = Bglkx,y) 5 ¥x<F , Vy<G.
Por otfra parte, considerando R{x,y!) , F{x,yj) , Pix,yk) , vy

procediendo de forma andloga , ohrtenemos :

Bpix,y) = = Bolx,yi) 3 Eolx,y) = =~ Bolx,yi) 5 B3lx,y)==Bg{x,yk)
YxoF , \dy < G.

Por tanto, identificando obtenemos :

Bolix,y) = Bolx,yi) VxeF , \ycG .

7

Ro(x,y) = Bolx,yj) Vx<F , \ycG .,

i

{ Observese que Pglkx,y) = Bglx,yk) Vx<F , VycG , es
consecuencia de las dos igualdades anteriores ; y y que es conve-

cional el escribir la igualdades para | vy j , pudiendose hacer . :
tamblen para i y k , o para j v k .)

i



Y

Veamos a continuacidn, que By separa puntos en Fg y en Gg:

! {
si y<eGy y Bglx,y) =0, ¥xeFq => B(x,y) =0, Yx€F =>

=> y=0 por S ; por tanto By separa puntos en Gg

.,
si xeFgp y Bylx,y) =0, {yeGO =>  B(x,y) =0, YyeCG =>
=> x=0. por S; ; por tanto P, separa puntos en Fy

Peciprocamente, consideremos la aplicacién B8 : F x G = H
definida por :
B(x,y) = Bo(x,y) = ilo(ix,y) = jRo(ix,y) = kPolkx,y) ,
(x,y) & F x G .

La aplicacidon B as? definida es una H-forma H-bilineal de-

finida en F x G :

En efecto , evidentemente B veruf!ca Vbxl,xth , %V{iG
Bxi+ xp, v ) = Blxy,y) + Blxp,y) 3
B(x , y1* v2) = Blx,y1) + B(x,y2)

Para probar que A(ix,y) = AD

¥ x<F ' \AVl»YZCG

(x,y) Ax < H . K“"!’(x,y){F x G, bas
tard probar que

Blix,y) = #8(x,y) ;5 BUx,y) = jB{x,y) ; B(kx,y) = ki(x,y)

‘\J/(X.Y)'t: F x G .Y para probar que B(x,yr) = R{x,y)A k;l?\c;’H .
Vy(x,y)é F x G, bastard probar aue

Bix,yi) = B(x,y)i ; Blx,yj) = B(x,y)] ; Blx,yk) = B(x,y)k ,
%(x,y)*gF x G, En virtud de la R-bilinealidad de B, .

B(ix,y) = Bolix,y) + iBplx,y) + jBqlkx,y) = kBolix,y) =

[

i (Bo(x,y) =iBg(ix,y) = j8o(ix,y) = kbBo(kx,y))=
(B(x,y)) ; ﬁ(x,y)~cF x G-

Blx,yi) = Bolx,yl) = iBglix,yi) = jBdix,yi) = kEg(kx,yi) =

1}

Bo(Ix,y) + i85(x,y) = IBplkx,y) + kRgljx,y) =
= ( By(x,y) = iBo(ix,y) = jPg(ix,y) = kBg(kx,y))i =
(B{x,y))i %Xx,y)g;F x G

fi

Analogamente se priueba para j, vy para k,

Por Gltimo, veamos que B verifica S;) y Sp) ¢
Si x¢F , x# 0, como By separa puntos en Fypor hiptesis se
tiene que ,]yvc;GO / Bolx,y) #0 =  R(x,y) #0.

SI y<G , y # 0, como By separa puntos en Gypor hipotesis se



tiene que Ix « F / Polx,y) # 0 => Blx,y) # 0 .

1.3 Definicién : Dado un par dual (F,G ;B) , a (Fq,Gq;Pg) (con

la notacidén de 11.2) le llamamos par dual subyacente .

A continuacidén estudiaremos dos casos partlculares Importan-
tes depares duales.

i F es un espacio vectorial a la izquierda sobre H, sabe-
mos que el dual algebraico F* , de F, es‘un espacio vectorial a
la derecha sobre H. En F x F% , podemos definir la H-forma
H=bilineal : (x,y*) «F x F* «<x,y*» , donde
xx,y*» = y%(x) . A esta H-forma l~hilineal la denominamos ﬁ:ieif

ma H-bllineal canbnica en F x F¥* ,

Para probar que (F,F* ;< > ) forman un par dual, estudiare=
mos en primer lugar una caracterizacidn de < », , y utilizan-
do los resultados conocidos del caso real sokre- el par dual que
forman un espacio vectorial real y su dual algebraico, estahlece~

remos que (F,F* ; « » ) forma un par dual,

I1.4 Proposicién : Si denotamos por < > la R=forma Rbllineal

canbnica en Fyx(Fy)* se verifica :-
<x,yEpy = <x, Y7 (yH)> "f”(X.v*) < F ox F*
donde ¥ es el isomorfismo entre [(Fq)* y (F%), de .6,

Demostracidn :

«x,yR»g = Re <x,y*>» = Re(y*(x)) = y7'(y¥) (x) = <x,p7(y*)>

(x,y%) €F x F*

(Dbservacidén : Al mismo resultado llegamos si tenemos en cu=
enta que segln 1.3 (Fg,(F*)p;« >») forman un par dual real
y por tanto podemos {dentificar (F*)ycon un un R=subespacio de

(Fo)* que resulta ser todo el (Fy)* , v el isomorflsmo el pro=
pio ¢ . Por Gltimo, téngase en cuenta que si f{dentificamos

(Fo)* con (F*)yquedan identificadas las dualidades <Fq,(Fg)¥%> y
< Foy (Ff)g»p ).



I1.5 Proposicidn : F y F* estdn en dualldad mediante la H-for-

ma H=tilineal candnica

Demostracion
Segln 1.2 bastard probar que la R-forma R=bilinear < >,
separa puntos en Fqg y en (F¥%)g
Sea x<Fgy , como < > separa puntos en Fg , tenemos que si
x £ 0, :}yo € (Fo)* tal que <x,yp> # 0 . Y por 11.hk tenemos
<x,Plyg)®g = <x,yp> # 0 => <x,y{yg)»# 0, con ylyg) €F* .
Analogamente, si  y*(F¥)g y* # 0 => ¢ '(y%) # 0 ,v ' (y*) <(F)*
Como < > , separa puntos en (#0)* tenemos que existe xeFg /
<, ¥ y*)> # 0 . Y por 1.k tenemos
<x,yE@g= <x,p (y¥)> # 0  => «x,yk»o# 0 =>

=> Kx,y¥»# 0 .

Ntro caso importante de par dual,es si consideramos a F dota~
do de una topologfa localmente convexa, compatibkle con la estructu-
ra de espaclo vectorial de F sobre H., En este caso el dual topold=~
“ gico de F , F',es un H~subespacio de F*, y por tanto, podemos con=
siderar la restriccidn de la !~forma H=billneal candnica sokre

FxFx , a FxF', que seguiremos llamando H-forma H=bllineal ca=~
nénica sobre F x F', Segln 1.11 , sabemos que la restriccidn de ¢
a (Fg)' es un isomorfismo entre (Fg)' y (F')o , por lo que te-

nemos la proposicidn siguiente, andloga a |l.4 :

I1.6 Proposicién : §i denotamos per < > , la restrccidn de la

R-forma R=hilineal candnica sobre Fy x (Fg)* , a Fy x (Fg)', se
verifica :

<< x,y'>>0= <X,lp"'(y')> , \;;'”(x,y‘)(;.F x F' o,

(Obsefvese que s identificamos (Fg)* con (F*)g, segln in-

dicamos en Il.k4, quedan tamblen identificados, (Fg)' v (F')g.)

Puesto que en general F' serd un li=subespacio de F*  te-
nemos que la M<forma H=bilineal candnica sobre F x F' , separa=~

ré puntos en F', pero en general no los separard en Fj en la pro=



posicidn siguiente, damos una condicidn necesaria y suficiente para

que la H-forma H=-bilineal candnica separe puntos en F.

1.7 Proposicién : Supongamos F dotadc de una topologia t , local-

mente convexa, compatitle con la estructura de espacio vectorial de
E sobre H . Entonces, F y F' forman un par dual respecto de la

H-forma Hbilineal canénica, si y sélo si, 1 es de Hausdorff.

Demostracibn :

Suponemos conocido que la proposicién es valida para el caso
real con las hipltesis correspondientes.

Si 1 es de Hausdorff, Fy vy (Fy)' forman un par dual res-
pecto de la R-forma R-=kilineal candnica < > , Teniendo en cuenta
11.6 , y con un razonamiento totalmente andlogo al de !I.5, tene-
mos que { F,F' 3« =) forman un par dual.

Reciprocamente, si ( F,F' 3« ) forman un par dual, tenfen-

do en cuenta I1.4, se tiene que [ Fy,(Fy)';< >) forman un par

dual; y por tanto , t es de tausdorff,

La proposicién que vamos a probar a continuacidn, pone de ma=
nifiesto como pueden extenderse los resultados validos para los pa-
res duales reales, a nuestro caso, utilizando para su demostracidn
la validez de los resultados a probar, para los pares duales sub=

yacentes.

11.8 Proposicidon ¢ Sea (F,G ;P) un par dual, y cean {V(} f<a< n,
A

n vectores de G, H-linealmente independientes, Entonces, cxisten
n vectores de F (necesariamente t'~linealrmente independiente%) ta-

les que B(xv,ya) = SYW (vy,a=1,...,n),

Demostracidn :

Consideremos el conjunto {zc} , 1 gag< hn , donde :
13

z =Y, 3 si lcagn,

= H H < 9
z, (Yu_n)i si n+j L a s 2n
o =Wn ) si 2n+l < a < 3n
z_ =(y Yk 51 3n+l £ o ¢ ln



Puesto que el conjunto {ya} » 1 <o ¢ n, es H-linealmente inde
pendiente, el conjunto {za} , 1 gag bn, es R-linealmente Indepen-
diente; es decir el conjunto { za} , 1 <ag 4n 4 es un conjunto de
hn vectores linealmente independientes en Gy . Teniendo en cuen-
ta que la proposicidn es vdlida en el caso real, ([?3] LIV, 1,1 ),

y considerando el par dual subyacente ( Fg,Gy;Bp), tenemos que
existen kLn vectores de Fy , {Xy}’ 1 <y< bn , tales que :
BO(xY,zd) = § , {y,a=1,...,4n).

Yo
Teniendo en cuenta 11,2 , y como se han definido los z , se

tiene :

BO(XY’YOL) - 6'\{(1 ’ (Y,()L:.‘,...,n) V

EO(EXY’ya) - Bo(xy’yai) = EO(xy’za+n) =0 (y,o=1,...,n)

BO(JXY’YQ) = BO(XY’YOLJ) = BO(XY’ZOH'ZH): 0 (Y;O‘=1)‘--’n)

ﬂo(kxy,yu) = B@(xy,yak) = BO(X{’YU*Bn): 0 (Y,0=1,...,n)
¥ por tanto @

B(XY’VOL) = GYa ’ (Y;d:1,-..,i".) »

Un corolario inmediato es el sigulente

Corolario : Sean faFd, a=t,...,n 3 ygeF*, tales que
n

{A\Ker(fa)CZ'Ker(g). Entonces, g es comkinacldn H=lineal de
a=1
las f .

o

POLARIDAD

En la nocidn de 'polar', no existe una uniformidad de crite~
rios para los diversos autores, va que algunos ([21]), ([2]), dis-
tinguen la nocldn de '"polar" y de '‘polar ahbsoluta'' para el caso
real,mientras que otros ( V.G.[3]) utilizan el término de'polar"
para el caso real, v "polar ahsoluta' para el caso complejo.

Nosotros adoptaremos una notacidn consecuente con la que ve~
nimos utilizando, y que al igual que ([ﬁf]) distingue las polares

segln se trate de espacios vectoriales sobre R o sohre H ,



En este apartado supondremos que (F,G ;B) forman un par dual.

11.9 Definicidén : Sea ACF , al conjunto {y<;G/|E(x,y)l<1,*xeA}

lo denaminamos H-polar de A y lo denotamos por |A°]
Al conjunto {y<G/ |By(x,y)|<1 ,'%kﬁA }, lo denominamos R=po-

lar de Ay lo denotamos por A°

(0Observacidn: en el caso de las dualidades <Fp, (Fp)#> vy
< Fg,(F¥)y>» , si AcCF ydenotamos por A" y A° las R-polares

respectlvas , se verifica evidentefitnte que yY(A™)=A°)

I1.10 Proposicién : I)sea ACF . La H-polar de A es la R-polar de

la cdpsula H-equilibrada de A.
{1)La H~polar de un conjunto MCF, es siempre un conjunto H-abso-

lutamente convexo .
Demostracidn :

1) Tenemos que probar que [A®|= (&(A))°
Bx,y)| <1 , Xf“X¢A =>

stoyel|At] =
! {;
=> [eOx,y) | = [BGay) | € [ROGy) < 1 Uxeh , Xaen [a]s
IBo(Ax,y)| <1 Y¥xcA => vy (&)
s ye(&A)° = [Bo (Axyy) | <1 ¥xe A, Ve A<
i B(x,y) # 0, con x<A, podemos poner
1BGGy) | = [BOGY) | (BOGY))'B(x,y) = BOx,y) = [BoOx,y) | <1,
ya que A<H , |x]=1.
Por otra parte, si R{(x,y) = 0 , con x ¢A, tambien se verifica
evidentemente que |E(x,y)| < 1
Por tanto, vy ¢ |A° & .
}
d/y,2~elA°l , Vﬁ.u-g&l 3] + |u] £ 1 tenemos que
18 0Gyarzu) | < JEGGY) A + |8 2) [ u] < A + Jul 1 =

=3 vA + Zué;fA°l = |A°! es H=absclutamente convexo.

Corolario 1 : &I ACF, y A es '=equilibrado; entonces, |A°] = A°

Corolario 2 ¢+ La H-bipolar de ACF : ]|A°]°| , es la R=kipolar

dé la cdpsula H-equillitrada de A,



I1.11 Proposicién : (Teorema de la H=hipolar)., Sea ACF. La

H-bipolar de A es la cipsula H-absolutamente convexa y-- cerrada pa-
ra O(Fo,Go) de A .

Demostracion :

Seglin el Corolario 2 de 11.10, tenemos que ||A®|°|= (E(A)F?

Teniendo en cuenta, que en particular, E(A)CFy vy que la
R-bipolar de £(A) es la birolar en la dualidad real sutyacente,
tenemos , segiln el teorema de la kipolar para el caso real ([ﬁ{l,

3, 83 ), que (E(A))°° es la capsula R-absolutamente convexa
y cerrada para o(F;,Gq) de ©{A). For tanto,
[|ac]°]= ( E(A))°°= TTETRY) = T(A) (para o(Fg,Gq) )

en virtud de .26, |

(Observaci&n : En 14,14 prokaremos que o(Fy,Gy) = o(F,G), por
lo que la proposicidn anterior guarda una total analogfa con el

teorema de la bipolar para el caso real).

& -TOPOLOGIAS

En este apartado supondremos que (F,G ;R) forman un par dual,
Supondremos a G identificado con un M-subespacio de F*, median=-
te la aplicacién y<G -> yie Fx , siendo y*: xel > B(x,y),
y por tanto B identifiéada con la restriccidon a F x G de la H=for=
ma H=bilineal canbnica sotre F x F*,

AsTmismo supondremos Identificadas las dualldades reales

(Fo, (FX)gsx ») vy (Fo, (Fg)*; < >) segln las relaciones de 1.k,

Un papel muy importante:van a desempefiar, en este apartado,
dos teoremas del caso real que vamos a enunciar como lemas, y cu=

yas demostracliones pueden encontrarse en [ !%]

Sean Fy,F;,Gy,6,, espacios vectoriales reales, formando los

pares duales (Fy,613P1) vy (Fy,Gp305),



LEMA 1 Una aplicacidn lineal u , de F,en F, ,es continua pa-

ra o(F,6;) , o(F,,G,) si y solo si, ut(Gz)c:Gl

t . . e
(Por u denotamos la aplicacién traspuesta de la u , respecto de

las dualidades (Fy,(Fy)*; < >) , (F,,(Fo)%; < >») . )

LEMA 2 Sea u una aplicacién lineal, dehilmente continua de

Fpen F, . Sean 651 y 652 familias saturadas de subconjuntos
o(Fy,Gy), o(F,,G,) acotados f(respectivamente de Fy y de Fp ) 5y
denotemos por 1y , 13 las (\ -topologias respectivas en Gl y
en G, . Entonces, ut es continua de (Gz,rz) en (G1,T1) si

y solo si , u(Qéw) C;(f%

11.12 Proposicidn : La topologTfa o(F,,Gy) es una topologia local-

mente convexa, compatikle con la estructura de espacio vectorial

de F sobre H,

Demostracidn
Segln 1.10 , y .28 *btastard prokar que las aplicaciones R=1i~=
neales uj,up definidas en 1.1 son continuas para o(Fg,Gp).
Considerando en el lema'1 ¢+ Fy = Fr = Fg , v G; = Gy = Cp;
y las aplicaciones wuj, u, sucesivamente, bastard probar que
WS (6g) By, ul(Gy) Gy,
Cegln 11,2 tenemos cque
W) =y, g
N 1
ug (y*) = y*j , Vy*e G
Por Gltimo, puesto que Gy es subyacente de un espacia vecto=
rial sobre M, tenemos que

ut(Gg) = Ggi = Gy 3 ut(Gy) = GpJ = Gg.

.13 Definicién : LLamamos topologfa débil , definida por la dua-

lidad (F,G ;< ») en F, a la topologTa localmente convexa de F

menos fina de las que F' = G ; v la denotamos por al(F,G).



I1.14 Proposicidn : Con las notaciones anteriores, se verifica

o(F,6) = o(Fy,Gg).

Demostracidn :
Segln la proposicidn 11.12, tenemos que
o(F,6) < o(Fg,Gp).
Por otra parte, o(F,G) es, en particular, una topologia lo-
calmente convexa de Fy , tal que (Fyp'= Gy ,(suponiendo Gy identi-

ficado con y'*'{Ggy) ), por tanto , o(Fq,Gg)<o(F,G)..

En virtud del resultado que acahamos de obtener, el estudio
de las propiedades relativas a la topologfa o(F,G) se reduce, me-
diante la dualidad subyacente, al caso real.

Asi por ejemplo, quedan inmediatamente establecidos los resul-

tados siguientes

Una familia de R-seminormas que definen la topologia o(F,G)

son las {pA} /A= Ly yh, e, yE yzt;G }
pp(x) = sup |« x,yi > V NxCF
Yy« A

§i Gy es un H=subespacio de G , la H-forma Hbilineal canbnlca
pone en dualidad a Fy Gy ,si y solo si, Gy es o(G,F)-denso en
G. Ademds, si G,CG estrictamente, ofF,G;) es estrictamerte fenos ~
fina que o(F,G) .

|1.15 Proposicidn : La topologfa <t{(Fy,Gy) es una topologia, local

mente-convexa, compatible con la estructura de espacio vectorial de

F sobre H,

Demostracidn

Analogamente a 11,12 , bastari probar que Uj,up son conti=
nuas para t(Fg,Gq).

Teniendo en cuenta que 1(Fq,Gy) es una (23~topologfa, donde
CE§ es la envoltura saturada de la familla de 1os subconjuntos de
Gg » 0(Gg,Fg)=compactos, convexos y equilibrados, para probar la

proposicidn, utllizaremos convenientemente el lema 2,

Yo



Consideremos en el lema 2 , F; = F, =Gy ;3 Gy = Gy = Fg v

t .
, U sucesivamen-

s . . . . t
como aplicacion lineal u , las aplicaciones u 5

1
te; es decir las aplicaciones

t ., . s
ul . \/"tGo > y*i

t . e
U, t y'e Gy = y*]

_ . t t .
y pof tante u = u; , u = u, sucesivamente.
»

- . . . t
Por analogo razonamiento al de 11,12, las aplicaciones u;

u§ son o{Gy,Fg)-continuas , por lo que, si ACG es o(Gg,Fp)=

-compacto, se tiene que u%(A), ug(A) tambien son o (Gg,Fq)-com=
pactos.

Ademds, si A es absolutamente convexo , uf(A) , ug(A), tam=
bien son absolutamente convexos , por ser u§ . ug R-]iﬁeales, es
decir lineales de Gy en Gj .

Por Gltimo, si B es subconjunto de un conjunto ACG, , sien=
do A o(Gy,Fy)=compacto y absolutamente convexo, se tiene, segdn
lo anterior, que uE(B) ,ug(B) . son subconjuntos de conjuntos de

Gy o(GO,FO)-compactOS ,Y absolutamente convexos.,

Puesto que la envoltura saturada de la familia de los conjun=
tos de Gy o(Gp,Fp)~compactos, y absclutamente convexos,se obtie~

ne afiadiendo todos los subconjuntos de los elementos de la fami~
tia ( ([*2],pag.137)), tenemos segln lo anterior que :
IN(CHISACINI(CIT SIS
Aplicando el lema 2 , obtenemds gue wuj,u; sSon continuas para

t(Fy,Gg) , como queriamos probar.

11.16 Definicién : LlLamamos topologia de Mackey, definida por la

dualidad (F,G ;= ») en F, a la topologTa localmente convexa de
F mas fina de las que F' = G ; y la denotamos por t(F,G).

11.17 Proposicién : Con las notaciones anteriores, se verifica :

T(F,G) = T(Fo,Go).

Demostracidn :

Cegln la proposicidn 11.15, tenemos que :



T(F,6) < t(Fg,Gy).
Por otra parte, t(F,G) es, en particular, una topologfa lo-
calmente convexa de Fg, tal que (Fy)'= Gg,(suponiendo Gyidentifi=-.

cado con y'(Gy) ) por tanto, t(Fy,Gp) =< t(F,G).

En viitud del resultado que acabamos de obtener, el estudio
de las propiedades relativas a la topologTa 1(F,G) se reduce, me-
diante la dualidad subyacente, al caso real. No obstante, para el
teorema de Mackey-Arens, daremos una demostracidn directa, para
conservar las hipGtesis andlogas a las del caso real. Pero, previa
mente vamos a caracterizar las topologfas localmente convexas co-

mo (Ei-topologfas.

Denotemos por E un espacio vectorial sobre H a la izquierda,
y por T a una topologfa, localmente convexa y de Hausdorff, de E,

e
Vamos a caracterizar t como una cierta (2 -topolegTa.

11.18 Proposicién: M C E' es equicontinuo, si y sélo si,y'(M)

es un subconjunto equicontinuo de (Ey)'.
Demostracidn:
Sea MCE', Mequicontinuo, es decir, existe un entorno de

0, ¥, para la topologfa 1, tal que:

“Xf,v, {y'ﬁ M l<x,y'>] < 1 m>l«x,ybao|< 1' ==

=>|s,p{y")>] <1, en virtud de 11.4,

Reciprocamente, sea M ¢ E' tal que y (M) sea un subconjunto
equicontinuo de (E;)' , es decir, existe un entorno de 0, V, pa-

ra T , que podemos tomar H-equilibrado, tal que:

Frev  byren ot < =
' 1 i : 1
= |ex,y'>g | < /l{ : [« ix,y'» o] < /), ;
) ; 1
'«st\/'»ol < /l+ H |« kx,y'» o < 1/14 y o m=>

===>'<<x’y'>>i < 1,

L1.19 Proposicifn @ La topologfa © es la (O =topologfa da E,




. 3‘() -

en la que (ES es la familia de todos los conjuntos equicontinuos
de E!

Demostracidn

La topologfa % es, en particular, una topologTa localmente
convexa y de Hausdorff de E, . Por tanto, 1 es la Gg-topologfa de
Eg , en la que Gpes la familia de todos los conjuntos equiconti-
nuos de {Eg)'; ya que el resultado es valido para el caso real,

Segin la definicidn de Sy-topologfa, y puesto que Gy es sa-
turada, un sistema fundamental de entornos de O para esta topolo-
gfa estd formado por los conjuntos A® (con la notacién de 11.9)

Ae 5, '

Por otra parte, segin I1.18, si identificamos (Eq)' con (E')q
quedan identificados los conjuntos equicontinuos de uno y de otro;
por 1o que, seglin lo anterior, un sistema fundamental de entornos
de 0 para t estard formado por los conjuntos A°, A (. Por G-
timo, teniendo en cuenta que la subfamilia (' = {T(A) / A }
es una subfamilia fundamental de (& (cofinal por inclusidn),tene=
mos que un sistema fundamental de entornos de O para t estd for-
mado por los conjuntos |A°], A€ (%' (ya que |A°|= A° si AeS' en
virtud del corolario 1 de 11.10), es decir, T es la ' ~topolo-
gfa , pero por ser Q;' subfamilia fundamental de (5 , es la pro-
pia (5 -topologTa.

11.20 Definicidn : Una familia (> de subconjuntos de G, o(G,F)=a~

cotados, decimos que es una familia M-saturada , si verifica:
) AeS => VbcA S .
) Ae@,r>0 = ra<G .

T

) Aaeca asl, ..., n = (A

sl d) (para o(G,F) ).
(Observacién : Puesto que la cépsula H-absolutamente convexa
de un conjunto contiene a la casula R-absolutamente convexa de ese
conjunto, y pueto que por 11.14 o(G,F) = o(Gy,Fpy), tenemos que to~
da familia H~saturada es, en particular, una familia saturada de

subconjuntos de Gy o(Gy,Fgy)~acotados. )

.21 Prqposiétén : (Teorema de Mackey-Arens) Una topelogTa local-




mente convexa y de Hausdorff, de F, T , es compatible con la duali-
dad (F,G ;< > ,(es decir, para v : F' = G), si y solo si, 1 es
una CE7-topologTa de F, siendo (5 una familia H-saturada de conjun-,

tos of(G,F) relativamente compactos que recubren a G.

Demostracidn :

Si T es una topologfa localmente convexa y de Hausdorff, de F
compatible con la dualidad (F,G ;< >, es en particular, una to-
pologfa de F, localmente convexa y de Hausdorff, compatible con la
dualidad (Fq,Gg;< >3 ); segln el teorema de Mackey-Arens para el
caso real, 1 es una (o -topologta de Fog » donde (> es la familia
(saturada) de los conjuntos equicontinuos de Gy , que segin el teo-

rema de Alouglu-Bourbaki , son o(Gy,Fy) relativamente compactos.

Vamos a probar que (& es P-saturada, para lo cual bastard
protar que sl Aué.<2> =1, ==ai21Au) (para o(Gg,Fg) )

el Aa»e@ => A < (y 0L)", siendo V_ entornosde 0 para 1
H~absolutamente: convexos v cerrados para t , tenemos :

UA CU (V:)® 5 y por el teorema de la H-bipolar(il.11) :

WD - <<E(u/\ Do (£ (0= (1))

st P

= V° | siendo V entorno de 0 para t , ==>Trxu3 ¢ &

Reciprocamente, si (= es una familia H=saturada de conJuntos
o(C,F) relativamente compactos,y que recubren a G, es en particu=
lar una familia saturada de conjuntos de Gg, o(Gg,Fy) relativamen-
te compactos que recubren a Gy . Segln el teorema de Mackey-Arens
para el caso real, la (Eﬁ-topologTa de Fy correspondiente es una
topologfa de Fy ,localmente convexa y de Hausdorff , compatible con
la dualidad (Fg,Gg;% >»¢.

Batari, por tanto, probar que la (&-topologfa de Fy, es compa=
tible con la estructura de espacio vectorial de E sobre H; va que
por ser compatible con la dualidad (Fg,Gp;«< > es compatible
con la dualidad (F,G ;« »), y tomando la subfamilia fundamental

= {I'(A) / Ae©} , se tiene,con idéntico razonamiento al de
[1.19, que es una Gi-tOpologTa de F,

Para probar que la (& -topologfa es compatible con la es-
tructura de espacio vectorial de E sobra H , tenemos que segln el
lema 2, basta probar que u5(G)CE N (C AN



o
- ie’:’A

sea A€ (S , como & es H-saturada, T (A)(para G(G,F)RSCB

y teniendo en cuenta que T(A) es en particular H=-equilibrada,

tenemos @
uf ) cul @) =TH)
ul (A) ¢ us(T(A)) = T(A)

y por el lema 2, tenemos que uj ,up son continuas para la (ES-tor

pologTa considerada.

A continuacién, y siguiendo la linea de !1.12 y 11.15, vamos

a estudiar la topologfa  fuerte R(F,G).

11.22 Proposicién ¢ La topologfa B(Fg,Gp) es una topologfa lo-

calmente convexa, compatible con la estructura de espacio vecto-

rial de F sobre H,

Demostracidn :

Sabemos que R(Fy,Gy) es una topologfa localmente convexa de
Fo v que es la CES-topologTa de F, en la que (O es la familia
de todos los conjuntos o(Cy,Fg)=acotados de Gp .

Analogamente a 11,12 y a |1,15 , bastard probar que uj ,uz
son continuas para B(Fg,Gg).

Seglin el lema 2, bastard probar que uE(GB)C‘CE , u%(Gﬁ)C.G5
(con las notaciones de |!1.15 ), ’

Sea AcCG, , A o(Gy,Fy)=acotados, como uE,u§ son o(Gg,Fo)
continuas uE(A) , ug(A) son acotados para o(Gg,Fg). Por tanto,

vele s L ueaeE .

I1.23 Definicién : A la topologfa g(Fy,Gy) la denominamos topo=

logTa fuerte de F, definida por la dualidad (F,G ;< »), y la de-
notamos por R(F,G).

A continuacidn vamos a probar que la topologTa B(F,G) es u~
na (& -toﬁologfa de F. Esta caracterizaclidn de g(F,G) puede tomar-
se como definicidn de g(F,G) , conservando la analegTa con el ca-
so real.

Previamente, probaremos &l lema siquiente



LEMA 3 : sea (5 la familia de todos los conjuntos de G, o(G,F)~-

acotados. La familia CES' formada por las cdpsulas H-absolutamente

convexas de los elementos de (;5 , es una subfamilia fundamental

de C5 .

Demostracidn :

Bastars probar que si AeS = 1) € &

Sea V un entorno de 0 para o(G,F) , H-absolutamente convexo,
por ser A o(G,F)-acotado JFr>0 / A< rV ., Como V es H-absoluta-

mente convexo T(AYC rV

(Una consecuencia inmediata del lema anterior es que (E; es

H-saturada )

11.24 Proposici8n : La topologfa “8(F,G) es la (35~topologia de

F, en la que (> es la familia de todos los conjuntos o(G,F)=-a=
cotados de G

Demostracidn :

Segln la definicién de g(F,G) , se tiene que B(F,G) es una
& -topologTa de Fy (respecto de la dualidad (Fp,Gp;< >;)) en
la que (5 es la famllla de todos los conjuntos de G a(Gg,Fp)=a=
cotados, pero en virtud de |.17 vy de 11.12 la familia (S es la fa-
milia de los conjuntos de G que son o(G,F)=~acotados,

Ahora bien, tenfendoi en cuenta el lema 3 y €l corolariol de
11.10, tenemos cue un sistema fundamental de entornos para S(F,G)
estd formado por los conjuntos |A°], A< (' ; y puesto que Ses
sufamilia fundamental, R(F,C) es la(5=topologTa. |

ALGUNOS TIPOS DE ESPACIOS LOCALMENTE CONVEX0OS SOBRE H.

En este apartado denotaremos por E a un espacio vectorial a

la izquierda sobre H ,dotado de una topologfa localmente convexay



iy E e

de Hausdorff, v . Estudiaremos diversos tipos de espacios, segiin
ciertas propiedades de v , y estableceremos que es condicidn ne-
cesaria y suficiente que le espacio vectorial topoldgied real su-

yacente (Eg,t ) sea de dicho tipo.

{1.25 Definicidn : Un conjunto T C E, decimos que es un H-tonel

si es H-absolutamente convexo, absorhente, y cerrado. A los tone-
les de (Ep,T ) les llamaremos R-toneles de (E,T ).
Si (E ,T) es tal que los H-toneles forman un sistema funda-

mental de entornos de O para 1 , decimos que (E,T) és tonelado.

I1.26 Proposicidén : El conjunto de los H=toneles de (E,t) forman

un slistema fundamental de entornos de 0 para @a(E,E').

Demostracidn:

Sea T un H-tonel de (g,t), T° es o((Ey)',Eq)-acotado, y por
lt.14 o(E',E)~acotados (considerando identificado (Ey)' con (E')q)
y puesto que T es en particular H-equilibrado T°= |T°| y segin
11,10, T° es Heahsolutamente convexo. Por tanto, segdn 11,24, (T°)°
es un entorno de 0 par R(E',E).

t Reciprocamente, segln |1.24, un sistema fundamental de
entorno de 0 para B(E',E) es:

{ (r(A))° /A es o(E',E)acotado }

Bastara, por tanto, probar que si AC E' es of(E',E)~acotado
entonces, (I(A))° es un H-tonel en (E,1).

Sea ACE', o(E',E)-acotado,segln el corolario 1 de 11,10
(r(A))°= | (r(A))[ vy seglin 11.10 (11) ( r(A))° es H-absolutamente
convexo. Por otra parte, I'(A) es o(E',E)~acotado, segiin proba=-
mos en el lema 3, por tanto ( I'(A))° es R-absorbente (por ser es=
te resultado conocido para el caso real) pero por ser (r(A))°, eng
particular: H=equilibrado, tenemos que (r(A))° es H-absarbente.
Por Gltimo, ( I(A))° es cerrado para of{Ey,(Ey)') = o(E,E'), vy por
tanto, para 1t . |

Son consecuencias importantes de esta proposicifn los resulta-
dos siguientes:
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[1.27 Proposicién : (E,r) es un espacio tonelado, si y solo si,

v =p(E,E').

Demosteacidn:

Si (E,T) es tonelado, los H-toneles forman un sistema funda-
mental de entornos de 0 tanto para t, como paraB(E,E') ; y de
aqul la igualdad de las topologfas.

Si 1 = B(E,E') , segiin 11.26 los H-toneles forman un sistema

fundamental de entornos de 0 para t , y por tanto (E,t1) es tonela
do.

11.28 Proposicidn : (E,T) es un espacio tonelado, si y sdlo si,

(Eg,t) es un espacio tonelado,

Demostracidn

Sabemos que 11,27 es vdlido en el caso real, con las hipStesis
correspondientes. El resultado es; entonces, consecuencia inmedia=-
ta de que B(Eg, (Eg)') = B(E,E'),

(Observacidn: puesto que H=tonel => R=tone! , en una demostra
cidn directa de esta proposiclién solo tendriamos (Eg,t)tonelado =»
=> (E,r) tonelado.)

11.29 Definicibén : Decimos que (E,t) es un espacio iInfratonelado,

si los H=toneles bornfvoros forman un sistema fundamental de entor
nos de 0 para 1 .

(Observacidn: la nocibn de bornTvoro que consideramos es la
del caso real. Observese que como los H-toneles son en particular
H-equilibrado, los H-toneles bornfvoros en (E,t) vy en (Eg,T) son

los mismos).

11.30 Proposicidn : (E,t) es un espacio Infratonelado, si y solo

si, los conjuntos de E' B(E',E)=~acotados son equicontinuos.

Demostracidn : ;

Sea (E,t) infratonelado y sea MCE' B(E',E)=acotado. Podemos
suponér M Heequllikrado ya querl (M) tamblén es B(E',E)-acotado,
Por tanto, | M%=M°, vy de aqul que M° es H-absolutamente convexo



y dE,E') cerrado y por tanto cerrado para T, Por otra parte,
puesto que M es, en particular, oE',E)-acotado => M° es H-absor
bente., Por Gltimo, veamos que M° es bornivoro: ,

Sea ACE, A acotado => A° es entorno de 0 para g (E',E)
ya que podemos tomar A H-equilibrado. Por ser M g (E',E)-acotado
Yr>0 /7 Mc rA® => rM°>A°° > A, Como (E,7) es infratonelado,
M° es entorno del origen para T, ya que hemos probado que M°
es un H~-tonel bornivoro.

Teniendo en cuenta que M < M°° |, v segln 11.1S se tiene que

M es equicontinuo,

Reciprocamente, sea T un H-tonel bornifvoro. A € E acotado,=>
=> A° entorno de 0 para g(E',E), ya que podemos tomar A H-equi-
librado.

Por sef T bornivoro, }r>0/ AC rT = rA°T® =
=> T° es p(E',E)=acotado => T° es equitontinuo -5

m> T = T°°(seglin 11.19) es entorno del origen para ¢ ,

11.31 Proposiclén: (E,t ) es un espacio infratonelado, si y so-

lo si (Eg 1) es un espacio infratonelado.

Demostracidn : ;

Sea (E,r) ihfratonelado. Teniendo en cuenta que la proposi~-
cién anterior es vilida para el caso real, con las hipdtesis cor=
respondientes ( [EJ, 3, 6), bastard probar que si N < (Ej)' ,

N g((Ey)',Ey)-acotado, entonces, M es equicontinuo.

Si identificamos (Ey)' con (E'), , tenemos, en virtud de
11.23 y de 1.17, que los conjuntos g((E;)',E,)~acotados de (E;)'
y los conjuntos g(E',E)=-acotados de E' quedan identificados. Por
tanto, N es un conjunto R(E',E)-acotado y por ser (E,r) infrato®
nelado N es, en virtud de 11.30, equicontinuo; luego (E;,r) es

infratonelado,

Reciprocamente, el resultado es consecuencia de la implica=

¢idén ¢ T H-tonel bornfvero ==: T es R-tonel bornivoro.

Una consecuencia inmediata de esta proposicidn y de 11.17

es que si (E,r) es infratonelado, t = 1(E, E') .



11.32 Definicidn : Decimos que (E,t) es un espacio bornoldgico

si todo conjunto H-absolutamente convexo y bornfvoro es entorno de

0 para 1

I1.33 Proposicién : St (E,t) es un espacio bornolégico, enton=-

ces se verifica que toda forma lineal sobre E que transforme con-

juntos acotados de E en conjuntos acotados de H es continua,

Demostracidn

Sea feE* , tal que si BcE , B acotador => |[f(x)]| < r,¥xeB.
Bastard probar que el conjunto A = { x€E / |f(x)| <1} es en=
torno de 0 para t .

A es H-absolutamente convexo : en efecto, podemos poner
A = |{f}°]| (respecto a la dualidad (E,E% ;< ») )y por 11.10 (11)
se tisne que A es H-absolutaménte convexo,

A es bornfvoro : en efecto, sea PCE , B acotado =>
=> |f(x)]| <r Xfxgﬁ => BCrA => A absorbe a B en virtud
de la consecuencia (I1) a 1.15.

Por tanto, A es H=absalutamente convexo y kornTvore, ¥y como

(E,t) es bornoldgico ==> A es entorno de 0 para T.

I1.34 Proposicién : (E,t) es un espacio bornoldgico, si y solo

si, (Eg,t) es un espacio bornoldgico.

Demostracidn :

Puesto que todo conjunto H-absolutamente convexo y bornivoro
es, en particular, un conjunto R=absolutamente convexo y bornTvo-
ro, es evidente que si (Eg,7) es tornolégico entonces, (E,t) es
bornoldgico.

Para probar el reciproco , tendremos en cuenta una caracteri=
zacidn de los espacios bornoldgicos reales ([ 8],83, 7), segln la
cual bastar3d probar que :

1) t = t(Eg, (Eg)")
H) Si foe(Eg)™ y fytrnsforma conjuntos acotados de E, en conjun=
tos acotados de H, entonces, fye(Eg)'.

En primer lugar, si (E,7) es bornoldgico, es en particular in=«



fratonelado y segin |11.31, (E ,t)es tambien infratonelado ; * por
tanto 1 = 1(Egy, (Ex)').
Sea BCE , acotado; &(B) tambien es acotado y por tanto
[Fo ()] <, {x <&(B). Consideremos P (f) € E* que verifica :

hﬂﬁﬁ(X)J = |fix) = iflix) - jfx) = kfglkx)| < 4r %kfaf(B) ;
en particular |v(fq) (x)| < 4r , Fx <8 ; es decir, v(f) transforma
acotados de E en acotados de H, y segin 11.23 y(f)eE' =>

==> fo (Eo) ',

A continuacidén vamos a estudiar los espacios semi-reflexivos
y reflexivos. Observemos, en primer lugar que si E es un espacio
vectorial a la izquierda sobre M, podemos considerar los espacios

siguientes

E £ Eoe
(E¥k)

(E%) ¢ ((Ex)g)*
Eo (Eq)* (Eq)

donde, son isomorfos (Eg)* y (E*)g, (E¥*)g vy ((E*)O)* mediante 10s
isomorfismos respectivos y: (Eg)* -~  (E¥)g , ¥: ((E*)g)%> (Ex¥*),
definidos como en 1.5. Por tanto, podriamos identificar :
(E%)g = (Eg)* y ((EX))* = (E¥*)y. En particular,la identificacién de
(E*)g con (Ep)* nos llevrfa a la identiflicacidn de ((E*)g)* con
(Eg)** y por ende a'la de E¥% con (Eg)**, Si tenemos en cuenta.
que posteriormente vamos a considerar EC E¥% |y EgC (Eg)#%
tendrTamos una identiflcacién nada intuitiva, de conjuntos,que
no facilita la comprensién de los espacios semi=reflexivos ni re=
flexivos, ni su estudio. Por tanto, en este apartado no considera=

remos identificados (Ep)* y (E%),

Por E denotaremos un espacio vectorial, a la izquierda, sobre

H, y por 7 una topologTa de E, localmente convexa y de Hausdorff,

I1.35 Definicién : Al dual topoldgico de (E',R(E'E)) lo denotaros

por E'', v 1o denominamos bidual (topoldgico) de (E,t).



A la aplicacidn H=lineal S$: E - (E')* , definida por
xeE > S(x)/ y'eE' -+  s{x)(y')=y'(x) , la denominamos
inyeccidn candnica de E en (E')%* . (La aplicacidon $ es inyectiva

por ser t de Hausdorff).

(Observacidn : Podemos considerar EC E''< (E')*, ya que

§(x) es continua para o(E',E) y por tanto, para g(E',E).)

11.36 Definicidn : Si la inyeccién candénica S : E > E' es

sobreyectiva decimos que (E,t) es un espacio semi-reflexivo.

Para estudiar la relacién.entre la semi-reflexividad de (E,T)

y la de (Eg,t) , estudiaremos, previamente,el siguiente diagrama:

£y e ((£)%)

siendo :
$ la inyeccidn candnica de CE en (E')®
T On n h o Ep en ((Eg)t)
Y,y los isomorfismos andlogos a tos de 1.6 entre ((EY) gy ((E")%
(Eg)' y (EY)q .
'wt la traspuesta de Y , respecto de las dualidades reales

((Eg) ', ((Eg)")*s < > ), ((E)g, ((EY)g)*; < 5.

|1.37 Proposlcién ¢« El diagrama (1) es conmutativo,

Demostracidn :

sean x<Eg , y) €(Eg)' . Seglin definicién de la aplicacidn
T, se tiene : Tx)(yd) = yi(x)

Por otra parte ¢ wtoW'bS(x)(yb) = ¥os(x) (plyf)) =

= ) ) = Relylyg) ) = yh(x)



11.38 Proposicidn : Consideremos (E')g dotado de la topologia

B((E')0,E0)= B(E',E) , vy (Eg)' dotado de la topologTa 8((Eg);Eq).

La aplicacién ¥ es un isomorfismo topoldgico.

Pemostracidn :
Sea ACE , acotado. Segiin la observacién a 1.9 y(A") =
y puesto que los conjuntos A", y A° ,con ACE ,acotados, forman
un sistema fundamental de entornos de 0 para B((Eg)',Eq) vy
para B8((E')g,Eg) respectivamente; se tiene que Y es continua vy

abierta, por tanto, ¥ es un isomorfismo entre «EOXQ((EO)‘,EO) )y

((E') g, BUE")(,Ep)

Para las demostraciones de algunas proposiciones siguientes
haremos uso de dos resultados validos para el caso real, y que

enunciamos a continuacibn., Las demostraciones de estos resulta-

dos se encuentran en ([ 2], 3,12) v ([ ¥], 2,16) , respectivamen=
te. '
11.39 Sean Fi,F, dos espacios localmente convexos , reales,

y separados; dotados de las topologfas Ty, T2 respect ivamente, Yy
sean F{ ,F) sus duales. Se verifica que si una aplicacién lineal
u: Fy + Fy es continua para las topologfas tj, Tp ; tamblen;
es continua para o(Fy,F]), o(Fz,Fé). Tambien se verifica que la
aplicacidn traspuesta ub es continua para c(Fé,Fg), o(Fi,FQ; y
para B(F3,F,), B(F},F)) .

11,40 Sean (Fy,Gy;< >1), (F5,G,3< >;) dos pares duales reales
y sea u una aplicacién lineal de F; » F, , continua para

o(Fy,G5), 0(Fy,Gp). Se verifica que u es un isomorfismo entre
(F1, o(F1,61)) v (Fp, o(F3,Gp)) si y solo si Wt (6y) = 6y .

[1.41 Proposicidn : Consideremos (E'); dotado de la topologfa

B((E')g:Eg), ¥ (Eg)' dotado de la topologfa B((Ep)',Eg). Se ve-
riflca gque w? es un isomorfismo entre ((E')g)' vy (Eg)" .

Demostracidn
Considerando en 11,39 ¢ Fy = (Eg)' 4, Fp = (E')g ,
1y = B((EQ) ' ,Eg) ,Tp = B((E')g,Eg) , u=1y ; tenemos, segln
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11.38  que ¢ es un isomorfismo entre ((Egy ' A(Eg) ' ,EQ)) Y
((E')y,B((E')y,Eq)); v aplicando 11.39 se tiene”que Y tambien es
un isomorfismo entre  ({(Eg)',o((Eg)"', (Eg)') ) y

((E') gy0(E )y s (LEN) )Y ).

Considerando, por Gltimo, en 11,40 : Fqy =(Eg)*', Fo = (E')¢g ,

Gy = (Eg)" , Gy = ((E')g)' , u= 1y ;tenemos que puesto que

es un isomorfismo entre ((Eg)',o((Eg)',(Eg)')) v

((E') g, 0((E ) g ((E')g) ")) se tiene que :

wt( ((E')) ) = (Eg)'" . Ademis W es inyectiva, ya que

ker (%) = (wUE)) = ((E')g) = 0 (puesto que B((E')q,Eq) es de
lausdorff).

11.42 Proposicidn : (E,t) es un espacio semi-reflexivo , si y so=

lo si, (Eg,T) es un espacio semi=reflexivo,

Demostracién :

En el sigulente diagrama :

Eo 3 - (E")g
o ,
(2) T ((E') )"
“ ;
-\
LN ( Eo ) t

sabemos que ¥ es fsomorfismo {por 1.11) ; que wt es isomorfis=
mo (por 1t.L1); y que el diagrama es conmutativo (I11.37).
El resultadoc es, entonces, evidente puesto que S es sobre=

yectiva, si y solo si, T es sobreyectiva.

11,43 Definicibén : Decimos que (F,7) es un espacio reflexivo si

la inyeccién candnica $, es un isomorfismo entre Eiy (EYB(E'",E)).

{1.44 Proposicién : (E,t) es un espacio reflexivo, si y solo si,

(Eg,t) es un espacio reflexivo.

Demostracidn
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Si dotamos a (E")pde la topologfa B((E'")g,(E')g) , v a
((E')p)* de la topologfa B8( ((E')),(E')q); se puede probar, de
forma andloga a 11.38, que Y es un isomorfismo entre
((E")g, BUEM)g,(E')g) vy  ((EY), BLUEY) ,(EY%) ).

Por otra parte, segin 11.39, y con las notaciones de |1.41,
se tiene que wt y (wt)” son continuas entre
(CE )Y, BO CE" ), (E )Y )y ((E)",8((Eg)",(Eg)') )5 vy entre
((Eg),8((Eg)", (E0)*) )y ((E')), B8( ((E')0',(E')) ), respecti-
vamente.Por tanto wt es un isomorfismo entre los citados espacios,

Por Gltimo, teniendo en cuenta que el diagrama (2) de |1.42
es conmutativo; se tiene que S es un isomrfismo entre (E,T) y
(', B((E“),E)) 4, si y solo si, T es un isomorfismo entre (Eg,T) y
((Eg) ,BUEGY ,Ep) ).

Como consecuencia inmediata ohbtenemos la siguiente caracteri=
zacidn de los espacios reflexivos

I1.45 Proposicidn : (E,T) es un espacio reflexivo, si y solo si,

es un espacio semi=reflexivo e infratonelado .

Demostracidn :
(E,t) es reflexivo <> (Eq,1) es reflexivo <=
<= (Ep,7) es semi-reflexivo e infratonelado =

«> (E,7) es semi-reflexivo e infratonelado .



CAPITULO 111

CUATERNIZACION

CUATERMIZACI0ON ALGEERAICA

I11.1 Proposicién : Sea F un espacio vectorial real, A F pode~

mos dotarlo de estructura de espacio vectorfal a la izqulerda (rei
pectivamente a la derecha) sobre H, si v sclo si, existen en F dos

automorfismos: u; ,up que verifiquen

u2 = y2 = -3
1 2 F } (1)

ujous + ugouy = 0O

donde, IF es la aplicacidn identidad sobre F, y 0 la aplicacion

identicamente nula en F ,

Demostracién :
Si F est3 dotado de una estructura de espacio vectorial a la
izquierda {resp. a la derecha) sobre H; las aplicaciones :
uy ,up : F - F, definidas por uj(x) = ix ; us(x) = jx ,
Vx « F (resp. up(x) = xi ; us(x) = xj , ¥x<F ) ; son auto-
morfismos en F que verifican las condiciones (1) .~
Reciprocamente, si uj , uz son automorfismos en F, verifican=

do (1), podemos definir una aplicacién de H x F = F de la



forma siguiente

si A€H, A= 2dg+ A+ A, + Agk ;3 x€F, entonces definimos

Ax = Agx + Ajup(x) + Aoup(x) + Agujoun(x) .

Es facil de comprobar que el conjunto F dotado de las opera-
ciones : (x,y)eF x F > x+y 3 (Ax)eH xF > ix,
eés un espacio vectorial a la izquierda sobre H. Es evidente que
el subyacente real de este espacio vectorial a la izquierda sobre
H es el propio espacio vectorial real de partida.

Al espacio veétorial a la izquierda sobre H, as? obtenido,

lo de nominamos cuaternizacidn algebrdica (a la izquierda) de F

respecto de uy; y up .

(Respectivamente, si definimos
XA = Agx + Apup(x) * Apup(x) + Agugoup(x)
tenemos,que el conjunto F dotado de las operaciones :
(x,y)eF x F + x4y (xA)eF xH - XA,

es un espacio vectorial a la derecha sobre H, cuyo subyacente real
es el espacio vectorial real de partida,
Al espaclo vectorial a la derecha sobre M, asT obtenido, lo

denominamos cuaternizacidn algebrfica a la derecha de F respecto -

de u; y uy .)

A continuacién vamos a estudiar la existencia de automorfis=
mos u; ,up ,verificando las condiciones (1) de tll.1, para un es-

pacio vectorial real dado.

111.2 Proposicién : Sea F un espacio vectorial real. En F exis=

ten automorfismos uj; , uz verificando las condiclones (1) de 111.1
si y solo si, F es de dimensién infinita o F es de dimensidn finl~

ta y miltiplo de 4,

Demostracidn :

En primer lugar, supongamos que F es de dimensién finita, vy
que en F existen los automorfismos u; , up verificando las condi=
ciones (1) de 111.1. Si denotamos por E a.la cuaternizacidn alge-

brédica de F ' respecto de uy 5 up(resp.a la derecha), evidentemente



tenemos que :
dim (F) = dim (Eq) = 4dim (E).

Veamos a continuacidn gue la condicidon es tamkien suficiente.
Sea F un espacio vectorial real de dimensién finita, v tal que

dim (F) = b ; denotamos por {e],ez,...,ezn} a una base de F, vy

definimos :

k+n si 1 <k ¢€n
-e si n < kK < 2n
_ k=n
uj (ek) =
C )
€ tn si 2n < k £ 3n
ey n si 3n < k € bn
€L 4an 5 1 €« k €£n
~ "€ o0 si n <k < 2n
U9 (ek) =
- i 9
€ a2n si 2n < k € 3n
4 !
€ -2n si 3n < k € 4n
4n
y si xeF, x= ) a e, definimos :
4n o k= AN
uplx) = 7 akul(ek) y Up(x) = akuz(ek) .
ke 3 et ® 3

Las aplicaciones uj : xeF » up(x) , up : xeF =+ uy(x)
as? definidas, son automorflismos de F que verifican las condicio-
nes (1) de 1t1.1.

Sea, ahora, F un espacio vectorial real de dimensién infinita,

y {ea} , ae, una base de Hamel de F,

Puesto que card (9) = card ({0,1,2,3}xQ ), existe una hiyec~-
cién 8: {0,1,2,3}x@ -+ Q. Denotamos : o, = S(pya)

p=0,1,2,3 aeQ; Qp = §{{pxn), p=0,1,2,3.
Evidentemente, tenemos que G = QpU QU QU Q4 Y
que Qé\Qq =P sip#dq p,q=0,1,2,3 .

Definimos, antonces,



e si o€ 0
C ] 0
J-ea si ae
ul(e’) = 0
a .
e s a e fip
O3
-e si o € (g
L G2
e si OL-&QO
02
~-e si CL(:QI
= a3
Uz(e ) =
o .
-e si a <y
89
e 5i OL'&QS
a3
y si xefF , x= Z ae , definimos :
oo
[VRSY]
urlx) = Jaule) , upx)= ] auzle).
o o a o
aef a<fd
Las aplicaciones u; : x€F =~ up(x) , uz t xeF > up(x)

asi definidas, son automorfismos de F gue verifican las condicio=
nes (1) de I11.1 .

CUATERNIZACION TOPOLOGICA

En esta apartado consideraremos un espacio vectorial real F;
en &1 dos automorfismos uj; ,u; que verifican las condiciones (1)
de I11.1 . A la cuaternizacibn algebrdica (a la izquierda) de F
respecto de u; , up la denotamos por E; y por tanto, a F lo deno-
taremos por E4 . Supondremos tambien,que F estd dotado de una to-
pologTa t , localmente convexa y de Hausdorff,

Distinguiremos dos sukapartados

T.= CUATERMIZACION TOPOLOGICA INFERIOR

I11.3 Definicién ¢ A la topologfa mas fina, de las topologTas lo~

calmente convexas de E, que son menos flnas que 1, la denominamos
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topologTa cuaternizada inferioremente de T , respecto'de up , Uz 3

y la denotamos por T .,

A (E,7) lo denominamos cuaternizacidn localmente convexa, in=-

ferior ,de (F,t) respecto de u; , wu2 .

En la proposicién siguiente vamos a probar la existencia de
dando un sistema fundamental de entornos de 0,para esta topo-

T
logia, H-absolutamente convexos y H-absorbéntes,

I11.4 Proposicién Si jgg es un sistema fundamental de entornos

de 0 para T , R-absolutamente convexos, y R-absorbentes; entonces,
la familia EB = { rT(V) / r>0, V€<Iﬁo} es un sistema fundamen

tal de entornos de 0 para la topologia .

Demostracidn :

En primer lugar tenemos que, segin 1.31, 13 es un sistema fun-
damental de entornos de 0 para una topologTa localmente convexa de
E , que denotamos por T1. Evidentemente 71 < T . Bastard probar
entonces, que Ty = 1 .

Sea t' uha topologia localmente convexa de E, menos fina
que T ; Y Sea ﬁS' un sistema fundamental de entornos de 0 para

1', H=absolutamente convexos y H=absorbentes, Puesto que t'<g 7T,
se tiene que para cada V'Q;Igl' existe VfiJ% , tal que V C Viss
= T(V)C V' ya que V' es H-absolutamente convexo, Por tanto, '

1'< 1] Yy seglin la definicidon de 1 , tenemos 11 = T

(Observacidn: en el ejemplo 1 del final de capTtulo damos una
topologia de F, tal que T < 1 estrictamente, sfendo, incluso, 1

no separada).

[11.5 Proposicién . :  Sea {pa},aeﬂ, una familia filtrante de se-
minormas de F que define a la topologla 1t .
Para cada atQ , sea Aa el conjunto de las Hegeminormas,q ,
(x), VIXQE. f
: = 4 “ )'X"'E’
/8, (%) 3g§§q(x)} y Yx €E}

de E, talles que : g(x) € p,
Entonces, la familia { q,

es una familia filtrante de H-seminormas que define a 1 .

Demostracidn:



q, es H-seminorma de E :

En primer lugar observemos que Aa‘¢ g %d«ﬂ , Ya que a cada
Au pertenece, al menos, la H-seminorma x ¢ E -~ 0.

51 x,y E , tepemos

x+y) = supl{q(xty)} ssup{iq{x)+q(y)} < q (x) + q_(y) .
q, (x+y) qtﬁaq( y) guplal +q(y)} < q G, LY
Si xeE , XeH , tenemos

R
A

qu(Xx) = ggﬁ{q(KX)} = sup{

o GQelig,
La familia {qa},aeﬂ, es filtrante

a(x)} = [x]q (x)

Sean G, » 9 a,6¢Q ., Como {pa} es filtrante, dadas Py ,kp(S
existe pY yeQ?, tal que VxeE
pu(x) < ep (%)

Y c >0
pé(x) IS va(x)
1 1, , , ,
por tanto, /anﬁf\Y , /Cq§g AY + y de aqui que :
q (%) s cq_(x) ,
@ Y Vx€E .

qé.(X) < cq_ (%)

La familia {qo} ,oefl, define la topologTa I
Consideremos el sistema fundamental de entornos de 0, para -t ,

formado por los conjuntos : vo..o= {xe¢E / pu(x)<e ,acl,e> 0},

o)

Seglin 11,4 un sistema fundamental de entornos de 0 para T es
la familia {rF(VaE) / o, e>0,r=0}

i

Segin 1.34, y teniendo en cuenta que VQE = EVN1 , bastard pro-

(93
bar que si mq& es la jauja de‘T(VQ ), entences se verifica
', il
' PN e}
9, = 9, VoeQ

Puesto que qm(x) < pa(x) , ¥x ¢ E, tenemos que :

{ xeE / qO(X) $ 1Y D{ xcE / pa(x)< 1}

y puesto que { xeE / qu(x) ¢ 1} es un conjunto.  H-abso =

lutamente convexo, tenemos que {xe¢E / qa(x) < 11> F(Vul).

Por otra parte, y puesto que en particular q;e.Aa , tenemos
que q' () < q (x) {x<E =
= rtv ) DAx £/ a9 (x) <13
o1 ‘ot

En resumen, hemos probado aue :

{xeE / q@(x) <1} C F(Val) ¢ Axe £/ qa(x) < 1}



y aplicando 1.35 se tiene que q& = 9, -

$i denotamos por (Eg)' vy (Eg)' los duales topoldgicos de (Eg,1)
y de (Ey,1), respectivamente; se tiene que (EO)I es en general, un
subespacio de (Eg)', va que 1< 7 .

A continuacidn vamos a caracterizar algebraicamente, (Eg)' , a

partir de (Eg)'

I11.6 Lema : Sea G un subespacio de (Eg)*, y ¢ el isomorfismo de

1.6 de (Ey)* en (E*)y . Se verifica que :

1) 7 (E)i)
P (w(G)))
7 (B (G) k)

w

{y1€(Ep)* /7 yix) = y(ix) ,ﬁ'xe,EO,y G }

y(ix) , VxeEg,yeb }

i
i

{ yoe (Eg)* 7/ yo(x)
{ yae(Eg)* / y3(x)

2)  y{y@NpE)iN pG)jN wE)k) = Gy , es el mayor subespacio

de G tal que su imagen por la aplicacidn ¥ es subyacente real de -~

[}
it

y(kx) , VxeEg,yeb }

un H-subespacio de E%,
Demostracidbn :

i
1) Si yye(Eg)* , y verifica que yi(x) = y(ix) ¥x€Eqy , donde
y€G6 ; tenemos que :

y1(x) = ¢70 ¢ o y(ix) = Re(u{y)(ix)) = Re((y(y)(x))i) =
= (v"o wly)i)(x) =
= yi= Yo ply)l = oy (W(E)I).
Reciprocamente, si yi<v™'(W(G)i) = yly;)ewp(G)i =
= Ply;) = ¢y}t , ye@ = [
= Yy)(x) = (ply)i)(x) = (p(y)( )i, Ux By =
= yy(x) = Re ((Wly)(x))i) = Re (i{wly)(x))) = Re (w(y)(Ix)) =

= y(ix) , yx<Eq .
Analogamente se prueba para j, v para k .

2) Puesto que G es sutespacio de (Eg)%, se tiene que u(G) es
R-subespacio de E¥, y seqglin 1.2 y(Gy) es subyacente de un H—suE
espacio de [%. Veamos que Gy es el mayor con esta propledad .

Si G, es subespacio de G, tal que }(G,) es subyacente de un

Hi=subespacio de E¥, se verifica



v(Gy) C ¥(G)
p(Gy) = v(Gy)i C v(G)i
W(G,y) = v(Gy)j < v(G)]
P(Gy) = w(G)k Ty (G)k
y por tanto, y(Go)C v(Gy) = G, C Gy .

I11.7 Proposicion : (Eﬂ)' es el mayor subespacio de (Eg)' tal

que su imagen por la aplicacién y es subyacente de un H-subespacio
de E*,

Doemostracion o
Segun la parte ) Vode b, bastara probar guae o

(Eg)' = v (W(E) MY w(E) i 0V y(Eg) S N wlEg)'K) .

Puesto que (Ep)'C (Eq)! = y(Ey)'C p(Eg)' 3 y teniendo
en cuenta que y(Ep)' es subyacente de un Hesubespacio de £ (ya

que 1 es compatible con la estructura de espacio vectorial de E
*

sobre H), tenemos que :

W(Ep)' = w(Ep)'T Cw(Eg) i
y(Eg)' = w(Eg)') Cul(Eg)']
W(Ep)' = w(Eo) 'k CylEg)'k

y por tanto , Y(Eg)'C w(Eg)'Nw(Eg)' iny(Eg)'JNY(Ee) 'k .

Reciprocamente, sea Byun sistema fundamental de entornos de 0

para T , R-absolutamente convexos; y sea

y €« (Eg)'Nyv " WED DNy (wE) DNy (w(Eg) k)

Teniendo en cuenta la parte 1) de [|l1.6, tenemos que

it

y(x) = yo(x) q'xﬁ;Eg , Vo< (Eg)!
y(x) = y(ix) QJX~aEO y v1 e (Eg)' = y(ix) = =yi(x) {xe Eg
y(x) = yy(Jx) {'x By, vy «(Eg)' = y(jx) = =yy(x) VLXCEO

y(x) = ys(kx) ¢

/ ) |
xeEBg , y3 c(Bg)' = y(kx) = =y3(x) ¥xcEp
por tanto, existen \g,Wq,V,,"s% 130 . tales que :

|
IY(X3l<1/L‘ ’ |Y(ix)l<]/u s ‘V(J.x)l<1/l*; l\/(kX)|\]/4,¥X‘&V



siendo V& By, v wonw N0, .
Por tanto, si A€H , A = Ay + Api + Apj + Azk , con lxa[ <1,

a= 0,1,2,3 ; tenemos que :

ly Qo) | € Iy Oox) | + [yOqid |+ [yOgix) ] + JyGakx) | <

N

\ . 1,.1.1, .1
ly GO+ fy ]+ [yUx) ]+ [yl | <444+ 44, =
= 1, \}xﬁ.V.
Por Gltimo, sea xeT(V); segiin 1.27 :
x =) A %, » donde x €V Vaeq, r et Zlkalé 1, siendo

oefd aefd
casi todos los Ad nulos.

Podemos poner :

yCab = Iy(@ a x )= Iy D T T ax )l s
oefl e Q!
s QEQJAQ”Y(Saxa)| <m§Q}Aul <1 3
donde, @'= {fae/ A #01} ,y g = !kul ST
Luego, y <« (Ep)' , ya que segln IIl.4 , T(V) es un entorno de

0 para T

De esta proposicidn obtenemos los siguientes importantes co-

rolarios

Corolario 1 : Una condicidn necesaria para que I =71, esque

$(Eg)' sea subyacente de un H-subespacio de E*,

Escolio : Esta condicidn no es, en general, suficiente como pon-

dremos de manifiesto en el ejemplo 2 del final del capftulo,

Corolario 2 : Si y(Ey)' es un subespacio proplamente real de E¥,

entonces, 1 no es de Hausdorff .,

Demostracidén :
En efecto, segln 111.7 , vy I.h, se tiene que (Eg)' = {0}

y por tanto, 1 no puede ser de Hausdorff-.

(En el ejemplo 1 del final del capTtulo se da una topologfa

T de Eo de Hausdorff , para la cual v(Eg)' es subespacio propla-



mente real de E* ,

2.~ CUATERNIZACION TOPOLOGICA SUPERIOR

En este subapartado, vamos a definir una topologfa localmente
convexa de E, mas fina que t .

Para seguir un procedimiento andlogo al del subapartado ante-
rior, necesitamos probar, en primer lugar, la existencia de una to-
pologia localmente convexa de E mas fina‘que T3 ya que, el proce-
dimiento andlogo al del subapartado anterior, es considerar los nu=
cleos H-equilikrados de los conjuntos de un sistema fundamental de
entornos de 0, para r , R=aksolutamente canvexo y R-absorbentesy vy
no podemos garantlizar,a priori,que no vaya a reducirse al {0} pa-
ra alguno de estos conjuntos, con lo cual no serTa H-absorkente,

La existencia de una tal topologia se prueba en 111.97, como

consecuencia del siguiente lema :

111.8 Lema : Sea (F;,Gy;< >) un par dual real, y sea G, un sub-

espacio propio de G; , tal que G, tambien separe puntos en F; .,

Se verifica, entonces, que 1(F;,G;)< 1(F},Gy) (estrictamen
te).

Demostracién :

Sabemos por (Eﬁ], 3,82) que o(F;,Gy) < o(Fy,G;) (estric-
tamente). Por tanto, la identidad IFlen~ F1 , es continua . de
(F,o(F1,Gy) ) en (Fy,0(F,G,) ).

Por otra parte, segin ([ 2], 3,512), tenemos que IFi tambien
es continua de (F,t(F1,G;) ) en (Fy,t(F1,G3) ) , y por tanto
tenemos que 1 (Fy,G,) £ (Fy,C;)

Ademas, como IFl no es continua de (Fy,0(F,G,).) en
(F1,0(F1,G1) ) ,tampoco lo serd de (Fy,t(Fy,6,) ) en (Fi,t(Fy,G3) )

en virtud de ([ﬁ], 3,812) , y por tanto tenemos que :

T(F1,0) < T(Fl,Gl) (estrictamente)



111.9 Proposicién : Sea G la envoltura H=lineal de y(Egy)' en

E* 3 la topologfa t(E,G) verifica : 1 £ t(E,G) .

Demostracidn :

Puesto que (Eg)'C v'(Gy), segln el lema anterior tenemos

que :  t( Eg,(Eg)') << 1( Eg, ¥7'(Gy)) . (En el caso de que y(Eg)'
no sea subyacente de un H~sukespacio de E*% , serd estrictamente)
Teniendo en cuenta I!.4 y seglin 11.17, tenemos que :

T < (B, (Eg)') < T(E,6) .

I11.10 Definicidn : A la topologfa menos fina, de las topologias

localmente convexas de E, que son mas fina que t , la denominamos
topologTa cuaternizada superiormente de T , respecto de up ,up; vy
la denotamos por T .

A (E,T) lo denominamos cuaternizacidn localmente convexa, su-

perior, de (F,t) respecto de wuj , up .

En la proposicidn siguiente vamos aprobar la existencia de T
dando un sistema fundamental de entornos de 0 , para esta topologTa,

Heabsolutamente convexos y H=absorbentes .

111.11 Proposicién : Sea 330 un sistema fundamental de entornos de

0, para t , R-absolutamente convexos. S| denotamos por «(V) el nu-

cleo H-equilibrado de cada V¢ 330 , se verifica que la famllia :

B o= rety) / VeByr>0 } es un sistema fundamental de entornos de

0 para T .

Demostracién :

En primer lugar probaremos que }3 es un slstema fundamental -
de entornos de 0 para una topologfa 1, , localmente convexa de E.
~ Segdn 1.30, bastard probar que { «(V) / Véjig } es una base de fil=
tro en E, formada por conjuntos H-absolutamente convexos y H=absor-
bentes,

fean k(Vy) , «(Vy) vl,vze‘ESG puesto que DDy es un sistema fun
damental de entornos de O, existe L!t-i%g /  WC VNV, y por



tanto, (W) C «(Vi)Nk(V,y) . Luego {k(V) / Veld tes una base de
filtro en E. ,

« (V) es H-absolutamente convexo y H-absorbente ,ﬁ V¢ }%0 :

En efecto, puesto que V es en particular convexo, se tiene
que « (V) es tambien convexo , y por tanto, k(V) es H-absolutamen=
te convexo. Por otra parte, puesto cue segin I11.2 , T 4 1 (F,G)
se tiene que para cada Vﬁjﬁg existe un entorno de 0, para t(F,G),
V', H=ahsolutamente convexo, tal que V'C V = Vic «{(V); y pues-
to que V' es H-aksorbente, se tiene que «(V) tambien es H-absor=
hente,

Hemos probado aque {rx (V) / Vcajﬁo,r>0} es un slistema funda-
mental de entornos de 0O ,para una topologia 1), localmente convexa
de E, y que por construccidén es mas fina que t . Probemos, ahora,
que es la menos fina

Sea 1tv' una topologfa localmente convexa de E, mas fina que 1 .
Sea 13' un sistema fundamental de entornos de 0 , para t', H=ab-
solutamente convexos e invariante por homotecias de razén r > C;
tenemos que para cada Vti%o , fvre B 7ve V,y por ser V!
H-absolutamente convexo : V'ce(V)C V. Si consideramos re(V) ,

r > 0, tenemos que rV'C re{V), siendo rV'¢J3'. Por tanto,

1= ', vy segln la definicidén de 1 , se tiene cque : 1] = T .

111,12 Proposicidn : Sea {pa} e, una familia de seminormas de

F que define a la topelogfa 1 .

e verifica, queé para cada Py la aplicacidn

x<E - sup{p%(kx)},siendé ho={ xH/|x| =1}, es una
Aeh
H-seminorma de Ej y que la familia {q_J de las H=seminormas defi-
nidas por : qa(x) = sup{ngx)} , Yxe £ , define a la topologlfa T,
Ae

Demostracién :
Veamos en primer lugar que cada a, ,0eQ , es una H=seminorma;

- 0 Sup{pq(kx)}< +o , En efecto, ya que p_(Ax)> 0 ,por ser

. jak

ACh s
p, seminorma ; vy sug{pq(Ax)}< +e , puesto que p_ es cont Inua
Aeh -

en A+{x}, v A+{x} es compacto (dotando a H de la topclogTa

usual).

- % x,yeE , qa(x +y) < qu(x) + qm(y) . En efecto



g (x +y) = suplp Ox +ay)} < suplp (1x)} + suplp Oy)} =
“ reh & aep < i
= + R
qa(x) qa(y)

- Si xeE , u<H qg(ux) = |u|qa(x) . En efecto :

-

Supongamos u # 0 , f{el caso u = 0 es trivial); podemos poner

1

q, (ux) = suplp (uux)} = sup pilruful™ fu]x)

A el A<l
|

L]
it

lU!SUP{PO(Au‘Ui_ x)}=!uisup{p0(kx)}
Aeh T ek
- {qa} azf} , define a la topologia T.

lulqa(x)

En efecto : {x«E / qa(x) < 1} es, evidentemente, el nucleo

H-equilibrado de {x«E / pa(x) < 1}

N

i denotamos por (Ey)' al dual topolégico de (E ,T), se tiene
que (Ep)' es, en general un subespacio de (Ep)', va que 1< T,
A continuacidn vamos a caracterizar algebraicamente a (Fg)Y,a

partir de (Eqy)' .

111,13 Proposicién : Sea G la envoltura H=lineal de v(Eg)' en E%,

se verivica que : FE)r o= y'(Gy) .
Demostracidn

Segln 11,2 vy 111,10, tenemos que @ T = T < v(E,G). Por
otra parte , U(Eg)' > Gy ; ya que (Fg) > (Eg)' , v ¥(Ep)' es
subyacente de un H=subespacic por ser T compatitle con la estruc-
tura de espacio vectorial de E sobre H., Por tanto,

o(E,8) =0(Eq,Gp) < o(Eq,0(Fy)') en virtud de ([ 47, 3,52).

En resumen, of(FE,0) <7 =< +(£,60) = y(Ey)' = Gg .

Corolario 1 : Una condicidn necesaria para que T = T , s que

p(Eg)' sea subyacente de un i~subespacio de E%*,

Escolio : La condicién anterior no es, en general, suficiente, co-

mo pondremos de manifiesto en el ejemplo 2 del final del capTtulo.



Ejemplo 1

=
Sea E el espacio vectorial a la izquierda sobre H, de las

sucesiones {En} tales que ER;H,th_N , Y para cada {En} existe
JCH tal que £ =0 si nelN=J , siendo J finito. (Es decir, E

es el espacio g;k H ,considerando H como espacio vectorial a
la izquierda sobre H).

Sea F el . espacio vectorial , ané\égo a E, pero considerade a
la derecha .

En E x F, definimos la H=forma H-bilineal siguiente :

B: (x,y)e E xF > B(x,y) ; donde

e~ 8

B(x,y) =
n

1gncn si x = {Eg y ¥ = {cn} .

Sea G el R-subespaclio de F generado por los vectores

e‘ = (1'0’0’0’0‘ . . L] . . ’0’ » * . . O‘ L] * )

e, = (1,1,0,0,06, « .« . .« .,0, + .+ o . . .. )
63 = (j,o,150’0| . . . . . ,O, . . . . . . . )
eh = (k'0,0,1,0, » . . ' . ,O, . + » . . . . )

85= (0.1,0,0,1, . » . . 0 ,O, » 0 . . . . ‘ )

n [4n'§, ’
1,0, + . . ,0,1,0,0,0,0,...,0,0.0.0. )

n - hn=2,
€yney = (0,0,0,0,0, . . . ,0,i,0, . . . ,0,0,1,0,0,0,...,0,:0.. )

Chn-3 = (0,0,0,0,0, . . . ,0,

n bn=1,
(0,0,0,0,0, . 4 . ,0,],0, + . « ,0,0,0,1,0,0,...,0,.... )
n
K

i

Chn=1

bn
0, « v v ,0,0,0,0,1,0,.0.,040000 )

ehn (0,0,0,0,0, . . . ,0



Evidentemente, el conjunto {en ,Nn< !} es H-linealmente indepen~"
diente.

Veamos a continuacién que G es un subespacio propiamente real

de F :
si y€ GMNGIiNGjN Gk =
= y = z ed, = ) eabal = z eCod = Z eadak s aa,ba,d&,dd&RF$
a=1 a=1 a=1 o=1
= Je (38 ~bi-cj=dk =0 =
o=1 @
P
= 3a ~bl-cj=~dk =0 Yol ..., =
o a (e o
L.
=5 a =b = ¢ =d =0 Ya<N . .| => y =0
a o a o

Por Gltimo , probemos que G separa puntos en E, mediante la-
dualidad subyacente :
Sea x€E, x={g} , g =¢ P+ E2] + ggk , Y su=

pongamos gn =0 sl n>m,

&i  Bylx,y) = Re B(x,y) =0 ’fy'gF , tenemos,en particular,

que :
Bo(x,ej) = 0 = g? = 0
Bo(x,e,) = 0 = —g% + gg = 0
- 2 0 =
Bo(x,eB) 0 =5 £2 + g3 0
By (x,e)) = 0 =  =gl+g)=0
Bo(x,e;) = 0 = £y + ezg =0
By (x,e Yy =0 = | £0 4+ g0 = 0
*“hm=3 m bm=3
BO(Xael Y = - 7l 0 "
) im=2) = 0 = L F Efpn = 0
= 5 - £2 0 &
Bo(x,ahm“1) 0 = b T Bl 0
o= O 0 o=

BO(X,ehm) =55 - 5; + £

Obtenemos asT un slstema homogéneo de bm ecuaciones con hm



incgnitas; cuyo determinante, ordenado en las incognitas en la

forma :
0 1 2 3 50 1 2 3 20 0 1 2 3
€1 51 51 €1 Ez 52 EZ 52 EB L Sm__ Em %n EW

es
1 00 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0
o0-1 0o 6 1 0 0 ¢ 0 . 0 0 0 N
0 D=1 0 0 0 0 0 1 it 0 0 0
g 0 0=-1 0 G 0 0O 0 . 0 0 0 0
o 0 00t 0o O 0 0 . 0 n 0 0
0 6o 0 0 5 0 0 0 . o 1 0 0 0
no o o0 0 0 0 0 0 . 0 =1 0 0
c 0 0 0 0 0 0 0 O . 0 0 -1 0
n 0 0 0 0 D C 0O 0O |, . 8] 0 o -1

y puesto que su valor es (-1)7 , el sistema solo tiene la solucién
trivial

0 = ].

& T &

y por tanto x = 0,

- 2=

Sl consideramos, la topologia o(Ey,Gy) tenemos que es una t0p§
gfa de Egy , localmente convexa v dé Hausdorff; tal que su cuater=
nizada inferiormente nc es de. Hausdorff , ya que el dual de E
para esta topologfa es, seglin I11.7 , el espacio {0}, por ser G .-
subespacio proplamente real de F ..



CROr

Ejemplo_2_: (Ejemplo de un espacio vectorial real Ej, subyacente
de un espacio vectorial a la izquierda sobre l; dotado de una to-
pologfa t , localmente convexa y de Hausdorff, tal que y(Ey)' es
subyacente de un H-subespacio de E* , pero 1< 1< T (estricta=

mente). )

Sea E un espacio vectorial a la izquierda sobre H, de dimen-
si6én infinita. Sea F un H-subespacio de E* , de dimehsién infi=
nita; v tal que E y F formen un par dual respecto de la H-Forma
H~bilineal que induce en E x F la H=forma H=billneal candnica
« » ., de £ x E*,

Segln probamos eri 1.5, podemos expresar Fg en la forma :

Fo = G®Gi ®Gj ®CGk , siendo G un subespaclio propiamente real
estricto, de F . :
En F, consideramos la topologfa o(Fy,Eq) , y definimos la
familla & de subconjuntos de F; de forma siguiente :

¢, si S=A+P+C+D, siendo

AcG Reabsolutamente convexo, y e(Fy,Ep)=compacto.

Bc.Gil
CC-ng R=absolutamente convexos, o(Fg,Ey) compactos, y finito di=

7 7

D < Gk mensionales.,

y o(Fgy,Eq)=compactos .

La envoltura saturada (5 , se obtiene , en este caso, afa-
diendo en primer lugar las uniones finitas de elementos de & s Y
en segundo lugar afadiendo todos los sukconjuntos de éstbs. fe tie
ne por tanto, que (Eé es una familia saturada de conjuntos de
Fo , relativamente o(Fy,Eg)~compactos, que recubre a Fg 3 y que
la familia G5 es una subfamilia fundamerital de é; .

Cea 1 la topologia definida en Ey por la (ii*topologfa co=

rrespondiente respecto de la dualidad ( Eg,Fos< >p) . Segln el

teorema de Mackey=Arens ,caso real, ([::|,1v, 3,2); Tt es compat!=«
ble con la dualidad (Eq,Fg3« ») , es decir, el dual de (Eg,7 )
es y' (Fp).

Probemos, por Gltimo que T no es compatible con la estructu=

ra de espacio vectorial de £ sobre H; con lo que tendremos que



T < T L T (estrictamente).

Sea MCG , R-absolutamente convexo, o(Fy,Eq)~-compacto , e
Infinito dimensional, Probaremos que M es equicontinuo, y que Mi
no lo es; con lo que tendremos que la aplicacién : x¢E; ~ ix
no es continua para Tt , Yy por tanto, no es compatible con la es-
tructura de espacio vectorial de E sobre H,

Puesto que : MC M°® = (M°)° = M es equicontinuo, ya que
M® es un entorno de 0 para 1.

Si M fuera equicontinuo, se tendrfa que : Mi € V°,
siendo V un entorno de 0 para T ; que podemos suponer que es la
forma : V=(A+B+C+D)°,

AC G R-absolutamente convexo,y o (Fy,Eq)=compacto,

RCGi

CC Gj? Reabsolutamente convexos, o(F,Ep)=compactos, y finito di-
D¢ Gk mens ionales

ya oue (5es una subfamilia fundamental de G

Por tanto, MiC (A + B+ C + D)°°= A+ E +C+ D ; vy tenien-
do en cuenta que F=0@& Ci & Gj ® Gk = MIC P, lo cual es

absurdo, por ser M- Infinito dimensional, y B finito dimensional,
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