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CAPITULO 1



L]

TRANSFORMACIONES

INVERTIBLES

Tal vez -no sea posible estaplecer un principio
de evolucidn esencialmente nuebo en la Teoria Ana-
litica de 1los Cambos; ello no excluye la posibi~
lidad de encontrar nuevos puntos de vista desde
10s cuales se puedan abordar los problemas varia-
cionales que surgen por la existencia de relacio-
nes intrinsecas, finitas 6 integrodiferenciales,
entre las funciones que describen campos en inte-

raccion.

En este capitulo vamos a intentar estudiar las
transformaciones que dejan invariantes las varia-
ciones de 1la integral del producto contraido de

dos funciones tensoriales, extendidas al dominio



de existencia del campo. Generalizando algunas
nociones de la teoria de tra‘?sformacio}‘les de con-
tacto, formulada por Sophus Lie (1922), vamos a
establécer las siguientes proposiéiones, que con-

sideramos basicas para la elaboracibén de la Tesis.

DEFINICION

Sea € una regién simplemente conexa de R? y CON
frontera regular 2z y 4;,By, c;/'e//,zaj campos tensoria-

les de clase C? definidos en Z

Diremos que la funcidn V(A:,B.‘A,} es una funcién ge-

neratriz de la funcional:

/Aj’ B/" d/C
[+

Si cumple las siguientes condiciones:

1) VPéZ' Ay:__a_z , 3/‘_—:___2[
28y 24y

2) Existe una funcién AR(4,8;), que considerada

como funcién de las Xk, XK€ {423f es de cla-

se CCen & , tal que
V(4;,8;)= 2 R(A;8;) , Ke{i23
J 7) 2@: bt j

y ademés, VPe oz &Q«(Ay/ By-): ©



3) VpPe T IV #0

PROPOSICION 12

Si la funcional AyéyiJC admite una funcidn ge-
(4
neratriz VZ@LEQJ , esta funcién define una trans-

formacidn invertible, tal que
//77'585':/?::0 @/Bjé]ﬂ'd@:ey
T z

Demostracidn:

En efecto, si V?Aié%) es una funcién generatriz:

[[(4-22) 585-(5 4 22 ) $23] e = o
de dondér
Jl}@c&%yahf.yéEyc£4yaéf=:A{(32§<£%;+9%§r3?%)44:=
= <S \/Jé
/

y teniendo en cuenta la segunda condicidn que debe

cumplir V- s Y el teorema de la divergencia:

5/1/(4;55,) de= & [ Rede = [SRe4; 8)d5e= 0
= A X I |



En consecuencia: ]Ay JBj-c/z _/Bj; 5@" Jz =0
C i}

z

De donde /A/JBy c/z =20 <=> /%"JAjJrro
z z

Ademis, por la condicibén tercera de la definiciédn,

"3.2__1_/_. B;":....._)_Z.
Aj Pr DA 547

definen una transformacién.

PROPOSICION 228 (RECIPROCIDAD)

Si la funcional j/47€9¢A: admite una funcidén ge-
z
neratriz, entre ambas funciones campo se verifica

la relacidn de reciprocidad:

My - Pur Vay',@re 7234

7B« 2By
Demostracién:
En efecto, de ,47" =NV der = 2V sigue:
25y 2P8ur
2149' _ %V a/h(r_ v

PBer 78798, 2By  IBudB;
y en virtud de la igualdad entre las dérivadas cru

zadas:

_9_4:]_'- - d Aer
Py WPY-»




Es decir, la variaciéon de la componente /@' debida
a la variacidn de la componente By , eé igual a
L1l

la variacidén de la componente Aur , debida a la va

riacién de la componente @y .

PROPOSICION 32

Si entre las funciones campo existen K relaciones
de la forma ¢, (Aj—-,gj.)=0 , siendo ¥ menor o igual
al namero de componentes de un campo, la transfor-

macidén invertible queda definida por:

dj= 2V 4 A 20r

28y 28y
sz-. _2.1._/ - /IT‘_Q_éV_
a4y dAy

G (4,8 )= o

Donde las funciones /L-:/L(Q@) , son multiplicado

res de Lagrange.

Demostracidn:

En efecto, la existencia de la=: funcion- - genera-

triz permite escribir:

//(Ay-'_%)a@_ (@.ﬁ%)&y]c/z:o



Y de la existencia de las relaciones 7’5,('47" Bj)_—_o

sigue:

Introduciendo los multiplicadores de Lagrange Jr,

pocdemcs escribir:

/[(Ay- v JP%)SB (8,491/,4)»%‘)0"/1/6/6—0

5

La independencia de las variaciones éé% Jﬂg' exi-

ge:
Ay /}-r 9¢"
259 959
= ) 9P
% 24 2Ay
junto con ¢,. (A;, 8y)=0

PROPOSICION 42

Si existe una transformacidén homogénea e invertible,
definida por K relaciones de la forma ﬁ‘(ﬂj,gj)zo

{<sr <k (siendo X menor o igual al nimero de com



ponentes de un campo), tales que:

Ambos campos estéan relacionadcs por:

Ai= Bue 24&"' 5§h=/hl 2 Buw
Zéyf 2{9‘

Demostracidn:
Por hipdbtesis: /A;‘(’JB’TC/C _./ 87547 c/?::
z z

y por existir-las KA relaciones de condicidn:

j%é:cgég; 9¢$~¢§A =0
9@; Ay

Introcduciendo los multiplicadores de Lagrange ,Jr

/[(4, ) 2h) 8- (5 a%r)of/c/z o

La independencia de las variaciones él%b 5%%’

exige:

Por otra pearte:

9%" 2 r‘ 9'4‘4 =0
e * T 78,




Y eliminando )r} _9_‘_}_': Yy gié'l entre las
245 2 Bt
tres Gltimas expresiones resylta:
937"
Andlogamente, eliminando /’r, I¢r , _a_iéf. entre:
24y = JBu

2%, M e _o
24y 25&? 24&

Akl = /ir 2¢’:
2B
B"f __...../‘,r ..2?_,‘.
74y
N 7= 5

PROPOSICION 5°¢

Si se verifica la relacidn: /47“: By 27__'2”‘ V;’/’.l,!é//,&?/
4 4
se tiene: ZB,JA/JZ =0 <==> /ZA?'JB;;-JZM

Demostracidn:

Sea 4/:@'/3.& , entonces 5/ —2252,:,;5,”

Por tanto: B SAy;de = | &, 9/"»‘ & Bonm dz
J / 2By



Ahora bien, por hipbtesis, B/" 9/42' = Amn
OBmn

En consecuencia:

/Bjé-AyG/C == /Amn JBMHG/C

z

y de aqui la conclusidni

OBSERVACIONES

1) Por razones de simetria, es evidente que la -
hipétesis puede ser sustituida por:
By" = Au 28«
9/1:‘/
2) La condicidn Aj = Bue é%ﬂﬁ. implica que
47 debe ser una funcidén homogénea, de -
primer grado, en @y' , NO necesariamente 1li

neal.

3) En particular, las relaciones ,47': Cejue B¢ con
el determinante de la matriz de los coeficien
tes (constante ) distinto de cero, define una

transformacidén invertible.



PROPOSICION 62

»

Si se verifica E9==Aa Y , la funcional -
Ty
I=/Wc/‘c , donde W:% B_y%j' , €s lnvarlante

a la transformacidén de Legendre.

Demostracidn:

El momento conjugado de W respecto a 49' es:

W _2_%123‘4___/_3A 4 4y PBe _ B,
T 8a 74 T2 7727 54 4

—

Sea W 1la transformada de Legendre de ¥ :

W=4‘,%,_W-_-Ay3y_,zi,4y5y=z//,@=h/

y de aqui la conclusibdn.

PROPOSICION 72

La invariancia de la funcional J/nk%: , MC.—- .éy‘
z

a la transformacibén de Legendre, implica que

%:442@‘_4
94y
Demostracidn:
Debe ser: W—-A 2‘1/ 914" 2 B A A B, =14, B
/24, 0Bt 9,4/) 29 FT0Y



11.

de donde

4

Az (// B +,J Aus 2@#/} 4/5y._./;yéy

Lo que implica: Bj = Aw 2B
: 24/

PROPOSICION 82

Si existen relaciones de la forma:
Ui, By Iy 28 )0 VPeT y /sr<k
¢r (y J’ ;}‘}_L/ ?—&") )’

la transformacidn invertible entre los principios

variacionales

z z

Queda definida por:
Ai =_ Ay 2%r 4 7 ;;()r¢gi
7 75, © 3% 7 (3%)

= Ar P _ 2 Q(M)
;25 9(2,44)

¢; (47, 8 24. P)=0

Donde las funciones ,4r=qu(&J son multiplicado-

res de Lagrange.



12.

Demostracidn:

En efecto: /AyJBj'c/z __/,,B;;'J476/t '_—..—O
T

(4

bajo las condiciones:
CRd . 73 2 va
9£ (4¢,€9,§%g,, 25?1)10 ¥4QFC A <sr=<k

se transforma en:

//4fézy1%ri//@ycﬂﬁydé'—#J/)ré?zc%r::o
z z [

Ahora bien

/Mé , de - / [+ 22 2% sS4y 4 A Zr—*) ()[4 +

//J 9¢ré’8 +Jr9?j;9 J(ggz)//c

Integrando por partes, y apllcando el teorema de la

divergencia:
/ - 5 94, de = [N 2 205H) de _
e s 2 %
- / 9(1,4,.) 54 c/c P / 20-4) s4, /:/5
9(94, 244) 9(34, %)
Com0<5@y debe ser nula en , la integral de

superficie es nula, y queda:

/J,. % s 24,)45_/ 204k) St de
(%) #1205

y lo mismo ocurre permutando,4“ por é}




13.

esulta entonces: o r2¢f 2 2d’¢" S
Resulta ent //A/ AJBJ o g(?& // @c/c

st - 413504

que en virtud de la hipdtesis se convierte en una

identidad.

CONCLUSIONES

El planteamlento de este capitulo fué buscar las
condiciones bajo las cuales el principio jzgc{B aé o

implica el principio // Jﬁ&cJt.. , Y Viceversa,
[

Los resultados que consideramos mas importantes -

los resumimos en los slgulentes puntos:

12) Campos independientes.
Si entre Ay)l E? no existe relacidén funcional
alguna, la existencia de transformaciones in-
vertibles, segﬁn la proposicion 1, va ligada

a que la integral J/);eg;d% ‘admita una -
[

funcibn generatriz.

2°) Campos ligados

Si Ay y By estén relacionados por ecuacio-



49)

14,

nes de la forma: é(ﬂy Bj) =0, la funcidn
generatriz de las transformaciones invertibles
queda definida por: V(Aj,Bg} -+ /Jr ¢r(zy} By)
siendo /L~=,Jrﬂkk)multiplicadores de Lagrange.

(Proposicidn 3).

Transformaciones invertibles homogéneas.

Si las relaciones funcionales d;(,dj,gg').—:o
son tales que general por si solas transforma
ciones invertibles, los campos en juego satis
facen al siguiente sistema de ecuaciones dife

renciales:

A = ,0324ﬂg | (Proposicidn 4 y 5)
08

Se discuten las formas funcionales de las re-
laciones: ¢r (,44", 89) =0

capaces de generar transforma
ciones invertibles, y se demuestra que tales
transformaciones implican la invariancia de -
la funcional __j/Z B, dz a las trans-

forma01ones de Legendre (Proposicidn 6 y 7).

52) En el caso de que en las relaciones funciona-



les intervengan los gradientes de las funcio-
|

nes campo:

9 =

¢ {'4// B}’l 2)(

las leyes de generacién de las transformacio-
nes invertibles siguen siendo validas, susti-

tuyendo la derivada parcial por la variacio-

nal.

15,



CAPITULO 2



MEDIOS CONTINUOS
ELASTICOS

INTRODUCCION

Es bien sabido que, bajo las hipdtesis de la teo-
ria lineal, las ecuaciones de equilibrio interno
para un medio eléstico pueden considerarsé como
las ecuaciones de Euler-Lagrange para la funcional
Energia Potencial, admitiendo las ecuaciones de
Compatibilidad de Saint-Venant, ¢ sus soluciones

como condiciones subsidiarias (Sokolnikoff (100)),

16.



rl problema inverso, de obtener las ecuaciones
de Saint—VeﬁantA a partir d%‘ las de Equilibrio,
y de un principio variacional, fué resuelto por
vez primera en 1935 por R.V. Southwell (44) partien
do del princibio de Castigliano. A nuestro Jjuicio
la idea central consiste en admitir que las fuer-
zas de volumen permanecen constantes en el proceso
variacional. Esto implica que las variaciones del
tensor esfuerzos verifican las ecuaciones homogé-
neas de equilibrio, y en consecuencia pueden expre
sarse mediante las variaciones de 1las funciones

de Maxwell y Morera.

Compartiendo 1la idea fundamental de Southwell,
Klysushnikov (29) da4 en 1954 una nueva solucidn
al problema, basada en la teoria de los multipli-
cadores de Lagrange, con las ecuaciones de equi-
librio interno como ligaduras. Con posteribridad,
el procedimiento es perfeccionado y ampliamente
desarrollado por Fung (68) y sobre todo Washizu
(104) , quienes también aplican el método de 1los
multiplicadores al principio inicialmente conside-

rado de la Energia Potencial.

17.



Otro aspecto a tener en cuenta es la relacibdn en-

tre los principios de la Energia Potehcial y de
#|

la Energia Complementaria (Castigliano):

a) La reciprocidad entre los mismos aparece taci-

b)

c)

tamente en su formulacién: Las condiciones de
admisibilidad para cada uno de ellos coinciden
con las ecuaciones de Euler péra el otro. Este
sentido de reciprocidad 6 dualidad corresponde
al definido por Courant-Hilbert (61 ) para prin
cipios variacionales sobre funcionales cuadra-

ticas.

Teniendo en cuenta que la densidad de Energia
Complementaria es la transformada de Legendre
de la densidad de Energia de Deformacibn,
Washizu ( 55 ) sefiala que puede pasarse de un
principio al recigroco mediante la transfor-

macidén involutiva de Courant-Hilbert ( 6{ ).

Otros puntos de vista sobre los aspectos an-
teriores han sido ampliamente tratados en la
bibliografia sobre el tema :(Singe (49 ), Ton
ti (54,52), Ekeland-Teman ( 66 ), Nayroles -
( 35) ) y corresponden a planteamientos y ob-

jetivos distintos al nuestro.

18.



2. OBJETO DEL PRESENTE CAPITULO

A

Creemos que el anterior contexto de principios
variacionales, desarrollado en el marco de la Elas
ticidad lineal, nos puede proporcionar un esquema
véiido dentro de la Teoria General de los Campos.
Esquema que en el caso elastico es una perfecta
simbiosis entre elementos de Geometria de lo

continuo, estructuras nwcénicés y hasta ciertos

elementos de caracter experimental,

oceguimos la idea de considerar el campo elastico
como un conjunto de funciones de variable real,
capaces de describir una situacidén fisica exten-
dida a una regidén de espacio y a un intérvalo tem-
poral. Renunciamos a priori a introducir las con-
diciones de frontera, por tratarse de un estudio
local, donde 1las funciones campo se relacionan
en un mismo punto por ecuaciones de tipo diferen-
cial, cuya integracién y separacidén de soluciones

reales o supérfluas no entra en discusiodn.

Bajo las anteriores hipdtesis de trabajo, el obje-
to de este capitulo puede formularse en los si-

guientes términos:

19.



1) Aplicar la teoria de las transformaciones -
invertibles desarrollada en el Capitulo Pri-
.
mero, a 1los principios variacionales de 1la
Energia Potencial y la Energia Complementa-
ria.

2) Demostrar que 1las ecuaciones de definicidn
6 de evolucidén correspondientes a dichos prin
cipios, son condiciones que aseguran la exis-
tencia de una transformacidn invertible entre
los mismos.,

3) Probar que, en el caso de que el campo de in-
teraccidn /E derive de un potencial simple
6 generalizado, es posible descartar la condi

cidn 93-/?/?_10 VPe , ¥ mantener en su in-

tegridadgfzs concepciones de dualidad e inver
tibilidad establecidas en los campos elésti-
cos isbtropos puros.

4) Aplicar lo indicado en el punto anterior a

las ecuaciones fundamentales de la Termoelas-

ticidad lineal.

3. APLICACION DE LAS TRANSFORMACIONES INVERTIBLES

AL CAMPO ELASTICO LIBRE .

Consideremos un medio elAstico deformable, que



ocupa una regidn T € E; referida a un sistema
cartesiano /b,‘)@;ﬁ,)@/ ¢

Designaremos por & (X Viwe {1, 2 3/ las com=
poentes del vector desplazamiento, por

& (4) = 4 ?9}42) Vi) < /2,3) 3.4

_i(/Qaz

2 9&'

a las componentes del tensor deformacibn, y por -
@-(XK) Vik e 7412,5} a las componentes del ten

sor esfuerzos, ambos tensores simétricos.

Las siguientes suposiciones seran admitidas en lo

que sigue:
Fec;ueﬁas
1) Nos situaremos en la teoria de lasyﬁeforma—

ciones.'y supondremos que la regidn C de

definicidn del campo es simplemente conexa.

2) Admitiremos que el medio es homogéneo e isb-
tropo, siendo 1las ecuaciones constitutivas

Vté/é {12 34

@:2/6(,% +/‘95y , 6= Eu+ Ez24+ E33 32

& =L[na) B _aP&], P Rur 45, 33

2l.



siendo /IQ/L las constantes de Lamé, E
el médulo de Young,d’el coeficiente de Poi-

sson y J&' la delta de Kronecker.

3) Supondremos el campo elastico libre de inte-

raciones con. otros campos.

En estas condiciones se sabe que el principio -

variacional:

. /@- Jg/c/z - o 3.4

z

con las ecuaciones de compatibilidad (6 sus solu-

ciones 3.1) como ecuaciones de definicibn, impli

ca las ecuaciones homogéneas de equilitibrio. Y re-
£

ciprocamente, que las segundas tomadas como ecua-

ciones de definicidn, y el principio:

’Zfﬁk'cyﬁi'aéf =0 35

implica las primeras.

Las proposiciones que siguen tienen por objeto es-

tablecer las relaciones entre los dos principios -

NOTA: Todos los indices empleados en este Capitulo varian en
el conjunto { 1, 2, 3}

22.
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variacionales, que se derivan de la teoria desa-
’ L2

rrollada en el Capitulo Primero.

PROPOSICION 12

Las ecuaciones constitutivas definen una transfor-
macidn invertible entre los principios variacio-

nales:

Demostraciodn:

En efecto, segln 1la Proposicidén 5§ del Capitulo
I, para que las ecuaciones constitutivas definan

una transformacidén invertible, se debe verificar:

Py= Epn Olon 36  €,=B,0Em ¥
/' ;9£9~ 4 96;

Ahora bien, sustituyendo 3.2 en 3.6:

/Q'zg/nn j)_. Z gmn )Q =
J 25?{//“ + é;ﬂ

= Emn & r&” {/47%9{? =




24.

Y analogamente, sustituyendo 3.3 en 3.7:

gf/ = /3,,, _é_/g-[(/fa') F,>,m__ “g-" PJ/»,;]} =
2@'

= £ G-7P%]

es decir, las ecuaciones 3.6 y 3.7. se convierten

en identidades.

PROPOSICION 23

51 las ecuaciones constitutivas definen transfor-
maciones invertibles homogéneas entre 3.4 y 3.5,
y2;

7l debe ser una funcidén homogénea de primer

grado en %; , ¥ viceversa.

Demostracidn:

De acuerdo cdn la proposicidén 4 del Capitulo I,
para que las ecuaciones constitutivas definan la
transformacidén invertible, se debe verificar 3.6
y 3.7, 6 1o que es lo mismo, que sea una fun-

’Zf}‘
cién homogénea de primer grado de E%' , NO necesa-

riamente lineal, y viceversa.



25.

Si afiadimos la linealidad entre el tensqr esfuer-
zos y el tensor deformacién,, dicha relacidén se
convierte en 1lineal y homogénea. Si afiadimos 1la
isotropia del medio, obtenemos las relaciones 3.2

y 3.3.

PROPOSICION 3%

Las ecuaciones constitutivas hacen invariante la

funcional j/h/c/Z' , trabajo de deformacién,
z

respecto a la transformacidén de Legendre.

Demostracién:

Al ::_./_/_f? v i
ser /4 717 E? , ¥ teniendo en cuenta

) . 4 Y = I
o+ 55 =%

En consecuencia, f;- es el momento conjugado de

W  respecto a E;‘ . Si W es la transfor

wada de Legendre de W  se tendra:

W/ oW, v OB, 4D _
W‘/g—g;.*‘——a..)%“‘é'@%‘



26.

y por tanto W =W

PROPOSICION 42

La invariancia de la funcional j/)VCA: a la -
transformacién de Legendre, exige que f} sea
una funcidn homogénea de primer grado de %& y

viceversa,
Demostracidn:

2 E_;/ implica:

G55+ 552) 0% = 4

de donde:

/,D” ngﬂ_/,D..

éjy
%

-y
929" 5

Nl\
W
ll'

sigue que

'c’al) 95;"” =
2%

&

Yy en consecuencia:

I
AV
K
NS
3

&
\¥)
D



27.

AdemAs debe ser:

£; 2& iﬂfgﬂnﬂigfy PN X5

/(9@+9/3,02@- zY Tz Y7
es decir:

» ‘ ., A QF%, ) £ o= 4 P €

%? (7%,* zjéﬂm ;Eiﬁ)fé/2'€} A4 E;/

y de aqui, como antes, se obtiene:

> 5,
G~ & 22

7%

4. CAMPO ELASTICO EN INTERACCION

La existencia de un campo de interaccidén de in-
tensidad Fo Yie{12,5f conduce a afiadir al -
primer principio la Lagrangiana de interaccidn:
- /FZ U /Z , con lo cual la variacidén de :ia
z

Lagrangiana total, sera:

/P/a“E/aQ _/F.- Sw d= 4.4
Z Z

mientras que el segundo principio no sufre trans-

formacidén alguna:

//%;C{f;¢j% =0 4.2

Z



Expuestas las cosas de esta“‘forma, es evidente
que el caracter invertible de la transformacién
desparece y con él1 la reciprocidad entre ambos
principios, esto es, una parte de la coherencia
dual establecida para los campos puros,  Nuestro
objetivo eh lo que sigue, es mostrar que tomando
como ecuacidn de condicidén para el primer princi-
pio una solucidén de las ecuaciones de compatibili-
dad, y como ecuacidén de condicidén del segundo,
la ecuacidén de equilibrio interno, es posible man-
tener la invertibilidad entre ambos principios,
estando las transformaciones invertibles defini-

- das precisamente por las ecuaciones de equilibrio

interno y las ecuaciones de compatibilidad.

PROPOSICION 52

Si el principio de los trabajos virtuales:
P Seide _ | F duwde —o
z J / T

se verifica bajo la condicién: &=4 /0 , J4
J=2(5+52)
z/;&‘ 5

Y el principio complentario: /f/JP/ de-o
z

bajo la condicibdn QEQ*.EA::O

28.
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La transformacidn invertible homogénea queda de-
finida por las ecuaciones de gquilibrio y las -

ecuaciones de compatibilidad.

Demostracidn:

Debe ser:
/R/--nga/z _/ﬁ: Su. - _/%‘J@'/C:O 4.3
L4 z .

)—0 2——————56:0
2%

Con las condiciones: ng_%(é’ 2
2% X

\.

Multiplicando por las funciones /ly'(x/,)(z,)é)/ );(X,Xz,xaj

(multiplicadores de Lagrange), e integrando:
//;'J-E,--_ /)i' f)_é‘ﬁé._ /l" 95/?,/ G/Z = O
Jeze J 52k - 525

integrando por partes, y aplicando el teorema de

la divergencia:
A d€,d= ,L/ Ay Sucde +/9/L' de dr _
| J£>/ 7/ z 2% 2_287 0]
Integrales de superficie extendidas a dZ =o 4.4

Dada la simetria de /@' , el integrando de la -

Gltima integral puede sustituirse por:

JJ 1L§;f) 579
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Realizada esta sustitucion, y sumando miembro a

miembro 4.3 v 4.4 queda: .
[/(@, # Ay JEy,c(;g?_ﬁ:)o‘a‘ +/2/_ /Zr'j ,LJZ)-@/J@ dz +
términos de contorno =o

y dadala arbitrariedad de J& . 8% , aqueda:

-,‘/l =0

Q/LJ-_;;:O QX
75 v
/=z 7)?:)
esto es, las ecuaciones de equillbrio interno, Jun
to con: |
g = 2,1/ E, ____/_/ 9/[/ 9/;
"= % o= (55 + 55
_ d. A 2k 4 6.
2)(2. 45‘ 83~Z 9-7(3!-./—9)(/)
_Q/J -4 J/Iz .,’}.li
= fo =2 (55 5%

Utilizando la primera de las 4.6 y las dos prime-

ras de 4.5 :

Z 2268 - )]/J/ 4 93/;2.
MKz MIE XK

oz = 92) / 2:{55 = ;5_/’_._2
IXE g PXE XK




de donde:

2 ng/z, — 215/

IXM  DXE

Analogamente se obtendria:
2 92513 _ 22&2
2% X IXE

2 6 _ P&
PX, O3 ax*

o PG 4 ¥

;AC‘

+ éﬁgé 4.8

IX,E

A 4.9

3

Ademés, por las ecuaciones 4.6 :

2 215/2, - 93/{/
XKy kG

2 PEs _ P

e oy

221{22 - 93)2

2,
X
»J;

Px2 Nz

Phs

IXFE X Ix?

de donde:

2% ox*

9’:?/2 + 9‘53 _chfy: yJ/
NNy IXDe PX* Doy

y teniendo en cuenta la primera de las ecuaciones

4.5

9 25/& 95@ ) 36/ 4/0
2% Y

X ;}3 Ixe



y analogamente:

263,L L2 06 ) _ & 44/
e (, ;Qg- %/ " Jx, 2%

2 [ %, 25,3_95;_): P 412
%\ Ix2  Ixy 2% X Py,

47 -4.12 son las ecuaciones de compatibilidad
de Saint-Venant.

Se concluye pues, que las ecuaciones de equilibrio
y las d2 compatibilidad determinan la invertibili-

~dad entre ambos principios.

5. CASO DE QUE EL CAMPO DE INTERACCION DERIVE DE

UN POTENCIAL GENERALIZADO. APLICACIONES

Tratamos ahora de estable;er formulaciones varia-
cionales duales para el campo eiéstico en interac-
cién con un campo de intensidad A , que bajo
hipdtesis muy generales son formalmente idénticas
a las desarrolladas en el paragrafo tercero para

el campo elastico libre.

Junto con las notaciones y la suposicidén primera
de dicho paragrafo, admitiremos aqui las siguien-

tes hipltesis:



1)

2)

33.

Existen funciones reales G:(X) ¢, ke [12,3f
definidas en T , a las,que denominaremos -
potenciales generalizados, tales que VpPeT
la intensidad del campo puede expresarse en

la forma:

Fi = éﬁ@j Vie /4223}
X

La Accidn total del campo viene dada por:
V= [ wig)de - [Fade
g
z <

siendo LVZgy)la densidad de energia de defor

macidén, que verifica:

W _ P,
7g 7
Las ecuaciones de definicidén del campo son las

de compatibilidad de Saint-Venant.

La Accidn complementaria es la funcional:

% :j//ﬂé'(7§}c%f _y/}d'ficﬁc
T z

siendo W= %/Dy- W(gy), con lo que % = %
4

las ecuaciones de definicidn son las de equi-

librio interno.
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4) Como antes, consideremos como libres (sin con
diciones de contorno) 1osﬂproblemas variacio-
nales sobre las funcionales V' y W . Ademas
admitiremos que dos funcionales son equiva-
lentes, si se diferencian en una integral de
superficie extendida a 93 , ya que la va-

riacién de dicho término no afecta a las ecua

ciones de Euler-Lagrange.

Podemos entonces formular las siguientes proposi-

ciones:

PROPOSICION 63

Las variaciones de la accidén y de la accidén com-
plementaria pueden expresarse, respectivamente, en

forma:

élfzjéjﬁéhéz%;dé Ggéfzfég/dvyyaﬁ:

siendo : A@‘: F} + 5; G. <e€f123/f b4 é% la

Delta de. Kronecker.

Demostragicion:

Aplicando el teorema de la divergencia:



ndemas:
i G du - 8.6 2% , 15—, &

Por tanto:

[raden[Gasyd [ ucnds 51
z Z (3 |

o

Y prescindiendo del término extendido a iz
5= | %J@Jz v [ & 6.8 =
:/(@4 d;“a)d'@d/c :/%‘J@'O/C
z z ’
= 9% - Y ;J =
SV - 9_%_5/@&: +/za} JQ@ (
_-:/z@(é@-*é;,'JaJJc:[gycﬂg-Jc

PROPOSICION 72

Si las ecuaciones constitutivas del medio vienen

dadas por:

M;'/' = Z/aéy +)9 é;/ con B= Ey+Eaz+ &y

35.
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Dichas ecuaciones definen una transformacidén in-

vertible entre los principios variacionales:

/Z/@JEyJC =0 Z&/J/‘/y/(:o

Pemostracidn:

La misma que la dada en la proposicidén primera, -
sustituyendo f} por My .

De igual forma, y con la hipdtesis de la proposi-
cién anterior, es inmediato generalizar los resul
tados estavlecidos en las proposiciones 2%, 3% y

430

PROPOSICION 82

Las ecuaciones de equilibrio interno son las ecua-
ciones de Euler-Lagrange para la accién V, con las
ecuaciones de compatibilidad como ecuaciones de de

finicidn.

Demostracidn;

Teniendo en cuenta 5.7 . puede hacerse:

l/;—_/,éfc/z an L = W(E)+ S g
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange para V son:

2 L _IZ o
% J(34)
de donde

/L (r5ee) =2

es decir:

2(3 +56)-0

que implica

OBSERVACION:

Un procedimientb alternativo es utilizar el méto-
do de los multiplicadores de Lagrange, con las ecua
ciones de compatibilidad como ligaduras, como hace
Washizu (104) para el campo elastico libre. Resultan
entonces como ecuaciones de Euler-Lagrange las so-

luciones generales de las ecuaciones de equilibrio.

rROPOSICION 93

Las ecuaciones de compatibilidad son las ecuacio-

nes de Euler-Lagrange para la accidn complementa-



ria V¢ , con las ecuaciones de equilibrio inter-

no como ecuaciones de definicidn.

Demostracién:

Por la proposicidén 6, cfb’zzo

//‘gg'JV%yaﬂr =0

equivale a

Ademéas:
My _ Ry 8 26, . 2B F ~o
9& - 2)& 7 ‘/QXL - 9& *

por tanto Aéj puede expresarse por medio de las
funciones de Maxwell y Morera. En consecuencia es
ya posibie utilizar la demostracidén de Southwell
(44) para obtener las ecuaciones de compatibili-

dad.

OBSERVACION:

Tambien es posible utilizar aqui el método de los
multiplicadores de Lagrange, con las ecuaciones
de equilibrio interno como ligaduras, obtenien-
dose entonces las soluciones de las ecuaciones de

compatibilidad.



De las dos ultimas proposichnes resulta que 1las

ecuaciones de equilibrio interno y las de compati-
'bilidad, son duales respecto a los principios
JV:O O(lé =0, en el sentido de que las ecua-
ciones de definicidén para cada uno de los princi-
pios son las de evolucibn para el otro. Ademas
en virtud de la Proposicién 7%, al igual que en
el campo elastico puro, las ecuaciones constituti-
vas definen 1la transformacién invertible entre
ambos principios variacionales.
Como ejemplos de interés en que son aplicables

los resultados obtenidos.+enemos :

1. CAS0O DE QUE EL CAMPO DE INTERACCION DERIVE DE

UNPOTENCIAL.

Es inmediato que la hipdtesis 1) se verifica en -

esta caso, haciendo:
siendo Y 1a funcidén potencial.

En consecuencia, son validas las proposiciones 6,

7, 8 y 9, para este tipo de campos.

39.



2. ECUACIONES DE LA TERMOELASTICIDAD LINEAL.

wi

Como hipbtesis simplificativas admitiremos las si-

guientes:

1)

2)

Las variaciones de temperatura del medio es-
tan limitadas por la condicién de que el coe-
ficiente de dilatacidén & y las constantes
mecanicas del medio, permanecen constantes

en cada punto, en la evolucidn.

En todo punto del medio, existen tensiones

internas de origen térmico; es decir, se des-

carta ‘la existencia de estados simultaneos
de equilibrio isostatico y distribucibén 1li-

neal de temperatura.

En estas condiciones las ecuaciones constitutivas

son las de Duhamel-Neumann:

Pi=tu g+ A0y (gu+3 1) (T-T3) S,
O= € + &+ & , Yye {123/

que se pueden invertir, para obtener:

Ei=d [B__A & P)pod (T-75)8,
/%“//;/03/11)*( ) Sy

P=F + 1% 5; Ve € 17.2,3f

40.



Ademéds, de acuerdo con la teoria de Duhamel, todo
)

ocurre como si al campo eladstico puro se superpu-

siera un campo de intensidad:
Fo=o (3A+24) 99_7_
X

Haciendo:
Ge = o (3A+20) (T-7,)
" Vemos que se cumplen las hipbtesis de existencia

de un potencial generalizado:

F o= 96
IXe

y ademé&s, que las ecuaciones constitutivas son de

la forma:

/}/;;zz/ae,_f rr

Se concluye en consecuencia, la validez de todoé
los resultados establecidos en este paragrafo, -
existiendo entre los principios variacionales com
plementarios las mismas relaciones de dualidad e
invertibilidad que en el caso del campo elastico

puro.



6. CONCLUSIONES

Puede decirse que la mecanica de los medios conti-
nuos trata principalmente dos problemas, aparente-
mente dispares: Uno encontrar las ecuaciones de
equilibrio de un medio continuo; otro buscar las
condiciones bajo las cuales un medio, después de
deformado, sigue siendo continuo. El primero cae
de lleno en la mecénica, y su sintesls mas perfec-
ta es el principio de los trabajos virtuales, 0
sus derivados. El segundo pertenece a "la geome-
tria de lo continuo", y su expresidén mas depurada
es el principio de accibén complementaria. Fué una
idea realmente notable la seguida por Southwell
al mostrar la intima conexidn entre ambos princi-
pios. A la sombra de dicha idea hemos intentado
desarrollar este Capitulo, cuyos resultados, que

creemos originales, establecemos en los siguientes

puntos:

12) Para campos puros, las ecuaciones constituti-
vas de un medio continuo son el conjunto de
transformaciones invertibles homogéneas entre
el principio de los trabajos virtuales, y el

principio de la accién complementaria.

42.



20)

32)

49)

La existencia de transformaciones invertibles

homogéneas entre los principios variacionales
*)

del campo elastico aseguran 1la invariancia

de la energia eléstica a las transformaciones

de Legendre.

Para campos en interacidén , la existencia de
la funcidn G: = G (xx) , tal que 5_—_—5_)%’ ,
permite tratar el problema de invertibilidad
incondicional como en el caso de campos pu-
ros. La metodologia aqui desarrollada se apli
ca a la Termoelasticidad y a los campos en

interacidén con el campo eladstico que admiten

un potencial,

Tomando como ecuaciones de condicidn: una so-
luciéon de 1las ecuaciones de compatibilidad,
para el principio de 1la energia potencial,
y las ecuaciones de equilibrio interno para
el principio de 1la energia complementaria,
se demuestra la invertibilidad entre ambos
principios para campos en interacién. Las
transformaciones invertibles son, precisamen-
te las ecuaciones de equilibrio en el primer

caso, y las de compatibilidad en el segundo.

43.



52) Que es posible mantener los conceptos de in-
vertibilidad y dualidad para campos en inte-
racién, desechando la condicidn ?g_/ﬁng):a/VPé‘Z

% ,

en el caso de que el campo de interacidn de-

rive de un potencial simple 6 generalizado.



CAPITULO 3



L]l

CAMPO ELECTROMAGNETICO

.

1. INTRODUCCION

En este capitulo intentamos mostrar ,bajo condicio-
nes suficientemente generales, y con la maxima
naturalidad posible, 1la estructura varlacional
subyacente en el electromaghetismo clasico. Con
ello pretendemos extender a las nociones electro-
magnéticas los conceptos de invertibilidad y dua-
lidad adquiridos en la Teoria Lineal de la Elasti-

cidad.

El sistema de ecuaciones postuladas por Maxwell

en 1873, aparte de proporcionar un ejemplo de 1lo

A

L4



que seriayel esquema fundamental de la fisica ac-
tual, resume casi todas 1las ?xplicaciohes de 1los
1
fenOmenos electromagnétic?s, a escala macroscdpi-
ca, hasta ahora.conocidos: Por esta razdn, nuestro
estudio se centra en las propiedades variaciona-
les complementarias de las ecuaciones de Maxwell
Y, por tanto, su dominio de existencia es el demar

cado por 1los 1limites de aplicabilidad de tales

ecuaciones,

El proceso seguido deriva de la teoria de trans-
formaciones invertibles desarrolladas en el pri-
mer capitulo, el cual nos proporciona en una pri-
mera fase, la forma funcional de las ecuaciones
constitutivas, y la invariancia de la expresidn
energia electromagnética a 1las transformaciones
de Legendre. Para_ello séguimos la vieja idea in-
troducida por Lagrange, y ampliamente desarrolla-
da en el pensamiento fisico actual, de construir
las nociones fisicas a partir de principios varia-
cionales. De esta forma, y en perfecta correspon-
dencia con los resultados obtenidos en los campos
elasticos, definimos como ecuaciones constitutivas

electromagnéticas de un medio continuo, el conjun-



to de transformaciones invertibles homogéneas en-
tre los principios variacionales incohdicionalesk

que definen el estado de equilibrio del campo elec

tromagnético.

La segunda fase se desarrolla en la electrodinami-
ca relativista partiendo del principio variacional
establecido en forma cuadrfgensional por M. Born
en 1909 (Pauli (92) ). Siguiendo la idea de Max-
well de trasladar a la Teoria del Electromagnetis-
mo conceptos adquiridos en la Teoria de la Elasti-
cidad, pretendemos formular aqui resultados analo-
gos a los obtenidos en el Capitulo II para el Cam-
po Eléastico. Esto nos conduce a estudiar las rela-
ciones de invertibilidad y dualidad para el Campo
Electromagnético puro, a tratar el caso del campo
en presencia de cargas y corrientes de un modo
formalmente andlogo al del Campo Puro, y por ulti-
mo a establecer para el Campo Electromagnético
una proposicidén andloga a la quinta del Capitulo

II.



2. ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ll

Como es sabido, la energia electromagnética de
un medio continuo, donde existe un campo {E}D,Eﬁéﬁ}

viene definida por la expresidn:

_/_/E.Z)“c/z 4 i/i?c/z
4 e ZJZ‘

donde T es el volumen ocupado por el medio.

Termodinamicamente tal cantidad representa sendos
términos aditivos del potencial termodinédmico del
medio continuo. Potencial que, en el estado de
equilibrio, tiene la propiedad de alcanzar un mi-
nimo con relacién a cada uno de los parametros
que fijan el estado del medio. Bajo las condicio-
nes de temperatura o éntropia constantes, en vir-
tud de 1las restricciones de equilibrio térmico,
el estado de equilibrio del campo electromagnético

puede expresarse de las siguientes formas:

12) Para fuentes constantes y potenciales varia-

bles:

a) . b 8§Edz=o b) [HEBdz =0

[ z



2¢) Para potenciales constantes y fuentes va-

i

riables:
L 1

CJ/EJb’a/zzo cﬁ/—B’JZJ.JC:o

DEFINICION

LLamaremos ecuaciones constitutivas de un medio
continuo, al conjunto de transformaciones homogé-
neas invertibles entre 1los distintos principios
variacionales, expresados por variables conjuga-
das, que definen el estado de equilibrio del campo

electromagnético.

PROPOSICION 2.1

Las formas funcionales de las ecuaciones consti-
tutivas electromagnéticas de un medio continuo,
son tales que definen las componentes D, y B;como
funciones homogéneas de primer grado de las compo-
nentes E; y H:, respectivamente, no necesariamente

lineales, y viceversa.

NOTA: Todos los indices que figuran en este parégrafo varian

en el conjunto {1, 2, 3}
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Demostracién,

En efecto, sean ¢f (E‘-/ [Z‘):a V4,'/é //,2,3} 2.4

Las ecuaciones constitutivas que relacionan los -
vectores electricos conjugados. Por ser transfor-

maciones homogéneas:

/0455. a _/EL-JD; Je —o 2.2

z Z
Por 2.1

_J__QCJE‘- +_J_~é£JD¢=O
2 Ee 2D

Introduciendo los multiplicadores de Lagrange/b-en

2.2:

Z(DL"J";%:} SE dz _Z(Ec-wf,—gl%rjé_o‘-a/z:o

La independencia de las variaciones éfi,cf[k exige:

D; = Ar 20r E,;:_//r.g_fg? f/d,ré//,z,if 2.3

o E:

Por otra parte:

2%& + dpr 24 = O ¢4
0 Ev 29 JE
Eliminando /L*y ¢? entre 2.3 y 2.4 resulta:
D= £ Iy Vijefiz3) 2.5

2 E.



Ademas, de 2.3 se sigue:

de donde, admitiendo que las funciones 2.1 cumplen

las condiciones del teorema de Schwarz:

Sustituyendo 2.6 en 2.5:
D; = E 2D
795
Es decir, [, es una funcién homogénea de primer -
grado, no necesariamente lineal de E, (o vicever-

sa).

De la misma forma se llega a:

B: =H, 28 9B _ H Ve f123
I on 7 JH. T 78 ,/6{ /

OBSERVACION

Por se D. funcién homogénea de primer grado de
E., su forma funcional debe ser tal que permita

segregar £, fuera del signo funcional:

D: = 597(75;iy)é; con £;~::‘§é%

51.
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2.7

2.8



y analogamente:
_ ‘ . ‘2
B: = . ((He, x; cow = B
ey (He, ) Ay T4
y como casos particulares de interés se tienen:
12) Medios anisdtropos:

) _9_94 = Ey" (CONSTANTES) y D = &, Z;

JE 7
_j__%_‘ = Ay (consrantes) v B = /? /j

22) Medios isbtropos:

g% =Sy € (Coustanrg) y Di= € E;

<

PROPOSICION 2,2

Los tensores %; y My son simétricos.

Demostraciébn:

La simetria de E_;,;se sigue de 2.6 y 2.8.

Analogamente para‘;a%; .

PROPOSICION 2.3

Si las componentes J; y 1;

estan ligadas por reléig

2.9
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nes homogéneas de primer grado, la condicidn:

Ll

/E;JD; a’z.—.a 2.40 implica /D¢JE¢ a/Z’=0 .2

z z
Demostracidn:

En efecto:

Dd = DL' (5/) IMPLICA JD!. = _ggf. Jg/‘
&

Sustituyendo en 2.10:

/E@__ Jﬁ}-c/c = o
. 95

y teniendo en cuenta que €y=:£2J2££ resulta 2.11.
A

De la misma forma se llega a la proposicidn andloga

para los campos magnéticos.

PROPOSICION 2.4

Las ecuaciones constitutivas electromagnéticas
de los medios continuos son tales que hacen a la

energia electromagnética invariante a la transfor-

macidén de Legendre.



54,

Demostracidn:

—_—

‘ »
La transformada de Legendre | Zl , de la densi
electro

dad de energia’magnética U:z_f (E: O, +H; B‘-) viene

dada por:
M = Z_Z[__ E. VZ[ He U ' N
VE. VH.
VE¢ JE,; )Q/ 2 Ee 2 2l 2 E.
VU _JdU , 3% 28 _ 18,4 1J8 = B,
VH: ~JH: T8 3 T2 Tz VoA
Sustituyendo resulta: Zz =:Z[

PROPOSICION2.5 (RECIPRQCA)

Si entre los vectores electromagnéticos es posible
establecer relaciones: ¢,- (Ea, Q/) =0 Y 5‘{- (/-/a', @):0
tales que la energfa electromagnética sea invarian
te a la transformacidn de Legendre, dichasﬁfuncio-

nes definen las ecuaciones constitutivas.
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Demostracidn:

A

QU U LU U 7
U=l — /Jﬁ 70 S2)5+( 5+ 5 275/”

—F (GOt HeB) = £ (LD +HB) =

= E,;E/'QD/ ot H, 4‘_1’/ a@; = EcD-+ /'/c‘gc' ==

D = & Ji_g B = Hj agfé-l -

Las ecuaciones de Maxwell para las distribuciones
de la intensidad del campo eléctrico y densidad
de corriente en los medios continuos conductores,
son las mismas que las ecuaciones que determinan
las distribuciones de intensidad y desplazamiento

eléctrico en los dieléctricos:

—E-...—_. o TO E
JIV 3:0 J/V/—...—_:

Luego los principios variacionales que determinan
el estado de equilibrio térmico de la distribucidn
de corrientes en un conductor se obtendran de aque

—l

llas sustituyendo D por /‘

:%:/;rcngch;=<9' ; 2;//23652~CA: =0



Expuestas las cosas de esta manera resultan las

siguientes proposiciones:
¢

PROPOSICION 2.6

Las formas funcionales de las ecuaciones constitu-
tivas de un medio conductor son tales que definen
las componentes /,4 como funciones homogéneas_de
primer grado de las componentes &, no necesaria—

mente lineales, y viceversa,

Demostracidn:

Igual que la de la proposicion 2.1, sustituyendo

D, por /k . Se llega asi a las relaciones:
¢/‘ ==Ek.£%3 f&g _ I
2E. ° & 2E.

que implican la conclusidn.

2

;g@ = Tiw (constante) resul
E;./

tan las ecuaciones constitutivas para los medios

En particular, si

conductores anisétropos:

6ﬁ3:= T Ex

Si %:0‘ e con J constante, se obtienen las

correspondientes a los medios isétropos:

/L- = o £,

56.
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De igual forma que las proposicones 2.2 y 2.3,

+

se demuestran las dos que siguen:
J

PROPOSICION 2.7

El tensor U es simétrico.

PROPOSICION 2.8

Si las componentes d&~] Ek. estan ligadas por

relaciones homogéneas de primer grado, la anula-

cidén de /E,,,é),‘ dz implica la de //g cf[:‘,(,a/c

PROPOSICION 2.9

Las ecuaciones constitutivas: /) = E; 4%‘: hacen
invariante la funcional /Cﬁ E:d%: (Energia disi-
P-4

pada por unidad de tiempo) a la transformacidn de

Legendre.

Demostracidén:

La transformada de Legendre de LV:Jﬁ E; es:

W=E /W , Iw i
v E‘G&"af 92)/5

=E(jitb B9 )_ ) B =/ E =
cy -+ k:;Z%/) // £, ‘ 174
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PROPOSICON 2.10

i

A
Si entre las componentes J; y E; es posible es

tablecer ecuaciones 95,, (/;, E}):o Vc',re/l,z,.ajtales -

que // E cJC sea invariante a la transforma-
z

cidén de Legendre, dichas funciones definen las ecua

ciones constitutivas.

Demostracidn:
/2_& 7> ;5/ / ¢
de donde : .
Elcé/_‘_" £, Z/c' E.
2 Ec
y de aqui: '

; = FEx e
/ 950

3. COMPLEMENTARIEDAD E INVERTIBILIDAD ENTRE LAS

ECUACIONES DE MAXWELL-LORENTZ

Supondremos en todo lo que sigue que el espacio-
tiempo cuadridimensional es pseudoeuclideo (Espa-

cio de Lorentz-Minkowski) con métrica dada por:
(-/ooa

0/57':' ﬁ, a/X"'d/X/. CON ;'7 =




Consideraremos el campo electromagnético en ausen-

cia de medios materiales. Denotaremos por Fy al
L]

tensor cdmapo electromagnético, y por /L al cuadri

vector densidad de corriente. Todas las integrales

se suponen extendidas a la totalidad del espacio,

admitiéndose que el campo es nulo en el infinito.

3.1 CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE

En las tres primeras proposiciones. se estudia la

invertibilidad entre los principios variacionales:
/L-";/JF;/'JZ=0/' /FyJ FVG/C = O

En las siguientes sé trata la relacidn de comple-
mentariedad entre ambos principios, bajo condicio-
nes subsidiarias que pueden consistir en uno de
los grupos de ecuaciones de Maxwell, o bien en
su solucidn.

De acuerdo con 1la proposicion 4 del Capftulo I,

sl exlste una transformacidn invertible entre 1los

principios variacionales 3.1.1, los tensores £, FY

7

deben estar ligados por las relaciones:

F9.= r 9 L™ . /_-;= £ 2;_-’””
2 Fr 4 JFT

NOTA: En este parigrafo, todos los indices varian en el con-
junto (1, 2, 3, 4}
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La proposicion que sigue expresa el resultado reci
proco, y tiene por objeto mostrar que las relacio-

L
nes:

f m ” ) . - mh
F? =999 b Fy = Gimgpn F

pueden considerarse como "ecuaciones constituti-
vas" para el campo electromagnético en ausenci

de cargas y corrientes,

PROPOSICION 3.1.1

Las ecuaciones 3.1.3. definen una transformacioén

invertible entre los principios variacionales 3.1.,1

Demostracidn:

Segun la proposicidén 5 del\capitulo I, bastara pro

bar que las ecuaciones 3.1.3 verifican las 3.1.2.

Teniendo en cuenta la primera de las 3.1.3:

n_ om /h /[_"' AFM” - ‘m /'q,
ﬁ”‘?? 2 IF; 77

y sustituyendo en la primera de las ecuaciones 3.1.2

resulta una identidad.

Andlogamente se demuestra que la segunda de las -

3.1.3. verifica la segunda de las 3.1.2.
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PROPOSICION 3.1.2

Las ecuaciones constitutivas /E"/-_—?‘.'" 4* Lnn  hacen
invariante la funcional 5(@}:/5/ £V

respecto a la transformacidén de Legendre.
Demostracidn:

El momento conjugado de oéf:é/- /Eyrespecto a 6

es:

© W LI AF” _ [V, F, a"gin =2 FY
oF T aF” O F, 77

y la tranéformada de Legendre de oZ?

i oY oy
L =2Flh R FY = FF L

PROPOSICION 3,1.3

La invariancia de la funcional 5(@):/5/ F;/JZ a
la transformacién de Legendre, exige que la rela-

cidén entre Fy)' @ sea: '
F¥ = Fn 27
JIF

Demostracién:

Por hipltesis debe ser:

F(2L . 2L E)_ £ FY o E FY
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es decir:

FyF? 2 ,L—mj/: B = f FY
Fy. N

de donde sigue: £y _ Eon dF™
d Ey

Resultados analogos pueden establecerse para la -

funcional:'

5" (F"):.—//{/.. F¥ dz

PROPOSICION 3.1.4

Las extremales de la funcional:
S(H) = /5 Fidz

con las condiciones subsidiarias:

O . dEe, DFu _ 34
ok T o T e = ° 7

son: . .

, 4 F9_ 4 ok PP
2 9)(7‘

soluciones de las ecuaciones: - ¢9Aﬁ?

Pz

( qu/ indica la delta de Kronecker generalizada)

o 315



Demostracibdn:
L]]

Las ecuaciones 3.1.4 se pueden escribir en la for-

ma:
e’ dF _ o
oXT
"El método de los multiplicadores de Lagrange con-
duce a la funcional:
/E‘//-;c/c +/ A ézr;”gf_g'alz
Xr

de donde:

63.

SS' = 179254538 F)de v [ e 985 e 4

.’_/J/’K ek'y_a_@'a/z =0
| PXT

Ahora bien, @-é—/_y: F‘/J}; Ademas, integrando

por partes y aplicando el teorema de Gauss:

[ 355 e (2 terr sy

/"'79/‘/4 J,’: Jdc —
axr .

//lk e”’7.5@~¢/$z_/ Kr/ 2/" J/—_ dz
oxr
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Por ser nulo el campo en el infinito la integral -

4

de superficie es nula. Sigue que
o)

S =/(2Fya”@ _e ’297/(’; J hy +'e’”7";)_(@o(/lga/c=o

La anulacidn del coeficiente de<§¢% implica:

EY _ 4 oky )
z ¢ 7%

Veamos ahora que estas funciones verifican las -

ecuaciones 3.1.5

Para (=4 :
£%_ 4 __ JAG ‘)
H___ / (2/11 2/;2,)
db / fo - )
De donde:

QE® ,2F" 2F"_ b A e Y
St et e = e — e i S

- 24, Pl
M vx v R

y analogamente para ¢ = 2 3,49
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PROPOSICION 3.1.5

Las extremales de la funcional 5*(/-7),_//;. ya4 O/C

con las condiciones subsidiarias:

2FY _ o son:

ox/

6:3):{/_% soluciones de ?9}%_#%‘%5 +§% —0

Demostracidn:
5‘.’=//‘__7-F9JC _./4/L' %)(E/JJZ implica:

‘o SEY IFY EY L. e =
JS"-/ZF; JF‘/a/c_/4/L99g)fa_ dz _ 4/’977" S.dz =0

Integrando por partes la segunda integral, y apli-

cando las condiciones de contorno:

, [] ; o o ' j '

ds* = z@}-JF/Jc ././45'/:'/9)_;/5__0/(.;/4%5:5/’40/5 =

| - S Eide N7 V) AP L IEY ofp
z/F/JF e ?,/Jﬁ(ﬁ o) de 4/0(’/217 dc =

- Ok L ) SFI L Y o - o
a/(6 5}7+9_;)JFJ5, 4 J//J)_J dr = o
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y por la arbitrariedad de las d £7 :

G o= 2/‘/1 9As
7T % T D

PROPOSICION 3.1.6

Las extremales de la funcional 5(/?/) =/F;-Fg C/C

con las condiciones subsidiarias:

Fr = 04 _J4c son: IFY =0
/T Ik T ox 2%
Demostracidn:

S = ‘/Fj.,fg'a/c _,./_//L//%_ %_E)a/c

donde, por la antisimetria de 5 puede suponerse
A= -4

Sigue que:

55’ /zﬁ/JFafc +/J/i (2/&_94 Fy)de —

85 e 4 [h (258 954)de <o

Permutando los indices mudos ,L',/ , ¥y sustituyen-

do /l'd POI‘-/J/

/) /jifp_ jj:/fc)a/z._—__ /// 24 dr
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Integrando por partes:
JAy 285 oe [ 2. (g 49 _ [ 52 4o e =
oy b ds _f by Sacde — [ Suc
Sustituyendo en la expresién de &S :

-/[(zF‘J //)a’ﬁ+z_J_JzJA¢,¢JJ,(DA 4. /-“]c/c -0

de donde:
g = F‘/ ; 2/)‘ .
/'/_ 2 J ____.ax)/ o

y eliminando 4?':

25 —o

X/
PROPOSICION 3.1.7

Las extremales de la funcional 5"(/59):/@ /-y“o/c

con las condiciones subsidiarias:

thz.;i 62279.¢;4k
Z axr"

son:

ax 2><‘ o
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Demostracidn:
" - / ) y, &rsy a . y _
5_/@Fa/t+//ly (2% /;%__Fja/c:_o
implica: ‘ )

i 55*,= Z[‘;/"J-F‘./JC -,L/é—/ly (_/ekrg]a)/’z_;‘_?)a/c—/'
2 / A ‘,;-/;;, o*y Ja% dr / NS Fidz —o

Integrando por partes:
/l,_ekry' )J/Iz 6/ - J/’Kekrg'g/}g.o/
[ g2k o o
sigue que:
1280655 1 Fhces 2 g™ dfocs )t
y de aqui:

gy =2 Fr ; A “ry 2/L —

y eliminando Jy'
éﬁﬂg c?/} _ o
ax"

Que equivalen al primer grupo de ecuaciones de -

Maxwell.



3.2.CAMPO ELECTROMAGNETICO EN PRESENCIA DE CARGAS Y

L] .
CORRIENTES: PRINCIPIOS VARIACIONALES COMPLEMEN-

TARIOS.

Es sabido que si se considera el primer grupo de
ecuaciones de Maxwell como ecuaciones de defini--
cidén del campo, el principio variacional 315;:0,

donde la accidon § viene dada por:

S=&|F/Fde+ [ jiade
4 7
Conduce al segundo grupo de ecuaciones de Maxwell,
que por tanto constituyen las ecuaciones de evolu-

cibén del campo.

El propbésito del siguiente enunciado es formular -
el principio variacional complementario del ante-

rior,

PROPOSICION 3.2.1

Si la accidén complementaria se define por:

S | B F?de

69.



y se admiten como ecuaciones de definicidn el se-
gundo grupo de ecuaciones de Maxwell:
o
g f
dx/ &

el principio variacional dﬁswéo conduce al primer

grupo de ecuaciones de Maxwell:

Q”’?;Qf@
oxr

i

Demostraciébn:

Supuesto que no cambian las cargas ni las corrien-

tes en el proceso variacional, c&/‘::a ,» ¥ se tie

ne;

)5[9:_0 de donde: fFf)::ékr‘[/ef_é_/f’f
J x/ 2 xT

En consecuencia, é;§ﬂ=o implica:
F./-'é‘/—'?'c/z: = 2“75--52& dz —o
7" ox

Yy aplicando el teorema de Gauss y las condiciones

de contorno:

//e‘aglézifcyfa aQ:::o

aXT

70.



y al ser arbitrarias las Cgﬁk se concluye:

e“ k%
QXY'
NOTA:
También es posible utilizar el segundo grupo de

ecuaciones de Maxwell como ligaduras, y aplicar

el método de los multiplicadores de Lagrange. ]

Como consecuencia de la ecuacidén de continuidad:

- ;
42&. =& , el cuadrivector¢;° puede expresar-
ox* ‘

se en la forma:

¥
"/

/‘___ 26
S
siendo el tensorrc;y antisimétrico. El segundo gru

po de ecuaciones de Maxwell puede entonces escri--

birse en la forma:

PFY 4 2GY _
> T8 e = °

-6 bien: 2/‘/‘/__0 , siendo M‘).:.— Fg._;_é_ G?

)%

Lo anterior nos va a permitir formular para el -
campo electromagnético en presencia de cargas y -
corrieﬁtes, principios variacionales complementa-
rios formalmente anadlogos a los correspondientes

al campo 1libre.
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PROPOSICION 3.2.2

La variacién de la accidn del principio variacio-

nal cléasico puede expresarse en la forma:
S5 - 2///11/3’/-' a/z:

Demostracidn:

De | ,~5'$%T§%j//fﬂlf§rc£; -+J/;/‘/ﬂ'c£:
sigue: 55=6 /ZF""J@-- e+ //"A'/h- dz

g

Ademas, como consecuencia del teorema de Gauss y

de las condiciones de contorno:

/ jibh e = [ 957 Sacde - /Gv" IS4 ofs
N

s

y por ser (Y antisimétrico:

_._/G‘/JJA a/c_/( /G‘/JJ/I 19925}0/5-
d x/

=Z/ ‘/J;yJC
En conse;uencia:

88 = é/(ﬂﬂ; + £ 6Y8F;) de =
-5/ (e 4 )SGden g [W55 e
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PROPOSICION 3.2.3

1

El principio variacional 452 _%/M‘Jf@ de=0

con e""/ 26 =0 , primer grupo de ecuaciones
I |
de Maxwell, implica:
NI — 4 a¥Y 2 Ax
2 IxT

soluciones del segundo grupo de ecuaciones de Max-

well,

Demostracidn:

Utilizando los multiplicadores de Lagrange E;Jz
& /V997;1ﬁ% & _JzéZmy};J7;iJE.;j%/éészﬁprwiJaé:<7
2’/ d 1L*?’/ Ixr T3 axr

y aplicando el teorema de Gauss:

e MQYQJ& - - kﬁ;d/; =
%/(Mf-é.a W)Jﬁ;c/c,c_g_/e 5 e dbe =0

X’

Y por ser arbitrarias las C;/a-

PROPOSICION 3.2.4

El principio variacional J’S,‘(-_—. fo_/@ JM‘/O/Z =0
2

[
junto con: aﬁﬁ/zxj, segundo grupo de ecuacio-
‘ oX
nes de Maxwell, implica: F, — QA"__éidA ,Solu
=X T o =

ciones del/'grupo de ecuaciones de Maxwell.



Demostracidn:

gJ/F'éQVHaQ /é}éEDVﬂJE 5!{95£4 cde = o

X/
s1endo__véph'multlpllcadores de Lagrange. Aplican-

do el teorema de Gauss:

_;«_i. F JM/a/c:+c‘o/;_ M 0/C~<9 e Sl ok —

h/

y siendo J/’ SMY — /3/’ Q/L)JMJ

queda: _2%/[ (’J/l ). )]JMVC]C /QM‘/J/} de=o

de donde: —_ (J
. X aw

PROPOSICION 3.2.5

El principio variacional Jf-.-_— %/M‘/J/E/ o/z =0

con — 24, _ 94 , implica el segundo grupo de
T oxe T Ix/

ecuaciones de Maxwell.

Demostracién:

a’,c‘ _ JJA/_ )JA por tanto:
/ "9 7 Ssa. 254, g, //W)ﬂ% de=2 ggjﬂtd&o

de donde

ax/
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PROPOSICION 3.2.6

L]l

El principio variacional J5; —_-/% /';;JMVG/C =O

junto con: M. 4 o*" Y% implica el primer
2 9)(7‘
grupo de ecuaciones de Maxwell.

Demostracidn:

Sustituyendo é’M‘]:_/_ e""f 9;0’4 en la expresidn de
2 X

55T .y aplicando el teorema de Gauss:
Fr 4% 980 Je _ _ [ ¥ 35 Spycde=o
//Z < de = 5F ot
de donde Q/(’y" 2/_7_:0
axXr

3.3. CAMPO ELECTROMAGNETICO EN PRESENCIA DE CARGAS

Y CORRIENTES: TRANSFORMACIONES INVERTIBLES

PROPOSICION 3.3.1

Si el principio variacional:
& g S J¢ ' —
Té% L.C;chj% +J/C/ é;4bc/5 =0
se verifica bajo la condicibdn:

F= 94 24
2X¢ X



y el principio complementario: /6 g(,[‘/a/z- —O
— "' e .

bajo la condiciédn: 9'):/_, 4l —o
I = &

La transformacidn invertible que permite obtener
un principio a partir del otro, queda definida -

por las ecuaciones de Maxwell,

Demostracidn:

Debe ser: _%/FVJF;/J: -/-//"'5,4"%: ,/@'Jﬁgé/C:o
con las condiciones:

J/_;: 2({_4,_ ?_é__/j‘ )- )(SFV:O

ox< X DX

De donde:

/[/)uac@,_,;a(%%_ %,_4 ) )‘._975?]0/5 —o

siendo ,47,,4; multiplicadores de Lagrange. Ademas

por la antisimetria de f;' , debe ser,Jeé—/J/‘y

_ A9 954 Qo) = 2 NY 2?;4,-

X< Ix

76‘
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Aplicando el teorema de Gauss:
9 254 o - [ 247 54,
73 dx
Analogamente:
/)‘99—5' de=— [SuSride
N sro_ 4 M A ) SEe
S oF=- L (557

Sustituyendo en 3.3.2:
/[/VJF} 2 QJUJA -+ _{.(2/{ QJ)JF‘{/C/C—O 333

De 3.3.1 y 3.3.3:

// 5 FI A)55  (f2 gAY )iy [1 o 2 V-5 J5F felr o

y considerando como arbitrarias las variaciones

SE,, SA, 57

—

- que implican Jf:/
o Y IxI

2
&

y ademéas, /’ éLL) que por derivacidn
;X‘ ;X/

conducen al prlmer grupo de ecuaciones de Maxwell.



4. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha intentado introducir las
nociones de invertibilidad, dualidad y complementa
riedad en el campo electromagnético clésico, si-
guiendo un procedimiento equivalente en parte al

utilizado en el éampo elastico.

Trabajos con las perspectivas de complementariedad
han sido realizados en los Ultimos afios por P.
Hammond (23 ) y también por N. Anderson y A.M. Ar-
thurs (4 ) a ( 5). Estos autores abordan el proble-
ma de la complementariedad subyacente entre las
clasicas definiciones operacionales de la diver-
gencia y el rotacional. Ello les lleva a estudiar
la complementariedad entre ecuaciones de Maxwell
pertenecientes a un mismo grupo, esto es, entre
las ecuaciones de definicién entre si, 6 entre
las ecuaciones de evolucidn entre si. La idea aqui
desarrollada ha sido establecer la complementarie-
dad entre el primer grupo y el segundo grupo de
las ecuaciones de Maxwell, en otras palabras, en-

tre las ecuaciones de definicidén y las ecuaciones
de evolucidén del campo electromagnético. El1 método

seguido tiene sus fundamentos en la Teoria de las



transformaciones invertibles desarrollada en el
L1l
primer capitulo, siendo sus resultados mas impor-

tantes los siguientes:

1. Se demuestra que ks llamadas ecuaciones consti
tutivas del electromagnetismo pueden conside-
rarse como ecuaciones homogéneas invertibles
entre los principios variacionales, sin condi-
ciones, que definen los estados de equilibrio
del campo electromagnético. Tal consideracién
nos lleva a la invariancia de la energia elec-
tromagnética a las trasnformaciones de Legen-
dre, a la par que nos permite establecer las
posibles formas funcionales de las ecuaciones

constitutivas.

2) Con el fin de satisfacer a las exigencias de
sintesis y generalidad, se formulan los resul-
tados anteriores en el espacio-tiempo de Minkow
ki; donde, por otra parte, la copvariancia o6
contravariancia de los tensores campo electré-
nico permite una facil elaboracidn de las leyes

duales. En este contexto se demuestra:



a)

b)

c)

d)

Que las prposiciones 3.1.4 y 3.1.7, asi
como las 3.1.5 y 3.1.6? definen principios
variacionales complementarios, en el sen-
tido de que 1las ecuaciones de defincién
de cada principio son las extreméles del
otro. De esta forma, cada grupo de ecuacio
nes de Maxwell puede considerarse como -
dual del otro, respecto a los principios

variacionales

Que tal dualidad se verifica si sustitui-
mos uno de los grupos por soluciones par-

ticulares del mismo.

Que en el caso del campo electromagnético
con fuentes, es posible formular un prin-
cipio variacional complementario del cla-
sico, que adopta el primer grupo de ecua-
ciones de Maxwell como ecuaciones de defi-

nicién (Proposicidén 3.2.1)

Que son precisamente las ecuaciones de -
Maxwell, para el caso de cargas y corrien-
tes, las que definen las transformaciones
invertibles entre los principios complemen

tarios anteriores (Proposicién 3.3.1).



CAPITULO 4



Ll

CAMPO GRAVITATORIO

1. OBJETO DEL PRESENTE CAPITULO

Se intenta extender a la Relatividad General los
conceptos de invertibilidad y dualidad desarrolla-
~dos en capitulos anteriores. Con ello se pretende,
ademas de mostrar la estructura variacional subya-
cente en los espacios de Riemann, establecer las
conexiones entre los principios estacionarios del

campo gravitatorio.

La invariancia de la accibén del campo gravitatorio
a las transformaciones infinitesimales induce a

utilizar tales transformaciones para introducir

81.



en la teoria gravitatoria los conceptos de duali-
dad e invertibilidad. La invertibilidad  se logra

al demostrar que los sistemas dé& identidades:

Z‘?mzo J Z(Ruo_.%ﬂﬁw)_—:O

definen transformaciones invertibles eqtre los
principios variacionales de la Relatividad Gene-
ral, La dualidad es el resultado de dos proposicio

nes complementarias:

Una que establece que el principio:
/RMJ(\/;; f‘?c/::o
- ,

bajo las condiciones Z’?‘;"’:O conduce
a la anulacién de 1la divergencia del tensor de

Einstein. La otra establece que el principio:

/x/-_;? g“‘&/?,ka(t —0

by
bajo la condiciédn [Z (Qa(,__ 2{ R;M):O conduce al

teorema de Ricci. Para demostrar la primera se to-
ma como solucidn particular de las ecuaciones de -
definicibén: — ;M:(VL- Sk 4 ]7/051) , V¥ para demos-
trar la segunda se toma como solucibdn la expresidn
del tensor de Ricci en funcibén de los coeficientes
de conexidén afin /;f . Con esto queda demostrada
la complementariedad entre los principios variacio
nales del campo gravitatorio puro.

La extensidn de los resultados anteriores al caso
de la interad%én campo gravitatorio-materia, apare

ce como una generalizacidén natural, al superponer



a la accién del campo gravitatorio la accidén repre

sentativa de la materia. Adui la teoria se desarro
.

lla en perfecto paralelismo a la de los campos pu-

ros, y desde el punto de vista operacional todo se

reduce a sustituir el tensor de Einstein, por el -

llamado tensor de inercia:

: 1 a gnk T
RLK—E%‘CR-— —————C4 7;%

PROPOSICION 1

En el dominio de las transformaciones infinitesi-
males, las identidades ?ﬁ“":@ y Va(/\)w-%yw R)=0
definen transformaciones invertibles entre los -
principios variacionales de la Relatividad Gene-

ral.

Demostracidn:

En efecto, para una transformacidn infinitesimal
definida por el vector :? , las distintas varia-

ciones vienen dadas por:

SR =_Rj 9% _ R 99 _ Pu s (4)

ng 9?2 Jg}

NOTA: Todos los indices discretos utilizados en el presente
capitulo varian en el conjunto {1, 2, 3, 4}
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J?m'~-—%@.2§. %w_égL - é%%ﬁ > (QU

L1

w;. '.9 L2 Mc94 2
drf “’?79% ?9; 97/ (3

Sustituyendo (1) en la integral que sigue, resulta:

](V:§ ?uééyga;d% ::_//;C;;?“°Ey£%%cﬁf__

. | —j/M€? ?&seh,Eéic/z__//ve;'?‘aﬁg%g\gwdé

Integrando por partes las dos primeras integrales
del segundo miembro, y admitiendo que las %} se -
anulan en la frontera del dominio de integracién,

la expresidén anterior 'se transforma en:

[[5%”(/'? 7 Ry) +9% (V-3 9“R[S de _

_J(M%?%?“:aﬁhuig C%E
) 79
que por la simetria de los tensores ?‘f Qac se -

pueden escribir en la forma:

52 (Vg o™R,)d “ QR 5.
/?( )Z/C??a%w‘:}‘
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En consecuencia:

s z = 9 ’._
/\/— S Ryde = 2 9;@)0/

/ ? 9 g de (4)

Siguiendo un procedimiento andlogo se obtiene (NO--

TAS 1y 2):
/1/:7- R, ngc/c_,/a (V7 R) 5 de —
_ / g Qwéz‘fg dz (5)
/W?R?”J?"’a/zz_z/l/? IR o de (6)

Por otra parte:

I=/zl[§?""JQg¢a/z _/zewf(f “ de =

= [V g6 Rucke /V—Q St az._/ gt S(/7) ke =
- nji‘?ugzz‘,&c/c_/rzz e ghde 14 [V5Rg Eg+de

<
y teniendo en cuenta (4), (5) y (6):
I = /_3_(1/:—@-‘)5-4:_/— ?“QQ“SJC+
2%

ng_;_é(t/? )SJE.,L \/;Q __Z_S‘c/z._/f;gé_?S(/z
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m L"QRM-R,;K, 9346 IR réu a:
Como _? 2_?_; = 9_?;_ 9?,/_ ellt |
1-1[2 (/g R)gde+2 Vg Ru g e -
% ’ =19y

z

_4/[2(/—%)Z+4V;z2w9 ___ ]Sa/c

Ademas, como consecuencia del teorema de Ricci -

(nota 3):
‘ . Og* - ¢
55+ 417 SR G R4
con lo cual
%Iz/t/-f?‘(z/zj_ g2 ;éé)sla/z (#)

Veamos ahora que, como consecuencia de la hipdte-

sis:

VL(Q“L_ % ?,,’y,Q):O
La Gltima integral es nula, Por el teorema de Ricci:

Z(Q?’_%?”Q) —o = RZR”_ 7’75%&.—.—0

A
z
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Multiplicando por ?77 :

L]l

%]‘Zﬁﬁ_ _2/{%/ ?“V;Q:O de donde:

V 1 _0?_@ =0 Yy sustituyendo en (7) queda:
/ :z g/
/\/; “d Ri e _/ RS (Vg g9 de o
NOTAS
1) ,
o /—»QJ? a/t-—/lf——Q?JKQSJC—/—

+ l[-_Qac “'/.La_f__/f_o/t_/l/:—Qw_QZ'_‘f‘S"o/C:
[ T S

. kk o 2 “«
_/2_2_[\/;0: /?‘k?stédc,[j%[@l?wﬁ/]gdc_[@Q‘k;;?ga’c:
- .?_(FQ_USO/E_/%_ QQQZ‘K\S—'O/“C
C??.; ? 7 - ? 9% 4
/@R ?zzJ?“O/C—- /l/-? 'Q?a(;"”;_;_édc —+

2)

+Z 2 R, gJagchC /WR%;%' o e —



y teniendo en cuenta que

a(_é_}—__!_lﬁd K 9%

la Gltima expresidén se reduce a

G155 4% % v 4 e 7]

Por el teorema de Ricci:
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9;"’ :_/:f” «s [;f ro
iz 7 7

29

y sustituyendo en la Gltima expresidn queda:

@[;—g+%¥&-@; /j."]: @V"Q/‘:

PROPOSICION 2

En el dominio de las transformaciones infinitesi-

males:
Crl{\zgi ?i“,Q“;aéj =0

Demostracidn:

Jlﬁé?""l?mo/c =/1£; ?““ R dz 4
.,L/l/; (/?‘-z_zl_c[?gmjfg"‘c/c

y sustituyendo las integrales del segundo miembro

por las expresiones (4), (5) y (6) se obtiene:

_ | Vg ""._B_@,LQm_&)Z/&,i@ 5-&/::_0
l 7(7 7 g 9%)/



en virtud de la identidad: R = ?“‘ R .

»

- PROPOSICION 3

En el dominio de las transformaciones infinitesi-
males, /'Qm, J(\[; g“ﬂdz: o (8), bajo la con

dicidn:

7

implica la ley de conservacibn:
Z(Qd/c._é?‘k,'/?) = O (40)

Demostracidn:

En efecto, para una transformacidén infinitesimal -

definida por un vector 9S¢, la variaciédn:

.95 o s D9 o
Jiw =7 2?76‘7/“3?; - Jéf 7

en virtud de (9) puede escribirse:
—-3;7¢.== VLfi + Vi Sk

De donde

89“=-9%9" (5 +% ) )

90.



Ademéas
f\/—%‘ Rud (V-g y"")c/z: :@(Q‘u% R gx) Jy“"a/z
z
y teniendo en cuenta (8) y (11):
[V (RumgRgo) 3% 57 (G574 ) e = =
que, por la simetria del tensor éurvatura, implica:
/t/; (Ric—£ R 9u) 9%9% 1 S dz = o

Integrando por partes, teniendo presente la anula-

cibén de 57 en 9T :

/x/-; G [(Riu- 4 Rge) 32341 | 5 S =o

y por la arbitrariedad de 5% :
[Z’ (QH_‘ Z_,!_ ,QF?):O

y de aqui la conclusidn.

PROPOSICION 4

En el dominio de las transformaciones infinitesima-

les:
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/V-?y”‘é.ﬁ%dc:o (12) vajo la condicién:
EZ(/éhe_.ié /?;Lx) =@

implica el teorema de Ricci.

Demostracién:

Es sabido que la condicién del enunciado se satis-

face haciendo:

Ru= 20 _ 20 L rr_ o
2q, I G 7

P . . . . .
donde 1los [; son los coeficientes de conexibén afin.

Sustituyendo en (12):

[ e 5
o[ g g 8T e /f—? /.(;7 S ewc

e integrando por partes las dos primeras integrales

queda:

{1z 925, 22 G+ G g7 '%"’“375 fie s
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que puede escribirse en la forma:
/[ / ybkjd’rb+% —f?@J[;]CJC=O

4 bien:

[{-090599+ 4[5 %05 3
G 0(vgg) ]} 6l de =0

que por la arbitrariedad de las Cf/}é implica:

(47 §°9-4[ 4 1053944 0G99 |-

de donde V(g qg™¥)=0 , ¥y de aqui la conclu-
Ay

sidn:
Z;az:O

PROPOSICION 5

En el dominio de las transfomracioness infinitesi-

males,

[ (Rem 4R g2 o) Sgacenc

(%)
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bajo la condicidn:

9? o 78 g4 [\»K r 0‘
-+ y -+ =
G g

implica la ley de conservacién

[Z('Qm—-‘—z’ﬁ Q?ﬂc—- 2 T) =0

Demostracidn:

sustituyendo en (13) la expresidn de é}?”&dada por

(11) se obtiene:

, [V—? [ch__zl_@?;,c-xfzjf/’?“?(Vf,sg + 17?5f)a/z:0

Por la simetria del tensor entre corchetes:

[ [Ru-grgu-eT] g7 k-

Integrando por partes, y teniendo en cuenta la -

anulacidén de é} en I :

[ 47 B[(Rang Rgu-2Ti)g7g7] S =

Yy por la arbitrariedad de .S} , resulta:

‘Z‘(Rbk— %R?m—r_/:,c):—.o



PROPOSICION 6 (Conservacidn del tensor energia-impulso)

1

Se verifica: W 7;,(, = O

Demostracidn:

Por la proposicidn anterior: %(Qa(,_.% Qﬁw—-ZZz):O
y por la proposicidn 3: V;c('ch—- ..2/’1 Rﬁm).—:a

lo que implica: %7;41, = O

De igual forma que la 4, se demuestra entonces la

siguiente proposicidn.

PROPOSICION 7

En el dominio de las transformaciones infinitesima

les,

&/—% ?‘7‘ JR@K a/?::O bajo la concicidn:

Z(le& ...Z’{- Q;‘z - X 7Z/¢) E X

implica el teorema de Ricci.

CONCLUSIONES

1) Las identidades Zy"k::o , 171,'([\);,4_% ;;,4 Q)::@

pueden considerarse como las ecuaciones constitu-

tivas del campo gravitatorio, en el sentido de que



definen transformaciones invertibles entre los --

principios variacionales de la relatividad general.

L1l
2) En el dominio de las transformaciones infinite-

simales ambos sistemas de ecuaciones:
Zi“:o y V;(Qw—é Gese Q).-_—.O

son duales en el sentido de que las ecuaciones de
Euler de un principio son las ecuaciones de defini

cibén del complementario.

3) En el caso de interaccidén campo gravitatorio-ma
teria, la dualidad se conserva sustituyendo la anu
lacién de la divergencia del tensor de Einstein, -
por la anulacién de la divergencia del tensor de -

inercia.

96.
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