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Resumen

Se presentan en esta memoria algunos resultados algebraicos enmarcados dentro de
los problemas de clasificacién de algebras de Lie nilpotentes, en dimensién cualquiera,

asi como algunas aplicaciones geométricas.

En concreto, se obtienen algunos resultados en los casos de indices de nilpotencia
2y 3.

En primer lugar, se obtienen las familias de leyes de dlgebras de Lie metabelia-
nas, es decir aquellas que tienen invariante de Goze (2, ...,2,1,...1), obteniéndose la

clasificacién efectiva en los casos p = 2 y p = 3 cuando dim(C*(g)) > p.

En el caso general se obtiene la clasificacién en el caso en que dim(C'(g)) es

maximal.

A continuacién se obtienen los espacios de derivaciones de las familias de dlgebras

obtenidas, asi como algunas aplicaciones geométricas.

En el capitulo 3 se obtienen algunos resultados en el caso de indice de nilpotencia 3,

en concreto‘para los casos de invariante de Goze (3,2,1...1) y (3,3, 1...1), obteniéndose




la clasificacién explicita en algunos casos concretos en funcién de la dimensién de la

derivada.

Por tltimo, se calculan también las dlgebras de derivaciones de las dlgebras obte-

nidas, por su importancia para la obtencién de algunas aplicaciones geométricas.
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Introduccion

El estudio de las dlgebras de Lie comienza en las dltimas décadas del siglo XIX,
cuando Sophus Lie (1842-1899) y Félix Klein (1842-1925) concibieron la idea de es-
tudiar sistemas mateméaticos desde la perspectiva del grupo de transformaciones que
los deja invariantes. Hoy, la teoria de Lie es de gran utilidad en reas muy diversas
tanto de las Matema4ticas (analisis, geometria diferencial, teoria de numeros, ecua-
ciones diferenciales...), como de la Fisica (estructura atémica, fisica de alta energfa,
sistemas dindmicos, sélido rigido, campo electromagnético, mecénica cudntica, teoria

de la relatividad...)

La clasificacién de estructuras algebraicas de cualquier tipo, salvo isomorfismo, es
un problema fundamental a la hora de estudiar dichas estructuras algebraicas. La
clasificacién de las dlgebras de Lie es un problema que estd en la actualidad lejos de
ser resuelto. En este sentido, el teorema de Lévi (puede verse en cualquier manual
sobre 4lgebras de Lie, como [4], [9], [15], [17]), al garantizar que cualquier dlgebra de
Lie admite una descomposicién en suma semidirecta de su radical (el ideal resoluble
maximal del dlgebra) y de una subdlgebra semisimple (la subélgebra de Lévi), reduce

el problema al de las clasificaciones de las algebras de Lie resolubles y semisimples.

Dado que toda 4lgebra de Lie semisimple se puede descomponer en suma directa

de 4lgebras de Lie simples y que la clasificacién de éstas es bien conocida, queda por
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resolver el problema de las dlgebras de Lie resolubles que, médulo las derivaciones, se

reduce, a su vez, al estudio de las dlgebras de Lie nilpotentes.

Aunque ya a finales del siglo XIX (1891) Umlauf [24] da listas de 4lgebras de
Lie nilpotentes en dimensiones concretas, el siguiente resultado importante se debe
a Dixmier [10], que en 1958 publica las listas de algebras de Lie nilpotentes para
dimensiones menores o iguales que 5. También en 1958 Morosov [21] publica la

primera lista completa sobre un cuerpo K de caracteristica 0, para dimensién 6.

En 1966, Vergne [26] publica listas completas para dimensiones menores o iguales
que 6 mostrando, ademaés, el importante papel de las dlgebras de Lie filiformes en el
estudio de la variedad de leyes de algebras de Lie nilpotentes. Es éste el primer trabajo
donde aparece la denominacién de filiforme para aquellas dlgebras nilpotentes de
sucesién descendente de longitud maximal, es decir, las de indice de nilpotencia n—1,
siendo n la dimensién del dlgebra. La mayoria de los resultados sobre clasificacién
obtenidos hasta el momento, se refieren o bien a dimensiones concretas o bien a las

algebras de Lie filiformes o generalizaciones de ellas (p-filiformes).

La mayor dimension para la que se conoce la clasificacion de las dlgebras de Lie
nilpotentes es la 7, obtenida por Ancochea y Goze [1] y [3] e, independientemente,
por Romdhani [22], ambas en 1989. El trabajo de Ancochea y Goze es de una gran
importancia pues, al introducir un nuevo invariante, la sucesién caracteristica o in-
variante de Goze, permite, en cierto modo, dar una particién de las algebras de Lie
nilpotentes en clases mas sencillas que las que determina el nilindice, lo que facilita

en gran medida su estudio y clasificacion.

Con la ayuda de este invariante y desarrollando técnicas especificas, Ancochea y
Goze han obtenido también la clasificacién de las filiformes de dimensién 8 [2]. Am-
pliando y adaptando estas técnicas, se ha obtenido en 1991 por Gémez y Echarte [11]
la clasificacién de las filiformes de dimensién 9. Gémez, Jiménez-Merchan y Kha-

kimdjanov obtienen en 1996, la clasificacién para las filiformes de dimensién menor o



igual a 11 [13], y Gémez, Goze y Khakimdjanov estudian en 1997 [12] la clasificacién,
en dimensién arbitraria, de las 4lgebras filiformes que denominan k-abelianas, dando

la clasificacién explicita para el caso k = 2.

Dado que la clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes, al contrario del caso
simple o semisimple, se complica extraordinariamente, se disefian otras estrategias
para abordar el problema. Una de ellas es seleccionar subfamilias relevantes, que
aporten informacién sobre el resto de la familia de 4lgebras considerada. En este
sentido, Vergne [26] encuentra las dlgebras de Lie filiformes graduadas naturalmen-
te (aquellas que admiten una filtracién asociada a su sucesién central descendente y
que, posteriormente, Goze y Khakimdjanov [14] prueban que son la base para de-
terminar las algebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes). Gémez y
Jiménez-Merchan [18], clasifican las dlgebras de Lie graduadas naturalmente en el
caso casifiliforme (las de nilindice n — 2, es decir, en cierto sentido las “siguientes” a

las filiformes).

Puesto que una de las ventajas de estudiar estas 4lgebras es su facilidad (relativa)
para encontrar sus correspondientes dlgebras de derivaciones (y, consiguientemente,
estudiar diversas propiedades cohomoldgicas de las mismas) por admitir graduaciones
relativamente “largas” (de longitud igual a su nilindice), G6mez, Jiménez-Merchéan y
Reyes (18], [19] estudian las dlgebras filiformes y casifiliformes que admiten gradua-

ciones aun “més largas”, las de longitud superior a su indice de nilpotencia.

Como se observa, la gran parte de los trabajos recientes sobre clasificacién de élge-
bras de Lie nilpotentes versan sobre familias de algebras de Lie de nilindice “grande”
(préximo a la dimensién). Esto se debe a que estdn mds estructuradas. Sin embargo,
hay también trabajos sobre otros tipos de 4lgebras de Lie nilpotentes. Asi, Cabezas
y Gémez [5], Cabezas, Gémez y Jiménez-Merchéan [7] y Cabezas, Camacho, Gomez y
Navarro [6], han estudiado las dlgebras de Lie que denominan p-filiformes, de las que

las filiformes y casifiliformes son casos particulares, en los casos de p > n — 5, (donde
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n es la dimensién del lgebra).

El trabajo que aqui se presenta se incardina en este contexto aunque da, creemos,
un importante giro en sus objetivos, en tanto en cuanto que aborda el estudio de
las algebras de Lie nilpotentes de nilindice pequefo (2 y 3), aquellas cuya clasifica-
cién presenta, en general, mayor dificultad. Destacaremos, también que se consiguen

algunos resultados en dimensién arbitraria.

Las dificultades que surgen a la hora de clasificar este tipo de dlgebras son muchas,
pues para nilindices pequenos se tiene un gran aumento en el nimero de parametros,
sin llevar aparejado un aumento en el niimero de restricciones. Métodos como el de
la clasificacién a partir de extensiones centrales, que han resultado bastante potentes
en otros casos, como por ejemplo en el caso de las p-filiformes, con p > n — 4 [7], han

resultado ineficaces en el estudio de las dlgebras de Lie metabelianas.

En el capitulo 0, se da una breve recopilacién de resultados bien conocidos y que

seran necesarios a lo largo de este trabajo de investigacién.

En el capitulo 1, se aborda el problema de la clasificacién de las algebras de Lie

metabelianas. Estas algebras son las que tienen indice de nilpotencia 2 e invariante
de Goze

(2,...,1™ %D, 1), 1<p< ["QIJ

Una clasificacién general de este tipo de dlgebras parece muy dificil. De hecho, un
resultado reciente de Goze y Khakimdjanov muestra que el conjunto de dlgebras de
Lie metabelianas con sucesién caracteristica (2,2, ...,2,1) es isomorfo al conjunto de
aplicaciones bilineales de C? x CP con valores en C?, donde 2p+ 1 es la dimensién de
g [15]. Por lo tanto lo que se pretende es encontrar una aproximacién a la ”frontera”

del problema.

Utilizando convenientemente argumentos sobre nilpotencia, adjunto-nilpotencia y

sucesion caracteristica, junto con una adecuada seleccién de cambios de base sencillos,
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se consiguen clasificaciones de dlgebras de Lie metabelianas, en funcién de los valores
de la dimensién de la derivada. Dado que el caso p = 1 estd resuelto [7], se van a
estudiar los casos p =2y p = 3, y el caso general cuando la dimensién de la derivada

es maximal. En concreto, se consigue la clasificacién en los siguientes casos

Inv. de Goze dim(C!(g))
(2,2,179,1) 3
(2,2,2,1%291) 4,5,6
(2,2.,2,1772) 1) ( Pl )
2

En todos los casos, las dificultades aumentan al disminuir la dimensién de C*(g)
y, de hecho, el problema se resolverd en su totalidad s6lo en el caso en que dicha

dimensién es maxima.

En los casos p = 2y p = 3, se han obtenido las familias genéricas de algebras de Lie
en dimensién n. En ninguno de estos casos ha sido posible establecer la clasificacion
cuando la dimensién de la derivada es minima (2, si p =2y 3, si p = 3), atlin en el
caso de dimensién 8. Ello se debe a la aparicién de un gran nimero de pardmetros sin
restricciones entre ellos. En el caso p = 4, las dificultades se multiplican. Esto pone

de manifiesto el interés de los resultados que, ain siendo parciales, se han obtenido.

En el capitulo 2 se realiza el cdlculo de los espacios de derivaciones de las familias

de 4lgebras metabelianas que se han obtenido en el capitulo 1.

El conocimiento del espacio de derivaciones de un dlgebra de Lie, es fundamental
a la hora del estudio de ciertas propiedades geométricas de dichas 4lgebras como, por

ejemplo el primer espacio de cohomologia.

El célculo directo de Der(g) casi nunca resulta aconsejable, por lo que se hace

necesario desarrollar otros procedimientos, que faciliten dichos célculos. Para la de-
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terminacion practica de dichos espacios de derivaciones, serd necesario buscar una
graduacién adecuada del 4lgebra, con subespacios homogéneos de dimensién suficien-
temente pequenia. A continuacién o bien se aplicara el método del calculo de deriva-
ciones para un algebra de Lie graduada, o bien se calculard un toro de derivaciones
(método desarrollado por L.M.Camacho, J.R.Gémez y R.M.Navarro [8])

El método de graduaciones resulta ser, en general, suficientemente ttil cuando se
trata de calcular espacios de derivaciones en dimensiones concretas. Cuando se trata
de calcular dichos espacios de derivaciones para familias de dlgebras, la estructuracién
que resulta de aplicar el método del toro, suele simplificar los cdlculos que hay que
efectuar, lo que permite abordar el calculo de Der(g) con més facilidad en ciertos
casos. En particular, el método suele ser adecuado cuanto mayor sea la dimensién

del toro que se encuentre, lo que suele ocurrir cuando el nilindice es pequeiio.

En el capitulo 3 se aborda el estudio de las lgebras de Lie de nilindice 3. Las
dificultades que han surgido a la hora de la clasificacién efectiva de este tipo de
dlgebras han sido extraordinariamente grandes, al igual que en el caso de las algebras

de Lie metabelianas, abordadas en el capitulo 1.

Si g es un algebra de Lie nilpotente con nilindice 3, entonces el invariante de Goze

de g, es uno de los siguientes

n—3p—1J

(3,2.,3,2,.9,2,1,"%72) 1), 1<p< { 5

L 0< <[
3J =43

Entre los casos mds sencillos se encuentran los correspondientes a los valores de (p, g):
(1,0), (1,1), (2,0). Puesto que el caso més simple, (p,q) = (1,0), ya ha sido estu-
diado [7], se van a obtener en este capitulo algunos resultados correspondientes a los
casos (p,q) = (1,1) y (p,q) = (2,0), es decir, los casos de sucesiones caracteristicas
(3,2,1...,1) vy (3,3,1...,1).

En concreto, en el caso (p,q) = (1,1), se obtiene la forma general de la familia y

con argumentos similares a los utilizados en el caso de las dlgebras de nilindice 2, se
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ha conseguido la clasificacién en los casos en que la dimensién de la derivada es 4 6
5.

En el caso (p, ¢) = (2,0), se encuentra la clasificacién en el caso en que la dimensién

de la derivada es maxima.

En el capitulo 4 se realiza el cdlculo de los espacios de derivaciones de las familias

de 4lgebras que se han obtenido en el capitulo anterior.

Por dltimo, indicar que se adjunta un apéndice donde se puede encontrar resime-
nes de los resultados obtenidos, asi como algunas de las demostraciones detalladas de
algunos de los resultados obtenidos, que se evitan en la presentacién del trabajo, en

aras de una mayor claridad en dicha presentacion.
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Capitulo 0

Generalidades

Se introducen a continuacién algunas definiciones y conceptos basicos que se utilizaran
en el trabajo de investigacion que se presenta. Para cualquier aclaracién acerca de di-
chos conceptos, podria consultarse alguno de los textos cldsicos, como el Jacobson[17]

o el Chow|[9], o el més especifico Goze-Khakindjanov[15]

0.1 Algebras de Lie

Un digebra de Lie (g, 1) sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre K dotado

de una aplicacién bilineal, llamada producto o ley del dlgebra

Bogxg — 9
(X)Y) — /"(X7Y):[X7Y]

que cumple las siguientes propiedades

1. [X,X]=0,VX €g

2. J(X,Y,2) = [X,[V, 2] + [V, [Z, X)) + [Z,[X, Y] = 0, VXY, Z € g
(Identidad de Jacobi)
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La dimension del dlgebra es la dimensién del vectorial subyacente. En este trabajo
se van a considerar algebras de Lie sobre el cuerpo C de los nimeros complejos y de

dimensién finita.

Un subespacio g; de g se dice que es una subdlgebra de Lie de g si [X,Y] € g,
VYV X,Y € g1, es decir, una subélgebra es un subespacio vectorial que es algebra de Lie

para la multiplicacién inducida.

Una subéalgebra de Lie Z de g se dice que es un ideal de g si [Z,g] C Z, es decir,
[X,Y] €I, VX € I, VY € g; obviamente, todo ideal es subélgebra.

Se define el centro de un dlgebra de Lie g

Z(g)={Xe€g/[X,Y]=0, VY € g}

Si b C g, se define el centralizador de b

Cen(h) ={X €g/[X,Z] =0, VZ € b}

Una Z-graduacién de un algebra de Lie g es una descomposicién en suma directa

de subespacios vectoriales
g= @ [th
i=1
donde [gi,gj] C Bitj-

Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo K . Un espacio vectorial V' sobre K |

dotado de una aplicacién bilineal

gxV =+ V
(z,v) — z-v

es un g-médulo si se verifica la siguiente condicién
[z, y] - v=x-y-v—y-z-v, Vx,y€gveV

Por ejemplo, si ¢ : g — End (V) es una representacién de g (es decir, un endomorfismo
de 4lgebras de Lie), entonces V puede ser considerado como un g-médulo considerando
z-v = ¢(x)(v). Reciprocamente, dado un g-médulo V, esta ecuacién define una

representacién ¢ : g — End(V).
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0.1.1 Algebras de Lie resolubles y nilpotentes

Se define la sucesidn central descendente de un dlgebra de Lie g, mediante

C’(g)=9, Ci(g)=[0,C""(g)], i€N.
Si C¥(g) = {0}, para algtn k, pero C*~!(g) # {0}, se dice que g es nilpotenie con
indice de nilpotencia, k.
Cuando dicho valor es n — 1, las algebras que se obtienen son llamadas filiformes; se
dirdn casifiliformes si su indice es n — 2. Las algebras de Lie metabelianas son las de

indice de nilpotencia 2.

Se define la sucesidn derivada de un algebra de Lie g, mediante
D(g)=g, Di(g)=[s,D"'(g)], i€N.

Si D™(g) = {0}, para algin m, pero D™ !(g) # {0}, se dice que g es resoluble con

indice de resolubilidad, m.

0.1.2 Algebras de Lie semisimples

Un &lgebra de Lie se dice simple, si no es abeliana ([g,g] # 0) y no tiene ideales

propios. En particular se verifica [g, g] = g.

Un 4lgebra de Lie se dice semisimple si es no nula y no posee ideales abelianos
no triviales. Obviamente, toda 4lgebra de Lie simple es semisimple. Las 4lgebras
semisimples son sumas directas de dlgebras simples y éstas son conocidas desde los

trabajos de Killing y Cartan y estén clasificadas (pueden verse en [15] o [16]).

Sea V un g-médulo y ¢ : g — End(V) la correspondiente representacién. V (o
¢) se dice simple (o irreducible) si V # 0y V no tiene mds submddulos que {0} y V.
V (o ¢) se dice semisimple (o completamente irreducible) si es suma directa de

submddulos simples.

Teorema 0.1 (H. Weyl)[23]. Si g es semisimple, cualgquier g-mddulo (de dimension

finita) es semisimple.
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Sea g un algebra de Lie. Siempre existe un ideal resoluble de g que contiene a
cualquier otro ideal resoluble. Este mayor ideal resoluble es el radical de g, y se denota

rad(g). Si g es un algebra de Lie semisimple, entonces rad(g) = 0.

El Teorema de Lévi ([15] o [17]) afirma que toda &lgebra de Lie g admite una
descomposicién en suma semidirecta de su radical (el ideal resoluble maximal del
dlgebra) y una subalgebra semisimple (la subélgebra de Levi). Este resultado reduce,
en esencia, el problema de la clasificacién de las dlgebras de Lie al de la clasificacién

de las resolubles.

0.1.3 Bases adaptadas. Invariante de Goze

El teorema de Engel permite afirmar que toda élgebra de Lie nilpotente g admite una

base {X;, 0 <i<mn—1}, tal que

Xo ¢ [g,9]
(X0, Xs] =€ip1Xiy1, 1<i<n—-2,¢¢€{0,1},2<j<n~1
(X0, Xn—1] =0

Estas bases se llaman bases adaptadas'y Xy se denomina vector caracteristico .
Sea ¢(X) es la sucesién ordenada decrecientemente de las dimensiones de los bloques
de Jordan del operador nilpotente ad(X), donde X € g. Entonces

clg) =  max {c(X)}

es el invariante de Goze o sucesion caracteristica of g.

El invariante de Goze para las dlgebras de Lie filiformes, casi-filiformes y abelianas,
de dimensién n vale, respectivamente, (n —1,1), (n—2,1,1)y (1,...,1). Dicho in-
variante para las algebras de Lie metabelianas es (2,2, 2).,2,1""%#),1),1 < p < |%52]
y, para las de nilindice 3 es (3,.7).,,3,2,.9.,2,1 %720 1), 1 <p < [” J, 0<
q < [=p)
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0.2 Derivaciones

Si g es un 4algebra de Lie y X € g, se denota ad(X) al endomorfismo de g definido
por
ad(X): g — @
Y — [X,Y]

y se le denomina aplicacion adjunta de X.

La aplicacién
ad: g — gl(g)

es una representacién de g, llamada representacidn adjunta del dlgebra. El Teorema
de Engel nos dice que “un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sdlo si ad(X) es nilpotente

para todo elemento X de g”.

Un endomorfismo § de un 4lgebra de Lie g sobre un cuerpo K es una derivacion
de g si
(X, Y]) =[0(X), Y]+ [X,8(Y)], VX Veg

El conjunto de derivaciones de un 4lgebra de Lie g, (denotado Der(g)), es un subes-

pacio vectorial de End(g) y, més atin, es un 4lgebra de Lie sobre K definiendo
[6,8] =608 —8 00

Si todas las derivaciones son nilpotentes, el dlgebra se dice caracteristicamente nilpo-

tente.

Se tiene que, para todo X € g, el endomorfismo ad(X) es una derivacién que se
dice interior del 4lgebra. El conjunto de las derivaciones interiores, ad(g), es un ideal
de Der(g). Mddulo el estudio de las derivaciones de las dlgebras de Lie resolubles,
la clasificaciéon de las dlgebras de Lie se reduce, via el Teorema de Levi, a la de las

resolubles y, en particular, de las nilpotentes (véase [15]).

Un 4lgebra de Lie se denomina reductiva si su radical coincide con su centro [20] y
en este caso, g es suma directa de su centro (es decir, un algebra abeliana) y Der(g)

(que es semisimple).
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El siguiente resultado establece un criterio para la semisimplicidad de una repre-

sentacién de un dlgebra de Lie arbitraria.

Teorema 0.2 [25] Sea g un dlgebra reductiva sobre K , y sea ¢ una representacion
de dimension finita de g. Entonces ¢ es completamente reducible si y solo si para cada
elemento X € rad(g), ¢(X) es un endomorfismo semisimple (es decir, diagonalizable

sobre la clausura algebraica de K ).

Se dan a continuacién algunos resultados que se aplicardn posteriormente a la

hora de la determinacién practica de las derivaciones.

Lema 0.3 Un elemento central no se puede transformar en uno no central mediante

una derivacion.

Lema 0.4 Si Im(d) C Z(g), entonces

d € Der(g) & Dom(d) Cg—g,d

Lema 0.5 Si Z € [g,g) v 3X, Y € g/ [X,Y] =22, A € K- {0}, con d(X) =
d(Y) =0, entonces d(Z) = 0.

Lema 0.6 Si d € Der(g), entonces si 3X / {X,d(X)} C Cenyg(Y) = X €
Ceng(d(Y))

Para el calculo efectivo de los espacios de derivaciones en este trabajo de investi-
gacion se van a utilizar, segiin convenga, uno de los dos métodos que se describen a

continuacién.

0.2.1 Meétodo de graduaciones.

Puede verse, por ejemplo en [15].

Sig= @ gi, donde g; son ideales of g, entonces

i=1

Der(@s) = (Grerta)) @ (@D(w))

i#j
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donde D(g;, g;) son las derivaciones de g que verifican

d(gk) = 0, it k1,
d(g:) C Z(gj),
d([gi, 8:]) = 0.

Esto permite simplificar extraordinariamente los clculos, en particular si se consigue
una graduacién de longitud préxima a la dimensién del dlgebra (la dimensién de la

mayor parte de los subespacios homogéneos es 1).

0.2.2 Meétodo del toro.

Puede verse, por ejemplo en [8].

Sea g un &algebra de Lie, y Der(g) el correspondiente algebra de derivaciones,
que es también un 4lgebra de Lie. Se considera una subdlgebra especial de Der(g),
que designaremos por T, que estd constituida por el mayor conjunto que se puede
encontrar de las derivaciones que son simultdneamente diagonalizables. Esta algebra
es abeliana, coincide con su radical y estd formada por endomorfismos diagonales X.
Por tanto, cualquier endomorfismo de la forma ¢(X) serd un endomorfismo semisim-
ple. Entonces, aplicando el teorema anterior, cualquier T-mddulo serd semisimple via
la correspondencia entre las representaciones completamente reducibles y los médulos

semisimples.

Ficilmente se comprueba que g y Der(g) tienen ambos estructura de T-médulo

considerando los siguientes productos

respectivamente. Asi, g y Der(g) son T-mddulos semisimples, obteniéndose las si-
guientes descomposiciones en sumas directas, en el sentido de espacios vectoriales, de

T-modulos simples

® =00 DG, D - ..
9o, = {9/t 9=04(t)g,Vt € T}
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con o € T*, tal que o4(T;) = ¢, j, donde {T;} es una base de T, y los subespacios
Ba;, verifican que [ga;, §a;] C Ga;+a;, €8 decir, si existen gq,, ga,; €ON [ga;, Fo;] # 0

entonces el espacio g, .. también existe.
’L+aJ

L] Der(g) = D)\l @D)\2 D...
D), = {d € Der(g)/t-d = \(t) -d,Vt € T}
con A; € T*, y los subespacios D, verificando condiciones andlogas a las prece-

dentes g, .

Queda por determinar cual es la forma de cada espacio D,, asociado a la graduacién
obtenida para Der(g). Si se usa la graduacién precedente para g, cualquier derivacién
d € D,, verifica que d(gs;) C go; ¥, POr tanto se tiene que A;(t) = a;(t) — a;(t). Este

hecho determina el tipo de derivaciones que forman parte de cada Dq;—q;.

0.3 Cohomologia

Dados un &algebra de Lie g sobre el cuerpo K y un g-médulo V, se llama cocadena de
grado j, j > 1, a cada aplicacién multilineal alternada de gP en V. Si C’(g,V) es el

espacio de las j-cocadenas, se tiene que
C'(g,V) = Hom(Ng,V), j > 1.
Una cocadena de g es un elemento de C*(g, V) = @,z C¥(g, V).

Si el endomorfismo d: C*(g,V) — C*(g,V) es el operador coborde, se designa
por d; a la restriccién de d a C¥(g, V), d;: Ci(g,V) — C?*(g,V).

Los subespacios de C?(g, V') definidos por
Z7(g,V) = Ker dj, Bi(g,V) =Im dj_4

se denominan, respectivamente, espacio de los cociclos de grado j y espacio de los
cobordes de grado j. Como B’(g,V) resulta ser un subespacio de Z7(g, V), tiene

sentido hablar del espacio cociente

H(g,V)=Z'(g,V)/B(8,V)
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al que se denomina espacio de cohomologia de grado j (de g, con valores en V).

Si se considera g como el g-médulo V anterior, se puede identificar Z'(g, g) con el
espacio de las derivaciones de g, Der(g), y B!(g, g) con el de las derivaciones interiores

de g, Ad(g), de donde surge una f4cil interpretacién de H'(g, g).

Si se denota mediante O(g) la 6érbita correspondiente a la ley de g en la variedad
de &lgebras de Lie de dimensién n, £", inducida por la accién de GL(n, C), resulta

que O(g) puede ser provista de una estructura de variedad diferenciable, y que

dim O(g) = n? — dim(Der(g)) = dim(B*(g, g)).

0.4 Sobre la estructura de las dlgebras de Lie me-

tabelianas.

Puede verse en [15].
Sea V un espacio vectorial complementario de C!(g)
g=CgeV
Entonces s = dim(V) = dim(g)/C'(g) es el nimero minimo de generadores de g.
Como g es metabeliana, serd C'(g) C Z(g).

Sea U = Z(g) N'V. Este es un ideal abeliano de g. Consideremos W espacio

vectorial complementario de U en V:

g=C'(geUaW, Z(@=C(goU

Podemos deducir que h = C!(g) @ W es una subélgebra metabeliana de g que
verifica Z(h) = C'(g) y C1(h) = C'(g). Entonces cualquier dlgebra de Lie metabeliana
es una extensién trivial de un é4lgebra metabeliana cuyo centro es la derivada del

4lgebra, extendido por un ideal abeliano. Asi, podemos suponer que C'(g) = Z(g).

SiCl(g) = (Xy,...,X,), sea B={Xy1,Xs,...,X,,Y1,...,Y,_p} una base de g, de
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forma que
g=C(g)®V=2(goV, dm(C'(g)=p

Obviamente [X;, X;] = [X;,Y;] = 0. Entonces, el algebra estd definida por los

corchetes:

Se satisfacen las condiciones de Jacobi y, por tanto, los parametros son libres para
1 <i < j < n—p. Intrinsecamente esto significa que la estructura de g estd definida

por una aplicacion sobreyectiva
¢: A% (V) — Z(g)
El punto de vista dual permite un andlisis mas concreto. La aplicacién dual
¢*: Z(g)" — A*(U)"
es inyectiva.
Si{ai,...,ap, b1, .., Bn—p} eslabase dual de la base dada, entonces las ecuaciones
de estructura de g (duales de las condiciones de Jacobi) son:

dak = Z afjﬂz A ,Bj

1<i<j<n—p

Las formas bilineales §; = day,...,0, = da,, son dos-formas en V' y generan el

subespacio ¢*(Z(g)*).

Las dimensiones de los subespacios de formas diferenciales {# : d*6 = 0}, serd un
invariante, que se usard en algunos casos, para probar que ciertas algebras son no

isomorfas.



Capitulo 1
Algebras de Lie metabelianas.

Se va a abordar en este capitulo el estudio de las dlgebras de Lie metabelianas de
dimensién n, es decir, las 4lgebras de Lie que son 2-nilpotentes y, por tanto, tienen
invariante de Goze (2, 7).,2,1""2),1), 1 < p < |21].

En las tltimas décadas se viene trabajando mucho en las dlgebras de Lie nilpo-
tentes pero, fundamentalmente, con las de indice de nilpotencia elevado, sobre todo
las filiformes (las de nilindice méximo, es decir dim(g) — 1). Las algebras de Lie me-
tabelianas son, en cierto sentido, el caso opuesto al de las filiformes puesto que, salvo

el caso trivial de las abelianas, son las que tienen el indice de nilpotencia mas bajo.

Como ya se indicaba en la introduccién, Goze y Khakimdjanov han probado que el
conjunto de dlgebras de Lie metabelianas de dimensién 2p+1 y sucesién caracteristica
(2,2, ...,2,1) es isomorfo al conjunto de aplicaciones bilineales de C? x CP con valores
en CP [15]. Esto justifica la enorme dificultad que presenta la clasificacién de las

dlgebras de Lie metabelianas que se aborda en ese capitulo.

Se van a obtener aqui algunos resultados sobre clasificacién de algebras de Lie
metabelianas, en funcién de la dimensién de C1(g). Dado que el caso (2,1 "%, 1) estd
resuelto [7], se van a estudiar los casos (2,2,1™°%,1) y (2,2,2,1 n-6) 1), asf como el
caso general (2, .2).,2,1 n=2p) 1) cuando la dimensién de la derivada es méxima. En

todos los casos, las dificultades aumentan al disminuir la dimensién de C!(g) y, de

11
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hecho, el problema se resolvera en su totalidad sélo en el caso en que dicha dimensién

es maxima.

1.1 Algebras de Lie metabelianas con invariante

de Goze (2,2,1%9,1).

El siguiente resultado recoge la expresién de la familia de leyes de dlgebras de Lie de

dimensién n e invariante de Goze (2,2,1 %%, 1).

Proposicién 1.1 (Familia) En dimensidn n > 5, toda dlgebra de Lie de invariante
de Goze (2,2,1 ™79, 1) es isomorfa a una cuya ley viene expresada, respecto de una
base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, Y1,...,Yn_s}, por

( [Xo, Xoi1]=X2, 1<1<2,

[X1, X3] =al, a € {0,1},

[XL,Y] =X+ bhXy, 1<i<n-—35,
[X3,Y:] =b2,Xo+04X,, 1<i<n-—35,

| Y3, Y)] = Xa+chXy, 1<i<j<n-5.

con las restricciones

a- by =a-bj; =0, 1<j<n-35,
a-bgjzoz-b%j:O, 1<53<n-5,

ack; = acj; = 0, 1<i<j<n-5.

Demostracién. Sea g un édlgebra de Lie de dimensién n y sucesién caracteristica
(2,2,1 n-4) 1). Sea Xy un vector caracteristico de g. Es conocido que, respecto de

cierta base adaptada de g, B = {X,, X1, X2, X3, X4, Y1, ..., Y,_5}, los tnicos

productos no nulos de X con elementos de B son

[Xo, X1]=X>
[ X0, X3]=X4
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Hay que calcular el resto de los productos de los elementos de la base.

Se va a designar

n—>5

4

(X5, Xj]=D af X + 3 oYe, 1<i<5<4,
kzl k:g

(X0, Vi) =D b Xp + ) 5%, 1<i<4, 1<j<n-5,
k=1 k=1

4 n—>5
Vi, Yj] =3 ciiXu+ 2 7% 1<i<j<n—5.
k=1 k=1

e Puesto que se debe cumplir que C%(g) = {0}, sigue que C'(g) C Z(g) y, por

tanto, se debe verificar que

[XZh’Z]:07 1§h§2a vzeg

e X1, X3¢ Cl(g) pues, en caso contrario, se tendria que X5, X4 € C*(g), lo cual

no puede ser cierto. Por lo tanto, se debe verificar que

¢;=c;=0 1<i<j<n-5.

ij

e Por otra parte, el cambio de base dado por

,

X{=Xo,
X=X, — a}; X,
X=X,
Xi=X;3 + a3 X,
X=Xy,

| Y/ =Y 1<j<n-5.

permite suponer que a2, = af; = 0.
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Se tiene, entonces, que cualquier dlgebra de Lie de dimensién n > 5 e invariante de

Goze (2,2,1"°%,1) es isomorfa a un 4lgebra cuya ley viene dada por

( [Xo, X2i—1]=Xa, 1<1<2,
[X1,X5] =020 onYs,

[X1,Y]]  =b%Xo+ bl X, + Zk ] hYk, 1<1<n-35,
[X5,Y;]  =b3,Xo+03, X+ 3320 05Y:, 1<i<n—35,

| YY) = X2—f—c4X4—l—Z,C DY, 1<i<j<n-—35.

e Puesto que Xy ¢ CHg) = AXo+ Z ¢ Cl'(g), VZ € g, VA € C — {0},
cualquiera de estos vectores podria ser considerado como vector caracteristico.
En consecuencia, cualquier menor de orden 3 de las matrices Ad(AXy+ Z) debe

ser nulo.

* I‘g(Ad(AXo + Xl)) =2

[0 00 0 0] 0 0 |
0 00 O 0 O 0
-1 A0 0 0] b ...bin_s
Ad(AXo + X)) 0 00 0 O0f O 0
o t+Xp)=
0 0 A 0] b} ...b‘in_s
0 0 0 «a 0] pL ...ﬁll,n_5
0 0 0 ans O|BE°... 000
Siempre es posible elegir A de forma que
A O
#0
0 A

y, por tanto, se debe verificar que
A 0 b}
0 A b‘{j =0, 1<jk<n-5
0 o IB{CJ
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es decir
BrA — axbi; =0, VA#O

lo que implica que

=0
{“’; 1 1<jk<n—5
/Blj:O

* I‘g(Ad(AX() + Xg)) =2

Por simetria, puesto que los vectores X; y X3 juegan un papel andlogo, se

verificard que

B2 =0
{O‘]’: 3 1<jk<n—5
/333':0

* 1g(Ad(AX, +Y;)) =2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 A—0% 0 b3 0| —c4 ...—ct1; 0 iy - Cinos
adxyy— |0 0 0 0 o 0 0 0 0
0 —b}, 0 A-9b5 O —ct ... —c 0 C;'l,i+1 e c;{n_5
0 0 0 0 0 =7 --- _%‘1—1,1' 0 'Vil,i+1 'Yil,n-s
[0 0 0 0 O W 0 EY - Yals

Andlogamente, se puede elegir A de forma que

A-bl; b

£0
b At

y, por tanto, se ha de cumplir que

2 2 2
A—=by; b Cij

—bt A-bj ¢ |=0 1<i<j<n-35, 1<k<n-5

ij

0 0 V5
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es decir
7h (A= B3)(A—b3;) = blb5) =0, VA#0

luego
%kj:(), 1<i<j<n-5 1<k<n-5

* rg(Ad(AXo + X1 + Xg)) =2

0 0o o 0 o o .. 0 ]
0 0 0 0 0 0 e 0
—1 A 0 0 0 b%l + b%l e b%,n—S + bg,n—f)
Ad(AX XX ) 0 0 0 0 0 0 0
R 0 0 A Ofbj;+bs ... 0, 5+, ;
0 —a; 0 o O 0 o 0
i 0 —Qp—5 0 QAp—5 0 0 P 0 1

y, por tanto, se debe verificar que

A 0 b+
0 A bhL+0bd|=0 1<ik<n-5

—Qp O 0

es decir
Aoy (b3, + b3; — bj; — b3;) = 0

¥, como axbf; = oyb3; = 0, sigue que
Acg(b?, —b3,) =0, VA#0,1<ik<n-—5
lo que implica que

ap(b?, —b3) =0, 1<i,k<n-5
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*I‘g(Ad(AX()"FXl‘i‘Y;)):Z, 1§’LS7’L—5
(0 0 0 0 0| O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 A- b%i 0 b3 O b%l - C%z : b%,i—l - sz—l,i i b%,i—f—l + sz,i+1 : b%,n—5 + sz,n——S
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —b%i 0 A- b§i 0 —C‘fi —C?—l,i C;'l,i-i-l Cg,n—s
0 0 0 0 0 -7 - "Yil—l,i ’Yil,z‘+1 ’Yil,n—s
0 0 0 0 0 =y ... = 0 ’Ygfz‘fl ’YZ;{ES

Entonces, se debe verificar que

—b}, A —bi, b‘{jicﬁj =0, 1<i<j<n-51<k<n-5
0 Q. 0
es decir

O ((A - b?i)(b%j + C?j) + b%i(b%j + C?j)) =0, VA#0
y, puesto que azbf; =0, 1 < i,k < n — 5, se debe verificar que

apcl =0,1<i<j<n-5 1<k<n-—5.

De forma andloga, se obtiene que

opcy; =0,1<i<j<n—51<k<n-5
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e Si se efectia el cambio de base dado por

r

Xo=Xo + X1,
X=Xy,

Xi=Xo,

X=X,

X=Xy + [X1, X5],

| Y/ =Y, 1<j<n-5.

para que se mantenga la sucesion caracteristica debe cumplirse que

n—>5 n-—>5

[X(I)’ Xz’l]zz 1877 [Xl? Yk] = Z ak(b%kX2 + blllkX‘i)
k=1 k=1

n—5 n—>5
k=1 k=1
de donde, puesto que aibj, =0, Vk =1,...,n — 5, se tiene que

n—5
2
k=1

e Andlogamente, efectuando el cambio de base (similar al anterior) dado por

Xy = Xo + X3, se debe verificar que
n-—>5
k=1

Se ha probado que cualquier algebra de Lie de dimensién n > 5 y sucesién caracte-

ristica (2,2,1"7%,1), es isomorfa a una de la siguiente familia de lgebras:

r [Xo, Xoi—1]=Xa, 1<3<2,
(X1, X5] =Yp0 axYs,

[X,Y;] =b}Xo+b1,Xy, 1<i<n-5,
[(X3,Y]  =b3X,+03,X,, 1<i<n-—5,

YY) =g Xo+ Xy, 1<i<j<n-—5.
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con las siguientes restricciones para los pardmetros:

4

ak'b%j:ak'bgjzoa 13]7k§n”5a

n—5 n—5

2 E : 4 __
E akblk = akb3k == 0,
k=1 k=1

Puesto que se verifica que dim(C!(g)) = 2 + r, siempre que n > 5, siendo
T':I'g( Q1 O9 ... 0h-5 )
se pueden considerar dos casos, segin los distintos valores de 7:

dim(C'(g)) = { et

2<—=r =20

e Caso 1: dim(C!(g)) =3

En este caso, por simetria, se puede suponer que

Tzrg(al ag...al)ng(al)

El cambio de base dado por

XI=X,, 0<i<4,
n—5

YY:Z ak‘YIm
k=1

Y, =Y;, 2<j<n-5

ol = ogciy = 0, 1<i<j<n—-51<k<n-5.

permite suponer a; = 1, a; = 0, 2 < k < n — 5, quedando las siguientes

restricciones
4
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lo que determina la siguiente familia

’

(X0, Xoi1|=X0, 142,

Xy, X3] =N,

(X,Y] =0%X, 2<i<n-—5,
| X3, Y] =BX,, 2<i<n-5

Por 1ltimo, el cambio de base

XI=X;, 0<1i<4,
YYZYVD
Y/=Y; + %Xy, 2<i<n-5.

permite suponer b%, = 0, 2 <4 < n — 5, obteniéndose el dlgebra de ley

{ [Xo, Xoi—1]=X2i, 1<i<2,
[XlaX3] :Yl

e Caso 2: dim(C!(g)) =2
En este caso se verifica que g es isomorfa a un algebra de ley

(

[Xo, Xoi_1]=X2i, 1<:<2,
[Xla 1/'7,] :b%zXQ + bllliX4> 1 S v S n— 57
X37 Y; :bZ'XZ + b4'X47 1 < i <n-— 57
3i 3
%Y =X+ Xy, 1<i<j<n-—b.

sin restricciones respecto a los parametros.

O

Nota 1: En el caso en que dim(C'(g)) = 3, es decir, cuando dim(C'(g)) es méxima,

aparece en cada dimensién n > 5 un algebra escindida de ley

1 { [Xo, Xoi—1]=X0;, 1<i<2,
iun,2 :
[X17X3] :Yi
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Nota 2: En el caso en que dim (C'(g)) = 2 y dim (Z(g)) = n — 3, es decir, cuando

dim (C*(g)) es minima y dim (Z(g)) es méxima, se obtiene el dlgebra de ley
”?1,2 : { [XO,XZi—l]:X%, 1< <2

que denominamos dlgebra de Lie metabeliana modelo, en el caso p = 2. Cual-

quier otra algebra de la familia puede obtenerse mediante deformaciones de ésta.

1.2 Algebras de Lie metabelianas con invariante

de Goze (2,2,2,1,...,1).

El siguiente resultado recoge la expresiéon de la familia de leyes de dlgebras de Lie

metabelianas e invariante de Goze (2,2,2,1,...,1)

Proposicién 1.2 (Familia) En dimension n > 7, cualquier dlgebra de Lie de in-
variante de Goze (2,2,2,1™7%9,1) es isomorfa a una cuya ley, respecto de una base

adaptada {Xo, Xi1,..., Xe, Y1,...,Y, 7}, viene dada por

[ X0, Xoi—1]=X2;, 1<:1<3,
[X1,X3] =a%Xs + af3 X4 + a$3 X6 + aY,
[X1,X5] =a,Xs + als X4 + a8 X6 + 0Y2,
(X3, X5] =a2Xs + ads Xy + als X + Y5,
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con las siguientes restricciones respecto a los pardmetros:

2 — ot — b —
aajy = aa; = aay; = 0,

Bads = Bai; = Bafs = 0,

ya3s = vags = yags = 0,

o[ X, Y] =a[X3, Y1) =a[X5, Y] =0,

B1X1,Ya] = B[X3,Y2) = B[X5,Y3] =0,

71X, V3] = v [X3, V3] = v [X5, 3] = 0,

abl; = abl; = ab; = aby; = a(bl; — b3;) =0, 1<j<n-7,

J ,Bbe-:ﬁbﬁ‘:ﬂ(e‘-ﬁb%j):(), 1<j<n—T1,
(b6 (a35 — CL15) + b3ja15) =0, 1<j<n-T,
(bgj(a,35 — ais) — b; a35) =0, 1<57<n-1,

aals(b3; — bf;) = aags(bg; — b};) =0, I1<j<n-T7,
a(a§5 - a15)(bgj - b%]) = 0> 1< ] <n-T,
OZC?ZO!C{}A:,BC%:O, 1§2<3§n—7,
ackals = acja3s = ack;(ags — al;) =0, 1<i<j<n-T.

siendo (o, 8,7) € {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),(0,0,0)}.

Demostracién.  Sea g un dlgebra de Lie de dimensién n > 7 y sucesién caracte-
ristica (2,2,2,1,%79,1). Sea X, un vector caracteristico de g. Entonces, respecto de
cierta base adaptada de g, B = {Xy, X1, Xs, X3, X4, X5, X6, Y1, ..., Yo7}, los

unicos productos no nulos de X, con elementos de B son

[Xo, X1]=X>
[Xo, X3]=X,4
[Xo, X5]=Xs
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Hay que calcular el resto de los productos de los elementos de la base.

Se designara

n—7T
[XZ7X] kz:la‘z]Xk‘—i_ZaUl/k) 1<7’<J <6
[Xs, Y] Zb Xk+ZﬁUYk, 1<i<6,1<j<n—7T,

e Puesto que se debe cumplir C?(g) = {0}, sigue que C*(g) C Z(g) y, por lo tanto,

se debe verificar que

[X2h7Z]:0a 1Sh§3, vzeg

o X;, X3, X5 ¢ C'(g) pues, en caso contrario se tendria que Xo, X4, € C%(g), lo

cual no puede ser cierto. Por lo tanto, se debe verificar que

a ;=03 =a3=0 1<i<j<6,

17 1)
bL=0%=05=0 1<i<6,1<j<n-7,
ch=c=c;=0 1<i<j<n-T

e Puesto que X, ¢ C'(g) = AX, + Z,¢ C(g), VZ € g, VA € C — {0}, por lo
tanto, cualquiera de estos vectores podria ser considerado como vector caracte-
ristico. En consecuencia, por ser g un algebra de Lie de sucesién caracteristica
(2,2,2,1™-9, 1), cualquier menor de orden 4 de las matrices Ad(AX,+ Z) debe

ser nulo, con lo cual se pueden obtener algunas restricciones.
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* I‘g(Ad(AXo -+ Xl)) =3

0 0 0 0 0 0 0] 0
0 0 O 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0] 0
Ad(AXO + Xl) = 4 4 4
0 0 0 A+aly 0 afy 0]b
0 0 O 0 0 0 0|0
0 00 af5 0 A+afs 0|8
0 00 oky 0 ok 0 ﬂfj |

Siempre es posible elegir A de forma que

A 0%3 a%5
0 A+al, als #0, VA#O0
0 a$, A+ ay

y, por tanto, se debe verificar que

A a%?) aiﬁ b%j
4 4 4
O A, o b =0, 1<jk<n-7
0 al, A+ ab b?j
0 O‘If:s a’f5 ﬁ{cj
es decir
AlA’BE +A(.)+..]=0

, lo que exige que

Bf=0,1<jk<n-7
De forma anéloga, se tiene que
* 1g(Ad(AXy+ X3)) =3 = ﬂ§j =0,1<jk<n-7
* 1g(Ad(AXo+ X5)) =3 = B =0,1<jk<n-7

1<i<j<n-T,

* 1g(Ad(AXo+Y;)) =3,1<i<n—-7 = ~£ =0,
g(Ad(AX, +Y))) <i< g {1§k§n—z
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Se tiene, entonces, que cualquier algebra de Lie de dimensién n > 7 e invariante de

Goze (2,2,2,1,779,1) es isomorfa a una cuya ley es una de la siguiente familia

’ [Xo, Xoi—1]=Xa, 1<:i<3,
[X1, Xs] =a3,Xs +at Xy + a3 X6 + Y70 arYs,
(X1, X5] =a2,Xo +ats Xy + al X + 077 BiYa,
(X3, X5] =a3sXa + ads X + a$s X6 + X2t 7Y,

(X1,Y)]  =B%Xp + 0% Xy + b6, X, 1<i<n-—T1,
[Xs,Yi] =02, + b Xy + 08, X, 1<i<n—71,
[Xs5,Yi]  =b%Xs + b Xy + b8, X, 1<i<n-1,

| Y5, Y]] =c5; Xy + ¢ Xq + ¢ X, 1<i<j<n-—T.

Puesto que se verifica, ademds, que dim(C!(g)) = 3 + r, siempre que n > 10, siendo

Q] Oa...0p-7

g Bi Ba...Bn-r
Y1 Y2.. V-7

r

se pueden considerar cuatro casos, segin los distintos valores de r:

r

6<=>r =3
Sie=pr =2
dim(C*(g)) = <
de—r =1
| 3<=r=0

Los casos dim(g) = 7, 8,9, se estudiardn aparte.

e Caso 1: dim(C'(g)) =6

Por simetria, se puede suponer que

Q1 Qg...0pn_7 a1 O9 Q3
r=r1g| B fo..Onr | =18 B B2 B | = 3
Y1 V2. Yn-7 Y Y2 Vs
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Entonces, el cambio de base dado por

[ X!=X,, 0<4<6,
n—-7
}/1’:0,%3)(2 -+ a‘f3X4 + G/?3X6 + Z OékY;c,
=
¢ Y3=a2 X5 + ats Xa + a5 X6+ > BeYa,
net
Yi=a3sXo + a33Xs + afs Xo + ) WYk,
k=1
| Y=Y 4<j<n-T.

permite suponer

e Caso 2: dim(C'(g)) =5

En este caso r = 2 y, por simetria, podemos suponer que

a1 Qg ... Qp_7
Bi fo... P gl O )
r=r1g 1 P2 Pp7 | =
i B b
Yo Y2 - Yo7
Por ser r = 2, se debe verificar que

Yo =A o +p Py, 1<k<n-7

con lo que se puede hacer el cambio de base definido mediante

4

X3=X3 — puXj,
AILZX4 - /'LX27
Xé:X5 + )\Xl,
< Xé:Xﬁ + /\XQ,

n—7

=

k=1

| Y] =Y 3<j<n-".
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que permite suponer

e Caso 3: dim(Cl(g)) =4

En este caso r = 1 y, por simetria, podemos suponer que

Q1 O9 ... 0p_7
r=1g| By B Bor |=18( 01 )
M Y2 oo Va7

Por ser r = 1, se debe verificar que

=\-
br=A - ou } 1<k<n-—7
Ve=H -« Ok

y el cambio de base dado por

r

X=X, 0<i<4,
Xé):Xg, — )\Xg + ,U'Xl,
X!=X5 — A\X4 + Xz,

n—"7
}/1’ :a%:;XQ + a‘f3X4 + a?3X5 + Z OékYk,
k=1
| Y=Y, 2<j<n-T.

permite suponer

e Caso 4: dim(Cl(g)) =3

Se tiene la siguiente familia

,

[

[Xl, Xg] :a%3X2 + a‘f3X4 + a?3X6,

[Xl, X5] :astg + a%5X4 + a(f5X6,

(X3, Xs]  =a35Xa + a35 Xy + af5 X,

[Xs,Yi] =03Xo+biXs+08Xe, 1<i<n—T1,
V,Y;] =Xo+c;Xe+cXe, 1Zi<j<n-T
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Se acaba de probar que toda algebra de Lie de invariante de Goze (2,2,2,1,...,1) es
isomorfa a una cuya ley es una de la siguiente familia

,

[Xo, Xoi1]=Xa, 1<1<3,
(X1, X3] =a?; X5 + al3 Xy + a8, X6 + aYy,
(X1, X5] =a%., X, + a}, X4 + a8, X + 8Ya,
[ X3, X5] =a2X; + at X4 + a5 X6 + Y3,

[X1,Y:]  =b%X, + b X, + b6, X, 1<i<n-T1,
[X5,Y;]  =b%X, + b3, Xy + b8, X, 1<i<n-T,
[X5,Y:]  =b% X+ b8, Xy + b8, X, 1<i<n-—T,

| YY) =cXs + Xy + ¢ X, 1<i<j<n-T.

donde (o, 8,7v) € {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),(0,0,0)} con las siguientes restricciones

respecto a los parametros

2 ood o6
aafs = aaj; = aays =0
2 _ B4 — Ba8 —
Bats = Bays = Bags =0

2 _ 4 6 _
Yazs = Yaz; = Yyags = 0.

verificandose que

(6 si (a,8,7)=(1,1,1)
. 5 si (a,6,7)=(1,1,0)
d =
A= (s = 10,0
\3 si (a,8,7)=(0,0,0)

Se obtienen a continuacién algunas restricciones adicionales para los pardmetros

e Se efectiian en primer lugar algunos cambios de base sencillos.

* El cambio de base dado por X = X+ X1, sélo es cambio de base adaptada
si [X§, Xi] = [X§, X§] = 0, lo que equivale a que hay que exigir que

{ a[X1, V1] =0,
ﬂ[Xl,Yé] =0.
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% Anslogamente, a partir del cambio de base dado por X; = Xy + X3, se

sigue que
{ a[Xs, Yi] =0,
v[Xs,Y3] =0.
. P :6 [X57 1/2] =0,
% El cambio de base dado por X; = Xy + X5 —
Y {X57 YE3] = 0.

x El cambio de base dado por X} = Xo+X;+X3 = [ [X35, Y] + v [X1,Y3] =0
* El cambio de base dado por X; = Xo+X1+X5s = a[Xs, Y1) — 7 [X1,Y3] =0
% El cambio de base andlogo con X} = X, + X3 + X5, no aporta ninguna

restriccién nueva.

e Se impone que se verifiquen las restantes condiciones de Jacobi (En lo sucesivo
se va a denotar por J(X,Y,Z) a la identidad de Jacobi aplicada a los vectores
X, Y, Z).

* J(X1, X5, X5) 1 [ X1, [Xs, Xs]] = [[X1, X3], Xs] + [X3, [X7, Xs]]

y, por tanto, debe verificarse que

V[Xlan] = —u [X57}/1] + /B[X3)Y2]

Ahora bien, como v[Xy,Ys] = —8[X3,Y2] ¥y a[X5, Y1] = v[X1,Y3], se
verificara que

a[Xs, Y] =0,

B1X3,Ys] =0,

v[X1,Y3] = 0.

* J(X1,X3,Y), 1<i<n—7: [X,[X3 Y]] = [[X1, X5], Yi] + [ X3, [X3, Yi]
y, por tanto, se tiene que «[Y¥1,Y;] =0, 1 <i<n—-7.

*x J(X3,X5,7), 1<i<n-7T=v[Y3,Y]=0,1<i<n-T1.
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En consecuencia, se han obtenido las siguientes restricciones:

[ @ [X1, V3] = a[Xs, V3] = a[Xs, V3] = 0,
ﬂ[Xl,Yz] :ﬂ[Xs,Yﬂ :ﬂ[Xs,Yz] =0,
v [ X1, Ys] = v [ X3, Ys] = v [X5, ¥5] = 0,
| oV, Y] = B[Ye, Y] =7[¥3, Y] =0, 1<i<n-T.

e Se impone, a continuacién, que se mantenga el invariante de Goze de las 4lgebras
consideradas. Esto da lugar a nuevas restricciones. Puesto que en el caso
(o, B,77) = (0,0,0) se verifica que rg(Ad(AXo+Z)) = 3, VZ € g, las condiciones
que se imponen a continuacién sélo aportan restricciones en los casos en que

a # 0. Se supondrd, por tanto, a continuacién que o # 0.

* I'g(Ad(AXO + Xl)) =3:

(0 00 0o o0 0 00 ]

0 00 O 0 0 00

-1 A0 a3 0 a}y O

0o 00 0 0 0 0[O0

0 0 0 A+aly 0 % 0|4

Ad(AXs 4 X,) o 00 0 0 0 0[O0
TV T 0 000 % 0 A+adf 0|0
0 00 a« 0 0 0[O0

o 00 0 0 A 0|0

0o 00 0 0 0 0[O0
000 0 0 0 0[O0 |

Se debe verificar que

A af:,, a%5 b%j
4 4 4 4 _
0 A+ai, ajs bi; _ 0 = abi; =0, l<j<n—T7
0 af3 A+afy b abfals =0.
0 0" 0 0
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A ad ais b%j
0 A 4 4 b4‘ b6. —
—}—6a13 6L156 (15] —0 — {/B 1<j<n-—T.
0 a;3;  A+ajy by Bbi;asy = 0,
0 0 B 0

Por consiguiente, se tienen las siguientes restricciones

(5 =0,
5. 0,
a15 1<j<n-7
B8, = 0
ﬂb CL13—0
[0 0O 000 0 0|0
0 o 000 0 0[]0
0 A—a}; 0 0 0 a3; 0|03
0 0o 000 0 0f0
-1 —ady 0 A0 af 0|b5
Ad(AX, + %) 0 o 000 0 0[O0
PTET 00 a8 0 0 0 A+dl 08
0 -« 000 0 0|0
0 0o 000 0 0/0
0 0o 000 y 0[O0
| 0 0 000 0 0|0 ]

Se debe verificar que

A—a? 0 azs bgj
—aly Al Wy { ab?; =0,
—afy 0 A+als 03

—Q 0 0 0
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0 a3s bgj
4 4 6 _
A e by =0 g
0 A+afy b, vb3;a35 = 0.
0 0 0

Se tienen, pues, las siguientes restricciones

* rg(Ad(AXy + X5))

Ad(AX, + X5) =

Se debe verificar que

2

4
—a15

6
—0i5

—p

2
—asz;

4
6
—0agzs
0

(82, =0,
6 2 _
b3j“35—0, 1<ji<n—T.
b5 =0,
’Yb a13—0
—4
[ 0 0O 0 0 00 0[0]
0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0]0
0 —af 0 A—al 0 0 0|b
0 0 0 0 0 0 00
-1 —af 0 —afy 0 A 05
0 0 0 0 0 0 0[O0
O -8 0 0 00 0|0
0 0 0 — 00 0|0
0 0 0 0 00 0[O0 |
0 b, bz, =0,
% 1=0 =>{ﬂ 1<j<n-T.
A bgj 555]‘135
0 0




*x 1g(Ad(AXo + BX1 + X3) =3, VB # 0
Ad(AXy + BX; + X3) =
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A—adly —a3; 0 b
—at. A — gt e b =
s o 05 :0:{72’40’ 1<j<n-T.
—a3s —a3; A b5j 7b5ja15 =0,
0 —y 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 0 0
-B A-a? 0 Ba?, 0 Badly+a}; 0| Bb;
0 0 0 0 0 0 0 0
-1 —a% 0 A+Ba}; 0 Baj;+a3; O bs;
0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 % 0 BaS, 0 A+Bal+af 0|Bb;+ b,
0 -a 0 aB 0 0 0 0
0 0 0 0 0 Bg 0 0
0 0 0 0 0 y 0 0
0o 0o 0o 0o 0 0 o 0
Se debe verificar que
A—a}y;  Bais Bais + a3y Bb;
—at, A+ Ba),  Bdi +ab bs;
Qi3 a3 (15 T U3s 3j —0 —
—ab, Ba$, A+ Bab; + a4 Bb?j + bgj
- Ba 0 0
A—a?, AB  Bal +ad3; Bb};
—a;3 A Bajs + a3 b3 _
—aby 0 A+ Bay+al; B, + b
- 0 0 0
B Bal +d Bb,
=0A| 1  Bal+ajs bs; =0 =

0 A+ Badl;+al; BObE; + b5;
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oA [(_320%5 + B(af; — ags) + a§5) (Bbflij + bgj) -
— (A+ Bafy + ;) (B}, — b3,))] =0
por tanto, puesto que af;b$; = a3sb3; = 0, se debe verificar que
b§j - b%j =0,
(b?j(a§5 — ajy) + bgjaéllS) =0, l=sj=sn-T7
0.

(bgj (afs — a35) + bfljja%S)

También
A—ad?  Bd Ba?y + a2, Bb};

—aiy, A+ Ba? Bal, + a} b,
f153 S 13 15 ] 35 ] s 37 . =0 =
0 0 B3 0

BB| —ai; A+ Bais bs; =0 =
A —aZ;+ Bajy; 0 B(b}; — by;)

ABg —al, 1 b, =0 =

ABB [(A - a3y + Baly) (B +15;) + oSy B (b3, — b3;)] = 0
y, por ser ﬂbflij = ﬂa%b‘l‘j = 0, se tiene que verificar que
ﬂa?3b§j=0, I<j<n-—-T
ﬂa‘f3(b‘§j - b%j) =0.
Anadlogamente
—al; A Bajs+ais b2,
—a%s 0 A+ Bdb + df; Bb‘{’j + bgj
0 0 0 0
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y se tiene que verificar que

{y8,=0, 1<j<n-T

* I‘g(Ad(AXO + BX1 -+ X5) =3
Ad(AX() + BX; + X5) =

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
B A—a% 0 Ba—al 0 DBal O|BW+,
0 0 0 0 0 0 0 0
0 —a} 0 A+Ba};—aj; 0 Baj; O b,
0 0 0 0 0 0 0 0
Tl 21 —ab, 0 BaS—d 0 A+Bab 0B+ b
0 0 0 aB 0 0 0 0
0 —p 0 0 0 Bp 0 0
60 0 0 —y I
0 0 o0 0 o o o 0
Se debe verificar que
A —ais Ba?, Bb%j + bgj
Ba| —aj, Baj; béj =0 =
—a8s A+ Badb; Bb‘lij + bgj
A+ Ba$s—al; 0 —B%+ B(b}; — b%;) + b,
ABa —ats 0 b, =0 =

ABa [(A - a%; + Bay) b, + ai; (— B, + B(b3; — 08;) + )] =0
y, por ser ajsh$; = 0, se tiene que verificar que

aa‘ﬁbgj =0, => q aj;bf; =0, 1<j<n-"1.

aa‘ff)(bgj - b%j) =0. a%s(bgj - b%j) =0.
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Anélogamente
A—a3  Bdk Bb%j + bZ;

Avaly (—B?bS; + B(b}; — b)) +b%;) = 0

6 _ ~od p2 4 (16 2y —
y, por ser ybY; = ~yajsb; = 0, ais(bs; — by;) = 0, no aparecen nuevas

restricciones.

También
—aly A+ Baj; — a3 Baj, 0 0 —
—ab; Ba; — a$; A + BaSs Bb?j + bgj
-0 0 Bg 0

-0 0 0 0

BA[(A+ Baly — ags) (=B, + B(b3; — b5;) + b%;)] = 0
por tanto, puesto que ﬂb‘fj = ﬁbgj = 0, se debe verificar que

{ﬂ(bgj—b%j)zoy 1<j<n-T.

* I'g(Ad(AXO + BX3 + X5) = 3.
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Ad(AXy + BXs + X5) =
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 A—Ba?y—a} 0 —a3% 0 Ba}; O bE;
0 0 0 0 0 0 0 0
-B  —Bad4—a'y, 0 A—aly 0 Baj, 0| By
0 0 0 0 0 0 0 0
“| -1 —Baf%—aS, 0 —af O A+ Bal 0|Bb;+0b;
0 —Ba 0 0 0 0 0
0 —f 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -y 0 By 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |
Se debe verificar que
—als Ba3; bgj
Ba| A—a},  Bai Bbs; =0 =
—aSy A+ Bas Bbgj + bgj
—ai 0 bE;
ABo| A—aj; B Bbéj =0 =

—afy 1 BU,+b

ABo [(A + Bag; — ags) b2, + ass ("Bngj + B(b3; — bgg))] =0

2

216 _ 4 _ : :
Y, por ser agsby; = 0, b3; = by, se tiene que verificar que

b, =0, b2. =0,
O T B IR EFEL S
0‘“35(b5j - blj) =0. CL35(bsj - blj) =0.
Andlogamente
—a3s Baz, 0
B| A—aj  Bais Bb3; =0 =
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Apads (—BbS; + B(bg; — b5;)) = 0

2 16 _ 2 (16 4y _ ‘o]
¥, por ser az;bs; = azs(bg; — b3;) = 0, no aparecen nuevas restricciones.

También
2 2 2
A — Bajs —ajs —az;
4 4 4
—Baj; —ajy; A -—az
6 6 6
B3 — A7y —035
0 -

2 2
A — Bayz — a5

6 6
—Baj; — ajs
0

2
Bag;

4
Bag,

A+ Ba$; BUbS; + b,

2
—a3;

6
—ass

-

By

0

—Ba}; —aly A-—ai AB
A B, + 1

0

0

0

0
BbY,

0

yA [(A - Baly — af;) (B, — B(bs; — 55;))] =0

por tanto, puesto que 7bgj = 0, se debe verificar que

{ ’Y(bgj - b%j) =0,

* I'g(Ad(AXO + X1 + X3 + X5) = 3.

1<53<n-"1.
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Ad(AXo + X1+ X3 + X5) =
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
-1 A- G%3 - a,%s 0 a%s - a§5 0 a%5 + a§5 0 b%j
0 0 0 0 0 0 0 0
-1 —aly—als 0 A+aly—af; 0  ais+az 0 bgj
0 0 0 0 0 0 0 0
—o 0 0 0 0 0
-0 0 0 0 J5} 0 0
0 0 —y 0 y 0 0
|0 0 0 0 0 0 0 0
Se debe verificar que
A—a2;—a}y  aly — a3 als + a3s b3,
dh —adh A+at — gt @t + gl bt
(153 (155 6 13 6“35 15 ) 35 . ) zg = 0 =
—ar3 — G5 a3 — a3y A+afs+ags by + b5+ bs;
- o 0 0
A- a%3 - a%s A-— a%s - ags a%5 + a§5 b%j
_a%s - a%s A- a%s - a§5 a%s + a§5 bgj _
—a$; — als —ab; —aSs  A+als+afs Y 5+ b;
- o 0 0
aA| A—ajs—a3 1 bs; =
A—aby—afs 1 b‘fj + bgj + bgj
A—aly — a3 1 bfj
als — ajs + a3s — agzs 0 0 =0

2 6 2 6
ajs — G15 + G35 — A3

0 b8, — b2, +b5; + b,
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y, por lo tanto, se tiene que
2 4 2 4 6 2 6 6
entonces, teniendo en cuenta que af;b$; = a3;b3; = ais(b§; — b3;) = 0, se

obtiene que
o(a3s — a%s)(bg]’ - b%j) =0 = (a3 — a%E))(bgj - b%j) =0, 1<j<n-T.

* 1g(Ad(AXo+ X, +Y)) =3, 1<i<n-—T:

Ad(AXo + X, +Y) =

0 0 0 0 0 0 0o 0 ]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 A+aj;—b% 0 als 0| =cj
0 0 0 0 0 0 0 0
0 =08 0 aS—05 0 A+als—08 0]88; )
0 0 0 oY 0 0 0 0
0 0 0 0 0 B 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0 |
y, por tanto, se debe verificar que
A— b a’s bfj + cfj
o' 0 als tc, |=0 =
—b5,  A+afy—bg 0Y; Ec
@y ’ = “ ’ 1<i<j<n-—7
aajscy; = 0. agscy; =
También
A b ais b, £ ¢
BA| 0  A+al,—0b3 0 =0 =

6 6 6 6 6
—by; ajz — by blj + Cij
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B =0,1<i<j<n-7
teniendo en cuenta que ﬂb?j =0.

Ad(AXo + X3+ Y;) =
[0 0 0 0 0 0 o 0 ]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 A-a% -0, 0 0 0 a3s 0| =+c
0 0 0 0 0 0 0 0
-1 —at, 0 A-b5 0 ajs 0| b3
0 0 0 0 0 0 0 0
0 —afy—bf 0 —bf 0 A+afs—05 0|05+
0 - 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 y o| o
0 0 0 0 0 0 0 0
y-, por tanto, se debe verificar que ]
0 azs j:c?j
al A- b ass bs; =0 =

2 2
c;: =0 c;: =0,
{a” ’ =>{ Y 1<i<j<n-=T

2 6 _ 2 6 _
aazsc; =0 as5C; =0
También
2 2
4 4 4 —

VA — O3 A — by bs; =0 =

6 6 6 6 6

—aj3 — by; —bs; b3j + Cij

v =0,1<i<j<n—7

teniendo en cuenta que yb; = 0.
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* 1g(Ad(AXo+ X5+ Y;)) =3, 1 <i<n-T.

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A—a2—b% 0 —aZs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 —ats 0 A—aj—bi 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

-1 —af -0} 0 —a5—0% 0 A-0f 0%+

0 0 0 0 0 0 0 0
-p 0 0 0 0 0 0

0 0 0 —y 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 |

No anade restricciones.

* 1g(Ad(AXo+ X1+ X3+ Y:))=3,1<i<n-T.

Andlogamente se obtiene que

4 2.6 4 2 \.6 o
a(a35—a15)cij=O=> (a35—a15)cij:0, 1<i<ji<n-T.

Nota: En el caso dim(C'(g)) = 3 y dim Z(g) = n — 4, es decir, cuando dim(C*(g))
es minima y dim(Z(g)) es méxima, se obtiene

(

[Xo, Xoi—1]=X2i, 1<1<3,
(X1, X3] =a?;Xo + aly Xy + a3 X,
[Xl, Xs] =CL%5X2 + a%5X4 + Q?E’Xﬁ,

L [X?n X5] :U,§5X2 + a§5X4 =+ angﬁ.

De entre estas se puede considerar aquella que se obtiene al considerar todos los

parametros nulos, que denominamos algebra de Lie metabeliana modelo para el
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caso p = 3 que es, en cierto modo, la méas sencilla de la familia y cuya ley respecto

de una base adaptada viene dada por
92,3 : { [XO,X%—;]:X%, 1<:1<3,

Cualquier otra &lgebra de Lie de invariante de Goze (2,2,2,1,...,1) puede obtenerse

mediante deformaciones de ésta.

1.3 Clasificacién en los casos dim(C'(g)) > 3.

Se va a obtener la clasificacién de las dlgebras de Lie metabelianas de invariante de

Goze (2,2,2,1,...,1), en los casos en que la dimensién de la derivada es 4, 5 6 6,

restando el caso de dimensién 3.

1.3.1 Ejemplos.

Designaremos por

ghs 1<i<6

oy, 1<i< |8 g 1<i< |5
g% 1<i< |52 o, 1<i< |55
o5 1<i< |55 anh 1<i< |m5

a las 4lgebras de Lie de dimensién n > 10 tales que, respecto de una cierta base

adaptada {Xo, Xi,..., X¢, Y1,...,Yn_7}, sus leyes se expresan mediante

r [Xo, Xoi—1]=X0;, 1 <0< 3, '
(X0, Xoi-1]=X2i, 1<4<3,
TR R, w250 % (X1, Xs] =Yi
n,3 ° n,3 - 1, X3 =Y7,
(X1, X5] =Y,
[XlaXE)] :}/2
L [X37X5] :1/3,
[ [Xo, Xoi1]=Xa;, 1<i<3,
o Yot (X0, Xoi—1]=Xa, 15153,
iy {0 T pn [X1,Xs]  =Y)
3 n,3 1, X3] =7,
" [X17X5] :}/27
[XlaXS] :X2.
\ [X3’X5] :XQ-
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[Xo, Xoim1]=Xo;, 1<4<3, [Xo, Xoia]=Xoi, 15023,
phat § X1, Xs] =Y, Wy (X1, X5] =Y,
(X1, Xs] =X.. (X1, Xs5] =X,
(X3, Xs5] =Xo
[ [Xo, Xoi—1]=Xai, 1<7<3,
/'1’711,21 : J (X1, X3] =Y, 0<r< VT_SJ
| [Yor, Yort1]=X6, 1<k <
' [Xo, Xoi—1]=X5;, 1<1<3,
s L Xl =1, 0<r< |25
, [X57Yn—7] =X,
| [Yok, Yop1]=Xs, 1<Kk <,
' [Xo, Xoi1]=Xa, 1<0<3,
TSI X0, Xs] =0, 0<r< |25
(X1, Ynr] =X,
| [Yor, Yorq1]=Xe, 1< k<
r [Xo, Xoi_1]=X9;, 1<1¢<3,
(X1, X5] =Y,
/Li’,?, L [X1, Ynor] =X, 0<r< [H_TMJ
[X3’Yn—8] =X,
| Yok, Yors1]=X6, 1<k <
' [Xo, Xoi1]=X9, 1<1<3,
(X1, X3] =N,
bty 3 (X1, Yog] =X, 0<r< |52
[X57Yn—8] =X,
| Yok, Yopp1]=Xe, 1<k <
[ [Xo, Xoim1]=Xa;, 1<i<3,
(X1, X5] =Y,
a X0, Your] =Xe, 0<r< |24
’ [X37Yn—8] =X,
[Xs, Yao] =X,
L [Yor, Yopt1]=Xs, 1<k <.
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Es evidente que todas las dlgebras definidas por las leyes anteriores son nilpotentes,
tienen invariante de Goze (2,2,2,1,...,1) y verifican dimC'(g) > 3. Ademss, hay
exactamente 3n — 18. En efecto, renombramos las leyes de las dlgebras de modo que

aparezcan enumeradas en el orden natural

Bngs s s
0.5 | on, 0<r< |28 ol T
gig gi;["—;sjw, 0<r< ["_;_9J gi';I.HT_S_‘, gt = s
85 | G5 0<r<|22| gk -, gl T
Gﬁ’,g Z;L%QJHH, 0<r< |.”_—219J g:;L"T_QJH, L gz:§1+n—10 _ 9273—9
g3 | g, 0<r< |ngit]| gt ., gyt
92’3 gf:g—ﬂ-l_n_TmJ +7"’ 0<r< [n—211J 97217’13—7+|_P_2_MJ, . g?:’zg—?%-n—ll — 92?3_13

Nota: A pesar de todo, no se abandonar4 definitivamente la notacién inicial, sino que

se usardn convenientemente ambas notaciones.

Proposicién 1.3 Las 3n — 18 dlgebras de Lie nilpotentes complejas de dimension
n > 10, definidas en el pdrrafo anterior, con invariante de Goze (2,2,2,1,...,1) y

dim C(g) > 3, son no isomorfas dos a dos.
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Demostracién.  Se va a probar que estas dlgebras son no isomorfas dos a dos, vien-
do que dos cualesquiera de ellas, difieren en la dimensién de alguno de los invariantes

siguientes:

C'(g) =g, 9|
Z(g)={Xeg/[X,2]=0,V Zeg}
{0/ d*6 = 0}

Der(g)

En primer lugar se verifica que

9;,3 9%,3 9n3 | Bn3 | 9ngs 92,3 9;3 92,3,8§i§3n-—18

)

dmc'(g)| 6 | 5 | 5 | 4 | 4 | 4 | 4 4
dim Z(g) In—4|n—4|n—4|n—4|n—-4|n—4|n—-4 <n-—4

y, por tanto, basta probar que las algebras gfw y 92’3 son no isomorfas entre si, que
las dlgebras gf, 5, 4 < ¢ < 7, son no isomorfas entre si y que las dlgebras gf, 5, 8 <14 <
3n — 18, son no isomorfas entre si.

Se va a probar en primer lugar que g7 ; y g3 3, son no isomorfas entre si.

En efecto, si para ambas dlgebras, se designan mediante dw;, 0 <7 < 6ydo;, 1 <1<
n—7, las formas diferenciales asociadas a los vectores X;, 0 <1< 6eY;, 1 <t < n-7,

respectivamente, se verifica que

dwy =dw; =dws =dws =0, do; =0, 2<:<n—-7

Ademas

On,3 Gn3

dw, = wy A wy dws = wo A wy + w3 A ws
dwy = wo A w3 dws = wo A w3

dwg = wo A ws dwg = wg A ws

day = wy A ws dag = wy A ws

das = w1 A ws day = wy A ws
dim{f / d?60 =0} =n|dim{f /A0 =0} =n -1

Por tanto g, 3 ¥ g5 5 son no isomorfas entre si.
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A continuacién se va a probar que gfm, 4 < 1 < 7 son no isomorfas entre si.

Para todas ellas es claro que las correspondientes formas diferenciales son tales que

dw():dwlsz)3:d’lU5:0; dai=0, 2§z§n—7 Ademas

4
gn,3

5
gn,3

deZ’LUQ/\’U)1+’U)1/\w5
dws = wy A ws
dwf;:’w()/\’wg,

da1 = wi N\ w;

dwe = wo A wn
d’w4:’LU0/\’LU3+’LU1/\’LU5
dwﬁ-——wo/\wg,

dO!l = w1 N\ Ws

d?ws =0
d?ws =0
d?wg =0
d%?0; =0

d?ws =0
2w, = —2we A wy A wz A ws
d?wg =0
d?a; =0

dim{# / d?0 =0} =n

dim{f / d?0 =0} =n—1

6
gn,3

7
gn,S

de = Wop A Ws

da1 = w; N\ ws

dU)Q‘:’lU()/\’U)1+UI3/\w5

dw4=w0/\w3+w1/\w5

dw2 = Wo N wq
dws = wy A ws
dw6 = wp N\ ws

da1 = wi; N\ ws

d2w4 = 2’LUO AN wip A ws A ws d2’U)2 =0

d2w4 = —2’(1)0 AT AN W3 N Ws d2w4 =0
d2w6 =0 d2w6 =0
d2a1 =0 d2a1 =0

dim{f / d?§ =0} =n-2 |dim{f /d*0=0}=n

Por tanto 92,3 y 92’3, son no isomorfas entre si, ni tampoco son isomorfas a gfw y

gf 3. Por dltimo, g7, 5 ¥ g7 5 son no isomorfas entre sf, pues

dim(Der(gy, 3)) = n* — 8n + 24,

dim(Der (g, 5)) = n* — 8n + 29

como se prueba en el capitulo 2. (seccién 2.3.2)
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Por tltimo, se va a probar que gﬁhg, 8 <4 < 3n— 18 son no isomorfas entre si. En

efecto, la dimensién del centro de cada algebra viene expresada en la siguiente tabla

1,r 2,r 3,r 4,r 5r 6,r
gn,3 gn,3 gn,3 gn,3 gn,3 gn,3

ocr<|g?] | osrs(np?] | osr<|®pf) | osrs[5] | ocr<|nsR) | osrg| 5t

dimZ(g) [ n—2r—4|n—-2r-5|n—-2r-=5|n—-2r—4 | n—2r—4 | n—-2r—-7

de donde sigue que las dlgebras de las familias g}l’,’é, gf;g, gi;g, son no isomorfas a las

dlgebras de las familias gi’,g, gi’,g, g%, por la paridad de la dimensién del centro.
Se designard porr;, 1<i<6a

n—3§8 n—9 n — 10 n—11

e 5] e (25 e [252, e 251

Se va a probar a continuacién que para dimensiones del centro coincidentes, las dlge-

41 3 4 3 3 ) 4 3»
bras g,’3, son no isomorfas a las 4lgebras g;g ni a las gi,’;, y las élgebras g,3, son no

isomorfas a las dlgebras gig ni a las g%. En efecto, si dy = dim{f / d*(#) = 0}, se

sigue que
Z(g) da d3 dy ds | - | dry |dris1|drit2|driss
92,3 n—=~6 n—1 n
92,3 n—_8 n—1n—1| n
6471
g3 |n—2r1—-2n-1|n-1|n—-1|n—-1| ... [n=1| n
g:lf{l n—2rn—-4\n—-1|n—-1|n—=1|n—=-1| ... in—-1|n—-1| n
gni* n—-6 |n—1|n-1| n
gntet? n—8 n—1|n—1|\n—-1| n
9373_10 n—2r1—-2|n—-1|n=1|n-1|n-1! ... |n=1|n—-1{ n
93173_9 n—2ri—4|\n—-1{n—-1|n—-1|{n-1] ... in—1|{n=1|n—-1] n
gy ® n—6 n—1| n
93,73—7 n—38 n—1|n—-1| n
g tin —2r  —2|n—1|ln—1|{n—1{n—-1| ... |n=1| n
gi73—8+r5n—2r1—4 n—1ln—-1|n—-1|n=1| ... [n—=1|n—-1| n
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(donde se ha tenido en cuenta que r4 =15 = 11 — 1).

Falta probar que g..* es no isomorfa a g2 #%~1 = g2~ paracadak: 1 <k <y,
pero para ello basta comprobar que no coinciden las dimensiones de sus espacios de
derivaciones, como se prueba en el capitulo 2 (seccién 2.3.3).

De la misma forma

Z(g) d2 d3 d4 d5 d’l"2 d?‘z—l—l dr2+2 dT2+3
gt n—>5 n
gt n—7 |[n—-1| n
grs? n—2rp-3|n—-1|ln—1|n—1{n—-1{...n-1| n
g3t [n—2r,—5n—1n—1ln—1jn—1|...n—1|n=-1] n
On3 n—2>5 n—1| n
ang' n—"7 n—1|n—-1| n
gZE”_l n—2rs—3|n—-1ln—1|n-1|n-1|.../n—-1|{n—-1| n
gng® |n—2r,—5|n—1|n—-1{n—-1|n—-1|...\n=1|n—-1|n—-1] n
97217}3_7”5 n—7 n—1ln—1| n
9273—6“5 n—9 n—1|n—-1|n—-1| n
9273_19 n—2ro—3n—1in—-1|\n—-1{n—-1|...|n—1|n—-1| n
g In—2r,—5n—1{n—1|ln—1\n—1|.../n=1|n—-1|n=-1] n

(donde se ha tenido en cuenta que rg = 2 — 1).

Falta probar que gz,"gk es no isomorfa a gi’j{“’””’“, paracada k: 1 < k <y, pero

esto es cierto por no coincidir las dimensiones de sus espacios de derivaciones como
se prueba en el capitulo 2 (seccién 2.3.3).
O

Se va a probar a continuacién que éstas son todas las dlgebras de Lie de sucesion

caracteristica (2,2,2,1,...,1) y dimensién de la derivada mayor que 3. Para hacer
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mas asequible el seguimiento de la demostracién se van a encontrar las que proceden

de cada dimensién de la derivada 6, 5 6 4, por medio de proposiciones independientes.

1.3.2 Clasificacién en el caso dim(C!(g)) = 6

Proposiciéon 1.4 Cualquier dlgebra de Lie g nilpotente compleja de dimension n >
10, con invariante de Goze (2,2,2,1 "% 1) y con dim(C!(g)) = 6 es isomorfa al

dlgebra gy, 5.

Demostracién. En este caso a = = v = 1y, por tanto, €l teorema 1.2 determina

la siguiente familia de leyes

¢

[Xo, Xoi1]=Xa;, 1<i<3,

[X17X3] :}/1)
[XlaXS] :Y'27
4 [X37X5] :YE’))

[Xb}/}] :ij27 4S] S’I’L'—'?,
[X37 Y] :ij47 4 S .7 S n— 7,
[X5,Y'] :ijg, 4 S] S n—7.

\
sin restricciones respecto a los pardmetros.

Efectuando el cambio de base:

X=X, 0<i<86,
¥/=Y;, 1<j<3,

se puede suponer b; =0, 4 < 7 <n — 7, de donde se tiene el resultado. a

1.8.3 Clasificacién en el caso dim(C!(g)) =5

Proposiciéon 1.5 Cualquier dlgebra de Lie g nilpotente compleja de dimension n >
10, con invariante de Goze (2,2,2,1 "=9,1) y con dim(C'(g)) = 5 es isomorfa a

alguna de las dlgebras g 5 6 g 5.
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Demostracién. En este caso o = 8 = 1, v = 0 y, por tanto, el teorema 1.2

determina la siguiente familia

[Xo, Xoi—1]=Xai, 1<i<3,

(X1, X3] =N,

(X1, X5] =Y,

(X3, X5] =a2X2 + as Xy + aeXs,

XY =bXs, 3<j<n—T,

[(X3,Y;]  =bj Xy, 3<j<n-1,
X, =b X, 3<j<n—7

sin restricciones respecto a los pardmetros.
Se puede suponer a4 = ag = 0, b; =0, 3 < j < n — 7 haciendo, en caso contrario, el

cambio de base

X=X, 0<i<2,
X3=X3 — asXo,
X=Xy,
) Xi=Xs + a4 Xo,
X=X,
Y] =Y1 + as Xo,
Yy =Y5 — a4 Xo,
| Y=Y +bXo, 3<j<n-T

obteniéndose la siguiente familia de algebras

,

[Xo, Xoi—1]=X2;, 1<0<3,
[X1,X3] =Y,

(X1, Xs] =Y5,

\ (X3, X5] =aXs.

sin restricciones respecto a los pardmetros, que determina, segin sea ¢ = 0 6 a # 0,

a g23 6 g5 3, respectivamente. O
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1.3.4 Clasificacién en el caso dim(C!(g)) = 4

Proposicion 1.6 Cualquier dlgebra de Lie g nilpotente compleja de dimension n >
11, con invariante de Goze (2,2,2,17"°9,1) y con dim(C'(g)) = 4 es isomorfa a una
de las dlgebras cuyas leyes respecto de una base adaptada {Xo, X1,..., X¢, Y1,..., Yo7},

vienen dadas por

4 5 6
Gn,37 gn,37 gn,3

258], onn, 0<r< <
[252], aih o<, el 0srs [

Demostraciéon. En este caso a =1, § =+ =0y, por el teorema 1.2, se tiene la

siguiente familia

’

[Xo, Xoi—1]=X, 1<i1<3,
[X1, X3] =Yy,

[X1, X5]  =ais X5 + ais Xy + afs X,

[ X3, X5] =a2. X + a3, X4 + a5 X,

[X1,Y;]  =b7,;Xs + b; X, 2<j<n-—T,
[Xs,Y;] =03, X4 + b3, Xe, 2<j<n—T,
[X5,Y;] =3, X, 2<j<n-T,
Y, Y]] =¢;; X, 2<i<j<n-"T.

\

con las restricciones

4

afsbf; = a3;b3; = 0, 2<j<n-—-7
b%;(azs — a3s) + b§;als = O, 2<7j<n-T,
b3;(a35 — als) — §;a35 = 0, 2<j<n-T,

9 alS(bgj - b%j) = a35(bgj - b%j) =0, 2<j<n-T,
(a5 — afs)(bg; — b3,) =0, 2<j<n-T,
atscij = ajsci; = 0, 2<i1<j<n—T,
(a35 — ais)ci; = 0, 2<i<j<n-T
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Se puede suponer af; = a3; =0, b7, =0, 2 < j < n — 7, mediante el cambio de base

dado por

(

X=X, — a8, X,
X5=Xs,
Xi=X3 — a$s X,
X=Xy,

Y! =Y; + 02, Xo,

\

obteniéndose la siguiente familia de algebras

4

con las restricciones:

,

(Xo, Xai—1]=Xo,
(X1, X3] =,
(X1, X5] =a1Xp + ax Xy,
) [X3,X5] =a3Xs + as Xy,
[X1,Y;]  =b1; X6,
[X3,Y;]  =bs3; X,
(X5,Y;]  =bs5;Xs,
| [V Y] =i X,

agb1j = asbs; = 0,

bij(as —a1) + bsjas = 0,
bs;(as — a1) — bijas =0,
agbs; = asbs; = 0,

bsj(as —a1) =0,

azci; = 03¢5 = 0,

\ Cij(a4 - al) =0,

Y] =Y1 + 35 X5 - afs X,

2<ji<n-—-"7
1<4<3,

2S = —
2_ = —
2<i<j<n—-7
2<4i<n—-"7
2<53<n—-1,
2<j<n—1,
2<ji<n—-1,
2<j<n-1,

2<i<ji<n="79
2<i<j<n-T.

Se pueden considerar, ahora, dos casos no isomorfos

1.-Y,€ Z(g), 2<i<n—7 = dimZ(g) =n — 4,
2-3ke{2,--,n-7}/ Y ¢ Z(g), = dimZ(g) <n -4
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Caso 1: dim Z(g) =n — 4.

En este caso Z(g) =< Xy, X4, X¢,Y1,...,Y,_7 >y, por tanto, se debe verificar que
bij =03 =b55 =0, 2<7<n—-7,¢;=0,2<1i<j<n-—7 obteniéndose la

familia

' [Xo, Xoi—1]=Xai, 1< <3,
[X1,X3] =Y,

(X1, X5] =a:X5 + ax Xy,

\ (X3, X5] =a3Xs + as Xy

sin restricciones respecto a los parametros.

Caso 1.1:(as, a3) = (0,0)

Se puede suponer a4 = 0, mediante el cambio de base dado por X; = X5 + a4 X,

obteniéndose:

[Xo, Xoi1]=X0, 1<i<3,
[X17X3] :}/17
[Xl,X5] :an.

que determina, segin sea ¢ =0, 6a # 0 a g};’%, 6 a gi 5, respectivamente.

Caso 1.2: (as,a3) # (0,0)

Por simetria se puede suponer a, # 0 con lo que se puede suponer a; = a4 =0, a3 =1,

efectuando el siguiente cambio de base
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Xé:al _ a4X1 + a2X3,

— a
Xi:912—4X2 + a2X4,
a; + a4X
T A0

X(I;:X67
YY 20/21/1,
Y! =Y,

\ 7 3

2<j<n-"T.
obteniéndose )
[Xo, Xoi—1]=X0, 1<1<3,
(X1, X3] =Y,
(X1, Xs] =Xy,
| (X5, X5 =aXo.

que determina, segin sea a =0, 6 a # 0, a g5 5, 6 a gf 5, respectivamente.
Nota: Lo hecho hasta ahora vale también para n = 10. A partir de ahora se conside-
ra que n > 11, para garantizar que se tienen Y; suficientes para realizar los cambios

que se proponen. El caso n = 10 se estudiard aparte.

Caso 2: dim Z(g) <n —4.

En este caso
3k € {27 e, N 7} / (blka b3k, bSk‘) 7é (07 07 O)

0 bien
Jhk: 2<h<k<n—T/cy#0

En cualquiera de los casos las restricciones implican as = a3 =0, a1 = a4 = a, y se
puede suponer a = 0 sin més que efectuar el cambio de base dado por X; = X5+aXp,

obteniéndose la familia
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con los parametros no todos nulos.

Caso 2.1: (b1j7b3j) (0 0) 2 < _] <n-— 7.

’ [Xo, Xoi1]=X0;, 1<i<3,
[X1, X3] =Y,
[Xs,Y;]  =bsjXe, 2<j<n—T,
[Y;, Yj] =c;;Xs, 2<1<j<n—T.

Caso 2.1.1: b5; =0, 2<j<n—-T.

[Xo, Xoi1]=Xzi, 1<i<3,
[Xl’XLO’] :}/17
Y., Y;] =c;Xe, 2<i<j<n-—T.

con c;; no todos nulos.

Por simetria se puede suponer cy3 # 0, (intercambiando, si es preciso, Y2 con Y3, e Y3
con Yy, si 3 = 0, cpr # 0). Se puede también suponer cy3 =1y ¢o; = ¢35 =0, 4 <
j < n—17, efectuando el cambio de base dado mediante

4

X=X, 0<i<6,
Yi’:va

1
}/2’:_—_%,
Co3
YE’,’:Y.?H
Y=Y+ 2y, - Ay, 4<j<n-T.
I Ca23 Ca3
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quedando

4

[Xo, Xoi—1]=X2, 1Z1<3,
(X1, X3] =Y,
[Yo,Ys] =X,
| V.Y =eyXe, d<i<j<n-—T.

* Sic; =0, 4<i<j<n-—7Tseobtiene

[Xo, Xoi—1]=X2i, 1<10<3,
9;%’, (4 [X1, X5 =N,
Y2, Ys] =Xe.

x Sidh ke {4, --,n—"T}/ cum # 0, por simetria , se puede suponer cy5 # 0y, a
continuacién, se puede suponer cy5 = 1 y ¢4; = c5; = 0, mediante el cambio de

base dado por :

1
Y;1 _'Y:b

C45 e Cus
Y=Y+ 2Y, - —LY;, 6<j<n-T.

C45 C45

quedando

[Xo, Xoi—1]=X2, 1<4<3,

[X17X3] :Yi7
q Yo, Y] =X,
[}/217Y5] :Xﬁa

[V, Y] =cXe, 6<i<j<n-—-T

* Sicy; =0, 6 <i<j<n—7Tseobtiene

¢

[Xo, Xoi1]=Xg;, 1<9<3,
12 . ) X1, X3] =N,
[Y2,Y3] =X,
| [Ya,Y5]  =Xe.
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* Si se continta el proceso, al cabo de r pasos se tendra que el dlgebra dada sera

isomorfa a una que tenga por ley

r (X0, Xoim1]=Xa;, 1<i<3,

(X1, Xs] =Y,

[Yor, Yor+1]=XG, 1<k<2r—1,

| [V, Y;]  =cyXe, 2r<i<j<n-T.

y se llega a una situacién andloga a las anteriores:
* Sic;; =0,2r <i<j<n-—7seobtiene

(X0, Xoi—1]=Xp;, 1<i<3,
97117:; (X1, X5 =Y,
[%k;yék+l]:X67 1 < k < 2r — 1.

*x Sidh, ke {2r,---,n—T} / cur # 0, se puede suponer ¢, 2,41 # 0, por simetria.
A continuacién, se puede suponer ¢z 2,41 = 1y Corj = Cor41,; = 0, mediante el

siguiente cambio de base dado por

1
I
}/21~_ Y21"7
027',21'+Cl c
2r+1,5 21, .
V) =Y+ LYo, — — Yy, 2r4+2<j<n-T.
Cor2r+1 Cor 2r+1

quedando

4

[Xo, Xoi—1]=X9, 1<i<3,

[X1,X3] =N,

[Yor, Yor1]=Xs, 1<k <,

\ [Y;, Y] =c;j X, 2r+2<i<j<n-—-T.

llegando a una situacién andloga a las ya consideradas. Obviamente, este pro-

ceso finaliza cuando r = ["T‘SJ )

Es decir, en este caso se obtiene que cualquier dlgebra es isomorfa a una de la familia
[Xo, Xoi—1]=Xai, 1<4<3, g
T n—
o9 (X, X =, 1<r<|*o—
[Yor, Yop11]=Xe, 1<k <
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Caso 2.1.2: 3k e {2,---,n—T7} / bsx #0.

(

[Xo, Xoi1|=Xai, 1<1Z3,
[XlaX3] =Y,
[X5,Y;]  =bs;Xe, 2<j7<n—7,

| [Y,Y)]  =cyXe, 2<i<j<n-—T.

Se puede suponer b5 ,_7 # 0, (intercambiando, si es preciso, Y; con Y,_7) vy, a conti-
nuacién, se puede suponer bs,_7 = 1, bs; =0, 2 < j < n — 8, efectuando el cambio

de base dado por

Y] =bspnrY;—b5;Yn 7, 2<7<n-38,

obteniéndose )
[Xo, X2ic1]=X2, 1<4<3,

[X1, X3] =N,

[Xs5, Yn_7] =XG,
\[Yi,y}] =c;jXg, 2<i<j<n—T.
Sicj=0,2<i<j<n-—7,seobtiene

[Xo, Xoim1]=X2, 15053,
g3 1 [X1, X5 =N,
[XE)’ Yn—?] :X6'

Si A3hk: 2< h<k<n-—T7 /cuw # 0, entonces se puede suponer que
dh,k: 2<h<k<n-8, tal que ¢y # 0, pues en caso contrario:
Sic;=0,2<i<j<n-—8, existird algin k € {2,---,n — 8}, tal que cxn-7 # 0,
y entonces, mediante un cambio de base trivial, se puede suponer cyn—7 # 0. A
continuacién, el cambio de base dado por Y}’ = Cop-7Yj — Cjn—7Y2, 3 < < n—238
permite suponer ¢;,-7 =0, 3 < j < n— 8, quedando

r

[Xo, Xoi—1]=Xa, 1<i1<3,
(X1, X3] =Y,
[Xs, Ya-r] =X6,

| [Y2,Ya7] =con-1Xs.
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pero, entonces, basta hacer

[ x!=x,, 0<i<4
) Xé:CZ,n—7X5 - Y3,
Xe=c2,n-7Xs,
Yi':Y;, 1< <n-—"7.

para obtener un algebra del caso (2.1.1).

Se puede, por lo tanto, suponer que Jh,k : 2 < h < k < n — 8, tal que cp # 0,
y entonces, obviamente, se puede suponer cs3 # 0. Procediendo de forma analoga al
caso (2.1.1), al cabo de r pasos se tendrd que el dlgebra dada serd isomorfa, o bien a

una de las obtenidas en los pasos anteriores, o a una que tenga por ley

([ [Xo, Xoim]=X0;, 1<i<3,

[X1,X5] =N,

4 [Xs,Yar] =X,

[Yor, Yor41]=Xe, 1<k<r-1,
[ i Y] =cijXe, 2r<i<j<n-—T.

finalizando el proceso cuando r = \_"T_QJ

En definitiva, en este caso, cualquier dlgebra es isomorfa a una de la familia

' [Xo, Xoi1]=X9;, 1<17<3,
[X1,X;5] =Y, [n_gJ
(X5, Yn_7] =X, '

| [Yor, Yor]=Xe, 1<k <,

Caso 2.2: ke {2,---,n—"T} / (bu,bsx) # (0,0).
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Se puede suponer b ,_7 # 0, por simetria. A continuacién, se puede suponer by 57 =
1yb,; =0 2<j<n-— 8, mediante un cambio de base del mismo tipo que los
anteriores. También se puede suponer b3, 7 = 0, pues en caso contrario bastaria

hacer el cambio de base dado por

X3=X;5 — bgn1X1,
Xi:X4 - bg’n._';XQ.

verificindose que
[ X5, Y ] = [X3, Yo v] = b7 [X1, Yat] = 0
Por tanto, se tiene la siguiente familia:

[ [Xo, Xoic1]=Xai, 1<i<3,
(X1, X3] =Y,

[Xl’Yn—7] =X,

[X5,Y;]  =byXs, 2<j<n-—8,
[X5,Y;]  =bs;Xe, 2<j<n—T,
Y.,Y;] =c¢ijXe, 2<5i<j<n-—T.

Caso 2.2.1: bs; =0, 2<j<n—T.

[ [Xo, Xoim1]=Xai, 1<i<3,

(X1, X5] =Y,

 [X1, Y] =X,

[X3,Y;] =b3Xe, 2<57<n-38,

| Vi, Y] =c;Xe, 2<i<j<n-T.

Caso 2.2.1.1: b3; =0,2<j<n-38

r

[Xo, Xoi—1]=X2, 1<0Z3,
[X1,X5] =Y,

[X1, Yo1] =X,

| Y5, Y] =cijXe, 25i<j<n-T.
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Si ¢; =0, 2<1i<j<n-—7, seobtiene

(X0, Xoi—1]=X9, 1<i<3,
g?l,’,% : [X17 X3] :Yla
[X17 Y;’L—7] :XG'

Si 3hk: 2<h<k<n-—7T/cu #0, entonces se puede suponer que Ih,k: 2 <
h <k <n-—8, tal que ¢y, # 0, pues en caso contrario:
Sicj=0,2<i<j<n—38, existird algin k € {2,---,n — 8} tal que ¢k 7 #0y

se puede suponer c;,—7 # 0. Entonces, haciendo

I _
Xl"—CQ,n—7X1 - Y,
1
Xy=con—7Xo,

Y] =Y 2<ji<n-".

se obtiene un algebra del caso (2.1).
Supongamos, pues, que 3h,k: 2 < h <k <n-—38, / cy # 0. Entonces, se puede
suponer cp3 # 0 y un procedimiento anédlogo al de los casos anteriores determina la

familia, )

[Xo, Xoi1]=Xy, 1<4<3,
3r ) [X1, X3l =Y, {n—9J
| B Y] =X,

| Yok, Yori1]=Xs, 1<k<

Caso 2.2.1.2: 3k € {2,---,n — 8} / by #£0.

Se puede suponer bs,_g # 0, (intercambiando si es preciso Y} con Y,_g) vy, a conti-
nuacién, se puede suponer bz, g =1y b3; =0, 2 < j <n -9, (efectuando el cambio

dado por Y] = b3, gY; — b3;Yy s, 2<j<n—9, Y, 3= -——Y, 5) quedando

b3,n—8

’

[Xo, Xoi—1]=Xa, 1<i<3,

[X17X3] :Yia
{ [X1, Yaor] =X,
[X3a Yn—S] :XGa
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Si¢;=0,2<1<j<n-—7,resulta

4

(X0, Xoim1]=X2i, 1<0<3,
(X1, X3] =N,
[X1, Yn_7] =XG,
| (X3, Yoos] =Xe.

4,0 |
gn,3 "9

Si 3hk: 2<h<k<n—7/cu # 0, se puede suponer que 3h, k, 2 < h <k <n-9,
tal que cpr, # 0y, siguiendo el mismo procedimiento que en los casos anteriores, se

obtiene la familia

' [Xo, Xoi—1]=Xai, 1<4<3,

[X17X3] :Yi,
4,r n — 10
O 1 4 (X1, Yaod] =X, 137«4 _ }

| [Yor, Yort1]=X5, 1< k<

En caso contrario, (es decir, si ¢;; =0, 2 <1 < j < n—9), se obtienen dlgebras de
alguno de los casos anteriores.

La demostracién detallada puede verse en el apéndice B.1.

Caso 2.2.2: Jke€{2,---,n—T7} [ bsx #0.

([Xo, Xoi]=Xzi, 1<4<3,

(X1, X5] =Y,

[X1, Yn-7] =Xo,

[X5,Y;]  =b3;Xe, 2<j<n—38,
[X5,Y;] =bs;Xe, 2<j<n—T,

| Vi, Y)] =ciXs, 2<i<j<n-—T.

Caso 2.2.2.1: b3;=0,2<7<n-38

( (X0, Xoi—1]=Xi, 1<1<3,

[X1, X3] =Y7,

¢ (X1, Yoor] =X,

(X5,Y;]  =b5;Xe, 2<5<n—7,

| V5. Y;] =eXe, 2<i<j<n—T.
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Sibsj =0, 2<j<n~-8, bsp_7 # 0, mediante el cambio de base dado por

X1=bs n_7X1 — X5,
X5=bsn—1Xs — X,
YY :bS,n—7Y1-

se obtiene un dlgebra del caso (2.1) pues se verifica que [X{, Y]’] =0, 2<57<n-"1.
Por lo tanto, se puede suponer que 3k € {2,...,n — 8} / bsy # 0y, por simetria,
(intercambiando si es preciso Y} con Y,_g), que bs,—g # 0. A continuacién, mediante

el cambio de base definido por

r

le :Xh 0 < i < 6,
Y] =N,
QY] =bsn-sYj — bsYis, 2<73<n-9,
1
YA—SZ Yn—87
b5,n—8
YT:——7:b5,TL—8Yn—7 - b57n_7Yn_8.

\

se puede suponer b5 ,_s = 1, b5; = 0,2 < j < n—9. Se tiene, por tanto, que cualquier
dlgebra de este caso es isomorfa a una de las obtenidas anteriormente o bien a una

de la siguiente familia

( (X0, Xoi—1]=X2i, 1<1<3,
(X1, X3] =Y,
§ X0, Yad] =X,
[Xs, Yn_s] =X,
| Y5, Y] =cijXe, 2<i<j<n—T.

Sic;=0,2<i<j<n-—7, seobtiene

( [Xo, Xoi1]=X2, 1<4<3,
(X1, X5] =Y,
[X1, Yno7] =X,

| (X, Yas] =X
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Si dh,ke{2,...,n—"T} / chx # 0, se obtiene

' [Xo, Xoi_1]=X2, 1<31<3,

[Xla XB] :}/17
S [Xla Yn—7] :X67
[X5a Yn-—S] :X6a

| Y3, Y] =c;j X, 25i<j<n—T.

Se puede suponer que 3k, k, 2 < h < k < n—9, tal que cpx # 0 y, entonces, se puede
suponer ce3 # 0y, siguiendo el mismo procedimiento que en los casos anteriores, se

obtiene la familia:

( [Xo, Xoi—1]=Xai, 1<i<3,

[Xl)Xg] :}/1;
5,7 n—10
gn’,3 T4 [Xl,Yn_7] :XG, 1 S r S { 5 J
[XS) Y’I’Z—S] :Xﬁa

| Yok, Yors1]=Xs, 1< k<

En caso contrario, (es decir, si ¢;; =0, 2 <1 < j < n—9), se obtienen dlgebras de
alguno de los casos anteriores.

La demostracién detallada puede verse en el apéndice B.2.

Caso 2.2.2.2: Fk € {2,...,n—8} / bsx #0.

Se puede suponer que b3,_s # 0, (intercambiando si es preciso Y con Yog)y, a
continuacién, b3, = 1y b3; =0, 2 < 57 < n-—9, (efectuando, si es preciso, el

1
cambio de base dado por Y] = b3 ,_gY; —b3;Yn-s, 2<j < n—9, Y o= 2 Y,-s),
3,n—8

quedando
r [Xo, Xoi—1]=X2, 1<3<3,

(X1, X5] =Y,
[Xl’ Yn—-7] :Xﬁ)
[X3> Yn—S] :Xﬁa

[X57 Y}] :b5jX67 2 < .7 S n— 77
L Y5, Y] =cijXe, 2<5i<j<n-—T.
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Sibs; =0, 2 <35 <n—09, entonces (bspn-s,b5n-7) # (0,0) y, por simetria, se
puede suponer bs,_7 # 0 (intercambiando, si es preciso, X; con X3 e Y, _g con Y;,_7).

Efectuando, entonces, el cambio de base definido mediante

X{=X;,

Xi=Xy,

X3=bsn7X1 +bsnsX3 — X5,
Xi=bs n—7X2 + b5 -5 X4 — X,
Y ==bspn-7Y1.

se tiene [X3,Y/] =0, 2 < j <n —7, es decir, un élgebra del caso (2.2.2.1).
Se puede, por lo tanto, suponer que 3k € {2,...,n—9} / bsx, # 0y, por consiguiente,
que bs ,_9 # 0. Entonces, de la misma forma que en casos anteriores, se puede suponer

que bsp9g=1ybs; =0, j #n —9, quedando la siguiente familia

r [(Xo, Xgim1]=X0;, 1<4<3,
[X1, X5] =M1,
[X1, Yn_r] =X,
(X3, Y_g] =X,
[Xs, Yn_g] =XG,
| Vi, Y]  =cyXs, 2<i<j<n—T.

Si ¢; =0, 2<1%<j<n-—"7seobtiene

( [Xo, Xoi—1]=X2, 1<i<3,

[X17X3] :Yi,
Ons g (X1, Yaor] =X,
[X37 Yn-—B] :Xﬁa

| [Xs, Yoo =Xe.
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Si dh,ke€{2,...,n—"T} / cnx # 0, se tiene la familia

([ [Xo, Xoi1]=Xoi, 1<i<3,
(X1, X5] =Y,
[X1, Yn-7] =Xb,
[ X3, Yn_s] =XG,
[Xs5, Yao] =X,
| [V, Y] =ci;Xe, 2<0<j<n—-"T.

Se puede suponer que 3h,k: 2 < h < k < n—10 /ey # 0y, por consiguiente,
que co3 # 0. Por un procedimiento andlogo a los realizados en los casos anteriores, se

obtiene la familia

[Xo, Xoi—1]=Xy;, 1<1<3,
[Xl,Xs] =¥,
g (X1, Y7] =X, l<r< {n— 11J
T | X Yass] =X, 2
[Xs, Yn_g] =X,
| [Yor, Yor1]=Xe, 1< k<

En caso contrario, (es decir, si ¢;; = 0, 2 < i < j < n — 10), se obtienen dlgebras de
alguno de los casos anteriores.

La demostracién puede verse en el apéndice B.3. a

Se ha probado el siguiente

Teorema 1.7 En dimensién n > 10, toda dlgebra de Lie nilpotente con invariante
de Goze (2,2,2,1,...,1) y dim(C'(g)) > 3, es isomorfa a alguna de las dlgebras de

leyes ,uﬁh?,, 1 < i< 3n— 18, definidas anteriormente.

1.3.5 Caso dim(g)=10.

Teorema 1.8 En dimension n = 10, hay ezactamente 12 dlgebras de Lie nilpotentes

complejas con invariante de Goze (2,2,2,1,1,1,1) y dim(C'(g)) > 3, que correspon-
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den con la notacidn anterior a las denominadas

1 2 3 4 5 6 L0 1,1 20 30 40 50
910,30 810,30 910,30 H10,3> 9103 9103 910,30 910,3> 9103 9103, 910,3) 910,3-

Demostracién.  Es claro que todas las dlgebras obtenidas son nilpotentes, tienen
invariante de Goze (2,2,2,1,1,1,1) y dim(C(g)) > 3 y, ademas, son no isomorfas
entre si, segiin se ha visto en el caso general. Resta probar que toda algebra de Lie
de sucesién caracteristica (2,2,2,1,1,1,1) y dimensién de la derivada mayor que 3 es
isomorfa a alguna de las anteriores.

La demostracién de la proposicién 1.2 es valida también cuando n = 10, en los casos
dim(C'(g)) = 6 y dim(C*(g)) = 5, obteniéndose gig,, 1 < i < 3,y en el caso en que
dim(C*(g)) = 4, cuando dim(Z(g)) = 6, obteniéndose giy5, 4 <i <6y g}{f?).

Se desarrollara a continuacion el caso dim(Z(g)) < 6. En este caso se tiene la familia

( [Xo, Xoi—1]=X0, 1<i<3,
(X1, X3] =Y,

[X1,Y;]  =biXe, 2<35<3,
[X3,Y;]  =bsXe, 2<j<3,
[Xs, Y] =bs;X, 2<5<3,
| [Y2, V3]  =cp3Xe.

con los parametros no todos nulos.

Caso 1: (by4,b3;) = (0,0), 2<j < 3.

Caso 1.1: b5; =0, 2< 5 < 3.

En este caso se debe verificar co3 # 0 y se obtiene

[Xo, Xoi—1]=X2, 1<1<3,
g 1§ [X1,Xs] =Y,
[Y27 Y:%] :XG'
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Caso 1.2: 3k € {2,3} / bsp # 0.

4

Xo, Xoi—1]=X2;, 1<e<3,
XlaX3] :}/17

Se puede suponer bs3 # 0, (intercambiando, si es preciso, Y con Y3) y, a continuacidn,

bs3 = 1, bso = 0, mediante el cambio de base dado por
Yy=bs3Ys — bs2Y3,

1
Yi=—Y,.
3 byy

quedando

' [Xo, Xoi—1]=X2, 1<4<3,
(X1, X5] =Y,
(X5, Y3] =X,

| [Y2,Y3]  =c23Xe.

Entonces, se puede suponer co3 = 0, obteniéndose gfbo, pues, en caso contrario, el
cambio de base dado por
{ Xé=023X5 — Yy,
X(I;:X(i;

determina un dlgebra del caso 1.1, al verificarse que [X},Y;] =0,2 <14 < 3.

Caso 2: dk e {2,3} / (blk,bgk) 75 (0,0)

Se puede suponer b3 # 0, (intercambiando, si es preciso, Y3 con Y3 6 X; con X3 6
ambos) y, a continuacién, b3 = 1y by = 0, mediante el cambio de base dado por
Yy=b13Ys — b12Y3,
1
Yj=; ¥
b13
También se puede suponer bs; = 0, pues en caso contrario, el cambio de base dado

por

X3=X3 — b3z Xy,
XZIZXAI - b33X2.
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determina que [X},Y3] = 0.

Por tanto, se tiene la siguiente familia

( [Xo, X2i—1]=X2i, 1<i<3,
[X1,X5] =Y,

[X1,Ys] =X,

[X3,Ys]  =b3y X,

[X5,Y;]  =bs;Xe, 2<j<3,
| [Y2,Ya]  =c3Xe.

Caso 2.1: b5; =0, 2< 5 <3.

( [Xo, Xoioi]=Xai, 1<i<3,
[X1, X5] =Y,

{ [X1,Ys5] =X,

[X3,Y5]  =bs X,

\ [Y27Y3] =C93X6.

Caso 2.1.1: b3 = 0.

r [Xo, X2i—1]=Xg, 1<i<3,
[X1,X5] =Y,
[X1,Ys] =X,

\ [Y2,Y3]  =cp3Xe.

., 0 . .
Se puede suponer co3 = 0, obteniéndose gi’b, pues, en caso contrario, el cambio de

base dado por X| = cy3X; — Y, determina un algebra del caso 1.

Caso 2.1.2: b3y #0. J

Se puede suponer b3y = 1y 93 = 0, efectuando, si es preciso, el cambio de base dado

por X} = cg3X5 + Y3, obteniéndose g%bo.
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Caso 2.2: 3k € {2,3} / bsx #0.

r (X0, Xoi—1]=X2, 1<4<3,
(X1, X5] =Y,

(X1, Y3] =X,

[X37 Y2] =b32 X,

(X5, Y] =bs; X, 2<j<3,
| [Y2,Y3]  =c23Xe.

Se puede suponer b3y = 0, pues si bz # 0, se tiene que

* Si bsy # 0, el cambio de base dado por
X5=bs2 X3 — b33 X5,
X3=bsy X4 — b32.Xs,
determina [ X3, Y2] = 0 y, por tanto, by = 0.

* Si bsy = 0, entonces serd bss # 0 y el cambio de base
[ X!=X,,

X1=Xs,

X=Xy,

X3=bs3 X1 — X5,

q Xi=bs3Xo — X,
X/=X;, 516,

YY :_b531/17
Yy =Ys,
\ Y3’ :éYz

determina [X3,Y;] =0, 2 < j < 3y, por tanto, es bsz = 0.

Se tiene, pues

[ [Xo, Xaoio1]=Xai, 1<i<3,
[X1, X3] =Y,

[X1,Y3] =X,

[Xs,Y;]  =bsXe, 257 <3,
| [¥2,Y3] =023 X

A
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Se puede suponer bsy # 0y, a continuacién, bs, = 1 pues, en caso contrario, si bsy = 0,

entonces bs3 # 0 y basta efectuar el cambio de base

[ X!=X;, 0<i<4,
Xy=bs2 X,
J Xe=bs52Xs,
Yy =N,
1
Y; :[‘);;Yz,
| Y3 =b52Y3 — bs3Ya.

para obtener
[Xo, Xoi—1]=Xai, 1<4<K3,

[X19X3] :lfh
)\ [Xh}/zi] :XGa
[X5,Ys] =X,

[Y2,Y3]  =co3Xe.

\

Se puede suponer cy3 = 0, obteniéndose gi’bo, pues, en caso contrario, el cambio de

base dado por X] = c3X; — Y3 determina un dlgebra del caso 1. O

1.4 Casos dim(g) =7,8,9

1.4.1 Caso dim(g) =7

Proposicién 1.9 Cualquier dlgebra de Lie g nilpotente compleja de dimension 7 e
invariante de Goze (2,2,2,1), es isomorfa a alguna de las siguientes dlgebras cuyas

leyes respecto de una base adaptada {Xo, X1,..., Xe}, vienen dadas por

. [X07Xz] :Xi+17 1 < i < 37
3
[Xl,Xg]:XQ.
(X0, Xs]=Xiy1, 1<4 <3,

4
973" X1, X3|=Xs,
[ X1, X3]=X4. "3 X, Xs]=Xe

(X1, X5]=X],.

975 { (X0, Xi]=Xiy1, 1<i<3. g7

3 . { [Xo, Xi]=Xi41, 1<4<3,
973"
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Demostracién.  Es un resultado conocido [3]. o

1.4.2 Caso dim(g) =8

Proposicién 1.10 En dimensidn n = 8 hay ezactamente 4 dlgebras de Lie nilpoten-
tes complejas con invariante de Goze (2,2,2,1,1) y dim(C*(g)) > 3 que corresponden,

en la notacidn anterior, a las denominadas

4 5 6 1,0
983 983 983 Us3

Demostracién.  Es claro que todas las dlgebras obtenidas son nilpotentes, tienen
invariante de Goze (2,2,2,1,1) y dim(C*(g)) > 3, y ademas son no isomorfas entre
si, segiin se ha visto en el caso general. Resta probar que toda dlgebra de Lie de
sucesién caracteristica (2,2,2,1,1), y dimensién de la derivada mayor que 3, es iso-
morfa a alguna de las anteriores. Ahora bien, la demostracién de la proposicién 1.2
es valida también cuando n = 8, en el caso dim(C*(g)) = 4, cuando dim(Z(g)) = 4,
obteniéndose M§’3, 4 <1< 6y uéjg y, por tanto, se tiene el resultado. Para mds

detalles ver apéndice B.4. O

1.4.3 Caso dim(g) =9

Proposicién 1.11 En dimensidn n = 9 hay ezactamente 8 dlgebras de Lie nilpoten-
tes complejas con invariante de Goze (2,2,2,1,1,1) y dim(C*(g)) > 3, que correspon-

den, en la notacién anterior, a las denominadas

2 3 4 5
993> B335 Y93 B93>

6 1,0 20 30
993, 893 D93 P93

Demostracién.  Es claro que todas las algebras obtenidas son nilpotentes, tienen
invariante de Goze (2,2,2,1,1,1) y dim(C!(g)) > 3 y, ademds, son no isomorfas
entre si, seglin se ha visto en el caso general. Resta probar que toda édlgebra de Lie

de sucesién caracteristica (2,2,2,1,1,1) y dimensién de la derivada mayor que 3 es
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isomorfa a alguna de las anteriores.

La demostracién de la proposicién 1.2 es valida también, cuando n = 9, en los casos en
que dim(C'(g)) = 5, obteniéndose 1} 5, 2 <4 < 3, y en ¢l que dim(C*(g)) = 4, cuando
dim(Z(g)) = 5, obteniéndose pg5, 4 < i <6y ,ué:g. Se desarrollard a continuacién el
caso dim(Z(g)) = 4.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
Z(g) =< Xy, Xy, X6, Y1 >
y, por tanto, Y2 ¢ Z(g), lo que implica que
(b1, b3, bs) # (0,0,0)

En definitiva, se tiene la familia

' [Xo, Xoi—1]=Xa;, 1<1i<3,
(X1, X5] =N,

§ [X1,Ys] =6 X,

[X3,Y2]  =b3Xe,

| [X5,Y2]  =bs X

Caso 1: (b1, b3) = (0,0)

Serda bs # 0, obteniéndose

(X0, Xoi—1]=X2, 1<i<3,
gg:g : [X17 X3] :Yi)
[X5a }/2] :XG-

Caso 2: (b, bs3) # (0,0)

Se puede suponer b; # 0, por simetria, y a continuacién, b3 = 0 mediante el cambio
de base dado por
Xi=b1 X3 — b3 X1,
{ X;=b: Xy — b3 Xs.
También se puede suponer b5 = 0, obteniéndose ggzg, pues, en caso contrario, si bs # 0,
mediante el cambio de base dado por
Xi=bs X1 — b1 X5,
{ Xé:b5X2 — b1 X,
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se obtiene un 4lgebra del caso 1. Para més detalles ver apéndice B.5. a

1.5 Caso de invariante de Goze (2,.7).,2,1,"72) 1)

Algunos ejemplos de dlgebras de Lie metabelianas de dimensién n e invariante de Goze
(2,2.,2,1 "72),1), (con n > 2p + 1), son las que, respecto de una base adaptada

{Xo, X1,..., Xop, Y1,..., Yy _op_1}, vienen expresadas mediante
gg,:v : { (X0, Xoi-1]=X2i, 1<i<p.

(X0, Xoi-1] =X, 1<i<p,

1
Gnp*
[X2r—1,X2s—1]=Y(2p;_r)(r_1)+s_r, I1<r<s<p.

En el primero de los casos se verifica que dim(C!(g)) = p y en el segundo que
dim(C(g)) = p + (120 ) Se va a probar que estos son, precisamente, los valores

extremos para dim(C'(g)).

Lema 1.12 Sea g un dlgebra de Lie metabeliana n-dimensional. Para cada p € N

jado, supuesto n > 2p + 1, se verifica que
fijad ton>2p+1, ifica q
o p
deImC(g)§p+(2)

Nota: En la demostracién se obtiene la forma general de la familia de dlgebras de Lie
metabelianas de dimensién n, salvo ciertas restricciones entre los valores de los para-
metros. Es decir, se va a probar que si g es un algebra de Lie metabeliana de dimensién
n > 2p+ 1, con invariante de Goze (2, 7).,2,1, n-2p) 1), entonces g es isomorfa a un

algebra cuya ley respecto una base adaptada B = {Xo, X1,..., Xop, ¥1,.. -, Yi-op-1}s
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viene dada por

r [Xo, Xai-1] =X2i, 1<i<p,
n—2p-1
[XZz 1, Xog— 1 ZGQZ 1,2j— 1Xok + Z azz 1,2j— Ve, 1<i<j<p,
k=1 k=1
\ . .
[Xai-1, Y]] Zsz 1,5 X2k 1<i<p, 1<j<n-2p-1,
[,, Y;] —Zc Xok, 1<i<j<n—-2p-1.

donde los pardmetros verifican ciertas restricciones.

Demostracion.  Sea X, un vector caracteristico de g. Es conocido que, respecto
de cierta base adaptada B = {Xo, X1, Xs, ..., X, Y1,..., Yn_(2p41)} de g, los tinicos

productos no nulos respecto de X, son
[Xo, Xoi1]=X9i, 1<i<p.

y, por lo tanto, se tiene que
p < dim(C'(g))

Por otra parte, puesto que C?(g) = {0}, se debe verificar que C'(g) C Z(g) y, por lo
tanto, que Xo; € Z(g), 1 <1 < p. En consecuencia

[X2iaZ] = 07 VZ € g
También, por nilpotencia, se ha de verificar que
X1 ¢CH(g), 1<i<p

En consecuencia, los tinicos productos no nulos de la ley de g, respecto de la base

indicada son, como maximo

[ [Xo, Xai1] :X2i> 1 <1< p,
n—2p—1
(Xai—1, X2j-1] Zazz 12j—1%2 + S ab 12j-1Yk 1 <1<y <p,
=1 —
[X2i—1, Y]] me 1%2k + Z B 1Yk 1<:<p, 1<j<n-2p-1,
n—2pt

[¥;, Y;] —Zc X+ Y, 7Y, 1<i<j<n-2p-—1.

\ k=1
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Puesto que Xy ¢ C'(g) = AXo+Z ¢Clg), VZeg, VA C, A#0.
Entonces, se puede considerar AXy+Z como vector caracteristico, debiéndose verificar
que rg(Ad(AXo+ 2)) =p

*x rg(Ad(AXo+ X1)) =p
I 00 0 0---0 0 of 0 ]
0 0 0 0 0---0 0 0 0
0 0 O 0 0---0 0 0 0
O 0 O A + a4113 O tet 0 aé]l.,2p_1 O b%,]
0 00 0 0---0 0 0 0
Ad(AXy+ X4) =
00 0 0---0 0 0 0
00 a2 0---0 A+afh,, 0 P
0 O 0 a%'g 0 M O aiQP"]- O ,8%‘7
0 0 0 oF 0.0 afht 0|8
Siempre se puede elegir A # 0 tal que
A a%3 a%s a%,Zp—l
0 A+ a%3 a‘f5 a%,2p—1
0 al, A+abs ... a?ﬁp_l #0
0 a?g U/%g . A + a%f)zp_l
y, por lo tanto, se debe verificar que
A dl ais a%,?p—l b%j
0 A+aj; i afppr | bl
0 6 A+aS. ... db, _ 8.
a3 .CL15 011,2']) 1 1j -0, 1<jk<n—-2p—1 =
0 afg a%@’ A aff’zp_l b%?
0 a’f3 O‘Ifs CV]f,2;a—1 51@'
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B, =0,1<jk<n—2p—1.
* De la misma forma

rg(Ad(AXo+Xop-1)) =p, 1 <h<p = ﬂgh_l,j =0,1<7,k<n-2p-1,1<h<p.

* Anélogamente

rg(Ad(AXo+Y;))=p, 1<i<n—2p—1 = 95;=0, 1 <4,5,k<n—-2p-1

donde

(0 0 0 0 0---0 0 ol 0 ]
0 0 0 0 0---0 0 0| 0
O A - b%z 0 _bgl 0 et O _b%p—l,i 0 :I:C,?J
0O 0 0 0 00 0 0| 0
0 bt 0 A—bt 0---0 —bi _,, Of£ch

Ad(AXO-FY;): 1z 3z 2p—1,2 7]
0 0 0 0 0---0 0 0} O
0 0 0 0 0---0 0 0 O
0 —b®2 0 —b2 0---0 A—bp_, 0|xc?
0 0 0 0 0---0 0 0 :I:'yfj

Por lo tanto, cualquier dlgebra n-dimensional, con n > 2p + 1 e invariante de Goze

(2,.7.,2,1 "72P), 1) es isomorfa a una cuya ley, respecto de una base adaptada B, viene

dada por
4
(X0, Xoim1] =Xy, 1<1<p,
P n—2p—1
[X2i—1;X23—1]:Z agf—1,2j-1X2k + Z agi_1,2j_1yky 1 S 1< ] S b,
k=1 k=1
p
(X2, Y] =D ba7 ; Xox, 1<i<p, 1<j<n-2p-1,
k=1
P
[Y;, Y] =3 Xox, 1<i<j<n-2p-1
\ k=1

Se designara por ¢

q:rg((agr—ms—l))y 1<rs<p, 1<k<n-2p-1
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Entonces, en C!(g) puede haber, a lo sumo, ¢ elementos distintos de X;,1 <17 < p.

Puesto que ¢ < ( P ), se tiene el resultado. O
2

Ejemplo: Sea 9711,11 la familia localmente finita de dlgebras de Lie cuyas leyes respecto
de una base adaptada B han sido expresadas al principio de la seccién. Estas dlgebras,

tienen invariante de Goze (2,.7.,2,1"7%) 1) y ademés

dim(C'(g)) = p+ (’2’ ) = %(zﬂ +p)

1.5.1 Algebras de Lie metabelianas modelo.

Sea g un 4lgebra de Lie metabeliana con dim(g) = n. Fijado p, se considera B =
{Xo,X1,...,Xn,Y1,..., Yo 91}, una base adaptada de g. Entonces, la ley de g

vendréa dada, respecto de B, por

[Xo, Xoi—1]  =Xu, 1<i<p,
p n—2p—1
[Xoic1, Xos1)=D_ as 1 9i 1 Xok+ 9 Qb 1951k 1<i<j<p,
k=1 k=1
) P
[Xoio1, ;] =D 05 ;Xek, 1<i<p, 1<j<n-2p-1,
k=1
P
[¥3, Y] =Y ¥ Xox, 1<i<j<n-2p-L1
\ k=1

Si se exige que el centro sea maximo, es decir, dim(Z(g)) = n —p — 1, se debe

verificar que Y¥; € Z(g), 1 <j <n—2p— 1,y por lo tanto, serdn

b%flic—l,jzov 1Slak.<_pa 1§_]§7’L—2p—1,
ek =, 1<k<p 1<i<j<n-—-2p—-1

(4]
Si nos limitamos al caso de dimensién de la derivada minimal, es decir, cuando

dim(C'(g)) = p, se ha de tener que

b 195 1=0, 1<i<j<p, 1<k<n-2p-—1
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y la expresion de la ley del dlgebra queda

[Xo, Xoi—1]  =Xa, 1<:i<p,
p

[Xai1, Xoj1]=) 51951 X2k, 1<i<i<j<p.
k=1

En cualquier base adaptada existe una unica &dlgebra de Lie metabeliana del tipo
anterior, tal que el nimero de constantes de estructura no nulas es minimo. Es-
tas algebras, que designaremos gg,p, se pueden expresar siempre, salvo isomorfismo,

mediante la ley

”?w : { [Xo, Xoi—1] = Xo, 1<i<p.

Es facil comprobar que cualquier dlgebra de Lie metabeliana se puede obtener como

deformacién de un dlgebra de Lie metabeliana modelo.

1.5.2 Algebras de Lie metabelianas con derivada maximal.

Teorema 1.13 Seap € N fijado. Sea g un dlgebra de Lie metabeliana n-dimensional,

B 2
Para cada p € N, si dim(C'(g)) es mazimal, entonces g es una extension trivial de

+ 2
n> ( P ), e invariante de Goze (2,.7).,2,1"7%) 1),

g}w, es decir

+2
g:g}l,p@cn—m’ ny = (p2 )

Demostraciéon.  Por la proposicién 1.12, la ley de g tiene la siguiente expresién

respecto de B

[Xo, X2i-1]  =Xo, 1<i<p,
p n—2p—1
[(Xar—1, Xos—1]=) a%’,?_l,zs_lek + > o/;,._l,zs_lYk, 1<r<s<p,
k=1 k=1
»
[XZT—].) }/j] :Z bgf—l,jXQka 1 S r S b, 1 S .7 S n— 2p - 1;
k=1
P
Y;, Y] :;C?JEX%, 1<i<j<n-2p-1,
\ =1
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Es obvio que dim(C'(g)) es maximal siempre que

7= 18 ((0-120-1)) = (Z )

En este caso se puede efectuar el siguiente cambio de base adaptada

X! =X, 0 <4< 2p,
P n—2p—1
¢ Y(Igpzlr-)(r—l)—i—s—rzz agf—laQS“lek + Z O/297‘—1,25—11/—167 1<r<s<p,
k=1 k=1
Y, _y;, (§)+1§j§n—2p—1.
\

obteniéndose la familia
(Xo, Xoi-1]  =Xa, 1<1<p,

[Xor_1, Xzs—1]=Y(zpz—_r)(r_1)+s_r, I1<r<s<p,

p
[Xar—1,Y]] ZZ b%’:_l,szk, 1<r<p, 1<j<n—-2p—1,
k=1

P
[K)Yj] :ZcfijQka 1SZ<]Sn_2p_17
k=1

\

Imponiendo, de nuevo, las condiciones rg(Ad(AXo,+Z)) = p, se obtienen restricciones

adicionales para los parametros
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0 0000 O0O0...00[0 /| X

0 0000O0GO0...0 0[O0

-1 A0 000 0...0 0b

0 000O0O0GO0...0 0[O0

0 00 AO0O0O0...0 0]bf

0 000O0O0GO0...0 00

0 0000 AO0...0 08 | Xg
Ad(AXo+X:)=| 0 000 0 0 0...0 0[O0

0 00000 0...4 0/ | Xy

0 001000...00/0]| ¥

0 000O010...00[0]| Y

0 0000 O0O0...10[0 | Y,

0 00O0O0O0GO0...00{0

| 0 00000 0...0 0/0

Entonces, se debe verificar que

1y

bt

1

o
b
o

Yl=0, 1<j<n-2p-1= bl =0,1<j<n-2-1.

1j
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[}
(ow]

A0
0 A
0 0

0 0 0...4
0 0 1...0

En general

A

o
o

0 A O0...
0 0 A...

0 0 0...
0 0 0...

2

4

b6

1j

2p
by;

0...
1...

=0,

A
0

1<j<n-2p-1= b};=0,1<j<n-2p-1L

2
bi;

4

6
bi;

2h
bi;

2p
blj

0

=0,

1<j<n—-2p-1,1<h<p

= b} =0,2<h<p 1<j<n-2p-L

Es decir, [X1,Y)] =67, X5, 1<j<n-2p—1

e De la misma forma, imponiendo rg(Ad(AXo + Xop-1)) = p, 1 < h < p, se

obtiene que

[Xon-1,Y;] =35 1 ; Xop, 1<h<p, 1<j<n—-2p-1

e También se debe verificar que rg(Ad(AX, + X1+ Xop—1)) =p, 2<h <py,

por lo tanto

A 0
0 A

2
bi;

0

2h
b2h—1,j

=0, 1<j<n—-2p-1=
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bh_1; =0, 1<j<n-2p—1, 1<h<p.
(5] decir, [Xgh_l,Y}] ijXQh 1 < hSp, 1 S] §n—2p—1.

e Andlogamente, imponiendo rg(Ad(AXo+ X1 +Y:)) =p,1<i<n—-2p—-1

0 O 0 0 0 0 0 0 1 X,
0 O 0 0 0 0 0 0| 0
1 A-b 0 0 0 0 0 0|
0 O 0 0 0 0 0 0] 0
0 0 0 A—=b 0 0 0 0]k
0 O 0 0 0 0 0 0] 0
0 0 0 0 0 A—b 0 0= | X
0 0O 0 0 0 0 0 0| 0
AdAXAXAY) =1 0 0 0 0 o0 ... 0 ol o
0 0 0 0 0 0 --A-b 0% | Xy
0 o 0 1 0 0 -~ 0 0 Y,
0 o 0 0 0 1 - 0 0 Y,
0 0O 0 0 0 1 0| 0 Y, 1
0 0 0 0 0 0] 0 Y,
| 0 0O 0 0 0 0 0 0/ 0 |

se debe verificar que

A0 0...0...0]|c
0 A 0...0
0 0 A...0

=0, 1<j<n—-2p—-1=
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r=0,1<i<j<n-2p-1,2<h<p
es decir, [V;, Y] =X, 1<i<j<n-—2p-1
e Finalmente, de forma similar

rg(Ad(AXy+X3+Y;)) =p,1 <i<n-2p-1 = cfj =0,1<i<j<n-2p-1.

En resumen, se ha obtenido que g es isomorfa a un algebra de ley

[Xo, Xoic1]  =Xa, 1<i1<p,
[X2r-1,Xzs—l]:Y(z.vz—_r)(T_l)+s_r, I1<r<s<p,
[XZT—-l;}/j] :ij2T7 1 S r S b, 1 S .7 ..<_ n-— 2p - L

Por dltimo, las condiciones de Jacobi y un simple cambio de base proporcionan el
resultado deseado.

En efecto

o J(Xon 1, Xonss, Xonsa), h=2k—1, 1<k <p—2:
[Xon-1, [Xont1, Xonts]] = [[Xon—1, Xons1], Xonts] + [Xony1, [Xon-1, Xon+s]]
como
[X2ht1, X2h+3]:Y2t2ﬁ-_1h+1 = Y%(Qph—hz—h+2) = Y;nh—%h(h+1)+1
[th—b X2h+1]:Y213;’£(h_1)+1 = Y%(?p(h—l)-—h2—h+2) = Y;)(h—l)—%h(h-—l)+1
[(Xon-1, Xont3]=Yoon 1) 10 = Yigph1)-h2-rn+a) = Yp(h—1)-Ln(h-1)+2
se tiene que

bph—%h(h—i—l)-{—l = bp(h—l)—%h(h—l)—i—l = bp(h—l)—%h(h—1)+2 =0, h=2k-1, 1<k <p-2

o J(Xop—1,Xont1,X2s-1), 1<h<p—2, h+2<s<p
[Xon_1, [Xont1, Xos—1]] = 0 + [Xont1, [Xon—1, X2s-1]]

COo1mo
[Xons1, Xos1]=Yoomhory (o poyy = YoroL(arn)(nr2)
[Xon-1, Xas-1]= Yoot 1) (s—ny = Yp(h—1)-1h(h+1)+s

se tiene que

Oph—1(hs1)(hr2yes = Dp(h-1)—Ln(htyes = 0 L <A < p—2
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Resultando la familia de leyes

[ [Xo, Xoim1]  =Xu, 1<i<p,
[XQT‘l’X23—1]:Y(3%;T)(r—1)+s—r7 I1<r<s<p,

[X27‘-—171/_—7'] :ij2T7 1§r§p,1+(§)§]§n—2p—1

\

Efectuando el cambio de base definido mediante

[ X!=X,, 0 << 2p,
Y/=Y,, 1< < Z),

N RS

>5j5n—%—1

Y}I:Yj + ijo, 1+ (

\

se obtiene g, , O



Capitulo 2

Algebras de derivaciones y

aplicaciones.

Se dedica este capitulo al estudio de algunas propiedades geométricas de las algebras
obtenidas en el capitulo anterior. Como se indicé en los preliminares, la clave serd la

determinacién de los correspondientes espacios de derivaciones.

Para dimensién arbitraria n, se estudiardn los casos de invariante de Goze (2,2,1...,1)
con dim C1(g) = 3 y el de invariante de Goze (2,2,2,1...,1) con dimC'(g) € {4,5,6}.
En el caso general de las 4lgebras con invariante de Goze (2, 2.,2,177) 1), se de-
terminan los espacios de derivaciones de las familias (localmente finitas) tanto de las

ALM modelo, como de las dlgebras con dimensién de la derivada (C'(g)) maximal.

A partir del conocimiento de Der(g), se hallan las dimensiones y una base del
primer espacio de cohomologia y las dimensiones de la érbita de cada dlgebra consi-

derada.

2.1 Introduccion y preliminares

La determinacién de Der(g) no es un problema conceptualmente dificil, pero si de

extrema complejidad en la préctica. El calculo directo de Der(g) casi nunca re-

87
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sulta aconsejable, por lo que se hace necesario desarrollar otros procedimientos ”ad
hoc”, que faciliten dichos cdlculos. Nosotros vamos a determinar los correspondientes
espacios de derivaciones, bien buscando una graduacién adecuada (con subespacios
homogéneos de dimensién suficientemente pequefia), bien determinando previamente

un toro de derivaciones.

En todo lo que resta se van a considerar algebras de Lie metabelianas g de in-
variante de Goze (2, .%).,2,1"72P), 1) (estudidndose aparte los casos p = 2y p = 3).
En todos los casos {Xo, X1, Xo,...,Xop, Y1,...,Yn_9p-1}, designard una cierta base

adaptada para cada p.

Por cuestiones de notacién y de presentacién y dado el elevadisimo ntimero de de-
rivaciones que se manejan en el capitulo, se van a considerar unas ciertas asignaciones
formales entre vectores que més adelante se probara que corresponden a derivaciones
para alguna o algunas de las dlgebras encontradas en el capitulo 1. Se consideran a
continuacién las siguientes asignaciones formales, donde la notacién indica que se han

considerado esencialmente cuatro tipos de funciones, segin se indica

ty: {X;—>X;, 0<i,j<2p

uj: {Xi—=Y;, 0<i<2p,1<j<n-2p—1
vt {Yi—=X;, 0<j<2p,1<i<n-2p-1
wi: Y=Y, 1<ij<n-2p-1

XO -— X(),
tp;0,0 - .
Xoi = Xg, 1<4<p,

Xai—1 — X, .
p;2i—1,0 ° . 1<1<p
[Xoi—1, Xoioq] = Xo, 1< U< p,l#14,
Xo — Xoig
Up;0,2i~1 1<I<p, 1#4, , 1<1<p

Xop = [Xoi-1, Xoi-1],

[(Xoi—1, Xa—1] #0
)
Xoim1 — X9

) Ko Xy o
Ip2i-1,25-1" 9 . 1<s5j<p
1<i<p, I #4,j,

[X2i—1,X21—1] — [X2'—1,X21—1],
’ [Xai—1, Xo1—1] #0
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Para designar algunas de estas asignaciones formales serd necesario incluir, ademas,

uno o dos superindices.

2.2 El caso p=2

Se considera g un algebra de Lie metabeliana de dimensién n > 6, invariante de
Goze (2,2,1 "=%,1) y dimC'(g) = 3. Entonces, segin se ha demostrado en el ca-

pitulo anterior, g es isomorfa a un 4lgebra cuya ley, referida a una base adaptada,
{Xo, X1, X2, X3, X4, Y1,...,Y,_5}, viene dada por

1 { [Xo, Xoi-1]=X2, 1<1<L2,
Gno -
" X Xa] =Y

Evidentemente, si n > 6, estas Algebras son escindidas y, por tanto
9711,2 = 9(15,2 ® C°
y se verificard, con la notacién del apartado 0.2.1, que
Der(gy,3) = Der(gg ) ® Der(C"°) © D(gs 5, C"°) @ D(C"™°, g5.)

Se va a proceder al célculo de cada uno de estos subespacios.

Proposicién 2.1 Una base de Der(gg,), viene dada por
Bi, = {tzo0}U{tapi-10, 1 <4< 2 U {togi, 1< <2 U{ti125, 154,75 < 2} U

{ta02j-1, 1 <7 <2} U {taic12j-1, 1 <4,5 <2} U {uoi} U{ugi—11, 1 <0< 2}

y su dimension es
dim(Der(gg5)) = 18

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de gég. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g} ,

(Xo) ® (X)) & (Xo) ® (X3) @ (Xa) & (Y1)
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donde
gi = <Xi—1>7 1 S 1 S 5)
g = <}/1>a
g; = {0}, i<16i>T7.

Sea d € Der(gg,), entonces

dd;,, 1€Z talque d= Zdi
icZ
donde
{ d; € Der(g},),
di(g;) C Bitj-

Como d; =05si¢ < —5 06 ¢ > 5, se verificard que

5
d= > d, di(X;) € ity 1<i+j<6
i=—5
Se va a expresar cada d;, —5 <4 < 5, como una combinacién lineal de los elementos
de unos conjuntos B;, —5 < 7 < 5, de derivaciones linealmente independientes de
8.2, cumpliéndose que
5
U Bi
t=—5

es una base de Der(gg,) y, por tanto

dim(Der(gé,z)) = Y dim(B;)

1==5

En lo sucesivo, se designard por B; a una base de (B;) Célculo de dp.

Sea
)

Xo—rapXo,
X1—a1 X,
Xo—apXo,
X3—a3 X3,
Xy—a4Xy,
Y =0 Y.

Se verifica que
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o do[Xo, Xoi1] = a2 X2 = [a0 X0, X2i—1] + [Xo, 2i-1X2i—1] = (a0 + agi—1)Xai

= a5 =ap+ag-1, 1 <i<2

o dy[ X1, X3] = b1V = [a1 X1, X3] + [X1,a3X35] = (a1 + ag)V1

—— b1:a1—|—a3

No hay més restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se tiene el siguiente

conjunto de parametros libres
Py = {ao, ap, a3}
Una base de By, vendrd dada por
By = {t2,0,0; t21,15 t23,3}

Calculo de d;.

Sea
X0—>CL(1)X1,

X,—ai X,
di: 4§ Xo—alXs,
X3—alXy,
X,—alYi.

Se verifica que

e a =0, por el lema 0.3.

® dl[Xo,Xg] = a}inl = [a(l)Xl,X3] + [Xo,a§X4] = CL(l)Yl = a}l - a(l].

No hay mads restricciones respecto a los parametros y, por tanto

Pl - {a(l)’ a%? CL;}

By = {t20,1, t1,2, t34}
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Calculo de d,.

Sea
XO—HI%XQ,

2
X1—>G1X3,
Xz—)(l%X4,

Xg-?d%)/i.

Se verifica que
L dg[X(),Xl] = a§X4 = [ang,Xl] + [X(), a%Xg] = CL%X;L = a% = a%.

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto
P, = {ag’ CL%, ag}
By = {toz, to;,3, us1}

Calculo de ds.

Sea
XQ—)CLng,

d3 : Xl—)a?Xéi,
X2—>a§Y1.

Se verifica que
L dg[Xo,Xl] = a%Yi = [a%Xg,Xl] + [Xo,a,:{’le] = —G/gXLl = ag = —a%.

No hay mas restricciones respecto a los parametros y, por tanto
Py = {a87 a:f}
Bs = {t14, t203}

Cdélculo de d,.

Sea
XO—-)CLgX4,
4
X1_>a411)/1'

No hay restricciones respecto a los parametros (lema 0.4) y, por tanto

P4 = {CL%, a%}
By = {toa, w11}
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Calculo de ds

Sea

ds { Xo—adY.

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto

Ps = {ag}
Bs = {Uo,l}
Caélculo de d_,

Sea
X1—>01_1X0,

Xo—ay 1 Xy,
d_1:{ Xz—a3'Xo,
Xi—a;' X,
Yy =1 Xy,

entonces se verifica que

o a,' =a;' =0, por el lema 0.3.

L4 d_l[Xl,Xg] = b1_1X4 - [al_lX(),Xg] -+ [Xl, a3_1X2] = af1X4 = bl_l

No hay maés restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto

Py ={a', a3}
B_1 = {ta1,0, t32}
Calculo de d_,
[ X,—a52X,,
Xs—a32 Xy,
Xy4—a7? Xy,
Re —b72 X,

e a,2 =0b? =0, por el lema 0.3.

=ajl.

o d_o[Xo, X3] = a7’ Xy = [0, Xa] + [Xo,05°X1] = 05°Xe = a7 =0a5”.



94 2. Algebras de derivaciones y aplicaciones.

Por tanto
P_y = {a3?}
B_y = {t231}
Célculo de d_3
X3—>a§3X0,
d_s:q Xy—a3 X,
V) —b73 X

e a;2 =0, por el lema 0.3.

L4 d_3[X1,X3] = b1_3X2 = [O,Xg] + [Xl,a3‘3X0] = —G,ngQ — b1_3 = —a3’3.

Por tanto
Py ={a3*}
B_s = {ta;30}
Calculo de d_4
X4——)G,Z4X0,
d__4 .
Yi —?b;éle.

e a7t =b7* =0, por el lema 0.3.

Calculo de d_j5
d_s: { Y1 —=b7° X,

e b5 =0, por el lema 0.3.

En definitiva, se tiene el resultado. O

Nota 1:

Se verifica que

Ad(Xo) = t1,2 + t3,4, Ad(Xl) = —to,z -+ ’U,371, Ad(Xg) = —t0’4 — ul,l.
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Nota 2
Se tiene, trivialmente, que Der(C" %) = gI(C™%). Luego una base de Der(C"°)
vendrd dada por

B, = {w;; € L(C"®): 2< 4,5 <n-—5}

y su dimensién es
dim (Der(C"‘G)) = (n - 6)?

Proposicién 2.2 Una base de D(gg,, C"°) viene dada por
Biz = {uo;, usi1; € L(gg,C* %) : 1<i<2, 2<j<n—5}
y su dimension es
dim(D(gh;, ™)) =3 (n — 6)
Demostracién.  Sea d € D(gg,, C"°). Puesto que

Z(C %) =C" 8 =(Y,,...,Yn s5)
[9(15,2 962] (X2, X4, 11)

se tiene que

d(Y;) =0, 2<1<n-25,
d(Xq;) =0, 1<i<2,
d(Y1) =0,
< n-—5
d(Xo) = ) coxYr,
k:2n—5
d(Xai1) = D cipls, 1532
\ k=2

Exigiendo que d sea derivacién no se obtienen restricciones respecto a los pardmetros

y, por tanto, se tiene el resultado. 0O

Proposicién 2.3 Una base de D(C"9, gg ,) viene dada por

By = {vj2u€L(C"%gsy): 1<i<3,2<j<n—5
{wj1 € L(C" % gg,): 2<j<n—5}
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y su dimension es
dim(D(C"°, gg2)) = 3+ (n — 6)
Demostraciéon. Es analoga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(g52) = (X2, X4, Y1)
[Cn-—G, Cn—-G] — {0}

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.4 Con las notaciones anteriores, se verifica que una base de Der (g}, ,),

viene dada por

By, = BgaU{uoy, 2<j<n—5}U{ugi1;, 1<i<2,2<j<n-5}U

{wj1, 2<j<n-5}

y su dimension es
dim(Der (g, ,)) = n> — 6n + 18

2.3 El caso p=3

Se van a determinar a continuacién los espacios de derivaciones de las algebras de
Lie de sucesién caracteristica (2,2,2,1"7% 1) y dimensién de C!(g) mayor que 3,

obtenidas en el capitulo anterior, y que se denominaron gfw, 1<:<3n—18.

2.3.1 Caso dim(C!(g)) =6

Se ha demostrado en el capitulo anterior que cualquier dlgebra de Lie metabeliana

de dimensién n > 10, con invariante de Goze (2,2,2,1 "=9,1) y dim(C'(g)) =6,
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es isomorfa al algebra 9111,3’ cuya ley viene dada respecto de una base adaptada
{XOy X1> X27 X37 X4a X57 XG) }/ia"'7Yn—7}7 por

[Xo, X2i—1]=X2, 1<3<3,
[X17X3] :}/17 (gl )
(X1, Xs] =Y, "
[X3aX5] :}/37

7/

Evidentemente, si n > 10, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,
9711,3 = 9%0,3 ® C"1°
y se verificard, con la notacién del apartado 0.2.1, que
Der(g,l%g) = Der(ﬂ%o,a) @ Der(cnulo) @ D(B%o,m Cn_lo) ©® 'D(Cn—m’ 9%0,3)

Se va a proceder al calculo de cada uno de estos subespacios.

Proposicién 2.5 Una base de Der(gi 3), viene dada por

Blos = {tso0}U{tspi-10, 1 <i<3}U{tom, 1<i<3} U
{tsi_125, 1 <4, <3YU{ta00j-1, 1 <j <3}U{tspi-12j, 1 <4,5 <3V

{uog, 1< <8y U{uziag, 1<, <3}

y su dimension es

dim(Der (gl )) = 40

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 9%0’3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g}, 4

(Xo) ® (X1) ® (Xa) @ (X3) ® (X4) @ (X5, V1) ® (Xe) @ (Y2) @ {0} @ (Y3)
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donde )

g = (Xi—1), 1<i<5,
g = (X5, Y1),
g7 = (Xs),

¢ 88 = (Y2),
g9 = {0},
gio = (¥3),
g; = {0}, 1< 161> 10.

\

Sea d € Der(gj, 3), entonces

9
dd;, 1€ Z tal que d:Zdiz Z d;
icd i==9
puesto que d; = 0sii < =964 > 9, donde d;(X;) € giyj, 1 <1+ 7 < 10. Se va
a expresar cada d;, —9 < 7 < 9, como una combinacién lineal de los elementos de

unos conjuntos B;, —9 < i < 9, de derivaciones linealmente independientes de 9%073,
9
cumpliéndose que | J B;, es una base de Der(gj,3) y por tanto, se verificard que
i=—9

dim(Der( 9103 Z dim(B

i=—9
Calculo de d,
X;—a; X;, 0<11<4,
Xs—as X5 + a51Y7,
do:q Xe—ragXs,
Y1 =01 X5 + b1 14,
Y; —b;,Y;, 2<j < 3.

\

by = 0, por el lema 0.3.

do[Xo, X2i—1] = [@0Xo, X2i-1] + [Xo, a2i—1X2i-1] = a2i = ag + agi—1,1 <1 <3

do[ X1, X3) = [a1. X1, X3] + [X1,a3X3) = b1y =a1 +a3

o do[ X1, X5] = [a1. X1, X5] + [ X1, 05 X5 + a5.1Y1] = boo = a1 + a5
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o dy[Xs, X5] = [as X3, Xs5] + [ X3, a5 X5 + a5,.Y1] = b3z =a3+as

No hay mas restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto,

Py = {ao, ai, a3, Qas, as,l}

By = {t3.00, 311, t3,33, 355 Us1}

Calculo de d;

Xo—aj X1,
X1—alXs,
Xo—ralXs,
X3—alXy,
Xy—a}Xs +ag 1,
Xs—atXs,
XG_)CL%,Q}/Q,

Y; —sb! X

d11<

e ai =a} =0, por el lema 0.3.

dl[Xo,X3] = ai,lYl = [a(l)Xl,Xg] +0= a})Yi > a;hl = (I(l)

dl[X(),X5] = aé’2Y2 = [Cb(l)Xl,X5] +0= a(l)Yg = aé,Q = (11(1)

Como d(X,), d(X3) € Z(g) = bl =0.

No hay maés restricciones respecto a los parametros y, por tanto,

P = {a(1)7 a%? aé’ a}:}

B = {t3;01, t12, t34, t56}

Nota:

El célculo de dj, —9 < j <9 j # 0,1, se realiza por un procedimiento analogo. Una
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demostracién detallada puede verse en el apéndice C.1. Se obtienen

By = {toz, 3,3, t335, Us1, Usa}
Bs = {ts.0,3, t14, t36}
By = {to4, tz15, u1,1, Usz2, Us3}
Bs = {ts.05, t1,6, Uo1}

Bs = {tos, u1,2, uss}

B; = {Uo,z}
Bg = {u1,3}
By = {Uo,3}

B_1 ={ts2, ts4, t310}
B_s = {t331, 353}
B_s = {ts2, t330}

B_y={tss1}
B_s = {tas0}
En consecuencia, se tiene el resultado. ]

Nota 1:

Se verifica que

Ad(XO) = t1,2 + t3,4 -+ t5’6, Ad(Xl) = —to,z + us,1 + Us,2
Ad(X3) = —toa —ur1 +us2, Ad(Xs) = —toe — 12 — Usa.

Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"~'%) = gI(C"1). Luego una base de Der(C"~'°)

vendra dada por
B, = {wij € L(Cn_lo) 4<5,5<n— 7}

y su dimensién es
dim (Der(C" 1)) = (n — 10)’

Proposicién 2.6 Una base de D(gj 5, C*~') viene dada por

Bz = {uoj, usi-1,5 € L(g193, C""): 1<i<3,4<j<n—T}
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y su dimension es

dim(D(glyg, C* ) = 4+ (n -~ 10)

Demostracién.  Andloga al caso p = 2, teniendo en cuenta que

Z(C ) =C 0 = (Y,,...,Yo7)
[9%0,379%0,3] = (X2, X4, X, Y1)

Proposicién 2.7 Una base de D(C"™1°, g1, 5) viene dada por
821 = {'Uj,Zi, Wy, € ﬁ(Cn—mag%o,g,) 1< <L 3, 4 < j <n-— 7}
y su dimension es

dim(D(C™, g}, ) = 6 - (n — 10)

Demostracién. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

2(9%0,3) = <X2’ X4’ X67 Yl7 }/27 YE‘E)
[Cn—107 Cn—lO] — {O}

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.8 Una base de Der(g,, 3), viene dada por

Bis = BipgU{ugy, 4<j<n—TyU{ug 15 1<i<3, 4<j<n—-T7}U
U{vjai, 1<4<3,4<j<n—-7T}U{w,, 4<4,j<n—-T}U

U{’U)j,i, 1SZS3, 4S]§7’L—7}

Yy su dimension es

dim(Der(gy, 5)) = n® — 10n + 40
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2.3.2 Caso dim(Cl(g)) =5

Se ha demostrado en el capitulo anterior que cualquier dlgebra de Lie metabeliana
de dimensién n > 9 y sucesién caracteristica (2,2,2,1 "9,1), en el caso en que
dim(C!(g)) = 5, es isomorfa a un 4lgebra cuya ley viene dada, respecto de una base
adaptada { Xy, X1, Xo, X3, X4, X5, X4, Y1,...,Y, 7}, por

[Xo, Xoi_1]=Xo;, 1<14 <3, ' [Xo, Xoi—1]=X0, 1<4<3,
00 [X1,Xs] =Y, N (X1, X3 =Y3,
[X1, X5] =Y. (X1, Xs]  =Ya,
{ (X3, X5] =X,

Evidentemente, si n > 9, estas dlgebras son escindidas y por tanto
Ghs=0os ® C"° i=23 =

Der(gy,3) = Der(gy3) ® Der(C"™°) @ D(gy 5, C" ") @ D(C"", gy 5), i =2,3

Con el mismo sentido que en la seccién 2.1, se consideran a continuacién las asigna-

ciones formales entre vectores siguientes

¢

X() — X(),
X5 = X, [ X, = X, [ Xy — X,
1 X4 — X4a 1 X2 — _1/17 1 X2 — _}/27
£ 04 £ 44 £
’ X5 -~ X5, ’ X5 — Xl, ’ X3 — —Xl,
X¢ — 2X6, { X¢ — 2Xs. { Xy — -2X,.
| Y2 = Yo
( X1 — Xl;
X5 — X, [ X, = X, [ X, — X,
1 X5 —>X5, 1 X2 -—)X4, 1 X2 —>X6,
SRR ti3 11,54
Xs — Xs, X5 — —X(), X3 — Xo,
Yi — Yi, { 1/2 — 2X2 \ Yi — —2X2
Yy, — 2Y5.
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X3 = Xs,
Xy — Xy,
X5 — — X,
Xe = — X,
Yi—- N,
Ys — =Y.

t§,3:<

Derivaciones de g

Proposicién 2.9 Una base de Der(gj ), viene dada por

Bé,g = {ts00} U {ts10} U{tons, 1 <i<3}U{tsi125, 1<4,5 <3V
{t302j-1, 1 <j <3}U{tsni-1,2j-1, 1 <4,5 <3}U

{ugj, 1 <5 <2 U{ugi1,, 1<4<3, 1<5<2}

y su dimension

dim(Der (g5 3)) = 34

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 93,3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g§

(Xo)®(X1)B(X2) B(X3)D(X1) (V1) D(X5)D(Xe) D(V2)

91 ® 92 D gs @ gs D g5 DY O 97 D s D Yo
Sea d € Der(g3 3), entonces
8
dd;, 1€Z tal que d=Zd,~= Z d;
ieZ i=—8

puesto que d; =0si i < —8 6 ¢ > 8, donde d;(X;) € giyj, 1 <i+7<9.

El célculo de d;, —8 < i < 8, es analogo al de los casos anteriores y puede verse

en el apéndice C.2. 0O
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Nota 1:
Se verifica que
Ad(Xo) =tio+tsa+1t56, Ad(X1) = —too+us1+ Uss2
Ad(X3) = —to4 — uyg, Ad(X5) = —toe — U1
Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"°) = gl(C"%). Luego una base de Der(C"?)
vendra dada por

By ={w;; € LIC"%): 3<4,j<n—T}

y su dimensién es
dim (Der(C""g)) = (n—9)?

Proposicién 2.10 Una base de D(g§ 5, C"~°) viene dada por
By = {uoj, ugi-1; € £(g535,C*°): 1<i<3,3<j<n-T}

y su dimension es
dim(D(g};, C*%)) = 4- (n—9)

Demostracién.  Andéloga al caso p = 2, teniendo en cuenta que

Z(C0) = O™ = (¥a, Vi, .., Yay)
[933793,3] = <X2’X47X6> YL Y'2>

»

a

Proposicién 2.11 Una base de D(C"?, g3 ;) viene dada por
Bo = {vj2i, wj1, wjp € L(C"®,g55): 1<i<3,3<j<n-T7}
Yy su dimension es

dim(D(C"°, g35)) = 5+ (n — 9)

Demostracién.  Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

2(93,3) = <X2’ X47 X67 1/’17 Yv2>
[Cn—Q’ Cn—9] — {0}
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Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.12 Una base de Der(g2 3), viene dada por
Biy = BisUf{uog 3<j<n—ThU{ugy, 1563, 3<j<n-T}U
U {vja, 1<i<3,3<i<n—T U{w; 3<4,j<n-T}HU
U {wj,lﬂ Wj,2, 3 < .7 <n-— 7}

y su dimension
dim(Der (g2 5)) = n®> — 9n + 34

Derivaciones de g’ ,

Proposicién 2.13 Una base de Der(g} ), viene dada por

Byy, = {to0, taot U{toz, 1< <3 U{tg2, 10,5 < 3ju
{t3;0,1’ t(1),3’ t(l),s’ t%,l? t%,3’ t},5’ té,3’ 13;3,55 t3;5,3}U

{Uo,j7 1SJS2}U{U2Z—1,J7 1§7'S'3a 1§]S2}

y su dimension
dim(Der (g5 3)) = 31

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 93,3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de 93,3
(X3)D(Xa)D(Y1)D(Xo)B(X1)B(X2) D{0}B(X5) (X6)B(Y2)
g2Pg-1DP gD g1 D g2 D g3 DY D g5 D g6 D@ g7

Sea d € Der(g; 3), entonces

9
d= S d,

1=—9
con d,(XJ) € Pitj, -2<i1+3<T.

El calculo de d;, —9 < i < 9, es andlogo al de los casos anteriores y puede verse

en el apéndice C.3. O
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Nota: Se verifica que

Ad(Xo) =t12 + 134+ ts6, Ad(X7) = —to2 +us1 + us2
Ad(X3) = —toa —u1y + 152, Ad(Xs) = —toe — u12 — t32.

Teorema 2.14 Una base de Der (gl 3), viene dada por
By = BysU{uy, 3<j<n—TtU{usi 1y, 1<i<3,3<j<n—-T7}U
U {2, 1<1<3,3<j<n—-TtU{w;, 3<4,j<n-—-T}U
) {wj,la Wy 2, 3 < .7 <n-— 7}

y su dimension
dim(Der (g 5)) = n> — 9n + 31

Demostracién.  Anéloga al caso p =2 a

2.3.3 Caso dim(Cl(g)) =4

Se ha demostrado en el capitulo anterior que cualquier algebra de Lie metabeliana
de dimensién n > 8 y sucesién caracteristica (2,2,2,1 ®7%,1), en el caso en que
dim(C!(g)) = 4, es isomorfa a un 4lgebra cuya ley viene dada, respecto de una base
adaptada {Xo, X17 XQ, Xg, X4, X5, XG; Yi,. . .,Yn_7}, por

Hng 4<1<6; s, 07 <7y, 1<5<6

donde

_{n—SJ _ _{n—QJ _ _{n—lOJ _{n—llJ
™= 9 y T =T3 = 2 y T4 =75 = 9 , Te = 9

En lo que sigue se van a considerar las siguientes asignaciones formales entre vectores

de g, ademds de las ya definidas anteriormente.

(

XO — X07 r X X
Xy — Xy, X1 — Xo+ X5, ! 0
2 - L) Xz = X,
ooty Xa— Xy, t,05 X2 = X, 11,0 X, s X
X5 = Xs, Y, — X, Y4—> 2);’
{ X6 — 2X6 C .
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X1 - X(),
_ X1 — XO -+ Yn_7, 9
t1,0,n—7):" oy X5 — Y. 7,
Y — X,
Yi - X4.
X3 — X(),
- X3 — X() + Yn_7, 1 - X3 — Xo + Yn-—Sa
t3,(0,n—7)" l30:4 X5 — —~Y,._s, 13,(0,n—8)"
Y; - —Xs. Y, — —Xo.
Y —» —-Xs.
XO — Xo,
( Xo — X, .
1 9 X2i_>X2ia 137’337
toory Xoi — Xoi, 1<2<3, 16,009
Yok41 = Yoy, 1<k,
( Yort1 = Yory1, 1<EkEST
{ Yn_7 — Yn_7.
( ( XO — XO)
XO — XO) .
. Xoi — Xoi, 1<4<3,
Xo; — Xoi, 1<:1<3, v v 1 <k<
2k+1 7 Yok41, LS RST,
tdor8 Yopp1 = Yopi1, 1<k <, ZTPR
Yn—Q — Yn—Qa
Yn—8 — Yn—8;
Yn—8 — Yn—87
Yn-—? - Yn—?-
) \ Yn—7 - Yn—7-
X[) — Xl,
X() — Xl,
1 X4 — }/17 9
15,1+ 1014 X4 — Y,
X5 — X3,
Y,_7»— —X5.
{ Xe — 2X,4.
( ¢
XO — X3, X() — X3,
X() — X3,
L xom, | X -n,
15,39 0,3 to3:y Xo— =11,
X5 = — X3, X5 — Xi,
Yn—8 - _XS
{ X6 — —X4. { X6 — 2X2
XO — X5, Xo — XS:
t35: X2 — —Xz, th Xg — —X4,
’ X5 - —X5, ’ X4 — —XQ,
{ X — —Xg. { Xg — Xp.

4 _{X0—>X5, 5 :{X0—>X5,
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X1 — Xq, X1 — X, (
X1 — Xl,
X2 — Xg, Xg — Xg,
9 3 4 Xy — Xo,
11110 X5 = —Xs, 11y X3 = X3, ZRER
Yl — Yi7
X6 — —Xg, X4 - X4,
Yn—7 — Yn—?-
{ Y, —» Y. { Y, — 2Y;. .
X1 — X3,
Xl —> X3,
9 X2 — X4, 3
11319 ti31y Xo — Xy,
X3 — Xo,
Yn—8 — _Yn—7-
{ X4 — Xz.
Xl — X5,
Xl — X5, X1 — X5,
2 . Xy — X, 3 4
159 151y X2 — X, 115y Xo — X,
X3 — X(),
Yn_g — —Yn_7. Yn_g — —Yn_'/.
{ Yi — —2X2
4
X3 — X3,
Xg — X3,
X3 — Xl, X4 — X4,
t31:{ X4 = Xo, t331¢ X5 — X, 1339
Y1 = Y,
Yo7— Y, s Xe — X,
Yn—? — Yn—7
\ Y, - Y.
X3 — X5, X5 — X57
t35 1y X4 — X, ty5ry Xo — X,
( Yoo = —Y,_s. Yope1 = Yopq1, 1<k
( X5 — X5,
X5 — X5,
X6 - Xs,
2, Xo = Xs, 28 Yo = Y 1<k<
5,5,r S5 2k-+1 241, SREST,
Yort1 = Yory1, 1<k <, > ¥ *
Yn—S — Yn-—87
Yn—? - Yn—?-
) Yn—7 — Yn—?-
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Xo —> Yor,
U(1),2k5{ ’ 2 1<k<r

Y’2k+1 — "‘X5.

4

XO - Y:‘Zka

U%,Zk:< Yope1 = — X5, 1<Ek<r

Xo = Yo,
Uy o3 Yopr1 — —X5, 1<k
. Y,_-s = —Yo.
([ Xo — Yar,
Upok' Yorsr = —Xs5, 1<k<Sr
| Y9 — —Y5.
ufl),n—Q,r:<

1 . XO - Yn—Sa
e Xy — —Xe.

1 . XO — Yn——7a
T X, = —Xe.

1 .
U0,2k+1-{

2 )
U 2k+1" 9
3 .
U 2k+1° 9

4 .
U 92k+1+9

Xo = Yopt1,
Yor — Xs.
Xo = Yor41,
Yor — X, 1<k<r
Yo7 — —Yors.

Xo = Yogy1,

Yor — Xs, 1<k<r
Y, = —Yopt1.

Xo = Yop41,

Yor — X, 1<k<r
Yn-9 = —Yor41-

Xo — Yoo,
X = — X,
Yot1 = —Yopy1, 1<k,
Yoo = Yoo,
Yis = —Yas,
Y7 — =Y, 1.
[ Xo = Yos,
Xe — —Xe,

Uppogrid Yopp1 = —Yorq1, 1<EST

uO,n—?,r: \

Yn_g — ——'Yn_g,
Yn—7 — _Yn—7-

Xo = Yo7,

Xe = —Xo,

Yop+1 = —Yorq1, 1<k
Yo7r — —Yor
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X, =Y, X; - Y,
“i,zki ' 2 1<k<7r uig: ! M < k<vy
Yop41 = =Yar ’ Yor — Yy
X3 = Y, X3 = Y;
U3 o 2 1<k<r ulyy: 3 ML <k<y
}/Zk:—i-l - —Yn——S- , }/2]6 - Yn—8-
X5 = Y X5 = Y.
Ué,gk! ° 2 1<k<r u} PTARE > M <k<r
Yort1 = =Yo7 ’ Yor = Yor
X5 = Y5 X5 = Y,
wlod 0T 1<k<r w2y {0 Y o1<k<r
Yopy1 = =Yng ’ Yor = Yos
X5 = Y; X5 = Y
U3 o ° 2 1<k<r uyu ° # 1 <k<r
Yor41 = —Ya o ’ Yor = Yoo
1 X1 — Yn_g, 1 X3 — Yn_g,
U1n—9* U3,n—9°
X5 - Yn—7 X5 — Yn——S
1 Xl — Yn—87 2 Xl — Yn——87
u]_’n—g: 'u’l,n—S'
Yi— —Xoe X5 — Vo1
1 X3 — Yn—7a
U’3,n—7:
Y1 — X6
Yorh = Y5 Yo, = Yo,
w%k,z;’: - 1<k j<r. w%k,2j+1: o AR <kj<r.
Yoj41 — — Yo Yo — Yory1.
Yorp+1 — Yoy
w%k+1,2j:{ 2l 2 1<k, j<r
Yo511 = Yoryr.
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2.3.4 Derivaciones de g}, ;, i = 4,5,6.

)
[Xo, Xai-1] = X,
[Xo, Xoi—1] = X, [Xo, Xai—1] = X,
4 5 6 [X17X3] = }/1)
O3t [X1, X5 =Y, O3t X1, X3l =11, On3
[X17X5] - -X47
[Xl,X5] :XQ. [Xl,Xf,] :X4.
| [Xs, X5] = Xo.

Evidentemente, si n > 8, estas dlgebras son escindidas y por tanto
ghs=0ks ® C"° i=456 =

Der(gl, ;) = Der(gi ;) ® Der(C™®) @ D(gh 5, C"%) @ D(C"°, gy 3), i =4,5,6

Derivaciones de g ,

Proposicién 2.15 Una base de Der(g‘é,?,), viene dada por

Bss = {tio ti0m)YU{togi, 1< <3 U {taim1p), 1<4,5 < 3}U

{t30,1, t%,37 t%,s} U {ts2i-12i-1, 1 <@ <3}U{uo1, u1,1, usi, us1}

Y, su dimension es
dim(Der (g3 3)) = 24

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de g‘§>3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g§,3

(X1)B(X2)B( Xy, X5)D(X6)D(Y1)B(X3)D(X4)
1D g ® g1 DG DPD gs D Y

Sea d € Der(gg 3), entonces

6
3d;,, t€Z tal que d:Zdi: Zdi

iGZ 1=—6
puesto que d; = 0si i < —6 6 ¢ > 6, donde d;(X;) € giyy, —1 <1 +J <5
De forma andloga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(g‘é,g,) y puede

verse con mas detalle en el apéndice C.4 O
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Nota: Se verifica que

Ad(Xo) = t1o + 134+ 156, Ad(X1) = —to2 + 152+ us
Ad(X3) = —toa — u1y, Ad(Xs5) = —toe — u1,1-

Teorema 2.16 Una base de Der(g;, 3), viene dada por

Bhs = BgyU{ugy, 2<i<n—T}U{ugiyy, 1<i<3, 2<j<n—THU

U {w],la2S]Sn_7}

Y, su dimension es

dim(Der (g}, 5)) = n> — 8n + 24

Demostraciéon.  Andloga a los casos anteriores. O

Derivaciones de g ,

Proposicién 2.17 Una base de Der(gg 3), viene dada por

Bgs = {t5o tio taso}U{tos, 1<i<3}U{toi12, 1<4,5<3}U
{té,u 130,35 3,05, tip 31,3, t3;1,5 t§,3}U{uO,1, U1, Usa, Usil)

y su dimension es
dim(Der(gg 3)) = 26

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 92,3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g3

(X1)B(X2)D(X0)d(Y1)D(X3)B(X1)D(X5)D X6
g-1D go ® g1 D gD g3 D gs @ 95 DYe
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Sea d € Der(gg 3), entonces
7
3d;,1€Z talque d=)Y di= ) d;
icl =-7
puesto que d; = 0si i < —7 64 > 7, donde d;(X;) € giyj, —1 < i+ 7 < 6. De forma
andloga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(gg;). La demostracién

puede verse en el apéndice C.5. O

Nota: Se verifica que

Ad(Xg) = t1,1 + t3,4 -+ t5’6, Ad(Xl) = —to,l + t5,4 + U3zl
Ad(X3) = —tos — u11, Ad(X5) = —tog — u12-

Teorema 2.18 Una base de Der (g 3), viene dada por

By = BisU{uoy, 2<j<n—ThU{ug 1 1<i<3,2<j<n-T}U
U {wji, 2<i<n-T7}

Y, su dimension es
dim(Der(g5, 3)) = n* — 8n + 26

Demostracién.  Anéloga a los casos anteriores. a

Derivaciones de g? ,

Proposicién 2.19 Una base de Der(gg,:,,), viene dada por
By, = {to0, tioy Uftog, 1< <3y U{taiirg), 154,75 < 3}u
{ttl),p t(2),37 tg,sa tip tig; tis}U{UO,l, U1,1, Us3,1, U5,1}

Y, Su dimension es
dim(Der(gg 5)) = 24
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Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 92,3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g8 ,

(Xo, X5)0(X6)® (X1, X3)B (X2, Xs)®{0}0Y1
g1 D gD g D g1 D g Dy

Sea d € Der(g§ ), entonces

5
d= Y di, &i(X;) €0y, 1<i+j<6

1=—5

puesto que d; = 0si4 < =564 > 5, donde d;(X;) € gitj, 1 <i+7 <6,
De forma andloga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(ggﬁ), para mas

detalle, ver apéndice C.6. |

Nota: Se verifica que

Ad(Xo) = t1,2 + t3,4 -+ t5’6, Ad(Xl) = _tO,l + t574 -+ Uu3,1
Ad(X3) = —toa +ts2 —ur1, Ad(Xs) = —toe — ti4 — U1

Teorema 2.20 Una base de Der(gS 5), viene dada por

BSs = B§sU{uoy, 2<j<n—T U {ug1y, 1<i<3,2<j<n—-T}HU
U {vjoi, 1<i<3,2<j<n—T}U{w,, 2<i,j<n—T}U

U {wj,172g.]§n_7}

Y, su dimension es

dim(Der(gS 5)) = n> — 8n + 24

Demostracién.  Andloga a los casos anteriores. O
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2.3.5 Derivaciones de g3, 7<i<3n—18.

A continuacién se va a realizar el calculo de las derivaciones de las 4lgebras dadas
por 92,3, 7 < i < 3n—18, o lo que es lo mismo, de las algebras de las familias
g5, 0<r <r;, 1<j <6, donde

n—8 n—9 n — 10 n—11
R e R e e s IR bl

y se va a realizar calculando un toro de derivaciones para cada una de ellas. El cambio
de método se debe al hecho de que en estos casos, la dimensién del toro es elevada,
lo que hace cémodo el uso del método del toro para el célculo de los espacios de

derivaciones de estas dlgebras.

Derivaciones de la familia de algebras g,ﬁg

[Xo, Xoi1]=X9i, 1<1i<3,
1,r n—3
o5 (XX =Y, 0<rs< |27
[}/'2k7}/v2k+1]:X67 1 S k S r.

Evidentemente, si n > 2r + 8, estas dlgebras son escindidas y se tiene que

n-—3_8
O3 = Borpes @ C"727%, 0<r < {TJ —

Der(g}l’,’é) = DeT(E%’r:LS,s) ® Der(C"™ %) @ D(gé;"r—i—&& C -8 @D(C" P, 9%5»18,3)

Proposicién 2.21 Una base de Der(gy,53), viene dada por

i

Byliss = {too,}U{tos, 1 <i<3}U{tni12;, 1<4,5<3}U
{ts2i-12i-1, 1 < <2} U{t55,} U {ts0i-1, 1 2 < 3}U
{tagi—12j-1, 1 <i4,5 <3, i1 #j}U{uo, uai—1,1, 1 <3< 3}V
{ug;, 2<j<2r+1}U{vig;, 2<i<2r+1, 1<j<3}HU
{wir, 2<i<2r + 13U {wogigiy1, 1 <i <1} U
{wait12i 1< i<rpU{wyg, 1<4,5 <r}U

{wyinjr, 1<4,5 <, i # 5 U{wyipag5 1<4,5 <y 07 7}
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y su dimension es

dimDer (g3, 3) = 3r® + 10r + 29

Demostracién.  Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son de-

. . 1,
rivaciones de gy, 5 3. Se va a probar que no hay otras.

[Xo, Xoi1]=X9, 1<1<3,
1,r n—38
Sor483 = § [X1,X3] =Y, 1<r< { J
[}/2k7Y'2k‘+1]:X67 1 S k S T.

Se considera la siguiente graduacién del dlgebra:

(Yors1)®. . .@(Y3)®{0}D(Xo)®(X1)®(X2)D(X3) B (X)) ®(Y1)B(X5) B (X6) B (Y2)®. . . ®(Ya,)
gr ©.. 091D gD g1 © g2 © 93 D 91 D 95 D G D g7 D gz @ Go B...DPs4r

siendo
g€ (X)), 1<i<4
g6 € (Y1),
git2€ (Xi), 5<i<6
gsx€ (Ya), 1<k<r,
9k €E(Yor41), 1<k<r

Cdlculo de dy

Sea

Se debe verificar:
hd dO([X07X2i—1]) = g Xoi = [COX07X21‘——1] + [X0702i—1X2i—1)]a 1<:<3
= Coi-1 = Cp+ €z, 1 <2< 3

o do([X1, X5]) = i1 = [ X1, Xa] + [X1,63X3] = di =c¢ +c3

o do([Yok, Yort1] = (co + ¢5) X6 = [dorYor, Yok+1] + [Yor, dokt1Yok41], 1 < k<7
n — SJ

= dopt1=co+Cs —dy, 1<k, 1STS[
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Resulta, por tanto, el siguiente conjunto de pardmetros libres
Py = {cg, 1, 3,65} U {dak, 1 <k <7}
con lo que dim(le;Crs,O) =4+ r y una base de B%;:_S’O vendrs dada por
Byliso = {toom tas t333, tos,t U{wapor 1<k <7}

Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

,

d(Xy) =aXo,
d(X1) =X,
d(Xs) =(a+ a1)Xs,
d(X3) =a3Xs,
7.4 d(Xy) =(a+ as3)Xy,
d(Xs) =a5Xs,
d(Xe) =(a+ as)Xe,
d(Y1) =(o1+ a3V,
d(Yar) =0BeYar, 1<k<m,
L d(Yae)=(a + a5 — B)Yort1, 1< kST

que determina la siguiente graduacién para el 4lgebra

g%}r+8,3 = Goatas—0 D D Batas—p D {0} D ga D Fa; D Gatar D Bas D Gotas D Jarta; ©
Bas D Gatas DG DG, © ... O G,

Diferencias
Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros, a fin

. . . . 1
de determinar una base del conjunto de las derivaciones de 92;-T+8,3-

® (] — (&
ol —o = ) —« Xo — aXy,

= (051—|'O!3)—'(OZ+O£3) X4 — in
Entonces b = a, puesto que

d([Xo,Xg]) = d(X4) = in = [aXl,X3] + [X(), O] = aY1
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obteniéndose

es decir, t3,,1.

° o —a:
X; — aXy,
YT — bX4

ag—0 = a—om

= (a + C¥3) — (a1 + 013)
Entonces b = a = 0, puesto que

* d[Xl,Xg] =bX, = [aXo,X3] +0=0aXy = b=a.
* d[Xl,Xf)] =0= [(lXo,Xf,] +0=aXg = a=0.
® (¥y:
ap = (a+a1)—a XO — CLXQ,
= (a1 + a3) — (3 X3 —  bY;.
No hay restricciones respecto a los pardmetros (lema 0.4 y, por tanto, se obtienen
d}llZX()‘—)XQ, O%IZXQ,"—)Yi

es decir, too ¥y U3

o —(:

X2 — CLX(),
= Q3 — (Oﬁl + a3) Y, — bX;.

Se verifica que ¢ = b = 0 (lema 0.3).

-y = a—(a+a)

o a3 —
a3 —Qa = 03—« ‘XO — aXs,

= (041+Oé3)—(Oé+Oél) X2 — in
Se verifica que

d[XO,Xl] = in = [an,Xl] +0= —CLY1 = b= —a

obteniéndose

d ) X() — Xg,
T x, - —v,

cs decir, t3;0,3 .
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® a— a3
a—q3 = a— Qg X3 — aXy,
= (a+ay) — (on + az) Yi — bX,.

Se verifica que @ = b = 0 (a = 0 por el lema 0.6 y después b = 0 por el lema

0.5).

® (/3.
a3 = (a+a3)—a Xo — aXy,
= (oq + C¥3) - X = bY].
No hay restricciones respecto a los pardmetros (lema 0.4) y, por tanto, se ob-

tienen
d(llleO—)X4, diain—)Y'l

es decir, t0,4 y Ui

® —(3!
—Q03 = «o-— (CY + 053) Xy — aXo,
= a; — (011 + 043) YT, — bX;.

Se verifica que a = b = 0, por ser C*(g) ideal caracteristico.

® (5 — (&
as — o = Q5 — |X0—>aX5

No hay restricciones respecto al pardmetro y, por tanto, se obtiene

das——a : XO — X5
es decir, t3,5.
® O — (5!
a—a; = o— Qs ’X5—>aX0

Se verifica que a = 0 por el lema 0.5.

® (¥s5:
as = (a+as)—a ’X0—>aX6

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da5 : Xo — X6

es decir, ?o¢
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® —(5!
—Q5 = Oé—(Ol+Of5) ‘XG—)CLXO

Se verifica que a = 0 por ser C1(g) ideal caracteristico.

& —+ oy + O3
—at+a;+a3 = (@p+a3)—a iXO—MzY]L

No hay restricciones respecto al pardmetro y, por tanto, se obtiene
da1+a3—a : XO - le
es decir, ug

e o — ay — Qg
a—a;—a3 = a-—(a;+as) |Y1—>aX0

Se verifica que a = 0 por ser C!(g) ideal caracteristico.

o Or—a, 1<k

—a = -« Xo = arYs
Br Bk 0 K Yok L<k<r
= a5 — (a+as— O) Yopy1 — beXs
Se verifica que by = —ag, 1 < k < r, puesto que

d([Xo, Yars1]) = 0 = [ar Yok, Yoxs1] + [Xo, bxXs] = (ar + b) X

obteniéndose

] Xo — Yo
dg,—a : , 1<k<r.
Yort1 = —X5

es decir, uj g, 1 <k <7

e a—[0 1<k

a—0 = a—[b
= (a+as—F) —os X5 — beYorn

Se verifica que by, = ar, =0, 1 < k < r, (by = 0 por el lema 0.6 y después az, = 0,

Yor — X
2k QiAo 1<k<r

por la misma razén).

e as— G, 1<k
as— B = as— b

= (a+o0o5— ) -«

Xo — apYopn
Yo — bXs

1<k<r.
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Se verifica que b, = ax, 1 < k < r, puesto que
d([Xo, Yar]) = 0 = [axYart1, Yar] + [Xo, 06 X5] = (—ax + bi) X6

obteniéndose

1<k<Lr

) —

) Xo = Yo
da5—ﬂk
Yoo — X5

es decir, ug o 1, 1 <k <7

¢ Bh—as, 1<k<T:
Br—as = a—(a+as— b
= b—as Yokt1 — bkXo
Se verifica que by = ax =0, 1 < k <7, (by = 0 por el lema 0.6 y después a =0,

X — Y5
5 Wtk cp<r—1.

por la misma razén).

o o
a = at+o;— o X1 — aXs
= ataz—a3 Xs — bXy
= a+as— as X5 — cXg

No hay restricciones respecto a los pardmetros, (lema 0.4) y, por tanto, se

obtienen
dtllin——}Xg, d§ZX3-—)X4, diZX5—>X6

€s decir, t1,27 t3,4, t5,6-

o —a
—a = a;—(a+w) X = aX;
= a3 — (a+ a3) Xy — bX;
= a5 — (a+ as) X¢ — c¢X;

Se verifica que a = b = ¢ = 0, por ser C!(g) ideal caracteristico.

& —q + O3:
-+ 03 = 3— Q1 X1 — CZX3

= (O!+(13)—(OZ+C¥1) X2 — bX4
Se verifica que a = b puesto que

d([XO,Xl]) = d(XQ) = bX4 = [O,Xl] + [X(), an] = aX4
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obteniéndose
Xy — X3
d—a1+a3 :
X2 — X4
es decir, t3, 3.
o a; — O3:
] —(g = 1 — Q3 X3 — CLX1
= (a+a1)—(a+a3) Xy — bX2

Se verifica que a = b pues
d([Xo, X3]) = d(X4) = ng = [0,X3] + [Xo, (LXl] - CLXQ

obteniéndose

d ] X3 — X
ares s X4 — Xy

€S dGCiI', t3;3,1 .

& o — x + a3
oa—o)+oag3 = (O[+CY3)—C¥1 ’Xl——)CLX4

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da_a1+a3 . Xl — X4.
es decir, t; 4.

e —a+ a1 — Qs
—a+a1~a3:a1—(a+a3) |X4 — aXi
Se verifica que a = 0 por ser C!(g) ideal caracteristico.
o —x; + a5
—o1+as = a5 —oq X = aXs
= (a+015)_(04+011) Xo — bXg
Se verifica que a = b puesto que

d([Xo, X1]) = d(Xs) = bXs = [0, X1] + [Xo, aX5] = aXe

obteniéndose

d ) X1 — X5
aeman s X2 — X(;
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es decir, t3.1 5.
® (] — Ox:
] — 0y = O] — Qs X5 — aX;
= (a+a1)—(a+a5) X — bXs
Se verifica que a = b pues

d([Xo,Xg,]) = d(Xs) = bX2 = [0,X5] + [X(), aXl] = an

obteniéndose

d ] X5 — X
ames s X5 - X5

es decir, t3;5’1.

® o — o + a5
a—o+ay = (a+0z5)—a1 |X1—)aX5

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da—a1+a5 Xy — XG.
es decir, t16.

e —(+ o — Q5
—a+oa;—as=a; — (a+ as) ‘XG - aX;

Se verifica que a = 0 por ser C!(g) ideal caracteristico.

o —a)+ G, 1< k<

ot b = o ' X1 — apYak
Se verifica que a; = 0, 1 < k < r (lema 0.6).

o ar—fk 1<k<m
o= = a1—f ’sz—ﬂlk)ﬁ
Se verifica que ay =0, 1 < k < r (lema 0.6).

ea—oartas—f 1<k

a—artas— 0 = (a+as—0k)— o |X1—>akyzk+1
Se verifica que a =0, 1 < k < r (lema 0.6).
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o —ataog—as+ G, 1<k

—ato—as+ 06 = o — (a+as— B) |Y2k+1—>akX1
Se verifica que a =0, 1 < k < r (lema 0.6).

-0 — 0y + Qs
—a—a1+a3=a3~(a+a1) IX2 — aX3

Se verifica que a = 0 por ser C!(g) ideal caracteristico.

o+ o] — ag:
at+a—a; = (a+a;)—a3 |X3 - aXy

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da+a1-a3 1 X3 — Xo.
es decir, t3.

- — o + O
—a—o+as=a5— (a+a) ‘Xg - aX;s

Se verifica que a = 0 por ser C'(g) ideal caracteristico.

o+ o — o
ato—as = (a+aoy)—as |X5 — aXs

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da+a1—a5 Xy — X,.
es decir, 5.

—a—a+ G, 1<k<

—a — oy + By = fr — (a4 1) |X2—>aky2k
Se verifica que ay = 0, 1 < k < r, por ser C!(g) ideal caracteristico.

atoa— G 1<k
ator—fe=(a+a) - b 'Yék—)asz
No hay restricciones respecto a los pardmetros (lema 0.4) y, por tanto, se ob-

tienen
da-{—al—ﬂk : Y2k — XQ, 1 S k S T.
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es decir, vop 2, 1 <k <

e —ajt+as— G, 1<k

—on + a5 — O = (a+as — B) — (a+ o) l Xo = arYort1
Se verifica que ay =0, 1 < k < r, por ser C!(g) ideal caracteristico.

o ay —as+fF, 1< k<
o — o5+ B = (a+ o) — (a4 a5 — i) |Y2k+1—‘>akX2
No hay restricciones respecto a los parametros (lema 0.4) y, por tanto, se ob-
tlenen

dal—as-i-ﬂk : Y2k+1 — X2> 1<k<r.

es decir, vopt12, 1 <k ST

& —a3 + (5!
-3 +05 = 05— Q3 ‘Xg — aXs

= (a+as) — (a+a) Xy — bXs
Se verifica que a = b puesto que

d([X(),X3]) = d(X4) = ng = [O,X3] + [Xo, G,Xg,] = CLXG

obteniéndose

d ] X3 — X5
T Xy — Xe

es decir, ?335.

® (3 — Oy
a3 — 05 = Q3 — Qs \X{, — aX;

= (a+a3)— (a+as) X¢ — bXy
Se verifica que a = b pues

d([XO,X5]) = d(Xe) = bX4 = [0,X5] + [Xo, aX3] = CLX4
obteniéndose

d ) X5 — X3
e X6 — X4

es decir, t3;5)3.
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® o — o3+ as:
a—astas = (a+as)—az ‘X3—>aX6

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da—a3+a5 : X3 - Xﬁ.
es decir, t3.

& —o -+ a3 — 05
—a+az+as=a;— (a+as) 1X6 — aX;s

Se verifica que a = 0 por ser C!(g) ideal caracteristico.

o —a3+ 0k, 1<k<r:

—03+ 0 = Br— a3 | X3 = apYo
Se verifica que ay =0, 1 <k < r, (lema 0.6).

® a3 —f 1<k
as— P = a3 — [k ‘Y%—)asz
Se verifica que a; =0, 1 <k < r, (lema 0.6).

L Oé—O!3+O£5—,6k, 1§k§7“:

a—aztas— 0 = (a+as—0) —as ‘X3_>ak}/2k—|—1

Se verifica que ay, =0, 1 <k <r, (lema 0.6).

o—a+a3—a5+ﬂk,1§k§r:
—at+w—as+ 0 = oz3— (a+as— B lY2k+1—>ach3
Se verifica que a; =0, 1 < k <r, (lema 0.6).

e —(x — O3+ G5
—a—as+as =05 — (a+a3) 1X4 — aXs

Se verifica que a = 0 por ser C*(g) ideal caracteristico.

® o+ (3 — O
o+ a3 —ay = (a+a3)—a5 \ng — CLX5

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene

da+a3—a5 : X5 — X4.
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es decir, 15 4.

o —a—a3+ 0, 1<k
—a—a3t P = B—(a+as) lX4'_>alc}/2k

Se verifica que ay = 0, 1 < k < r, por ser C'(g) ideal caracteristico.

e ataz—f 1<EkELST:
atas—fF = (a+as)— 0Ok lY2k_>akX4

No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da+a3—ﬁk Yo, — X4, 1< kE<r.
es decir, vopa 1 < k <1

o —azt+as— LG, 1<k
—azt+as— B = (a+as— ) — (a+as) ’le_)akyélﬁ-l

Se verifica que ay =0, 1 < k < r, por ser C!(g) ideal caracteristico.

e az3—0a5+ G 1<k

as—os+ B = (a+as)—(a+os— ) |Y2k+1—>akX4
No hay restricciones respecto al pardmetro (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene

dag——a5+ﬂk . }/Zk—l—]. — X4) 1 S k S T.
es decir, vopt14 1 <k <7

® o) + a3 — 05
a;t+az—as = (a1 +03)—as ’X{, — aY].

No hay restricciones respecto al pardmetro, (lema 0.4) y, por tanto, se obtiene
da1+a3—a5 . X5 — }/1
es decir, us ;.

® —(; — Q3+ Qs
—Qq — Q3+ = a5—(a1+a3) |Y1 — CLX5.

Se verifica que a = 0 por ser C'(g) ideal caracteristico.
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e —+ oy + a3 — as:
—a+ta+oz3—as = (o +o3)— (a+ as) lXﬁ — aY].

Se verifica que a = 0 (lema 0.5).

o a— o — a3+ as:
a—a;—az+a; = (a+as)— (a1 + a3) ‘Yl - aXg.

Se verifica que a = 0 (lema 0.5).

o —a—as+ 0 1<k<r:
—a—as+ 0 = Or—(a+as) ‘Xe—ﬂlkywc

Se verifica que a; = 0, 1 < k <, por ser C!(g) ideal caracteristico.

e a+tas— G, 1<k<r:

atas— B = (atas)— B lyzk—Hlsz
No hay restricciones respecto a los pardmetros (lema 0.4) y por tanto se obtienen

da+a5—ﬁk : Yék - X(;, 1< k <r.
es decir, vope 1 <k < 7.

o« b, 1<k<m

=B = (a+as— ) — (a+as) ’ Xo = axYorn
Se verifica que ay = 0, 1 < k < r, por ser C1(g) ideal caracteristico.

o /Bka 1 S k S r.
Be = (a+as)—(a+as— b | Yort1 = axXe
No hay restricciones respecto a los parametros (lema 0.4) y, por tanto, se ob-

tienen

dﬁkIYék+1—)X6, 1<k<r.

es decir, vop+16 1 <k <.

o —ay—a3+ G 1<ELST
—ay—o3+ B = Br— (ou+ as) ’Y1“>akYQk

Se verifica que ay = 0, 1 < k < r, por ser C!(g) ideal caracteristico.
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o aytay— = (m+as)—fs 1<k
artoz— P = (on+as)— b |Y2k—>akY1

No hay restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, se obtienen
dortas—p; : Yor = Y1, 1< k<
es decir, wy,1 1 < k <7
e a—a)—oa3t+as— G, 1<k

a—o—ast+as— G = (a+as—F)— (01 +as) ‘Y1_>aky2k+1

Se verifica que ay =0, 1 < k < r, por ser C!(g) ideal caracteristico.

o —atartaztas— LG 1<k
—atatoztas—f = (ant+os)— (@+as—F) IY2k+1—>akY1

No hay restricciones respecto a los parametros (lema 0.4) y por tanto se obtienen
d—a+a1+a3+a5—[3k . Y2k+1 — Yla 1 S k S T.

es decir, wory11, 1 <k <.

.5j_ﬂk71§j’k.§raj7ék:
Bi—Be = Bj— Bk Yorh — ajYo; 1<5,k<T,

= (a+as—5) — (a+as—0;) Yai1 = bjxYokta J#Fk
Se verifica que by = —ajs, 1 < j,k <1, j#k, pues

d([Yar, Yaj11]) = 0 = [ajeYaj, Yajr1]+[Yar, bjkYort1] = (ajt+bin) Xe, 1 < Gk <7, j # k.

obteniéndose

Y, — Y,
dﬁj_gk:{ 2 4 1<j,k<r j#k
Yojr1 = —Yan

es decir, wy; o, 1 < j,k <ry § # k.

o a+tas—20, 1<kE<nr:

atas—20 = (a+as—B)— b |Y2k_>alcY2k+1
No hay restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, se obtienen

dotas—28; * Yok = Yopp1, 1< kS

es decir, wokok+1, 1 < k <.
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e 20k —a—as 1<k<r:

26k —a—as = B — (a+os5— 0) |Y2k+1-—>akY2k

No hay restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, se obtienen
dog,—a—as : You41 — Yo, 1 < k <.
es decir, woky1,06, 1 <k <1

a"+‘a5—ﬂk‘—"/8ja 1§j;k§7“a ]#k
atas— 06— B = (Ol-l-as—ﬂk)—ﬂj,

= (a+as—06;)— bk Yoo — bjrYojn
Se verifica que a;x = bj, 1 < 7,k <r, j #Kk, pues

Yoy = apYoryt,

d([Ya5, Yar]) = 0 = [ajuYort1, Yor] + [Y25, bje Yoj1] = (—ajn + bjn) Xe, 1 <k <.

obteniéndose

Yaj — Yoria,

dOH—as—ﬁj—ﬁk : { 1 _<_ j7k S T, .7 # k

Yorb — Yo
es decir, wy, o541, 1 < 5,6, §# k.

—a—a5+ﬂk+ﬂj,1§j,k§7“,j7ék
—a—as+ G+ 0 = B — (a+as— Bk, Yoit1 — ajYo,

= b—(a+as—0;) Yort1 — bjrYo;
Se verifica que a5 = bj, 1 < 7,k <r, j#k, pues

d([Yaj+1, Yort1]) = 0 = [ajx Yok, Yorr1]+[Y2jt1, bjiYas] = (ajs—bx)Xe, 1 < k<.

obteniéndose

1/2'-1-1 — Y'an . -
d—a—as-l-ﬂj-}-ﬂk : { ? 1< ]7k < J 7é k

Yory1 — Yo

es decir, wy; 1 o5 1 < Gk <1y j# K.

O
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Nota 1:

Se verifica que

Ad(Xo) = t1,2 + t3,4 + t5,6, Ad(Xl) = —to,g + Uusz,1
Ad(X3) = —toa — U1, Ad(X5) = —tog,
Ad(Yor) = vor+1,6 Ad(Yopt1) = —Vake-

Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"2r~8) = gl(C"?~8). Luego una base de Der(C"*"~%)

vendra dada por
B ={w;; € L(C"8): 2r+2<4,j<n—T}
y su dimensién es
dim (Der(C"‘z’"_S)) = (n—2r —8)?
Proposicién 2.22 Una base de D(gy 55, C* %) viene dada por

By = {uoj, usi-1; € E(Q%ﬁs,a, C 2 8)): 1<i<3, 2r+2<j<n-"T}4U

U {wi;j € L(g3)55C" > ®): 2<i<2r+1, 2r+2<j<n—T}
y su dimension es

dim(D(gy7 153, C* 2 %)) = (4+2r) - (n — 2r — 8)

Demostracién.  Sea d € D(g3y,53, C*~2~%). Puesto que
Z(cn—Zr—S) — Cn——2r—8 — <}/2r+2, . )Yn—7>

_9%’[+8,3, 9;}T+8,3] = (X>, X4, X6, Y1)

se tiene que
[ d(Xy)=0, 1<i<3,

d(¥1) =0,

diy;) =0, 2r+2<i:<n-"T.

\
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y que

( n—7

d(Xo) = Z Co,lYZ,
l=21—7|-2

d(Xoim1)= D eV, 1<1<3,
) = 27"-1—2

d(Yar) Z biY, 1<i<,
= 2r+2

W)= S BY, 1<i<r
\ l 27‘+2
Exigiendo que d sea derivacién no se obtienen restricciones respecto a los parametros

y, por tanto, se tiene el resultado. O

Proposicién 2.23 Una base de D(C" 8, gé;ﬁrs’?,) vendrd dada por
Byl = {0jai € LCT 78 g 10y): 1<6<3, 2r+2<j<n—T}U
{wjn € L(Q%’fq—s,a, C¥8): 2r+2<j<n-"7}
y su dimension es

dim(D(C" %, ghf50)) = 4+ (n — 2r — 8)

Demostracion.  Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(g37183) = (X2, X4, X6, Y1),
[Cn—Qr—S’ Cn—2r——8] — {O}
(]

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.24 Una base de Der(g,ll”g), viene dada por
By = BiyliesU{uoy, usiciy, 1<i<3, 2r+2<;j<n—-T}U
{vjoi, 1<i<3, 2r+2<j<n—-T}U{wi, 2r+2<i<n-T}
{wij, 2<i<n—7 27 +2<j<n-T}
y su dimension es

dim(Der(g,5)) = n(n — 2r — 8) + 3r® + 10r + 29
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Derivaciones de la familia de algebras gig

' [Xo, Xoim1]=Xy, 1<4<3,
[X1,X5] =N, [n—gJ
(X5, Yo_r] =X,

| Yok, Yop1|=Xe, 1<k <,

Evidentemente, si n > 2r + 9, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

-9
B2 = giien © O 072 [P =

Der(gi’g) = Der (93}:—9,3) ® Der(C" %) @ D(9§}T+9,3a cr 9 eDp(Ch T, 9%’&9,3)

Proposicién 2.25 Una base de Der(gg;;g,?,), viene dada por

33;19 = {tg,O,r} U {Z1,00,0-7)5 T30} U {to2i, 1 <1< 3ju
{tai—125, 1 <4,7 <3}U {t502-1, 1 <1 <2} U
{to5} U {tszim12i-1, 1 <4< 23U
{ths0i a3 tasa} U {uon} U{ugiogy, 1<i<3}bU
(w2, 2<j<2r+1}U{ul, 7,5 Usnr}U
{ul;, 2<j<2r+1}U{vg, 2<i<2r+1, 1< <3}U
{Vn 725, 1 <3 <3}U{wi, 2<i<2r+1} U{wp72} U
{waigis, 1 <1 <1} U{waipi, 1 <6 <rhU{wy g 1<4,5 <rtU
{whinjer, 1< 4,5 <7 U{whiprg; 1< 46,5 <7}

y su dimensién es

dim (Der(g37493)) = 3r® + 12r + 33

Demostracién.  Es trivial que todos los endomorfismos indicados son derivaciones

2
de g5, 93. Se va a probar que no hay otras.
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Se considera la siguiente graduacién del algebra

(Yor 1)@ - -®(Y3)D{0}D(Xo, Yn_7)B(X1)D(Xo) B(X3)D(X4)
gr S -Dg 1D G D g1 D g2 D g3 D g1 D 95

(Y1) B(X5)D(X6)DY2D- - D Yo,
D g D gr D gs DPod: - -DPstr
Cdlculo de dy

do(Xo) = aoXo + ayYn-7,

do(X;) = a; X, 1<4<6,
do(Y;) = b, X, 1<i<2r+1,
do(Yn—7)=bl_7Xo0 + bn1Yn—17.

Puesto que dy debe ser una derivacién, se imponen a continuacién las condiciones

pertinentes a fin de obtener las correspondientes restricciones para los pardmetros:

o do([Xo, X2i-1]) = c2iXai [a0 X0 + aYn—7, Xoi1] + [Xo, a2ic1 X2i1]), 1 <6 <2

= Cy =CotCo-1, 1 <1< 2

do([Xo, X5]) = [aoXo + apYa—7, X5] + [Xo, a5 X5] => ag = ap + a5 — a

do([ X1, Yn-7]) =0 = [a1X1, V7] + [Xl, b,_2Xo + bn—7Yn—7] = b, ;=0

do([ X1, X3]) = [a1 X1, X3] + [X1,03X3] = b1 = a1 + a3

o dy([Xs,Yn-7]) = asXe = [as X5, Yn_1] + [X5,bn—7Yn—7] = bn_7 =0a0 —ag

do([Yor, Yort1] = a6 X6 = [boxYor, Yort1] + [Yor, bokt1Yor41], 1 <k <r =

-9
d2k+1’—‘Co+05—06—d2k,1S/€ST,1S7”SVL J
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En definitiva, se obtiene el siguiente conjunto de pardmetros libres
POZ’T = {ap, ay, a1, as,a5} U{by, 1 <k <r}
y, por tanto dim(Bg") = 5+ r. Una base de B2" vendra dada por
Be" = {tfor Yom-r, Ta11s 3, tiget U{waeor 1<k <}

Toro de derivaciones

Se considera, por tanto, el siguiente toro de derivaciones

4

d(Xo) =aX,,
d(X1) =01 X,
d(Xs) =(a+a1)Xs,
d(X3) =03X3,
d(X4) =(a+ a3)X,
T:q d(Xs5) =05X5,
d(Xs) =(a+ as5)Xs,
d(Y1) =(a1+a3)Yy,
d(Yar) =BxYor, 1<k<r,
d(Yory1)=(a + as — Be)Yort1, 1< kST,
\ d(Y,—7 =aY, 7.

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra

9%?19,3 = Gotas—p D - B Gatas—p1 D {0} @ 9o D 9oy ® Batar © Jos © Fatas ©
DPos+as D Jas D Batas D 8s, D Ys, D ... D g,
Diferencias
Se consideran, a continuacién, todas las posibles diferencias de los pardmetros, a fin

. . . . 2 ,
de determinar una base del conjunto de las derivaciones de g3, 4 3, de forma andloga

al caso g,llg Para mas detalles ver apéndice C.7 O

Nota : Se verifica que
Ad(X()) = t1,2 + t3’4 + t5,6, Ad(Xl) == —t0,2 + ’U,3’1
Ad(X3) = —toa — U1, Ad(X5) = —tog + Un-7s,
Ad(Yor) = vak+1,6 Ad(Yakt+1) = —Voks6,
Ad(Yn_7) — _t5,6-
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Teorema 2.26 Una base de Der(gi’,g), viene dada por

By = ByliosU{uoy, ugi-1y, 1<i<3, 2r+2<j<n—8}u
{vja, 1<i<3, 2r+2<5<n—8}U{win, 2r+2<i<n—8}

{wi,j, QSlSTL—?, 27"+2S]S7’L—'8}
y su dimension es

dim (Der(g}3)) = n(n — 2r — 9) + 3r% + 12r + 33

Demostraciéon.  Andloga a los casos anteriores. a

Derivaciones de la familia de algebras gig

’

[Xo, Xoi1]=Xy, 1<4<3,
(X1, X5] =Y,
[X1, Yn_7] =XG,
| Yok, Yout1]=Xs, 1<k <,

Evidentemente, si n > 2r + 9, estas algebras son escindidas y, por tanto

-9
B = 03h0s © C 0 02 r < [P =

Der(gi’,’g) = De?"(ﬂ%fw,s) @ Der(C" %) & D(gg}TJrg,s, Cr ) eD(Cr T, 93}:9,3)

Proposicién 2.27 Una base de Der(g3/,q3), viene dada por

Bylyo = {too, tiotU{to, 1<1<3}U{taiirg, 1<4,j <3}
{til, 13.3,3, t§,5,ra FU {ts02i-1, 2<i < 3}U {75(2),1} U {t31,3, t31,5, t3351U
{'UIO,I} U {u%—l,la 1 S ’L S 3} ] {U(l),j, 2 _<_ k S 27" + 1} U

{u(l),n—% U1,n-7, ué,n—7} U {u%,j? 2<k<2r+ 1}
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{vigj, 2<i<2r+1, 1 <j <3} U{vporg, 1<j<3IU
{wj,la 2<j<2r+1}uU {’wn_7,1} U {wzk,%ﬂ, 1<k<r}u
{wars1k, 1<k <T}U {w%mj, 1<4,j<r}uU

{Whii105 1< 6,5 <1, i # YU {whigip0, 14,5 <1y i # 5}

y su dimension es
dim (Der(g37493)) = 3r” + 12r + 34

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de gg’ﬂrg,?,. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del algebra:

(Yari1)®- - (Y3)D{0}D(Xo)B(X1)B(X2)D(X3)D(Xy)
gr D - Dg 1P gD g1 D g2 D g3 D g4 D g5

D (Y1)B (Y, 7)D(X5)D(X6)D Y2 B - -® Yor

do(Xi):aiXi 0 S 1 S 6,

o do([Xo, Xoi1]) = do(Xa;) = [a0Xo, agi_1Xai—1] + [Xo, a2i-1X2i—1], 1 <1 <3

= agi =0ap+ag-1, 1<i<3

do([ X1, X3]) = [a1. Xy, X3] + [X1,03X3] = by =a1+as

do([X1, Yn—7]) = a6Xe = [a1 X1, Ya—r] + [X1,bprYn_7] = b7 =0ap — a1 +as

do([Yar, Yors1) = do(Xe) = [bak Yok, Yort1] + [Yoks bok+1Yor41], 1 Sk S

= boygp1 =ag+as—by, 1<Ek<r 1<r< ln_2_J
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En definitiva, se tiene el siguiente conjunto de parametros libres
P2 = {ag, a1, a3, a5} U{bo, 1 <k <7}
y, por tanto, dim(Bg") = 4 + . Una base de By vendra dada por
BS’T = {tg,O,N tila t3;3,3, t%,f),'r} U {w%kﬂk? 1<k<r}

Toro de derivaciones

d(Xo) =aXo,
d(Xl) =y X,
d(Xs) =(a+ a1)Xs,
d(X3) =03X3,
d(Xy) =(a+ a3)Xy,
T:< d(Xs5) =a5Xs,
d(Xe) =(a+ as)Xs,
dY1) =(a1 + a3V,
d(Yar) =BrYor, 1<k<m,
d(Yors1)=(a + as — Bk)Yor1, 1<k <,
\ d(Yn-7) =(a — oy + a5)Yn_7

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

ggf—kg,S = fatas—6 D... D Gatas—p @ {0} D 9o D Ba; D Bator D oz D Jatas O
9o1+as D Ba—ar1+as D Gos @ Gotas P 98, D 9p, ... D gs,

Diferencias

Se consideran, a continuacién, todas las posibles diferencias de los parametros, a fin
de determinar una base del conjunto de las derivaciones de 93;19,3, de forma analoga
a los casos anteriores.

Para més detalles ver apéndice C.8 O
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Nota: Se verifica que

Ad(Xg) =t12+ 134 + 155, Ad(X1) = —to2 +uz1 + Vn-16
Ad(X3) = —toa — ur,1, Ad(Xs5) = —tog,

Ad(Yar) = var 16, Ad(Yort1) = —Vak 6,

Ad(Yn—7) = —t16.

Teorema 2.28 Una base de Der(gi’g), viene dada por

BY, = Byle3U{ugj, Usiciy, 1<i<3, 2r+2<j<n—-T7}U
{’Uj’gi, 1§’L§3, 2r+2§j§n—7}u{w,~,1, 27‘+2§ZSTL—7}

{wij, 2<i<n-7, 2r+2<j<n-"7}
y su dimension es

dim(Der(g25%)) = n(n — 2r — 9) + 3r% + 12r + 34

Demostracion.  Andloga a los casos anteriores. O

Derivaciones de la familia de algebras gfl’:o,

([ [Xo, Xoio1]=Xai, 1<i<3,

[X17X3] :1/1,
4, n—10
gn,,3 =9 [XlaYn—7] :X6, 0<r< [ 5 J
[XS) Yn—8] :Xﬁ,

L [Yv2k7}/2k+l]:X6) 1 S k S T,

Evidentemente, si n > 2r + 10, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

r r n—2r— n— 10
Ei’,a :9§}+10,3 @ Cr 0 0<r< { J

Der (Gig) = Der (9%}T+10,3)@De7"(Cn_Qr—lo)@D(gg’rrﬂo,:’n Cr 10 gD(Cr Y, gg’rr+1o,3)
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Proposicién 2.29 Una base de Der(gg;ﬁrm,g’), viene dada por

Byl = {to 005 505 30} Uftozs, 1 <i<3}U{tai1y, 1<4,5 <3}
{t%,ﬁ t§,3§ tg,S,r} U {tg,ﬁ tg,:s; t305; U {ti?,; 13.1,55 t};,l; 3351 U
{woa} U {ugi—11, 1 <9< 3} U {ué’j, 2<k<2r+1}U
{U’(l),n—S; ’u’%,n—B; U3 n—8; U(l),n—7§ Uln—-7; U’é,n—'?} U
{ul,, 2<k<2r+1}U{u};, 2<k<2r+1}
{vigj, 2<i<2r+1, 1<j<3}U{vy_g2, 1 <j<3}U
{Vn-725, 1 <j<3}U{wj1, 2< 7 <2r+1} U{wn_sg1; Wn_71}
{war k1, 1 <k <rhU{warsron, 1<k S ryU{tyg, 1<4,5<r}U
{wWigr5 10,5 <1y i # jY U{wgigg, 14,5 <y i # j}
y su dimension es

dimDeT(gg}r+10’3) = 37‘2 + 147‘ -+ 43

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 4
derivaciones de gy, 19 3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacion del dlgebra:

(Yor11)@- - -©(Y3)@{0}&(Xo)@(X1)®(X2)®(X3)D(Xa)
gr O Dg_1DGD g1 D g2 D g3 D g1 D G5

(Y1) P (Yn_s)P{0}B (Vo 7)B(X5)D(X6)D Y2 D - - Yoy
Dge D gr DD go D g0 D 911 DG12D - - DBP114r
Cidlculo de dy

do(Y;))=b;Y;, 1<i<2r+1,i=n—8 n—T.

o do([Xo, Xai—1]) = do(Xa:) = [a0Xo, Xai—1] + [Xo, a2i-1X2-1], 1 < <3

= ag =agp+a-1, 1 <1< 3
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o do([X1, X3]) = [01.X1, X3] + [X1,03X5] = by =a1+a3
o do([X1,Yn_7]) = a6Xe = [a1 X1, Yar] + [X1, bperYn—t] = bnr =00 — a1+ a5
o do([X3,Yns]) = asXe = [a3 X3, Ya—s] + [ X3, bp—sYn_s] = bn_s = a0 —asz + as

o dyo([Yor, Yars1] = (a0 + as) Xe = [bax Yo, Yor+1] + [Yok, bort1Yorta), 1<k <7

n — 10
:>u3k+1:ao+a5—b2k,1SI€ST,OSTS[ J

En definitiva, se tiene el siguiente conjunto de parametros libres
Py = {ag,a1,a3,as} U {bax, 1 <k <7}
y, por tanto, dim(Bg") = 4 +r. Una base de By” vendrd dada por
By = {ts.0r t11, 133 tis.tU {wipor, 1<k <7}

Toro de derivaciones

d(Xo) =aX,
d(X1) =a X1,
d(X;) =(a+a1)Xs,
d(X3) =0a3X3,
d(Xy) =(a+a3)Xy,
T d(Xs5) =asXs,
N\ d(xs) =(a+ o)X,
d(Y1) =(a1+as)¥y,
d(Yar) =0OrYok, 1<k<Tm,
d(Yar1)=(a + a5 — Br)Yors1, 1< kS,
d(YVy_s) =(a — a3 + as5)Y,_s,
| d(Ya-1) =(@— a1+ 05)Ynr.

determina la siguiente graduacién para el dlgebra

gg}rﬂo,s = Gatas—f, O - - @ Garas—p1 D {0} © G ® Bay @ Gorar D Gas D Goras © Bortas @
Ba—astas D {0} ® Ga—ar+as D Bas ® Gatas D s D9s, @ ... O g,



142 2. Algebras de derivaciones y aplicaciones.

Diferencias

Se consideran, a continuacién, todas las posibles diferencias de los parametros, a fin

de determinar una base del conjunto de las derivaciones de g%;fﬂo,g,, de forma anéloga

a los casos anteriores.

Para mas detalle ver apéndice C.9 O

Nota: Se verifica que

Ad(Xop) =t12 +t3a + L5, Ad(X,) = —too +us1 + Un-7g
Ad(X3) = —toa — u11 + Vn_se, Ad(Xs) = —tlog,

Ad(Yar) = vagt16, Ad(Yort1) = —varg,

Ad(Yys) = —tas, Ad(Yo) = 1.

Teorema 2.30 Una base de Der(gi’,’;’), viene dada por

Byh = B3li0sU{uoy, usio1,y, 1<i<3, 2r+2<j<n—-9}U

{vjoi, 1<i<3, 2r+2<j<n—-9}U{w, 2r+2<i<n-9}

{wij, 2<i<n-7,2r+2<j<n-9}
y su dimension es

dimDer(gi’g) =n(n — 2r — 10) + 3r% + 14r + 43

Demostracion.  Andloga a los casos anteriores. O

Derivaciones de la familia de algebras gig

( [Xo, Xoio1]=Xa;, 1<i<3,

[X17X3] :}/1,
5,1 n — 10
O3 =1 [X1,Ya-1] =X, 0<r< [ 5 J
[X57 Yn—S] :X6,

L [Y2k:71/2k:+1]:X67 1 S k S 7,
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Evidentemente, si n > 2r + 10, estas algebras son escindidas y, por tanto,

T n— 10
92’,3 = gg;"r+10,3 o Cr 0 o<r< { J :

Der(g3%) = Der (g5 10,5)®Der(C™ 2 1) @D(g57 15, C* 7 )@D(C" >, 651 10,3)

Proposicién 2.31 Una base de Der(gg}rﬂo,s,); viene dada por

Byl = {tdos B Taon-}U{tos 1< <3 U {12y, 1<4,5 <3}
{til; 13:3,3; t§,5,r5 130,35 t8,5§ 13;1,3; ti5}U{U0,1§ u(l),n—S,r}U
{ugi—1,1, 1 <i<3}U{ug;, 2<k<2r4+1}U
{63, g Usn—8; Up 73 Urn-7; U 7} U{ul; 2< k<20 +13U
{uf;, 2<k <2r +1} U{vip;, 2<i<2r+1, 1< <3}V
{vn-s2j, 1 <J<3}U{vn_r25, 1<j<3}U
{wji, 2<j<2r+1}U{wn_g1; Wn-71}
{wok ok, 1 <k <r}U{wapiron, 1<k T}HU {w%i,zja 1<i,j<r}u

{(Whi195 1< 8,5 <7, i # 3 U{wgigip, 16,5 <y i # 4}
y su dimension es

dimDer(g5/110,3) = 40 + 7(3r + 14) = 3r> + 14r + 40

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de gg;’;w’?’. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del dlgebra:

(Yor 1)@ - -®(Y3)D{0}B( X0, Yr_s)D(X1)D(X2)B(X3)B(Xy)D
g—r 01D G D ™ D g D g3 D gs @ g5 O

B(Y1) B (Vo) D(X5)D(X6)D Y2 O D Yor
gD gr D gs © go DY10D - - DPo4r
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Calculo de dy

do(Xo) = aoXo + ayYn_s,

do(Xi) = a; X, 1<i<6,
do(Y;) = biYi, 1<i<2r+1,
do(Yn—8)=b;,_gXo + bn_gYn_s,
do(Yn-7)= bn—7Yn_7.

De forma andloga a los casos anteriores, se obtiene

P(?,r = {a0aa67alya37a’5} U {b2k7 1< k < T}

5,7 __ [13 4 1 2 1 1
By = {t0,0,r’ 115 U333 L5509 U’O,n—-S,r} U {w2k,2k: 1<k<r}

Toro de derivaciones

Se considera, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

4

d(Xo) =aXo,
d(X1) =X,
d(Xz) =(a+a)Xs,
d(X3) =03Xs,
d(Xy) =(a+ az)Xy,
T d(Xs) =05X5,
d(Xs) =(a+ as)Xs,
dY1) =(a1+oa3)Vi,
d(Yar) =0rYor, 1<k<,
d(Yakt1)=(a + a5 — Br)Yars1, 1<k <,
d(Yn_s) =aY, s,
d(Yyn_7) =(a — ay + a5)Yn—7.

\

que determina la siguiente graduacién para el algebra:

gg}r+10,3 = ga+a5—ﬁr @ ... ga+a5—ﬂ1 @ {O} @ ga @ gal @ ga+a1 GB gas @ ga—i—as @
ga1+a3 @ ga—a1+a5 @ ga5 @ ga-|—a5 @ gﬁl 69 gﬂZ @ . @ gﬁr

Diferencias

Se consideran, a continuacidén, todas las posibles diferencias de los pardmetros, a fin
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. . o 5, ‘
de determinar una base del conjunto de las derivaciones de g5, 19 3, de forma andloga

a los casos anteriores.

Para mas detalles ver apéndice C.10 a

Nota: Se verifica que

Ad Y2k+1) = —U2k,6,

Ad(Xp) =t1o+t34+ 156, Ad(X1) = —to2 +us1 + Un-7s
Ad(X3) = =t — ur1, Ad(X5) = —tos — Vn-ss,
Ad(Yak) = vart16, (

Ad(Yn—s) = —ts6, Ad(Yy-7) =

—t16.

Teorema 2.32 Una base de Der(gi’,’g), viene dada por

5,r
Bn,3

33}110,3 U{uo,, ugi-14, 1<1<3, 2r+2<j<n—-9}U

Vigi, 1<i<3, 2r+2<j<n—-9YU{w, 2r+2<i<n-9}
i, :

{wij, 2<i<n—-7, 2r+2<j<n-9}

y su dimension es

dimDer(g)%s) = n(n ~ 2r — 10) + 3r” + 147 + 40

Demostracion.  Anéloga a los casos anteriores.

. . eqe » 6
Derivaciones de la familia de dlgebras g,

([ Xo, Xai1]=X0;, 1<i<3
(X1, X5] =Y,
goh = X1, Vo] =Xs,
, [X3’Yn—8] =X,
[X5’Yn—9] =X,

| [Yor, Yor1]=Xs, 1<Kk
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Evidentemente, si n > 2r + 11, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

r r n—2r— n—11
92’,3292}“1,3 o C¥H 0<r< { J

Der(gns) = Der(g5;411,3)®Der (C™ @D (857113, C* > )@D(C™ 71, 65711 )

Proposicién 2.33 Una base de Der(gg’ﬂru;&), viene dada por

6,7
Bay 11

I

{t00,5 t10; tao) U {tozi, 1 <i<3}U{toi195 1<14,5 <3}

{tiﬁ tg,:s; tg,s,h t8,5§ tis% tis? tzla,ﬁ té,s}

{uo,1; U(l),n—g,r§ U(l),n—zs; U(l),n—ﬁ}

{ugic11, 1 <4< 3 U{ug,, 2<5<2r+1}U

{Ui,n—g; Ué,n—g; U5,n—9; U},n_s; U3,n—8; Uln-7; U%,n—7}

{ul;, 2<i<2r+1}U{uy;, 2<j<2r+13U{ud;, 2<j<2r+1}
{vigj, 2<i<2r+1, 1 <5 <3}U{vp_g9 1 <7 <3}

{vn-s2, 1 <J <3}U{vporgj, 1 <5< 30U

{wj1, 2<j<2r+1} U{wn—91; Wn-81; Wn-71}

{warors1, 1 <k <1} U {wapsion, 1 <k <ryU{tyg, 1<4,5<r}U

{Whit125> 1<4,5 <7, i # 5} U{wyig50, 14,5 <1y i # 5}

c ¢ ¢ Cc cCc cCc c c cCc c

y su dimension es

dimDer (g5 1, 3) = 49 + 7(3r + 16) = 3r> -+ 167 + 49

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 6
derivaciones de gy, ,; 3. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacion del algebra

(Yori1)®- - - ®(Y3)D{0}B(Xo, Yi0)B(X1)B(X2)B(X3)D(X4)®
gr D -Bg1DPgD® o1 D g D g3 D gs D g D

DY) (Y,-5) {0} (Yo-7)B(X5)B(X6)P Y2 B - B Yo,
@ 96 @ 97 @ 98 @ gg 69 glo EB 911 @912@. . '@gll-l—'r
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Cdlculo de dy

do(Xo) = a9 Xo + apYn-o,

do(Xi) = a; Xi, 1<i<6,
do(Y;) = b;Y;, 1< <2r+1,
do(Yn—9)=b},_gXo + bn9Yn—9,
do(Yn_g)= bn-sYn—s,
do(Yn_7)= bp—7Yn—1.

De forma andloga a los casos anteriores, se obtiene

P(?’r = {ag, ap, a1, a3, a5} U {boy, 1 <k <1}

4 (44 4 3 3 1 1
By = {to,o,m 115 33 B35 uO,n—Q,r} U {w2k,2k7 1<k<r}

Toro de derivaciones

Se considera, por tanto, el siguiente toro de derivaciones

(

d(Xo) =aXo,
d(X1) =X,
d(Xs) =(a+a1)Xs,
d(X3) =a3X3,
d(X4) =(a+a3)Xs,
d(Xs) =asXs,
T:q d(Xs) =(a+ as)Xs,
d(Y1) =(o1+a3)Yy,
d(Ya) =0BrYor, 1<k<r,
d(Yorr1)=(a + a5 — Br)Yors1, 1<k <,
d(Yn-9) =Y, g,
d(Yn_s) =(a — az + a5) Vs,
| d(Ya-r) =(a — a1 + a5) Y17

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra

93}111,3 - ga+a5—ﬂr @ e GB ga—l—a5-ﬁ1 @ {O} @ ga @ 9a1 @ ga-{—al @ 9a3 @ ga+a3 GB
Ha1+as D Jo—astas D {0} D Go-a1+as @ Bas D Jatas @ 9p D 9s, D...0 9
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Diferencias

Se consideran, a continuacién, todas las posibles diferencias de los pardmetros, a fin
de determinar una base del conjunto de las derivaciones de gg’ﬂrll’s, de forma anéloga
a los casos anteriores.

Para méas detalles ver apéndice C.11 0O

Nota: Se verifica que

Ad(Xo) =t12+ t34 + ts6, Ad(X) = —too + U3 1 + Un_7g6
Ad(X3) = —tog — w11 + Vn-ge, Ad(X5) = —tos — Un-gs,
Ad(Yak) = Vokt1,6 Ad(Yop41) = —var,

Ad(Yn_g) = —ts, Ad(Yn_g) = ~t36,

Ad(Y,_7) = —t16.

Teorema 2.34 Una base de Der(gf;,g), viene dada por

Bg’,g = Bg}trn,su{uo,j, Ugi—1,j, 1<4<3, 2r+2<j<n-10} U
{vjoi, 1<i<3, 2r+2<j<n—-10}U{w;, 2r+2<i¢<n-10}

{wij, 2<i<n-17, 2r+2<j5<n-10}
y su dimension es

dimDer(gys) = n(n — 2r — 11) + 3r® + 167 + 49

Demostraciéon.  Andéloga a los casos anteriores. ]

2.4 Derivaciones de las ALM modelo

Se describe en esta seccién el dlgebra de derivaciones Der(gl ). Sea considera gj ,,

algebra de Lie metabeliana modelo de dimensién n > 2p + 1. Entonces, segtn se ha
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visto en el capitulo anterior, ggp es isomorfa a un dlgebra cuya ley, referida a una

base adaptada {X,, X1, ..., Xop, Yi,...,Yn_2p_1}, viene dada por
gg,p : { [Xo, Xoi—1]=X2, 1<¢<p.

Evidentemente, si n > 2p + 1, estas algebras son escindidas y por tanto

1

0 _ .0 n—2p—
Onp = Bopr1p @ C =

Der(gg,p) = Der(ggp+l,p) @ De,r(cn—2p-—1) @D(ggp-{—l,p’ anQp_l) o D(Cn—2p—17 ggp—i—l,p)

Proposicién 2.35 Una base de Der(g3,,, ), viene dada por

By = (oo} U{tyaj12i-1,1 <J <prU{toak, 1< k< ptU
{tpo,2%-1, 1 <k <p}uU
{taj—12064j-1, 1 <j<p—k+1, 1<k <p}U
{t2j—12G-k), k+1<j<p, 1<k<p}U
{tp2j—12064j)-1, 1 <j<p—k, 1<k <p}

UWtpaj-126-k-1, 1+k<j<p, 1<k <p}

y su dimensidén es dim (Der(ggpﬂ’p)) =2p*+2p+1

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de g3,,, ,. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de ggp +1p
(Xo) ® (X1) ® (X2) © ... & (X3p)

donde
g;. = {0}, i<16i>2p+1.
Sea d € Der(ggpﬂ’p), entonces como d; =0si¢ < —2p+161i>2p+ 1, se verificard

que
2p+1

d= Y d, di(X;) €y, 1<it+i<2p+1
1=—2p+1
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donde
{ d; € Der(ggp—f—l,p),
di(g;) C Bits-
Se va a expresar cada d;, —(2p+1) <7 < 2p+1, como una combinacién lineal de los
elementos de unos conjuntos B;, —(2p+1) < i < 2p+ 1, de derivaciones linealmente

independientes de ggp +1,p> cumpliéndose que
2p+1
U B
i=—(2p+1)
es una base de Der(ggﬁl,p) y por tanto que
‘ 2p+1
dim (Der(g3,,1,)) = . dim(B;)

i=—2p+1
Calculo de dg
Sea
dO : { Xj“}anj-

entonces se verifica que

do[Xo, Xaj—1] = a9; X2j = [ao X0, Xaj—1] + [Xo, agj—1X2j—1] = (ag + agj_1) X2, =

Qyj = g+ agj_1, 1< <p
En definitiva, se tiene el siguiente conjunto de parametros libres
Py i, ={a}U{ay_1, 1<j<p}

y, por tanto, dim(By) = p + 1. Una base de B, vendra dada por

ngﬂ,p = {t ;0,0} U {t ;2j—1,2j—171 <Jj< p}

Calculo de dy;_1, 1 <k <p.

o dy_1(Xo) € gor = (Xop—1) = dop_1(Xo) = a2 ' Xop_1, 1 <k <p.

o dop—1(X2j-1) € Bok+2j-1 = <X2(k+j——1)> -
dok—1(Xaj-1) = @3 1 Xokaj-1), 1 <j<p—k+1, 1<k <p
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o dye_1(Xoj5) € gorvo; = (Xo(krp-1) =
dor—1(X2;) =0, 1<j<p, 1<k <p.

No hay restricciones respecto a los parametros y, por tanto, se tiene el siguiente

conjunto de pardmetros libres
P2p+1,p {agk 1}U{a2] L, 1<j<p-k+1}
Se verifica que dim (Bo_1) = p — k + 2 y, una base de By, vendrd dada por

Bivil, = {tpogk-1} U{toj—120645-1), 1 <5 <p—Fk+ 1}

Célculo de dy, 1 <k <p.

o dy(Xo) € gopy1 = (Xop) = do(Xo) = agF Xk, 1 <k < p.

o doi(Xaj-1) € gort2j = (Xokss)-1) =
dzk( 2j_1) = agj_1X2(k:+j)—17 1 S] § p—- ka 1 S k S p.

o dor(X2j) € gorr2i+1 = (Xok+y) =
ok (X25) = a3¥ Xoery), 1< <p—k, 1<k <p.

Se verifica que

dzk[XO,X2j—1] = a%fXQ(Hj) = O+[X0, a%f_ng(kH)_l] eSS a%;“ = azj 13 1 < _] < P — k.

En definitiva, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres

Pglic"‘lp {a’gk}u{ 0’2] 1 1 SJ .<_p—k}

Se verifica que dim(Bs;) = p — k + 1 y, una base de By, vendra dada por
32p+1,p = {toor} U {tp2j-1206+j)-1, 1 <J<p—k}
Célculo de d_g;—1), 1 <k <p.

o d_c-1)(Xo) = 0.
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o d_(k-1)(X2j-1) € g2jakr1 = (Xag-r)) =
d_(ar-1)(X2j-1) = ag—j(wi—l)Xz(j—k), E<j<p 1<k<p

* dry(Xonet) € 91 = (Xo) = daen(Xon) = 03257 X
Ahora bien,
d_ k1) [Xop—1, Xarm] = 0 = [a325 VX0, Xy ] +0 = a5 =0

o d_k—1)(X25) € ga(j—kt1) = d_(2-1)(X2;) =0, 1<j<p, 1<k <p.

No hay restricciones respecto a los pardmetros y, por tanto, se tiene el siguiente

conjunto de parametros libres
Ppity” = {2 k+1<j<p}

Se verifica que dim(B_(2;—1)) = p — k ¥, una base de B_(;_1) vendra dada por
BZp(—?-];,pl) = {taj_12G-kp k+1<37<p}

Caélculo de d_g, 1 <k <p.

o d_Qk(Xo) = 0.

o d_ok(Xgj—1) € Go—k) = (Xao(j—r)-1) =
d—Zk(X2j—1) = agy 1X2( —k)—1» k+1<j<p, 1<k<p.

o d_ok(Xs;) € goj_2kt+1 = <X2(j—k)> -
d_ok(X2;) = a57* Xojry, k+1<j<p, 1<k <p.

Se verifica, que
d_ok[Xo, Xoj—1] = az—kaz(j—k) = 0+ [X,, a2_j2_le2(j—k)—1]
= =03, 1<j<p—k

En definitiva, se tiene el siguiente conjunto de pardametros libres

P2p+1,p = {a2_j2—kla k+1<j<p}
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y, por tanto, dim(B_o;) = p — k. Una base de B_y vendra dada por

B{,,%fl,p = {tpoj-120-k)-1, k+1 <7< p}

En consecuencia, se tiene que

2p—1
dim (Der(ggpﬂ,p)) = > dim(By) =
k=—(2p—1)
2p 2p
= 3 dim(B_s) + dim(Bo) + Y dim(By) =
k=1 k=1

= plp+2)+(@+1)+pp—1)=2p"+2p+1

teniendo en cuenta que

2p p P
k=1 k:;l I%:l
=Y p-k+2)+Y p-k+1)=
k=1 » k=1
= p+2) (p-k+1)=p(p+2)
2p J4 k= P
Z dlm(B-k) = z dim(B_(Qk_l)) -+ Z dim(B_zk) =
k=1 k:lp k=1
= 2> (p—k)=pl-1)
k=1
O
Nota 1:

Se verifica que
p
Ad(Xo) = D tajo1)
=1

Ad(Xaj-1) = —togzj, 1 <j<p.
Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"~?~1) = gl(C"~?~1). Luego una base de Der(Cn=271)

vendra dada por
By = {w; € L(C#): 1<i,j<n—2p—1}

y su dimensién es
dim (De’r(C"_ZP—l)) = (n—2p—1)?
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Proposicién 2.36 Una base de D(g9,_,, C*"?~') viene dada por
By = {uo,5, u2i15 € L{95p1,, C 71 : 1<i<p, 1<j<n—2p-1}
y su dimension es

dim(D(g3,_,,, C"* ) =(p+1)-(n—2p—1)

Demostracién.  Anéloga a los casos anteriores, teniendo en cuenta que

Z(Cn—?p—l) = Cn—2p—1 = (YL Yéa T )Yn—Zp—1>
[ggp-—l’pa ggp—l,p] = <X27 X47 s 7X2p>

Proposicién 2.37 Una base de D(C" 71, g5, ) viene dada por
By = {vjm € L(C"7 g5, 1,): 1<i<p, 1<j<n—2p-1}
y su dimension es

dim(D(C* 7Y g3, 1,)) =p-(n—2p~1)

Demostraciéon.  Es aniloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(ggp—l,p) = <X27 X4a cee 7X2p>
[Cn—2p—1, Cn——?p—l] — {0}

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.38 Una base de Der(g) ), viene dada por

B, = B

opi1p Y LU0, Uic1y, 1<4<p, 1<j<n—2p—1}U

U {vjoi, 1<i<p, 1<j<n~2p~-1}U{w;;, 1<4,j<n-2p—1}
y su dimension es

dim(Der(g, ,)) =n(n—2p—1)+ (2p* +2p + 1)
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2.5 Derivaciones de las ALM con dimension de la

derivada maximal

Se ha demostrado en el capitulo anterior que para cada p € N fijado cualquier dlge-

+ 2
bra de Lie metabeliana n-dimensional g, con n > 2p+ 1 + ( 229 ) = ( P 5 ), si

dim (C*(g)) =p + ( Z )es una extensién trivial de

[Xo, Xoi—1]  =Xa, 1<1<p,
[X21"—1>X?S—l]:Y(?.EE‘_T)(T_l)_}_S_Ta 1 S r<s S D.

1 +2
siendo ny = 2p+ 1+ (Z) :5(p2+3p+2)= (p2 )

1
ni,p

+ 2
Evidentemente, si n > ( P
2

) , estas dlgebras son escindidas y por tanto
9711,11 = g}u,P EB Cn_nl =

Der(g},) = Der(g}, ,) ® Der(C"™) ® D(g, ,, C" ™) @ D(C"™™ gy, )

siendo
g}u,p = <X0,X1, P ,sz, }/1,}/2, ey Yp(p2—12>

Cn—nl - <Y£££2__12+1, ey Yn—2p—1>
Proposicién 2.39 Una base de Der(g}u,p), viene dada por

B, = {twoo}U{tp2i—10, 1< <pyU{tog, 1 <4< pruU
U {taic12j, 1 <4,5 <prU{tpo2i-1, 1 <1 <ppuU

. . 1
U {tpi12j-1, 1 <4,5 <pyU{ugy, ugicry 1<i<p, 1 <7< ‘2‘(102 -p)}

y su dimension es

+ 2
donde ny = (p2 )

dim(gh, ,) = (p+1) 7
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Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 1
derivaciones de g, . Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién para el dlgebra

g1 :<X0>>

92 :<X1>7

93 :<X2>7

g4 :<X3>a

F2nt1=(Xon), 2<h<p,
gont1=10}, p+1<h<2p-2
gon =(Xon-15Ye(p_p_s)php L <K< [%J% 3<h<p,

92n :<Y§(2p—k_3)+h_pa h—p<k< h_-Q—lJ>7 p+1<h<2p-1,

Entonces
4p-3
de Der(g,, ,) =d= >, d
I=—(4p-3)

verificdindose que d;(g;) C gi+;. De igual forma que en los casos anteriores, se obtendra

una base de Der(g,, ,) como

y, por tanto,

Calculo de d,

Se debe verificar que

® do(X()) = aoXo.

o do(Xoim1) = agi1X2i-1, 1 <1< 2

| 5]
do(Xoj1) = agj_1Xoju1 + Y A2j -1,V Lgp—1-3)4jpr 3 =T S P-
=1

do(Xa;) = a2j X5, 1 < j <p.
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125
. do(Yg(2p—j—3)+h—p) = bg(2p—j—3)+h—pX2h—1 + lZ b%(Zp—l—-S)—i—h—p,lY%(2p—l—3)+h-—p’
=1

1514?J,35h3p,

[25*]
g dO(Y%(Qp—j—-3)+h—p) = Z b%(2p—l—3)+h—p,lY%(2p—l—-3)+h—p’
I=h—p

h—p<j< [TJ ,p+1<h<2p—1.
Restricciones respecto a los parametros:

. b%(zpﬂj_3)+h_p =0,1<j< [h—glj , 3 < h < p, por ser C!(g) un ideal caracte-

ristico.
e Se debe verificar que
do[Xo, Xoj_1] = [do(Xo), X2j-1] + [Xo, do(X2;-1)]
y, por tanto, debe ser

azj =ap+ag-1, L<J<p

e Teniendo en cuenta que Y; € Z(g), Vj, se verifica que:
Si1<j<|t],3<h<p

do(YV; ap— sy n—p) = o ([X2j1, Xath—sj-1]) =
[do(ij—l), X?(h—j)—l] + [X2j-1, do(Xz(h—j)—l)] =
[azj—1X2j-1, Xoh—j)-1] + [X2j-1, G2 -ny-1 Xo(h—z)-1] =

(a2j—1 + a2(h—j)—1)Yg(2p—j—3)+h—p

Anélogamente, si h —p < j < [%J, p+1<h<2p-1

do (Y (2p—j—3)+n-p) = do (X221, Xagng)—1]) = (a2j-1 + 02(-3)~1) Yi(p—j-3)4hp
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En definitiva se tiene el siguiente conjunto de parametros libres

4 |
Py = {ao} U {ag;_1, 1§j§p}U{a2j—1,l,1§l§ V—Q—J’SS]SP}

Por lo tanto
¥4 ] . 1
dim(By) =1+p+ Y. {—J
—

2
Ahora bien
L. -3 —2 ~1
E:F——J::1+1+2+2+”.+V’ J+{p J-%V J:
=12 2 2 2
o 1+1+2+ 24 42852, p par
1+1+2+2+... +23 4 2210 pimpar
L—z
2 1 2
2> 1= (" —2p), p par
-4 4
2 -1 1 )
2Zl+1—)——— = ~(p* —2p+1) pimpar
= 2 4
Por consiguiente se tiene que
1 1
L+p+ 70" —2p) = (0" +2p+4),  ppar

1 .
1+p+ Z(p2~2p+1):1(p2+2p+5), p impar

Una base de By, vendra dada por

By = {tpo0}U{tp2j12j-1, 1 <j<puU
j—1 .
U {qu—l,—%(2p—l—3)+j—p7 1<1< {——Z_J ;357 < p}

Calculo de do,_1, 1 <k <2p-—1

Se debe verificar que

[ (X)), k=1,

<X3>7 k = 2’
) k=1
[ ] d2k—1(X()) c Gok = ) (XZIC—l)Y%(Zp—l—E})_}_k_p, 1 S { S l- 5 J>,
3<k<p,

<Y%(2p—l—3)+k—p7 k—p<Il< [%J%
p+1<k<2p-—1.
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(Xoksj-1)), 2<k+75—-1<p,

.dk_ X._ Eg N =
ok—1(X2j-1) € Ga(k+j)—1 {{O}, p+1<k+j—-1<2p—2.

4

(Xs), J=k=1,
<X2(k+j)—1; Y%(Zp—l—3)+k+j—p’ 1<i< [k—ﬂ;lJ)’
o dop—1(Xs;) € Gogkts) = § 3<k+j<p

Yip-t-gprhrjop Kt —P SIS [=57)),

p+1<k+7<2p-1.

\

(Xok+n-1)), 2<k+h—1<p,
* D1V op-j-syen-p) € Batiin-1 = { {0} prl<k+h-1<2p-2 "
siendo
1<j< |5, si3<h<p,

h-p<j<|%3],sip+1<h<2p-1

Por lo tanto

dl(Xo) = a(l)Xl
L] dg(X()) = agX:i
, 42
a X1+ Y atz){cl_lyé(%;l—i’»)-%k—l" 3sks<p,
dor—1(Xo) = | 551 ] =

L Z a’gﬁ_IY%(Qp—l—?))—{—k—p? p+1<k<2p—1.
l=k—p

Sil<j < p, entonces

a%ij2(k+j—1), 2<k+j<p+1,

d2k—1(X2j—1) = .
0, p+2<k+j<2p-1.

dl (Xz) = G%Xg,

Si 2 < 7 < p, entonces
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¢ Lk+2z‘—1J

2k—1 2k—1
G2j Xok4s)-1 + Z Ag5,1 Y%(Qp—l—3)+k+j—p’
=1
3<k+j<p,
dok—1(X2;) = ¢ E=

2

2k—1
Z Q51 Y%(Zp—l—3)+k+j—p’
I=k+j—p

p+1<k+j<2p—1.

b%(Zp—j—3)+h—pX2(k+h—1), 3<k+h<p+1,

® d2k-—1(Y' i _n) =
1(2p—j-3)+h p) 0, p+2<k+h<2p—-1.

siendo
1<j<|%2], si3<h<p,
h—p<j<|%|,sip+1<h<2p-1.

Restricciones para los parametros:

° a%?‘l =0,1<j<p—k,1<k<p,porser C}(g) un ideal caracteristico.

e Se debe verificar que
dok—1[Xo0, Xoj—1] = [dor—1(Xo), Xaj—1] + [Xo, dar—1(X25-1)]

Ahora bien, se tiene que doy_1(Xoj—1) € Z(g), si 2 < k+j < p+1y
que dog-1(X2j-1) = 0,81 p+2 < k+j < 2p, y, por tanto, se verifica que
[Xo, dok-1(X25-1)] =0, 1 < j < p.

Por otra parte, puesto que Y; € Z(g), Vj, se tiene que

[agk_lX%—l,X?j—l] , si3 <k <p,

[dak—1(Xo), Xoj—1] = ,
0, sip+1<k<2p—1.

Por lo tanto, se verifica que

4

2k—1 : :
65 Vigphsyrkrjp S2< k<<,
0, sij =k,
@“”&”:<_&hw- §i2<i<k<
0 YE@p-k-3)+hti-p) SIS ESP

0, sip+1<k<2p-1.

\
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e Teniendo en cuenta que dog_1(X2j-1) € Z(g), si 3 < k+j<p+1yque
dok—1(Xaj-1) =0, si 3 < k+j < 2p, se verifica que

d2k—1(Y%(2p_j_3)+h_p) = dog—1 ([XZj—laXZ(h—j)—l]) =0

siendo
1<j< |52, si3<h<p,

h—ijS{%J,sip+1§h§2p—1.

En definitiva, se tienen los siguientes conjuntos de pardmetros libres

e Sik=1:
Py = {qg} U{az;_1, 1 <j <p}

Por lo tanto
dim(Bl) =1+p

Una base de B;, vendra dada por
By = { tyo,; toj-12), 1 <J <p}
e Si2<k<p:
k—1
Por ={ag" '} U{adi ], 1<ji<p—k+1}U {aﬁffl, 1<1< {_2—”
Por lo tanto
. k-1

dim(By1) =1+ (p—k+ 1)+ |—5—|, 25k <p.

Una base de By_1,2 < k < p, vendra dada por

Bor 1 = {tpook—1}U {taj—1206+j-1), 1 <Jj<p—k+1}U
k—1
U QU Lap_igysh—p L S LS 5

e Sip+1<k<2p—-1:

kE—1
Pop1 = {aﬁﬁ"l,k—pslﬁ [TJ}
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Por lo tanto

k-1
dim(Bgg-1) = [TJ —(k-p+1, p+1<k<2p-1

Una base de By_1, p+1 <k <2p—1, vendrd dada por

k—1
By = {UO,%(ZP—l—3)+k—p’ k—psis {TJ}

Calculo de do, 1 <k <2p—2

Se debe verificar que

(Xox), 1<k <p,
{0}, p+1<k<2p-2

dox(Xo) € gok+1 = {

e Sil < j<p, entonces

{0}, p+1<k+j<2p—2

e Si 1< j<p, entonces

<X2(k+j)—1§ Y%(Zp—l-—3)+k+j——p7 1
do(X2j-1) € Go(k+s) = 3<k+3j<p,
. k4j—
<Y%(2p—l—3)+k+j—p> k+j—-p<I< [_+2_7_1J>’
p+1<k+7<2p—-1.

\

d2k(Y.2i(2p_j_3)+h—p) € Go(k+h) =
<X2(k+h)—15 Y%(2p——l—3)+k+h—p’ 1<i< [Hg‘lJ)a 3<k+h<p,
(Yiopi-gyrhsnp E+h—p<I< k+h—1J>> p+1<k+h<2p-1

2
siendo

1<j<[t3]. siz<h<p,
h—pgjgl%ﬂ,mp+1gh§2p—L

Por lo tanto

a’gkXﬂc; 1 S k S D,
0, P+1<k<2p—2.

® dgk(X()) = {
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e Sil < j <p, entonces
0¥ Xohg), 2<k+35<p,
0, p+1<k+73<2p-2.

e Sil < j < p, entonces
dg(Xl) = G%Xg,

| &=
ag?‘lXQ(’““)_l + ) ag?—l,lyé(2p—l—3)+k+j—p’
=1
3<k+j<p,
dor(X2j-1) = ¢ | b=t

2k
> a5 1YL opiog)tkriop
/ 2
I=k+j-p

p+1<k+;5j<2p—1.
( I_k+l21—1J
2%
bz-'“@p_ io3) +h_pX2(lc+h)—1 + ; b%’(zp_j_3)+h_p,lyg(2p—l—3)+h+k-
kth—1 -
° de(YJQ'_(%_j_SHh_p) = { |_ 2 J

§ : bZk Y:
L(2p—j—-38)+h~p,l £(2p—1-3)+k+h—p’
l=k+h—p

p+1<k+h<2p—-1

\

siendo
1<j< |5, si3<h<p,

h—-p<j<|it| sip+1<h<2p-1

Restricciones para los pardmetros:

b2%,k(2p_j_3)+h_p =0,1<j5< [%J , 3 < h < p, por ser C*(g) un ideal caracte-

ristico.

e Se debe verificar que
dai[Xo, Xoj—1] = [dor(Xo), X2j-1] + [Xo, dor(Xoj-1)]
Ahora bien, se tiene que dg(Xo) € Z(g), si 1 < k < p, y que dy(Xo) = 0, si
p+1<k<2p—2y, por tanto, se verifica que [dox(Xo), X2j-1] =0, 1 < j <p.
Por otra parte, puesto que Y; € Z(g), Vj, se tiene que

[XW@AXWM%J,$2Sk+an

X’d XA__ p—
[Xo, dak(X2;-1)] {0, sip+1<k+j<2p-1
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Por lo tanto

a3¥_ Xogers), si2<k+j<p,
0, sip+1<k<2p-—-1.

dak(X25) = {

Es decir
ayy =a3_4, 1<j<p-k 1<k<p.

e Teniendo en cuenta que Y; € Z(g), Vj, se verifica que

d2k(Y%(2p_j_3)+h_p) = do ([ij—h X2(h—j)——1]) =
[dok(X2j-1), Xoh—g)-1] + [Xoj-1, dor(Xo(h—j)-1)]

siendo
[dar (X2j-1), Xo(h—jy-1] = [035_1 Xogets)-1, Xo(h—j)-1] =
. .
a%j—ly'“—'{i(2p—k+j—3)+h+k—p’ 3sjsp-k
0, p—k+1<35<2p~1

[ X251, don(Xo(h—j)-1)] = [X2j-1, a%fh_j)_le(Hh—j)—l] =
a2(h—J Yl(2p—j—3)+k+h—p’ 3<kt+h-j<p
0, p+1<k+h—j<2p—1.

donde
1<j< |45, si3<h<p,

h— p<]<[h 1J, sip+1<h<2p—1.

En definitiva se tienen los siguientes conjuntos de parametros libres:

e Sik=1:

Py = {ag}U{ay;_y, 1<j<p—1}
' p
U {a2] 1l’1<l<{2J 2<]<p—1} {agp—u,lSle—J}

Por lo tanto

dim(Bz)=1+(p—1)+I§gJ [J: zi:[J
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Ahora bien
S 13- 18]+ 252+ 1257+ 8] -
_{2+4+...+(p—2)—|—§, p par
2+4+...+(p-3)+(p—1), pimpar
L, p par
B %(pz—l), p impar

Por consiguiente, se tiene que

1, 1.,
. p+-p° = =(p*+4p), p par
dim(By) = ‘11 , 4 1, '
p+1(p _1)21(” +4p — 1), p impar

Sik=p:
P2P:{agp}u{a§§—1,la J<I< [ﬁ%—_lJ p,1<y SP}

Por lo tanto

; —1 +1) &ip+i-1
i) =1 3 (24 ) ey B £
: j:]-
Ahora bien
P -1 1 2 —2 2 —1
e LI R  EER  R el
= 2 2 2 2
:{p+(p+2>+...+<p+<p—2>>, p par
p+@+2)+...+(p+(-3)+(p—1), pimpar
1
] 3Gp*=2p),  ppar
Z(3p2—2p—1) p impar
Por consiguiente, se tiene que
1+p)(2— 1 1
| n@=p)  Lgp o lerra,  ppar
dim(Byy) = (1+p)2(2—p) % oy .
"+ (P —2p—1) = 7(P° +3), pimpar
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e Si2<k<p-1:
Pu = (@)U, 1<) <p- KU
k+j—1
U {a2] 1;,1§l§[—4;;—J,1§j§p—k}U

) k+5-—1 )
U {adf 1, k+j—p<i< [——%——J,p—kJrlSJSp}

Por lo tanto, si 2 < k <p—1:

I

dim(By) = 14 (p— k+§j[kﬂ_1J+ Ep: (F—%‘ﬁ—(ﬂj—p)ﬂ)

1 j=p—k+1
p k -1 p
= 1+p—k—|—2[ I } z% (k+j—p—1).
Jj=p—k+1

Ahora bien

I o o g

{k+(k+2)+...+(

2
(p—2)), p par
E+(k+2)+...+(k+(

p—3))+|[42=2|, pimpar

1
k+—(p—2)(p+2k), p par

1
1 ktp—1
E+7(p—3)(p—1+2k) + {—J“—g———

J , p impar

Por consiguiente, se tiene que

k(k — 1)

+p—k-—

+p—k— ( )

1

+k+ 20— 2)(p + 24), p par

k+p—1
2

-I—k+l(p—3)(p~—1+2k)+{

5 1 J , plimpar

1

Z(p2+2pk+2p—2k2—2k+4), p par

k+p—1
2

1
Z(p2+2pk—2k2-—4k+7)+l J, p impar
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e Sip+1<k<2p—-2:
Py = {adk_ 1l,lc+g—p<l<[ J1<]<2p k—1}

Por lo tanto, sip+ 1<k <2p—2

dim(Ba) = f: ([]H_J J—(k+j—p)+1>:

2p—k—1 \‘k‘i‘] 1J 2p—-k—1

>

j=1

Ahora bien

2”2“1(], ko= ek —21)(k— 2)

PEA -1 k| |k+1 k+2p—k—3| |k+2p—k—2
T R e L e o

j=1

_{ k+(k+2)+...+(k+(2p—k—4)+(p—1), kpar
Tl k+ G+ 4.+ (B4 (20— k- 3)), k impar

1
~(4p® — k> + 2k —8p+4), k par

1(4”2 —k®>+2k —8p+3) k impar
Por consiguiente, se tiene que

1

~(4p® + k* — 4pk), k par
dlm(BQk) =

;1—(4192 + k? — 4pk — 1), k impar

Célculo de d_(4-1), 1<k <2p—1

Se debe verificar que

. d_(gk_l)(Xo) = 0, 1 S k S 2p —1.
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<X0>7 .7 = k)
o d_(or-1)(X2j-1) € G2—k)+1 = § (Xog-r)), 1<Jj—k<p,
{0}, p+1<7j—-k<2p-2

Por tanto

d_(ar—1)(X2j-1) € Go(j—k)41 = { S)?)(J‘—k)% jf;f D,

( (X1), j=k,

(X)), j=k+1,

o d_2k-1)(X2j) € Ga(j—k+1) = S <X2(j—k+1)—1;Y%(Zp—l—3)+j—k+1-;0’ I<is L%kp’
k+2<j<p,

| {0}, J<k.

<X2(h—k:)>7 0< h—k < p,

o d_iop1\(Yi . ) € G2(h— =
(k-1 (Yi(zp—j-g)+np) € B20-k)1 {{o}, p+1<h-k<2p—1.

siendo

es decir

(Xogh—ry), K<h<p+k,
d-ex-0 (Var-s-en) © { {0} p+k+1<h<P—-16h<k

siendo

Por lo tanto
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o d-(Zk—l)(XO) = 0, 1 S k S 2p - 1.

e Sil < j <p, entonces

a#-@k—l)Xw—k), k<j<p,

d_ B X - —_ 25—1
(2k—1)(X2i-1) { 0 i<k

e Sil<j<p, entonces
_(,‘zk 1)X1, =k

2_16(-?—’; 1)X3a .7 =k+ 1a

izk

2
N — —(2k—1) —(2k-1
d—(2k-1)(X25) = agj( X2(j—k+1)—1 + Y a’2j(,l )Yé(2p—l—3)+j—k+l—p’
=1

E+2<7<p,
0, j <k.

\

b%(Zp—j—3)+h—pX2(h—k), k<h<p+k,
0, p+k+1<h<2p—16h<k

* d(k-1) (Y%(2p—j—3)+h—p) -
siendo

|-b—2——J,Sl3ShSp7
j< \_h—gl_l, sip+1<h<2p-1

Restricciones para los pardametros:

) a2](2k V=0, k<j<p 1<k<p, porser C}(g) un ideal caracteristico.

e Se debe verificar que
d_(2k-1)[ X0, Xoj-1] = [d—(2k-1)(X0), X2j—1] + [Xo, d_(2r—1)(X2j-1)]

Ahora bien, se tiene que d_(gp—1)(X2j-1) € 2(g), si k < j < p, y que
dor—1(Xoj—1) = 0, si j < k. Por tanto [Xo, d_@k-1)(X2;-1)] =0, 1 <j <p.

Por otra parte, puesto que d_(gx—1)(Xo) = 0, se tiene que
[d—(2k-1)(X0), X25-1] =0, 1 < j < p.

En definitiva
d_r-1)(X25) =0, 1 <j <p.
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e Teniendo en cuenta que d_(2x_1)(X2j_1) € Z(g),si k < j < p, qued_(op—1)(X2j_1) =

0,si j<k,yqued_(2p-1)(Xok-1) = a:g’;:i;Xo, se verifica que

d—r-1) (Yyap-j-sypny) = -1y ((X2jm1, Xanopa]) =

ag]fﬁli_l)XZ(h—k)a J=k,

_ag_k2£]€1_1)X2(h—k)7 J=h-—k,

siendo
1<j< |5 siz<h<p,

h—-p<j<|%5|sip+1<h<op-1.

En definitiva se tienen el siguiente conjunto de parametros libres

p _ {ag%V, k<j<p}, 1<k<p,
—(2k-1) —
. ’ p+1<k<2p-1

Por lo tanto

dim(B_(gk_l)) =
0, p+1<k<2p—-1.

Una base de By;_1,2 < k < p, vendra dada por
B_(ak-1) = { tpok-1,0 t2j—120-k) k+1< 5 <p}
Calculode d_o, 1 <k <2p—2
Se debe verificar que
e d o (X0)=0,1<k<2p-2.

e Si 1l < j < p, entonces

Xa-w)y k<j<p,
d-o(X25) € B2(5-k)+1 = { (Xog-1)

{0}, j < k.
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e Sil < j < p, entonces

(X1>7 ] - k + 1,
d—?k(XZj—l) c g2(j-k) = { <X3>, ] —_ k + 2’
ke
(Xagr)-15 Yigpr-gyrjokop 1SS [Z52]),

\ k+3<j<p.
® dok(Yiop_j_3)4n—p) € B2(n—k) =
[ (X1), h—Fk=1,
<X3>, h - k = 2,

(Xoth—t)-15 Y1 opt-g)yn—t—p 1 SIS [ - 1J), 3<h-k<p,
| (Vigpoigyrnnp h—k—p <1< < |t=1]), pH1<h-k<2p-L

siendo
1<j< |5, sis<h<p,
h-p<j<|it|,sip+1<h<2p-1.

Por lo tanto

® d_Qk(Xo)ZO, 1§k§2p—2

e Sil < j <p,entonces
ag; X i—k)> k S J S b,
dook(Xp) =4 2 7070
{0}, Jj<k.

e Sil < j<p, entonces
(a2 X:, =kl
ayits Xs, j=k+2,
[ =)
dook(X2j-1) =3 a5 Xp(50)-1 + lz; a5 1Y L (2p-1-8) -k p?
k+3<j<p,

0, J<k

\
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2k
bl(Zp —j—3)+h— pX2(h‘k)—1+

I-hli

; b;(2p 1—3)+h— k—pY2(2p 1-3)+h—k-p>

® dok(Yip_j_s)rn—p) = 3<h—-k<p+1,

I-hkl
2

l; b’(zp [-3)+h— k—pY2(2p l-3)+h—~k—p>
-P

p+1<h—-k<2p-1

\
siendo

1<j< |5, si3<k<h<p,
h— p<g<[h 1J,sip+1§k§h_<_2p—1.

Restricciones para los pardmetros:

—2k _ - h—1 1 :
b%(2p_j_3)+h_p =0,1<j5< [TJ’ 3 <k < h < p,porser C'(g) un ideal

caracteristico.

e Se debe verificar
d_ok[Xo, X2j—1] = [d_ox(X0), ij—l] + [Xo, d—2k(X2j—1)]

Ahora bien, se tiene que d_o(Xo) = 0,81 1 < k < 2p—2, Por tanto, se verifica
que [d_sk(Xo), X2j—1] =0, 1 <j < p.
Por otra parte, puesto que Y; € Z(g), V7, se tiene que

[Xo, 0575 Xa—y-1], sik+1 <5 <p,

(X0, d-ox X3j-1] = .
0, sij<k.

En definitiva
a7t = a3, k+1<j<p 1<k<p.

o Teniendo en cuenta que Y; € Z(g), Vj, se verifica que

ook (Y pn) = o (et X)) =

[d_ox(Xo5-1), Xogn—jy-1] + [Xoj-1, d—ar(Xah—j)-1)]
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siendo

[d_ok(X2j-1), Xoh—j)-1] = [a2] b Xo(j-k)-1, Xa(h—j)-1] =

_ az"j2_k1 [Xo—k)-1, Xoh—j)-1), k+1<7 <p,
0, Jj <k

1<j-k< |2, 3<h-k<p,
h— p<j—k<[ L, p+1<h<2p-1
0, j<k.

a2y 1Y1—‘—’“( —(j—k)=3)+h—k—p’ {

[(X2j-1, d—ok(Xoh—s)-1)] = [Xoj-1, ag—(ik_j)_lXQ(h—-k—j)—l] =

— { a;(i]f—j)j—l[XZj—l:X2(h—j—k)—1], k+1<h-—3<np,

0, h<k+j+1.

a2 Y 1§j5[h_§_1j’ 3sh-ksp
2(h—j)—1" L(2p—j—3)+h—k—p’ h—p<j< [h—g—lJ ., p+l1<h<2p-1

0, h<k+j+1.

En definitiva se tienen los siguientes conjuntos de pardmetros libres

e Sil<k<p:
P = f{a?, k+1<j<pyUfa? 1 <1< |52, 34k <j<p)

Por lo tanto, si 1 <k <p

dim(B_) = (p — k4-z:[ 1y

j=3+k

Ahora bien
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p o . o
£ o4 Pt
+24...+(p—k—2)), p — k par
+2+...+(p——k——3))+[p_’2“_lj, p — k impar
%(pZ—ka—2p+k2+2k), p — k par
e

p> —2pk —2p+k*4+2k+1) p—k impar

_ 2
=120

Il

Por consiguiente, se tiene que

1
~(p* — 2pk + 2p + k% — 2k), p — k par
dim(B_2k) —

Z(p2 — 2pk 4+ 2p+ k* — 2k +1), p— k impar
e Sip+1<k<2p—2: dim(B_g)=0
Una base de B_g;, 1 < k < p, vendra dada por

B_oy = {tpaj—12(-k)-1, E+1<j<p}uU

— k-1 .
U {U2j—1,l, 1< \‘]—2—J, 3+k<y Sp}

En definitiva, se tendra

4p—-3 2p—1 2p—2
> dim(B) = dim(Bp)+ Y. dim(Bo_1) + Y dim(By) +
l:—(4p—3) k=1 k=1
Y4 P
+ Z dim(B_(zk_l)) + Z dim(B_Qk)
k=1 k=1

Habré que distinguir dos casos segin sea p par o impar.

e Caso 1: p par:

* dim(By) = $(p* + 2p + 4)
2p—1

* z dim(sz_l):

k=1
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2p—1

z dim(sz_l)

k=1

Ahora bien
] V -1

2

>

k=1

Por lo tanto

2p—2

* Z dim(BQk
k=1

Ahora bien

k=1

2p—2

Z dlm(ng)

k=p+1

J _

2p—-1

m(Byy-1) + »_ dim(By_1) =
k=p+1

( Srare )« 8 ok [])-
e 5o 5]

+(@+1)2p—-1) - 32— 2p+ké[ J
3p_1+2”21{ J

9m—3| |2p—2
0+0+1+1+...+{p2 J+[p2 J:

20+2+...+(p-2)+(p—-1) =
p-2(p-1)+p-1=p"-2p+1

2p—1

2_: dim(Bg_1) = p(p+1)

2p—2

Zdlm Ba)+ > dim(Bx)

k=1

S

—_
wl’_‘

N

l

k=p+1

p
S (0* + 2pk + 2p — 2% — 2k + 4) =
k=1

[(p2 +2p+4)p+ %(21) —2)(p(p+1) - z—p(p +1)(2p+1)| =

(4p® + 3p® + 8p)

-1

3

E m(Byai-1)) + > dim(Byay) =
o2

NG

P

2 |=BE2
2 ="z

1

=3
|

1 [

(4p* + (21— 1)% — 4p(21 — 1) — 1+ 4p% + (20)* — 4p(2])
=242

—

(2p% + 212 — 4pl — 1+ p) =

f
™
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= @+ -2) - S +P)E—6) +

= ((p2 ~-p)(2p—1) — ;11—(102 ~ 2p)(p+ 1)) =

3
1
= (9 3 2 9
51\ 2P" = 3" — 2p)
Por lo tanto
2p—2 1
dim(By,) = —(10p® + 3p* + 14p)
= 24
2p—1 p 1
* Z dim(B_(gk_l)) = Z(p —k+ 1) = ip(p—*_ 1)
k=1 k=1
2p—1 p
x 3y dim(B_g) = >_dim(B_g) =
k=1 k=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que por ser p par, p — k es par o impar
cuando lo es k, se tiene que

2 P
2

p 2
Yo dim(B_y) = Y. dim(B_s@-1)) + Y dim(B_g@)) =
k=1 =1 =1

L
1 2
= 1 0+ @1 - @+ )@ -1+ 21+
=1
+p% 4+ (20)? — (2p + 2)(21) + 2p) =
B
1 2
= =N (pP*+4> —4pl —6l+3p+2) =
2 =1
1 1 1
= 5(102 +3p+2)p— c(4p + 6)p(p +2) + zp(p + 2)(p+1) =
1
= -22(2173 + 3p* — 2p)
Por lo tanto
2p—2 1
3" dim(B_g) = —(2p* + 3p*> — 2p)
=1 24
En definitiva, si p es par se verifica
43 1 1 1
S dim(B) = §(p3 +4p® +5p+2) = §(p+1)(p2+3p—|—2) = §(p+ 1)-ny.
I=—(4p-3)

e Caso 2: p impar:
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* dim(By) = 1(p? + 2p + 5)

2p—1
k=1
2p—2 P 2p—2
k=1 k=1 k=p+1
Ahora bien
P 1& k -1
S dim(By) = =Y (p*+20k — 2k —4k+ 7+ k+p— 1) =
k=1 4k:1 2
1 1
= 1 [(p2 +Dp+(p—2plp+1) — 3p(p +1)(2p+1) +
P |k -1
[
k=1 2
1
= —(4p° +3p? -3
5 (4p° +3p° +8p = 3)
teniendo en cuenta que
Plk+p—1 P p+1 2p — 2 2p—1J_
> = B e [ [P -
_p—1 p+1 p+3 p+{@+2)|
= 5 +2[ 2 + 5 +...+———-2 =

p—1
p)

= 2Ly -1 =
=1

1
= 70" —2p-1)

Por otra parte

2p—-2 p—1 p—1
> dim(By) = Y. dim(Byay) + Y, dim(Bya-1)) =
k=p+1 l:%‘i l:p;;_g,_
1 P
= ~(p*-2p+1)+ Z (2p® + 202 —4pl — 1 +p) =
4 e
1 3 2
= 572" —3p" - 2p+3)

Por lo tanto
3" dim(By) = —(10p® + 3p? + 14p — 3)
= 24
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2p—-1 P 1
*x > dim(B_gk-1)) = >_(p—k+1) 2p(p+ 1)
k=1 k=1
2p—1 D
* Z dim(B_Qk) = Z dim(B__Qk) =
k=1 k=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que, por ser p impar, p — k es par cuando
k es impar y, p — k es impar cuando k es par, y que dim(B_3,) = 0, se

verifica que

o

p—1
2

p
Z dim(B = dim(B_y(21-1)) + Z dim(B_z(2p)) =
= =1

7

dim(B_g(zl)) + dim(B_z(zl—l))) =

Il
T
)
R

(2p® + 812 — 8pl +6p — 121 + 4) =

|r—l ol W
—
1l
—

= (2p® + 3p* — 2p — 3)

[\"]
NG

Por lo tanto

2p—2

) 1
Z dim(B_g) = ﬂ(2p3 +3p% — 2p - 3)

En definitiva, si p es impar se verifica

4p-3

. 1 1
> dim(B) = §(p3 +4p® +5p+2) = 5P+ D@?+3p+2) =(p+1)n
I=—(4p-3)
|
Nota 1:
Se verifica que
D
Ad(Xo) = > tu-1
- .
Ad(XZj—l) = —tog; — Zu2l—1,§(l—1)(2p~z)+(j—l)+
=1
¥4
+ D Ugi1,3G-1)@p-i) i) l<j<p

I=j+1
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Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C" ™) = gl(C" ™). Luego una base de Der(C"™™)

vendrd dada por

-1
By = {w;; € L(C"™™): p(p2 )+1 <i,j<n—-2p-1}

y su dimensién es

1 2
dim (Der(C"""l)) =(n—-m)’=|n— —2-(102 + 3p +2)

Proposicién 2.40 Una base de D(g,, ,, C*™™) viene dada por

n . +1 .
By = {uo;, uzi15 € L(gp,,, C"™™): 1<3 < p, ?@Tl +1<j<n-2p-1}

y su dimension es

dim(D(g,, ,, C"™)) = (p+1) - (n — m1)

Demostracién.  Andloga a los casos anteriores, teniendo en cuenta que

2(C) = € = (Vi Yooape)
I:g}ll)p’ g’}Ll:p] = <X2’ cre 7X2I77 }/1, }6, o ,Y&Z‘_—_l-z>

Proposicién 2.41 Una base de D(C™™™, g, ) viene dada por

plp—1)
2

p+<§>]p'(n—”1)

Demostracién. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

By = {vj2 € L(C"™,g,,,): 1<i<p, +1<j<n-2p-1}
Js ni,p

y su dimension es

dim(D(C™™, gy, ) =

Z(g}u,p) = <X27 - 7X2p7 K) }/2, R 7YP£p2—1)>
[Cn-—nl, Cn—nl] — {0}
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Se acaba de probar el siguiente

Teorema 2.42 Una base de Der(g), ), viene dada por

) pp—1
Bﬁ,p = B, U {uog, i1, 1 <1< p, (—2*)

ni,p

+1<j<n-2p-1}U

p(p—1)
9

U {vj2, 1<i<p, +1<j<n—-2p—-1}U

p(p—1)

U {wy, +1<i<n—-2p—-1,1<j53<n-2p-1}

y su dimension es

dim (Der(g}“,p)) = n(n—n1)+m(p+1)
1 1
= n’- 5(p2 +3p+2)n+ §(p3+4p2+5p+2)

2.6 Aplicaciones cohomdélogicas

Como ya se ha indicado, el conocimiento del dlgebra de derivaciones de un algebra
de Lie permite obtener resultados sobre la cohomologia. Asi, con las notaciones

anteriores, se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 2.43 Se verifica que

dim(Bl(gi,& 9%,3)) = 4 dim(Bl(gf;,?,, 92,3)) = 4
dim(H' (g5, 8n5)) = n®—9n+30 dim(H'(gn 5, 8n3) = n? —9n + 27

Demostraciéon.  Se obtienen estos resultados trivialmente, teniendo en cuenta que
B8}, 3, 8n,3) = Ad(g;,3) = (ad(Xo), ad(X1), ad(X3), ad(X5)), i =2,3

(por ser ad(Xz) = ad(Xy) = ad(Xs) =0, ad(Y;) =0, 1 <j<n-7) O

Corolario 2.44 Se verifica que

dim(B'(gp 3, Gn3) = 4 dim(B'(g; 5, 93) = 4
dim(H* (9%,:’” 9;41,3)) = n’—8n+20 dim(Hl(giﬁ, 92,3)) = n’—8n+22
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dim(BY(gn 3, 8n3)) = 4
dim(H' (g5 5,90 5)) = n®—8n+20

Demostracién.  Se obtienen estos resultados trivialmente, teniendo en cuenta que
Bl(g?r:t,Sv g’f’t,3) = Ad(g;ﬁ) = <ad(X0)7 a’d(Xl)a ad(X?))’ a‘d(X5)>7 1= 4a 5) 6

O

Corolario 2.45 Se verifica que

dim(B*(g.5, g5)) = 4+2r
dim(H' (gL, g1%)) = n(n—2r —8) +3r> +8r +25

lm gng7gn3)) - 5+2T

dim(H'(g2%, 855)) = n(n—2r —10) +3r* +10r + 28

dim(B* (9n3a9n3)) = o+2r
dim(HY(g2%, 85%)) = n(n—2r —10) + 3r* +10r +29

dim(H! (gng,gng,)) = n(n—2r —12) +3r2 +12r + 37

dlm(B (gn 37971 3)) = 6+2r
dim(HY(g%5, 00%)) = n(n—2r —10) + 37> + 12r + 34

{ dim(B(g4%, 655)) = 6-+2r

dim(H? (gng,gn %) = n(n—2r —11) +3r2 + 14r 4 42

Demostracién.  Se obtienen estos resultados trivialmente, teniendo en cuenta que
Ad(gn5) = (ad(Xo), ad(X1), ad(Xs3), ad(Xs)) U {ad(Y;),2 < j < 2r +1)

Ad(g2%) = (ad(Xo), ad(X.), ad(Xy), ad(X)) U (ad(¥;),2 < j < 2r + 1,5 =n =)
Ad(g%%) = (ad(Xo), ad(X1), ad(X3), ad(X5)) U (ad(Y;),2 < j < 2r+1,j=n—1T)

Ad(gn n) = (ad(Xo), ad(Xy), ad(X3), ad(Xs))U{ad(Y;),2 < j < 2r+1,j = n—8,n—T)
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Ad(g3h) = (ad(Xo), ad(X1), ad(Xs), ad(X5))U{ad(Y;),2 < j < 2r+1,j = n—8,n—7)

Ad(gY%) = (ad(Xo), ad(X,1), ad(X3), ad(Xs))U(ad(Y;),2 < j < 2r+1,j = n—9,n—8,n—7)
[

Corolario 2.46 Se verifica que

dim(B'(g, , 97,) = p+1

dim(H' (g3 ,,980,) = n-(n—2p—1)+p(2p+1)

Demostracién.  Se obtienen estos resultados trivialmente, teniendo en cuenta que

Bl (gg,pa g'(r)z,p) = Ad(g?z,p) = <ad(X0)7 ad(Xl)’ CI,d(X3), R ad(X2P)>

Corolario 2.47 Se verifica que

dim(B' (g7, 8np)) = P+1

dim(H'(g; ,,85,) = n?— 3% +3p+2)n+ 5(p* + 4p° + 3p)

Demostracion.  Se obtienen estos resultados trivialmente, teniendo en cuenta que

Bl (grlz,pa grlz,p) = Ad(g}z,p) = <ad(X0)a ad(Xl)’ - 7a'd(X2P—1)>
por ser ad(X9) =0, 1 <i<p, ad(¥;) =0, 1 <i<n-—2p—1y por verificarse que

. . . 1 1 1
dim(H' (g, 5, 65 ,)) = dim(Der(g,, ,)) — dim(B* (g, ,, 65.,))

Corolario 2.48 Se verifica que

. . 1
dim(O(g,,,)) = dim(B*(g, 5, 8, ,)) =n(P* +p+1) — ;L-(p4 + 4p® + Tp* + 4p)
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Demostracion.

dim(O(gy,,5))

O

Corolario 2.49 Se verifica que

dim(O(g7 3))
dim(O(g;,5))

Demostraciéon.  Trivial

Corolario 2.50 Se verifica que

dim((?(gfl’g,))
dim(O(g7, 3))
dim(O(g5 5))

Demostracion. Trivial O

Basta recordar que

= dim(B2(g,11,p, g}l’p)) =n? — dim(Der(g, ,))

dim(B2(g2 5, 82,5)) = 11n — 48
dim(B2(g? 3, 8%.5)) = 11n — 45

dim(B*(gy 3, Gn3) = 8n —20
dim(B*(g;, 5, g5,3)) = 8n — 22
dim (B (gl 3, 65.5)) = $n — 20

Corolario 2.51 Se verifica que

dim(O(gy%)) = dim(B*(gy5 9,5)) = n(2r +8) — (37 + 8r + 25)

dim(O(g>%)) dim(B?(g2%5, 92%)) = n(2r + 10) — (r? + 14r + 37)

dim(O(g2%)) dim(B?(g2%, g2%)) = n(2r +10) — (3r% + 12r + 38)

dim(O(gy%)) dim(B%(gy%, g55)) = n(2r 4+ 12) — (3r% + 167 + 57)

dim(O(g2%)) dim(B?(g2%, gv5)) = n(2r + 10) — (3% + 12r + 34)

dim(O(gd%h)) = dim(B2(g0%, 05%)) = n(2r +11) — (3r® + 147 + 42)
Demostraciéon.  Trivial O

Corolario 2.52 Se verifica que

dim(O(gy, ;) = dim(B*(gh 5, ) = 2p+1) - (n—p—1)

Demostracién. Basta recordar que

dim(O(g5, ,)) = dim(B*(g}, ,, 8n5)) = n° — dim(Der(gy, )




Capitulo 3

Algebras de Lie de nilindice 3.

Se va a abordar en este capitulo el estudio de las dlgebras de Lie n-dimensionales de
nilindice 3.
Si g es un algebra de Lie nilpotente con nilindice 3, entonces el invariante de Goze de

g, es alguno de los siguientes

_3p-1 1
(3,7.3,2,9.,21,%%2 1), 0<q< {”—?;p——J . 1<p< l” . }

Si X, un vector caracteristico of g y, B una base adaptada asociada a Xy, se puede
escribir

B = {X07 Xl7 XZ) X37 .. aX3p—2) X3p—17X3p) U17 U27 v U2q—17 U2q: }/1, teey Yn—3p—2q—1}
donde los tinicos productos no nulos de X, son los siguientes

[Xo, Xsi—2]=X3i-1 1 <3< p,
[Xo, Xzim1]=Xs 1 <i<p,
[Xo,Ugj1]=Uy; 1< < g

En el resto del trabajo se va a designar un algebra de esta forma por gy 4, donde

n—1 n—3p—1
1<p<L 0<g< | ————
<[5 vses[2EY

Entre los casos més sencillos se encuentran los correspondientes a los valores de (p,q):

(1,0), (1,1), (2,0). Puesto que el caso més simple, (p, ¢) = (1,0), ya ha sido estudiado

185
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por J.M. Cabezas, J.R. Gémez y A. Jiménez-Merchdn [7], se van a obtener en este
capitulo algunos resultados correspondientes a los casos (p,q) = (1,1) y (p, q) = (2,0),

es decir, los casos de sucesiones caracteristicas (3,2,1...,1) y (3,3,1...,1).

3.1 Caso de invariante de Goze (3,2,1,...,1)

Se va a obtener en esta seccion la expresion de la familia de leyes de algebras de Lie

con invariante de Goze (3,2,1,...,1).

Teorema 3.1 (Familia) En dimensidn n > 6, toda dlgebra de Lie de invariante
de Goze (3,2,1 "29,1) es isomorfa a una cuya ley, respecto de una base adaptada
{Xo, X1, X2, X3,U1,Us, Y1, ..., Y, 6}, viene dada por

4

(X0, Xi] =Xi41, 1<:1<2,
[Xo, U] =03

[X1, Xo]=a,Us + a7,

1 [X1, U] =02 X5 + a3Us + BY,

[X1, Y]] :b?jXS"‘b?jUZa 1<j<n—6,
[U17 Y]] :binB + bijU% 1 S .7 S n— 67
[Y;,Y;] :C?jX,?, + C?jUQ, 1<1<53<n— 6.

\

con las siguientes restricciones respecto a los pardmetros:

aay = aaz = Bay = faz =0,

ab; = aby; = pbY; = pby; = 1

aaghl; = aagbl; = faibl; = Babi; =0, 1<j<n-—6,
acl; = fc; = aascy; = faicd; = 0, 1

a[Xy, Y] = aU, V1] = B[Xy, Vo] = B[U1, Y2] = 0,

aY1,Y;] = B[Ya, ;] =0, 1<j<n-—6.

donde (o, B) € {(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)}

Demostracién. Sea g, un dlgebra de Lie de dimensién n y sucesién caracteristica

(3,2,1 n-5). 1). Sea Xy, un vector caracteristico de g. Entonces, sabemos que respecto
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de cierta base adaptada de g:
B:{X07 Xl; X27 X3a U17 UZ, 1/'17 L) Yn—ﬁ}
los tnicos productos no nulos respecto de X, son:

[XO) Xl]:XZ
[Xo, X2]=X3
[X()a Ul] :U2

Resta calcular los demds productos de los elementos de la base. De una manera

general, se tiene que

n—=6
[X;, X;]= Za”Xk+Za3+’“U +za§ij, 1<i<j<3

Icl kl
n6

(X, Uj] zawﬂXk—i-Zaf’gij +Z%Yk, 1<i<3,1<j5<2
X, Y] Zb X +Zb3+’“U +ZﬁUYk, 1<i<3,1<j<n—6
(Ui, Y;) —Zb3+”Xk+Zb§ifJUk+Z@]Yk, 1<i<2,1<j<n-6

[¥;, ¥7] ZC,]Xk+ZC3+kUk+Z%ij, 1<i<j<n-6
k=1

e Puesto que se debe cumplir que C3(g) = {0}, sigue que C*(g) C Z(g) y, por lo
tanto, se verifica que
[X3,2] =0, VZ € g

e Se debe verificar que X; ¢ C'(g) pues, en caso contrario, es decir, si X; € C'(g)
se tendrfa que X3 € C3(g), lo cual no puede ser cierto. Por lo tanto, se tiene
que

a, =0, 1<i<j<5,
b=0, 1<i<5 1<j<n—6,
c; =0, 1<i<j<n-—6.
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e Imponiendo que se verifiquen las condiciones de Jacobi con Xj, se obtienen

nuevas restricciones

* J(X(),Xl,Xg) : G%Q = a‘{z =0

*x J(Xo, X1,U1) 1 { ah=—als

* J(X(),Xl, U2) .

3 2 2 2 3
A5 =0 ase=a5, = a5 = 0
25 =024 15=0g4 25

{

4 _ 4 _ .5 _
a5=0gy = G35 =0

* J(X07X27U1) : {

* J(Xo, U, Us) : a5 =ajs =0

( b%i:b%i:(), 1<:<n-—6,
; b=b%,  1<i<n-—6,
*J(X07X17)/;), 1SZSn_6
bgi:b%ia 1<i<n-—6,
| 85=0, 1<ik<n—6.
b3':b2-, 1<4< -—6,
*J(XO)Uh}/;), 1S1,§n._6 51 41 STsn
b5,=bi, 1<i<n—6,
| B5=0, 1<ik<n—6.

* J(Xo,Y,Y;), 1<i<j<n-6: c?j:cszo, 1<i1<j3<n—6.

e Puesto que X, ¢ Cl(g), sigue que AXy+ Z ¢ C(g), VZ € g, VAe C —{0}.
Por lo tanto, cualquiera de estos vectores podria ser considerado como vector ca-

racteristico, lo que se traduce en que cualquier menor de orden 4 de las matrices

Ad(AXy + Z) debe ser nulo.
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* I‘g(Ad(AX() + Xl)) = 3.
(000 0o o o ofo
0 0 0 0 0 010
-1 A 0 0 ai 0 b%j
0 O 0 0 aj, 0 b‘fj
0 0 asy 0 A+a}, afs|b3;
00 of, 0 ofy of ﬂ{cj |
Siempre es posible elegir A de forma que
A 0 a2,
0 A+a} afy |#0
0 a A+ai,
y por tanto, se debe verificar que
A 0 a2, 0
0 A+al, af, ai; 0 — ajsaiy =0
0 0 aly 0 aj,a35a35 =0
0 a, A+ad}, dai
También se debe verificar que
A 0 a2y 0
0 A+ad, al, ale _0
0 a3, A+ayy ai
0 oty oty ofs
lo que implica que
ok =0,
a}saf, + afsof, = 0, l1<kzn-6
a3 a5y + adyalsofy — afsalsof, — adsadyed, =0,
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lo que unido, a restricciones anteriores implica que of, =0, 1 < k < n—86.

De la misma forma

A 0 aly b}
3 3 3
0 Ata, oy by =0, 1<j,k<n-—6
0 af, A+adl b
0 O"f2 a’f4 ﬁfj

lo que implica que

ﬂszo
b3a12+b a14—0 ].S],kSTL—G

a14b1g0‘12+a12b1ga14 a14b a12 a12b O‘l4 0
Por ultimo

A 0 aty bl
0 A 3 3 b3‘
+ ajy A1y 1 =0, 1<j<n—6

0 0 ay, by
0 af, A+4d} b

lo que implica que
b4~ =0,
b3;a1, =0, 1<j<n-—6
C‘120014[)1]' =0.
lo que unido, a restricciones anteriores implica que bgj = 0. Las restriccio-

nes encontradas permiten abordar més facilmente el calculo del polinomio

caracteristico de Ad(X;):

-A 0 0 O 0 0 0
0O —-x 0 0 0 0 0
10 -x 0 a 0 b2,
|[Ad(X1) = AMal=] 0 0 a3, —-X i, als b3,
0 0 0 0 a4-2r 0 0
0 0 a} O ay  afs—A| b
0 0 of 0 of 0 | —-Al
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Es decir
|Ad(X;) = M| = (ay — A (a3s — A) Pa—a(N)

lo que por nilpotencia, implica que a}, = al; = 0 y, por tanto también que
a3, = 0.
* I‘g(Ad(AXo + Ul)) = 3.

De forma anéloga se obtienen las siguientes restricciones

by =0, 1<j<n-6

k=0, 1<k<n-—6

Bt =0, 1<j,k<n-—6

y, por tanto, b3; =0, 1 < j <n—6.
* 18(Ad(AXo + Y;)) = 3.

De forma andloga se obtiene que
75 =0, 1<i,5,k<n—6

Por el momento se tiene la siguiente familia de dlgebras donde, para mayor
claridad, se ha cambiado la notacién of, por oy =y of, por Gy.

4

[Xo, Xi]=Xiy1, 1<i<2,
[Xo, U] =0y,

[X1, Xo]=a$, X3 + adyUz + T327 oY,

(X1, Uh] =a2, X5 + a3, X3 + a8, Us + 5=t B Ys,

(X1, Us] =a}s X3,

(X2, Uh] =(aiy — af5) X3,

(U1, Us) —a45X3 + a3 Uy,

[X1,Y;] =b%, X5 + b3, X3 + ;U 1<j<n-6,
(X, ;) =b3,Xs, 1<j<n—6,
[U1,Y;] =b3; X5 + b3, X5 + b3,Us, 1<j<n-—6,
[Us, j] _b4jX37 1<j<n-—6,
[Y:, Y;] =c}; X3+ c};Us, 1<i<j<n-—6.
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con las restricciones

(3
ajsor = 0,

a}rais Bk — afsaison = 0, 1

Q¢ b}ion + 03,6 = 0, l=k<

a34b7;00 + a7yb?; B — a3ybijon — adh;B =0, 1<,k <n—6,
1

bijﬂk:()a S]akSn_G

¢ Se puede suponer que a, = a?, = 0 mediante el cambio de base dado por

X{:Xl — a:{’QXO
U{ :U]_ -+ a%4X0

e Si se efectia el cambio de base dado, VA # 0, por

,

Xi=AXo + Xy

X=X,

X\=AX,

{ X1=A%X; + A[Xy, X
Uy =U,

Uy =AU, + [ X1, Uy]
Y!=Y, 1<i<n-6

2

se debe verificar que

(X0, Us] = A[X1, Us] + [ X0, [ X1, Un]] =
n—6
Ad}s Xy + 03,08 Xs + Y Br(b], Xy + b3, X3 + b3,Uz) =0, VA #0
k=1

Entonces, debe ser
3 _ 3 _
ajs = 0= a5, =0,

n—6

Zb{kﬁk :07 .7 = 273a5'
k=1

También
[X(,)’Xé] :A[Xla[X17X2]] :07 VA#OZ:
n—6
Yo (03X, + 03, X5 + b, Un) oy = 0
k=1



3.1. Caso de invariante de Goze (3,2,1,...,1)

193

Entonces

n—6
> bak=0, j=2,3,5.
k=1

e Se efectiia a continuacién el cambio de base dado, VA # 0 por

4

X!=AX, + Uy

X=X,

X=AX, — [X1, U]

{ Xi=A2X, — [Uy, [X1, Ul

Ul =U,
UL =AU,
Y/ =Y, 1<j<n—6.

\

donde, para que sea admisible, se tiene que cumplir que X} # 0 (y que {Xo, X1, ...

sean linealmente independientes). Puesto que

n—=6
X} = (A® — alads) X5 — (aiais + Z bikﬂk>

k=1
basta tomar A? # a3,a3;. Ademads, se tiene que verificar que

(X}, U = AUy, Us] =0

y, por tanto, que aj; = aj; =0

e Si se efectiia la familia de cambios de base definidos, para cada i € {1,...

mediante

4

X\=AX, + U

X=X,

Xi=AX, — [X, U]

{ Xi=A2X, — Uy, [ X1, Ui

Ul=U, + Y,
Uy =AU, + U, Y]
| V)=, 1<j<n-—6
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se debe verificar que

(X0, Uz) = [AXo, [Uy, Y]] + [Uh, (U0, Y]] =
= [AXo, b, X, + b3, X5 + b,Us| + [Un, 03 Xz + b X5 + b, U] =
= Ab;,X3;=0,VA#0

Por lo tanto, se debe verificar que b, = 0, 1 <1 < n — 6 y, por consiguiente,

que b3, = 0.

e Se efectiia a continuacién el cambio de base dado, VA # 0 por

4

X\=AXo + X1 + U,

X=X,

Xi=AX, — [X1,Ui]

{ XL=A2X5 + A[X1, X — [X1, [ X, Ud] — Uy, [Xa, UA)

U{ :U1
Uy=AU; + [ X1, U4
| Y/ =Y 1<j<n-6.

Se tiene que verificar que

[ n—6 n—6
(X5, X5 = |AXo+ X1 +Up,A’X3+ A <a§2U2 + 3 akYk> + " BulUn, Yk]] =
L k=1 k=1
[ n—6 n—6
= AX0+X1 —I-Ul,AZOékY}C] = Z(bing‘i-bikUz)ak =0
L k=1 k=1
[ n—6
[X(’),Ué] == AXO+X1 +U1,AU2+CL:I’4X3+CL?4U2+ Zﬁkifkjl -
L k=1
[ n—6 n—6
= |AXo+ X1+ Uy, ﬂkYk] = > (035X3 + b3, Uz) B = 0
L k=1 k=1
y, por tanto
n—6
> o =0, j=3,5.
k=1
n—=6

1

-
I
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L I'g(ACl(AXO + X1 + Ul)) = 3.

o 0o o0 o0 0 o o
0 0 0 O 0 0 0
-1 A 0 0 0 0 8
Ad(AXo+ X1 +U)=| 0 —a}, A 0 ay 0|b};+0j
0 0 0 0 0 0 0
-1 —af, a}, 0 A+a}, 0|03+ b
0 -6 o O Ok 0 0
y por tanto, se debe verificar que
A 00 b,
3
—ayy ay, A+ay bj;+by
B oax DB 0

{ (03; + b3, + (B3; + b3; — b3,) Bk = O,

[aii(b?j + bij - b%j) - a?zl(b:;’j + bij)] o + a?2(b?j + sz)ﬂk = 0.

lo que, unido a otras restricciones anteriores implica que

{ b3 + (b, — 2))Bk = 0,

[a§4(bgj —b%;) — a?éLij] ok + aiyby; B = 0.

e Imponemos que se verifiquen el resto de las condiciones de Jacobi, obteniéndose

las siguientes restricciones

n—=6
*x J(X1,X2, Y1), 1<I<n—6: > oY, Y]=0 =
k=1
-1 ) n—6 ]
Zakc}cl'— Z apcl, =0, j =3,5.
k=1 k=l+1

n—=6
*J(XlaUlaK)alngn_6: Z/Bk[yk,%]:() ==
k=1

-1 . n—6 )
Zﬁk kT Z Brcl, =0, j =3,5.
k=1

k=l+1
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Se ha obtenido, por tanto que cualquier Algebra de Lie de dimensién n > 6, y sucesién

caracteristica (3,2,1,%7%,1) es isomorfa a una de la siguiente familia

4

[XO,Xi] :Xi-i-la 1 < 7 < 27
[X07 Ul] :UQa
[X1, Xa]=a1Us + 328 ax Y,
< (X1, Uh] =a2 X3 + asUs + 528 BV,
[Xl,Y;] b2 X2+b§’]-X3+b‘;)jU2, 1 S ] STL—6,
[XZa Y}] b2 X37 1 S VRS - 6)
[Ul,Y_;] —b2]X3+b UQ, 1 S] _’I’L—6,
| [Y,Y;] =c}Xs+ e, 1<i<j<n—6
con las siguientes restricciones
[ 52,00 + 6,8 = 0, 1<k<n-—6,
a2 ;00 4 a1b}; Bk — asb;ax = 0, 1<j,k<n-86,
[(bij —b};)as — agsz] o +a1b; B =0, 1<5,k<n—6,
n—6
Zb]lkak::oa j:273a57
k=1
n—6
Zb{kﬁk:()a ]:2>3a5
$ k=1
n—-6
> bion =0, j=3,5,
k=1
n—6
Zb}]}k/@k‘:o7 j:375)
k=1
-1
Zklak Ec’kak-—O j=3,5,1<1<n-6,
k=1 k=l+1
-1 n—=6 )
Db — D b =0, j=351<1<n-6.
[ k=1 k=I+1

Puesto que se verifica que dim(C!(g)) = 3 + r, siempre que n > 8, donde

( &y 9...0ph_¢g )
r=rg
131 /82- . -/Bn-—G
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se pueden considerar tres casos, segin los distintos valores de r

3<=r =20
dim(C'(g)) = 4<=r=1
bi=r =2

Los casos dim(g) = 6,7, se estudiardn aparte.

e Caso 1: dim(Cl(g)) =5
En este caso r = 2 y por tanto por simetria se puede suponer que
o1 Qg ... 0p—p (Ofl 052)
r=r1g =Trg
(/31 ﬂz---ﬂn—fi) B1 Da
Haciendo el cambio de base
4

Xi=Xi, 0<i<3,
U; =Ui, 1<i<?2,
n—6
) Yi=a1Uy + Y oy Ys,
k=1
n—6
Yy =as X3 + asUs + Z BrYk,
k=1
| Y=Y, 3<j<n-—6.
se obtiene la familia
' [Xo, Xi] =X, 1<i<2,
[XO) Ul] :U2a
[XlaXQ]zlfly
) [X17 Ul] :Y'27
[X1, V5] =b%; X, 3<j<n—6,
[ X2, Y] =03, X, 3<j<n-6,
[U1, Y]] :b%jUZ, 3<j<n—6,
[Y;,Y;] :C?ng + C?jUQ, 3<i1<j<n— 6.

\

puesto que las restricciones se reducen ahora a

b3; = b, 1<j<n-6,
b%lzb%2=0,

C’fJ:CISJ:O, k:3,5,3SJSn"‘6-
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y, entonces, el cambio de base dado por Y}’ =Y +b%jX0, 3 < j < n—6, permite
suponer b}; =0, 3 < j < n—6.
Ademids, puesto que debe ser rg(Ad(AXy+ X1 +Y;))=3,1<i<n—-6:

0

Ad(AXy+ X, +Y)) =

0 0
0 0
A0
0 A
0 0
0 0
0 1
0 0

O OO O o o o ©
S

0
0
0
0
0
A
0
1

o OO0 o O
o OO0 O o o O O

se debe verificar que

c?j:C?j:()’ 1§’L<]§n—6

quedando
[ [Xo, Xi]=Xi41, 1<i<2,
[Xo, Uh] =03
[X1, Xo]=11,
| [ X1, Up] =Y.

e Caso 2: dim(C!(g)) =4

Se pueden considerar dos casos:

*x Caso 2.1: 3k € {l,...,n—6} / oy #0O.

Por simetria, se puede suponer que

fr:rg(al ag...an_6>:rg(a1)

B B2 .. Bus
y, por tanto, que a1 = a3 =0, a; =1, o =0, 2 <k <n—-6,y
Bk =0, 1 <k<n-—6, (puesto que B = A- oy, 1 <k < n — 6) haciendo,
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en todo caso, el cambio de base dado por

[ X!=X,,
X{:Xl — (CL3 — )\al)Xo,
X=X, 2<:1<3,
¢ U{ :Ul - /\Xg,
Ué :U2 - /\Xg,
n—6
lel :a1U2 - (a3 — )\al)X3 + E akY}c,
k=1
\Y;'I:Y‘vj) 2SJSn_6
En este caso resulta la familia
[ [0, Xi] =X, 1<i<?,
[XO) Ul] :UQa
[XlaX2]:1/17
n—6
¢ [X1, U] =0a9X5 + Z Br Y,
k=1
(X1, Y]] :b%jXZ + b?ij 2<7<n—-6,
[Ul,Y}] ———bijUg, 2<j5<n-6,
\ [Y;, V)] =c§jX3+cz5jU2, 2<i<j<n—=6

puesto que las restricciones se reducen ahora a

— b

b%1 = bfﬁ = bil =0,

3.5 —
c; =¢i; =0,

1<j<n-—6,

2<j3<n—6.

A continuacién el cambio de base dado por Y] = Y; + 0%, Xo, 2 < j <n —6,

permite suponer que b3, =0, 1 < j <n—6.
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Adema&s debe ser rg(Ad(AXy+ X1 +Y;))=3,2<i<n-6.

0 0 0 0 ol o
0 0 00 ol o
1 A 00 0 o0 o0
0 0 A0 a 0] =%
0o 0o 00 0 0f o0

AdAX+ X TT) =1 e g o A=, 0|B ¢,
0o 0o 10 0 0 o0
0o 0 00 0 0| 0
0o 0o 00 0 of o

y por tanto, se debe verificar que

ng:(IQC?j:O, 2<1<3<n—6

En definitiva se ha obtenido la familia

4

[Xo, Xs]=Xi11, 1<i<L2,

[Xo, Uh] =U:

[X1, Xo]=Y1,

. [X1,U1] =ay X3,

[Xl,Yj] =b;Uz, 2<j<n—6,
[U1,Y;] =bsjUs, 2< 5 <n—6,
Vi, Y] =cijUs, 2<i<j<n—6.

\

con las siguientes restricciones
azb1; = azby; =0, 2<j<n—6,
asc;; = 0, 2<1<j3<n-—6.

5
159

*x Caso 2.2: o, =0, 1 <k <n-—6.

(se han renombrado b

Por simetria, se puede suponer que

T:rg<a1 ag...an_ﬁ):rg(ﬂ2)

/81 /82 /Bn—ﬁ

5 5 -
b3; v ¢, como by, byj, cij, respectivamente).
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En este caso, el cambio de base dado por

n—6

Y, = as X3+ asUs + Y BeYs,
k=1

permite suponer a; = a3 =0; =1, §; =0, 1 <j<n—6, j#2

Entonces, las restricciones implican que

ab3; = b3, =0, 1<j<n—6,
abd, = b, — b2, = 0, 1<j<n—6,
b%2 :b%zzbfﬁ :biz = b}, =0,

¢ =c3; =0, 1<j<n-—6.

El cambio de base dado por Y} =Y; +b%jX0, 1< j<n—6,j # 2 permite
suponer que b7, =0, 1 < j<n—6.
Ademss debe ser rg(Ad(AXy + X1 +Y;)) =3, 2<¢<n—6,y por tanto

¢ =mc;=0,2<i<j<n-—6.

En definitiva, se ha obtenido la familia

¢

[Xo, Xi]|=Xit1, 1<i<2,

[Xm U1]=U2
[X1,X2]=G1U2>
[Xh Ul] :Y’27

[Xlay}] :bleBa 1 SJ S n— 67 j ?é 27
[Ula Y]] :b4jX37 1 S .7 S n— 67 .7 7& 27
[Y;, Y] =ci; X3, 1<i<j<n-—6.

\

con las restricciones

e Caso 3: dim(C!(g)) =3
El cambio de base dado por Yj = Y; + b, Xo, 1 <j <n—6,j# 2 permite



202

3. Algebras de Lie de nilindice 3.

suponer que b%j =0, 1 <j <n— 6, obteniéndose la siguiente familia

[Xo, Xi]=Xi1,

[Xo, U1] =Us

[X1, Xo]=a,U,

[ X1, U1] =a9 X3 + asUs,
[X1,Y]] :b:{’jX;g + b‘;’jUQ,
(U, Y;] =b3, X5 + b,
Vi, Y] =c X5+ & Us,

sin restricciones respecto a los parametros.

1<i<2,

1<i<ji3<n—-6.

En definitiva se ha obtenido que cualquier algebra de Lie de dimensién n > 8 y

sucesién caracterfstica (3,2,1 "<%,1), es isomorfa a una de la siguiente familia de

algebras:

(X0, Xi] =Xit1,

[Xo, Uh] =0,

(X1, Xo]=a1Us + aYj,
¢ X1, Uil =a2 X5 + asUs + (Y5,
(X1, Y] =b3, Xy + b3, U,
[U1,Y;] =b3;Xs + 3,Us,
Y2 Y] =cXa+ U,

\

1<i<j<n—6.

1<i<2,
1<j<n-6,

donde (e, B) € {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} con las siguientes restricciones respecto a

los pardmetros

aa, = aaz = fas = faz3 =0

ab}; = abl; = abj; = aashl; = aashi; =0,

Bb2, = b3, = BB, = Basb}; = Bayb, = 0,

acl; = fel; = aascy; = farcy; = 0,

a[X1, V1] = a[U, Y] = 8[X;, Yo] = B[U1, Ya] = 0,
aYs,Y;] = B[Y2, V5] =0,
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verificandose que

3 si
dim[g,g] = 4 si
5 sl

e Caso dim(g) = 6.

En este caso se tiene la familia

(a, ) = (0,0
(a, 8) = (1,0) 6 (o, B) = (0,1)
(o, 8) = (1,1

[ [Xo, XJJ=Xir,
[Xo, U1] =U;
[X1,X2]ZG1U2,

\ [ X1, Ui] =a2 X35 + asUs.

incluida en el caso (a, §) = (0,0).

e Caso dim(g) = 7.

Se considera la base

B = {XO, Xl, X27 X3a U17 U27 Y}

En este caso se obtiene una de las familias siguientes

4

[Xo, Xi]=Xi11,1 <1 L2,
[Xo, Uh] =U,

(X1, Xo]=a1Up + a,

§ X1, Ur]=aa X3 + asls,

[X27 Y]
[Ul’ Y]

:b%X:),,

\

[X1,Y] =01 X5 + b3 X5 + bYU%s,

’

\

[Xo, Xi]=Xi41,1 <1 <2,
[Xo, Uh]=U2

[XlaXQ]:a1U2a

[X1, Ur] =a2X3 + asUs + GY,
[X1,Y] =b2X, + b3 X3 + b3Us,
[ X5, Y] =biXs,

[U1,Y] =b3X5+ b3Us,.

incluidas en los casos (o, 8) € {(0,0),(1,0)} 6 (e, B) € {(0,0), (0,1)}, respecti-

vamente.
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3.2 Clasificacién en los casos dim(C!(g)) > 3.

Se va a obtener a continuacién, la clasificacién de las dlgebras de Lie de invariante de

Goze (3,2,1,...,1), en los casos en que la dimensién de la derivada es 4, 6 5, restando

el caso de dimensién 3.

3.2.1 Ejemplos.

Denominaremos por

Niz,l,l? 1<1<3;

g, 1<i< |
ety 1<i< |58
pnhy 1<i< |25t
pahg, 1<i< |25

——

2r
:un’,l,la

4,r
/'l’n’,l,la

6,r
,Un,l,ly

8,r
un,,l,lv

—_ = et

[e <]

<i <[
<i<|%2;
Sié:"T‘SJ;
<i< |2

a las leyes de las dlgebras de Lie de dimensién n > 8 tales que, respecto de una cierta
base adaptada {Xy, Xi,..., Us, Yq,...

(

,Yn_6}, se expresan mediante

4

[Xo, Xi]=Xit1, 1<4<2,
[X07 U1]2U2
[XlaXZ]:U27

L [XI}UI] :1/1

[Xo, Xi]=Xiy1, 1<i<2,
Xo, Uy] =U,
(M}L,1,1)< Xo, D) =0
[XlaXZ]:)/la
{ [ X1, Uh] =Y.
[ [ X0, Xi]=Xiy1, 1<i<2,
2 [X07U1] :U2 3
pE11) S 7
( n,l,l) [XI,XQJIYL ( n,l,l)
L [Xl,Ul] :X3.
' [(Xo, Xi] =Xit1, 1<i<2,
1 [Xo,Uh]  =U>
(Nn,1,1) ]
(X1, Xo] =N,
| [Yor, Yopq1]=Uas, 1<k<r
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[Xo, Xi]

=A4+1,
[Xo,Ui] =U;
[X1, Xp] =N,
[X1, Y 6] =Us,

[Y'Zka }/'2k+1]:U27
[X()a XZ]

=Ai41s
[Xo,Uh] =Us
[X1,Xo] =N,
(U1, Yne] =Ua,
[Yor, Yor11]=Us,
[Xo, Xs]  =Xin,
[Xo,U1] =Ue
(X1, Xp] =M,
[X1, Y 7] =Us,
(U1, Yn_6] =Us,
Yok, Yor41]=Us,
[Xo, Xi]  =Xig1,
[(Xo,U1] =U,
[X1,Uh] =N,

[Yv2k) Y2k+1]:X3a

[XO,Xz'] =441,
[Xo,U1] =Us
[X1,U1] =Y,
(X1, Yne] =X5,
(Yor, Yort1]=X3,
[Xo, Xi]  =Xit1,
[Xo,Uh] =Us
(X1, U1] =Y,
(U1, Yoos] =X3,

[Yok, Yor1]=XGs,
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[(Xo, Xs] =Xip1, 1<i<L2,
(Xo,U1] =U,
Wiy D 0<r<|n2]
h (X1, Yor] =X, 2
[Ul,Yn—fs] =X,
| [Yor, Yorq1]=X3, 1<EkE<r

Es evidente que todas las dlgebras definidas por las leyes anteriores son nilpotentes,
tienen invariante de Goze (3,2,1,...,1) y verifican dim C!(g) > 3.
Ademaés, hay exactamente 4n — 23. Renombramos las leyes de las dlgebras de modo

que aparezcan enumeradas correlativamente de 1 a 4n — 23.
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.urlt,l,l? M?L,l,l? Nz,1,1

/i:zﬁ,l Nf:f:h 0<r< {"TJJ Mi,l,la -aﬂii,tln—gZJ

Niﬂ,l foltlnT—?J +r, 0<r< |_nT—8_| NZZ,L:T—?J, ceey uzﬁﬁ_s = uZ,f’l

Miﬁ,l NZ,_l,QfLra 0<r< ["Q;SJ uﬁfu . MZ;,?LE%SJ

T e A PP LT P RN o R e

W L, 0<r<|o5t] e, ., it

T P er R P Lot Y P T o g o

H:zq 1 Ni’ff,llsw, 0<r< |_nT—8J U?ﬁl_,lmv < HZ?;:HL"T_SJ

N:ﬁ,l MZZ}MJFI'ZL;_SJH, 0<r< [”—QQJ M271T114+L%§J, . M?l?l_,114+n_9 = N;lzr,bf,f 3

Nota: A pesar de todo, no se abandonars definitivamente la notacién inicial, sino

que se usaran indistintamente ambas notaciones.
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Proposicién 3.2 Las 4n — 23 dlgebras de Lie nilpotentes complejas de dimension
n > 8, definidas en el pdrrafo anterior, con invariante de Goze (3,2,1,...,1) y

dim C!(g) > 3, son no isomorfas dos a dos.

Demostracion.  Se va a probar que estas dlgebras son no isomorfas dos a dos, vien-
do que dos cualesquiera de ellas, difieren en la dimensién de alguno de los invariantes
siguientes
Cl(g) = [g,9]
C*(g) = [9,C"(9)]
Z(g)={Xeg/[X,2]=0,VZeg}
{6 / d*6 = 0}
Der(g)

En primer lugar, es claro que 9}1,1,1 es no isomorfa a gf,’l,l, 2 < j <4n — 23, pues

. 5<i<4n—23
1 2 3 4 2n—9 | i ==
Bri1 | Hn11 | Mol | Hn1l | Be,id | Booals
1#2n—9

dimCi(g)| 5 | 4 | 4 | 4 | 4 4
dim Z(g) iIn—4|n—4|n—4|n—-4|n—4 <n-—4

y por tanto basta probar que p2,,,pud 1, 4t y p2y7 son no isomorfas entre si, y
que fiy,q1, <t <4n— 23,1 # 2n — 9, son no isomorfas entre si.
Se va a probar en primer lugar que p2 |, 42 |, ud 11y /Li’ff’f , son no isomorfas entre

si. En efecto

a1 T fin,11 Mi?f@g
Clg) |(X2 X5,Uz, Y1) | (X3, X3, Us, Y1) | (X, X3, Uz, Y1) | (X2, X3, Us, Y1)
C*(g) (X3, 11) (X3,U3) (X3, Y1) (Xs)
dim C2(g) 2 2 2 1

Por lo tanto, basta probar que p2,, p3,, y pi,, son no isomorfas entre si.

Ahora bien, para las tres, se verifica que

dwyg =dw; =dws =dws =0, da; =0, 2<i1<n—-6
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Por otra parte

N?L,l,l M?L,1,1 Ni,m

dwy = wo A wy dws = wo A wq dwe = wy A wn

dws = wg A wg +wy; Awy | dws = wy A wo dws = wy A wo

dws = wo A wy dws = wy A wyg + w1 A wy |dws = woe A wy

doy = wi A we da; = wy A wy day = wy A we

dim{f / d?0 =0} =n—1|dim{# /d20 =0} =n—1|dim{f / d*§ =0} =n

Ademaés, se verifica (ver capitulo 4) que
dim(DeT(gi,l,l)) =, dim(DeT(g?z,l,l)) =

A continuacién se va a probar que %7171, 4 <3< 4n - 23,1 # 4,2n — 9 son no

isomorfas entre si. En efecto, se verifica

dimZ(g) | C*(g) |dim(C*(g))
pi, 1<r <[22 In—2r —4| (X3, 1) 2
pria, 0<r< |58 In—2r -5 (X3, V1) 2
pany, 0<r< |28 in—2r—5|(Xs, Y1) 2
paiy, 0<r< |22 ln—2r—6|(Xs Y1) 2
phe, 1<r< |5 In—2r—4| (Xs) 1
ug’ﬁ,l, 0<r< ”T"s n—2r—>5| (Xj3) 1
priy, 0<r< |28 in—2r—5| (X3) 1
ui’ﬁ’l, 0<r< |22 |n—2r—6| (Xs) 1

, 1. 1 4, 5, 8,r
Entonces las dlgebras de las familias de leyes (1, Ha11s Hnai, Mri), SOD DO

isomorfas a las de las familias de leyes (427 , Py, mohas pn71), por la paridad de
la dimensién del centro. Por lo tanto, basta probar que las dlgebras de las siguientes

parejas de familias son no isomorfas entre si.

4 3, 6 7,
(/%1{,1;,17 Prl11)s (H?Jﬁ,h Mi’,rm)a (Ni’,rl,h P1.1)s (110 Pr11)

Se van a designar

|
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Si se denota dy = dim{# / d*(8) = 0}, se sigue que

Z(g) d2 d3 d4 d5 s dT1—1 dTl dT‘1-|—1 dT1-|-2
uvlz,,ll,l n—=6 n—1] n
,u,ll’,zl’l n—38 n—1ln=-1| n
M;’Efln—2rl~—2 n—1|ln—-1|n—-1{n—-1| ... In—=1|n—-1| n
erz?l n—-2ry—4in—-1n—-1{n—-1n—-1| ... |[n=1|n-1|n-1| n
Mi’g; n—>6 n—1] n
uf,’,ll’l n—38 n—1n=-1 n
ui’ﬁfl_zn—2r1—2 n—-1n—-1|n-1|n-1| ... In—=1|{n-1| n
ufl’ﬁl,l'ln—2r1—4 n—1n—-1{n—-1|n-1} ... |In=1|{n=-1{n—-1| n
Z(g) dy ds dy ds | -o. | drc1 | Ay | dppgr | dryg2
/Ji’,(iJ n—>5 n—1] n
,ui’,ll,l n—7 n—1ln—-1 n
'“:z’?,l—ln—%z—f& n—1ln—-1|n—-1|{n—-1| ... In—=1| n
,u,llrfl n—2ry—5|n—-1|n—-1|\n-1{n-1| ... {n—1|n—=1| n
ui’ﬁ,l n—>5 n
MZ’,11,1 n—"7 n—1] n
ui’ffl‘ln—2r2—3 n—1in—-1in—-1|n—-1] ... n
uf’ff’l n—2rp—-5%5n—-1jn—-1in—-1n—-1| ... |[n=1| n
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Z(g) dy ds3 dy ds | ... | dr | drg1 | driv2 | drits
M?{}m n—=6 n—1 n
uiﬁ,l n—38 n—1n—-1| n
iln=2n —2fn=t[ntln oot} o 1]
plyn—2rm—4{n—1jn-1{n-1|n—-1| ... In—=1{n-1| n
Niﬂ,l n—6 n—1n—-1{ n
,Uf{,11,1 n-—8 n—1ln—-1|n—-1| n
peiiin—2r—-2\n—1n-1jn-1in—1| ... |In—-1|n—-1| n
pitin—2r—4|n-1{n-1jn-1{n—1| ... |[n—=1|n-1|n=1]| n
Z(g) do d3 dy ds dry | drgt1 | dryte | drpy3
/,Lfl’ﬁ,l n—>o n—1 n
ug’}l,l n—"7 n—1n—-1 n
pein—2r,-3\n—1ln—1|n-1{n-1| ... [n—=1|n=1] n
/,Lg’flfl n—2r,—5|n—1n—1|n—-1|n—-1| ... In=1|n—-1|n—=-1| n
M;’ﬁ,l n-—39 n—1] n
,uZL’,ll,l n—7 n—1\n—-1 n
i in—2r,—3|n—1ln—1|n-1{n—-1] ... [n=1|n—-1| n
u;:’ifl n—2r-5\n—1|n-1{n-1|{n—-1| ... |n=1|n-1|n—-1| n

Falta probar que ;1,,11’371 es no isomorfa a ui’ﬁ}l, paracadar : 1 <r <71, y que

6, : 7,
[11 €s no isomorfa a p,” ;, para cada r : 0 < r < 7y pero para ello basta comprobar
que no coinciden las dimensiones de sus espacios de derivaciones (ver cap. siguiente).

g
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Se va a probar a continuacién que estas son todas las dlgebras de Lie de sucesién
caracteristica (3,2,1 »=%,1), y dimensién de la derivada mayor que 3. Para hacer
més asequible el seguimiento de la demostracién se van a encontrar las que proceden

de cada dimensién de la derivada 5 6 4, por medio de proposiciones independientes.

3.2.2 Clasificacién en el caso dim(C!(g)) =5

Proposicién 3.3 Cualquier dlgebra de Lie de dimensionn > 8 e invariante de Goze
(3,2,1"7%,1) con dim(C'(g)) = 5, es isomorfa al dlgebra g} | ;)

Demostraciéon.  Trivial segin el teorema 3.1. O

3.2.3 Clasificacion en el caso dim(C'(g)) = 4

Proposicién 3.4 Cualquier dlgebra de Lie de dimensionn > 8 e invariante de Goze

(3,2,1"°9,1) con dim(C'(g)) = 4, es isomorfa a alguna de las dlgebras

2 3
gn,l,lﬂ gn,l,l’

o G 0<r < |5,
ohn G 0<r<|25E,
ohn o, 0<r< |28,
9;1{3,17 92’5,1: 0<r< ["T_QJ :

Demostracidn.

Nota: Aunque, como es obvio, para que exista al menos un dlgebra de cada familia

debe ser n > 9, sin embargo el resultado es cierto también para el caso n = 8.

e Caso 1: (¢, 3) = (1,0)

En este caso, segin el teorema 3.1 se tiene la siguiente familia de algebras
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[Xo, X1]=X

[Xo, X2]=X;

[Xo, Uh] =U;

[X1, Xo]=Y1,

[ X1, U1] =a X,

[X1,Y;] =b1;Us, 2<j<n—6,
[U1,Y;] =bgiUs, 2< 5 <n—6,
[Y:, Y] =c;;Us, 2<i<j<n—6.

\

con las siguientes restricciones respecto a los pardmetros

ablj:ab4j:O, 2S]STL—6,
acij = 0, 2<i1<j<n—6.

Caso 1.1: a #0 ]

Mediante un cambio de escala trivial se obtiene el dlgebra de ley

[ [Xo, X1]=X,
[Xo, X2]=X3
93;,1,1 19 [Xo, Uh]=Us

[X1, Xo]=Y1,
| [X1, U] =XG.

] Caso 1.2: a =0 |

Se tiene la siguiente familia de 4lgebras

4

[Xo, X1]=X,
[Xo, Xo]=X3
[Xo, U1] =Us

q [X1, Xo]=Y1,
(X1, Y;] =b3,0s, 2

[U1,Y;] =b3,Us, 2<j<n-—8,
[Yi, Yj] =ciUs, 2

\

sin restricciones respecto a los pardmetros.
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Caso 1.2.1: dim Z(g) =n—4

Se tiene el dlgebra cuya ley viene dada por

¢

[Xo,Xl]:Xz

1,0 [XOaXQ]:X3
I’

[XO, Ul] :U2

L [XlaXZ]:Yi'

Caso 1.2.2: dim Z(g) < n —4
En este caso 3k € {2,...,n—6}, / Yi € Z(g).

Caso 1.2.2.1: by; =0, 2<j<n—-6

Caso 1.2.2.1.1: b;; =0,2<35<n—-6

Se tiene la siguiente familia de dlgebras

( [Xo, X1]=X;
[Xo, Xo]=X;
1 [Xo, U] =03
[X1, Xo]=11,
L [Y:,Y;] =c;jUs, 2<i<j<n-—6.

Por simetria, se puede suponer cy3 # 0 efectuando, si fuese preciso, un cambio de
base trivial. A continuacién se puede suponer cp3 =1y g5 =¢3;=0, 4<j7<n~T,

efectuando el cambio de base dado por

4

X!=X;, 0<i<3,

Yll :}/17

1
| YQI:_Ba
Co3

Yy=Ys,

Y=Y+ 2y, - 2y, 4<j<n—6.
\ Ca3 C23
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quedando

[ [Xo, X1]=X;
[Xo, Xo]=X3
[Xo, Ui]=Us
(X1, Xo]=11,
s, V3] =Us,

| Y3, Y] =cils, 4<i<j<n—6.

Por un procedimiento andlogo al efectuado en el capitulo 1, se obtiene la siguiente

familia de dlgebras

4

[Xo, X1] =X
[Xo, X2] =X
92’3,1 19 [Xo, U] =U2
[X1,Xo] =N,
| [Yor, Yor1]=Ua, 1<k <
Caso 1.2.2.1.2: 3k € {2,...,n—6} / by #0
Se tiene la siguiente familia de leyes de algebras
[ [Xo, X1]=X,
[Xo, Xo]=X3
[Xo, U1]=U2
[X1, Xo]=V1,
[X1,Y;] =by;Uz, 2<35<n—6,

L [Yian] =cj;U;, 2<i<j<n—6.

con algin by; # 0. Se puede suponer que by, # 0, mediante un cambio de base

trivial. A continuacién se puede suponer by, ¢ = 1, by; = 0, 2 < j < n -7,

efectuando, si es preciso, el cambio de base

’

X, =X;,
U, =U,
Y] =Y,
Y/ =bineY; —biYas 2<j<n-—T,
Yo 6 L Yo



216 3. Algebras de Lie de nilindice 3.

obteniéndose la familia

[ [Xo, X1] =X,
[Xo, Xo] =X;
[Xo,U1] =U,
[X1, Xp] =N,
[X1, Yo_g]=Ua,
L [Ye, Y] =cylh, 2<i<j<n—6.

Se pueden considerar dos casos

e Sic; =0, 2<1i<j<n— 6, seobtiene el dlgebra de ley

([ [Xo, X1] =X

[ X0, X2) =X;

gt S [Xo, U] =Us
(X1, Xs] =Y,

| [X1, Yao]=U.

e Sidhk: 2< h< k< n-—6,tal que ¢, # 0, entonces se puede suponer que
dhk: 2< h<k<n-71 tal que cpx # 0y, por tanto, que co3 # 0, pues en
caso contrario se obtiene un algebra de alguno de los casos anteriores.
(Sigij=0,2<i<j<n-—7, entonces 3k € {2,...,n — 7} tal que ¢xpn—s # 0.
Suponiendo, por ejemplo, ¢z, ¥ haciendo el cambio de base dado por X] =
Con—6X1 — Yo, se tendria un dlgebra de la familia g}fll)

Se puede por lo tanto suponer, por simetria, que co3 # 0 y, por un procedimiento

analogo al del caso anterior, se obtiene familia de algebras de leyes

[ [Xo,X1] =X,
[X07X2] :XS
g Kol =t 1§r§["‘ﬂ
v (X1, Xp] =Y, 2
(X1, Yo_6] =0,
| [Yor, Yora]=U2, 1<k<T
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Caso 1.2.2.2: 3k € {2,...,n—6} /by #0

Se puede suponer by ,_¢ # 0, mediante un cambio de base trivial y, entonces, se

puede suponer by, ¢ = 1, by; = 0, 2 < j < n — 7, mediante el cambio de base dado

por
< Yll =Y,
Y/ =byn-Y; —byi¥ns 2<j<n-—7,
Yyi_GZLYn—G-
\ b4,n—6
quedando
(
[X())Xl] ':X2
[X07X2] :X3
[X07U1] :U2
q [X1, Xe] =W,
[Xlayj] :bljU27 2 < .7 S n - 67
[U1, Yne]=Uh,

Caso 1.2.2.2.1: b;; =0,2<j<n—-6

De forma andloga a los casos anteriores, se obtiene

(X0, X1] =X
[Xo, Xa] =X3
RR o, U]+ =0 1<r< {n — SJ
T [Xy, Xo] =, 2
(U1, Yae] =Us,
| [Yor, Yor41]=Ua, 1<ELT

Para mas detalles, ver apéndice D.2.
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Caso 1.2.2.2.2: 3k € {2,...,n =6} / by # 0

De forma anéloga a los casos anteriores, se obtiene
[ (X0, X)] =X,
[Xo, Xo] =X3
[Xo, Uh]  =U;

50 XX, =, 1<r< |t

[X1, Yas] =Us,
[Ur, Yoe] =Us,

\

[}/’Zka )/2]6-}—1]:(]27

Para més detalles, ver apéndice D.3

e Caso 2: (¢, 3) = (0,1)

En este caso, segin el teorema 3.1 se tiene la siguiente familia de dlgebras

’

\

[Xo, X1]=X>
[Xo, Xo]=X3
[(Xo, U1] =U,
[X1, Xo]=als,
[X1, Uh] =11,

[Xl,l/_.j] :ble37 QS] STL—6,
[U1,Y;] =b4j X3, 2<j<n—6,
Y, Y]] =ci; X3, 2<i<j<n-6.

con las siguientes restricciones respecto a los parametros

ablj = ab4j = 0,

acyj = 0,

2<i<j<n—6.

Caso 2.1: a #0

Mediante un cambio de escala trivial se obtiene el dlgebra de ley

(

3 .
11" 3

\

[Xo, X1]=X>
[Xo, Xo]=X3
[Xo, Uh] =Us
[X1, Xo]=Us,
[ X1, U1] =Y.
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[ Caso 2.2: ¢ =0

Se tiene la siguiente familia de algebras

4

[Xo, X1]=X;
[Xo, Xo]=X3
[Xo, Uh] =U;

q X1, Xo]=Y,
(X1, Y] =b3,Us, 2

UL, Y;] =b5,U, 2<j<n—6,
Y5, V)] =cila, 2

\

sin restricciones respecto a los pardmetros.

De forma andloga al caso anterior se obtienen las 4lgebras de leyes g3 , 5, gf;f"l’l, 5 <
j < 8., correspondientes a los casos siguientes:

g9 1 corresponde al caso dim Z(g) = n — 4, y las demas al caso dim Z(g) < n — 4,
siendo g;r’;fl,l, 1<r<n-6y gg’ﬁ,l, 0 < r < n — 6, correspondientes al caso
by =0,2<j<n—6 (92’5,1, 1<r<n-—-6cuandob;; =0,2<j5j<n—-6,y
gg’ﬁ’l, 0 <r < n—6cuandoJk € {2,...,n—6} / by, # 0), mientras que g;’,rl,l, 1<r<
n—6ygyii, 0 <1 < n—6, corresponden al caso en que Ik € {2,...,n—6} /by # 0
(gz;ﬁ,l, 1<r<mn-—6cuandobd;; =0,2<j<n-6,y gflﬁ,l, 0 <r < n— 6 cuando
dke{2,...,n—6} / by #0). a

Para maés detalle, ver apéndice D.4.

3.3 Caso de invariante de Goze (3,3,1,...,1)

En esta seccién se obtiene la expresién de la familia de leyes de dlgebras de Lie meta-
belianas e invariante de Goze (3,3,1,...,1) y se clasifica el caso de dimensién de la
derivada méxima, encontrandose que existe una tinica algebra de estas caracteristicas

que se da explicitamente.

Teorema 3.5 (Familia) En dimensidn n > 7, cualquier dlgebra de Lie g con inva-

riante de Goze (3,3,1"79,1), es isomorfa a una cuya ley, respecto de una cierta base
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adaptada {Xo, X1,..., X¢, Y1,...,Yn_7}, viene dada por
( [X07X1]_X27
[XOa X2]:X3’
[X07 X4]:X5a
[Xo, X5]=XG,
(X1, Xo]=a$, X3 + af, X6 + 32 alek,

(X1, Xa]=a3, X5 + afy X + TpZ] of, Y,
[X1, Xs]=a{s X5 + afs Xs + T4 2] [ oY,
[Xo, Xy)=—ads X3 — a5 X6 — h2] sV,
(X4, Xs|=a3s X5 + afs Xo + 3] 0l Vs,

con las siguientes restricciones respecto a los pardmetros

[X1, V)] =b3, X5 + 03, X5 + b5, X, 1<j<n-T,
X, Y;) =b%, X, 1<j<n—T,
(X4, Y;] =03, Xo + b}, X5 + 03, X5 + 0§, X6, 1<j<n—7,
[Xs, Y;] =b2, X5 + b3, X, 1<j<n—T1,
| Vi, Y] =¢ X3 + X, 1<i<j<n—-7

( n—7 & v n—17 )

Z a12b{k = Z CYllc2bzlk = 07 -7 = 27 37 57 6a
k=1 k=1
n—7 . n—17 .
Z allcf)b{k: = Z allcf)bzlk = 07 ] = 2) 37 5; 67
k=1 k=1
n—7 ] n—7 )
Z a{ZSb{k‘ = Z aZSb‘Zlk =0 .] = 2) 37 57 67
k=1 k=1
n—"7 . n—7 )
Z 0"164b{k = Z O"f4bik =0, j=25
k=1 k=1
-1 ) n—7 .

} Yohdi— 3 ahd =0, j=36  1<I<n-T,
k=1 k=I+1
-1 ) n—"7 )
D afschy — Y ofsch =0, j=3,6 1<i<n—-T1,
k=1 k=l+1
-1 . n—7 )
doahsch— Y afscy =0, j=36,  1<Ii<n-T,
k=1 k=I+1

) . ) -1 .y n—7
byaty + (b5 — bY)ais — bisals + Y afch — Y. k=0, j=3,6,1<1<n-71,
k=1 k=Il+1
{ biaf, + (b3 — b3)aks — b0k, 1<k<n—-7
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Nota: Existen algunas restricciones adicionales, que surgen del hecho de que debe
ser 1g(ad(AXo+ Z)) =4, VZ € g, VA € C — {0} y que, en el caso general, resultan

muy complicadas de establecer.

Demostracién.  Sea g, un dlgebra de Lie de dimensién n y sucesién caracteristica
(3,3,1"29,1) y X, un vector caracteristico de g. Entonces, respecto de cierta base
adaptada B = {Xy, X1, Xo, X3, X4, X5, X6, Y1, ..., Ya_s}, la ley de g puede ser
expresada por

4

[Xo, X1]=Xs,
[X07X2]:X37
[X07X4]:X5a
[XO)X5]:X67
< 6 k nt k . .
[Xinj]:Z aink + Z aink, 1 <1<y < 6
=
[Xo, V5] =2 05X+ D BiYe, 1<i<6 1<j<n—7
k‘gl k::%
n—
Vi Yj] =X ciiXe+ D vYe, 1<i<j<n-—T
\ k=1 k=1

e Puesto que se debe cumplir que C3(g) = {0}, sigue que C*(g) C Z(g) v, por lo

tanto se debe verificar que

[X3,Z] = [X(;,Z] = O, VZ € g

e Se debe verificar que X;, X, ¢ [g,g] pues, en caso contrario, se tendria que
X3, Xs € C3(g), y esto no es posible pues C*(g) = {0}.

Por tanto, se debe verificar que

a}j:aszo, 1<i<j <86,

c;=c; =0, 1<i<j<n-T.

e Se imponen a continuacién que se verifiquen las condiciones de Jacobi de X,

obteniéndose las siguientes restricciones para los pardmetros:
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* J(Xo,Xl,XQ) . a%z = 0?2 =

* J(Xo, X1, X4) 1 { af,=—al;

% J(Xo, X1, Xs): 4 ‘BT

3 2 2 2 3
as-=a ase=a5, = a5 =0

25— 094 15=0ay 25

* J(Xo,XQ,X4) . { 5 = { 5 5 6
ajs=a5 = ag; =0

* J(X(),X4,X5) : G’ZS = af{5 =0

b3.=b2,, 1<i<n—6,
* J(XOaXhY;), 1<:<n—=6 2t 1¢ S 1S

b%:=b%, 1<i<n-6,

| B5=0, 1<ik<n—6

bgzzbgzzo’ 1SZS7’L—67

b3.:b2. 1< < _6
*J(XO)X4,}/;),1S7;STL_6: 5 419 STs ,

b8 =b3;, 1<i1<n-6,

| F5=0, 1<ik<n—6.
*J(XO,K)/J),1SZ<]STL_6 ngzc?j:(), 1<i<j<n-—6.

e Puesto que X, ¢ C'(g), entonces AX, + Z ¢ Cl(g), VA € C —{0}, Z € g,
por lo tanto, cualquiera de estos vectores podria ser considerado como vec-
tor caracteristico. Asi, puesto que g es un algebra de sucesién caracteristica

(3,3,1,...,1), debe ser
rg(ad(AXo+ Z)) =4, VZ € g, VA C — {0}

con lo cual se pueden obtener algunas restricciones adicionales.
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* T‘g(Ad(AXO + Xl)) =4

Siempre es posible elegir A de forma que

A
0
0
0

0 0 0 0 0 0 010
0 0 0 0 0 0 010
-1 A 0 0 a 0 0|3,
0 0 A+dd 0 af, a5 O|B,
0 0 0 0 0 0 010
0 0 0 0 A+dl, 0 0 83;
0 0 & 0 af A+dl5 0|0
0 0 oy 0 ofy ofs 0 ﬂ{“j 1

0 a? 0
A+ad, a ais £0

0 A+a, 0

aty afy A+al;

y, por tanto, se debe verificar que

A 0 a3, 0 bl
0 A+al, a3 ad; by
0 0 A+al, 0 B |=0,
0 al, al, A+ abg bffj
0 a’f2 alf4 a’f5 ﬁ{cj

luego, debe ser 8f; =0, 1 <j,k <n—T,

* T‘g(Ad(AXo + X4)) =4

Por simetria, se verifica que ﬂfj =0,1<j5k<n—-"7

* 19(Ad(AXo+Y;))=4,1<j<n-7

Anilogamente, se obtiene que ’yfj =0,1<i<j<n-"T.
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e Podemos suponer a?, = a}, =0 =10, 2 <4 < n— 7, efectuando el cambio de

base

X=X,
XI=X; — a8, Xo
Xb=X,
Xi=X;
Xi=X4 + a4 Xy
X1=X;
X=X

Y! =Y, 1<i<n-—T.

Se tiene por lo tanto que cualquier lgebra de Lie g, de dimensién n y sucesién

caracteristica (3,3,1 729, 1), es isomorfa a una de la siguiente familia de 4lgebras

[Xo, X1]=Xo,

[Xo, Xo]=X3,

[Xo, X4]=X5,

[Xo, X5]=XG,

(X1, Xol=0a, X5 + a$, X6 + 72 oy Y4,
[X1, Xa]=a3, X5 + a8, Xe + Zp2] of, V5,
[X1, Xs]=a{s X3 + afs X + S32] ofsYs,
(X2, Xy]=—0a3; X5 — a$s X — Tp2] oh Y,
(X4, Xs]=a3s X5 + afs Xo + TiZ] s Yr,
[X1, Y;] =03, Xs + 03, X5 + 03, X5 + 05, X,
(X5, ;] =b2, X + b, X,

(X4, Yj] =03, Xa + b3; X5 + b3, X5 + b5, X,
[Xs, Y;] =05, X3 + 03, X,

| Y3, V)] =c} X5 + ¢}, Xe,

1<j<n-T,
1<j<n-T,
1<j<n-T7,
1<5j<n-1,
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e Si se efectia el cambio de base, VA # 0

r

Xi=AXo + X4

X=X,

Xi=AX,

X4=A%X3 + A[X1, X5]

X=X,

Xi=AXs + [ X1, X4]

Xi=A2Xg + A[Xy, X5] + [X1, [X1, Xd]]
Y/=Y;, 1<i<n-T

1

\

se debe verificar que

n—7
[X(I),Xé] = [AXO + Xl, A2X3 + A [Xl,XQ]] =A |:X1, Z O/ICZYIC:I =0 VA 7é 0.
k=1
Entonces, debe ser
n—"7 )
> afbl, =0, j=2,3,5,6
k=1

(X0, Xgl = {AXO + X1, A% X + A [ X1, X5) + [ X, [X17X4]]] =

n—"7 n—7
k=1 k=1

I

n—7 n—7 n—7
k=1 k=1

k=1
n—7 n—"7
+[X1, XQ] Z Olllc4b%k + [Xl,X5] Z a’f4b§k = 0, VA 75 0.
k=1 k=1

y, por tanto, se debe verificar que

,

n—7
ki _ C_
> afshl =0, J=2,5
k=1
n—7 n—"7
k 13 k2 _
> akbl + Y afybiy =0,
k=1 k=1
n—7 n—7
k 16 k5 _
Z aysbyy + Z ajsbyy =0,
k=1 k=1

n—7 n—-7
L (X1, X2] Y o, bty + [ X1, X5] Y of, b3, = 0.
k=1 k=1
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e Andlogamente, si se efectia el cambio de base definido, VA # 0 por

4

Xo=AXo + X4,

X=Xy,

X3=AX, — [ X1, X4],

Xi=A2X;3 + A[ Xy, X5] — [ X4, [ X1, X4]],
X=Xy,

X3=AX;,

Xg=AX6 + [ Xy, Xs],

V/!=Y, 1<i<n-T.

1

\

se ha de verificar que
n—"7
(X4, X¢] = [AXo + Xy, A2Xs + A[X,, Xs]| = [X4, 3 aiff,Yk} =0 VAZ#£O.
k=1
Entonces, debe ser:
n—"7 )
2:(1iiik::(L j ::273,576
k=1

X5, X1 = [AXo+ Xy, A2Xs + A (X1, X] ~ [Xa, [X0, Xo])] =

n—"7 n—7

- [AXO + X4, A Y — Y o (05 X + bf;sz)J =
k=1 k=1

n—7

n—7 n—7
= —-A (Z afy b X = 3 o3, X + Y o[ Xy, Yk]) +
k=1 k=1 k=1

n—"7 n="7
+[X1, X5] Y of,bh — [Xa, Xs] D afgbl, =0, VA#O.
k=1 k=1

y, por tanto, se debe verificar que

,

n—7

ki _ .
> afsby, =0, i=2,5
k=1
n—"7 n—7

k 13 k2 _
Z a5y — Z a4y, =0,
k=1 k=1
n—7 n—7

k 16 k15 _
Z aysbyy, — Z ayby, =0,
k=1 k=1

n—7

n—"7
[X1, X5] Z a’f4b421k — [ X4, X5] Z a’fzibik =0.
\ k=1 k=1
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L] J()Kl,)(QPXM)I
(X1, [Xo, X4]] = [ X1, Xa], X4] + [Xo, [ X1, X4]] =

n—"7 n—"7 n—"7
=3 o [ X1, Y] = = ) oy [Xa, Vil + D of [X2, Vs] =
k=1 k=1 k=1

n-—-7
> ok (63, X5 + b5, Xs) = Z oy (B3 Xa + b Xs -+ b3, X5 + b Xs) —
k=1 k=1
n—"7
— 3 oy (B3 Xs + b3 Xs)
k=1

de aqui y de relaciones anteriores, se obtiene que

n—"7
S abbl, =0,  j=235,6.
k=1

d J(X17X47X5):

(X1, (X4, X5]] = [ X1, X4], Xs] + [ Xy, [X1, X5]] =

n—7 n—7
Z O‘45 [X1, Y] = Z O114 [Xs, Y] + Z a15 [ X4, Y] =
k=1 k=1
n—7 n—7
S oy (03, X, + 03, X5 + 03, X5 + 3, %) = — Y ofy (0 Xs + b Xs) +
k=1 k=1
n—7
> o (bszS + bgkX6)
k=1

lo que, junto a relaciones anteriores, implica que

n—"7
Z aZSb{k = 07 .7 = 2) 3a 57 6
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e Si se efectiia el cambio de base, VA, B # 0, dado por

X(=AXy + BX; + X4,

X=X,

Xi=AX, — [X1,X4],

X3=A2X; + AB[X1, Xo] — B[Xy, [ X1, X4]] + A[X1, X5] — [ X4, [X1, X4]],
X=Xy,

Xi=AXs + B[ Xy, X4),

X}=A%X¢ + AB[X1, X5] + B[ X1[ X1, X4]] + A[ Xy, X5] + B[X4, [ X1, X4]],
Y/=Y;, 1<i<n-—T.

2

Se debe verificar:

(X5, X5] = [AXo+ BXy + X4, A2X5 + AB[Xy, Xo] — B[Xy, [ X3, Xa]] +
+A[X, X5] — [Xy, [X17X4]]] =

) n—"7 n—7
= |AXo+BX:+ X4, ABY o, Vi = B ofy[X1, Y]
L k=1 k=1

n—7 n—"7
+ A Z a’stk - Z o/f4[X4, Y}c]] =
k=1 k=1

n-—T7 n-7 n—7
= AB (- Saf b X — > albh Xe + Y ok Xy, Yk]) +
k=1 k=1 k=1

n-7 n—7 n—7
A (— Z O/f4bz21kX3 - Z O"1C4bikX6 + E o/f5[X4, Yk]) -
k=1 k=1 k=1

n—7 n—-7
—B? ([Xl, Xo] Y bty + [X1, Xs] D a’fﬁk) -

n—7 n—7
_B ([Xl, Xl 5 ok + (X1, X] 3 ok —
k=1 k=1

n—7 n--7
[ X1, X5) Z allczlb%k + [X4q, X5] Z 04]164b51)k> -
k=1 k=1

n—"7 n—"7
—[X1, X5) 3 afy b + [ Xa, X5] D afbl =0, VA#O.
k=1 k=1
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y, por tanto, se debe verificar que

( n—7 )
3 afib], =0, j=2,3,56
e
Z a’fsz{k =0, J=2,5,
k=1

n—7 n—7
[Xl, X2] Z alf4bik + [X]_, X5] Z Olﬁbik - 0,
k=1 k=1

n—7 n—"7
[ X1, Xs] z a'f4bik — [ X4, Xs) Z a’f4b2k =0.
\ k=1 k=1

X6, X4 = [AXo+ BXy + Xa, AXe + AB [ X1, Xs] + B[ X1, [X1, X4]]
+A[Xy, X5] + B[Xq, [XlaX4]]] =

= [AXO + BX, + X4, AB Z ok Yy + B? 2 o, [ X1, Y]
k=1 k=1

+ A 2 o Ve + z ok, [ X m] _

= (Z ol b Xs + Z ot b7, Xe + Z o[ X1, Yk])

k=1 kl kl

B (Z af b3 X + Z o, b3, X6 + Z o5 [ X4, Yk]) +

k 1

n— 7
B? <X1,X2 Za14b4k + [ X4, X5] Zal4b4k -
k=1

n—7
Xl,X5 Za14b1k+ X4,X5 ZOéMb >
k=1

+[X1, Xs] Z o by — [ X4, Xs] Z afyby, =0, VA#O.

k=1 k=1

y, por tanto, se debe verificar que
n—7 .
Y afsbl, =0, 7=2,3,56
k=1

n—7
> afbl, =0, j=2,5.
k=1
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En definitiva, se han obtenido las siguientes restricciones para los pardmetros:

( n-—-7

. n_7 .
E a’fzbik = Z allczbzuc =0, 7=2,3,5,6,
=S
S afsbl = okl =0, j=2,3,5,6
E =
Z aZSb{k = Z a’{465bzlk = 07 ] = 27 37 5a 67

n—="7 v i n—7 %
Dol =) ofby, =0, j=2,5.
k=1 k=1

\

b J(XlaX27Y2)> 13[371-7

(X1, [ X, Y]] = [ X1, Xo] , Vi) + [Xo, [ X1, V)] =

n—7

Zallc2 [Y;ﬁYi] =0 =

k=1
-1 ) n—7 .
Zallc2cl7cl - Z CVIICZCl]lc = 07 .7 = 376
k=1 k=l+1

d J(X17X5al/l)7 1 Slsn_,?

[Xla [X5> Yi]] = [[X1:X5] aYE] + [an [Xl’ Yl]] =

n-7
Yoo [V Y =0 =
k=1

-1 n-7

ko I
doafscly— Y, o, =0, 1=23,6
k=1 k=l+1

b J(X47X57}/l)7 1 SlSn_'?

(X4, [ X5, VI)] = [ Xy, Xs], V1] + [ X5, [Xg, VI]] =
”fafzs, ¥, Y]=0 =

-1 _ .
Zai5cl7cl - ok, =0, 7=3,6
k=1

k=041
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(X1, [ Xy, Y]] = [X1, X4], Vi) + [ X4, [ X1, Y]] =

[Xl, b lXQ + b lX5] —_ Z 0514[Yk, ] [X4, b%lXQ + b?le]

n—T
b2 X1, Xo) + (b3, — b)) [ X1, Xs] — 03[ X4, Xs] — > o[V, V] =0 =
k=1

byals + (03 — b3))als — 1la45 Z 014C/]cl + E a14 =0, 7=3,6
k=1 k=l+1

b2k, + (b5 — bY))oky — b3k, 1<k<n-T.

3.3.1 Clasificacién en el caso dim(C'(g)) maximal

Proposicién 3.6 Cualquier dlgebra de Lie de dimensién n > 11 e invariante de
Goze (3,3,1 ™29,1), con dim(C'(g)) = 8, es isomorfa al dlgebra gy o4, cuya ley
respecto de una base adaptada {Xo, X1,..., Xe, Y1,...,Yn_7}, viene dada por

4

[Xo, X1]=Xa,
[Xo, Xo]=X3,
[Xo, X4]=X5,
[Xo, X5]=XG,
9;,2,0 19 [ Xy, Xo]=N,
[X1,X4]=Y2a
[X1, X5]=Y3,
[X2, X4]=—Y3,
| (X4, Xa]=Y.

Demostracién.
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Se verifica que dim(C'(g)) = 4 + r, siempre que n > 11, siendo

1 2 n—7

a12 alz. . -a12
1 2 n—7

r=rg Qg Qg - Oy
1 2 n—7

Q15 Q5. --Qgs

2 n—"7
a45 a45 e .a45

Por tanto se pueden considerar cinco casos, segun los distintos valores de 7:

[ 8e=r =14

T<=r =3

dim(C'(g)) = { 6<=r =2
S<—=r=1

\ 4<=r =10

Se estudia a continuacién el caso r = 4.

Por simetria, se puede suponer, sin pérdida de generalidad que

1 2 n—7 1 2 3 4

Q19 Oy ..0Qq9 Q9 @1y Q7p Qg9

1 2 n—7 1 2 3 4

4= O Oy -y _ Qg Oy gy Qg
=18 al 2 n—7 | =8 1L o2 o ot
15 O15.-.015 Qs Q15 Q5 gy

1 2 n—7 1 2 3 4

Qs Qs - .Oyg Qps Oy Oy Qyy

con lo que, efectuando el cambio de base dado por

[ xI=X;, 0<i<6,
n—"7
Y =03, X3 + a8, X6 + Z o, Yy,
=
) k=1
n—"7
Yi=a}; X3+ a% X + > ol Vs,
=
k=1
| Y7=Y;, 5<j<n-T.
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se obtiene la familia de algebras de leyes

4

Xo, Xs5]=XGs,
[X1, Xo]=Y1,
[X1, X4]=Y5,
(X1, X5]=Y3,
(X2, X4]=—Ys3,
[X4, X5]=Y4,

[Xa,Y;] =b}; X5 + b}; X,

[X5, Y] :b?iJX3 + binﬁ,
\ 1Y, Y3 :C?ini + c?jxﬁa

[X1, Y]] :b%jX2 + b?an + b‘;’sz + b?jXﬁa

1
1
(X4, Y] =03, X5 + b3, X, + b3, X5 + b5, X, 1
1
1

<js<n-—T,
<js<n-T1,
<js<n—1,
< n—-i,

Ademés, las restricciones obtenidas anteriormente implican

( n—7

3 kbl =0, j=2,356 <
k=1

n—7

S ahly, =0, 1=2,3,56 <
k=1

n—7 .

S akbl,=0, 1=2,3,56 &
=

S afbl, =0, j=2,3,56 &
k=1

n-7 .

S okt =0, 1=2,356 &
k=1

n—"7 .

> ahbl =0, j=2,3,56 &
k=1

n-7 )
Sahbl, =0, j=2,5 N
k=1

n—7 .
S ot =0, j=2,5 RN
k=1

\

[X1,Y1] =0
[X4, V1] =0
[X1,Y3]=0
[X4,Y3] =0
[X1,Ya] =0
[X4,Ya] =0
bi, = b3, =0,

b4212 = 522 =0.

=

I

Ll

(X2, Y1] =0,
[Xs,Y1] =0,
[X5,Y3] =0,
[Xs, Y3] =0,
[Xs,Ya] =0,
[Xs,Ya] =0,

Se imponen de nuevo condiciones respecto al rango de las matrices adjuntas, para

obtener algunas restricciones adicionales
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o rg(Ad(AXo+ X)) =4 =

o O

2
3

I
—

b6

Ad(AX, + X1) = °,

S OO Ol 0o 0o o ko o
(R e N o E=E = = R NG e Y e B
S O O Ol o 0o o o o o
©C O R OO o o o o o
S R O Ol O 0O © o o o
o O O Ol o o o o o o

<o O O Ol o o O

y, por tanto, se debe verificar que

B, =0, 1<j<n-7
S, =0.

o rg(Ad(AX, + X,)) = 4

Andlogamente, se verifica que

b2, =0,
=0, 1<j<n-7
S, = 0.

® Tg(Ad(AX() + Xl + X4)) =4

Anéalogamente, se verifica que

b =b; 1<j<n-—7
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[0 0 0 0 0 0 0| 0 |
0 0 0 0 0 0 0|0
-1 A8, 0 0 0 0 0|
0 0 A-8,0 0 0 0|%c
0 0 0 0 0 0 0] 0
0 0 0 0 A-b, 0 0|0

Ad(AXo+X1+Y) =] 0 0 0 0 0 A-b} 0|
0 0 1 0 0 0 0| o0
0 0 0 0 1 0 0| 0
0 0 0 0 0 1 0] 0
0 0 0 0 0 0 0|0
0 0 0 0 0 0 0| 0 |

y, por tanto, se tiene que ¢f; = cf; =0. 1<i<j<n-—-T.

En definitiva, se ha obtenido la familia de algebras de leyes

4

[Xo, X1]=Xs,
[Xo, Xo]=X3,
[Xo, X4]=X5,
[Xo, X5]=XG,
[X1, Xo]=V1,
[X1, X4]=Y5,
[X1, X5]=Ys3,
[X2, X4]=~Y3,
[Xy, X5]=Y4,
[X1,Y;] =b;X,, 5

[X2,Y;] =b; X5, 5

(X4, Y] =b; X5, 5<j<n—7
| [X5, Y] =b;Xg, 5
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Efectuando a continuacién el cambio de base Y] = Y, + b%on, 5<j3<n—-17 se

obtiene una unica algebra de ley

[Xo, X1]=X>,
[Xo, Xo]=X3,
[Xo, X4]=XG,
(X0, X5]=Xs,
E}L,2,o 19 Xy, Xo]=N,
[X1, X4]=Y5,
[X1, X5]=Y3,
[X2, X4]=-Y53,
[ X4, X5]=Y4.




Capitulo 4

Derivaciones de algebras de Lie

3-nilpotentes y aplicaciones.

Se aborda en este capitulo el célculo de los espacios de derivaciones de las dlgebras

de indice de nilpotencia 3, obtenidas en el capitulo anterior.

Se van a determinar los correspondientes espacios de derivaciones, bien buscando
una graduacién adecuada (con subespacios homogéneos de dimensién suficientemente
pequefia), bien determinando previamente un toro de derivaciones, de forma andloga

al capitulo 2.

A partir del conocimiento de Der(g), se hallan las dimensiones y una base del
primer espacio de cohomologia y las dimensiones de la érbita de cada dlgebra consi-

derada.

4.1 Preliminares

En todo lo que resta se van a considerar dlgebras de Lie g de invariante de Goze

6.7.82,0,2100201), 0<q< |2 TETY ) 1gp<| P

237
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estudidndose los casos (p,q) = (1,1) v (p,q) = (2,0)). En todos los casos
B = {X07 X17X21 X3; s 7X3p—2)X3p—1) X3pa Ul) U27 e U2q—1a U2q) Yi? s 7Yn—3p—2q—1}

designara una cierta base adaptada.

Por cuestiones de notacién y de presentacién y dado el elevadisimo nimero de de-
rivaciones que se manejan en el capitulo, se van a considerar unas ciertas asignaciones
formales entre vectores que mas adelante se probard que corresponden a derivaciones
para alguna o algunas de las dlgebras encontradas en el capitulo 3. Se definen a con-
tinuacion las siguientes asignaciones formales, donde la notacién indica que se han

considerado esencialmente cuatro tipos de funciones, segin se indica

tiji X,—)XJ 1<4,5<3

ti,3+jl X1—>UJ 1<i<3,1<j<2

ti+3,j: Ul—)XJ 1<i<2,1<j<3

I
|
I

ti+37j+3 Ui — Uj 1<1,5<2

Ugj + XZ—>Y3 1§z’<3,1<j<n—-6

uipz;: Ui—Y; 1<1<2,1<7<n—-6
v YVi—=X; 1<5<3,1<i<n-6

Vig+j: Yi—=U; 1<7<2,1<i<n-6
wi: V=Y, 1<4,j<n—-6

Para designar algunas de estas asignaciones formales serd necesario incluir, ademads,

uno o dos superindices.

¢ X() —> X(),
XO — X(), (
X2 — XQ, X() — Xo,
X2 — XQ,
1 9 X3 — 2X3, 3 X2 - XQ,
U1 — 2U1, X3 — 2X3,
U2 — UQ,
U2 — 3U2, U2 — Ug.
Yi — Yl. .
. 1 = 2V
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( X() — X(),
X2 — XQ,
Lr X3 — 2X3,
10209
U, — UQ,
i - Y,
| Yor-1 = Yag-a,
’ Xo - X,
X2 — Xz,
X3 — 2X3,
37 U2 — Uz,
10)0° 4
Y) - Y,
Yoro1 — Yoo,
Yn—? — Yn-—7a
\ Yooe — Yis
[ X, — X,
X2 — XQ,
5’7. X3 — 2X3,
t0,0 <
Us — UQ,
Yor-1 — 2Yp,
L Y}L—G — 2Yn—6-
XO — Xl,
th1:4 X3 — Y,
U2 — YVQ
Xo
toay Xs

— Y,

—)

L4l 1

Yn—7
Yn—ﬁ

X1,
Y1,
Xo,
2X;.

X07

2.X3,
Us,
Yi,
Yor-1,
Y, 6.

1<k<nr

A

X27
2X3,
U2a

2}/216-—1) 1 S k <

2Yn—77
2Y, 6.

N R e

Xo
X3

— Xl,

o~
oW
i

’

:{

— Xl,

- Y.

— Y.
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XO — Xl; XO -~ Xl,
t8,1: Us - Y, tg,ﬂ U, - 1,
Yn__ﬁ — _XQ. Yn_7 — —Xg.
Xy = X, Xo — Xy,
t(1),25 ’ : t52° ’ ’ t8,2’{ Xo — Xo.
X2 — —Yi ’ X — =U,.
Xy — Uy, Xy — Uy,
t0,31{ Xo — Xs. téA: 0 ! t%A: 0 '
X2 —> —YQ X2 — '—X3.
X — Ua XO - Ula
t5,4: " 1 t34{X0 - U Ba
Xy — _Yi Y. — _Ul-
Xo — Ul,
6 X() — Ul, 7
104 toary X2 — -1,
Yn—7 —> —Ul.
Y. — —Xs.
tos{ Xo = U wr{Xe - Y. wa{X - %
XO — Y'2k7
Ug, 2k 1<k<r ugo§ Y1 = Ui, 1ZEk<r
Yoor1 = Ui
Yn—6 — —Y’Qk-
- Y’2k:a
4 XO - }/Zka
Yopy1 — —Xo.
— —YQk.
Xo — Yorqn,
Xo = Yopt, 5
U'02k+1 LU 1<Ek<r uggiiy Yao — Uy, 1<kLr
Yo 1
Yoe — —Yoru
— Yv2k+17
A Xo — Yorir, L <
UG opy1’ Y2k — Uy, 1<k<T upgpys v x 1< T
2k 2.
Yooz = Yok
' Xo — Y,
XO — Yn—ﬁa U2 — —UZ,
ul ) w2
0,n—6" 0,n—6"
Xy = U, Yort1 — —Yorq,
{ Yose — —Yis
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5 Xo — Y, 5 Xo = Yas
uO,n——G: ,U’O,n-—6:
Xy — —X3. U, — —X3.
X1 — X(),
X1 — Xo, X1 — X(),
1 2 UI — X27 3
oy i — X, 1109 tio:y Ui = —Ya_s,
U2 — X3,
Yo, — UQ. Y1 — X3.
{ Y7, — 2U5.
X1 - X(), Xl — X07
. Xl — X0+Y’n—6) 4 5 .
Fomo | Vo & X, tioy Xo — —Yae oy X2 = —Yauo,
Yi — U. YT = Us.
X1 — Xl, ¢
X1 — Xl,
X2 - XQ,
1 9 X2 — Xz,
iy X3 — X, ZRER
X3 — X3,
Y1 — 20,
Y, — 2Yi.
| Yo —» Y, N
X — Xl, (
X1 — Xl,
X2 — Xg,
X2 — XQ,
3 X3 — X3, 4
ERE 1y X5 — Xs,
U1 — 2U1,
i — 2N,
U2 — 2U2,
Yn——G - Yn—6
1 = 3. .
¢
” X1 — Xl,
X1 — Xl,
X2 — Xz,
X2 — Xg,
1r o X3 g X3,
el X, - X 1<k<r £ 1<k<r
, 3 1,1
Y — Y,
Y - 1,
v Ly Yorr1 = Yoptr,
2k+1 2k+1
) L Yn—6 — Yn—ﬁ
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X1 — Ul, Xl — Ul,
) X1 = Uy, 9 3
bt ay X2 — Uy, 14y X2 — Uy,
X2 — U2
Yoor — Yo Yoe — —Yn
ti5 { Xy, = U, Uyl { X, - Y Ug,2 { X - Y
X — Y X — Yo,
ui,% 1 2% I<k<r ul, 0 2% L <k<r
Yoryi — —Yas ’ Yop1 = —Ynr

X1 = Y,
ul,”—7:{ Xl - Yn—7- u%,n—Gz{ Xl — Yn—G U‘%,n 6{ \ N X
1 —A3
U1 —> Xl,
1 U1 — X(), 1 U1 — Xl, 9
a0 7RE ti1:y U - Xy,
i - -X,. Uy — X,.
Yn—? - _Yn—6-
U1 — XQ,
1 9 U1 —> Xz,
tigty U2 = X, tio t4,35{ U — Xz
U2 — X3.
Yo —» Y.
( U1 — Ul,
U1 — Ul, U1 — Ul,
1 2 ;3 J U2 = Uy
tyaty U — Uy, tiaty U — Uy, L7IRR
i - Y,
Y = Y. T, —- Y.
L Yn—6 — —Yu.6
( U1 — Ul,
U1 — Ul,
Lr ar | U2 — Uy,
tya:y Uz — U, 1<k<T 149 1<k<r
Yort1 — Yorg,
Yort1 = Yorqr. | Yao Yo

t4,55{ U, — Us. U4,13{ Uu, - Y". U,4,2:{ U, — Y,

U — Yo,
1<k<r ﬁ%{ ' 2 1<k<r

Ug op
4,9k
Yorr1. = —Yuo7.

Yory1 = —Yas.
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U, — Y U, - Y
(OPRE ' D 1<k<r US gpy1 ' 1<k <y
Yo = Yas. ’ Yo — Yaor

U4,n—71{ U = Yoo uzli,n—ﬁz{ Uy = Y. Uz,n—fs:{ 1(2 : ‘1;:.6,
vj,g:{Y} — X3 1<k<n-3p—-2¢-1
vs{Y; = Uy 1<k<n—3p—2¢-—1
wj,lz{Yj - Y. 1<k<n-3p—-2¢-1

w2k,2k+1:{ Yoo, = Yoppro 1SEkST w2k+1,2k:{ Yo, = Yory. 1<kSr

Yo, — Yy Yo — Yo .
w2k,2ji{ ? 1<k,7<r wopgjtr: v Y]+ 1<k, j<r
2j — Yog+41-

4.2 Caso dimC'(g) =5

Derivaciones de g, ;

' [XO)X’L] = Xi+1> 1 S { S 2)
1 [X07U1] = U27
Gn,l,l \
[leXZ] - l/b
L [XlaUl] = 1/2

Evidentemente, si n > 8, estas algebras son escindidas y, por tanto,
9711,1,1 = 9&13,1,1 e C* %
con lo que se verificard, con la notacién del apartado 0.2.1, que
De?‘(gi,l,l) = De’”(gé,m) ® Der(cn_s) S~ D(gsla,l,p Cn—s) S D(ansa 9513,1,1)

Se va a proceder al cdlculo de cada uno de estos subespacios.
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Proposicién 4.1 Una base de gg , ;, viene dada por

1 S S S B B o1
38,1,1 - {to,Oa tO,la t0,2a t0,37 t0’4, t0,57U0,17 Uo,z}U
1 1 .

{tio, ti1 ti2, ts, tig tis;un, w12} U
1 1 _
{tig, tas, tig, tas;Usl, Uazl)-

y su dimension es
dim(Der(gé,m)) =22

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 1
derivaciones de gz, ;. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g3 ; ;

(X0>EB(Xl)EB<X2>@<X3>€B<Y1>@(U1>69(U2>@<Y2>
91 © g2 © 93 @ gs D g D g6 D g7 D s

Sea d € Der(gg , ;), entonces

7
Eldi,iEZ talque d:Zdz:Zdz
icZ =T

puesto que d; =05si ¢ < —76¢> 7, donde d;(X;) € gij, 1 <i+35 <8
De forma analoga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(gé,m) y puede

verse con mas detalle en el apéndice E.1 O

Nota 1: Se verifica que
Ad(Xo) = t12 + tags, Ad(X1) = —too + Ug1 + Usz
Ad(Xa) = —ths —ur1, Ad(Ur) = —tos — .
Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"8) = gl(C"~8). Luego una base de Der(C"~®)
vendra dada por

B, ={w;; € L(C"®): 3<i,j <n-—6}

y su dimension es
dim (Der(C"_S)) = (n —8)?
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Proposicién 4.2 Una base de D(gg, ,,C""®) viene dada por
By = {uo, urj, us; € L(g5,,,C"°): 3<j<n—6}
y su dimension es
dim(D(gh 1, €)= 3+ (n—8)
Demostracién.  Sea d € D(gg, ;, C"®). Puesto que

Z(CV8) = G = (Y4, .., Ya_o)
[gé,l,h gé,l,l] = <X27 X3a U27 }/17 1/2>

se tiene que

( n—6
d(XZ) = Z ai,kYka 0 S ( < 17
k=3
d(X;) =0 2<i<3,
n—6
| dU) = ¥ bi¥a,
k=3
d(U,) =0,
| d(¥;) =0, 1<i<n—6.

Exigiendo que d sea derivacién no se obtienen respecto a los pardmetros y, por tanto,

se tiene el resultado. O

Proposicién 4.3 Una base de D(C"%, g3, ,) viene dada por

By = {vj3, vjs, w1, wjp € L(C"°,gg11) 1 3<j<n—6}

y su dimension es
dim(D(Cn_ga 9&13,1,1)) =4-(n-8)

Demostracién.  Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(gé,l,l) = <X37 U27 1/17 }/2>
[Cn—S, Cn—S] — {0}



246 4. Derivaciones de dlgebras de Lie 3-nilpotentes y aplicaciones.

Se acaba de probar el siguiente
Teorema 4.4 Con las notaciones anteriores, se verifica que una base de Der(g}%m),
viene dada por

By = BgiyU{w; € L(C"%): 3<4,j<n—6}U

U {uoy, u1;, sy € L(95,1,C"%): 3<j<n—6}U

y su dimension es
dim(Der(gg,,)) = n®> — 9n+ 30

4.3 Caso dimCl(g) =4

4.3.1 Derivaciones de g}, ;;, 2<1i < 3.

Evidentemente, si n > 7, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,
g =g, ® CTi=23 =

Der(g;’m) = Der(g’},l,l) @ Der(C*") @ D(gé,ma c ") eD(C, 9%,1,1)

Se va a proceder al cdlculo de cada uno de estos subespacios.

Derivaciones de 9%,1,1

r [Xo, Xi] = Xiy1, 1<i<2,
2 [XOaUl] - U27
On1,1 g
[XlaX2] = Yi)
L [XlaUl] = X3.

Proposicién 4.5 Una base de g3, |, viene dada por

2 g2 2 41 41 2 1
Bii: = {t50 o1 toa toss toar tossUgi} Y

2 1
{ti1, ti2, t13, tia tis Uiy, tas, tas, Uai)
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y su dimension es
dim(Der(g%m)) = 16

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 9%,1,1- Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién de g7 |

(Y1) D(X1)B(X2)D(X3)®(Xo)®(U1)&(U2)
g-309-209-1D go © g1 © 92 D 83
Sea d € Der(g?, |), entonces
dd;, t€Z tal que d=Zdi= f:di
icZ =-6
donde d;(X;) € giyj, —3<i+j<3.
De forma ansloga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(gg,l,l) y puede

verse con mas detalle en el apéndice E.2 O

Nota 1: Se verifica que
Ad(Xp) =t1a+tas,  Ad(Xy) = —too + ug1 +143
Ad(Xp) = —t53 — u1,1, Ad(Uy) = —tos — t13.
Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"7) = gl(C™"). Luego una base de Der(C"")
vendra dada por

B = {w; € LIC"T): 2< 4,5 <n—6}

y su dimensién es

dim (Der(C"“7)) =(n-"7)>

Proposicién 4.6 Una base de D(g},,,C"" ") viene dada por

y su dimension es
dim(D(g7,,1,C"") =3+ (n—7)
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Demostracion. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(CVT) = C™ T = (Y, ..., Y o)
2

[97,1,1&%1,1] = (X», X3,Us, Y1)
O

Proposicién 4.7 Una base de D(C"7, g2, |) viene dada por
Bor = {vj, vj5, wj1 € LC",97,,): 2<j <n—6}
y su dimension es

dim(D(C"‘7, 9%,1,1)) =3-(n-7)

Demostracién. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(E%,l,l) = (X3, Us, Y1)
[Cn—-7, Cn—7] — {O}
O

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 4.8 Una base de Der (g2 , ), viene dada por
B, = Bi  U{wy;€L(C"): 2<4,j<n—-6}U
U {uoy, iy, uay € £(97,1,C"): 2<j<n—6}U

{vj3, vjs, win € LC" ", 97,,): 2<j<n—6}

C

y su dimension es
dim(Der (g3 ; ,)) = n® — 8n+ 23

Derivaciones de 9731,1,1

[ [Xo, Xi] = Xipr, 1<i<2,
[Xo, Ur] = Us,
[ X1, X5] = Uy,
| [, =1

3
On11
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Proposicién 4.9 Una base de g3, ;, viene dada por
3 _ 3 2 1 3 1
B7,1,1 = {to,m t0,2> to3 toa t0,5,u0,1}U
2 3 1
{10, ti1 t12, t13, t1as 15, UL1, B4, tas, Uy}

y su dimension es
dim(Der(gg,l,l)) =17

Demostracién.  Se considera la siguiente graduacién de g} |

(X0)®(X35)®(X2)®(X1)®(U2)&(U1) {0} (Y1)

1D 00 D g1 O O Oeud® g D
Sea d € Der(g}, ;), entonces

7
3d;,i€Z talque d=> di= Y d;
Y/ =7

donde dZ(X]) € Gi+j> -1<i4j5<6.
De forma anéloga a los casos anteriores, se obtiene una base de Der(g},,) y puede

verse con mas detalle en el apéndice E.3 a

Nota: Se verifica que

Ad(Xg) =112 + tap5, Ad(Xl) = —tp2 + U4,
Ad(Xz) = —t(1)y3 - t175, Ad(Ul) = -—to’5 — U1,1-

Teorema 4.10 Una base de Der (g3 , ,), viene dada por
Biii = BriU{wy; € L(C™T): 2<4,j <n—6}U
U {uoy, Uiy, uay € L{g5,,,C"): 2<j<n—6}U
U {vjs vis win € L(C™T,g5,,): 2<j<n—6}

y su dimension es
dim(Der(g? , ;)) = n® + 8n + 24

Demostracién.  Andloga a los casos anteriores. O
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4.3.2 Derivaciones de g}, ;;, 4 <i < 4n — 23.

A continuacién se va a realizar el cdlculo de las derivaciones de las algebras dadas
por g1, 3 < i < 4n — 23, o lo que es lo mismo, de las dlgebras de las familias
gzt’,rl,la 0 S r S Tj, 1 S ] S 87 donde

n-—17 n—3_ n—9
7"1:7“5:{ 5 J,T2=T3:T6=T7={ 9 J,M:Ts:{ 5 J

y se va a realizar calculando un toro de derivaciones para cada una de ellas.

: : 1r n—7
Derivaciones de g,/; ;, 0 <r < |_TJ

Evidentemente, si n > 2r + 7, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,
n-—"17
9#,11,1 = 9%’:—;7,1,1 @ Cr T 0<r< {TJ ==

Der(g,lz”’i’l) = Der (95}17,1,1)59])@7"(Cn_zr_7)@p(9%}r+7,1,1a Cn—2r—7)®p(cn—-2r—7, 9;’:4-7,1,1)

Proposicién 4.11 Una base de Der(gé’[w,l’l), viene dada por

B%%T+7,1,1 {to 0> to 1) té,z, to,3, téA, to5, Uo,1}yU {ué,j, 2<j<2r+1}U
{31, tig, tis, tg tis, ULl tag, t5'n, tas, us1}U
{vjg, 2<j<2r+1}U{us 2<j<2r+1}U
wji, 2< 7 <2r+1}U{wogoktr, 1<k <r}uU
{wors12n, 1 <k <rYU{wy,;, 1<k j<r}U

{w%k,2j+17 1<k,j<r}iu {wékﬂ’zj, 1<k,j<r}
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y su dimension es
dimDer(g%;f”,l’l) =3r2 +8r+17

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 95’:4-7,1,1- Se va a probar que no hay otras.
Se considera la siguiente graduacion del 4lgebra:

(Yors1)®. . .0(Y3)®{0}0(Xo)®(X1) & (Xo) ®(X3) (Y1) ®(U1) D (U2) &(Y2)®. . . D (Yar)

Gr D..0g1DGD g1 D 92 D gs D gs DY D g D g7 © gs .. . B Yryr

Cilculo de dy

Sea,

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

az =ag+ai,
a3 =2a¢ + a4,
by =ag+ by,
¢ =ag + 2aq,

Cokt1=0p + by —bag, 1<k

y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de Bé’r

Py = {ag, ay, by} U {bo, 1 <k <r}
B(ll’r = {té:(r)y t%,h t}L:Z} U {wokok, 1 <k <1}
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

[ d(Xo) =aX,,
d(Xl) =a1 X1,
d(Xs) =(a+ a1)Xs,
d(X3) =Q2a+ a1)Xs,
T:q d(U) =0,y
d(Us) =(a+ ag)Us,
dVh) =(a+2a)Y,
d(Yor) =0rYar, 1<k<r,

| d(Yops1)=(a+ a2 — B)Yops1, 1<k

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

034711 = Batasp - @ Gatar—p ® {0} O Ja ® Gy © Bator ® Gratar ® atoa; O
9o, D Gota, POs, D Ys, D ... D gp,

Diferencias

Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros a fin de

. . . . 1 ’
determinar una base del conjunto de las derivaciones de g5, 7, ;, de forma anéloga a

los casos anteriores. Para mds detalles ver apéndice E.4 O

Nota 1: Se verifica que
Ad(Xo) =t +tas+tas, Ad(X1) = —toa + ug
Ad(X,) = —to3 — u1 1, Ad(Uy) = —to s,
Ad(Yar) = vak+1,5 Ad(Yak41) = —Vor 3.
Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"=27~7) = gI(C"~?'~7). Luego una base de Der(C"~2~7)

vendra dada por
By = {w;; € LIC" ¥ T): 2r+2<1i,j <n-—6}

y su dimensién es
dim (Der(C"‘ZT’7)) =(n—2r—"7)72
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Proposicién 4.12 Una base de D(E%’rr+7,1,1, C"2-7) viene dada por
Bl? - {uo,j) Ui,5, U/4’]‘ € ‘C(g%;”r+7,1,17 CTL-—2T‘—7) : 2r + 2 S ] S n— 6}
U {wi; € £(95;:—7,1,17 CrrN:2<i<2r+1, 2r+2<j<n-"7}
y su dimension es

dim(D(G%}TH,l,u Cv¥ N)=@B+2r)-(n—2r=7)

Demostracién. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que
Z(C=T) = 27 = (Yary2, - - -, Yn_o)
[9,'12;T+7,1,1a 9%1’;7,1,1] = (X, X3,Up, Y1)
O
Proposicién 4.13 Una base de D(C* %7, g3/, 7, 1) viene dada por
B = {v;3, vj5, wj1 € E(C"‘zr"7,g%;’"+7,1,1) c r+2<j<n-6}

y su dimension es

dim(D(C* 7, Bé’rr+7,1,1)) =3-(n—2r—"7)

Demostracién. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(G%’rr+7,1,1) = (X3, Us, V1)
[Cn—2r—-7’ Cn-—2r—7] — {0}
O

Se acaba de probar el siguiente

Teorema 4.14 Una base de Der(g;’ﬁ’l), viene dada por
By, = Byliz11U{uoy, iy, usy, 2r+2<5<n—6}U
U {Uj,3’ V5, Wj 1, 2r +2 S .7 S n— 6}
U {wi;:2<i<n-7 2r+2<j<n-T}
y su dimension es

dim(Der(g2,)) = n(n — 2r — 8) + 3r* + 10r + 24
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Derivaciones de gn 1, 05 r< ["—;—ﬁJ

(X0, Xi] =Xip, 1<i<2,
[Xo,Uh]  =U,
Gi’,rl,l { X, Xe] =Y, 0<r< [n ; SJ
[Xla n— 6} U27
| Yok, Yora|=Ua, 1< k<

Evidentemente, si n > 2r + 8, estas édlgebras son escindidas y, por tanto,

2, 2, Y n—38
Onn1 =oris11 ® C 7% 0<r < {TJ =

Der(gi’fi,l) = Der (93}18,1,1)@91767"(Cn—2r—8)@p(gg}r+s,1,1: C ¥ )@D(Cv 8, 93}18,1,1)

Proposicién 4.15 Una base de Der(gg;z_s,l,l), viene dada por

B2r+811 {75007 to 1 t(l)z: 10,3, t§47 lo,5, Uo,1, U(I),n—e}U

{ug;, 2<j<2r+1}U{,, &1, tig, tig, tiy tis}U
{u11, Ul,n_s, Ul,j, 2<j<2r 41} U {tys, tiﬁa tas, Us1} U
{vj3, 2<j < 2r +1}U{v;5, 2<j < 2r +1} U
{wji, 2< 7 < 2r + 1} U{wakpt1, 1<k <} U
{waks1,26, 1<k <rhU{wyyo, 1<k, j<r}U
{Wakgj41> 1S k5 SrhU{wgep ) 1<k G <1} U
{Un—6,37 Un—6,5, ’wn—6,1}

y su dimension es

dimDer (g5 51 ,) = 3r2 + 107 +23

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son

. . 2,
derivaciones de g,,4 1. Se va a probar que no hay otras.
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Se considera la siguiente graduacién del algebra

goris1r = (Yarr)®.. . 0(V3)0(Y)0(X1) @ (Xo)®(Xs)®(Xo)d(U1)o(U2)e{0}e
9-r3®.. Pg_4Pg3DPg2 & g1 g D g1 D G D P DOWD

(Yn_s) ®{0}0(Y2)® ... ®(Yor)
g5 Do D gr ©... Pgotr

Cdlculo de dy

Sea
dO(Xi):aiX,- 0 S ) S 3,

do(U;)=bU;, 1<i<2,
d(Vi)=c¢Y;, 1<i<2r+1,i=n-—6.

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

az =ao +ai,
as :2a0 + aq,
by =ap+ by,
c1  =ag+ 204,

Cok+1=00 + by —bo, 1<k <,

Cn_g =Qg — A1 + bl.
y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de parémeti‘os libres y una base de B§’

P02’r = {CL(), ai, bl} U {bgk, 1 S ]{Z S T'}
By = {toh, 131, tya} U{woras, 1<k <7}
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

,

d(Xo) =aX,

d(X1) =Xy,

d(Xz) =(a+a)Xs,

d(Xs) =(2a+a)Xs,

T d(U1) =,

d(U2) =(a+ a)ls,

d(Y1)  =(a+2m)Y,

d(Yor) =PBrYor, 1<k<r,
(
(

\

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

gg;‘r—i—&l,l = ga+a2—-ﬂr D...0 ga-l—az—ﬁl S Ba+20, D Yo ) Bo+ay S 920+, @ o ¥
Bos @ Ja+ay S {0} @ Ha—a1+as S {0} 2] 951 D 98, ©...0 95,
Diferencias
Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los parametros a fin de

. . . . 2 ,
determinar una base del conjunto de las derivaciones de g5/ 5, ;, de forma andloga a

los casos anteriores. (Apéndice E.5). O

Nota 1: Se verifica que

Ad(Xo) =t1o + o3 +tas, Ad(X1) = —too + U271 + Un—sps
Ad(X,) = —to3 — w11, Ad(Uy) = —to s,

Ad(Yor) = vog15, Ad(Yog41) = vk 5,

Ad(Y_g) = —t15.

Nota 2:
Se tiene, trivialmente, que Der(C"~2"8) = gI(C"~?"~#). Luego una base de Der(C" 2"~8)

vendra dada por

By ={wi; € LIC"* 8 : 2r+2<i,j<n—T}
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y su dimensién es
dim (Der(C"”QT“S)) = (n—2r —8)?

Proposicién 4.16 Una base de D(g%’,ﬁrg,l,l, C"~%-8) viene dada por

By = {uoj, trj, ts; € L(g3)4511,C %) 2r+2<j<n~T}

U {wl,‘] & ‘C(gé’;‘r-i-S,l,l’ CTL—27‘—8) 2 _<__ 1 S 2r + 1, t=n— 6, 2r + 2 S J S n— 7}
y su dimension es

dim(D(ga7 15,1, C* %)) = (4+2r) - (n — 2r — 8)

Demostraciéon. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(cn—?r—S) — Cn—2r-—8 — <Y2r+2a . Yn—?)
[9%’&8,1,17 9%%18,1,1] = (X, X3,Uz, Y1)

Proposicién 4.17 Una base de D(C”_QT_S,BQ}TH,M) viene dada por
Bo1 = {vj3, vj5, wj1 € L(C"F5, gé;"r—i—&l,l) : 2r+2<j<n-7}

y su dimension es

dim(D(C™" 8, g7 511)) = 3+ (n — 2r — 8)

Demostraciéon. Es andloga a la anterior, teniendo en cuenta que

Z(E%f+8,1,1) = (X3, Us, Y1)
[Cn—2r——8, Cn—21‘—8] — {0}

Se acaba de probar el siguiente
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Teorema 4.18 Una base de Der(gi’ﬁ,l), viene dada por
B?Lﬁ,l = 35}18,1,1 U {uoj, vy, vsy, 2r+2<j<n—8}U
U {Uj,g, ’1)1‘,5, 'LUj’l, 2r + 2 S ] S n— 8}
U {wi,j:2§i§n—6, 2T+2S]S7’L—8}
y su dimensidn es

dim(Der(g2% 1)) = n(n — 2r — 9) + 3r? + 127 + 31

. . 3,r n—8
Derivaciones de g,’;,, 0 <r < [TJ

(X0, X)) =Xy, 1<i<2,
[Xo,Uh]  =Us,
o X, Xa =y, o<r<|"
[X4, Yog] =0y,
| [Yor, Yopa|=lo, 1<k<T

Evidentemente, si n > 2r + 8, estas algebras son escindidas y, por tanto,

3, 3, _op_ n—38
Gni1=0oms11 ® C" 8 0<r< {—TJ =

Der(gi’ﬁ,l) = Der(gg}r+8,1,1)@De7"(Cn_Qr_s)@'D (93}18,1,1, Crr8)eD(C 8, 93%18,1,1)

Proposicién 4.19 Una base de Der(gg;:&l,l), viene dada por

3,r _ 2,1 43 1 5 2
621’"4—8,1,1 = {to,o: 11> to2: to3, toar Y05, Uoa, Uo,n—ﬁ}U

{ug,ja 2<j<2r+1}U {Ti,0n-6) ti1s t12, t13, b1 U1} U
{tas, ti;z, T4, Usn} U {Ui,n_s, U}L,j) 2<j<2r+1}U

{vj3, 2<j<2r +1}U{v;5, 2<j < 2r+1} U

{wjn, 2< 7 <2r+1} U{waok+1, 1<k <r}U

{warsr2k, 1 <k <7rhU{wy,;, 1<k j<r}u

{w%k,2j+1> 1<k j<rju {w%kﬂ,zj, 1<k,j<r}u

{Un—s,:s, Un—6,59 wn—G,l}
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y su dimension es

dimDer(ggﬁS,l’l) =3r? + 10r + 22

Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
: : 3,r
derivaciones de g5.,5. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del algebra

93}T+8,1,1 = (Yar11)® ... &(Y3)D{0}&(Xo,Yns) @ (X1)®(X2)e(X3)o(Y1)®
gr1 D ... 091D PG D o1 @ 92D 93 D gs 95 D

(Uh) Uy (Y2)®...® (Yor)
g6 D gr DPgsD...O Gotr
Cilculo de dy

Sea
do(Xo) = aoXo + agYn_s,

dO(X’L) = a’iXi7 1 < { < 37
do(U;) = b;Ui, 1<:1<2,
do(Y;) = Y, 1<i<2r+1,

do(Yn-6)=¢p,_¢Xo + Cn—6Yn—s.

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

as =ag + a1,
a3 =2ay+ aq,
_ !
bg =agp — Qg + bl,
¢ =ag + 2a4,

Cok41=0p — ay + b1 — by, 1<k <,
s =0,

— !
Cp—6 =0y — Gg-
y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de parametros libres y una base de By”

Pg”r = {ao, ai)a a, bl} U {b2k’ 1 S k S T}
Bg’r = {tgzga u%,n—Ga t%,l’ t}l:Z} U {kaazk’ 1 S k S T}
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

[ d(X,) =aX,
d(X1) =ay X,
d(Xs) =(a+aq)Xo,
d(X3) =Q2a+ a1)Xs,
T d(U1) =agU,
d(Us) =(a+ az)Us,
dY)) =(a+2a)Yi,
d(Yor) =PBrYor, 1<k<T,
d(Yop1)=(a + ag — Bi)Yor41, 1<k <,
d(Yn_¢) =aY,_¢

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

93;;8,1,1 = Batar—p D D Jatar—p D {0} ® ga @ Ba; ® Fatar D B20+ar D Bat20; D
oo Data, PGs, D Ps, D... D gp,

Diferencias

Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros a fin de

determinar una base del conjunto de las derivaciones de 93;18,1,1, de forma andloga a

los casos anteriores. Para mas detalles ver apéndice E.6 0O

Nota : Se verifica que

Ad(Xo) =t1a +ta3+tas, Ad(X1) = —too +uzs
Ad(X3) = —to3 — U1, Ad(Uy) = —tos + Vn-ss,
Ad(Yar) = vakt15, Ad(Yopt1) = —Vok s,
Ad(Y,_6) = —tas.

Teorema 4.20 Una base de Der(gi’ﬂ,l), viene dada por
3, 3, .
B 2’1 = BZT:—S,LI U {'Uz()g', Ul’j, 'U/4’j, 27‘ + 2 S j S n — 8} U
{Uj,39 Uj,57 wj,l) 2r + 2 S .7 S n— 8}

U
U {w;:2<i<n—-6,2r+2<j<n-38}
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y su dimension es

dim(Der (g ,)) = n(n — 2r — 9) + 3r* + 12r + 31

Demostracion.  Andloga a las anteriores. a

1 3 4,1‘ n—9
Derivaciones de g,;;;, 0 <r < [TJ

(([Xo, X)) =Xip1, 1<i<2,
[Xo, U] =Us,
O X, X =N, 0<r< V”_gJ
. [ X1, Yos] =Uq, 2
(X4, Y] =Us,
| [Yor, Yors1]=Ua, 1<E<T

Evidentemente, si n > 2r + 9, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

4, 4, —2r—9 n—9
G911 =Borr91g ©@ CTTTT, 087 < {TJ =

De"“(gi’ﬁg) = Der(gg;ﬂrg,l’l)EBDer(C""Qr'g)eaD(gg’erg’l,l, Crr=9)@D(C™ 7, 9§}T+9,1,1)

Proposicién 4.21 Una base de Der(gé’r’;g,l,l), viene dada por

4,r _ 3r 41 6 1
Bylio11 = {too to2 o3, loas tos Uo1s Ugn_s Uo,n—7}

{ud; 2<j<2r+1}uful;, 2<i<2r+1}U

{30, ti1, 1, tus, T4, tiss UL, Ul pe7r Uln 6}
{tas, tZ;Z, tas, st U {ug, 7, Ui,j, 2<j<2r+1}U
{vj3, 2<j<2r+1}U{vj5, 2<j<2r+1}U

{wjr, 2<j<2r+ 1} U{warop1, 1<k <rpU
{wors1,28, 1 <k <r}U{wyy,, 1<k i<y

{wik 41> 1 <k j <7} U{wgeprgp 1<k j<rhU

{Vn-73, Un-75, Wn71}U{Vn-63, Vn-6s Wn—6,1}
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y su dimension es

dimDer (g3 ,01,) = 3r% + 12r + 28

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 4
derivaciones de gy, g, . Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del dlgebra:

B = (ari)® .. 8058 (Y) B(X)8(0)8(Xs)8(Xo, Yur) ®
912D ... 094D 93 Pg2D9-1D g0 © G @

(U) eUa{0}aY, {0} (Yo)® ... & (Ya)
g2 Do DPg D g5 D g D 9gr D... D PYoir
Cilculo de dy

Sea
do(Xo) = aoX() + a{)Yn-7,
(

dO Xz) = a’iXiy 1 S [ S 37
do(U;) = b;Us, 1<i<2,
do(Y;) = ¢Ys, 1<i<2r+1, i=n—6,

dO (Yn—7):c;7,_7X0 + Cn—7Yn—7-

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

az =ag -+ aq,

a3 =2ay + aq,

b2 =ag — CL:) + bl,
c1  =ag+ 2aq,

Cok+1=Qo — ay + by — b, 1<k <,
/ —_
Cp_7 =0,
. !
Cn—7 =Qp — Qy,

Cn—6 =0Qp — Qg — a1 + by.
. - . ) . 4,
¥y, Por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de By"

P(;l’r = {ao, ay, a1, b1} U{bo, 1 <k <7}
By = {15, o1, thy, tan} U{wanor, 1Sk <7}



4.3. Caso dimC'(g) =4 263

Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

4

d(Xo) =aXo,
d(X1) =01k,
d(Xs) =(a+ a1)Xs,
d(X3) =Q2a+a1)Xs,
d(U1) =0yl
T:¢ dUy) =(a+a)ls,
d(Y1) =(a+2a)Y,
d(Yor) =PrYor, 1<k<r,
d(Yort1)=(a + g — Bx)Yors1, 1<k <,
d(Yn-7) =aYa7,
\ d(Yn_e) =(a — a1 + 02)Yn_s.

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

gg’rr+9,1,1 = Gotos—b, D - D fatas—51 D Jat2a; P Gar D Batar @ J20+01 D Fa ©
Has D Batas ) {0} @D fa—a1+as ©® {O} ©® 98 & 93, ... 95,
Diferencias
Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros a fin de

« . . . 4, e
determinar una base del conjunto de las derivaciones de g5, 9, ;, de forma anéloga a

los casos anteriores. Para mas detalles ver apéndice E.7 O

Nota : Se verifica que

Ad(Xo) =tia+to3 +tas, Ad(X1) = —toz + Uz1 + Un—ss
Ad(Xs) = —to3 — u1,1, Ad(Uy) = —tos + Vn-15,
Ad(Yar) = vok41,5 Ad(Yaks1) = —Var5,

Ad(Yo—7) = —tas Ad(Yn-6) = —t15

Teorema 4.22 Una base de Der(gy} ), viene dada por

47 47 y
Bn,qi,l = B2TT+9,1,1 U {Uo,j, ul,j, Ug 4, 2r + 2 S ] S n — 9} U
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U {vjs, vjs, wjp, 2r+2<j<n-9}

U {w;:2<i<n—-6,2r+2<j<n-9}
y su dimension es

dim(Der(gy’ 1)) = n(n — 2r — 10) + 3r? + 147 + 37

Demostracion.  Andloga a las anteriores. a

3 3 5,r n—"7
Derivaciones de g,);,, 0 <r < [TJ

' [Xo, Xi] =Xip, 1<i<2,
Xo,U)] =0, -
PR Xo, U] 2 ogrgln 7J
[XlaUl] :}/17 2
\ Yo, Yop1]=Xs5, 1<k<r

Evidentemente, si n > 2r + 7, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

51 J— 5, —r—-7 TL - 7
Oni1 = Oorqriy @ CFTL0<r < [TJ

Der(gi’fm) = Der(gg;’;m,l)@Der(C"‘2’"—7)@D(gg;’"_mu, Ccr*-NeD(CM T, 9354-7,1,1)

Proposicién 4.23 Una base de Der(gg;"”,l,l), viene dada por

63}17,1,1 = {téjﬁ, tg,u tg,m 10,35 t§,4, 105, Uo,1}U{U§,j, 2<j<2r+1}U
{t1], ti2, tis, 4 i, UL, trys bios T3, a4y tas, Usa}U
{vjs, 2<ji<2r+1}U{vjs, 2<j<2r+1}U
wit, 2<J<2r+1}U{wagort1, 1<k <r}U
{waks12r, 1<k <y U{wy,, 1<k j<r}u
{w%k,2j+17 1<k, j<riu {w;k+1,2j7 1<k, j<r}

y su dimension es

dimDer (g3 71 ,) = 3r® + 8r + 19
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Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de gg;,:w,l,l. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del algebra

gg’rr+7,1,1 = (Yo )® ... 0(Y3)®{0}o{0}a{0}® {0} & (Xo)®(X1)®(X2)D(X3)
Ggr2o0® ... 00 1P9 3Pg2P9-1D go D g1 D 92 D 93 D g

&(U)D(Us) (Y1) (Ya)® ... B(Ya,)
D gs Dge Dgr Dgs D...DGotr

Cilculo de dy

Sea
do(Xi)"—‘aiXi 0 < 1 S 3,

do(Us)=bU;, 1<1<2,
do(Yi)=¢Y;, 1<i<2r+1.

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

az =aqp+ai,
a3 =2ay+ ay,
by =ag+ by,
¢ =a;+ by,

Cok41=200 + a1 — Cox, 1< kST
y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de BE”T

P05’7' = {G’Oa ai, bl}u {621‘7’ 1 S k S T}
By = {tth 15, 4} U {waar, 1<k <7}
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

4

d(Xy) =aXo,
d(X1) =X,
d(X2) =(a+ a1)Xy,
d(X3) =(2a+ a1)Xs,
T:¢ dU) =alh,
d(Us) =(a+ ag)Us,
A1) =(o1+ a2)Yy,
d(Yor) =0 Yok, 1<k<,
d(Yor1)=(2a + oy — Bg)Yort1, 1<k

\

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

gg;"r-i-?,l,l = f2a+ta1-p D D P2arar-p D {0} @ {O} ©® {O} o {0} D go DGy O
Bo+ar D B20+ar D Bor D Fatas @ Jar+a, D 8 D Ps, D ... D gp,
Diferencias
Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los parametros a fin de

. . . . 5 ’
determinar una base del conjunto de las derivaciones de gy, 7, ;, de forma andloga a

los casos anteriores. Para mas detalles ver apéndice E.8. O

Nota: Se verifica que

Ad(Xo) =t1a+tas+tas, Ad(X1) = —tog + ugn
Ad(X2) = —to 3, Ad(Uy) = —tos — U1,
Ad(Yar) = vak+1,3, Ad(Yor41) = —var s

Teorema 4.24 Una base de Der (g’ ), viene dada por
Bia = BiliraaU{uog, uy, sy, 2r +2<5 <n—6}U

U {vjs vjs wj1, 2r+2<j<n-—6}
U

{wi;:2<i<n-7,2r+2<j<n-"7}
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y su dimension es

dim(Der (g2 1)) = n(n — 2r — 8) + 3r> + 107 + 26

Demostracion.  Andloga a las anteriores. g

3 3 657‘ n—_8
Derivaciones de g,/ ;, 0 <7 < lTJ

' [Xo, X;] =Xiy1, 1<3<2,
[Xo,Uh] =Uh,

9?{1,1 1 [X, U] =Y, 0<r< [
[X1, Y] =X,

| Yok, Yort1]=X5, 1< k<

Evidentemente, si n > 2r + 8, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

6, 6, —2r—8 n—38
Gn,rl,l = g2rr+8,1,1 e C 5, 0<r< {TJ -

Der(gg’ﬁ’l) = Der(ggﬁs,l,l)@Der(C”_2’_8)@D(ggf+8,1’l, Crr-8)ep(Cn 8, Bg}r+8,1,1)

Proposicién 4.25 Una base de Der(gg’rﬁrs,l,l), viene dada por

Bgi}-&l,l = {tg:g, tg,n tg,za t0,3, t3,4, 0,55 0,1 ug,n—G}U
{(uf,, 2<j<2r+13U{thy, 117, tia, tis, tie tis}U
{ui,1, Uip g U1 2<J<2r+1}3U
{ti,m la3, tZA, a5, U, Uin_a} U{vjs, 2<j<2r+1}U
{vjs, 2<j<2r+1}U{w;;, 2<5 < 2r +1} U
{wokak+1, 1 <k <r}U{wapiior, 1<k <r}U
{w%k,Zj’ 1<k,j<r}uU {w%k,2j+1’ 1<k,j<rju
{w%k—i-l,Zj: 1<k,j<r}U{vn-63 Un-65 Wn-61}

y su dimension es

dimDer (g5 51,) = 3r> + 10r + 25
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Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
. . 6
derivaciones de gy, 5 ;. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del 4lgebra:

0511 = (Yorr)® ... ©(Y3)® {0} @ (Vaos)d(Xo)®(Ua)® (U1) &
gr3D ... Dg-1DPg3D g2 PPg-1D g D g1 D

B(X3)B(Xo)®(X1)® (Y1) &(Y2)®D ... B(Yar)
D gD g3 D gt ® g5 D g D... DPsyr

Cilculo de dy

Sea

do(Ui)=b;U;, 1<i<2,
do(}/i):CiY;, 1§ZS2T‘+1,Z:TL—6

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

ay =ap + a1,
as :20/0 + ap,
by =ap + by,
c1 =a; + by,

Cokp1=2ap +ay —Cy, 1< k<,

Cpn—6 =2a0.

y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de Bg’r

P8 ={ag, a1, b} U{cak, 1 <k <7}
Bo" = {ton, trhs that U{wanan, 1<k <7}
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

(

d(Xo) =aX,,
d(X1) =X,
d(X3) =(a+ a1)Xo,
d(X3) =(2a+ a1)Xs,
T | d(U1) =aply,
d(U3) =(a+ a2)Us,
dY1) =(oa1+a)ls,
d(Yar) =0rYor, 1<k<T,
d(Yors1)=(2a + a1 — Be)Yaet1, 1<k <,
| d(Ya-6) =(20)Y,_s.

que determina la siguiente graduacién para el algebra:

gg;ﬂr+8,1,1 = $92a+a1-6- D...D Y20+a1-p61 ) {O} &) Hoo &) Ya &P Botas &b Gas &b 920+, fas)
Gatar D Gay D Barta, PYs, P9, D ... D gs,

Diferencias

Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros a fin de
. . . . 6 p

determinar una base del conjunto de las derivaciones de gy, g 1, de forma andloga a

los casos anteriores. Para mdés detalles ver apéndice E.9 a

Nota: Se verifica que

Ad(XO) =t t+ta3+ taps, Ad(Xl) = —tg2 + U4 + Vn—63

Ad(X,) = —to 3, Ad(Uy) = —tos — ur,1,
Ad(Yor) = vok+1,3, Ad(Yapt1) = —Var,3,
Ad(Yn_6) - —t1,3.

Teorema 4.26 Una base de Der(gfgﬁ,l), viene dada por

6, 6, .
Bn,q,l = 827':—8,1,1 U {Uo’j, U1,5, Ud4,j, 2r+ 2 S ] S n— 8} U

{vj3, vjs, wi1, 2r+2<j<n—8}

U
U {w;;:2<i<n-6, 2r+2<j<n-8}
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y su dimension es

dim(Der(g2],)) = n(n — 2r — 9) + 3r® + 12r + 34

Demostracion.  Andloga a las anteriores. a

. . 7,r n—8
Derivaciones de g,;,, 0 <r < [TJ

,

(X0, Xi] =Xiy, 1<i<2,
[Xo,U1]  =Uy,
7 n—=_8
gn,,l,l R [XlaUl] :Yi, 0 S r S \\ 5 J
[Ula Yn—G] :XS,
| [Yor, Yora]=X3, 1<k<r

Evidentemente, si n > 2r + 8, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

n—38
1 = sy © CV5 0<r < {—2 J =

DGT(EZ{SJ) = De?"(gg’rr+8,1,1)@Der(cn_QT_s)@D (9;}r+8,1,17 Cr - 8eD(Cr 8, 9;}:8,1,1)

Proposicién 4.27 Una base de Der(gg;ﬁrg,l’l), viene dada por

B;;*T-I—S,l,l = {tg:(T)a t(5),17 tg,m to,3, t8,4, to5, Uo,1, Ué,n_G}U
{ug;, 2< 7 <2r + 13U, tig, tis, thy, s} U
{u1a, uin—G}U{ti,h taor ta3, tig tas, Ui, Ufp_gt U
{ug;, 2<j<2r+1}U{vjs, 2<j<2r+1}U
{vjs, 2<j<2r+1}U{w;y, 2<j<2r+1}U
{wak2k+1, 1 <k <r}U{wops10k, 1 <k <r}U
{w%k,2j7 1<k,j<r}U{wyg, 1<k j<r}U

{w%k+1,2j7 1<k,j< 7’} ) {Un—6,3a Un—6,5, wn—6,1}

y su dimension es

dimDer(gy 51 ,) = 37> + 10r + 24
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Demostracion. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de 9;}18,1,1- Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del algebra:

QZ}T+8,1,1 = (Yor1)® ... ® (V3) &(U1)@(U2)d(Xo) & (Y1)O(X1)B(X2)®
Gr1D ... 0 g2 D 1P g D g1 D G2 D 93 D g4 O

D(X3)D(Yy6)D(Y2)® ... ®(Yar)
D9 D g D97 D... Doetr

Cilculo de dy

Sea
dO(Xi)zaiXi 0 S ) S 3,

do(Us)=bU;, 1<i<2,
dy(YVy)=¢Y;, 1<i<2r+1,i=n-—6.

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

as =ap+ ay,
a3 =2a¢ + aq,
by =ap+ by,
c1  =a;+ by,

Cokr1=2a9 + a1 —co, 1< k<,
Cn—¢ =2a0 +a) — bl.

y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de Bg’r

Py ={ag, a1, b1} U {cok, 1 <k <7}
By = {toh, t7, 1,3} U {woae, 1 <k <7}

1’ Lo
; l‘ﬁ[}[-f,:"‘“"
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Toro de derivaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

[ d(Xo) =aX,,
d(X1) =X,
d(Xs) =(a+ a1)Xs,
d(X3) =Q2a+ a;)Xs,
T d(Ul) =ayUj,
d(Us) =(a+ ag)Us,
d(Y1) =(a1+ay)Yy,
d(Yar) =BYor, 1<k<,
d(Yort1)=(2a + a1 — Bi)Yor1, 1<k <,
| d(Yn-6) =(2004+ o1 — 02)Yn 6.

que determina la siguiente graduacién para el dlgebra:

gg;«r+8,1,1 = Pator1-8 D DO B20401-6 P 2 D Fatar D Ja D Jay+a: D 8oy
Yata; O 92a+a; D 920+a1—ay D 98 D 962 D...0 96,

Diferencias

Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los parametros a fin de
. . . . 7 ,

determinar una base del conjunto de las derivaciones de gy, ;, de forma andloga a

los casos anteriores. Para més detalles ver apéndice E.10 a

Nota : Se verifica que

Ad(XO) = t1,2 + t2,3 + t4’5, Ad(Xl) = —t()’z + U4’1

Ad(X3) = —to 3, Ad(Uy) = —tos — u1,1 + Vn—s3,
Ad(Yor) = vogy15, Ad(Yog41) = —var s,
Ad(Yn_s) = —t473.

Teorema 4.28 Una base de Der(gz’ﬁ,l), viene dada por

7, 7, .
Bn,q,l = B2r7:|-8,1,1 U {’U,O,j, Ufl,j; ’U,4,j, 2r + 2 S ] S n — 8} U

U {vj3, vjs wj1, 2r +2<j<n-28}
U {w;:2<i<n—6, 2r+2<j<n-8}
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Y su dimension es

dim(Der(g2],)) = n(n — 2r — 9) + 3r* + 12r + 32

Demostracion.  Andloga a las anteriores. |

1 3 87T n—9
Derivaciones de g,;;, 0 <r < |_TJ

(X0, Xi] =Xip, 1<i<2,
[Xo,U1] =0y,
gor | ol =h, 0<r< {"“9}
| X Yad] =X, 2
U1, Yos] =X3,
| Yok, Yor41]=X3, 1<k

Evidentemente, si n > 2r + 9, estas dlgebras son escindidas y, por tanto,

n—9
Gt =8n1n ® C777% 0<r < [TJ =

Der(gﬁ’ﬁ’l) = Der (Gg’rr+9,1,1)@Der(cn_zr_g)@D(gg}r+9,1,1a Cr-9)ep(C* 7, gg’rr+9,1,1)

Proposicién 4.29 Una base de Der(gg’[_l_g’l,l), viene dada por

33%19,1,1 = {tS:S, tg,l) tS,Q’ to,3, tg,zp 10,5, Uo,1, Ug,n—s}u
{ugj, 2<j<2r+1}U {t3 0, t?ﬁ: ti2, t13, iy tis}U
{urt, uiper, W, gt U{ul;, 2<j<2r+1}U
{ti,l’ ti,z, ta3, tigr tas, U, U};,n_s}U
{uj;, 2<j<2r+1}U{v;3, 2<j<2r+1}U
{vig, 2<j<2r+1}U{wj;, 2<j<2r+1}U
{wakok+1, 1 <k <r}U{wopsron, 1<ESTIU
{w%kﬂj? 1<k j<riu {w%k,2j+17 1<k,j<r, k#j}U
{wikgr95 1< kg <y k#7YU{va73, Un-1, Wp—7,1} U

{Un—s,s, Un—6,5, wn—G,l}
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y su dimension es

dimDer (g5, ,) = 3r* + 12r + 31

Demostracién. Es trivial probar que todos los endomorfismos indicados son
derivaciones de gg;ﬁg,l,l. Se va a probar que no hay otras.

Se considera la siguiente graduacién del algebra

Goriorr = (Yor1)® ... @ (¥3) &(U)S(U2)@(Xo) & (Yor)®(Y1)O(X1)&(Xs)
gr1D ... D g2 Pg1D g D g1 D g2 D gs D g4 © g5

B(X3) D (Yn6)D(Yo) D ... B(Ya,)
g D gr Dgs®... Dgrsr

Cdlculo de dy

Sea,
do(X;)=a; X;, 0<i<3,
do(Us)=bU;, 1<4<2,
do(Y)=¢Y;, 1<i<2r+1,i=n—-7, n—6.

Imponiendo que sea derivacién se obtiene

a2 =ap + a1,
as =2a0 + ai,
by =ap+ by,
1 =ay+ by,

Cok+1=2a0 + a1 —cop, 1< k <,
Cn—7 =24y,

Cpn—6 :20,0 + a1 — bl.

y, por tanto, se tiene el siguiente conjunto de pardmetros libres y una base de BS”

Py = {ao, a1, bi}U{cu, 1<k <1}
Bg,r = {t&g: t?:qa ti,4} U {w2k,2k7 1< k < 'I‘}



4.3. Caso dimC'(g) =4 275

Toro de dertvaciones

Se va a considerar, por tanto, el siguiente toro de derivaciones:

¢

d(Xo) =aX,
d(X1) =X,
d(Xs) =(a+a1)Xs,
d(X3) =(2a-+ a1)X;,
d(U1) =asl,
T:¢ dUs) =(a+ ag)ls,
d(Y1) =(o1+ )Yy,
d(Yak) =PiYax, 1<k<m,
d(Yar41)=(20 + a1 — Bx)Yoks1, 1<k <,
d(Y,-7) =2aY,_7,

d(Yn—-S) :(201 + oy — a2)Yn—6-

\

que determina la siguiente graduacién para el algebra:

93}19,1,1 = Potar-p D--- D P2atari-p D %2 D Jatas D go @ 920 © o140, ©
901 © Hatar @ B20+01 D B20+01—0 S 95 @ 862 D...0 95,
Diferencias
Se consideran a continuacién todas las posibles diferencias de los pardmetros a fin de

. . . . 8 7
determinar una base del conjunto de las derivaciones de g5, 91, de forma andloga a

los casos anteriores. Para maés detalles ver apéndice E.11 O

Nota : Se verifica que

Ad(Xo) =t12+tag +tas, Ad(X1) = —to2 + U4

Ad(Xy) = ~to 3, Ad(Uy) = —tos — u11 + Un—s3
Ad(Yor) = vort1,3, Ad(Yor41) = —V2k3,

Ad(Yy_7) = —t4 Ad(Yy_g) = —t4s.

Teorema 4.30 Una base de Der(gf;ﬂ,l), viene dada por

32’71,1 = B2r+8 10 U{uoy, vy, tgg, 2r +2<j<n— 8t U

)
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U {vj3, vjs wit, 2r+2<j<n-—8}
U {wi;j:2<i<n—6,2r+2<j<n-38}

y su dimension es

dim(Der(gy 1)) = n(n — 2r — 10) + 3r® + 147 + 40

Demostracién.  Andloga a las anteriores. a
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