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Resumen

El articulo se inicia repasando el concepto «resolucion de problema» y los distintos
modelos de Resolucion de Problemas Matematicos (RPM). A continuacion se analizan los
distintos factores que pueden intervenir en la RPM dividiéndolos en aquéllos que corres-
ponden al problema matematico, los relativos al alumno o alumna que resuelve el proble-
ma y, finalmente, al contexto del aprendizaje de 1a RPM. Posteriormente, se describen las
dificultades a las que puede enfrentarse el alumnado que resuelve un problema matemati-
co.Una vez descritas las dificultades de aprendizaje, el resto del articulo aborda como inter-
venir sobre ellas.
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Abstract: Difficulty in learning and psycho-pedagogical involvement when solving
mathematical problems

This article starts by reviewing the concept of «problem solving» and the different patterns
of Mathematical Problem Solving (MPS).Then, the different factors that may intervene in MPS
are both analysed and classified into those that belong to the mathematical problem, those that
refer to the actual student solving the problem and, finally, those related to the MPS learning
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context. Subsequently, the difficulties that students solving a mathematical problem may face
are described. Once the learning difficulties have been portrayed, the article deals with how
to address them.

Key words: Maths, problems, exercises, knowledge.

Concepto

Concepto de resolucion de problema

El amplio consenso existente en torno a la importancia de la resolucion de problemas
en el aula matematica contrasta vivamente con la ausencia de acuerdo en relacion
con lo que ello significa. La resolucion de problemas en general ha recibido distintas
definiciones en funcion de la teoria psicologica que la ha abordado. Asi, los tedricos
de la Gestalt consideraron que el nicleo de la resolucién de problemas consistia en
la comprension del problema como un todo. Su compromiso con la nocion de insight
les llevo a considerar la resolucion de problemas como una actividad que requeria la
integracion, de forma novedosa, de las respuestas anteriormente aprendidas.

Para los teoricos del conductismo la clave residia en las conexiones entre las
acciones ejecutadas por el sujeto que resuelve el problema y las condiciones bajo las
cuales se manifiestan esas acciones.

El analisis de la psicologia del procesamiento de la informacion integra, en cier-
ta medida, algunas de las aportaciones de los enfoques anteriores pero pone especial
énfasis en el estudio del conocimiento necesario para que la resolucion de problemas
tenga lugar. En el ambito de las matematicas, este paradigma inspira definiciones
como la de Cawley y Miller (1986), quienes definen la resolucion de problemas mate-
maticos (RPM) como la interpretacion de la informacion y el analisis de los datos para
alcanzar una respuesta aceptable o con objeto de sentar las bases para una o mas
alternativas posibles.

En esta misma linea se sitda la definicion de Orton (1990, cit. en Nortes, 1992), quien
concibe la resolucion de problemas «como generadora de un proceso a través del cual
quien aprende combina elementos del procedimiento, reglas, técnicas, destrezas y con-
ceptos previamente adquiridos para dar soluciones a una situacion nueva.
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Modelos de resolucion de problema

El modelo mas clasico, pero atn vigente, de las fases por las que atraviesa la RPM es
el descrito por Polya (1945). Para él 1a RPM es un proceso que consta de cuatro fases:

Comprension del problema
Planificacion

Ejecucion del plan
Supervision

Este modelo ha inspirado la gran mayoria de los modelos de RPM que se han elabo-
rado posteriormente. En laTabla I puede observarse que, pese a las diferencias termino-
logicas y de precision del anilisis, los modelos de RPM que han seguido al de Polya guar-
dan estrechos vinculos con €l y representan una forma de poder identificar diversos

heuristicos que han servido para mejorar la resolucion de problemas de los alumnos.

TABLA . Modelos de resolucién de problemas mateméticos

[ fase T fase 3 fase 4 fase
Polya (1945) Comprensién del problema Planificacion Ejecucion del plan Supervision
-Percepcion de simbolos escritos | -Determinacion de lo que hay | - Formulacion de los datos Verificacion de las respuestas
-Decodificacidn de simbolos que buscar mediante la notacion matemtica
escritos -Examen de los datos relevantes | - Ejecucion de los cdlculos
-Formulacidn del significado -Andliss de las relaciones entre | matemdticos
Dunlap y McKnight (1980) general de las oraciones |os datos Decodificacidn de los resuttados
~Traduccién del mensaje general | -Eleccion de fas operaciones para que tengan sentido técnico
€n un mensaje matemtico matemdticas -Formulacidn de los resuftados
-Estimacion de las respuestas | técnicos como respuestas a la
cuestiones iniciales
Gagné (1983) Traducaidn verbal de las situaciones descritas al lenguaje matemdtico | Fase central de cdlculo Validacion de [a solucidn
-Lectura del problema -Hipdtesis -Céleulo -Verficacion
Montage (198) —Piara’frasis” -Estimacion
-Visualizacién
-Enunciado del problema
Schoenfeld (1979) -Andlisis ' Disefio -Implementacion Verificacién
-Exploracion
Uprichard, Philips & Soriano | -Lectura Estimacion -Célcdlo Verificacion
(1984) -Andlisis ~Traduccion
- Representacion Planificacion -Monitorizacion Verficaciéon
Mayer (1991) Traduccidn Fecucién
-Integracién
Garofdlo y Lester (1985) | - Orientacién -Organizacion Eecucion Verificacion
Gls y Holk (1986 - Comprension o representacion | -Planificacion Ejecucion del plan -Bvaluacion de los resuftados
del problema
Brandford y e (1984) —\dentiﬂce?ddn Exploracién -Actuacion —Observacién
Definicin -Aprendizaje
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En general, la 17 fase de la resolucion hace referencia a la identificacion y defini-
cion del problema. La identificacion supone el reconocimiento de la existencia de un
problema y de la necesidad de resolverlo. La mayoria de los problemas matematicos
que tienen que resolver los alumnos no exigen ningun esfuerzo de este tipo, puesto
que el problema se les presenta ya como tal.

La definicion del problema consiste en la decodificacion de los simbolos escritos
y en la conversion del enunciado matematico en una representacion mental. En dicha
representacion intervienen, a su vez, dos subprocesos (Mayer, 1991):

la traduccion del problema o paso de cada oracién a una representacion mental;
la integracion o combinacion de la informacion disponible en un esquema
coherente.

La definicion adecuada de un problema matematico va a depender, por un lado, de
la disponibilidad de una amplia gama de estrategias que podemos aplicar en diversos
contextos y, por otro, de la capacidad de reconocer que la estructura del problema que
tenemos que resolver es similar a la de otros que hemos resuelto previamente (Alonso,
1991); para ello sera necesario que podamos distinguir los datos relevantes de aquéllos
que no lo son y, que seamos capaces de observar que los datos relevantes de un deter-
minado problema coinciden con los de otro que hemos resuelto anteriormente.

En definitiva, en esta fase de la resolucion esta implicada no sdlo la capacidad de
analisis de la informacién que aparece en el enunciado, sino también la «autoevalua-
cioén» que la persona hace de su conocimiento de la tarea, del nivel de dificultad y de
las posibilidades de éxito (Garofalo y Lester, 1985).

La 2 fase consiste en la planificacion de la solucion. Se trata ahora de disefiar el
esquema de actuacion a seguir, lo que supone identificar las metas y las <submetas»,
examinar las diversas estrategias generales que podemos aplicar y elegir las acciones
que se llevaran a cabo.

En la 3“ fase se procede a la ejfecucion del plan previamente disenado. Ello supone
realizar las acciones particulares, regular la conducta para que se ajuste al plan prefijado
y tomar decisiones con respecto a aspectos tales como la exactitud versus velocidad, etc.

La 4 fase se refiere a la verificacion, es decir, la evaluacion de las decisiones tomadas
(analisis de la informacion, ejecucion de los cilculos, etc.) y de los resultados del plan eje-
cutado (exactitud de la respuesta, correspondencia con el enunciado que la origind, etc.).

La fortaleza de esta descripcion por fases que acabamos de exponer reside en su
utilidad para facilitar el diagnodstico y la intervencion sobre las dificultades en la RPM.
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Concepto de «verdadero problema»

Al igual que el concepto de «resolucion de problemasy, la definiciéon de «problema
matematico» ha sido objeto de muchos intentos de conceptuacion.Asi, se ha defini-
do como:

«algo que precisa ser realizado o que requiere la realizacion de algo» (Webster,
1979, cit. en Schoenfeld, 1992);

«una cuestion que causa perplejidad o que presenta dificultad» (Webster, 1979,
cit. en Schoenfeld, 1992);

«una situacion que exige la aplicacion de un plan de accién con objeto de
transformarla» (McDermott, 1978, cit. en Puente, 1994);

«una tarea que plantea al individuo la necesidad de resolverla y ante la cual no
tiene un procedimiento ficilmente accesible para hallar la solucién» (Lester,
1983, cit. en Pérez, 1987);

al igual que esta ultima definicion, Schoenfeld (1989) destaca que para que una
actividad de aprendizaje pueda ser definida como un verdadero problema es
necesario que:

- el alumno se interese e implique en la obtencion de la solucion;

- el alumno no tenga medios matematicos de facil acceso para alcanzar la solucion.

Es decir, un problema exige mucho mas que la aplicacion rutinaria de algoritmos
o formulas. Esta es una de las caracteristicas que permiten distinguir un problema de
un mero ejercicio de aplicacion (véase Tabla II).

TABLA II. Diferencias entre un problema y un ejercicio de aplicacion

Problema matemético

Ejercicio de aplicacin

-El individuo se ve expuesto ante una dificultad para la que no tiene un remedio
inmedato.

-Hlindividuo se implica en su solucidn.

-Requiere utilzar de modo estratégico los procedimientos previamente conocidos.
Las técnicas automatizadas pueden ser necesarias, pero no son suficientes para lle-
gara la solucidn.

-Supone l individuo una demanda cognitiva de alto nivel.

-La determinacion de [a informacion relevante es una pieza clave en [a resolucion del
problema

-Puede resolverse mediante fa aplicacion directa de un procedimiento previamente
adquinido.

-La aplicacion rutinaria del dlgoritmo no exige ningln interés especial en el individuo
que resuelve la tarea.

-Requiere [a mera aplicacion de técnicas automatizadas, ya que éstas son necesarias y
suficientes para llegar a la solucion.

-Supone al individuo una demanda cognitiva de bajo nivel.

-Elindividuo no precisa discernir la informacidn relevante de la irrelevante porque toda
[a informacidn que aparece en el enunciado es necesania para la solucidn.
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El énfasis, puesto hasta la fecha, tanto en el aula como en los libros de textos, sobre
los ejercicios de aplicacion para la ejercitacion y la valoracion de los conocimientos
y destrezas matematicos puede haber contribuido a la desvalorizacion de las
Matematicas como disciplina de probada utilidad, a la desmotivacion de los alumnos
e, incluso, al fracaso de una buena parte de éstos.

Factores que intervienen en la RPM

Estos factores pueden dividirse segun el ambito al que pertenecen, es decir, existen
factores relativos al:

problema matematico a resolver,

alumno que resuelve el problema y

contexto en que el alumno, unas veces, aprende a resolver y, otras, resuelve el
problema matematico.

En la actualidad se carece de un marco tedrico capaz de explicar como encajan
entre si todos estos factores.

Factores relativos al problema matematico

El primer grupo de estos factores se refiere al lenguaje en el que se expresa el enun-
ciado del problema. Este lenguaje presenta una serie de caracteristicas que pueden
oscurecer la comprension del enunciado matematico:

En primer lugar, mantiene, al mismo tiempo, semejanzas y diferencias con el
lenguaje ordinario. En el lenguaje matematico se utilizan palabras y simbolos
que también se emplean en el lenguaje ordinario pero con un significado total-
mente distinto (por ejemplo: raiz, indice, etc.) (Macnab y Cummine, 1992).A su
vez el lenguaje matematico se distingue del ordinario en cuanto a la exigencia
de precision a la hora de expresar los conceptos y en cuanto a la ausencia de
expresiones personales y juicios de valor.
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El empleo de variables y la utilizacion conjunta de la notacion alfabética y la
notacion numérica anaden mayor dificultad a los enunciados de los problemas
(Pérez, 1994).

El orden y la forma de presentacion de los datos puede dificultar la traduccion
del enunciado a una representacion mental (Pérez, 1994). En concreto, el uso de
ciertas expresiones (paréntesis, fracciones, indices, etc.) obligan a leer el enun-
ciado en todas las direcciones (Callejo, 1987), no solo de izquierda a derecha.
La presencia de datos irrelevantes para la solucion del problema también
puede oscurecer su representacion mental (Pérez, 1994).

Segun algunos estudios (Tomas, 1993) el nimero de palabras que contiene el
enunciado influye significativamente en la dificultad de la resolucion, si bien es
cierto que esta influencia es mayor en los primeros afnos de la escolaridad que
en los ultimos. Lo mismo cabe decir del nimero de operaciones aritméticas
que requiere el problema y del tamafio de los nimeros que se emplean (al
aumentar el numero de operaciones y el tamano de los nimeros disminuyen
las probabilidades de éxito) (Mialaret, 1984).

El segundo gran bloque de factores se refiere al tipo de problema que hay que
resolver. No todos los problemas suponen el mismo grado de dificultad a la hora de
resolverlos, de ahi que se hayan realizado considerables esfuerzos a la hora de catego-
rizar la variedad de los problemas empleando diversos criterios.

Luria y Tsvetkova (1981) distinguen ocho grupos de problemas en funcion de la
complejidad de los algoritmos implicados en su resolucion:

Problemas simples: son del tipo a+b=x; a-b=x. Se pueden resolver con una sola
operacion. Los datos del enunciado determinan univocamente el algoritmo de la
resolucion. Ejemplo: Juan tiene 8 canicas y Carlos 4. ;Cudntas tienen entre los dos?
Problemas simples invertidos: son del tipo a-x=b; x-a=b.También se resuelven
con una operacion. Los datos se dan en un orden distinto al que deben seguir
los actos. Esto hace que surja un conflicto en el sujeto cuando intenta resolver
el problema, ya que debe vencer la tendencia a resolverlo de manera rectilinea
y la inercia de las huellas dejadas por la lectura de los datos del problema.
Ejemplo: Maria tenia 8 caramelos. Da algunos. Le quedan 2. ;Cudntos ha dado?
Problemas compuestos del tipo a+(a+b)=x;a+(a-b)=x;a+ab=x. No se pueden resol-
ver con una sola operacion. Los datos del problema no determinan por si mismos la
resolucion. Ejemplo: Pedro tiene 7 manzanas y Ana 2 mas. ;Cudntas tienen en total?
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Problemas compuestos del tipo a+n=x; x+m=z; a+(a+b)+(a+b)-c=x. El algo-
ritmo de resolucion se subdivide en un numero de operaciones en las que cada
una surge de la anterior. Esto obliga a realizar las operaciones en el plano «<mné-
sico» ya que exige que se retenga el resultado de la operacion anterior para
usarlo en la siguiente. Ejemplo: Un joven tiene 15 afios, su padre 25 afios mas,
su madre 5 afios menos que el padre. ;Cudntos afios tienen entre los 3?
Problemas del tipo a+b=x;x.m=y;y-n=z.Una de las partes es desconocida y se tiene
que obtener a través de operaciones intermediarias no formuladas en los datos del
problema. La respuesta final se obtiene tras una serie de operaciones auxiliares, una
de las cuales presenta un proceso inverso. Ejemplo: Un nifio tiene 5 afios. Dentro de
15 afos su padre serd 3 veces mayor que €él. ;Cual es la edad actual del padre?
Problemas del tipo x+y=a, n.x+y=b; x+y+z=a; x+y=b; y+z=c. La resolucion del
problema exige la confrontacion de un sistema de ecuaciones, ya que todas las
magnitudes del enunciado son incognitas. Ejemplo: Un boligrafo y un cuader-
no cuestan 1,65 euros, 2 boligrafos y 1 cuaderno cuestan 2,40 euros. ;Cuanto
cuestan 1 boligrafo y cuanto 1 cuaderno?

Problemas de conflicto. Plantean, ademas, dificultades de caracter psicologico.
El algoritmo de la resolucion entra en conflicto con un estereotipo solidamen-
te adquirido y para solucionar el problema hay que vencer el estereotipo. La
palabra clave predispone a un algoritmo, pero el significado global del enuncia-
do implica otro algoritmo distinto. Este tipo de problemas también se denomi-
nan inconsistentes. Ejemplo: Un padre tiene 49 afios, tiene 20 afios mas que su
hijo. ;Cuantos afios tienen entre los dos?

Problemas del tipo x+y=A, con x=2y;x+y=A, con x=y-2. Es imposible resolver estos
problemas sin recurrir a un procedimiento especial auxiliar que permite superar la
tendencia a realizar operaciones directas. Ejemplo: En 2 estanterias hay 18 libros. En
una hay 2 veces mas que en la otra. ;Cuantos libros hay en cada estanteria?

Por su parte, Riley, Greeno y Heller (1983, cit. en Mevarech, 1995) distinguen tres
categorias en funcion de las relaciones que se establecen entre los datos que se pre-
sentan en el enunciado:

Problemas de cambio: implican al menos un cambio temporal, de aumento o
decremento, en las cantidades iniciales para llegar a un estado final. Ejemplo:
Maria tiene 3 manzanas, Pepe le da una manzana mas, ;cuantas manzanas tiene
ahora Maria?
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Problemas de combinacion: implican una situacion en la que se combinan
dos conjuntos de elementos que no cambian. Ejemplo: Maria tiene 3 manzanas,
Pepe tiene 1 manzana, jcuantas manzanas tienen entre los dos?

Problemas de comparacion: implican dos conjuntos de elementos que no
cambian, relacionados entre si por expresiones del tipo «mas que», «menos
que». Ejemplo: Maria tiene 3 manzanas, Pepe tiene 1 manzana, ;cuantas manza-
nas mas que Pepe tiene Maria?

Se ha demostrado que los problemas de combinacion suponen una menor dificul-
tad que los otros dos tipos y que los problemas de comparacion son los mas comple-
jos (Mayer, 1991). Por otra parte, se ha observado que los problemas en los que hay
que averiguar el resultado de una transformacion (a+b=?) son mas faciles que los pro-
blemas en los hay que averiguar las condiciones iniciales para llegar a un resultado
determinado (?+b=c) (Mayer, 1991).

Tomas (1990) clasifica los problemas en funcion de la forma que adopta el enun-
ciado.Asti, considera:

Problemas de presentacion y pregunta: cuando el enunciado consiste en la pre-
sentacion de una situacion y al final se plantea la pregunta. Ejemplo: Maria tiene 3
manzanas, Pepe le da una manzana mas, ;cuantas manzanas tiene ahora Maria?
Problemas de preguntay explicacion a la vez:cuando el enunciado es en si mismo
la pregunta y el planteamiento de la situacion problematica a la vez. Ejemplo:
¢Cuantas canicas tendran Juan y Carlos juntos si Juan tiene 8 canicas y Carlos 4?
Problemas de pregunta indirecta: cuando la pregunta no es explicita.
Ejemplo: En una estanteria caben 9 libros, tengo 3 estanterias y me gustaria
saber si me van a caber en ellas todos los libros que tengo.Tengo 25 libros.
Problemas de explicacion y diversas preguntas: cuando el problema plantea
una situacion y exige varias respuestas. Ejemplo: Un boligrafo y un cuaderno
cuestan 1,65 euros, 2 boligrafos y 1 cuaderno cuestan 2,40 euros. ;Cuanto cues-
tan 1 boligrafo y cuanto 1 cuaderno? ;Con 10 euros tengo suficiente dinero
para comprar 5 boligrafos y 7 cuadernos?

Problemas de preguntas internas no explicitas: cuando el problema plantea
preguntas explicitas pero hay que deducir informacion a partir de los datos del
enunciado. Ejemplo: Tardo 35 minutos en ir de mi casa al colegio y otros tan-
tos en volver. Si voy al colegio por la mafiana y por la tarde, ;cudntas horas al
dia dedico a este desplazamiento?
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Segun esta autora, los tres primeros tipos de problemas plantean una dificultad
similar y los enunciados que formulan varias preguntas (ya sean directas o indirectas)
son los que resultan mas dificiles.

Factores relativos al alumno que resuelve el problema

Basaremos nuestra exposicion en las cuatro dimensiones clasicas consideradas por
Schoenfeld (1992): conocimientos de base, heuristicos, «metacognicion» y componen-
tes afectivos.

Conocimiento de base

Segun Schoenfeld (1992), dentro de esta dimension se engloban tanto los conoci-
mientos de base que posee el individuo, como el acceso que tiene a ellos y como los
utiliza. De esta manera, los expertos en la RPM no solo se caracterizan por la cantidad
de conocimientos que poseen, sino también por como organizan su almacenamien-
to, lo que les permite tener un facil acceso a ellos cuando la tarea lo requiere.

En los conocimientos de base se incluyen los conocimientos formales e informa-
les sobre hechos, definiciones y procedimientos matematicos. Todos ellos juegan un
papel crucial en la fase de representacion del problema, pero no sdlo intervienen en
esta fase. Esto, al menos, es lo que defiende Mayer (1991), quien asocia distintos tipos
de conocimientos con cada una de las fases de la RPM. En concreto, en la fase de iden-
tificacion y definicion del problema se encontrarian implicados:

el conocimiento lingiiistico o conocimiento del idioma en que esta expresado
el enunciado;

el conocimiento semdntico o conocimiento sobre los hechos del mundo
representados en las palabras del enunciado y;

el conocimiento esquemdtico o conocimiento del tipo de problema al que
pertenece el enunciado. Este conocimiento no sdlo interviene en la compren-
sion del problema, sino que facilita su solucion al proporcionar pistas para la
actuacion ante el problema (Zorroza y Sinchez-Canovas, 1995).

En la fase de planificacion de la solucion intervendria el conocimiento estratégi-
co o conocimiento de las técnicas generales de resolucion de problemas, también
denominadas heuristicos, que analizaremos a continuacion.
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En la fase de ejecucion del plan participaria el conocimiento «procedimental» o
conocimiento sobre como ejecutar una secuencia de operaciones, como por ejem-
plo, sumar quebrados.

Montague (1992) anade una categoria adicional, el conocimiento condicional, que
se refiere a aquel conocimiento que permite al alumno seleccionar y aplicar las estrate-
gias apropiadas y ajustar su conducta a las demandas cambiantes de la tarea. Seria un
conocimiento estratégico, dependiente de la tarea y del contexto en que ésta se realiza.

Heuristicos
Los heuristicos son estrategias generales de resolucion de problemas, carentes de conte-
nido matematico especifico, no aseguran llegar a la solucion pero aumentan las posibili-
dades de alcanzarla (De Corte, 1993). Ejemplos de heuristicos son el trabajo hacia atras,
partir de una posible solucion y determinar sus propiedades, la exploracion de los casos
extremos, la analogia con otros problemas resueltos previamente, la descomposicion del
problema en otros mas sencillos, 1a generalizacion de la solucion obtenida, etc.
Puig-Cerdan (1988, cit. en Nortes, 1992) defiende que apropiarse de un heuristico
implica:

saber cuindo hay que usarlo

saber como se relaciona con otros heuristicos
saber todas sus varjantes y sus aplicaciones
saber qué puede esperarse del heuristico

Los heuristicos recibieron una atencion importante tras la publicacion del libro de
Polya, How to solve it, en 1945 y, en especial, en la década de los anos ochenta del
siglo XX. Posteriormente, se les ha criticado por considerar que la caracterizacion que
hizo Polya de los heuristicos era mas descriptiva que «prescriptiva», es decir, el lista-
do de Polya servia para identificar las estrategias cuando éstas eran utilizadas, pero no
ofrecia orientaciones para que, aquéllos que no estaban familiarizados con la técnica,
la emplearan con éxito (Schoenfeld, 1992). Posteriormente, y gracias a trabajos como
los desarrollados por Schoenfeld (véase el epigrafe «Intervencion psicoeducativa
sobre las dificultades en la resolucion de problemas matematicos» dentro de este
mismo articulo), se ha podido demostrar que los heuristicos son «entrenables».

«Metacognicion»
Dentro de este término se incluyen el «metaconocimiento» (0 conocimiento declara-
tivo acerca de los propios procesos cognitivos y acerca de la demanda de la tarea) y

Revista de Educacidn, 342. Enero-abril 2007, pp. 257-286
Fecha de entrada: 14-06-2005  Fecha de aceptacidn: 23-12-2005

267



268

Juidias Barroso, |, Rodriguez Ortiz. |. R. DIFICULTADES DE APRENDIZAJE E INTERVENCION PSICOPEDAGOGICA EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

los procesos de autorregulacion que actian sobre los propios procesos cognitivos
(Nickerson, Perkins y Smith, 1990).

El «metaconocimiento» referido a la RPM hace referencia a la autoevaluacion que
hace el individuo de sus propias capacidades y limitaciones respecto a la RPM. El
«metaconocimiento» relativo a la tarea matematica incluye las creencias acerca del
objetivo de la RPM y acerca de las relaciones existentes entre las caracteristicas del
enunciado del problema y su grado de dificultad (Garofalo, 1989).

Los procesos de autorregulacion de la cognicion aplicados a la RPM serian los
responsables de las distintas decisiones que toma el alumno en el transcurso de la
resolucion y que tienen que ver con la planificacion del proceso, la seleccion de las
estrategias adecuadas, la monitorizacion de la aplicacion de las estrategias, la evalua-
cion de los resultados y del proceso seguido v, si es necesario, la correccion de los
errores habidos durante el proceso (Schoenfeld, 1992).

A partir de los estudios realizados por diversos autores, Costa (1984) extrae como
conclusion que existe una clara evidencia de que el adecuado desarrollo de las habili-
dades «metacognitivas» se relaciona con la persistencia en la resolucion de problemas,
el pensamiento critico y flexible y el ejercicio consciente de las habilidades cognitivas.

Componentes afectivos

El dominio de los afectos carece de un fuerte basamento tedrico y sufre de una con-
siderable indefinicion terminoldgica. Por otra parte, las relaciones existentes entre
cognicion y afectividad no han logrado aclararse suficientemente. Mientras se progre-
sa en el hallazgo de un modelo tedrico consistente, aceptaremos la sugerencia de
Simon (1982, cit. en McLeod, 1992) de emplear el término «afecto» de forma genéri-
ca y las denominaciones «creencias», «actitudes» y «emociones» para la descripcion
especifica de los componentes del afecto.

Mandler (1989, cit. en McLeod, 1992) considera que el contexto juega un impor-
tante papel en la formacion y mantenimiento de las creencias, emociones y actitudes.
Dicho contexto se refiere tanto al «microcontexto» que supone la situacion de apren-
dizaje, como al «<macrocontexto» conformado por las diferentes influencias sociales.

Creencias

Las creencias relativas a la RPM hacen referencia al conocimiento subjetivo que tiene
el alumno sobre la naturaleza de las Matematicas y de la RPM, sobre si mismo, sobre la
ensenanza de las Matematicas y sobre el contexto en el que transcurre su ensefianza
(McLeod, 1992). Gran parte de estas creencias entrarian dentro de lo que hemos deno-
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minado anteriormente «metaconocimiento», especialmente las creencias relativas a si
mismo como «solucionador de problemas matematicos» y a la naturaleza de la RPM.

Las creencias pueden influir tanto en la motivacion con la que los alumnos se
enfrentan a las Matematicas (McLeod, 1992) como en el rendimiento matematico
(Garofalo, 1989) e incluso en la eleccion de las estrategias de resolucion que se apli-
can (Mayer, 1991).

Actitudes
Quiles (1993) define las actitudes como predisposiciones aprendidas que nos llevan
a actuar de una forma determinada ante personas y situaciones.

La actitud hacia la RPM hace referencia a los sentimientos positivos o negativos
que despierta en el alumnado dicha resolucion y que se conforman en la medida en
que el alumno se encuentra con la misma situacion de RPM repetidamente (McLeod,
1992).

La importancia de la actitud radica en la influencia que puede ejercer sobre la
conducta del alumno a la hora de resolver un problema matematico. Sin embargo,
muchos de los estudios que se han ocupado de hallar la correlacion entre actitudes y
conductas matematicas han encontrado correlaciones significativas pero relativamen-
te bajas entre ellas (Quiles, 1993).

Las actitudes de los profesores hacia las Matematicas también se han convertido
en objeto de estudio, en especial, por su relacion con las actitudes hacia las
Matematicas de los alumnos. Esta relacion parece demostrada en una serie de estu-
dios (por ejemplo, Aiken, 1970, cit. en Ernest, 1989; Banks, 1964, cit. en Quiles, 1993).
También se ha puesto de manifiesto que las actitudes del profesorado influyen en el
rendimiento matematico del alumnado (Begle, 1979, Shofield, 1981, Bishop &
Nickson, 1983, cits. en Ernest, 1989).

Emociones

Este es el componente afectivo que menos atencion ha recibido por parte de los
investigadores; en esto ha podido influir la dificultad que supone su evaluacion debi-
do a la inestabilidad que caracteriza a las emociones y debido a lo inaccesible que
resulta su estudio a través de cuestionarios (McLeod, 1992).

Las emociones se han definido como reacciones subjetivas ante situaciones deter-
minadas (Lester, Garofalo y Kroll, 1989). En el caso de las Matematicas, las emociones
se refieren a las reacciones que tienen los individuos cuando se enfrentan ante una
tarea matematica como puede ser la RPM.
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Wagner, Rachlin y Jensen (cit. en McLeod, 1992) observan co6mo los alumnos que
se bloquean ante un problema de algebra se sienten, a veces, frustrados y buscan ten-
tativamente la respuesta que les sacara del bloqueo, sin importarles si esa respuesta
que obtienen es logica o no.

McLeod (1992) encuentra que los alumnos experimentan emociones positivas y
negativas ante los bloqueos que suceden en la RPM, pero dichas emociones son mas
evidentes cuando la situacion de RPM es nueva.

En otro estudio McLeod, Metzger y Craviotto, (1989, cit. en McLeod, 1992) compa-
ran las reacciones emocionales de expertos y noveles ante la RPM y concluyen que,
mientras que no se encuentran diferencias respecto a las emociones positivas y nega-
tivas que experimentan ambos grupos, si que se encuentran con relacion al control
que unos y otros ejercen sobre esas emociones.

Factores relativos al contexto en que el alumno aprende y resuelve el
problema matematico

La adquisicion y utilizacion de los conceptos y procedimientos matematicos en la RPM
estan muy influidas por el contexto sociocultural donde las Matematicas se ensefian y
aprenden. De hecho, la investigacion «transcultural» ha puesto de manifiesto como algu-
nas personas que fracasan en la resolucion de problemas en el ambito académico son
capaces de resolverlos correctamente cuando esos problemas se le plantean en el trans-
curso de su vida cotidiana (Saxe, 1990, Rogoff y Lave, 1984, cits. en Gomez, 1991).
Estos hallazgos han propiciado una reformulacion del proceso de ensefianza-
aprendizaje que, en el Ambito de la RPM, se ha traducido en lo siguiente:

Se considera que las personas se comportan de manera diferente segun perciban
la meta de la situacion en la que se hallan (Edwards y Mercer, 1987, 1989). Un
ejemplo podemos observarlo en el estudio que llevan a cabo Lester, Garofalo y
Kroll (1989) con alumnos de séptimo curso. En €l solicitan a los alumnos que
escriban problemas que les parezcan interesantes. Una vez recogidos todos los
problemas, piden a los nifios que los clasifiquen de 1 a 5,otorgando el 1 a los muy
aburridos y el 5 a los muy interesantes.A continuacion los nifios tienen que ele-
gir uno de esos problemas para resolverlo. Los autores encuentran que la inmen-
sa mayoria de los nifios elige un problema clasificado como muy aburrido y esto
se da tanto en los nifios que son buenos resolviendo problemas como en aqué-
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llos que tienen dificultades. Cuando se les pregunta la razon de tal eleccion la res-
puesta mas comin es que quieren asegurarse de poderlo resolver correctamen-
te. Los nifos prefieren obtener un buen resultado a evitar los problemas que les
resultan aburridos. Al fin y al cabo los nifios perciben la escuela como un lugar
donde se acude a aprender y no como un lugar de ocio y disfrute.

El conocimiento y las destrezas que se adquieren en un contexto no se generali-
zan ni facil ni espontaneamente a otros contextos (Goémez, 1991). Esto afecta
especialmente a la metodologia didictica que debe emplearse para que tenga
lugar la generalizacion de los conocimientos matematicos que se ensenan en la
escuela a los problemas que los alumnos afrontan fuera de ella. También influye
sobre la evaluacion de los aprendizajes matematicos pues obliga a ampliar el
objeto de la evaluacion para poder dar cuenta de los conocimientos y procedi-
mientos matematicos que el niflo adquiere en contextos informales.

El conocimiento es fruto de la interaccion del alumno con el contexto fisico y
social culturalmente organizado (Gomez, 1991). El contexto escolar se diferencia
de los contextos extraescolares con los que normalmente interactiia el alumno
tanto en la meta que persigue como en las formas discursivas que en €l se emple-
an.En concreto, en las clases de Matematicas la forma discursiva imperante es aqué-
lla que prima la descontextualizacion del lenguaje. Por otra parte, mientras que
fuera de la escuela el alumno puede percibirse como controlador de sus propios
problemas, de manera que es el propio alumno quien decide etiquetar una situa-
cién como problematica y quien selecciona libremente las estrategias para resol-
verla, en el contexto escolar los problemas le vienen asignados y las estrategias le
son mas o menos impuestas (Gomez-Granell y Fraile, 1993; Gomez-Granell, 1994).

Dificultades en la resolucion de problemas matematicos

Para la exposicion de las dificultades en la RPM nos guiaremos por las cuatro dimen-
siones utilizadas en el apartado anterior en relacion con los factores intervinientes
relativos al alumno. Es decir, vamos a exponer ejemplos concretos de los errores que
con mayor frecuencia manifiestan los alumnos en cuanto a sus conocimientos de
base, repertorio de heuristicos, <metaconocimentos» y habilidades «metacognitivas» y
de afectividad.
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Conocimientos de base

Las dificultades mas frecuentes en relacion con esta dimension son:

El alumno traduce literalmente el enunciado y sigue el orden en que estin
expresadas las frases contenidas en el mismo (Pérez, 1987).

El alumno ha comprendido el enunciado pero se equivoca a la hora de elegir
las operaciones a aplicar (Tomas, 1990) porque ha seleccionado dichas opera-
ciones a partir de un analisis superficial del enunciado (Simon, 1978, cit. en
Pérez, 1994).

El alumno no sabe cuando aplicar los conocimientos que posee, como conse-
cuencia de como los aprendid, o generaliza de manera incorrecta los procedi-
mientos que ya domina (Enright y Choate, 1993).

El alumno no es capaz de agrupar los problemas matematicos en funcion de su
estructura profunda (lo que le facilitaria la generalizacion de las estrategias de
resolucion), al carecer de los esquemas cognitivos adecuados. En su lugar, agru-
pa los problemas en funcion de su estructura superficial (contenido, tipo de
pregunta, etc.) (Garofalo y Lester, 1985).

El alumno no utiliza los conocimientos que posee a la hora de interpretar las
respuestas que da a las situaciones problematicas, por ejemplo, cuando obtie-
ne que la altura de un trampolin es de 1.325 metros y no se da cuenta de que
debe haber cometido un error (Macnab y Cummine, 1992).

El alumno domina unos determinados recursos matematicos pero solo los
emplea en problemas que los demandan explicitamente. Realmente no es
capaz de apreciar la utilidad de dichos recursos ni sabe aplicarlos fuera del
marco escolar (Schoenfeld, 1992).

El alumno tiene dificultades para comprender los enunciados de los problemas
matematicos debido a un deficiente conocimiento lingiiistico y semantico (Mayer,
1991) o una deficiente comprension lectora de dichos textos, que difieren de los
de humanidades en cuanto a su estructura y exigencias de comprension (Callejo,
1987). Segiin Macnab y Cummine (1992), las dificultades que puede presentar la
lectura de los enunciados matematicos incluyen:«1. Dificultades debidas a la com-
plejidad sintactica del castellano utilizado, 2. Dificultades debidas a la utilizacion
de vocabulario técnico, 3. Dificultades causadas por la utilizacion de notacion
matematica y, 4. Dificultades debidas a la incapacidad de relacionar las matemati-
cas con el contexto» (Macnab y Cummine, 1992, p.119).
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El alumno tiene dificultades relativas a su conocimiento del procedimiento, es
decir, conocimiento de como ejecutar una secuencia de operaciones (Mayer,
1991), tales como dividir nimeros decimales, 0 como multiplicar un entero y
un decimal. En ocasiones se producen interferencias entre los procedimientos
adquiridos previamente y los nuevos procedimientos que se aprenden, por
ejemplo, cuando al alumno que sabia sumar decimales se le ensefia a multipli-
carlos, tras el nuevo aprendizaje separa en la suma total tantos decimales como
tienen los sumandos (Callejo, 1987).

Heuristicos

Las dificultades que aparecen en relacion con el repertorio de heuristicos se deben
sobre todo a las practicas educativas (Schoenfeld, 1992). Los heuristicos no se suelen
ensefiar explicitamente a los alumnos, sino que éstos se limitan a observar los que
aparecen en sus libros o los que usan sus profesores, sin que en ninguno de los dos
casos se haga una referencia clara a su utilidad y aplicabilidad.

El entrenamiento exclusivo en heuristicos no siempre ha repercutido positiva-
mente en la RPM (Wilson, 1967 y Smith, 1973, cits. en Schoenfeld, 1992). Esto se ha
debido fundamentalmente a que los heuristicos no se generalizan por si solos. Esta
constituye la principal dificultad que presentan los alumnos en relacion con esta
variable: no suelen aplicarlos de manera flexible en funcion de las demandas concre-
tas de la situacion y tienen dificultad para aplicar los heuristicos que se ensefian en
un determinado contexto a las nuevas situaciones (Enright y Choate, 1993).

Procesos «metacognitivos»
Las dificultades relacionadas con los procesos «<metacognitivos» se ponen de manifies-
to cuando (Schoenfeld, 1992):

El alumno no percibe cuales de los recursos algoritmicos y heuristicos de que
dispone son los apropiados para afrontar un determinado problema o ni siquie-
ra es consciente de la posibilidad de usar tales recursos.

El alumno se muestra inflexible a la hora de abandonar un determinado punto
de vista que no le esta llevando a la solucion de un problema y no busca alter-
nativas. O una vez que ha encontrado una via de solucion, no examina otras
posibilidades.

El alumno no pone en juego destrezas de estimacion que le permitan compro-
bar las soluciones a las que llega y, asi, poder cambiar sus estrategias en caso de
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que las soluciones obtenidas por medio de la estimacion y por medio del cal-
culo no coincidan.

El alumno lee el enunciado de un problema rapidamente y, enseguida, se dis-
pone a hallar la solucion, sin una reflexion previa sobre cudl es la demanda del
problema, poniendo en practica algin automatismo adquirido previamente, sin
prestar atencion a su adecuacion al caso concreto.

El alumno sabe realizar una operacion o problema pero no sabe explicar el pro-
cedimiento empleado o, cuando se equivoca, necesita ayuda para comprender
porqué su respuesta es erronea (Cardelle-Elawar, 1992).

También el desarrollo de los procesos <metacognitivos» en relacion con la RPM
esta muy relacionado con las practicas educativas que se llevan a cabo en las aulas
(Mayer, 1991). Asi, en las escuelas los alumnos rara vez tienen ocasion de observar
como otros se autorregulan al enfrentarse con situaciones desconocidas o mas difici-
les; los ejemplos que aparecen en los libros de textos no suelen dar pistas sobre como
se ha desarrollado un determinado razonamiento y las explicaciones que dan los pro-
fesores de los problemas tampoco comunican a sus alumnos la reflexion «<metacogni-
tiva» que subyace al proceso de resolucion. Por otro lado, la retroalimentacion que
suele darse a los alumnos cuando éstos se equivocan suele adoptar la forma de san-
ciones externas que no favorecen que el alumno se autoevalde y se dé cuenta de en
qué momento de todo el proceso ha podido tomar una decision inadecuada (Garofalo
y Lester, 1985).

Componentes afectivos
Schoenfeld (1985,1992) y Lester (1983, cit.en Mayer, 1991) han identificado una serie
de creencias incompatibles con el aprendizaje matematico, algunas de ellas son:

Las Matematicas son operaciones y como tales solo exigen seguir reglas y
memorizar.

Los problemas matematicos deben ser resueltos rapidamente y en pocos
pasos.

Solo los genios pueden crear Matematicas.

En los problemas, el tamafo de los nimeros es un criterio, a tener en cuenta
para evaluar la dificultad del problema, mas importante que su significado.

El papel del alumno en Matematicas consiste en recibir conocimientos y el
papel del profesor consiste en transmitirlo. Los alumnos demuestran esos
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conocimientos a través del nimero de problemas que son capaces de resolver
correctamente.

Los problemas matematicos se resuelven aplicando una o mas operaciones. Las
palabras «claves» del problema determinan las operaciones que hay que aplicar.
Las Matematicas formales tienen poco o nada que ver con la resolucion de pro-
blemas practicos.

Las Matematicas no tienen utilidad en la vida cotidiana.

El ser bueno resolviendo problemas matematicos es una cuestion de habilidad,
de inteligencia, si careces de esa habilidad o de esa inteligencia no importa
cuanto te esfuerces porque no llegaras a resolver problemas matematicos.

Todas estas creencias influyen tanto en las actitudes como en el rendimiento
matematico (Cockroft, 1985; Garofalo, 1989) e incluso en aspectos tan puntuales de
éste como la eleccion de las estrategias de resolucion que se aplican (Mayer, 1991).

Las creencias y actitudes tienen su origen tanto en el contexto escolar como
en el medio sociocultural mas amplio que, a través de distintas fuentes de informa-
cion (medios de comunicacion, familiares, amigos, etc.), puede transmitir una imagen
de las Matematicas como asignatura dificil, complicada y sin apenas utilidad (Macnab
y Cummine, 1992). Como consecuencia de ello, las Matematicas suelen asociarse con
emociones de aversion, tal y como se recoge en el informe Cokcroft (1985).

Intervencion psicoeducativa sobre las dificultades en la
resolucion de problemas matematicos

La intervencion se centrara en los tres grandes bloques de factores que intervienen
en la aparicion de las dificultades en la RPM (tarea, alumno y contexto).

En relacion con la tarea

Muchas de las dificultades que genera el lenguaje en el que estd expresado el proble-

ma pueden salvarse si el enunciado va acompanado de grificos y dibujos en los que
se destaquen los datos relevantes (Enright y Choate, 1993).
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En otras ocasiones, segin la gravedad de las dificultades lectoras del alumno,
puede merecer la pena presentar los problemas «sin palabras», es decir, mediante
dibujos u objetos de manipulacion (Enright y Choate, 1993).

En relacion con los tipos de problemas que se plantean al alumno, la decision ven-
dra determinada por el objetivo de instruccion que se persiga. Si pretendemos mejo-
rar el proceso de resolucion del alumno tendremos que evitar los ejercicios rutinarios
de mera aplicacion y, en su lugar, proponer tareas (Schoenfeld, 1989):

desafiantes para el alumno: a veces esto se consigue con un simple cambio en
la formulacion del problema, por ejemplo, en lugar de «Comprueba que...», pro-
poner «Un amigo mio afirma que... ses verdad?»;

que requieran la aplicacion de nuevos procedimientos de solucion que surjan
de la combinacién de aquéllos que ya domina el alumno;

que se acerquen a los intereses de los alumnos.

En relacion con el alumno que resuelve el problema

Entre los factores implicados en la RPM que hacen referencia al alumno se han exa-
minado las cuatro dimensiones clasicas (conocimientos de base, repertorio de heuris-
ticos, «metaconocimentos» y habilidades «metacognitivas» y afectividad), a la hora de
intervenir tendremos que tener en cuenta las dificultades que hayan podido aparecer
en cada una de ellas.

Conocimientos de base

Luria y Tsvetkova (1981) proponen una serie de indicaciones para que los individuos
con determinadas lesiones cerebrales puedan superar las dificultades relativas a la
comprension del enunciado del problema. Algunas de estas indicaciones pueden ser
validas para la intervencion «psicoeducativa» sobre los alumnos con dificultades en la
RPM:

Buscar y subrayar las palabras importantes de cada frase del enunciado.
Escribir de modo esquematico el contenido de cada frase del enunciado.
Expresar cada frase con sus propias palabras.

Reproducir el texto utilizando frases cortas y sencillas.
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Otras técnicas dirigidas a mejorar la comprension del enunciado por parte del
alumno consisten en que éste: se vea obligado a explicar el enunciado a un compa-
fiero, sefiale cudl es la pregunta del problema y la explique con sus palabras, indique
los datos que hacen falta para resolver el problema y separe los datos relevantes de
los que no lo son (Enright y Choate, 1993).

Para abordar las dificultades que supone al alumno la distincion entre los datos
relevantes e irrelevantes del problema puede ser util el entrenamiento en la realiza-
cion de diagramas, graficos o dibujos a partir del enunciado del problema, de tal
manera que se facilite la representacion mental del mismo (Mayer, 1991).

Para evitar las respuestas absurdas (Ejemplo: la longitud de un lapiz es de 1.546
metros) puede ser eficaz obligar al alumno a relacionar la solucion alcanzada con el
enunciado, para ello debe exigirsele que ponga al lado de cada resultado numérico
obtenido el nombre expresivo de su significado (Alonso, 1986).

Repertorio de heuristicos

Existen estudios (Algarabel et al., 1996) que indican que el entrenamiento en heuris-
ticos especificos constituye un método util para mejorar el rendimiento en la RPM.
Nickerson, Perkins y Smith (1990),a partir del modelo de RPM de Polya, proponen un
listado de heuristicos adecuados para cada una de las fases del modelo.

Heuristicos para representar o comprender el problema:

Asegurate de que conoces la incognita, los datos y las relaciones entre los
datos.

Asegurate de que comprendes la indole del estado final, del estado inicial y de
las operaciones posibles para llegar del estado inicial al estado final.

Traza un grafico o diagrama e introduce la notacion adecuada.

Si la representacion de un problema no conduce a la solucion, trata de volver
a formular el problema.

Heuristicos para idear un plan:

Recuerda un problema conocido de estructura analoga al que tienes delante y
trata de resolverlo.

Piensa en un problema conocido que tenga el mismo tipo de incognita y que
sea mas sencillo.
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§i no puedes resolver este problema, intenta transformarlo en otro cuya solu-
cién conozcas.

Simplifica el problema fijindote en casos especiales.

Sustituye la variable entera por valores especificos y observa si aparece alguna
generalizacion; si asi ocurre, trata de comprobar esa generalizacion mediante
induccion matematica. También puedes sustituir las incognitas por los valores
extremos (por ejemplo, cero o infinito) y observa si aparece alguna solucion.
Convierte el problema en otro mas general y prueba a resolverlo.
Descomp6n sucesivamente el problema en partes cada vez mas pequefias
hasta conseguir problemas de tamafio manejable.

Heuristicos para ejecutar el plan:
Verifica cada paso.
Heuristicos para verificar los resultados:

Trata de resolver el problema de un modo diferente.
Verifica las implicaciones de la solucion.

Todos estos heuristicos han de ser modelados por el profesor (o por un alumno
aventajado) mientras resuelve un problema, haciendo explicita la conexion entre el
heuristico y su aplicacion. Posteriormente, el alumno con dificultades en 1a RPM debe
ponerlos en practica con la ayuda del profesor. Finalmente, el alumno debe practicar
en solitario (Nickerson, Perkins y Smith, 1990).

Schoenfeld (1980, cit. en Nickerson, Perkins y Smith, 1990) ha disefiado una estra-
tegia directiva general para la ensefianza de una serie de heuristicos de RPM. La estra-
tegia directiva consta de cinco fases:

Analisis. El objetivo consiste en comprender el problema y en simplificarlo. Para ello
se trabajan los siguientes heuristicos:

Dibuja un diagrama del enunciado.

Examina casos especiales: aplicando valores especiales para ejemplificar el pro-
blema; examinando los casos extremos; igualando todos los parimetros enteros
a1,2,3,[...] en una sucesion hasta hallar un patron.

Simplifica el problema.
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Diserio. El objetivo consiste en desarrollar un plan de resolucion, mantener dicho plan
y asegurarse de que los clculos no se realizan prematuramente. No se sugiere ningin
heuristico.

Exploracion. Esta fase tiene lugar cuando aparecen dificultades y no existe un plan que
pueda llevar directamente a la solucion. Esta fase implica los siguientes heuristicos:

Considera problemas equivalentes. Para ello reemplaza las condiciones por
otras equivalentes o recombina los elementos del problema de distinta mane-
ra o introduce elementos auxiliares o vuelve a formular el problema (cambian-
do de perspectiva o de notacion, considerando argumentos por contradiccion,
suponiendo una solucion y aceptando sus propiedades).

Considera problemas algo modificados: Para ello elige «subobjetivos» o retira
una condicion y luego trata de insertarla de nuevo o, descompon el problema
y trabaja sobre cada una de las partes.

Considera problemas ampliamente modificados. Para ello construye un proble-
ma anilogo con menos variables, o mantén fijas todas las variables menos una
para determinar su impacto, o intenta aprovechar cualquier problema pareci-
do en cuanto a su forma, datos y conclusiones.

Realizacion. En condiciones normales, la realizacion sigue a la fase de disefio y se basa
en la puesta en marcha del plan disefiado. No se sugieren heuristicos para esta fase.

Verificacion. El objetivo consiste en evaluar la solucion obtenida. Para ello se recurre
a los siguientes heuristicos:

Somete la solucion a estas pruebas especificas: jutiliza todos los datos pertinen-
tes?, scuadra con las estimaciones y predicciones razonables?, etc.

Somete la solucion a estas pruebas generales: ;puede obtenerse de un modo
diferente?, ;puede comprobarse a través de casos especiales?, ;puede reducir-
se a resultados conocidos?, etc.

El proceso de ensefanza-aprendizaje de estos heuristicos transcurre asi
(Schoenfeld, 1980, cit. en Nickerson, Perkins y Smith, 1990):

El profesor modela el uso de heuristicos aplicindolos a un problema matema-
tico concreto.
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El profesor discute ampliamente con los alumnos la puesta en practica de los
heuristicos.

Los alumnos, divididos en grupos, tienen oportunidad de aplicar los heuristicos
bajo la mirada atenta del profesor que, en caso necesario, les proporciona la
retroalimentacion adecuada. Para estimular la reflexion sobre el proceso de
RPM, el profesor suele plantear al alumno preguntas como por ejemplo: ;qué
estds haciendo?, ;por qué estas haciendo esto?, ;como te ayuda lo que estds
haciendo para alcanzar la solucion?.

Con la practica los alumnos van interiorizando estas preguntas hasta llegar a
plantearlas de manera espontinea.

El principal problema del entrenamiento especifico en heuristicos estriba en que
la generalizacion de los logros alcanzados no es del todo satisfactoria, es decir, los
alumnos tienen problemas para aplicar los heuristicos aprendidos a nuevos proble-
mas. Por esta razon, Polya (1945) recomienda ensefiar estos heuristicos aplicandolos
a una diversidad de problemas, con objeto de generalizar su uso.

«Metaconocimientos» y habilidades «metacognitivas»

Una via de mejorar las habilidades de autorregulacion del alumno en relacion con
la RPM se basa en el entrenamiento en «autocorrecciones». En concreto, para favo-
recer el aprendizaje autonomo del alumno podemos mostrarle, mediante un mode-
lo realizado por el profesor, como se realizan las «autocorrecciones» (Macnab y
Cummine, 1992).

La ensefanza de las estimaciones constituye otra via de mejorar los procesos
de autocontrol del alumno (Enright y Choate, 1993). En este caso se trata de ense-
narle a realizar estimaciones de los problemas que resuelve para compararlos con
los resultados que obtiene vy, de esta forma, modificar o no el proceso de resolu-
cion seguido.

El entrenamiento en hacerse preguntas a si mismo se ha mostrado como otra
técnica eficaz para el mismo objetivo. Las «autopreguntas» funcionan a modo de
estrategias «metacognitivas» que ayudan a que los alumnos se centren en el proce-
so de resolucion del problema. Estas «autopreguntas» se pueden utilizar en el tra-
bajo por parejas de los alumnos (King, 1991) o en el trabajo individual (Manning,
1984). La instruccion se basa en ensefiar a los alumnos como usar las «autopregun-
tas» adecuadas a cada una de las fases de la resolucion del problema, por ejemplo
(King, 1991):
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En la planificacion: scudl es el problema?, ;qué estamos tratando de hacer aqui?,
¢qué informacion nos da?, etc.

En la ejecucion: sestamos utilizando el plan o la estrategia?, snecesitamos un
nuevo plan?, etc.

En la verificacion: ;qué fue lo que funcioné?, ;qué podriamos hacer de manera
distinta la proxima vez?

El proceso de instruccion suele desarrollarse de la siguiente manera: prime-
ro se modela el uso de las «autopreguntas» a los alumnos; algunos de ellos prac-
tican ante los demas y se les devuelve retroalimentacion sobre como lo han
hecho v, finalmente, los alumnos aplican las «autopreguntas» mientras resuelven
un problema.

Componentes afectivos
Muchas de las dificultades que se plantean en relacion con esta dimension quedarian
subsanadas con las intervenciones anteriores y con las que se expondran para el con-
texto. Por ello, s6lo vamos a destacar algunas estrategias generales para favorecer la
motivacion y las actitudes del alumno hacia la RPM.

En primer lugar, los problemas que se plantean al alumno deben contagiarse de
algunas de las caracteristicas propias de los problemas que hay que resolver en la vida
cotidiana. Esto se traduce en (Barbera y Gomez-Granell, 1996):

Que el alumno tenga la oportunidad de definir una situacion como problematica.
Que el problema sea practico.

Que el problema admita mas de una solucion.

Que el problema admita mas de un método para alcanzar la solucion.

En segundo lugar, a través de las actuaciones y de las palabras se debe transmi-
tir al alumno nuestra confianza en su capacidad para resolver problemas (Garofalo,
1989).

En tercer lugar, se debe comunicar a los alumnos la dificultad de la tarea que hay
que realizar y el grado de esfuerzo que exige, porque el alumno tiende a experimentar
una gran satisfaccion cuando es capaz de resolver un problema desafiante y, en caso
de fracaso, ante una tarea dificil que demanda una gran cantidad de esfuerzo, el alum-
no podra reconocer que el error no es resultado de su falta de competencia
(Kloosterman y Gorman, 1990). Esta dltima atribucion le animara a volverlo a intentar.
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En cuarto lugar, se debe fomentar la resolucion de problemas en pequefos gru-
pos porque el compartir las dificultades con el grupo de iguales puede contribuir a
que éstas se vivencien con menos carga de angustia (Marti, 1996).

En quinto lugar, se debe valorar el conocimiento informal del alumno y el uso
que hace de procedimientos y estrategias personales para adaptar la instruccion a
esos conocimientos previos (Gomez-Granell, 1994).

Finalmente, se deben emplear recursos didicticos variados en la RPM. Entre ellos,
el ordenador supone un valioso instrumento para atraer la atencion y el interés del
alumno por la RPM (Enright y Choate, 1993).

En relacion con el contexto en que el alumno aprende y resuelve los
problemas matematicos

No se deberian utilizar los problemas de los libros de texto sin un analisis previo del
grado de dificultad que suponen (Tomas, 1993). Por otro lado, hay que alternar las
diversas formas de plantear un problema para que los alumnos no se acostumbren a
una sola manera de identificar los datos que se les suministran y los datos que se les
piden (por ejemplo: situacion y pregunta final) (Tomas, 1993).

Hay que cuidar los criterios de evaluacion de la RPM del alumno, de manera que
no se refuerce exclusivamente la obtencion de una respuesta correcta, sino que se
valoren otros aspectos de la resolucion, como la identificacion y la justificacion de los
métodos de solucion empleados. Las valoraciones negativas de los resultados deben
sustituirse por la propia correccion del alumno (Riviere, 1990).

Los alumnos tienen que tener la oportunidad de verbalizar su propio pensamien-
to, explicar o justificar sus soluciones y pedir la aclaracion de aquello que no entien-
den (Schoenfeld, 1992).

Finalmente, es conveniente trabajar la RPM en pequenos grupos donde el alumno
se vea obligado a hacer explicito y a justificar su proceso de resolucion (Marti, 19906).
Estos trabajos pueden favorecer el intercambio de ideas en torno a la RPM y que el
alumno tome conciencia de que un mismo problema puede abordarse a través de dis-
tintos procedimientos, todos ellos validos.
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Conclusiones

De lo expuesto en este articulo se extrae que la RPM es una actividad compleja que
se desarrolla en una serie de fases: (a) Identificacion y definicion del problema, (b).
Planificacion de la solucion, (¢) Ejecucion del plan y (d) Verificacion.

En cada una de las fases los alumnos pueden manifestar dificultades. De este
modo, en la fase de definicion del problema los alumnos pueden encontrar dificultad
a la hora de traducir el enunciado en una representacion mental que les oriente en la
busqueda de la solucion, debido a problemas en sus conocimientos de base, el desco-
nocimiento de heuristicos o debido a la dificultad que entrafa el propio enunciado.
Para superar estas dificultades en el articulo se han propuesto intervenciones que van
dirigidas a lograr que el alumno desarrolle una correcta representacion mental del
enunciado matematico y que pasan por la redaccion clara del problema, el entrena-
miento en procedimientos de representacion grafica del enunciado y el desarrollo de
las habilidades de anilisis y busqueda de informacion.

En la fase de planificacion y ejecucion del plan, las dificultades mas frecuentes sue-
len deberse a un bajo desarrollo «<metacognitivo» que se traduce en respuestas impulsi-
vas en las que no se tiene en cuenta la reflexion sobre la demanda de la tarea antes de
empezar la ejecucion del problema, pero también son frecuentes problemas en la apli-
cacion de heuristicos y dificultades relativas al conocimiento del procedimiento. Como
vias de solucion de todas estas dificultades se proponen programas de entrenamiento en
heuristicos basados en el modelado y el pensamiento en voz alta, donde la responsabili-
dad sobre el control de la tarea va cediendo progresivamente del profesor al alumnado,
pasando por una fase intermedia de resolucion conjunta del problema matematico.

Por tltimo, en la fase de verificacion las dificultades mas comunes son las que se
dan con respecto a la evaluacion del proceso seguido, motivadas por una deficiente
«metacognicion» y/o por un escaso conocimiento de base que ayude a interpretar los
resultados. El entrenamiento en «autocorrecciones» y «autopreguntas» y la ensefianza
explicita de las estimaciones se muestran como buenos procedimientos para resolver
las dificultades que aparecen en esta fase de la RPM.

Todas estas actuaciones deben ir acompafiadas ademas de intervenciones dirigi-
das a mejorar el contexto en el que el alumno resuelve los problemas matematicos y
que pasan por crear un clima en el que el alumno sienta que se valora su proceso de
resolucion y no solo la solucion a la que llega, pueda compartir su pensamiento mate-
matico con sus iguales, esté expuesto a problemas matematicos interesantes y utiles
y se empleen recursos didacticos variados para plantear y resolver los problemas.
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