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Objectivo general:

Estudiar algunos fenémenos que surgen en el estudio de la controlabilidad de
sistemas parabdlicos no escalares.

Sistemas parabdlicos no escalares: surgen en problemas de reaccién
quimica, en modelado de problemas biolégicos y en una amplia variedad de
problemas fisicos.
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@ Introduccion
© Ecuacion escalar del calor
@ Primer fenémeno: Tiempo minimo de control

e Segundo fenémeno: Dependencia de la posicién del abierto de control
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1. Introduccién

Fijemos T > 0y sean H y U dos espacios de Hilbert separables.
Consideremos también el sistema evolutivo:

{ Yy =Ay+Bu en(0,T),

1
& ¥(0) = yo € H.

Ay B son operadores “apropiados”, yo € H es el dato inicial en t = 0,
uel? (0,T; U) es el control (ejercido mediante el operador B) y la solucién
y = yu(t) € H es el estado asociado al control u.
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1. Introduccién

Fijemos T > 0y sean H y U dos espacios de Hilbert separables.
Consideremos también el sistema evolutivo:

{ Yy =Ay+Bu en(0,T),

1
& ¥(0) = yo € H.

Ay B son operadores “apropiados”, yo € H es el dato inicial en t = 0,
uel? (0,T; U) es el control (ejercido mediante el operador B) y la solucién
y = yu(t) € H es el estado asociado al control u.

Q H=R"U=R" Amatrizn X n, Bmatriz n X m: Sistema Diferencial
Ordinario con n ecuaciones y controlado con m controles.

Q@ H =1%*(Q) (2 C RN abierto no vacio), U = L*(Q x (0,T)), A = A,
B = 1, funcidn caracteristica sobre w (w C €2) + Condiciones sobre la
frontera: Ecuacién del calor con control distribuido.
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1. Introduccién

Supongamos que el problema estd bien planteado: V(yo, «) existe una tnica
solucién y, € C°([0, T]; H) de (1) dependiendo de manera continua de los
datos.

@ Controlabilidad Exacta: El sistema (1) es exactamente controlable en
el instante T si ¥(yo,y1) € H x H, existe u € L*(0, T; U) t.q. la solucién
yu de (1) satisface y,(T) = y;.

o Controlabilidad nula o exacta a cero: El sistema (1) es controlable a
cero en el instante T si Vyy € H existe u € L*(0,T; U) t.q. y,(T) = 0.

o Controlabilidad Aproximada: El sistema (1) es aproximadamente
controlable en el instante 7 si V(yo,y1) € H X H, y cualquier ¢ > 0,
existe u € L*(0,T; U) t.q.

yu(T) = yille < e
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1. Introduccién

Observacion

Trataremos problemas parabdlicos. Asi, debido al efecto regularizante de
estos problemas no hay controlabilidad exacta. Por tanto, nos centraremos en
controlabilidad nula o aproximada de los sistemas que consideraremos.
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2. Ecuacion escalar del calor J
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2. Ecuacidn escalar del calor

Caso mas sencillo: Ecuacion escalar del calor en dimensién 1:
Problema de controlabilidad exacta a cero frontera para la ecuacién clasica
del calor unidimensional planteada en (0, 7):

YI_)’xx:O enQ:(O')ﬂ)X(OvT)’
() y(07 ) =V y(ﬂv ) =0 sobre (07 T)7
y(,O) =)o en (07 W)’

conyg € H~'(0,7) y v € L?(0, T). El problema est4 bien planteado y hay
dependencia de la solucién respecto de los datos yg y v.
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2. Ecuacidn escalar del calor

Caso mas sencillo: Ecuacion escalar del calor en dimensién 1:
Problema de controlabilidad exacta a cero frontera para la ecuacién clasica
del calor unidimensional planteada en (0, 7):

Yz_)’xx:() enQ:(O,ﬂ)X(O,T),
2) y(0,-) =v, y(m,-)=0 sobre(0,7T),
y(,O) =)o en (07 7T)7

conyg € H~'(0,7) y v € L?(0, T). El problema est4 bien planteado y hay
dependencia de la solucién respecto de los datos yg y v.

Objetivo:

Dado yo, queremos demostrar que existe un control v € L?(0, T) tal que la
solucién y, del problema satisface:

w(x,T)=0 Vxe (0,m).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Por comodidad, tomemos

Yo € LZ(O, 71')

. La condicion

»w(x,T)=0 Vxe (0,m).

equivale a

/ (6 Tpr()dr =0 Vor.
0

M. Gonzilez-Burgos
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2. Ecuacidn escalar del calor

Por comodidad, tomemos |y € L*(0, 7) |. La condicién

»w(x,T)=0 Vxe (0,m).

equivale a
/ wx, T)er(x)dx =0 Veor.
0

Se puede demostrar la formula:

T T T
/0 yol, T)pr(x) dx = /0 V(1) px(0, 1) dt + /0 Jo(x)p(x, 0) .

donde ¢ es la solucién del llamado problema adjunto:

{ _Sot_gpxx:() enQ7

¢ =0sobre {0,7} x (0,7), o(-,T) =¢r en(0,m).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Propiedad:

v € L?(0,7) es un control nulo para el sistema (2) (i.e., v € L?(0, T) es un
control t.q. 1a solucion y, de (2) satisface y, (-, 7) = 0 en (0, 7)) si y solo si

/ V(1) 0e(0, ) dt = — / " o), 0)dt, Vpr € HA0, 7).
0 0

 es la solucién del problema adjunto:

—¢r — P =0 en O,
¢ =0sobre {0,1} x (0,7), ¢(-,T)=¢r en(0,m).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Propiedad:

v € L?(0,7) es un control nulo para el sistema (2) (i.e., v € L?(0, T) es un
control t.q. 1a solucion y, de (2) satisface y, (-, 7) = 0 en (0, 7)) si y solo si

/ V(1) 0e(0, ) dt = — / " o), 0)dt, Vpr € HA0, 7).
0 0

 es la solucién del problema adjunto:

—¢r — P =0 en O,
¢ =0sobre {0,1} x (0,7), ¢(-,T)=¢r en(0,m).

Objetivo:

Seleccionar una base del espacio mediante la cual se resuelva facilmente el
problema adjunto. Asi convertiremos el anterior problema en un sistema
infinito de igualdades.
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2. Ecuacidn escalar del calor

El operador —0y, sobre (0, 7) con condiciones de contorno Dirichlet
homogéneas tiene una sucesion de autovalores y autofunciones normalizadas
dadas por

2
M = K2, gbk(x):\/;sinkx, k>1, xe(0,m).

El conjunto {¢ }x>1 es una base ortonormal de L2(0, 7r) y ortogonal de
H{ (0, 7). En lo que sigue usaremos la notacién: Para f € L*(0,7),

fi = / " f(x)ér(x)dx (coeficiente de Fourier).
0

@ Tenemos una base.

© Tomando 7 = ¢, la solucién del problema adjunto es:
o(x,1) = e MT=0 gy (x).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Propiedad:

v € L?(0,7) es un control nulo para el sistema (2) (i.e., v € L?(0, T) es un
control t.q. la solucion y, de (2) satisface y, (-, 7) = 0 en (0, 7)) si y solo si

/ V(1) o0, 1) it = — /”yo(@@(x,ow, Vr € HY(0, ).
0 0

Dado yq € L*(0, ), existe un control v € L*(0, T) t.q. la solucién y, de (2)

satisface y(-, T) = O en (0, ) si y solo si existe

v e L*0,7)

t.q.

T s
/ V(e T, (0)dt = — / YoM gu(x) dx, Wk > 1,| <=
0 0

T
1 /=
,)\k(Tft) ( )d — _\/7 T
e Vv(t)adt e
/0 KV 2

Yo,k = Ck

Vk > 1.

Este problema se denomina problema de momentos.
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2. Ecuacidn escalar del calor

Hemos probado que el sistema

yt_))xxzo enQ:(O’ﬂ—)X(OaT)’
2 y(07 ) =V y(ﬂ-a ) =0 sobre (07 T)v
)7(,0) =0 en (Oa ﬂ-),

es controlable a cero en el instante T si y solo si existe v € L?(0, T) tal que

r — Mt 1 T _MT —
e T —tdt=——/ze “yp=cr Vk>1.
o K\ 2 :
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2. Ecuacidn escalar del calor

Hemos probado que el sistema

yt_))xxzo enQ:(0,7r)><(0,T),
2 y(Oa ) =V y(ﬂ-a ) =0 sobre (Ov T)v
)7(,0) =0 en (Oa ﬂ-),

es controlable a cero en el instante T si y solo si existe v € L?(0, T) tal que

r — Mt 1 T _MT —
e T —tdt=——/ze “yp=cr Vk>1.
A K\ 2 :

Dos cuestiones

1. ;El sistema es compatible? Independencia lineal de las exponenciales.
2. En caso positivo, ;podremos hallar una solucién v en L*(0, T)?
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2. Ecuacidn escalar del calor

Se tiene el siguiente resultado:

Theorem

Para cualquier yo € H='(0,7) y T > 0, existe v € L*(0, T) solucion del
anterior problema de momentos. Es decir, el sistema

Vi — V=0 en Q= (0,7) x (0,7),
(2) }’(07 ) =V y(ﬂ-a ) =0 sobre (O’ T)a
y(70) =Yo en (07 7T)7

es exactamente controlable a cero en el instante T, para cualquier T > 0.
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2. Ecuacidn escalar del calor

Prueba: Familias Biortogonales: ([FATTORINI,RUSSELL] Arch. Rat. Mech.
Anal. (1971)).

Dos ingredientes ( = k)

|

o Z " < oo | == la familia {¢e~*'};> es linealmente independiente

en L*(0,T) <= existe una familia (no tnica) {ps }x>1 C L*(0,T) que

T
satisface / e”\”pz(t) dt = 0y, Vk,1> 1 (biortogonalidad).
0
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2. Ecuacidn escalar del calor

Prueba: Familias Biortogonales: ([FATTORINI,RUSSELL] Arch. Rat. Mech.
Anal. (1971)).

Dos ingredientes ( = k)

|

o Z — < 00| == la familia {¢=*'};> es linealmente independiente

en L*(0,T) <= existe una familia (no tnica) {ps }x>1 C L*(0,T) que

T
satisface / e”\”pz(t) dt = 0y, Vk,1> 1 (biortogonalidad).
0

o ’ A —N| > plk—1|, Vk,I>1 ‘:> podemos elegir una familia
biortogonal con la propiedad: Ve > 0, 3C(¢,T) > 0 t.q.

HPkHLZ(o,T) < C(E,T)edk Vk > 1.
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2. Ecuacidn escalar del calor

Podemos encontrar un control que satisfaga el problema de momentos

T
1
/ e My(T — 1) dt = _k\/je)\ﬂyo’k =c¢ Vk>1.
0

como combinacion de {p;};>1:

W(T —s) = ClPl \[Z AT yo 1 pi(s)

>1 >1
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2. Ecuacidn escalar del calor

Podemos encontrar un control que satisfaga el problema de momentos

T
1
/ e My(T — 1) dt = _k\/je)\ﬂyo’k =c¢ Vk>1.
0

como combinacion de {p;};>1:

(T —s) = clpl \/>Z Tyo.pi(s)

>1 >1

y la serie converge absolutamente en L2(0, T): Tomamos £ = T/2 > 0:

T 1 _ T
IPellzzo,r) < C(T)e2™ = >~ i Mokl lPell 207y < C(T)> e 2™,
>1 >1

A\« = k? y la serie converge en L?(0, T). [ |
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2. Ecuacidn escalar del calor

@ El anterior resultado es valido para cualquier intervalo acotado no vacio
(a,b) y para cualquier operador de segundo orden: operador eliptico
autoadjunto:

Ly=— (O‘(x)yX)x + c(x)y, RS (aa b):
con o € C'([a,b]), « > 0in (a,b), y c € C°([a, b]).

© También es posible probar el resultado de controlabilidad a cero con
control distribuido:

v: + Ly = vl en Q= (a,b) x (0,7T),
)7((1, ) = 07 y(bv ) =0 sobre (07 T)a
y(70) = Yo en (Cl,b),

con yg € L*(0,7) y w C (a,b), un subconjunto abierto no vacio y 1, la
funcién caracteristica en w.
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2. Ecuacidn escalar del calor

Comentarios finales en el caso escalar

1. El resultado de controlabilidad exacta a cero para el caso N-dimensional
fue resuelta independientemente por G. Lebeau y L. Robbiano (para la
ecuacion del calor) y por A. Fursikov and O. Imanuvilov (para una ecuacién
parabdlica general): Control Distribuido

yi+L(t)y=vl, enQ=Qx(0,T),
y=0 sobre Y7 = 09 x (0,7),

y(-,0) = yo en (),

con 2 C RY un abierto conexo acotado no vacio, w C €2 un subconjunto
abierto no vacio e yg € L*(Q).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Comentarios finales en el caso escalar

1. El resultado de controlabilidad exacta a cero para el caso N-dimensional
fue resuelta independientemente por G. Lebeau y L. Robbiano (para la
ecuacion del calor) y por A. Fursikov and O. Imanuvilov (para una ecuacién
parabdlica general): Control Frontera

yi+L(t)y=0 enQ=Q x(0,7),
y=vlr, sobre X7 = 0Q x (0,7),
y(,0)=yo  enQ,

con 2 C RY un abierto conexo acotado no vacio, I'g C 9 un subconjunto
abierto relativo no vacio, 1, la funcién caracteristica sobre I'g €

=
yo € H'(Q).
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2. Ecuacidn escalar del calor

Comentarios finales en el caso escalar

1. El resultado de controlabilidad exacta a cero para el caso N-dimensional
fue resuelta independientemente por G. Lebeau y L. Robbiano (para la
ecuacion del calor) y por A. Fursikov and O. Imanuvilov (para una ecuacién
parabdlica general): Control Frontera

yi+L(t)y=0 enQ=Q x(0,7),
y=vlr, sobre X7 = 0Q x (0,7),
y(,0)=yo  enQ,

con 2 C RY un abierto conexo acotado no vacio, I'g C 9 un subconjunto
abierto relativo no vacio, 1, la funcién caracteristica sobre I'g €

yo € H™! (Q).

2. Hasta ahora solo hemos tratado el problema de controlabilidad exacta a
cero de problemas parabdlicos escalares con control distribuido o frontera.
Para el correspondiente problema de controlabilidad aproximada se pueden
obtener resultados similares:
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2. Ecuacidn escalar del calor

Comentarios finales en el caso escalar:

i+ L(t)y=vl, enQ=Qx(0,T),
y=0 sobre X1 = 0Q x (0,T),
y(,O) = Yo en Qv
es aproximadamente controlable en el instante T > 0,Yw y T > 0. [ |

i+ Lt)y=0 enQ=Qx(0,7),
y=vlr, sobre X7 = 00 x (0,T),
¥(-,0)=y  en,

es aproximadamente controlable en el instante T > 0, VI'gy T > 0. [ |
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2. Ecuacion escalar del calor
Comentarios finales en el caso escalar

Observacion

El resultado de controlabilidad distribuida para

i+ L({#)y=vl, enQ=Qx(0,T),
y=0 sobre Y7 = 99 x (0,7T),
y('70) =JYo en €2,

es equivalente al resultado de controlabilidad frontera para

vi+L(t)y=0 enQ=Qx(0,7),
y =vlp, sobre X7 = 092 x (0,7),
y(ao) =)o CHQ,
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2. Ecuacion escalar del calor
Comentarios finales en el caso escalar

Resumen en el caso parabdlico escalar:

@ Los sistemas

ye+ L(t)y=vl, enQ, ye+L(t)y=0 enQ,
y=20 sobre Y7, |y y =vlr, sobre Y7,
y(-,0) =0 en €, ¥(50)=y  enQ,

son aproximadamente controlables y exactamente controlables a cero en
el instante 7 > 0, para cualesquiera datos w, ['g y T > 0.

o Las propiedades de controlabilidad de ambos sistemas son equivalentes:
“Controlabilidad frontera si y solo si controlabilidad distribuida”

“Controlabilidad aproximada si y solo si controlabilidad exacta a
cero”
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2. Ecuacidn escalar del calor
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3. Primer fenomeno: Tiempo minimo
de control
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Consideremos ahora un sistema parabdlico 2 x 2 lineal (sistema de
reaccion-difusion)

Yt — Dy +Agy =0 en Q := (0,7) x (0,7),
(3) y(07 ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)v
)’(,0):)’0 en (0771-)7

con y = y,(x,t) es el estado, yp € L?(0, 7; R?) es el dato inicial y
o D = diag (dy,ds) € L(R?),cond; > 0,y Ag € L(R?) matrices

0
constantes; B = | vector de RZ;

@ v € L*(0,T) es un control escalar.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Observacion

De nuevo estamos interesados en estudiar las propiedades de controlabilidad
del sistema (3): Problema de controlabilidad frontera para un sistema de
EDPs parabdlicas.

IMPORTANTE

Tenemos un sistema de dos ecuaciones del calor acopladas y queremos
controlar el sistema (dos estados) actuando solamente sobre la segunda
ecuacion.

M. Gonzilez-Burgos Nuevos fenémenos en la controlabilidad de sistemas



3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
3) y(0,-) =Bv, y(m,-)=0 sobre(0,7),
y(',O) =Yo en (0777)’

donde |Ag = ( 8 (1) > , B= ( 0 > v € L*(0,T): control escalar.

Theorem (Fernandez-Cara, M.G.-B., de Teresa, (2010))

Supongamos que d; = dp > 0. Entonces, el sistema (3) es controlable a cero
en el instante T para cualquier T > 0.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) )’(O, ) = BV’ y(ﬂ-7 ) =0 sobre (Oa T)v
y(',O) =0 en (0777)’

donde |Ag = ( 8 (1) > , B= ( 0 > v € L*(0,T): control escalar.

Theorem (Fernandez-Cara, M.G.-B., de Teresa, (2010))

Supongamos que d; = dp > 0. Entonces, el sistema (3) es controlable a cero
en el instante T para cualquier T > 0.

OBIJETIVO

Supondremos que d; # d y, por ejemplo, d; = 1,d, =d # 1.

Dado T > 0, queremos probar la existencia de un control v € L(0, T
t.q. »(T) = 0?

| A
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Qa
(3) y(o) ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)7
y(70) =Yo €n (0771—)7

Controlabilidad aproximada:

Theorem (Fernandez-Cara, M.G.-B., de Teresa, (2010))

Supongamos d # 1. Entonces, el sistema (3) es aproximadamente controlable
en el instante T > 0 if and only if V'd & Q.

Theorem (de Teresa (2000), M.G.-B., Pérez-Garcia (2004), ....)

El sistema (3) con control distribuido en w C (0, 1) es controlable a cero en
el instante T, para cualquier T > 0y d > Q.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Qa
(3) y(o) ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)7
y(70) =Yo €n (0771—)7

Controlabilidad aproximada:

Theorem (Fernandez-Cara, M.G.-B., de Teresa, (2010))

Supongamos d # 1. Entonces, el sistema (3) es aproximadamente controlable
en el instante T > 0 if and only if V'd & Q.

Theorem (de Teresa (2000), M.G.-B., Pérez-Garcia (2004), ....)

El sistema (3) con control distribuido en w C (0, 1) es controlable a cero en
el instante T, para cualquier T > 0y d > Q.

| \

Primera diferencia:

Propiedad de controlabilidad exacta a cero con control frontera no equivale a
la propiedad de controlabilidad exacta a cero con control distribuido para (3).
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt = Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = By, y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T):
y('70) = Y0 en (0777)7

En lo que sigue, ‘ D = diag (1,d) ‘, con‘d #1

b Y

- (38) ()
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(o’ ) = BV, y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T),
)’('70) =Yo en (Ovﬂ-)’

Sea ¢ la solucién del problema adjunto:
—: — Dy +Ajp =0 en Q,
80(07 ) = 4,0(7T, ) =0 sobre (01 T)a
(-, T) =@ € H}(0,m)> en (0,).

If y, es la solucién del problema directo, entonces

v ), 00} — (0, 9(,0)) = /0 W(0)B*Dipy(0, 1) di
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dy +Agy =0 en Q,
3) y(0,-) =Bv, y(m,-) =0 sobre (0,7),
y(vo) = Yo en (Ovﬂ-)a

Sea ¢ la solucién del problema adjunto:
—pr — Doy +Agp =0  en Q,
¢(0,) = p(m,-) =0 sobre (0, T),
o(-,T) = o € H}(0,7)* en(0,m).

If y, es la solucién del problema directo, entonces
T
0T ) = G000 0) = [ v(OB" D0,

Ast,|y,(-,T) =0| <= 3v € L*(0,T) tal que

T
/0 V() B*Dyy(0,1) dt = — (yo, 0(-,0)), Vo € H}(0,)?
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control
Operador | L*¢ = —Dipy, + Ajp |-

Queremos una base de autofunciones de L* para H} (0, 7)*:
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control
Operador | L*¢ = —Dipy, + Ajp |-
2

Queremos una base de autofunciones de L* para H} (0, )2

Autovalores y autofunciones de L*
o Autovalores: (Jis; {k%,dk*} := Uist { Ml Ak}
@ Vi1 and Vy: autovectores de la matriz (kD + Aj) asociados a k2, dk>.

o O = , i = 1,2: autofunciones de L*.

o {®;;} es una base (Riesz) de H} (0, ).

v

(- T) =0| <= 3Jv e L*(0,T) tal que

T
/0 v(t)B*Dpy(0,1) dt = — (v, ¢(-,0)), Vo € Hé((), 7r)2
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = BV7 y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T),
))('70) =Yo en (Ovﬂ-)’

Objetivo: Existencia de v € L*(0,T) t.q.

/OT v(t)B*Dpy(0,1) dt = — (y9,(0)), Vo € Hé (0, )2
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = BV7 y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T),
))('70) =Yo en (Ovﬂ-)’

Objetivo: Existencia de v € L*(0,T) t.q.

T
| OB D00 d =~ 0.00) . Vo € 0.2

e Eligiendo g = Py, tenemos ¢ (x, 1) = e_’\kvi(T_’)(I)k,i(x) y

o(x,0) = ef’\k”'T(PkJ(x), 0x(0,1) = kef/\k”(Tft)Vk,-

)

o La anterior igualdad se transforma en (problema de momentos)

T
kB*DVy; / W(T — t)e il dt = —e= T (yg, @y 3), V(k, i)
0
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Q7
3) y(07 ) = By, y(’ﬂv ) =0 sobre (Oa T):
y('70) =)o en (0>7T)7

Condiciones necesarias

@ Problema de momentos:

T U N s
kB*DVk,i / V(T = t)e t dt = —ef/\k’[T <y(), (I)k7,'> 5 V(k, i)

0
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Q7
3) y(07 ) = By, y(’ﬂv ) =0 sobre (Oa T):
y('70) =)o en (0>7T)7

Condiciones necesarias

@ Problema de momentos:

T U N s
kB*DVk,i / V(T = t)e t dt = —ef/\k’[T <y(), (I)k7,'> 5 V(k, i)
0

@ Condicion necesaria (I): B*DVy; # 0 paratodo k > 1,i = 1,2: OK.
@ Condicién necesaria (II): la familia de exponenciales debe ser
independiente: Asi, \¢,1 # )2, es decir,

K #£df, Vk#j>1+=|Vd¢Q
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt = Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = By, y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T):
y('70) = Y0 en (0777)7

T
KB*DVy, / WT = et dt = —e= T (30, B}, V(i)
0

Resumiendo

Queremos v € L?(0, T) tal que

T
/ W(T — t)e i dt = by e Vk>1,i=1,2
0

E/\k,,‘

donde by ; es un dato que satisface | by ;| < C.e
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

T
/ W(T — t)e™ il dt = by je™ T (ki) | Mg = k2, Mo = dk?, Vd & Q.
0

Dos ingredientes??

1 - .
o E < 00| == la familia {e=**};> es linealmente
, k,i -
k>1i=12 "%

independiente en L2(0,T) <= existe una familia (no tnica)
{Priti>1,i=12 C L*(0, T) que satisface (biortogonalidad):

T
/ e_Ak’ftle(t) dt = 5kl(5ija Vkal > la l7.] = 172
0

Resolucion formal del problema de momentos:
V(T = 1) = > i bieipw,i(0)-
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

T
/ W(T — t)e™ il dt = by je™ T (ki) | Mg = k2, Mo = dk?, Vd & Q.
0

Dos ingredientes??

1 - .
o E < 00| == la familia {e=**};> es linealmente
, k,i -
k>1i=12 "%

independiente en L2(0,T) <= existe una familia (no tnica)
{Priti>1,i=12 C L*(0, T) que satisface (biortogonalidad):

T
/ e_Ak’ftle(t) dt = 5kl(5ija Vkal > la l7.] = 172
0

Resolucion formal del problema de momentos:
V(T = 1) = > i bieipw,i(0)-
@ (Condicién de separacién | | A\r; — A\ij| > plk — 1|, V(k,i), (L)) [? NO.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Sea A = { M}~ C (0, 00) una sucesién con elementos distintos dos a dos:

Objetivo: Dado {b; };>1 C R satisfaciendo | |b;| < C-e“** |, hallar
veL*0,7) tq.

T
/ V(T —t)e W dt = bre ™, Vk> 1.
0

Theorem
Bajo las condiciones anteriores, { e MW } 1 C L%(0, T) admite una familia

biortogonal {qy},>, in L*(0,T), i.e.,

T
/ e*/\"’ql(t) dt = o, Vk,1>1
0
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Solucion formal de

T
/ V(T — e M dt = be ™ Vk>1,
0

es v dado por: [v(T —t) = Z bkeﬂ\"TCIk(f) )
k>1
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Solucion formal de

T
/ V(T — e M dt = be ™ Vk>1,
0

es v dado por: [v(T —t) = Z bre " qi(1) |,
k>1

Pregunta: v € L?(0,T)?, i.e., ;la serie Z bre~ T gy (1) | converge en
k>1

L*(0,T)?

Esto nos lleva a:
~ 7
||51k||L2(07T) s
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control
Plhcorem

Supongamos
DRI
=

Entonces, para cualquier € > 0 se tiene

—E>\k

( )‘ = qu”L2 0,7) CZE*’

donde E(z) es la function de interpolacion:
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

El indice of condensacién de A = {\¢};5; C Ces:

—In|E'(\
c(/&):limsupir1| ()|

k—o0 8%()\k) © [0’ +OO] ‘

Corollary

| \

Para cualquier € > 0 se tiene

||C]k”L2(0,T) < CeeleMFaM ke > 1,

\

M. Gonzilez-Burgos Nuevos fenémenos en la controlabilidad de sistemas



3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Recordemos que tenfamos by, t.q. |bi| < C-e***, para cualquier £ > 0, y
querfamos resolver: v € L?(0,T) y

T
/ W(T —t)e M dt = bre™™T, V|,
0

Tomamos v( g bke*)"‘
k>1

Nuevos fenémenos en la controlabilidad de sistemas
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Recordemos que tenfamos by, t.q. |bi| < C-e***, para cualquier £ > 0, y
querfamos resolver: v € L?(0,T) y

T
/ W(T —t)e M dt = bre™™T, V|,
0

Tomamos v( Z bke*/\"
k>1
Del resultado anterior: Dado ¢ > O:

|be| e T gkl z o) < Ce~MilT—c(A)=2¢)

T>c(A) = = e M qi(r) € L0, 7).
k>1
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt = Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = By, y(”) ) =0 sobre (Oa T):
y('70) = Y0 en (0777)7

En nuestro caso,
Ay = { ih>1 = {jzadjz}jzl :

SiT > c¢(Ay), el sistema (3) es controlable a cero en el instante 7', donde
c(Ay) es el indice de condensacion de la sucesion A,.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt = Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = By, y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T):
y('70) = Y0 en (0777)7

e El indice de condensacion de una sucesién A = {\;},~; C Cesun
nimero real ¢ (A) € [0, +o0] asociado a la sucesién que “mide” la

condensacion en el infinito.

L —1In |E'(\)] by 2 e
c(A) _llligpw € [0,00], |[E'(M\k) = /\—kH ( - )\’;) :

e El concepto fue:

e introducido por V.1. Bernstein in 1933 (Legons sur les progres récents de
la théorie des séries de Dirichlet) for real sequences,
e extendido por J. R. Shackell in 1967 para sucesiones complejas.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

@ Propiedad de separacion:

dp>0: |M—N|>plk—1 =|c(A) =0| En particular para el

problema escalar: \; = k%, [\ — \f| = |k — | > |k — [|. Asi

A= {kz}kzl = C(A) =0.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

@ Propiedad de separacion:

dp>0: |M—N|>plk—1 =|c(A) =0| En particular para el

problema escalar: \; = k%, [\ — \f| = |k — | > |k — [|. Asi

A= {kz}kzl = C(A) =0.

Q@a>1,>0yA= {)\k}kzl con Ay = k%, Aol = k& + e_kﬁ

0 0 <«
c(A)=14q 1 B =a  (Obsérvese que ‘ liminf [A\gy1 — M| =0 ‘)
400 >«
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

@ Propiedad de separacion:

dp>0: |M—N|>plk—1 =|c(A) =0| En particular para el

problema escalar: \; = k%, [\ — \f| = |k — | > |k — [|. Asi

A= {kz}kzl = C(A) =0.

Q@a>1,>0yA= {)\k}kzl con Ay = k%, Aol = k& + e_kﬁ

0 0 <«
c(A)=14q 1 B =a  (Obsérvese que ‘ liminf [A\gy1 — M| =0 ‘)
400 >«

9 A= {/\k}kzl con

Nean =K +ne™®, ne{0,---,2k}, k>1
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Qa
3) y(07 ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)7
y(70) =Yo en (077T)7

Ag = {K*, dk* }>1, Vd € Q.

Hemos probado:

Existe To = c(A\y) € [0, 400] tal que si entonces el sistema (3) es

controlable a cero en el instante T.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Qa
3) y(07 ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)v
y(70) =Yo en (077T)7

Ag = {2, dYiz1, Vd € Q.
Hemos probado:

Existe To = c(A\y) € [0, 400] tal que si entonces el sistema (3) es

controlable a cero en el instante T.

T > ¢(A,) | es una condicion suficiente para la controlabilidad nula de (3) en

el instante 7. Pero,
quéocurre si| T < ¢(Ag) ?
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en Q,
(3) y(07 ) = BV7 y(ﬂ-¢ ) =0 sobre (Oa T),
)7('70) =Yo en (0777)’

Supongamos que T < Ty = c¢(A;) € [0, +00]. Entonces el sistema (3) no es
controlable a cero en el instante T.

La prueba es muy técnica. Ingrediente principal:

Uso del concepto de "overconvergence'' de series de Dirichlet.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx +A0y =0 cn Qa
(3) y(o’ ) = By, y(ﬂ-7 ) =0 sobre (07 T)7
y(70) =)0 €n (0771-)7

El resultado de controlabilidad
@ VT > 0: Controlabilidad aproximada si y solo si vd ¢ Q

@ Supongamos vd € Q, 3Ty = ¢(Ay) € [0, +00] tal que

@ el sistema es controlable a cero en el tiempo 7 si
© Incluso si Vd ¢ Q, si el sistema no es controlable a cero en el

instante 7.
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dy +Agy =0 en Q,
(3) y(07 ) = Bv? y(”T) ) =0 sobre (Oa T):
y('>0) = Yo en (0777)7

(Es posible encontrar un tiempo minimo de control > 0? Le., para
Ay = {k?,dk*}1>1 con Vd ¢ Q, ;se tiene c(Ay) > 07
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

Yt — Dyxx + Aoy =0 en 0,
3) y(07 ) = By, y(”T) ) =0 sobre (Oa T):
y('>0) =)o en (O>7T)7

Ty > 07
(Es posible encontrar un tiempo minimo de control > 0? L.e., para
Ag = {k?,dk®};>1 con v/d ¢ Q, ;se tiene c(Ay) > 07

V.

Theorem

Para cualquier T € [0, +00], existe \/d € Q tal que c(Ay) = .

<

Remark
o Existe v/d ¢ Q tal que c(Ay) = +00 (LUCA, DE TERESA).
o c¢(Ay) = 0 para casi todo d € (0, 00) tal que v/d ¢ Q.

@ Para cualquier 7 € [0, +0o0], el conjunto {d € (0,00) : ¢c(Ay) =T} es
denso en (0, +00).
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3. Primer fendmeno: Tiempo minimo de control

F. AMMAR KHODJA, A. BENABDALLAH, M.G.-B., L. DE TERESA,
Minimal time for the null controllability of parabolic systems: the effect of the
condensation index of complex sequences, J. Funct. Anal. 267 (2014), no. 7,
2077-2151.

http://personal.us.es/manoloburgos
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4. Segundo fenomeno: Dependencia
de la posicion del abierto de control
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

(i) ()

w = (a,b) C (0,7) yv e L*(Q) es un control escalar.

donde g € L*(Q),

Objetivo
Propiedades de controlabilidad del sistema (4) (Control Distribuido).

Un tdnico control para controlar dos estados. Control sobre la segunda
ecuacion.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Resultados previos: ‘ wN Suppg # 0 ‘: Controlabilidad nula y aproximada.

e L. DE TERESA, Comm. PDE 25 (2000).

o F. AMMAR-KHODJA, A. BENABDALLAH, C. DUPAIX, 1. KOSTIN,
ESAIM:COCV (2005).

@ M.G.-B., R. PEREZ-GARCIA, Asymptot. Anal. (2006).
@ M.G.-B., L. DE TERESA, Port. Math. (2010).

Coeficientes de difusion distintos, resultados en RY, problemas no lineales.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Resultados previos: ‘ wNSuppg =0 ‘ y condiciones de signo sobre q.

@ O. KAVIAN, L. DE TERESA, ESAIM:COCYV (2010): Controlabilidad
Aproximada.

@ L. ROSIER, L. DE TERESA, C. R. Math. Acad. Sci. Paris (2011):
Controlabilidad nula.

o F. ALABAU-BOUSSOUIRA, M. LEAUTAUD, J. Math. Pures Appl.
(2012): N-d, matrices particulares dependientes de x, condiciones de
signo, condiciones geométricas de control. Controlabilidad nula.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Resultados previos: ‘ wNSuppg =0 ‘ y condiciones de signo sobre q.

o F. ALABAU-BOUSSOUIRA, Math. Control Signals Systems (2014): N-d,
sistemas en cascada, condiciones de signo, condiciones geométricas de
control. Controlabilidad nula.

e F. BOYER, G. OLIVE, Mathematical Control and Related Fields (2014).
Controlabilidad Aproximada., no sign conditions.

@ B. DEHMAN, M. LEAUTAUD, J. LE ROUSSEAU, Arch. Rational Mech.
Anal. (2014). Null controllability.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@ y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

No vamos a imponer condiciones de signo sobre g.

‘wﬁSuppqz@‘conw: (a,b) C (0,7).

Ii(g) = /0 ") i) dr,  Lglg) = /b " 4(x) sin(k)

I(q) = 1 4(g) + b(q) = /O " () sin(he) [ dx
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Theorem (Boyer, Olive (2014))

Supongamos que w = (a,b) C (0,7) con w N Supp g = 0. El sistema (4) es
aproximadamente controlable en el instante T > 0 si y solo si

k(@) + |bx(@) #0 < L) + k(q)]* #0.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

{ 1 sixe(§,i+73)
5
S+te %

= .
hata) = [ ata)sind(kn) = 55 = 5 cos(G (m+ 1) sin(m) £ 0,

También I «(q) # 0 Vk. Controlabilidad Aproximada VT > 0.
@ w=(a,) C (0,1): Iiula) = 0. ¥,

bi(q) = —% sin <k <72T + W;r 1>> sin (kg) sin (kg)

I k(q) = 0 para k = 21 0 k = 3I: No Controlabilidad Aproximada para
ningtn 7" > 0.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@ y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Observacion
@ Controlabilidad Aproximada de (4) es independiente de T > 0: Asi,

“El sistema (4) es aproximadamente controlable en el instante Ty > 0 si
y solo si es aproximadamente controlable en el instante T, para
cualquier T > 0.”

@ La condicion

14(@)]* + 12(9)]* # 0 <= (@) + () # 0.

es una condicion necesaria para la controlabilidad exacta a cero en el
instante T > 0 del sistema (4).
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@) y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Dado T > 0 y suponiendo que

k()] + [bx(@) #0 <= |Li(q))* + |k(q)]* #0,

(es el sistema (4) exactamente controlable a cero en el instante 7 > 0?
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Yt — Yxx + q(x)Agy = Bul,, enQ,
(4) y(oa ) = 07 y<7r7 ) =0 sobre (07 T)a
y(-,O) =)o, en (0777)7

Theorem
Sean w = (a,b) C (0,7) y g € L*(Q) satisfaciendo w N Suppg =Dy

k@) + k(@) #0 <= L@ + (@) #0.

Entonces, existe To(q) € [0, 00| tal que, dado T > 0, se tiene
Q SiT < Ty(q), entonces el sistema (4) no es exactamente controlable a
cero en el instante T > 0.

Q SiT > Ty(q), entonces el sistema (4) es exactamente controlable a cero
en el instante T > 0.

Tiempo minimo de control en un problema de controlabilidad exacta a cero
distribuida de un problema parabdlico.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@ y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Observacién
Si
14 (@)]” + 1k(g)]* # 0
a ™ ™
/ gx)dx#0 o / gx)dx#0 o / q(x)dx # 0,
0 b 0

entonces To(q) = 0 (Controlabilidad Exacta a Cero de (4) para todo T > 0).
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

1 six € (ap,a;+9)
q(x) = .
—1 six € (ap,ar +¥),
a; >0,a1 +0<ay,ap +0<m, £>1.

Q w=(a,b) C (a1 + 4 a): To(q) = 0. Controlabilidad Exacta a Cero
vT > 0.
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

1 six € (ap,a;+9)
q(x) = .

—1 six € (ap,ar +¥),
a; >0,a1 +0<ay,ap +0<m, £>1.

Q w=(a,b) C (a1 + 4 a): To(q) = 0. Controlabilidad Exacta a Cero
vT > 0.

@ w=(a,b) C (0,a): I1x(q) = 0, ¥k,

ba(q) = _% sin (k (a1 + a2 + £)) sin (k(az — a1)) sin (k)
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

1 six € (ap,a;+9)
q(x) = .
—1 six € (ap,ar +¥),
a; >0,a1 +0<ay,ap +0<m, £>1.

Q w=(a,b) C (a1 + 4 a): To(q) = 0. Controlabilidad Exacta a Cero
vT > 0.

@ w=(a,b) C (0,a): I1x(q) = 0, ¥k,

ba(q) = _% sin (k (a1 + a2 + £)) sin (k(az — a1)) sin (k)

e Cont. Aprox. T > 0 <— ‘ (a1 +ax+4)/m H (@ —ar)/m H l/m ‘ Z Q.
e Dado 7 € [0, 00|, Jay, a, y £ satisfaciendo propiedad anterior t.q.

To(q) = 7 | Hay tiempo minimo de controlabilidad exacta a cero que

puede ser | Ty(g) = oo |
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4. Segundo fenomeno: Posicion abierto de control

Y: — Yxx + q(x)Agy = Bul,, en Q,
@ y(0,-) =0, y(m,-)=0  sobre(0,T),
¥(+,0) = yo, en (0,7),

Dado 7 € [0, +00], existe g € L>(0, ) tal que To(q) = 7.

F. AMMAR KHODJA, A. BENABDALLAH, M.G.-B., L. DE TERESA,

Minimal time of controllability of two parabolic equations with disjoint
control and coupling domains, C. R. Math. Acad. Sci. Paris, (2014).

http://personal.us.es/manoloburgos
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Resumen

Caso Escalar versus Sistemas

CASO ESCALAR SISTEMAS

Tiempo minimo de control No Si
Controlabilidad Aproximada < Nula Si No
Control Frontera < Control Distribuido Si No
Dependencia Posicién Abierto Control No St
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