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Introduccion

Los primeros intentos en generalizar los espacios funcionales clasicos de Lebes-
gue tipo L” tuvieron lugar alrededor del afio 1930. Birnbaum y Orlicz [BiO]

consideraron el espacio funcional definido por:

L‘P:{f:R—HR; x>0 :/ch()\|f(w)]) dx<+oo},

donde ¢ : [0, 4+00) — [0, +00) es una funcién convexa, creciente al infinito, i.e.
una funcién cuyo comportamiento es similar al comportamiento de la funcién
clasica: ¢(t) = tP. Méds tarde se prescindié de la convexidad de la funcién
de Orlicz . La posibilidad de dotar los espacios L? de una estructura lineal
métrica y sus diversas aplicaciones para la resolucién de las ecuaciones dife-
renciales e integrales eran las razones fundamentales para el desarrollo de una
nueva teoria en estos espacios que se ha dividido en dos direcciones:

o La primera direccion es la teoria de los espacios funcionales de Banach ini-
ciada en 1955 por Luxemburg [Lu] y desarrollada en una serie de articulos de
Luxemburg y Zaanen [LuZ]. La idea principal de esta teoria consiste en consi-
derar el espacio funcional L de todas las funciones f : X = R, f € M(X,R),
tales que ||f|| < +oo, donde (X, X, 1) es un espacio medible, M (X, S) deno-
ta el espacio de las funciones fuertemente medibles actuando de X hacia un

espacio de Banach S y ||.|| es una funcién norma que cumple:

11l < llgll cuando |f(2)] < |g(z)| p-a.e.

1



INTRODUCCION 2

¢ La segunda direccion es la teoria de los espacios modulares, inspirada por
la exitosa teoria de los espacios de Orlicz. Consiste en reemplazar la forma
integral del funcional no-lineal que controla el crecimiento de los elementos del
espacio de Orlicz por un funcional abstracto que verifica ciertas condiciones.
El primero que inicié la teoria de los espacios modulares en relacién con la
teoria del orden fue Nakano [Na] en 1950. Luego se redefini6 y se generalizé
por Musielak y Orlicz [MuQO] en 1959. En lo que sigue presentamos algunas
propiedades bésicas de esta teoria.

Sea X un espacio vectorial en R (se puede considerar el conjunto de los nimeros
complejos como el conjunto escalar para el espacio vectorial). Un funcional
p: X — [0,+00] se llama un pseudomodular, si para cualquier f,g € X,

tenemos:

(2) plaf) = p(f) cuando |a| =1,

(3) plef +89) < p(f)+plg) para cualquier @, § > 0 cumpliendo a+f = 1.
Si reemplazamos (3) por

(3") plaf + Bg) < ap(f) + Bp(g) cuando «, >0y a+ =1,

entonces el pseudomodular p se llama convexo. Si a vez de (1) tenemos
(1’) p(0) =0;y p(Af) =0 para todo A > 0 implica f =0,
entonces p se llama un semimodular. Mas ain, si tenemos

(1”) p(f) =0siysdlosi f =0,
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entonces p se llama un modular. Si p es un pseudomodular en X entonces el

conjunto definido por
X,={heX ;;gr(l)p()\h) =0}

se llama un espacio modular. &, es un subespacio vectorial de A'. Para un

pseudomodular p en X’ definimos una F-seminorma por la siguiente férmula:

ufupzinf{wo;p({) St}.

Si p es un pseudomodular convexo, entonces el funcional dado por:

£l zinf{t >0;p ({) < 1}

es una seminorma. Obsérvese que las dos formulas anteriores definen respecti-
vamente una F-norma y una norma, si p es un modular. Se puede comprobar

facilmente (ver [Mu]) que
[fn— fllo = 0 es equivalente a p(t(fn — f)) — 0 para todo ¢ > 0.

También sabemos que p(f) < ||f||, cuando ||f||, < 1.
Se dice que la sucesion (f,,) converge modularmente (brevemente: p-converge)
a f € X, si existe A > 0 tal que p(A(f, — f)) — 0 cuando n — +oo0.

Se dice que un modular p es:

(a) Continuo a la derecha, si para todo f € X, tenemos

lim p(¢f) = p(f)

t—1+

(b) Continuo a la izquierda, si para todo f € X,, tenemos

lim p(tf) = p(f)

t—1—
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(¢) Continuo, si es continuo a la vez a la derecha y a la izquierda.

De esta manera, un espacio de Orlicz define un espacio modular, donde

X = M(X,R) y el modular p es dado por:

o) = [ o1 ) o

Basdndose sobre la teoria de los espacios modulares Musielak y Orlicz [MuO]
desarrollaron en 1959 la teoria de los espacios de Musielak-Orlicz, i.e. los

espacios modulares inducidos por modulares de la siguiente forma:

o) = [ o5 )

donde ¢ : X x Rt — R* es una funcién, continua y creciente al infinito con
respecto a la segunda variable, y es medible con respecto a la primera variable.
Tales espacios han sido estudiados hace mas de cuarenta afnos y se conocen
muchas aplicaciones de ellos en distintas ramas del Andlisis.

Posteriormente en 1988, Kozlowski generalizé los espacios modulares a los espa-
cios funcionales modulares (un estudio detallado de estos espacios se encuentra
en su libro [Kol]). Tomando como modelo los espacios funcionales modulares
Khamsi, Kozlowski y Reich [KhKR)] desarrollaron en 1990 la teoria del punto fi-
jo para las aplicaciones p-contractivas y las aplicaciones p-no-expansivas. Este
trabajo fue continuado en [Kh]. Nosotros en esta memoria extendemos este es-
tudio a aplicaciones mds generales que las p-no-expansivas, concretamente, las
aplicaciones p-asintéticamente regulares, las aplicaciones p-k-uniformemente
Lipschitzianas y las aplicaciones p-asintéticamente no-expansivas. Por ello di-

vidimos la presente memoria en cuatro capitulos:

e En el primer capitulo empezamos la primera seccién recordando las de-

finiciones y los resultados bésicos de la teoria de los espacios modulares
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y los espacios funcionales modulares. En la segunda seccién definimos la
A,-tipo condicién, damos ejemplos de funcionales modulares que la cum-
plen y obtenemos consecuencias de esta definicién. En la tercera seccion

damos los lemas comunes y fundamentales para los siguientes capitulos.

e En el segundo capitulo estudiaremos las aplicaciones p-asintéticamente
regulares en los espacios funcionales modulares. En la primera sec-
cién recordamos algunos teoremas del punto fijo para las aplicaciones
asintéticamente regulares en los espacios métricos y los espacios de Ba-
nach.

Sea (M, d) un espacio métrico, se dice que una aplicacién T': M — M

es asintéticamente regular si tenemos para cualquier x € M:

lim d(T""x, T"z) = 0.

n—+oo

Fueron Browder y Petryshyn [BrP] que definieron por la primera vez
este concepto. Sea C un subconjunto de un espacio de Banach (X, ||.||)
y T : C — C una aplicacién no-expansiva. Entonces la aplicacién Ty =
Ad+ (1 — AT definida de C en C es no-expansiva y asintoticamente
regular (ver [GoK2]). Ademés el conjunto de sus puntos fijos coincide
con el conjunto de los puntos fijos de T'. Por tanto, el problema de la
existencia de los puntos fijos para las aplicaciones no-expansivas en los
espacios de Banach esta relacionado con el problema de la existencia de
los puntos fijos para las aplicaciones asintéticamente regulares. En 1987,

M. Kruppel [Kru] probé el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Sea (X, ||.]|) un espacio de Banach uniformemente con-
vezo, C' un subconjunto cerrado, acotado y convexo de X yT : C = C
una aplicacidn asintdticamente reqular tal que s(T) < 1. Entonces, T

tiene un punto fijo.
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(Aqui usamos la notacién:

1Tz — Tyll
|z —yl|

n—-+o0o

T :sup{ cx F# Y, :L’,yEC} y s(T) :liminf|T"|>.

Desde entonces, se ha abierto una nueva linea de investigacién en la
teoria del punto fijo para las aplicaciones asintéticamente regulares que
consiste en buscar la mejor cota superior del coeficiente s(1') para este
tipo de aplicaciones. En 1993, J. Gornicki [Gorl] generalizé el teorema

anterior al caso métrico, probando el siguiente teorema:

Teorema 0.0.2. Sea (M, d) un espacio métrico completo yT : M — M
una aplicacion asintéticamente reqular tal que s(T') < k(M) y la sucesidn

{T™z} es acotada para un cierto © € M. Entonces, T tiene un punto

fijo.

Aqui k(M) es el coeficiente de Lifshitz definido por:
k(M) = sup {b > 0 : existe a > 1 tal que paratodo z,y € My r >
0 cumpliendo d(z — y) > r, existe z € M tal que B(z,br) N B(y,ar) C
B(z, r)} y B(z,r) es la bola cerrada de centro z y de radio r ).
Ultimamente en 1995, T.Dominguez Benavides y H.K. Xu [DX] probaron

el siguiente teorema:

Teorema 0.0.3. Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbi-
traria en X. Sea C un subconjunto acotado, convezo, T-secuencialmente
compacto y T : C — C una aplicacion asintdticamente reqular tal que

s(T) < k:(C). Entonces, T tiene un punto fijo.

El coeficiente ,(C') de un subconjunto C no vacio, acotado y convexo

del espacio de Banach X es definido por:
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k. (C) = sup {b > 0 : existe @ > 0 tal que para todo z,y € My r >
0 cumpliendo ||z—y|| > 7 y para cualquier sucesién {&,}, T-convergente

de elementos de M que cumple limsup ||, — z|| < ar y limsup |[&, —
n——+oo n—-+oo

yl| < br, existe un cierto z € M tal que lyllr_r:i&fnfn —z|| < r}) Como
1 < k(C) < k,(C) el coeficiente k,(C) ofrece una cota superior del coefi-
ciente s(T') mejor que el coeficiente de Lifshitz £(C). Ademds definiendo
la T-caracteristica del espacio de Banach X por: k,(X) = inf {x.(C) :
C C X no vacio, acotado y convexo} es facil de calcular x,(X) cuando
el espacio de Banach X es el espacio I (1 < p < +00) y la topologia
7 es la topologia débil aunque el valor del coeficiente de Lifshitz «(I?)
(1 < p < +00) es todavia desconocido. En la segunda seccién proba-
remos dos teoremas del punto fijo para las aplicaciones asintéticamente
regulares en los espacios funcionales modulares. Por ello definimos los
siguientes conceptos en el caso modular. Sea L, un espacio funcional
modular, C un subconjunto de L, y T : C'— C una aplicacién. Se dice
que T es p-asintdticamente regular si

lim p(T"*'f -T"f)=0 VfeC.

n—-+00o

Denotamos

p(Tf-Tg)

s(T) = lim nf [T"| donde IT|=SUP{ of—g)

f,gec,faég}.

Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 0.0.4. Sea p un funcional modular cumpliendo la Ay-tipo con-
dicion, C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto
de L,. Sea T : C — C una aplicacidn p-asintdticamente reqular tal que

s(T) < 2. Entonces, T tiene un punto fijo.
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Comprobaremos con un ejemplo que 2 es la mejor cota superior del coe-

ficiente s(7T') en este teorema. Luego, probaremos el siguiente teorema:

Teorema 0.0.5. Sea p un funcional modular cumpliendo la Aq-tipo con-
dicién, C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto
de L,. Sea T : C — C una aplicacion p-asintdticamente reqular tal que

$(T) < Kp_q..(C). Entonces, T tiene un punto fijo.

<Aqu1’ K, 4.(C) =sup {b > 0 : existe @ > 1 tal que para todo f,g €

C y r > 0 cumpliendo p(f — g) > r y para cualquier {hn}, C C, by e
h € C cumpliendo limsupp(h, — f) < ar y limsupp(h, — g) <

n—+00 n—+00 -
br tenemos lyllrilig)f p(hn — h) < r})
Nétese que la constante 2 en el teorema (0.0.4) es independiente de C
y que al contrario el coeficiente K,_,..(C) en el teorema (0.0.5) depen-
de de C. Sea L, un espacio funcional modular y C' un subconjunto
p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto de L,. Definimos los si-
guientes coeficientes: h,_q. (C) = sup {b > 0 : para todo f,g€ Cyr >
0 cumpliendo p(f — g) > r y para toda sucesién {h,}n C C, hy PR f e
C que cumpliendo 1213 —?—l:op p(hy —g) < br tenemos lér_r} ngof p(hn—f) < r}.
Ro—ae(Lp) = 1inf {h, 4. (C) : C p-acotado y p-a.e. secuencialmente com-
pacto}.
K,y 0e(L,) = inf{K,,_a_e_(C') : C es p-acotado y p-a.e. secuencialmente
compacto}.
Tp—ae(C) = inf{l%r_rgigfp(f +fa)—1: Vf e L, talque ¢ < p(f) <
+00, Y{faln C L, tal que f, "= 0, lgfjlj{}fp(fn) > 1 y existe k >
0 cumpliendo sup p(kf,) < +o0} Ve > 0.
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En la tercera seccién probaremos en la proposicién (2.3.1) que 2 <
By—qe(C), en la proposicién (2.3.2) que hy_ge(C) < Kpeae(C) y en
la proposicién (2.3.3) que

(1) 'rp—a.e.(c) =c Ve>0

(2) hp—a.e.(Lp) = 2.

e En el tercer capitulo estudiaremos la teoria del punto fijo para las apli-
caciones k-uniformemente Lipschitzianas en los espacios funcionales mo-
dulares. Por ello empezamos recordando los resultados més destacados
de esta teoria en los espacios de Banach y los espacios métricos.

Sea (M, d) un espacio métrico y C' un subconjunto de M. Se dice que
una aplicacién T : C — C es k-uniformemente Lipschitziana si existe

k > 0 tal que para todo z,y € C'y n € N* tenemos
d(IT"z, T"y) < kd(z,y).

En 1973, Goebel y Kirk [GoK3]| estudiaron estas aplicaciones en los espa-

cios de Banach uniformemente convexos probando el siguiente teorema.

Teorema 0.0.6. Sea X un espacio de Banach uniformemente convero
con el mdédulo de convezidad dx(-) y C un subconjunto de X convezo,
cerrado y acotado. Si T : C — C es una aplicacion k-uniformemente

Lipschitziana con constante k menor que la inica solucidn de la ecuacion:

1
(150 (2)) -
Entonces, T tiene un punto fijo.

Se sabe (ver [GoK3]) que h es igual a: %é cuando el espacio de Banach
X es un espacio de Hilbert H. En 1975, Lifshitz [Lif] probé en el caso

de un espacio métrico el siguiente teorema:
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Teorema 0.0.7. Sea (M,d) un espacio métrico, acotado y completo.
Sea T : M — M wuna aplicacion k-uniformemente Lipschitziana con

constante k < k(M).

(H(M ) es la caracteristica de Lifschitz definida por: (M) = sup{b >
0:3a > 1 tal que Vz,y € M,Vr > 0, p(z,y) > r,32 € M con B(z,br) N
B(y,ar) C B(z,r)}).

En 1984, Casini y Maluta [CaM] probaron el siguiente teorema:
Teorema 0.0.8. Sea X un espacio de Banach que tiene la estructura
normal uniforme, C un subconjunto acotado, convexo de X yT :C — C

una aplicacion k-uniformemente Lipschitziana con k < /N (X). Enton-

ces, T tiene un punto fijo.

El coeficiente de estructura normal N(X) es definido por: N(X) =

i
inf {%A()A) . A C X convexo, cerrado y acotado con diam(A) > O}
con r(A) = inf {sup{||lz — y|| : x € A} : y € A}

y diam(A) = sup {sup{||z —y|| : z € A} : y € A} ).

En la segunda seccién definimos el concepto de una aplicacién p-k-unifor-
memente Lipschitziana en el caso modular como sigue:
Sea C' un subconjunto p-acotado de L,. Se dice que una aplicacion

T : C — C es p-k-uniformemente Lipschitziana si

p(IT"f —T"g) <kp(f —g9) Vf,geC y VneN"
Probaremos el siguiente teorema del punto fijo para las aplicaciones p-k-
uniformemente Lipschitzianas en los espacios funcionales modulares:

Teorema 0.0.9. Sea p un funcional modular convezo que cumple la A,-
tipo condicion y B un subconjunto admisible, p-a.e. secuencialmente

compacto y p-acotado de L,.
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Supongamos que N(L,,) <1yseaT : B — B una aplicacion p-k-
uniformemente Lipschitziana que cumple k < (N(L,))~'/%. Entonces, T

tiene un punto fijo.

<E1 coeficiente N(L,) es definido por:

§(B) ’
compacto} con R(B) = inf{r(f, B), f € B}, §(B) =sup{r(f,B), f€

< R(B
N(L,) = sup {—Q B admisible, p-acotado y p-a.e. secuencialmente

B}y r(f,B) =sup{p(f —9), g€ B})-
En la tercera seccién probaremos el siguiente teorema del punto fijo en
los espacios funcionales modulares para una familia conmutativa de apli-

caciones:

Teorema 0.0.10. Sea p un funcional modular convezo que cumple la
A,-tipo condicién, C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmen-
te compacto de L, y ¥ = {T, : a € A} una familia conmutativa de

aplicaciones que van de C' a si mismo. Supongamos que
sup {|MaeaTH| : ¢ € AN} < K,(C).
Entonces, existe un punto fijo comin de la familia 3.

Los coeficiente |T'| y ,(C) son definidos respectivamente por:

—w p(Tf—Tg)
IT1= p{ oF=9)

1 tal que para todo f,g € C y para todo r > 0 cumpliendo p(f — g) >
r, existe h € C tal que B(f,br) N B(g,ar) C B(h,,r)} donde B(f,r) =

: f,gEC}yn,,(C’):sup b>0: existea >

{geLp:p(g—f)Sr}>-

Cuando la familia ¥ es reducida a un elemento, obtenemos el siguiente
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teorema del punto fijo para las aplicaciones p-k-uniformemente Lipschit-

zianas:

Teorema 0.0.11. Sea p un funcional modular convero que cumple la
Ag-tipo condicién. Sea C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencial-
mente compacto de L, y T : C — C una aplicacion p-k-uniformemente

Lipschitziana con k < k,(C). Entonces, T tiene un punto fijo.

e En el cuarto capitulo empezamos la primera seccién recordando algunos
de los teoremas principales de la teoria del punto fijo para las aplicaciones
no-expansivas, asintéticamente no-expansivas y del tipo asintoticamente
no-expansivas en los espacios de Banach.

Sea, X un espacio de Banach, C' un subconjunto cerrado, acotado, con-

vexo de X y T': C — C una aplicacion.

(1) Se dice que T' es no-expansiva si
T =Tyl <l —yll Vo,yeC.

(2) Se dice que T es asintéticamente no-expansiva si existe una sucesion

de numeros reales {k,}, con lim k, =1 tal que
n—-+o0o

Tz — T"y|| < knllz -yl Vz,y € C.
(3) Se dice que T es del tipo asintéticamente no-expansiva si

limsup (sup{||T"z — T"y|| - |lz —y|| : y€C}) <0 VzeCl.

7400

En 1965, Browder [Br2] probé el siguiente teorema:

Teorema 0.0.12. Sea H un espacio de Hilbert, C un subconjunto ce-
rrado, acotado convexo de H y T : C — C una aplicacion no-expansiva.

Entonces, T tiene un punto fijo.
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En este mismo afio Browder [Br3], Gohde [Goh] y Kirk [Kil] probaron
que este resultado podia ser mejorado suponiendo una condicién més
débil, como la de ser X un espacio de Banach uniformemente conve-
x0 o un espacio de Banach reflexivo con estructura normal. Siete anos
después, en 1972, Goebel y Kirk [GoK1], iniciaron la teoria del pun-
to fijo para las aplicaciones asint6ticamente no-expansivas mostrando el

siguiente teorema:

Teorema 0.0.13. Sea X un espacio de Banach uniformemente convero,
C un subconjunto cerrado, acotado, convezo de X y T : C — C una

aplicacion asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto

fijo.

Dos afos después, en 1974, Kirk [Ki2] generalizé el resultado anterior

probando el siguiente teorema:

Teorema 0.0.14. Sea X un espacio de Banach con la caracteristica de
converidad inferior estrictamente a 1 i.e. £9(X) < 1. Sea C un subcon-
junto cerrado, acotado y convezo de X y T : C — C una aplicacion del
tipo asintdticamente no-expansiva con TN continua para un cierto entero

estrictamente positivo N. Entonces, T tiene un punto fijo.

Posteriormente, en 1991, H.K. Xu [Xu2] prob el siguiente teorema:

Teorema 0.0.15. Sea X un espacio de Banach casi uniformemente con-
vezo, C' un subconjunto cerrado, acotado, convezo de X yT : C — C
una aplicacion del tipo asintéticamente no-erpansiva con TN continua

para un cierto entero N. Entonces, T tiene un punto fijo.

En la segunda seccién construiremos una topologia 7 por la cual la p-a.e.

compacidad secuencial es equivalente a la compacidad usual de 7. En la
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tercera seccién definimos el concepto de una aplicacién p-asintéticamente
no-expansiva en el caso modular como sigue:

Sea C un subconjunto p-acotado de L,. Se dice que T': C — C' es
una aplicacién p-asintéticamente no-expansiva si existe una sucesion de

numeros reales {k,}, con lim k, =1 tal que
n——+o0

p(IT"f —T"g) < kuo(f —9) Vf.g€C.

Demonstraremos algunos lemas técnicos que se usaran para probar los
resultados principales. En la ultima seccién probaremos los dos teoremas
principales del presente capitulo para las aplicaciones p-asintéticamente

no-expansivas en los espacios funcionales modulares:

Teorema 0.0.16. Sea p un funcional modular convezo que cumple la
Ay-tipo condicidn y que es o-finito. Sea C un subconjunto p-acotado,
p-a.e. secuencialmente compacto de L,. Sea T : C — C una aplica-
cion p-asintdticamente no-expansiva y H un subconjunto convero, p-a.e.

secuencialmente cerrado de C' que cumple las siguientes propiedades:

(1) si f € H entonces Q,_q(f) C H;

(ii) para todo f € H, toda subsucesion {T™(f)}i de {T™(f)}n tiene una

subsucesion que es p-convergente.
Entonces, T tiene un punto fijo en H.

Teorema 0.0.17. Sea p un funcional modular convero que cumple la
Ay-tipo condicién y que es o-finito. Sea C' un subconjunto p-acotado y
p-a.e. secuencialmente compacto de L,. Sea T : C' — C una aplicacion

p-asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.
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Cuando L, = Ly(Q, ) para una medida o-finita p, obtenemos el si-
guiente corolario que extiende un resultado de Lennard [Le] para las

aplicaciones no-expansivas:

Corolario 0.0.18. Sea C' un subconjunto acotado convezo y compacto
para la topologia de la convergencia en medida de L1(Q,u) yT : C —

C una aplicacidn asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un

punto fijo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones y resultados basicos de la teo-
ria de los espacios funcionales modulares

Empezamos recordando algunos conceptos basicos de la teoria de los espacios

modulares formulada por Kozlowski [Kol].

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial. Se dice que un funcional p :

X — [0,400] es un modular si para todo x,y en X tenemos,

(1) p(z) =0 siy solo siz=0,

(it) p(a z) = p(x) para cualquier escalar real a que cumple || =1,
(1) plax + By) < p(z) +p(y) sia+f=1ya=>0,520.
Si (i11) es reemplazada por
(iti)’ plaz + By) < ap(z) + Bp(y) sia+B=1ya>0,520,
decimos que p es un modular convexo.

16
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Un modular p permite definir el siguiente espacio modular:
X,={z € X;p(Ax) = 0 cuando A — 0}.

En general el modular p no es subaditivo i.e. no cumple la desigualdad trian-
gular y por lo tanto no tiene que comportase como una norma 6 una distancia,
pero se puede asociar a este modular una F-norma. Recordamos que un fun-
cional ||.|| : X — [0,+00] es una F-norma si y sélo si cumple las siguientes

propiedades:
(1) ||z||=0siysblosiz=0,
(2) llox|| = ||z[| cuando |af =1,
(3) llz+yll < {l=ll +1lyll,
(4) |lanzn —azxl| = 0si a, = ay ||z, — z|| = 0.

Teniendo una F-norma definida en X se puede definir una distancia de la

siguiente manera:
d(z,y) = ||z — yll.
Asi obtenemos un espacio lineal métrico (X,d) que se llama un F-espacio

cuando la distancia d es completa.

Definicién 1.1.2. Al espacio modular X, se puede asociar una F-norma de-

finida por
lz||, = inf{a > 0;p (E) < oz}.
o
Cuando p es convezo la férmula

||z]| = inf{a > O;p(g) < 1}

define una norma que se llama la norma de Luxemburg.
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Esta claro que ||z,||, — 0 si y sélo si p(Bz,) — 0 para todo 8 > 0 (ver
[Mu]). Se puede comprobar facilmente que o — p(ax) es creciente para todo
z € X.

Como un ejemplo cldsico se puede mencionar el modular de Orlicz definido

para cualquier funcién real medible f por la siguiente formula:

o(f) = p(f) = / (1 (B)])dmit),

donde m es la medida de Lebesgue en Ry ¢ : R — [0,+00) es una funcién
continua que cumple ¢(0) = 0y ¢(t) = 400 cuando ¢t — +o0.

El espacio modular inducido por el modular de Orlicz p, se llama el espacio
de Orlicz L®.

Sea {2 un conjunto no vacio y ¥ una o-algebra no trivial de subconjuntos
de Q. Sea P un d-anillo de subconjuntos de X, tal que EN A € P para todo
E € Py A€ X. Supongamos que existe una sucesién creciente de conjuntos
K, € P tal que Q = |JK,, (en el caso particular de un espacio medible y
o-finito (2, X, u), se puede considerar P como el d-anillo de los subconjuntos
de medida finita). Por £ denotamos el espacio lineal de todas las funciones
simples cuyos soportes pertenecen a P. Por M denotamos el espacio de todas
las funciones medibles de valores reales, i.e. todas las funciones f : 2 — R tal
que existe una sucesion {g,} € &, |ga| < |f] ¥ gn(w) — f(w) para todo w € €2.
Por 14 denotamos la funcién caracteristica del conjunto A.

Se dice que una funcién p: ¥ — [0, +00] es una medida o-subaditiva si
) u(@) =0,
(i) p(A) < p(B) para todo A, B € ¥ tal que A C B,

(iil) p(JAn) <> u(An) para cualquier 4, € X.
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Sea 1 una medida o-subaditiva, se dice que u es orden continuo si p(E,) — 0
para toda sucesién {E,}, C ¥ tal que E, | 0.

Definicién 1.1.3. Un funcional p : £ x ¥ — [0, +00] se llama un funcional

modular si
(P1) p(0,E) =0 para todo E € ¥,

(P2) p(f,E) < p(g,E) cuando |f(w)| < |g(w)| para todo w € Q, f,g € E ¥y
Eex,

(P3) p(f,.): X — [0,4+00] es una medida o-subaditiva para todo f € £,

(P;) pla, A) — 0 donde o decrece a 0 para todo A € P, donde p(a, A) =
p(alAaA);

(Ps) si existe a > 0 tal que p(a, A) = 0, entonces p(8, A) = 0 para todo B > 0,

(Ps) para todo o > 0 tenemos p(a,.) es orden continuo en P, lo que quiere

decir que p(a, Ap) — 0 si {A,} € P decrece a (.

La definicién de p se puede extender a cualquier f € M de la siguiente

manera:

p(f, E) =sup{p(g,E);g € £, |g(w)| < |f(w)| paratodo w € Q}.

Esto nos permite definir p(«, F) no sélo para conjuntos E que estdn en P sino
también para los de X. En lo que sigue denotaremos p(f, ) por p(f).
Las siguientes propiedades del funcional modular p (ver [Kol]) son consecuen-

cias inmediatas de la definicién (1.1.3). Sea f,g € M y E € ¥, entonces:
(a) p(f, E) < p(g, E) si |f(w)| < |g(w)| para todo w € E;

(b) p(f,.) : ¥ = [0, +00] es una medida o-subaditiva para todo f € M,
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(c) p(f, E) = p(g, E) cuando f(w) = g(w) para todo w € E;

(d) o(f, E) < plg, E) st |f(w)] < |g(w)]| para todo w € §;

(e) p(f,E) =0si f(w) =0 para todo w € E;

() p(f, E) = p(f, EN supp(f)), donde supp(f) = {w € 2, f(w) # 0}
(&) o(f, E) = p(f18, E).

Definicién 1.1.4. Se dice que un conjunto E es p-nulo si y sélo si p(o, E) =0
para un cierto o > 0. Se dice que una propiedad p(w) se cumple p-a.e. si
el conjunto {w € Q; p(w) no se cumple} es p-nulo. Por ejemplo decimos

frecuentemente que f, — f p-a.e.

Nétese que una unién numerable de conjuntos p-nulos es p-nula. En lo que
sigue identificaremos los conjuntos A y B que tienen la diferencia simétrica
AAB p-nula. También identificaremos las funciones medibles que son iguales
p-a.e. i.e. para las cudles el conjunto {w € Q; f(w)# g(w)} es p-nulo.

Es f4cil comprobar que el funcional p : M — [0, +00] definido por p(f) =
o(f,€) es un modular, porque cumple las propiedades de la Definicién (1.1.1).
Llamaremos al espacio modular inducido por p un espacio funcional modular

y lo denotaremos L,. Récuerdese que
L, ={f € M; lim p(a f) = 0},

Ahora que ya estdn definidos los espacios modulares funcionales recordamos

algunos conceptos basicos de estos espacios ver [KhKR, Kol, Ko2, Ko3].

Teorema 1.1.5. (1) (L,,||.ll,) es un espacio completo y la F-norma ||.||,

es mondtona con respecto al orden natural de M.
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(2) Si existe un escalar o > 0 tal que p(a(f, — f)) — 0 entonces existe una

subsucesion {gn} of {fun} tal que g, — f p-a.e.

(8) (Teorema de Egoroff) Si f, — f p-a.e. entonces existe una sucesion
creciente de conjuntos Hy € P tal que Q = |JHy y {fn} converge uni-

formemente a f en cualquier Hy,.

(4) Definimos
Ly ={f € M;p(f,.) es orden continuo}

E,= {fEM;oszLg para todo « > 0}.

Entonces,

(4.1) E, C L) C L,,
(4.2) E, tiene la propiedad de Lebesgue, i.e. ||f 1p,||, = 0 si f € E, y

D,, decrece a 0,

(4.8) E, es la clausura de € (con respecto a ||.||,).

(5) (Teorema de Vitali) Si f, € E, y fo — f € L, p-a.e., entonces las

siguientes proptedades son equivalentes

(Z) feE, yllfa—fll,—0,

(i1) para todo a > 0 las medidas subaditivas p(afy,.) son equicontinuas,
i.€.

lim Supp(afnaDk) = 07

k—-+o0 p

para toda sucesion {Di} € ¥ que decrece a ).

(6) (Teorema de Lebesgue) Si fn, f € M, f,, = f p-a.e. y existe una funcion
g € E, tal que |f,| < |g| p-a.e. para todo n, entonces || fn — f||, — 0.
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(7) Para fp, f € M, las siguientes propiedades son equivalentes

(i) p tiene la propiedad de Fatou , i.e.
p(fn) T p(f) cuando |fol T|f] p-a.e.
(ii) p es un modular continuo a la izquierda, i.e.

plan f) 1T o(f) cuando oy T 1.

(111) p(f) < liminf p(f,) cuando f, = f p-a.e.

(8) Se dice que un funcional modular cumple la Aq-condicion si
sup p(2fn, D) — 0 cuando k — 400 para cualquier sucesion
n>1
{fu}n>1 C L, y cualquier sucesion {Dy}x>1 C T que decrece a

tal que sup p(fpn, D) = 0 cuando k — +oo.
n>1

La As-condicién es equivalente a la igualdad E, = L, (ver [Kol]). Otra
caracterizacién de la Ay-condicién es la siguiente: p cumple la Ay-condicién si
y s6lo si la convergencia en la F-norma y la convergencia en el modular p son

equivalentes.

Definicién 1.1.6. (a) Se dice que una sucesion {f,} C L, es p-convergente

a feLl,sip(fa—f)—0 cuando n = +o0;

(a’) Se dice que una sucesién {f,} C L, es p-a.e. convergente a f € L, si el

congunto {w € Q; fo(w) /A f(w)} es p-nulo;

(b) Se dice que una sucesién {f,} C L, es una p-Cauchy sucesion si p(fn —

fm) = 0 cuando n y m tienden a +o0o;

(b’) Se dice que una sucesion {f,} C L, es una p-a.e. Cauchy sucesion si

{we G {fa(w)} no es una sucesion de Cauchy} es p-nulo;
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(c) Se dice que un subconjunto C de L, es p-cerrado si el limite de una

sucesidn de elementos de C que es p-convergente pertenece a C;

(¢’) Se dice que un subconjunto C de L, es p-a.e. secuencialmente cerrado
si el limite de una sucesion de elementos de C que es p-a.e. convergente

pertenece a C;

(d) Se dice que un subconjunto C de L, es p-secuencialmente compacto st
cualquier sucesion de elementos de C tiene una subsucesion p-convergente

a un elemento de C;

(d’) Se dice que un subconjunto C de L, es p-a.e. secuencialmente compacto
st toda sucesidon de elementos de C tiene una subsucesion que es p-a.e.

convergente a un elemento de C;

(e) Se dice que un subconjunto C de L, es p-acotado si

6,(C) = sup{p(f — 9); f,9 € C} < +o0.

Aunque las terminologias citadas arriba parecen que son semejantes a
aquéllas de los espacios métricos, la falta de la desigualdad triangular en la de-
finicién del modular p hace que algunos resultados conocidos en el caso métrico
fallen en el caso modular, por ejemplo, una sucesién que es p-convergente no
implica necesariamente que es una p-Cauchy sucesién y la bola de centro f y
de radio 7 definida por B(f,r) ={g € L,; p(g—f) < r} no es necesariamente
p-cerrada. Por eso hay que tener cuidado al trabajar con estas nociones en el
caso modular.

Para dar ejemplos de espacios funcionales modulares necesitamos la si-

guiente definicién que se encuentra en [Mu]:
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Definicién 1.1.7. Sea (Q, X, ) un espacio medible. Se dice que una funcién
real ¢ definida en Q x RY es una una funcién de Musielak-Orlicz st cumple

las siguientes propiedades:

(1) o(w,u) es creciente, continua en u tal que p(w,0) = 0, p(w,u) > 0 para

u >0y ¢(w,u) = 400 cuando u — +00,
(11) o(w,u) es una funcién X-medible en w para todo u > 0,
(111) p(w,u) es una funcidn conveza en u, para todo w € §).
Ejemplos de espacios funcionales modulares.

(1) Es facil de probar que los espacios de Orlicz son espacios funcionales
modulares. También lo son los espacios de Musielak-Orlicz, donde el

funcional es definido de la siguiente manera:

o(f,E) = / (0, 1)) dut),

y donde ¢ es una funcién de Musielak-Orlicz, (para mas detalles sobre
estos espacios ver [Mu] donde estos espacios se llaman espacios de Orlicz

generalizados). En el caso particular en que
(t,s) =sP, for 1 <p< +oo,

obtenemos los espacios cldsicos LP donde la norma de Luxemburg es la

norma clasica de LP. Aun maés, tenemos

p(f) = 11 F1ILs-

Los espacios de Musielak-Orlicz definidos antes, son espacios completos

con respecto al modular.
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(2) Supongamos que M es la familia de las medidas o-aditivas en (2,X) y
¢ es una funcién de Musielak-Orlicz. Se puede probar que

p(f,E) = sup | o(t, | f())du-(t),

es un funcional modular. (Aqui p es una medida o-finita fija sobre {2,
T es un conjunto de transformaciones medibles inversibles 7 : Q@ — Q y
o (E) = p(r=4(E))).

Como ejemplo de espacios funcionales determinados por un funcional mo-
dular de este tipo se mencionan los espacios de Lorentz tipo LP-espacios,

donde
o(f, E) = sup / FO) P (t)

TET

1.2 Definicién de la As-tipo condiciéon y ejem-
plos de funcionales modulares que la cum-
plen

En esta seccién definimos una nueva condicién que se llama la Ay-tipo condi-
cién. Visto su importancia durante toda esta memoria, exponemos un método
técnico para construir ejemplos de funcionales modulares que cumplen esta

condicién.

Definicién 1.2.1. Sea p un funcional modular. Se dice que p cumple la As-

tipo condicion si existe K > 0 tal que p(2f) < Kp(f) para cualquier f € L,.

Esta claro que la Ap-tipo condicién implica la Aj-condicién.
En lo que sigue, supondremos que p es un funcional modular convexo que

cumple la A,-tipo condicién. De un lado la convexidad de p nos permite
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trabajar con la norma de Luxemburg en vez de la F-norma y de otro lado
la A,-tipo condicién nos permite asegurar que la convergencia modular y la
convergencia en norma son equivalentes. Para dar ejemplos de funcionales
modulares que son convexos y que cumplen la As-tipo condicién necesitamos

las siguientes definiciones de una N-funcién que cumple la Ao-tipo condicidn:

Definicién 1.2.2. Se dice que una funcion ® : R — [0,+00) es una N-
funcidn que cumple la Ag-tipo condicidn si tiene la siguiente representacion,

Ju]
Qu)= [ o(t)dt,

0

donde la funcidn ¢ : [0, +00) — RY cumple las siguientes condiciones:
(a) $(0) =0
(b) &(t) > 0 para todot >0 ;
(c) ¢ es continua a la derecha en cada puntot >0 ;
(d) ¢ es creciente en (0, +00)
(e) ¢(+00) =400 i.e. tLiEloo B(t) = +o0.

(f) Exziste K > 0 tal que ¢(2t) < K¢(t) para cualquier t > 0.

Definicién 1.2.3. Se dice que una funcién ® : R — [0,400) es una N-

funcién que cumple la Ay-tipo condicidn si satisface las siguientes condiciones:
(a’) ®(0) =0,
(b’) ® es par y continua en R,
(¢’) ® es convexa en R,

(d’) ® es estrictamente creciente en (0, +00),
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(e’) lim o(u) =0 y lim o(u)

u—0t U u—+oo Y

= +OO,
(f’) Eziste K > 0 tal que ®(2u) < K®(u) para cualquier u € R.

Nota 1.2.4. Como la funcidn @ es continua, la condicion (f') de la definicién

(1.2.8) es equivalente a:

Iim su <I>(2u) < + li 2u)
x0 1m su
wor. ®(u) Vi B(u)

< 400

Las dos definiciones (1.2.2) y (1.2.3) son equivalentes. En efecto, quitando
la condicién (f) de la definicién (1.2.2) obtenemos la definicién de una N-
funcién como viene en [KraR] (ver pagina 6), que es equivalente a la defincion
(1.2.3) sin la condicién (f'), (ver el mismo libro pagina 9). Para conseguir la
equivalencia requerida bastaria probar que las dos condiciénes (f) y (f’) son
equivalentes y esto es obvio porque ¢ es la derivada de derecha de ®.
Nétese que si ® es una N-funcién que cumple la Ay-tipo condicién entonces la
funcién I(®) : R — [0, +00) definida por I(®)(u) = /M ®(t)dt es también
una N-funcién que cumple la As-tipo condicién. En efe((:)to, basta reemplazar
¢ por ® en la definicién (1.2.2). Asi seguimos integrando las N-funciones que
cumplen la A,-tipo, conseguimos un proceso iterativo que nos permite generar
a partir de una N-funcién inicial que cumple la As-tipo condicién, una familia
infinita de. N-funciénes que cumplen también la A,-tipo condicidn.

Ejemplos de N-funciones que cumplen la A,-tipo condicidn.
®(t) = |t|” para p>1,

By (t) = 2 — log(1 + %),

®3(t) = —t + (1 +t) log(1 + ).
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Para construir mas ejemplos basta iterar aplicando cada vez la transformacién

3 sobre una N-funcién que cumple la Ay-tipo condicién, por ejemplo

®y(u) = u? — log(1 + u?)

3
I(Dg)(u) = 2u + % — 2arctan(u) — 2log(1 + u?)

3u?  ut

1 1
+ — — 2uarctan(u) + 3 log(1 +u?) — §u2 log(1 + u?)

(@) (W) = -+ 1

etc.

En lo que sigue veamos como se puede asociar a una N-funcién que cumple
la Ay-tipo condicién un funcional modular que es convexo y que cumple la
As-tipo condicién.

Sea ® una N-funcién que cumple la A,-tipo condicién y (€2, X, u) un espacio
medible donde 4 es una medida finita nonatémica. Sea M el espacio de to-
das las funciones medibles de valores reales definidas en §2. A la funcién @

asociamos un modular funcional de la siguiente manera:

o(f,E) = /E &(f (@))du(w)

para cualquier f € My E € X. Cuando E = Q obtenemos el modular cldsico

de Orlicz p(f) definido por la formula

o(f) = plf, ) = /Q &(f (w))dp(w).

Es facil de probar que este funcional modular es convexo y cumple la A,-tipo

condicién. El espacio funcional modular asociado a este modular es el espacio
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de Orlicz L® definido por
L? = {f eM, p(A\f) = 400 cuando A — 0},
equivalente a

L* ={f €M, p(Af) < +oo para un cierto A > 0}.

1.3 Lemas fundamentales

En lo que sigue probaremos algunos lemas utiles en los tres siguientes capitulos.
Para ello empezamos definiendo la funcién del crecimiento w, de la siguiente

nmanera.:

Definicién 1.3.1. Sea p un funcional modular. Definimos la funcion de cre-
cimiento w, : [0,+00) — [0, +00) por la siguiente formula:

p(tf)
p(f)

En el siguiente lema mostramos algunas propiedades de la funcién de cre-

wp(t)zsup{ ; erL,,#{O}}.

cimiento w,.

Lema 1.3.2. Sea p un modular funcional convezo que cumple la Ay-tipo condi-

cion. Entonces, la funcidn de crecimiento w, tiene las siguientes propiedades:
1) w,(t) < +oo,Vt € [0, +00);
2) wy(t)=0 siysdlosi t=0;

3) w, 1 [0,+00) — [0,+00) es conveza y estrictamente creciente. Por tanto

es continua y biyectiva;

4) wplab) < wy(a)wp(B); Ve, B € [0, +00);
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5) wy N @)w, 1 (B) < w,(apf);Va,B € [0,+00), donde w, ' es la funcidn

inversa de wp,.

Demostracion. 1)  Sea t € [0,+00). Existe un nimero natural positivo ng
tal que ¢t < 2™. Sea f € L, # {0}. Gracias a la A,-tipo condicién tenemos
p(2f) < Kp(f). Entonces,

p(tf)

IA

p(2™ f)
< K™p(f).

Por lo tanto

. ()]
“nlf) = p{p(f)

2) Sit =0 es obvio que w,(t) = 0. Ahora veamos que si w,(t) = 0 entonces

; erL,,;é{O}} < +o00.

t = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que para t # 0 se tiene

wy(t) =0 = sup{%; ‘v’feLp#{O}}:O

— VfelL,#{0}, tf=0
= VfeL,#{0}, f=0
lo cual es absurdo.

3) i) Probaremos que la funcién de crecimiento w, es convexa.

Sean «, 8 € [0,1] y t1,t2 € [0,+00)

wplat + Bts) = sup {p ((atlp(;)ﬂ W) yper, {0}}
< sup { SABILESNGD) g ¢ 1, 20} (p s convero)
< asup {—pﬁ%; VieL,# {0}}
e (50 et
< awp(ty) + fuw,(ta).
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it) Veamos que la funcién de crecimiento w), es estrictamente creciente.
Sean t,ty € [0,4+00) tal que ¢; < t9. Distinguimos dos casos:

Primer caso: t; = 0, gracias a la propiedad (2) de este mismo lema, tenemos
Ldp(tl) =0< wp(tQ).

Segundo caso: t; > 0, entonces w,(t;) < w,(t2) porque p(t f) < p(taf)-
Por reduccién al absurdo supongamos que w,(t1) = w,(tz). Como la funcién

de crecimiento w, es convexa. Entonces,

t
wplt1) = w, (é@)

< —wy(ta)
t9
t

< _lwp(tl)-
123

Como w,(t1) > 0 llegamos a un absurdo.

Como la funcién de crecimiento w, es convexa y estrictamente creciente, en-
tonces es continua y biyectiva (ver [J] pdginas 194,.,196).

4) Veamos que w,y(af) < wy(a)w,(B) para cualquier o, 8 € [0, +00).

Sean «a, § € (0, +0o0)

wy(af) = sup{p—(%o—(é%f); erL,,;é{O}}
[ e(e8) p(85),
- p{ (60 o) EL””O}}
p(e(B1))
< sup{—p(ﬂf) ; erLp#{O}}x
p(Bf).

-1

5) Veamos que w,

(@)w,(8) < w,'(ap) para cualquier a, B € [0, +00).

Sean «, 8 € [0, +c0), como la funcién de crecimiento w, : [0, +00) — [0, 4+00)
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es biyectiva, existe oy, 81 € [0,400) tal que a = wy(a) i.e. oy = w; (@) y

B =w,(61) 1. fr =w,*(B). Aplicando la propiedad (4) obtenemos

wp(arf1) < wy(on)w,(fr) < ap.

Aplicando w;l en la desigualdad anterior obtenemos

a1f < w, ' (af).

Por lo tanto
w, H(a)w,  (B) < w; M (aB).
[l

El siguiente lema muestra que se puede usar la funcién de crecimiento w,
para dar una cota superior a la norma de Luxemburg de una funcién que

pertenece al espacio funcional modular L,.

Lema 1.3.3 (DKS1). Sea p un funcional modular convero que cumple la

Aq-tipo condicion. Entonces,

Il € ———
 (7)

Demostracién. Supongamos que, o < ||f]||- Entonces 1 < p(f/c) lo que impli-

< (a)

#(i)-

Cuando o — ||f]|”, obtenemos que ||f]| < ————. O

Vf €L,

ca que

y por lo tanto

2 |~
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El siguiente lema que se encuentra en [KhKR] es fundamental, se usard a

menudo en esta memoria.

Lema 1.3.4 (KhKR). Sea p un modular funcional cumpliendo la As-tipo
condicion y { fn}, una sucesion en L, tal que f, A% fe L, yenistek >1

tal que sup p(k(f, — f)) < H+o0. Entonces,

liminf p(f, — g) = liminf p(f, — f) + p(f — g) para todo g € L,

n——+oo n——+oo

y por lo tanto,

p(f —g) < liminfp(fn — g) para todo g € L,.
n——+0o0

Se usara el siguiente lema en el primer capitulo porque falta la desigualdad

triangular.

Lema 1.3.5. Sea {fn} y {9n} dos sucesiones en L,. Entonces,

lim p(gn) =0 = limsup p(fn + gn) = lim sup p(fn)

n—+oo n—-+00 n—+oo

Demostracién. De la propiedad (iii) de la definicién (1.1.1) del modular p,

tenemos
fn Ggn
< —_ — 1).
o(fr + 9n) _p(1_€> +p(€),V5e (0,1)
Entonces,
1 1
ol 00) < 00 (72 ) #l) +p () st
—€ €
y
lim sup p(fn + gn) < w, < ) lim sup p(f»)
n—-+00 l1-¢) nos+o0

Como € es arbitrario

1
w — 1 cuando £ — 0™.
P\1—¢
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Asi obtenemos

limsup p(fn + gn) < limsup p(fn)-

n—+o0 n—r+-00

Ademsés, el mismo argumento prueba que

lim sup p(fn) = lim sup p(fn + gn — gn)

n—-+o00 n—-+o0o

< limsup p(fn + gn)-

n—-+00



Capitulo 2

Aplicaciones asintéticamente
regulares en espacios modulares

funcionales

El presente capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera seccién
insertamos un breve historial de la teoria del punto fijo para aplicaciones
asintéticamente regulares en los espacios de Banach y los espacios métricos,
recordando algunos de los teoremas méas destacados. En la segunda seccion
presentamos dos nuevos teoremas de la teoria del punto fijo en los espacios
funcionales modulares basados en ciertos coeficientes de estos espacios. En
la tercera seccién estudiaremos la relacién existente entre estos coeficientes y

calculamos algunos.

35
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2.1 Algunos teoremas del punto fijo para apli-
caciones asintéticamente regulares en los

espacios métricos y los espacios de Banach

Sea (M, d) un espacio métrico, se dice que una aplicacién T : M — M es

asintéticamente regular si y sélo si para todo z € M,

lim d(T"*'z, T"z) = 0.

n—-+o00

Los primeros en definir este concepto fueron Browder y Petryshyn [BrP]. En el
caso de los espacios de Banach se sabe que si T es una aplicacién no-expansiva
entonces Ty = A d + (1 — A\)T es asintéticamente regular (ver [GoK2]) para
cualquier 0 < A < 1. Ademés Fiz(T) = Fiz(T)) donde Fiz(T) es el conjunto
de los puntos fijos de T. Por tanto, el problema de la existencia del punto fijo
para una aplicacién no expansiva es equivalente al problema de la existencia
del punto fijo para una aplicacién asintéticamente regular y no-expansiva.

Sea (X, ||.]|]) un espacio de Banach uniformemente convexo y C un subconjunto
débilmente compacto de X. Se sabe (ver [Brl]) que si T : €' — C es una
aplicacién no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo. Ahora siendo T :
C — C una aplicacién asintéticamente regular, la pregunta natural que se
planted fue: ;tiene T' un punto fijo?. La respuesta es negativa porque en su
articulo [Lin] P.K. Lin ha logrado construir una aplicacién asintéticamente
regular T' : C — C, donde C es un subconjunto débilmente compacto de
ls, que no tiene ningun punto fijo. No obstante, se reformuld la pregunta
anterior de la siguiente manera: ;bajo que condicién adicional, una aplicacién
asintéticamente regular tiene un punto fijo?. En 1987, M. Kruppel [Kru| probé

en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. Sea (X, ||.||) un espacio de Banach uniformemente convezo,
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C' un subconjunto cerrado, acotado y convero de X yT : C — C una aplicacion

asintoticamente reqular tal que s(T) < 1. Entonces, T tiene un punto fijo.

Donde

[Tz — Ty||

. |
s(T) = liminf |[T"| y |T| =su { oy o,yeCy.
(T) = liminf [77] y 7] = sup { o ia

Desde entonces, se ha abierto una nueva linea de investigacién en la teoria
del punto fijo para aplicaciones asintéticamente regulares que consiste en bus-
car la mejor cota superior del coeficiente s(T') para este tipo de aplicaciones.
Uno de los teoremas méas destacados en esta teorfa en el caso métrico es el

siguiente teorema de J. Gornicki [Gorl]:

Teorema 2.1.2. Sea (M, d) un espacio métrico completo. Sea T : M — M
una aplicacién asintéticamente regular tal que s(T) < k(M) y la sucesidn

{T"z} es acotada para un cierto x € M. Entonces, T tiene un punto fijo.

(Aqui k(M) es la constante de Lifshitz definida por :
k(M) = sup {b > 0 : existe a > 1 tal que paratodo z,y € M y r >
0 cumpliendo d(z—y) > r, existe z € M tal que B(z,br)NB(y,ar) C B(z,7)}
y B(z,7): es la bola cerrada de centro z y de radio r) . Ultimamente en 1995,

T.Dominguez Benavides y H.K. Xu [DX] probaron el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio de Banach y T una topologia arbitraria
en X. Sea C un subconjunto acotado, convero, T-secuencialmente compacto
y T : C = C una aplicacién asintéticamente regular tal que s(T) < k-(C).

Entonces, T tiene un punto fijo.

Aqui, el coeficiente «,(C) de un subconjunto C no vacio, acotado y con-

vexo del espacio de Banach X es definido por:
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k- (C) = sup {b > 0 : existe a > 0 tal que para todo z,y € M y r >
0 cumpliendo ||z — y|| > r y para cualquier sucesién {£,}, T-convergente

de elementos de M que cumple limsup ||¢, — z|| < ar y limsup || — y|| <

n—+o00 n—400
br, existe un cierto z € M tal que lér_r}j&f”& —z|| < 7"}) Como 1 < k(C) <
k:(C) (ver [ADL] pégina 132) el coeficiente «,(C) ofrece una cota superior
del coeficiente s(T') mejor que el coeficiente de Lifshitz x(C). Ademds defi-
niendo la 7-caracteristica del espacio de Banach X por: &,(X) = inf {£,(C) :
C C X no vacio, acotado y convexo} es mas facil calcular £.(X) que x(X).
Por ejemplo cuando X =1, (0 < p < 1) y 7 es la topologia débil se tiene
k. (l,) = ¢/2, sin embargo (l,) es todavia desconocido cuando (p # 2).

2.2 Puntos fijos para aplicaciones asintoticam-
ente regulares en los espacios funcionales
modulares

En esta seccién proponemos el estudio de la teoria del punto fijo para aplica-
ciones asintéticamente regulares en los espacios funcionales modulares. Para
ello empezamos reformulando en el caso modular la definicién de algunos coe-
ficientes que ya son conocidos en el caso de los espacios de Banach.

En lo que sigue suponemos que p es un funcional modular convexo que cumple
la As-tipo condicién y C es un subconjunto p-acotado y p-a.e. secuencialmente
compacto de L, definimos:

Ky oe(C) = sup{b > 0 : existe a > 1 tal que paratodo f,g € Cy r >
0 cumpliendo p(f — g) > r y para cualquier {h,}, C C,{hn} S =
C cumpliendo limsup p(h, — f) < ar y limsup p(h, — g) < br tenemos

n—r+00 n——+0o

lyllr_l)llgofp(hn —h)<r}.
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hp—qe(C) = sup {b > 0 : para todo f,g € C'y r > 0 cumpliendo p(f — g) >

r para toda sucesién {h,}, C C, h, = f € C cumpliendo lirg iup po(hn —
n—-+00

g) < br tenemos 1,1‘134125 p(hy — f) <}

Po—a.e(L,) = inf {hp_a_e,(C') : C p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto}.

Kpae(L,) =inf {K,_4.(C) : C p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto }.

Tp-ge.(c) = inf { lggi&fp(f—l—fn)—l : Vf € L, tal que ¢ < p(f) < +00, Y{fu}n

C L, tal que f, 5%, 1T1Lr_r)1 ngof po(fn) > 1 yexiste kK > 0 cumpliendo

sup p(kfn) < 400} Ve > 0.

Sga T : C — C una aplicacién. Se dice que T es p-asintéticamente regular si

y sblo si

lim p(T"™f-T"f) =0, VfeC.

n—+4-00
En lo que sigue presentamos dos teoremas del punto fijo en los espacios fun-

cionales modulares. Para ello denotamos

p(Tf—-"Tg)
p(f —9)

Teorema 2.2.1. Sea p un funcional modular cumpliendo la As-tipo condicion

S(1) = timinf[7"] donde || = sup { f9€C [ #a)

y C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto de L,. SeaT :
C — C una aplicacidn p-asintéticamente regular tal que s(T') < 2. Entonces,

T tiene un punto fijo.

Demostracion. Elegimos una subsucesién {ny}; de la sucesién de nimeros
positivos enteros {n},tal que s(T') = lim |T™| = liminf [T"| y definimos un
k—+o0 n—+00

funcional  en C de la siguiente manera:
r(f) =inf{r > 0: existe g € C tal que liminf p(f —T™g) <r}.
k—+o00
Sea f € C. Como s(T) < 2, existe b € (1,2) tal que s(T) < b < 2. Sea

1 1 1
e € (0,1) tal que w, (g) <; 7 Elegimos v € (0,1) de modo que w, (g) <
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-b—lT Debido a que v + (1 — b)w, (1) > 0, se puede encontrar un ¢ € (0,1)

satisfaciendo & < v + (1 — b)w, (1) . Seleccionamos un niimero real u € (0,1)

min ) 7—5+w,,(§)(1—b)}
He {m%’ wp (1) b

1—e

que verifica

Finalmente, denotamos

) v =19
a=max< 1 - —, (1 — T .
{” o () wp<—>}

1-¢

Entonces 0 < a < 1. Como v < 1, se puede encontrar un nimero entero

positivo kg tal que

[T™o| <b y p(f =T f) >y r(f)

Como p > 0, se puede encontrar un g € C que cumpla

liminf p(f —T™g) < r(f)(1+ p).

k—+o00

Debido a que C es p-a.e. secuencialmente compacto, existe una subsucesion
{np} de {ng} tal que {T™ g} converge p-a.e. a un cierto h que pertenece a
C,y

lim p(f —T"g) = liminf p(f —T™yg).

k' —+oc0

Usando la regularidad p-asintética de la aplicacién 7' obtenemos

lim p(T™g —T™ ™og) < w,(ng,) lim p((T™ g —T™ ™og)/m,)
k! =400

k! 400
i:nko—l
1 1= +1 ’— +i)+1
Sw”("’“’)k'lirfm z; p(T("k nig+i) g T kgt g)
1=

Entonces,

hm p(T™ g — T™ ~™og) = 0.

k' =400
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Y usando el lema (1.3.5), conseguimos

limsup p(T" f — T g) < |T"o|limsup p(f — T "o g)

k'—>4o00 k' —+00
= IT”I"Ol
x lim sup p(f — T”k'g + Tnk’g _ T"’C’*”kog)
k' —=+o0
= |Tnk0| lim sup ,O(f _ Tn’“'g).
k! —+o0

Veamos que %cim inf p(T™ g — h) < ar(f) para ello, dividimos la prueba en dos
'—+o0

CasSo0Ss:

Primer caso. Supongamos que

)

Wp (1%2)

p(f —h) > r(f)

Usando el Lema (1.3.4), tenemos

liminf p(T™ g — h) = liminf p(T™ g — f) — p(f — h)
k' —=+o0 k' — o0

< ewrt) = o ay)
= [0 )
< ar(f).
Segundo caso. Supongamos que
A=) < )

Usando de nuevo el Lema (1.3.4), tenemos
liminf p(T"g — h) = liminf p(T"™ g — T ) — p(T"o  — h).
k' —>+o0 k' —+o0

De la propiedad (i.i.i) de la definicién (1.1.1) del modular p y de la definicién

la funcién del crecimiento w, tenemos

1

(70 = 1) <y (1) oT™ ) = 1) 4y (12 ) b = 1)
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lo que quiere decir que

p(IT™of —h) >

Entonces,
liminf p(T"™ g — ) < (1+ p)br(f) - wpl(i)p(T"kof - f)
+a:p(§) p(h = f)
< (ewr) =~ )+ )
< ar(f).
Por lo tanto, en ambos casos tenemos (k) < ar(f).
Ademais
-1 = o(2(51))
< wp(2)p (%)
< @) (fmint plh — ) + mint ™9 - 1))

< @ (et + 0+ (1)
=: Ar(f) donde A=a+p+1.

Por induccién, construimos una sucesién de la siguiente manera: elegimos
ho = f. Supongamos que hg, Ay, ........ , hn_1 ya estan definidos y consideramos
h, como el elemento correspondiente a h,_; en la construccién mencionada

arriba. Entonces,
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Por lo tanto, existe un nimero entero positivo N y un nimero real 0 < 8 <1

tal que para n > N tenemos
p(Rns1 — hy) < Ca™ < 8", donde C = Ar(hy)
lo que implica

1 1
— S —_—
B p(hn-l—l - hn)

o () = (=)

La propiedad (5) en el lema (1.3.2) implica

(2 (3) == Gom=m):

y del Lema (1.3.3) deducimos que
1 1

< .
1 1
“o (p(hn+1—hn)) (wp_l([l?)>

Entonces, {h,} es una sucesién de Cauchy en (L,,||.||,) y por lo tanto, existe

g1 = hallp <

un h € L, tal que ||h, — h||, — 0, porque (L,, ||.||,) es completo. Como ya
sabemos que bajo la A,-condicidn tipo la convergencia en norma es equivalente
a la convergencia modular, {h,} converge en modular a h. Usando la propiedad
(2) del teorema (1.1.5), existe una subsucesién {g,}» de {h,}n tal que g, — h
p-a.e. 'y h € C porque C es p-a.e. secuencialmente cerrado. Veamos que

r(h) = 0. Sea ¢ > 0. Elegimos n bastante grande tal que

y plh,—h) <

w|m

Existe g € C tal que liminf p(T™ g — h,,) < £ Entonces
k—4o00 2

Nk g —
lim inf p <%> < l1m1nfp(T”’“g hy) + p(hy — h) < ¢

k—4o00 k—+o00
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Por lo tanto
im i g — h) < w,(2
lim inf p(T™g — h) < wy(2)e
lo que implica

r(h) < wy(2)e.

Como ¢ es arbitraria, obtenemos
r(h) =0.

Finalmente, veamos que

T(h) = h.

En efecto, sea € > 0 arbitrario. Existe g € C tal que llim inf p(h — T™g) < e.
— 00
Por consiguiente,
1
g <_(h - T(h)) < liminf p(h — T™g) + liminf p(T™g — T™*g)
3 k—+o0 k—+oo
+ |T|liminf p(T™* g — h)
k—+o00
< (1+|T))e.

De nuevo, la arbitrariedad de ¢ implica que T'(h) = h. O

Nota 2.2.2. El siguiente ejemplo prueba que 2 es, en general, la mejor cota

superior del coeficiente s(T') en el Teorema (2.2.1).

Ejemplo. Supongamos que L, = ! con p(z) = ||z|| para todo z € I'.
Entonces, la convergencia p-a.e. y la convergencia débil estrella son equivalen-
tes en los subconjuntos acotados de !
Consideramos el conjunto B = {zx € l';z, =0,2; > 0si ¢ >2 y ||z|]| <1}
y

St={zeB:|z| =1}
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Como
B=B(0,1)(H[) (ﬂ Hn>

donde Hy = {z €!': 2y =0} y H, = {z € ' : z, > 0} para n > 2, sabemos
que B es débil estrella compacto, i.e. p-a.e. secuencialmente compacto.
Definimos S : B — S* tal que S(z) = (1 — ||z||)e; + . Entonces, la aplicacén

S es bien definida y es 2-Lipschitziana. Denotamos R la traslacién a la dere-

cha definida en [; por, R(z1,%s,.....) = (0,21, 22,....). Entonces, esta

definida de S* en S*. Ademds, T = (I——;—E> S definida de B en St es 2-

I+R\"
Lipschitziana. Como S es la identidad en ST, tenemos T" = <-_;—> S que

es 2-Lipschitziana. Por lo tanto T es 2-Uniformemente Lipschitziana. Usan-
do el Teorema de Isikhawa [I], (#) es asintGticamente regular y ' lo es
también.

Finalmente, T' no tiene punto fijo ninguno. En efecto, T'(z) = z implica que
llz|l =1 (%) y entonces S(z) = z, lo que implica I——;Ri (xz) = z, esto es
equivalente a R(z) = z, pero como z = 0 es el dnico punto fijo de R en [y,

llegamos a una contradiccién con la propiedad (*).

Teorema 2.2.3. Sea p un funcional modular cumpliendo la Aq-tipo condicién
y C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto de L,. Sea
T : C = C una aplicacion p-asintdticamente regular tal que s(T) < K,—q..(C).

Entonces, T' tiene un punto fijo.

Demostracion. Elegimos una subsucesién {ny}; de la sucesién de numeros

enteros positivos {n} tal que s(T') = |T™*| = lim inf |T"|. Definimos un
n—-+0oo

lim
k—»+400
funcional r en C' de la siguiente manera:

r(f) =inf{r > 0: existe g € C tal que liminf p(f —T™g) < r}.
k—+o0
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Como s(T) < K,_4..(C), existe dos niimeros reales o, € (0,1) cumpliendo
la siguiente propiedad (P): para todo f,g € C cumpliendo p(f —g) > (1 —
w)r y para toda sucesién {h,} C C p-a.e. convergente a un elemento de C
satisfaciendo limsup p(f — hy,) < (1 + p)r y limsup p(g — hy,) < s(T)(1 + p)r,
n—-+oo n—+00

existe un cierto elemento h € C tal que 171LI_I>1 igof p(h —hy) < ar.

Como s(T) = k-lirfoo |T7*|, existe un nimero entero positivo K tal que para
todo k > K tenemos |T™| < (1+ p)3s(T).

Sea f € C. Por definicién de 7(f) existe un nimero entero positivo K' tal que

para todo k > K' tenemos p(f — T™ f) > r(f)(1 — p). Fijamos un nimero

entero kg tal que ky > K, K'. Tenemos

[T70| < (1+ p)2s(T) (1)

p(f =T™f) > r(f)(1 - p) (2)

De nuevo, usando la definicién de r(f) existe g € C tal que

N
~—~
w
~—

liminf p(f —T™g) <r(f)(1+ p)

k400
Consideramos una subsucesion {ng }x de {ng}i tal que
im p(f — T g) = liminf p(f — T™*g) (4)
k' =400 k—+-00
Podemos suponer que {T™ }; es p-a.e. convergente a un cierto elemento de

C porque C es p-a.e. compacto. Veamos que

lim sup p(T™0 f — T g) < s(T)(1 + p)r(f) (5)

k! —>+o0

En efecto,

limsup p(T™o0 f — T™g) < |T™o|limsup p(f — T™ ™og)

k' —+o00 k'—+o00

= T

X llm Sup p(f — Tnk'g _|_ T"k’g . T”k'_nkOg)_

k' —=+o00
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Como T es p-asintéticamente regular, tenemos

lim p(T™ g — T™ ~™og) = 0.

k' =400

Entonces, por el Lema (1.3.5) obtenemos

lim sup p(T™*o f — T™ g) < [T™o|limsup p(f — 1™ g) (6).
k' —-+00 k' =00

Por tanto, la desigualdad (5) que se necesita es una consecuencia de una com-
binacién de (1), (3), (4) y (6). Usando (2), (3), (4) , (5) y la propiedad (P),

sabemos que existe h € C tal que
liminf p(T" g — h) < ar(f)
k' =400

se obtiene
Ademés

- = oo (259)

w,(2) (liminf p(h — T™ g) + %‘i‘f&f p(I™ g — f ))

k' =400

IA
&
)
—~
o
=
N
>=
N
N——

IA

IN

o (o) + @+ r()
= Ar(f), donde A=w,(2)(a+u+1).

Por induccién, construimos una sucesién de la siguiente manera: elegimos
ho = f. Supongamos que hg, hq, ........ , hn—1 va estan definidos y consideramos
hy, como el elemento correspondiente a h,_; en la construccién mencionada

arriba. Entonces,
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p(Pny1 — hy) < Ar(hy).

Por lo tanto, existe un nimero entero positivo N y un nimero real 0 < < 1

tal que para n > N tenemos
p(hyr1 — hy) < Ca™ < 8", donde C = Ar(ho).

Lo que implica
1

11
i P(hnH - hn)

o7 () = (=)

La propiedad (5) en el lema (1.3.2) implica

(7 (3) = Go =)

y del Lema (1.3.3) deducimos que

I/\

1 1
< -
-1 1
ot (i) ()

Entonces {h,} es una sucesién de Cauchy en (L,, ||.||,) y por lo tanto, existe

th+1 - hn”p <

un h € L, tal que ||k, — h||, = 0, porque (L, ||.||,) es completo. Como ya
sabemos que bajo la A,-tipo condicién la convergencia en norma es equivalente
a la convergencia modular, {h,} converge en modular a h. Usando la propiedad
(2) del teorema (1.1.5), existe una subsucesién {g, }» de {h,}n» tal que g, — h
p-a.e. 'y h € C porque C es p-a.e. secuencialmente cerrado. Veamos que

r(h) = 0. Sea € > 0. Elegimos n bastante grande tal que

T(hn) < y (h - h)

l\)lm
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Existe g € C tal que iminf p(T™¢g — h,) < ° . Entonces
k—+00

[N}

Nk 4 h
liminf p <Ig—> < l]igmjnf p(T™g — hy) + p(hn, — h) <e.

k—400

Por lo tanto

liminf p(T™ g — h) < w,(2)e

k——+o00
lo que implica

r(h) < w,(2)e.
Como ¢ es arbitraria, obtenemos
r(h) = 0.

Finalmente, veamos que

T(h) = h.

En efecto, sea € > 0 arbitrario. Existe g € C tal que llim inf p(h — T™g) < e.

—+00
Por consiguiente,

1
P (—(h - T(h)> < liminf p(h — T™g) + liminf p(T™g — T™1g)
3 k—r+o0 k—+o0

+ |T|liminf p(T™ g — h)
k—+oco
< (1+T)e.

De nuevo, la arbitrariedad de ¢ implica que T'(h) = h. 0

2.3 El calculo de algunos coeficientes en los
espacios funcionales modulares

En lo que sigue supongamos que p es un funcional modular que es convexo y

que cumple la As-condicion.
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Proposicién 2.3.1. Sea C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente
compacto de L,. Entonces,

2 < hyae(O).

Demostracion. Sea b < 2. Dados f,g € C,r >0con p(f—g) >ry{hn}n CC
tal que h, "=5° f € C y limsup p(h, —g) < br, veamos que liglinf p(h,—f) <

n-—*+00

r. Como C' es p-acotado sabemos que lim sup p(h, — f) < +00. Usando el Lema
n—r+oo

(1.3.4) tenemos

liminf p(h, — f)+7r < liminf p(h, — f) + p(f — g) .

n-—-+00 n—+o00

= liminf p(h, — g)

n—+00

< br
entonces

liminf p(h, — f) < (b—1)r

n—-+oo

<
Por tanto, para todo b < 2 tenemos b < h,_,..(C), lo que implica que

2 < By e (O).
]

Proposicién 2.3.2. Sea C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente

compacto de L,. Entonces,
hp—a.e.(c) S Kp—a.e.(c)-

Demostracion. Sea 0 < b < hjy_q. (C), elegimos un nimero real 0 < d < 1 tal

b
que i := 7 < hp_ae (C). Por definicién de hy_q..(C) tenemos: dados g,h € C
y R > 0 con p(g—h) > Ry para cualquier sucesién {h,}, C C para la cual se
cumple h, “3° h € C y limsup p(h, —g) < b'r, tenemos lim_li_nf p(h,—h) < R.
n—+00

n-—-+400
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ol
()

y elegimos @ € (1,1 + §). Para todo f,g € C, r > 0 con p(f —g) 21y

>0

1
Sea 0 < € < 1 tal que w, <I—_>d < 1. Denotamos ¢ :=
—€

para todo sucesién {h,}, C C que converge p-a.e. a un h € C satisfaciendo
limsup p(h,— f) < ar y limsup p(h,—g) < br veamos que lim inf p(h,—h) < 7.
n—+o0 n—+o00 n—+00

Para ello distinguimos dos casos:

Primer caso. Supongamos que p(f —h) < §r. Probaremos que p(g —h) > dr.

En efecto, si p(g — h) < dr entonces

p(f—g) < p<f;h>+p<?:g)

1
< w,,(é)ér—kw,,(l_g)dr

= r absurdo.

INA
&

-
TN
| =
N—
)
~~~
Ly

|
=
+

&

-
N
[am—ty
N——
R~
~~
=

|

-
A

Asi obtenemos p(g — h) > dr, como {h,}, converge p-a.e. a h € Cy
lim sup p(h, — g) < b'dr, usando la definicién de h, 4. (C) para b, obtene-

n-++4o00
mos

liminf(h, — h) < dr

n—-+o0o

IA
<

Segundo caso. Supongamos que p(f — h) > ér. Usando el lema (1.3.4) obte-

nemos

liminf p(h, — h) + ér < liminf p(h, — h) + p(h — f)

n—+00 n—+oo

= liminf p(h, — f)

n—%+00

IA

ar.
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Entonces,

liminf p(h, — h) < (a—9d)r

n—-+o0o

< 7

En ambos casos hemos probado que lim Jinf p(hy, — h) < r, por lo tanto b <
n—-+oo

K, ... (C) para cualquier numero real b cumpliendo 0 < b < h,_4..(C), lo que

implica que

hp——a.e. (C) < Kp—a.e‘ (C) .

Proposicién 2.3.3. 1) r,_4.(c) =¢ Vc >0,
2) hp—ge(L,) =2.

Demostracion. Sea f € L, y {fu}n C L, que cumplen ¢ < p(f) < +oo para
un cierto ¢ > 0, f, "= 0, lim inf p(fn) > 1y existe k > 0 satisfaciendo
n—-+oo

sup p(kfn) < +o00. Usando el Lema (1.3.4) obtenemos que

iminfp(f + fo) =1 = liminfp(fa) +p(f) — 1
> p(f)

C.

v

Entonces,

Tpeae (€) > C.

Como ¢ < p(f) < +oc, usando la convexidad del modular p obtenemos que

p(ﬁ) < —=n(f)

I
=
~
SN’

A
o

IN
=]

~~~
S~
\._/
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L, 1] de la siguiente manera ¢(t) = p(tf). Esta
p(f)

c
funcién es convexa y creciente, por tanto continua. Como ¢<——> <c<

p(f)
tal que ¢(\) = p(Af) = c. Ahora elegimos b =

Definimos una funcién ¢ en [

#(1), existe un X\ € [%f)’l]

lim lnf p(fn) > 1. Entonces, liminf p %) <1 < liminf p(f,). Definimos una
n—+oo

n—r+00 n—+00

1 . Ny
funcién ¢ en [Z’ 1] de la siguiente manera ¥ (t) = 1ir_r)1 inf p(tf.). Esta funcién es
1 .
convexa y creciente y por tanto continua. Como 1 (E) <1< (1), existe un
1
cierto y € {g, 1:’ tal que ¥(y) = liminfp('yfn) =1. Como \f € L,, p(Af) =
n——+40oo

—ae. . k
¢, {¥fatn C Lp, vfa "= 0, liminf p(vfo) = 1 y supp((—> 7fn) < +00
n—+o0 n Y
se tiene
liminf p(Af +vf,) =1 = liminf p(yf,) + p(Af) — 1
n—+oo n—-+00
= ¢
Por lo tanto, 7,—4..(c) < ¢y asi obtenemos que
Tp—ge.(C) = C.
En lo que sigue demostraremos que
hp—ae(Ly) = 2.
Hemos probado en la proposicién (2.3.1) que 2 < h,_q¢.(C) para cualquier sub-
conjunto C' p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto. Asi 2 < h, g (L,).
Falta probar que
hp—a.e.(Lp) S 1 + rp—a.e.(l)-

Sea € > 0, veamos que existe un subconjunto C' no vacio, p-acotado y p-a.e.

secuencialmente compacto de L, tal que

hp—aAe.(C) S 1+ 'rp—a.e.(]-) +e (‘)
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Denotamos b = 1+7,_4..(1)+¢. Por definicién de r,_,..(1) existe una sucesién

{fu}n C L, tal que f, "3 0, lim}_nfp(fn) > 1y limsup p(kf,) < +oo para
n—100 n—+o0

un cierto & > 0 y también existe un f € L, verificando 1 < p(f) < +oo tal
que iminf p(fo— ) < 147 g (1) + g Tomando C = ({fu}n U{f} U{0}), es
obvio que C es un subconjunto p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto.
Veamos que C' cumple la propiedad (#). Para ello, basta comprobar que
b no satisface la siguiente propiedad (é): para todo g,h € C, r > 0 con
plg — h) > r, para toda sucesion {g,}, C C cumpliendo g, X% g e C
y limsup p(g, — h) < br tenemos lér_r} ngof p(gn — g) < r. En efecto, tomando

n—+00

gl ()45

1+ Tp—ae(l) +€
por la cual se tiene liril olgn — f) = liminfp(fn — f), sabemos que {gn}n
n—+00 n——4oo

9g=0, h=fr < 1y {gn}n una subsucesién de {f,}n

converge p-a.e. a 0. Ademds

limsup p(g, — h) = limsup p(g, — f)
n——+o0o n—++00
= lim p(g.—f)
= liminf p(f, — f)

3
< 147 ge(l)+ 2

2
= br.
Pero,
lim inf p(g, —¢) = liminf p(gn)
> i
> léliligfp(fn)
> 1
> T

Entonces, b no cumple la propiedad (&) y por lo tanto, para cualquier € > 0
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tenemos

hp-a.e(C)

VAN
o~

= 14 7p-ae(l)+e
lo que implica que

hp——a.e.(Lp) S 1+rp—a.e.(1)

95



Capitulo 3

Aplicaciones k-uniformemente
Lipschitzianas en los espacios

funcionales modulares

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos la teoria del punto fijo para aplicaciones uni-
formemente Lipschitzianas en los espacios funcionales modulares. Para ello
empezamos recordando algunos resultados de esta teoria en los espacios de

Banach y los espacios métricos.

Definicién 3.1.1. Sea (M,d) un espacio de métrico y C un subconjunto de
M. Se dice que una aplicacidn T : C — C es k-uniformemente Lipschitziana

st existe k > 0 tal que
d(T"z, T"y) < kd(z,y)

para cualquier x,y € C, n € N*.

56
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El estudio de la teoria del punto fijo para aplicaciones k-uniformemente
Lipschitzianas fue iniciado en 1973 por Goebel y Kirk [GoK3] quienes probaron

el siguiente resultado:

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo con el
mddulo de convexidad 6x () y C un subconjunto convezo, cerrado y acotado
de X. SiT : C — C es una aplicacion k-uniformemente Lipschitziana con

constante k menor que la dnica solucion de la ecuacion:
1
(100 (1)) =1
Entonces, T tiene un punto fijo.

Espontaneamente surge la siguiente pregunta: jes la tnica solucién de la
ecuacién h (1 —0x (%)) = 1 la mejor cota superior de la constante k por la

cual el teorema anterior sigue siendo cierto?

Nota 3.1.3. Cuando el espacio de Banach X es un espacio de Hilbert H, la
constante h es igual a: 52@ (ver [GoK3]).

Dos anos mas tarde, Lifshitz [lif] introdujo la siguiente constante:

Definicién 3.1.4. Sea (M,d) un espacio métrico. Se define la caracteristica

de Lifshitz k(M) como:
k(M) =sup{b>0:3a>1 tal que Vz,y € M,Yr > 0,d(z,y) > r,
32 € M con B(z,br) N B(y,ar) C B(z,7)}.

(Aqui, B(z,r) denota la bola cerrada centrada en z y de radio r).

Esta claro que k(M) > 1. En [lif] es probado el siguiente teorema:
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Teorema 3.1.5. Sea (M, d) un espacio métrico, acotado, completo y T : M —
M wuna aplicacion k-uniformemente Lipschitziana con constante k < x(M).

Entonces, T tiene un punto fijo.

Para un espacio de Banach X se define la constante de Lifshitz de la si-

guiente manera:
ko(X) = inf{k(M) : M C X convexo, cerrado y acotado}.
Como consecuencia del teorema (3.1.5) obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.6. Sea X un espacio de Banach, C' un subconjunto convezo,
cerrado, acotado de X y T : C — C una aplicacion k-uniformemente Lips-

chitziana con constante k < ko(X). Entonces, T tiene un punto fijo.

En [ADL] esta probado que si X es un espacio de Banach y A la solucién
de la ecuacién h (1 —dx(1/h)) = 1 entonces h < ko(X), ademds cuando X es
un espacio de Hilbert H tenemos xo(H) = /2. Asf obtenemos una respuesta
negativa a la pregunta anterior porque la constante de Lifschitz xo(X) es una
cota superior de k mejor que h en el teorema (3.1.2). Desde entonces se ha
abierto una amplia linea de investigacién que consiste en mejorar cada vez mas
la cota superior de la constante £ de una aplicacién k-uniformemente Lipschit-
zlana para que siga teniendo un punto fijo. Una de estas cotas superiores como
hemos visto, es la constante de Lipschitz xo(X). Algunos autores han conse-
guido dar cotas inferiores a esta constante en espacios de Banach especificos
(ver [AX], [Gor2] y [WZ]), sin embargo, todavia es desconocido el valor exacto
de esta constante en un espacio de Banach general.

En el siguiente teorema (ver [ADL]) recordamos algunos resultados significa-

tivos en este sentido:

Teorema 3.1.7. Sea X un espacio de Banach. Entonces,
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(1) ko(X) < N(X), En particular ro(X) < V2

1

2) ———— < Kko(X
donde, N(X) es el coeficiente de estructura normal del espacio de Banach X

y 0x(.) es el modulo de convezidad de X.
En 1975 Lipschitz [Lif] mostrd el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1.8. Sea C un subconjunto acotado, cerrado y convezo de 2. En-
tonces, existe una aplicacion T : C — C, T-uniformemente Lipschitziana que

no tiene ningun punto fijo.

Dicho ejemplo muestra que en el caso de un espacio de Hilbert la mejor
cota superior para la constante k de una aplicacién k-uniformemente Lipschit-
ziana se encuentra en el intervalo [\/5, %) aunque su valor exacto es todavia
desconocido. Hemos citado anteriormente algunos resultados de la teoria del
punto fijo para las aplicaciones k-uniformemente Lipschitzianas que estan rela-
cionados con el médulo de Clarkson y la constante de Lipschitz de un espacio
de Banach. No obstante, en 1984 Casini y Maluta han estudiado la misma
teoria relacionandola con el coeficiente de la estructura normal de los espacios

de Banach dando luz al siguiente teorema [CaM]:

Teorema 3.1.9. Sea X un espacio de Banach que tiene estructura normal
uniforme, C un subconjunto acotado, convexo de X y T : C — C una aplica-

cion k-uniformemente Lipschitziana con k < \/N(X). Entonces, T tiene un

punto fijo.

Nuestro objetivo en el presente capitulo es estudiar en el caso modular la
teorfa del punto fijo para aplicaciones p-k-uniformemente Lipschitzianas en los

espacios funcionales modulares.
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e En la seccién (3.2) definimos en el caso modular, el coeficiente de es-
tructura normal N(L,) del espacio funcional modular L,; luego damos
un nuevo teorema del punto fijo para aplicaciones uniformemente Lips-
chitzianas en dichos espacios usando el coeficiente anterior y por ultimo
buscamos ejemplos de espacios modulares funcionales L, que tienen es-

tructura normal uniforme i.e. N(L,) < 1.

e En la seccién (3.3) definimos en el caso modular el coeficiente de Lifshitz
k,(C) para un subconjunto p-acotado de L, y luego damos un teorema
del punto fijo para una familia conmutativa de aplicaciones usando es-
te coeficiente. En el caso particular de que la familia conmutativa de
aplicaciones es reducida a un elemento, obtenemos un teorema del pun-
to fijo para aplicaciones p-k-uniformemente Lipschitzianas semejante al

teorema de Lifchitz en los espacios métricos.

3.2 Estructura normal uniforme y Teorema del
punto fijo en espacios funcionales modula-
res

Sea B un subconjunto acotado de L,. Definimos la p-bola de centro f € L, y

de radio r > 0 por

B(f,r)={g9€ Ly plg—f)<r}.

Denotaremos

r(f,B) = sup{p(f — 9), g € B}

0(B) = sup{r(f,B), f € B}
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R(B) = inf{r(f,B), f € B}.

Definimos la envoltura admisible de B como la interseccién de las p-bolas que

contienen B, i.e:
ad(B) = ﬂ{A :BC AC L, dondeA esuna p-bola}.

Cuando ad(B) = B se dice que B es admisible. Definimos el coeficiente de
estructura normal N(L,,) de L, por:
R(B)

N(Lp) = sup {m , B es admisible, p-acotado y p-a.e. secuencialmente

compacto}. Cuando N(L,) < 1 se dice que el espacio funcional modular L,
tiene estructura normal uniforme. Dividimos la presente seccién en los tres

siguientes apartados:
e Lemas fundamentales
e El teorema principal
e Espacios funcionales modulares con estructura normal uniforme.

Lemas fundamentales

Lema 3.2.1. Sea p un funcional modular, B un subconjunto p-acotado de L,

y f € L,. Entonces,
(1) r(f,ad(B)) =r(f, B).
(2) 6(ad(B)) = 6(B).

Demostracién. (1) Como B C ad(B) entonces, r(f, B) < r(f, ad(B)). Supon-
gamos por reduccién al absurdo que r(f, B) < r(f,ad(B)). Existe un nimero
real r tal que r(f,B) < r < r(f,ad(B)). La desigualdad r(f, B) < r signi-

fica que sup p(f — ¢g) < r lo que quiere decir que B C B(f,r), por lo tanto
geB
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ad(B) C B(f,r) lo que nos lleva a la siguiente contradiccién r(f,ad(B)) < r.

Por consiguiente
r(f,B) =r(f,ad(B)).

(2) Esta claro que §(B) < d(ad(B)). Supongamos por reduccién al absur-
do que 6(B) < d6(ad(B)), usando la propiedad (1) obtenemos las siguientes
igualdades:

5(ad(B)) = fesxi?B)T(f,ad(B))

= sup r(f,B)
f€ad(B)

= sup supp(f—g)
f€ad(B) g€B

= sup sup p(f—9)
g€B fead(B)

= supr(g,ad(B))
geB

= supr(g, B)
geB

= §(B).

O
Lema 3.2.2 (DKS2). Sea p un funcional modular cumpliendo la Ax-tipo

condicidn, B un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente cerrado de L,

y {gn}n una sucesién de B tal que g, "—° g. Entonces,
< limi .
(1) plg) < liminf p(g.)
(2) B(0,7)N B es p-a.e. secuencialmente cerrado.
(3) ad(A)N B es p-a.e. secuencialmente cerrado, para todo A C L,.

Demostracién. La condicién (1) es una consecuencia directa del lema (1.3.4)
aplicado a la sucesién {g,} que converge p-a.e. a ¢ y a la funcién nula. Las

condiciones (2) y (8) se deducen directamente de (1). 0
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El siguiente lema es fundamental en nuestro resultado del punto fijo.

Lema 3.2.3. Sea p un funcional modular que cumple la Ay-tipo condicidn y

B un subconjunto p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto de L,. Sea
+o0

{fu}n ¥ {gn}n dos sucesiones de B. Entonces, ezxiste g € ﬂ ad(gj, j >n)NB

n=1
tal que

limsup p(g — f,) < limsup limsup p(g; — fn)-

n—-+oo j—=+o0 n—+4oo
Demostracion. Sea {fo}n ¥ {gn}n dos sucesiones de B. Definimos 6(h) =

limsup p(h — f,) para todo h € B. Como B es p-secuencialmente compacto y
n—r+00

p-acotado, existe una subsucesion {ggm)}n C {gn}n tal que gym) 2% gy una
subsucesion {fym)}n C {fu}n cumpliendo lim p(fym) — g) = limsup p(fr —
n—+00 n—+0c0

9) Y fum) 3% f € B. Como Jo(n) € ad(g; , j > n) N B que es p-a.e. secuen-
cialmente cerrado (propiedad (3) del lema (3.2.2)) ¥ gon) 7% g, obtenemos
g € ad(g; , j > n)N B para todo n > 1. Veamos que 6(g) < limsupd(g;).

Jj—+00
En efecto, del lema (1.3.4) tenemos

0(g;) = limsup p(fn — g5)

n—-+o0o

> liminf p(fym) — g5)

n—-+o0o

= liminf p(fye) = f) +p(f = 95).
Entonces, usando de nuevo el lema (1.3.4) obtenemos

limsupf(g;) > liminfp(fym) — f) + limsup p(f — g;)

j—+00 n—+0o 7=+
> Liminf ) — lim inf _ .
> liminf p(fym) = f) + liminf p(f = go(s)

= liminf p(fym = f) +liminf p(ge) — 9) + p(f = 9).
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De otro lado

0(9) = limsupp(fn —9)

n—-+oo

= liminf p(fym) — 9)

= liminf p(fym) — f) + p(f ~ 9).

Entonces,

0(g) < limsup 6(g;).
j—+o0
O
El siguiente lema es similar a un lema en [CaM] en el caso de un espacio de
Banach reflexivo. El mismo lema sigue siendo cierto en el caso de un espacio

métrico con algunas condiciones adicionales (ver [LiX] lema (6)).

Lema 3.2.4. Sea p un funcional modular cumpliendo la Ay-tipo condicion y B
un subconjunto admisible, p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto de L,.
Sea {f,} una sucesion de B y ¢ una constante tal que ¢ > N(L,). Entonces,
existe f € B tal que

(1) limsup p(f - fn) S c 6({fn}n)

n—-4oo

(2) p(f —g) <limsupp(fn — g) para todo g € B.

n—-+00

Demostracidn. Sea {fn}, una sucesién de B. Denotamos A,, = ad(f; : j >
+o0o

m)C By A= ﬂ Ap,. Como B es p-a.e. secuencialmente compacto, existe

m=1
una subsucesién de {f,}, p-a.e. convergente a un elemento h € A y entonces

A # (0. Adem4s sabemos por la propiedad (2) del lema (3.2.1) que

6(An) = 0({fi}izn)-
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De otro lado, sea f € Ay g € B tenemos

plg—f) < r(g,A)
T(g, An)
r(g,{fj: j=n})

sup p(g — f;)-
j>n

I IA

i

Entonces,

p(g — f) <limsupp(g — f.) paratodo g€ By f € A.

n—-+0oo

Veamos que existe f € A cumpliendo (7). Se puede suponer, sin pérdida de
generalidad, que 6({f,}») > 0. Elegimos ¢ > 0 tal que N(L,)d({fa}s) + ¢ <
¢ 8({fn}n) Por definicién de R(A,), existe g, € A, tal que

r(gn, An) < R(A4,)+¢

IA

N(Lp)é(An) +e
N(L,)({fa}n) + &
¢ 6({fa}tn)-

Como 7(gn, An) = 7(gn, {fi}i>n) = sup p(gn — f;), tenemos

IA

VAN

limsup p(gn — ) < ¢ 6({fu}n) (4).
j—+o0
+o0
Usando el Lema (3.2.3), existe f € ﬂ ad(g;, © > n) tal que
n=1
limsup p(f — f;) < limsup limsup p(g, — f;) (B).
j—r+oo n—+00  j—+o0

Comprobaremos que f € A. En efecto, para todo ¢,n enteros tal que 1 > n
tenemos g; € A; C A,. Entonces, {g;}i>n C A, lo que implica que ad(g;, ¢ >
n) C A,y f € A. Usando las desigualdades (A) y (B) esta claro que

limsup p(f — f;) < c6({fu}n)- O

j—+oo
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El teorema principal

Definimos el concepto de una aplicacién p-k-uniformemente Lipschitziana en
el caso modular como sigue:
Sea B un conjunto p-acotado de L,. Se dice que una aplicacién T': B — B es

p-k-uniformemente Lipschitziana si y sélo si:
p(T"f —T"g) <kp(f —g) VfgeBy VneN.

Teorema 3.2.5. Sea p un funcional modular convexo cumpliendo la Aq-tipo
condicion y B un subconjunto admisible, p-a.e. secuencialmente compacto y
p-acotado de L,. Supongamos que N(Lp) <1yseaT:B — B una aplicacion
p-k-uniformemente Lipschitziana cumpliendo k < (N(Lp))_l/z. Entonces, T

tiene un punto fijo.

Demostracion. Se puede suponer que k& > 1. En otro caso T seria p-no-
expansiva y la existencia del punto fijo es una consecuencia de ([KhKR], teo-
rema (3.5)). Elegimos un nimero real ¢ tal que N(L,) <c <1yl <k <
c~/2. Fijamos fy € B. Por el lema (3.2.4), se puede construir una sucesion

{fi}i>0 C B cumpliendo las dos siguientes propiedades:

(1) limsup p(T"(f;) = f11) < ¢ S{T(f;)}n)

n—-+o0o

(2) p(fix1 —g) < limsup p(T"(f;) — 9)

n—r+00

para todo j > 0y g € B. Denotamos D; = limsup p(T"(f;) — fj+1) y h =
n—+oo
ck? < 1. Para n > m > 0, tenemos

p(I™f; —=T"f;) < kp(f; =T ™f)
< klimsupp(T' f—1 — T"™f;)

i—+oo
K limsup p(T* "™ fi_y — f;)
1—+00

k*D;_;.

VAN

IN
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Como D; = limsup p(T"(f;) — fi+1) < ¢ 6({T"(f;)}n), obtenemos D; <

n—+4o00

& k‘2 Dj—l = h,Dj_l. EIItOIlCES,
D; < K D,

por lo tanto la sucesién {D;}, converge a zero. Por otro lado,

P = £) < w2 (plfi = TMf3) + p(f; = T" £;))
< w(2)(plfy1 = T"fy) + limsup (T fjr = T" 7))
< wp(D)(p(fi1 = T"fy) + klimsup p(T7" fj1 = f3)
< wp(2) (p(fsr1 = T"f;) + kDj).

Pasando al lim sup cuando n — 400, obtenemos

p(fi1— i) < wo(2)(Dj + kDj1)
< wp(Z)(hj + kb~ Dy
< w,(2)(h+ k)W Dy
< AR, donde A:wp(Q)Q—Z—EDO.

Por lo tanto, existe un cierto nimero entero N y un cierto nimero real (3

cumpliendo 0 < B < 1 tal que para j > N tenemos p(fjt1 — f;) < B, lo

que implica que 1 < —-—i— Usando las propiedades (3) y (5) del lema

B p(fim = fi)

(1.3.2) obtenemos
()= Gamm)
“’” (m =0 ol — 1)

(5 () = =)

por consiguiente, del lema (1.3.3) tenemos
1 1
i1 = fillp < -
o (mm) - @G

p(fi+1—15)
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por lo tanto {f;}, es una sucesién de Cauchy en (L,,||.||,). Entonces, existe
f € L, tal que ||f;—f||, = 0, porque (L,, ||.||,) es completo. Como bajo la Ay-
condicién la convergencia en norma y la convergencia modular son equivalentes,
obtenemos que {f;}, es p-convergente a f € L,. Por lo tanto, existe una
subsucesion de {f;}; que converge p-a.e. a f (ver propiedad (2) del teorema
(1.1.5)) y f pertenece a B porque B es p-a.e. secuencialmente cerrado. Veamos

que f es un punto fijo de T'. En efecto,

p(f =TF) < w,B)(p(f = fix1) + p(fisr = T"f;) + p(T"f; = Tf))
< w3 (o(f = fivr) + p(fisr = T"f;) + kp(T"* f; = f))
< 3 p(f — fJ+1 +P(fj+1 -1 f])

D (o0 = ) + iy = ) )
Pasando al limsup cuando n — +o00, tenemos
p(f = Tf) < wy(3) </)(f = fi1) + Dj + kwy(2) (Dj + p(fi41 — f)))-
Ahora, pasando al lim cuando 7 — o0, obtenemos

pf ~Tf)=0, ie.T(f)=f. 0

Espacios funcionales modulares con estructura normal uniforme

Nuestro objetivo en esta seccién es dar una clase de espacios funcionales mo-

dulares cuyos coeficientes de estructura normal cumplen
N(L,) < 1.

Empezamos recordando la definicién del p-médulo de convexidad uniforme (ver

[KhKS]). Sean ¢,r > 0. Se define el p-médulo de convexidad uniforme por:

o) = nt{1- 25 (LX) 5 o) <mpte) < 1o (F52) 2 e

= inf{l—%p (f+g) ; p(f) < rp(f +h) Snp(%) er}-
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El siguiente lema nos permite relacionar el coeficiente de estructura normal

N(L,) con el p-médulo de convexidad uniforme.

Lema 3.2.6. Sea p un funcional modular convezo que cumple la As-tipo con-

dicion. Entonces,

~ 1
<1-—i —= .
N(L,) <1 (11% d,(d,v) para todo € (0, w,,(2)>

Demostracion. Sea B un subconjunto admisible, p-acotado y p-a.e. secuencial-
mente compacto de L,. Sabemos que B es convexo porque es una interseccién
de p-bolas que son convexas, como consecuencia de la convexidad de p. De-
notamos d = §(B) y r = R(B). Sea ¢ € (0,1). Existe f,g € B tal que

3 f-g p(f —9) de
p(f — g) > €4(B). Entonces p< 5 ) > o 2) > @) Sea h € B.

Sabemos que p(h — f) < d , p(h — g) < dyp<(h_f);(h_g)) > wjé)'

wp(z)
f+yg
p<h*T

Por definicién de ¢, (d, c ) tenemos

para todo h € B. Entonces,

Por lo tanto,
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Recordamos la siguiente definicién de funcién uniformemente convexa.

Definicién 3.2.7. Se dice que una aplicacién ® : R — R es uniformemente

conveza, si para todo ¢ € (0,1) existe 6(g) € (0,1) tal que:

u+v & (u) +(I>(v)‘

)s(l—a(s» :

0<u y v<eu wimplca <I><

Algunas otras definiciones de aplicaciones uniformemente convexas se en-
cuentran en [Ka, Kh]. En lo que sigue vamos a suponer que ® es una N-funcién
que cumple la Ay-tipo condicién y que es uniformemente convexa. El siguiente
lema permite relacionar el coeficiente de estructura normal uniforme de ® con
el p-médulo de convexidad del modular de Orlicz asociado a ® (ver capitulo 1
paginas 28,29), donde 2 es un subconjunto abierto de R, ¥ es la o-algebra de
Lebesgue y 1 es la medida de Lebesgue.

Lema 3.2.8. Sea ® una N-funcién que cumple la Ay-tipo condicion y que
es uniformemente conveza. Sea p el funcional modular de Orlicz asociado a

®. Entonces, existe g9 € (0,1), tal que para todo € € (go,1) existe y(€) €
(0, ﬁ) con, igg 8, (r,v(g)) > 0.

1—
Demostracion. Se puede encontrar ¢ € (0,1) tal que ‘< para
2¢ w,y(2)

todo & € (gp,1). Elegimos un € € (go,1). Por definicién de la convexidad

uniforme de @, existe d(¢) € (0, 1) tal que

@ ¢
0<uy v<eu implica @<u+v>§(1_5(5)) (u)—2|— (U)
Elegimos v(¢) > 0 tal que 2_56 < v(e) < wpl(z). Sear > 0ysean f,h € L,

tal que p(f) <7, p(f+h)<ryp (g) > r(€)-
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Consideramos los siguientes conjuntos:

o= {teQ/0L f(1), f(t) <
Q = {teQ/0<f1), ft)+h )
Q3 = {teQ/f(t) <0, e(f(t)+h) < f(B)}
Q = {teQ/f{) <0, ef(t) < f(B)+h(H)}

Tenemos

Usando la definicién de la convexidad uniforme de la funcién ® en €2y, o, €25
y €24 obtenemos,

o (f(t) + (f;t) + h(t))) < (1 5(e)) 2D+ @éf(t) + h(t)

para todo ¢ € Ui=4;. Entonces, usando la convexidad de ® en Q \ UZ]

tenemos

A
S~
-
<
=
I
fo]
N
~
= c
[N}
Y
~

Uizt 2

L [ U el o),
Q 2
YRR

i~
iz1 S 2

r—6(e) /U 0 (@) dt, M

IA
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donde la tdltima desigualdad es también una consecuencia de la convexidad y

de la paridad de ®, porque

& (h_@) _ o ((f(t) +h(t)) — f(t)>

2 2
o B(() + () + B(—F(2)
- 2
_B(f(2) + h(t) + B (1)
2
Veamos que
3 (h(;)) o) (1)

para todo ¢t € Q\ Ui=1€);. Para probar esta desigualdad discutiremos dos casos:

Primer caso. Supongamos f(t) > 0. Como ¢ € Q \ UZ1Q; tenemos

1—¢ ib_(f)_ 1—¢
T2 &) < 5 = o

f(@).

Por tanto, gracias a la paridad y la convexidad de ®, obtenemos

2 (ESJ) —o (}@D <o (12;;““) <1=Za(r)

Segundo caso. Supongamos f(t) < 0. Como t € Q \ UiZ1Q;, tenemos

y conseguimos

ht)\ _ h(t) l1-¢
@(2)_<I><lz <52/
Asi la desigualdad (II) queda probada. Entonces,

/ @(@) dt < 1_5/ O(f(t))dt
Q\UIZt o 2 2 Joyi=ta

1-—¢
2e

como arriba.

r
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y obtenemos

/U;I:}Q,» ® (@> * = /Q(I) (@> - /Q\ng;*m ® (@) a

1—
> ryle) — 2557” (I1I).

De las desigualdades (I) y (III) se obtiene

o(1+3) = (1-50) (0 - 55))

Entonces

5(¢) <7(5) - 12_&76> < ,(r,v()) paratodo 7 >0

por lo tanto

it ,(r7(0) 2 662) () - 155 >0
O

Usando el lema (3.2.6) y el lema (3.2.8) obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2.9. Sea ® una N-funcidn que cumple la Ap-tipo condicion y que
es uniformemente convera. Entonces, el espacio funcional modular de Orlicz

L, asociado a ® cumple N(L,) < 1.

Para dar ejemplos de funciones que cumplen las condiciones del corolario

(3.2.9) necesitamos el siguiente resultado [HKM]: st ® : R — R* una aplicacién

, ®'(at) , d'(at)
ue cumple limsu p < 1y limsup —
d P ol @ (t) T @ (t)

entonces, ® es uniformemente convexa. Es facil de probar que las siguientes

< 1 para todo a € (0,1)

funciones

®,(t) = [t[” para p>1,
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®y(t) = t* — log(1 + t?),
D3(t) = —t + (1 +¢) log(1 + ).

son NN-funciones que cumplen la As-tipo condicién y que son uniformemente

convexas.

3.3 Teorema del punto para una familia con-
mutativa de aplicaciones

Sea C' un subconjunto p-acotado del espacio funcional modular L, y sea T':
C — C una aplicacién. Definimos los coeficientes |T'| y «,(C) respectivamente
por:

|T| = sup{ﬁ% . f,g € C’} y kp(C) = sup{b > 0 : existe a >
1 tal que paraptodo gf,g € C y para todo r > 0 cumpliendo p(f — g) >
r, existe h € C tal que B(f,br) N B(g,ar) C B(h,r)} donde B(f,r) = {g €
Ly:p(g—f)<r}

El siguiente teorema es un teorema del punto fijo para una familia conmutativa

de aplicaciones.

Teorema 3.3.1. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ag-tipo
condicion, C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto de
L,yYX={T,: o€ A} una familia conmutativa de aplicaciones que van de

C en st mismo. Supongamos que
sup {|MacaT2®| : ¢ € AV} < £,(C).
Entonces, existe un punto fijo comin de la familia 3.

Demostracion. Sea by,by € R tal que

sup {|Ha€ATO‘f(°‘)| : g€ AV} < by < by < K,y(C). (1)
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Definimos un numero positivo r(f) para todo f € C por
r(f)=inf{r>0:3ge C /Vp € AV p(Il4eaT? g — f) <1}

Es facil de probar que 7(f) = 0 si y sdlo si T,(f) = f paratodo a € A. En
efecto: supongamos que r(f) =0, sea ¢ > 0. Existe g € C tal que

p(TMaesTH¥g — f) < e para todo ¢ € A", (2)
Fijamos ag € A y elegimos en (1) y (2) ¢ : A — N tal que

o) = 1 sia=qy

0 sia#ag.

Obtenemos

|Tao| <b y ,O(Tao(g) - f) <e.

Ahora elegimos en (2), ¢ : A — N tal que ¢(«) = 0 paratodo o € A.
Obtenemos p(f — g) < . Entonces,

o(Tuof — f) SLN@Q%RJ—T%m+pﬂag—ﬁ)

IA

M%(Eﬂdf—w+wﬂag—ﬁ>
< w(2)(by + 1)e.

Como ¢ es arbitrario obtenemos p(T,, f — f) = 0. Por lo tanto
To,f = f para un arbitrario ag € A.

Ahora supongamos que T,(f) = f para todo o € A, entonces T(f(a)(f) =f
para todo ¢ € AN y p(Ilaes TS f — f) = 0 < ¢ para todo ¢ € ANy £ > 0.
Asi r(f) < ¢ para todo € > 0, lo que implica que r(f) = 0.

Veamos que existe hy € C tal que r(hy) = 0 y por tanto hg es un punto fijo
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comun de . Supongamos que fy es arbitrario y que fi, fa, ...., fn son elementos
que ya estdn construidos en C. Vamos a construir f,4; de modo que r(f,+1) <
Ar(fn) ¥ p(fas1 — fn) < w(2)(A + v)r(f.) para todo n € N y para ciertos
nimeros reales A,y tal que A € (0,1) y v € (1, +00). Segﬁn la. definicién de
k,(C), tenemos la siguiente propiedad (P): existe a > 1 tal que para todo
f,g€Cyr>0conr<p(f—g)existe h € C tal que B(f,ber) N B(g,ar) C

b
B(h,r). Comoa > 1y b—2 > 1 elegimos A € (0,1) y v € (1,+00) tal que
1

b
¥ = min <a)\, 52—)\ > 1. Si 7(f,) = 0 entonces f, es un punto fijo comuin de
1

3. Sir(fn) > 0 tenemos Ar(f,) < r(fn) < yr(f,). Entonces

Vg € C I € AN tal que p(IlaesTY ™ g — £,) > Mr(fn) (3)

dg € C tal que Vo € A" se tiene p(IaeaT?Yg — f,) < vr(fn)- (4)

Tomamos en (3), g = f,. Entonces existe 1y € A" tal que

p(HaeATg(a)fn - fn) > )\T(fn) (5)

Sabemos por la propiedad (4) que existe gy € C tal que para todo ¢ € AN

tenemos
p(MaeaT W go — fn) < r(fn). (6)
Denotamos hg = e sT¥ ¥ go. Entonces
P(MacaTEho — MacaTdV fu) = p(TacaTd @ go — Mae T fr)
= p <HaeATZf(a) (HaeAT(f(a)gO)

—HaeAT;“‘”(fn))

MaeaT?®| p(MacaT g0 — fn)
b1yr(fn)

boyr(fn)-

(VAN AN

IA
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Por consiguiente
P(MaeaTE D ho — Tae AT f2) < byyr(fn). (7)
Gracias a las propiedades (5),(6) y (7) tenemos, para todo ¢ € AN

p(MacaTE@ o = £2) > Mr(f)
p(MaeaTEhg — fu) < aXr(fa)
P(Mae aTE® hy — TaeaTE® £,) < bAr(f)

Entonces, MoeaTS ko € B ( Fr aAT( fn)> NB (HaeATgf(“) Fu b ( fn)) .
La propiedad (P) implica que existe f,.; € C tal que

B (fm a)‘r(fn)> ﬂ B (HaEATa?(a)fm bZ'VT(fn)) CB (fn+17 )‘T(fn)> .
Por lo tanto para todo ¢ € AN tenemos
P(aeaTeho — furr) < Mr(fa), (8)

lo que implica que 7(fn11) < Ar(f,). Tomando ¢ = ¢ en (6) se tiene p(hg —
fr) < Ar(fa) y tomando ¢ = 0 (la funcién nula) en (8) se tiene p(ho — frni1) <
Ar(fn). Por lo tanto

p(fn-l-l - fn) < W(Q) (p(fn-l—l - hO) + p(hO - fn))
< w@)(y+ A)r(fa)-

Asi obtenemos

r(fa) S Ar(fact) S Xr(faa)ees S A ()

pfart = fa) S W) A +7)A" I (f1).
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Por lo tanto, existe un cierto nimero entero positivo N y un cierto nimero

real 8 cumpliendo 0 < 8 < 1 tal que para todo n > N tenemos

p(fr+1 = fn) < B,

lo que implica que
1

S p(fn+1 - fn)

() < (i)

La propiedad (5) en el lema (1.3.2) implica que

() 2o i)

y del Lema (1.3.3) deducimos que

| /\

1 1
<

an—i—l_fn”pg . 1 =~ n -
“o (P(fn+1—fn)) <wp_1(%))

Entonces, {f,} es una sucesién de Cauchy en (L,, ||.||,) donde ||.||, es la norma

de Luxemburg asociada a p. Como (L,, ||.||,) es completo, existe hy € L, tal
que nl_l)r_{loo || fn—hol|, = 0. Entonces nl_l)r_{loo p(fn—ho) = 0 porque bajo la Ay-tipo
condicién la convergencia en norma y la convergencia modular son equivalentes
en L,. Comprobaremos que hy € C. Como {f,}» es un modular convergente a
hg existe { fn, }x una subsucesién de { f,,} tal que f,, P23 he (ver la propiedad
(2) del teorema (1.1.5)). Como f,, € C'y C es p-a.e. secuencialmente cerrado,
entonces obtenemos que hy € C. Finalmente, probaremos que r(hy) = 0.

Elegimos ¢ > 0. Existe n € N tal que r(f,) < &/2y p(fn—ho) < /2. Entonces
existe g € C tal que p(HaeATg’(a)g—fn) < £/2 para todo ¢ € A" lo que implica

que para todo ¢ € AN tenemos

p(MaeaT@g — hg) < w(2) (p(HaeAT£<a>g — fu) + p(fn — ho))

< w(2)e.
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Entonces,

r(ho) < w(2)e para todo ¢ > 0.

Por lo tanto
T(ho) =0.
O
Nota 3.3.2. Cuando la familia ¥ en el teorema (8.3.1) se reduce a un inico

elemento, obtenemos el siguiente teorema del punto fijo para aplicaciones p-k-

uniformemente Lipschitzianas:

Teorema 3.3.3. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ag-tipo
condicion. Sea C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto
de L, y T : C — C una aplicacion p-k-uniformemente Lipschitziana con

k < k,(C). Entonces, T tiene un punto fijo.



Capitulo 4

Aplicaciones asintéticamente
no-expansivas en espacios

funcionales modulares

4.1 Introduccién

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto cerrado,

acotado, convexo de X y T : C' — C una aplicacion.
(1) Se dice que T es no-expansiva si

1Tz =T y|| < [lz —yll Vz,yecC.

(2) Se dice que T es asintdticamente no-expansiva si existe una sucesion de

numeros reales {kn}n con lim k, =1 tal que
n——+o0o

1Tz — T"y|| < knlle =yl Vz,y € C.

80
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(8) Se dice que T es del tipo asintdticamente no-expansiva si

lim sup (sup{||T"z — T"y|| = ||z —y|| : y€ C}) <0 VzeC.

n—+o0o

Es facil de probar que una aplicacién no-expansiva es asintéticamente no-
expansiva y a su vez, una aplicacién asintéticamente no-expansiva es del tipo
asintoticamente no-expansiva.

En 1965, Browder [Br2] probd el siguiente teorema:

Teorema 4.1.2. Sea H un espacio de Hilbert, C un subconjunto cerrado,
acotado convero de H y T : C — C una aplicacion no-expansiva. Entonces,

T tiene un punto fijo.

En este mismo afio Browder [Br3], Gohde [Goh] y Kirk [Kil] probaron que
este resultado podia ser mejorado suponiendo una condicién mas débil, como
la de ser X un espacio de Banach uniformemente convexo o un espacio de
Banach reflexivo con estructura normal. Siete afios después, en 1972, Goebel

y Kirk [GoK1], mostraron el siguiente teorema:

Teorema 4.1.3. Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo, C' un
subconjunto cerrado, acotado, convero de X y T : C — C una aplicacion

asintoticamente no-erpansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.

Este teorema, es por tanto, una generalizacién a la familia de aplicaciones
asintdticamente no-expansiva del teorema de Kirk [Kil] e inicia la teoria del
punto fijo para aplicaciones asintéticamente no-expansivas en los espacios de
Banach.

Dos anos después, en 1974, Kirk [Ki2] probd el siguiente teorema:

Teorema 4.1.4. Sea X un espacio de Banach con la caracteristica de convexi-

dad inferior estrictamente a 1 i.e. €9(X) < 1. Sea C un subconjunto cerrado,
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acotado y convezxo de X y T : C — C una aplicacion del tipo asintéticamente

no-expansiva con TV continua para un cierto entero N. Entonces, T tiene un

punto fijo.

A su vez, este teorema es una generalizacién del teorema (4.1.3) a la familia
de aplicaciones del tipo asintéticamente no-expansivas. En 1986, Yu y Dai
[YD] extendieron el teorema (4.1.3) de Goebel y Kirk a los espacios de Banach
(2-UR) 2-uniformemente rotundos. Posteriormente en su articulo [Xul] Xu
probd que el teorema de Yu y Dai es cierto también para las aplicaciones
del tipo asintéticamente no-expansivas en los espacios de Banach (k-UR) k-
uniformemente rotundos para 0 < k < +oco. En 1991, Xu [Xu2] mostré el

siguiente teorema:

Teorema 4.1.5. Sea X un espacio de Banach (N.U.C) casi uniformemente
convero, C un subconjunto cerrado, acotado, convero de X yT : C = C
una aplicacién del tipo asintdticamente no-ezpansiva con TV continua para un

cierto entero N. Entonces, T tiene un punto fijo.

Como los espacios uniformemente convexos y los espacios k-uniformemente
rotundos para 0 < k < +o0c son espacios (N.U.C) casi uniformemente convexos
y como las aplicaciones no-expansivas y las aplicaciones asintéticamente no-
expansivas son aplicaciones del tipo asintéticamente no-expansivas, este altimo
teorema es una geneneralizacién de todos los teoremas anteriores.
Restringiéndonos a las aplicaciones asintéticamente no-expansiva, haremos en
lo que sigue un estudio de la teoria del punto fijo de este tipo de aplicaciones

en los espacios funcionales modulares, probando los dos siguientes teoremas:

Teorema 4.1.6. Sea p un funcional modular convezo que cumple la As-tipo

condicidn y que es o-finito. Sea C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuen-
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cialmente compacto de L,. Sea T : C — C una aplicacion p-asintdticamente

no-ezpansiwa y H un subconjunto de C que cumple las siguientes propiedades:
(1) si f € H entonces Q,_q.(f) C H;

(ii) para todo f € H, toda subsucesion {T™(f)}; de {T"(f)}n tiene una

subsucesion que es p-convergente.
Entonces, T tiene un punto fijo en H.

Teorema 4.1.7. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ay-tipo
condicién y que es o-finito. Sea C un subconjunto p-acotado y p-a.e. secuen-
cialmente compacto de L,. Sea T : C' — C una aplicacion p-asintdticamente

no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.

Cuando L, = L(2, p) para una medida o-finita u, obtenemos el siguiente
corolario que extiende un resultado de Lennard [Le] para las aplicaciones no-

expansivas:

Corolario 4.1.8. Sea C un subconjunto acotado convero y compacto para la
topologia de la convergencia local en medida de Li(Q,p) y T : C = C una

aplicacién asintéticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.

4.2 Topologias equivalentes

El concepto de conjuntos p-a.e. cerrados, p-a.e. compactos ha sido extensi-
vamente estudiado en el caso secuencial. Uno de los problemas que bastantes
autores han encontrado dificil de superar es, si estas nociones provienen de una
topologia. En esta seccién discutimos este problema. En particular, construi-
mos una topologia 7 por la cual la p-a.e. compacidad secuencial es equivalente

a la compacidad usual de 7. Esto serd imprescindible para el uso del lema de
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Zorn.

En lo que sigue suponemos que p es un funcional modular convexo que cumple
+o0

la Ag-tipo condicién y que es o-finito i.e. Q = U K, donde {K,}, es una

n=1
sucesi6n creciente de elementos de P con 0 < p(lg,) < +oo, para cualquier

entero no nulo n.

Consideramos un funcional d : L, x L, — R* definido por:

R 1 If - gl
A9 =D 3 i) <1 T If—gllK’“) |

k=1

En la siguiente proposicién veamos algunas propiedades bésicas que cumple el

funcional d.

Proposicién 4.2.1. Sea p un funcional modular convero que cumple la Aq-
tipo condicion y que es o-finito. Entonces el funcional d cumple las siguientes

propiedades:
(1) d(f,9) =0 si y sdlo si f =g,

(2) d(f,g) = dlg, f),

wpy(2
2

~—

(3) d(f,9) < (d(f, k) +d(h, g)).

Demostracidn. Las dos propiedades (1) y (2) son obvias. Para probar (3) se
usa la definicién de la funcién de crecimiento w, y la siguiente desigualdad:

N B
I14+la+b = 14+|a] 141}

valida para todo a,b € R. 0

En la siguiente proposicién discutimos la relacién existente entre la p-a.e.

convergencia y la d-convergencia.
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Proposicién 4.2.2. Sea p un funcional modular convezo que cumple la Ag-
tipo condicidn y que es o-finito. Sea {fn}n una sucesion de funciones medibles.

Si { fn}n converge p-a.e. a f, entonces

lim d(f,, f)=0.

n—+o0o

Ademds, si {fn}n es d-convergente a f, i.e.

lim d(f,, f) =0,

n—-+00

entonces eziste una subsucesion {fn, }x que converge p-a.e. a f.

Demostracion. Supongamos que { f, }, converge p-a.e. a f, veamos que
+oo

: 1 :

lim d(f,,f) =0. Sea ¢ > 0. Como Z o= 1, existe un entero N

n—r-o0o

oo
1 todo k > N t Zi< Entonces
tal que para todo enemos ok €. Entonces,
k=N+1
N
. . 1 1 | fu = f]
lim d(f,, < 1 — 1 +e
Jm d(fa f) < lim (; 2’“,0(1Kk)p<1—|-|fn fl K) )
N
11 fn — /] )
< lim — p< + €.
kzzjln_H—OO 2 p(lKk) 1+ |fn |
Para cualquier entero no nulo £ tenemos
ln___L_ 1k, “5°0  cuando n — 400,
L+ |fa—=fI
ademas _|—|f—Lf|1 k., < lg, p-a.e. Usando el Teorema de Lebesgue (ver

el teorema (1.1.5) propiedad (6)), obtenemos hm p(l fo |f|1Kk) =0

para todo entero no nulo &, entonces hril d( fn, f) < ¢ para cualquier € > 0,
n——+0o0
lo que implica que lim d(f,, f) =0.
n——+o0

Ahora veamos que si lir}rn d(fn, f) = 0 entonces, existe una subsucesion { fr, }«
n——+400
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de {fn}n que converge p-a.e. a f. Supongamos que {f,}, es d-convergente a
f,ie.
lim d(f,,f)=0.

n—-+o00

Entonces, para todo entero no nulo k& tenemos

| —1 = 0.

nrtoo” <1+ G- ) =P )

Usando la propiedad (%) obtenemos lim p (——]f"—_—f—l——l K1> = 0, lo que
n—+00 1+ |fn — f|

implica, usando la propiedad (2) del teorema (1.1.5), que existe una subsu-

cesién {f1}, de {fn}n tal que f} — f p-ae. en K ie. 1_1&1 fHz) = f(=)
cuando z € K1\ Ay donde 4; C Ky p(14,) = 0. Usando de nuevo (x) obtene-

. fa— /]
1 — 1
- nirfoo"<1+|f,1 -1

{f*}, de {f1}, tal que f> — f p-a.e. en Ky i.e. 1_1)5{1 f2(z) = f(z) cuando
z € K3\ Ay donde Ay C Ky y p(14,) =0, ..., siguiendo este método iterativo,

) = 0, lo que implica que existe una subsucesion

construimos una subsucesién diagonal {f7}, de {f,} que converge p-a.e. a f.
+oo

En efecto, sea z € 2\ U Ay. Existe un entero no nulo N tal que z € Ky \ Ay.
k=1
Como {f"},>n es una subsucesién de {fN}, y lirf fN(z) = f(x) obtene-
- n—+0o0

mos liril f*(z) = f(z), por lo tanto {f"}, es una subsucesién de {fn}n que
n——+oo

converge p-a.e. a f. O

Definicién 4.2.3. Sea p un funcional modular convezo que cumple la Aq-tipo

condicion y que es o-finito. Sea C' un subconjunto de L,.

(a) Se dice que C' es d-cerrado si y sdlo si para toda sucesion {fo}n de C tal

que lim d(f, — f) =0 tenemos f € C.
n——+o0o

(b) Se dice que C es d-abierto si y sdlo si su complementario es un subcon-

Junto d-cerrado de L,.
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(c) Se dice que C es d-secuencialmente compacto si y sdlo si para toda su-
cesion {fn}n de C existe una subsucesion {f,} que es d-convergente en

C.

(d) Se dice que C' es totalmente acotado si y sdlo si para todo € > 0, C puede
ser cubierto por una familia finita de subconjuntos cuyos didmetros son
inferiores a €. Donde diam(A) = sup{d(z,y) : =,y € A} para cualquier
AcCC.

Es facil de probar que la familia de todos los subconjuntos d-abiertos de
L, forma una topologia 7 en L, que se llamara la topologia generada por d.
Aunque el funcional d no cumple la desigualdad triangular, sigue teniendo
algunas propiedades similares a las de una distancia. En lo que sigue para

evitar la confusion entre las p-bolas y las d-bolas denotaremos
BYz,r)={y€e L,, dly—z)<r}

Lema 4.2.4. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ay-tipo con-
dicion y que es o-finito. Sea C un subconjunto de L, que es d-secuencialmente

compacto. Entonces, C es totalmente acotado.

Demostracion. Sea € > 0. Supongamos que C no puede ser cubierto por un
numero finito de subconjuntos de L, con didmetro inferior a €. Entonces C no
puede ser cubierto por un nimero finito de d-bolas de radio /2. Asi se puede

construir una sucesién infinita a, as, ...... en C' tal que
¢ Bejy(ar)
a2 e/2\01

as & Bg/z(al) U Bg/2(02)7
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Para todo m y n con m # n, tenemos d(an,a,) > €/2. Entonces, la sucesiéon
a1, 0y, ..... no puede tener una subsucesién d-convergente. En efecto, suponga-
mos que {ay(n) }» €s una subsucesién de {a, }» que es d-convergente a un punto

a € C. Entonces, para cualquier n, m numeros enteros tal que n # m tenemos

wp(2) (d(apimy, @) + A0, ay(n))) > d(Gpm); Gom) > /2.
Cuando n y m tienden a 4+o00 obtenemos una contradicién. gl

Lema 4.2.5. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ay-tipo con-
dicion y que es o-finito. Sea C un subconjunto de L,. Entonces, las siguientes

dos condiciones son equivalentes:
(a) C es compacto para la topologia generada por d.
(b) C es d-secuencialmente compacto.

Demostracion. Sea C' un subconjunto de L,,.

Recordamos la siguiente definicién: se dice que una familia ¢ de subconjuntos
de C tiene la propiedad de la interseccién finita si cualquier subfamilia finita
de ¢ tiene una interseccién no vacia. Es bien conocido el siguiente resultado
tépologico: C es compacto para la topologia generada por d si y sélo si para
toda familia de subconjuntos d-cerrados de C' que tiene la propiedad de la
interseccidn finita tiene una intersecciéon no vacia

(b) = (a) Sea ¢ una familia de subconjuntos d-cerrados de C' que tiene
la propiedad de la interseccién finita. Veamos que ( tiene una interseccién no
vacia. Sea e > 0. Como C es totalmente acotado (ver el lema (4.2.4)), se puede
cubrir C' por un numero finito de d-bolas de radio ¢, llamadas, B¢, B, ..., BY,.
Probaremos que existe m € {1,2,..., M} tal que la interseccién de BZ con

cualquier elemento de ¢ es no vacia. En efecto, por reduccién al absurdo,
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supongamos que para todo m € {1,2,...., M} existe A, € ( tal que BENA,, =
0. Como A; N As... N A, es no vacio entonces contiene un punto z. Como z
pertenece a A, para cualquier m € {1,2,...., M} entonces no pertenece a
ningin B2 lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, para cualquier n € N*, existe z, € C tal que para cualquier A € ¢

Asi obtenemos una sucesién i, Zo, ..... de elementos de C. Como C' es d-
secuencialmente compacto entonces {z,}, tiene una subsucesién {z,n)} que
es d-convergente a un punto a € C. Veamos que a € A para cualquier A € (.
En efecto, sea A € (. Probaremos que a es adherente a A, por lo tanto a € A

porque A es d-cerrado. Sea ¢ > 0. Elegimos n € N bastante grande tal que

1 €
To(n) € Bg/pr(Q) (a) y o) < 20,)° Entonces,

B Jo(n) (Tomn)) C BX(a),

y usando la propiedad () obtenemos, Bl(a) N A # 0.

(a) => (b) Sea {zn}n una sucesién de elementos de C. Para todo n € N*, sea
A, la clausura de {z, Zpy1, -.....} con respecto a la topologia generada por d.
Entonces, {4;, Ay, .....} es una familia de subconjuntos d-cerrados de C' que
tiene la propiedad de la interseccién finita porque A; D Az D ... y los A, son
no vacios. Entonces, existe a € C tal que a € A, para cualquier n € N*. Vamos
a construir una subsucesién {Zy(n)}n de {zn}nque es d-convergente al punto
a. Como a € Ay, existe ¢(1) € N* tal que d(z,1),a) < 1. Como a € Ay)+1,
existe p(2) € N* tal que ¢(2) > ¢(1) + 1y d(zy2),a) < % De la misma
manera existe ¢(3) € N* tal que ¢(3) > ¢(2) + 1y d(zys),a) < %, siguiendo
este método iterativo, obtenemos una subsucesién {Zy(m)}n de {2n}n tal que

lim d(xw(n), a) =0. O

n-—+o00
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Sea p un funcional modular convexo que cumple la A,-tipo condicién y
que es o-finito. Es fécil de probar usando el lema (4.2.2) que si C es un
subconjunto de L, entonces, C' es p-a.e. secuencialmente compacto si y sélo si
C' es d-secuencialmente compacto y por el lema (4.2.5) obtenemos la siguiente
equivalencia: C' es p-a.e. secuencialmente compacto si y sélo si C' es compacto

para la topologia generada por d.

4.3 Lemas técnicos

En lo que sigue supongamos que p es un funcional modular convexo que cumple
la As-tipo condicién y que es o-finito. Sea C' es un subconjunto convexo, p-
acotado y p-a.e. secuencialmente compacto del espacio funcional modular L,
y T : C — C una aplicacién p-asintéticamente no-expansiva, i.e. existe una

sucesién de numeros reales {k,}, con lim £k, =1 tal que
n—+o00

p(T"f —=T"g) < kup(f —g) Vf,g€C.

Supongamos que K es un subconjunto convexo, p-a.e. secuencialmente cerrado

de C que cumple la siguiente propiedad:
feK implica £, ,.(f)CK (A)

donde Q). (f) = {9 € L, : g = ‘ligx T"™(f) p-a.e. para un cierto n; T
1—r+00

+00}. Denotamos < la familia de todos los subconjuntos K arriba menciona-

dos. Ordenando & por inclusién y usando el lema de Zorn (ver [Br]), existe un

elemento no vacio minimal de § denotado H que cumple la propiedad (A).

Lema 4.3.1 (DKS3). Sea p un funcional modular convezo que cumple la Ay-
tipo condicion y C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencialmente compacto

de L,. Sea {fn}n una sucesion de elementos de C y ® : C — R* un funcional
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definido por ®(g) = limsup p(f, — g). Entonces,

n—+0o

®(g) < liminf ®(g,,) cuando {gm}m CC y gn" =" geC.

m—+oo
Demostracion. Como C' es secuencialmente p-a.e. compacto, existe una sub-

sucesion {fsm)}n de {fa}n tal que fy(n) 3% fecCy nl_lgloo plfom) — 9) =
lim sup p(f,, — g). Tenemos,

n—-+o00
®(g,,) = limsupp(fr — gm)
n—r+oo

> limsup p(fm) — gm)
n—r+oo

> lminf p(fom) = gm)-

Usando el lema (1.3.4), tenemos liminf p(fomy — gm) = lim+inf p(fomy — f) +
n——+0oo n—-+00
pf = gm). Entonces, ®(gm) > lim inf p(fy(m) = f) + p(f = g) y lim inf @(gm) =

liminf p(fomy—f) —HimJirnf o(f —9gm). De nuevo usando el lema (1.3.4), tenemos
n—>+00 m——+oo

limJirnf o(f —gm) = limJirnf,o(gm —g) + p(g — f). Por lo tanto
M—>-400

m——+0o0

m——+00

.. o g P - _ |
Lim inf ®(gm) > liminf p(fom = ) + Lim inf p(gm — g) +p(g — f) ()

De otro lado,

®(g) = limsupp(f, - 9)

n—+0o0o
= lim p(fym) —9)
= liminf p(f4(n) — 9)
= liminf p(fy(m) — f) +o(f =~ 9) (11).
De (I) y (II) esta claro que ®(g) < liminf ®(gy,). O

m—-+oo
Lema 4.3.2. Sea p un funcional modular convezo que cumple la Ay-tipo con-
dicion y C un subconjunto p-acotado y p-a.e. secuencialmente compacto de

L, SeaT :C — C una aplicacion p-asintdticamente no-expansiva y H un
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subcongunto de L, definido como se indicd antes. Para todo f € H definimos el
funcional r(g) = limsup p(T™ f — g) para todo g € C. Entonces, el funcional

n—-+o0
r5(.) es constante en H y esta constante es independiente de f en H.

Demostracion. Seat >0y f € H. Consideremos el conjunto

Hi(f)={g€H, rs(g)<t}.

es facil de probar que Hy(f) es convexo. Veamos que Hy(f) es p-a.e secuencial-
mente cerrado y por lo tanto sera p-a.e. secuencialmente compacto. Supon-
gamos que {gm}m C Hi(f) y gm = g € H. Usando el lema (4.3.1) tenemos
limsup p(T"f — g) < %rg}rrghm sup p(T"f — gm) < t. Entonces g € Hy(f) y

n—+00 n—+00
por lo tanto H;(f) es p-a.e. secuencialmente compacto.

Veamos que Hy(f) cumple la propiedad (A). Sea g € Hi(f) ¥ h € Qp—a.e.(9)-
Probaremos que h € H;(f). Como existe una subsucesién {n;}; de {n}, tal
que T (g) =3 h, usando el lema (4.3.1) y la no-expansividad p-asintética de

T, obtenemos

ri(h)

|

limsup p(T" f — h)
n—+o00
lim inf lim sup p(T" f — T™g)

12400 pytco

lim inf 7 (T™(g))

12— --00

limsupry (T"" (9))
1—+00

IANIAN A

IN

limsuprs(T™(g))

m——+00

lim sup (limsup p(T"f — ™4g))
m—+00 n—>=4-00

lim sup (km lim sup p(T"™ ™ f — g))

m~—=+00 n—+oo

N IA

VAN

lim sup lim sup p(T"f — g)

m—+oo n—+00

t.

IA
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Por tanto, h € H,(f) y por consiguiente H;(f) cumple la propiedad (A). Como
H,(f) # 0, la minimalidad de H implica que H;(f) = H. Veamos que el funcio-
nal r¢(.) es constante en H. En efecto, supongamos que 7¢(.) no es constante
en H. Entonces, existen hy, hy € H tal que r5(hy) < r7(h2) lo que significa que
existe un numero real ¢ tal que ry(h1) <t < r¢(hg) entonces hy € Hy(f) = H
y ha € Hy(f) = H. Esta contradiccién muestra que r;(.) es constante en H.
Probaremos que 7; es en realidad independiente de f en H. Sea f,g € Hy
{T™(g)}» una sucesién de elementos de C. Usando la p-a.e. compacidad secuen-
cial de C' existe una subsucesién {T™ (g)}; de {T™(g)} tal que T (g) """ h
con h € H porque H tiene la propiedad (A). Usando el lema (1.3.4), tenemos
p(T"f —h) < lzlgl +1£10f p(T"f — T™g) entonces,

ry = rys(h)
= limsup p(T"f — h)
n—+o0o
< limsupliminf p(T"f — T™g)

n—+oo TR

< limsuplimsup p(T"f — T™g)
n—+o00 m—400

< limsupp(f ~T™g)
m—>+400

= rg(f)

= 1,

Como f, g juegan simétricos papeles. Entonces, tenemos r, < 7y y por lo tanto

Tg=Tyf. O

En lo que sigue recordamos que la p-convergencia y la convergencia en

norma coinciden cuando el funcional modular p cumple la Ay-tipo condicién.

Lema 4.3.3. Sea p un funcional modular convero que cumple la Aq-tipo condi-
cion. Sea S un subconjunto no vacio , norma-compacto de L, con diam,(S) >

0. Entonces, existe f € ¢6(S) tal que sup{p(g — f) : g € S} < diam,(S).
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Demostracion. Como S es un subconjunto compacto y p es norma continuo,

podemos encontrar fy, f; € S tal que

p(fo — f1) = diam,(S) = sup{p(f — g); f,g € S con f # g}.

Sea Sy C S maximal tal que {fy, fi} C So y para todo f,g € So (f # g) te-
nemos p(f — g) = diam,(S). Sy debe ser finito porque en otro caso existe una
sucesién infinita {f,}, C So tal que Sep,{fn} = nl;lyfn p(fn — fm) = diam,(S)
y por lo tanto {f,}, no tiene ninguna subsucesién que es p-convergente, lo

que es contradictorio con el hecho de que S es compacto. Denotamos Sy =

k=n
1
{fo, f1, f2y -+, fu} v definimos h = Z (n n 1) f&, como S es compacto en-
k=0

contramos go € S tal que p(go — h) = sup{p(g — h) : g € S}. De otro lado

usando la convexidad de p tenemos

k=n 1 k=n 1
plgo—h) = p (k:o <n+ 1) 9o — 2 (n+ 1) flc)

< k:Z:( i1>9(90—fk)

< diam,(S5).

k=n
: : 1 :
St p(go — h) = diam,(S), tenemos ; (m) p(g0 — fx) = diam,(S) lo que
implica que p(go— fx) = diam,(S) cuando k € {0,1,....,n} y eso contradice la
méximidad de Sy. Entonces sup{p(g—h) : g € S} = p(go— h) < diam,(S). U

4.4 Resultados principales

Teorema 4.4.1. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ag-tipo
condicion y que es o-finito y C un subconjunto p-acotado, p-a.e. secuencial-

mente compacto de L,. Sea T : C — C una aplicacion p-asintdticamente
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no-expanswa y H un subconjunto convero, p-a.e. secuencialmente cerrado de

C que cumple las siguientes propiedades:
(i) si f € H entonces Qp_q..(f) C H;

(it) para todo f € H, toda subsucesion {T™(f)}; de {T™(f)}n tiene una

subsucesion que es p-convergente.
Entonces, T tiene un punto fijo en H.

Demostracion. Sea F la familia de los subconjuntos no vacios, p-a.e. secuen-
cialmente compactos de H que cumplen la propiedad (¢). La familia F es
no vacia porque H € F. De los resultados anteriores, F tiene un elemento
minimal. Sea K el elemento minimal de F. Primero probaremos que si K es
unitario entonces, T tiene un punto fijo. En efecto supongamos que K = {f}.
Tenemos . (f) = {f}. Entonces, existe una subsucesién {n;}; de {n}, tal
que T%(f) *=3“ f. De (ii) se puede suponer que {T™(f)}; es p-convergente a
f y usando la continuidad de T tenemos {T™*1(f)}; es p-convergente a T'(f)
lo que implica que T'(f) € Q,—q..(f). Por lo tanto T(f) = f. En segundo lugar
probaremos por reduccién al absurdo que K es unitario y por consiguiente
obtenemos un punto fijo para T.

Supongamos que K tiene mds de un elemento, i.e. diam,(K) > 0. Sea f € K.

Consideramos
S = Q) (f) ={9 € H; T"(f) es ||.||-convergente a g para un cierto n; T +00}.

Es facil de probar que S C K. Veamos que S = T(S). En efecto, sea g € S.
Entonces, existe una sucesién {T™(f)}; que es ||.||-convergente a g. Como
T es continua, tenemos T™+1(f) I T(g). Por definicién de S, obtenemos
T(g) € S, por tanto T(S) C S. Ahora veamos la otra inclusién, i.e. S C T(S).
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Sea g € S. De nuevo por definicién de S, existe una sucesién {T"(f)};
que es ||.||-convergente a g. La sucesién {T™~1(f)}; tiene una subsucesién
{T™®~1(f)}; que es norma convergente, cuyo limite se denominara h. Como
T es continua, obtenemos

T(h) =T(lim T™®7(f)) = lim T™6(f)=g.

i—00 =400

Entonces, g € T'(S) y por tanto S C T(S). Por consiguiente T'(S) = S.

Veamos que S es norma compacto. Para ello, basta probar que cada suce-
sién de elementos de S tiene una subsucesién que es norma convergente a
un elemento de S. Sea {f;};>1 una sucesién de elementos de S. Entonces,

f L] Aliin T™i(f) para una cierta sucesién de numeros enteros {n;;}; T +oco.
1—1T00

Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que [|T" f — f;]| < % para todo
t,J € N*. Consideramos la sucesién diagonal {T™ f};>1. Por la propiedad (i)
esta sucesion tiene una subsucesién {T™¢@.»® f},5; que converge en norma a
f € H, donde ¢ : N* — N* es una funcién estrictamente creciente. Veamos

que {fo(;)}j>1 converge en norma a f. En efecto,

1oy = Il < oty = Tt fl| + [[Tres0) f — |
< 1 + [[Tewe f — f]].

©(Jj)

Por consiguiente

lim || o) — fll = 0.

j—+oo

El lema (4.3.3) implica que existe fy € conv(S) C K tal que
sup{p(g — fo) : g € S} < diam,(S).
Sea r = sup{p(g9 — fo) : ¢ € S}. Consideramos

D ={he€ K; supp(g—h) <r}.
ges
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Como fy € Dy p es convexo, D es un subconjunto no vacio y convexo de
K. Veamos que D = K. En efecto, empezamos probando que D es p-a.e.
secuencialmente compacto. De la condicién (ii), basta probar que D es p-a.e.
cerrado. Sea {hy,}, una sucesién en D tal que h, —s h € L,. Fijamos g € S.

Como g — h,, "—25 g — h, el lema (1.3.4) implica que
1Y < Timi B
plg = h) < liminf p(g — hn)

Entonces,

plg — h) < lim inf (sup{p(f —hy): f € S}) <.

Por lo tanto sup{p(h — g) : ¢ € S} < r, i.e. h € D. Ahora veamos que D
cumple la propiedad (i). En efecto, sea f € Dy g € ,_4.(f). Entonces
existe una sucesién {T™(f)} =% g. Usando el lema (1.3.4) obtenemos

plg — h) < liminf p(T™(f) — h) < lim sup p(T"f — h)
para todo h € S. Como T'(S) = S, existe una sucesion {u,}, en S tal que

h = T™(u,), para todo n > 1. Entonces

p(g —h) < limsupp(T"f — T"u,) < limsup knp(f — uy)

n—-+4oo n—+400
< limsupp(f — un) < sup{p(f —u):ue S} <
n—+oo

Asi obtenemos sup{p(g —h) : h € S} < r lo que implica que g € D. Por consi-
guiente D cumple la propiedad (i) y usando la minimalidad de K, obtenemos

D = K. Pero como tenemos
diam,(D) < r < diam,(S) < diam,(K),
llegamos a una contraduccién. Por lo tanto, K es unitario. O

Ahora presentamos el resultado principal de este capitulo.
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Teorema 4.4.2. Sea p un funcional modular convero que cumple la Ay-tipo
condicion y que es o-finito. Sea C un subconjunto convero p-acotado y p-
a.e. secuencialmente compacto de L,. Sea T : C — C una aplicacion p-

asintoticamente no-expansiva. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea F una familia de subconjuntos de C' que son no vacios,
convexos y que cumplen la propiedad (A). F es no vacio porque C' € F.
Usando el Lema de Zorn, F tiene un elemento minimal. Sea H el elemento
minimal de 7. Veamos que H cumple las hip6tesis del teorema (4.4.1). Basta
comprobar que H cumple la propiedad (ii). Sea r definido en H como en el
lema (4.3.2). Sir = 0 tenemos

lim T"f =g

n—-+oo

para todo f,g € H, lo que implica que H cumple la propiedad (). Suponga-
mos que 7 > 0. Sea f € H tal que existe una sucesién {T™ f}; que no tiene
ninguna subsucesién que es norma-convergente. Entonces, existe € > 0 y una

subsucesién {T*) f}, tal que
Sep({T"®) f}) = inf{p(T"® f — T"®Vf) , k# K} 2 e.

Como H es p-a.e. secuencialmente compacto, podemos suponer que existe

p—a.e.

fo € H tal que TM®) f 2% £ ¢ H cuando k — +oo. Sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que

lim p(T"®f — f.) =1< +o0.

k—+o00

. . 3

Como limsup p(T"f — f) = r, elegimos n > 0 tal que 5 < 2 y un entero ng > 1
n—-+00

tal que para todo n > ny tenemos

p(T"f - f) <r+n.
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Fijamos n > ng. Existe ko > 1 tal que para todo k > kg, tenemos n(k) > n+ng
y
,O(Tnf . Tn(k)f) = p (Tnf _ Tn—l—(n(k)—n)f) = (Tnf _ Tn(Tn(lc)—nf))

< knp (f—T™W7"f) < ku(r +1).
Nétese que si g, "—5 g y Sep{gn}n > €, entonces por el lema (1.3.4), tenemos

¢ < liminfliminf p(g,, — gp) < 2liminf p(g, — g)-

m—+00 n—>+0o0 n—r—+oo

Combinado con el lema (1.3.4), obtenemos

lim inf p(gn) = lim inf p(gn — g) + p(g) 2 5 + p(9)-

n—-+o0

Por consiguiente

.. €
p(g) < liminf p(g,) — .

n—4oo 2
En particular, como {T™*) f —T"f}, es p-a.e. convergente a fo, — 1™ f cuando
k — +oo y satisface Sep({T™*) f — T"f},) > ¢, entonces

€

p(T™f — foo) < liminf p(T™® f — T" )
k—+o00 2

Por lo tanto

plfoe = T"f) < balr +1) = 5

lo que implica que
. €
r=limsup p(foo —T"f) <r+n—=-<T1"
n—4o0o 2

Esta contradiccién completa la prueba del teorema (4.4.2). g

Supongamos que L, = L,(2, 1) donde p es una medida o-finita. Si C' es un
subconjunto cerrado, acotado, convexode L, paral < p < +ocoyT : C — Cees

una aplicacién asintéticamente no-expansiva , es bien conocido que 7' tiene un
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punto fijo porque L, es uniformemente convexo. Sin embargo, este resultado
no es cierto para p = 1, incluso para las aplicaciones no-expansivas ver [A].
Como L, es un espacio modular, el teorema (4.4.2) implica la existencia del
punto fijo para p = 1 cuando C es p-a.e. secuencialmente compacto. El
siguiente corolario extiende un resultado de Lennard [Le| para aplicaciones

no-expansivas:

Corolario 4.4.3. Sea (2, u) como mencionado arriba, C C L1(Q, u) convezo,
acotado y compacto para la topologia de la convergencia local en medida y
T :C — C una aplicacion asintdticamente no-expansiva. Entonces, T tiene

un punto fijo.

Demostracion. Bajo las hipétesis mencionados arriba, los subconjuntos p-a.e.
compactos y los subconjuntos compactos para la topologia de la convergencia

local en medida son idénticos en L (Q, u). 0
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