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INTRODUCCION

Estructura de los atomos y de las moléculas.

La idea méas extendida acerca de la estructura del atomo es considerarlo
como un “sistema planetario” en miniatura, con el nucleo en su centro y los
electrones dando vueltas alrededor de él, en é6rbitas bien determinadas
anélogas a las que describen los planetas alrededor del Sol.

El modelo "planetario” del atomo se debe fundamentalmente al australiano
Ernest Rutherford y al danés Niels Bshr y fue elaborado muy al principio de
nuestro siglo. Es un modelo fuertemente intuitivo y, por este motivo, es la imagen
del atomo mas conocida. Sin embargo sélo permite explicar algunas de las
propiedades de los atomos, de manera que ha ido siendo sustituido por modelos
basados en la ecuacion de Schrédinger, en los que los electrones ya no recorren
unas 6rbitas perfectas alrededor del nucleo, sino que se mueven al azar alrededor
de él, dando lugar a lo que suele denominarse "la nube electrénica”. Este
concepto puede aplicarse también a las moléculas, que actuaimente ya no se
consideran conjuntos de atomos, sino conjuntos de nucleos y electrones.

Los modelos atémicos basados en la ecuaciéon de Schrédinger son mucho
menos intuitivos que el de Bdhr, pero tienen mucho mayor alcance: con ellos
pueden explicarse practicamente todas las pro;;iedades de los atomos y de las
moléculas, y sus valores pueden caicularse por via teérica con resultados en
muy buen acuerdo con los experimentales.

El problema actual de los fisicos atémicos y moleculares ya no consiste en
averiguar que orbitas recorren los electrones, sino en determinar las leyes
estadisticas que rigen sus movimientos. Por este motivo, el concepto de 6rbita
electrénica ha sido sustituido hoy por una cierta funcion, llamada orbital, que

suministra informacién sobre la probabilidad de hallar 6 no al electrén en



cada posicion del espacio, y que permite ademas calcular las propiedades del
atomo o la molécula, por ejemplo su energia, su forma o su tamafio, en el estado
correspondiente a los orbitales asignados a sus electrones.

La citada probabilidad viene determinada totalmente por las soluciones de
la ecuacién de Schrédinger. Las distribuciones de probabilidad obtenidas a
partir de esta ecuacioén tienen maximos situados en las proximidades de las
orbitas que habia calculado Béhr, y por eso las soluciones de la ecuacién de
Schrédinger de los electrones atémicos reciben el nombre de “orbitales”. Puede
considerarse -hasta cierto punto- que el modelo de Béhr es una simplificacion
grosera de la realidad, en el que las 6rbitas marcan las posiciones mas probables
de los electrones. |

Segun lo dicho hasta aqui, para calcular las distribuciones de probabilidad
de presencia de los electrones en cada punto, basta resolver la ecuacion de
Schrédinger, que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo
orden. Sin embargo, se trata de una ecuacién dificil de resolver, para la que de
momento solo se conocen soluciones exactas en un nimero reducido de casos.
La mayoria de las veces la ecuacion se resuelve con técnicas de aproximacion
bastante complicadas, una de las cuales, la de Roothaan, sera empleada en este

trabajo en combinacién con la técnica de integracion Montecarlo.

Metodos Montecarlo y Cuasimontecarlo

La esencia del método Montecarlo es la experimentacion con nimeros
aleatorios. El procedimiento usado consiste en disefar juegos de azar con estos
ndmeros, esperando obtener de su observacién conclusiones ttiles para la
resolucion del problema que se esté estudiando. Aunque se han publicado
algunos trabajos relacionados con el método de Montecarlo que no han precisado
el uso de ordenadores, lo cierto es que la utilidad del método de Montecarlo se
ha visto enormemente incrementada con el uso de las modernas computadoras.
En particular, sin el auxilio de éstas, el trabajo presentado en esta memoria

hubiera sido absolutamente impensable.



Resulta dificil de creer que basandose en el azar puedan obtenerse
conclusiones que merezcan la pena y, de hecho, algunos investigadores
desconfian todavia de las estimaciones que se consiguen con este método, a
pesar de sus multiples éxitos en el campo de la Investigacion Operativa, de la
Fisica y de otras ramas de las Ciencias, como la Biologia, la Quimica, e incluso
la Medicina.

Los métodos de Montecario suelen clasificarse en dos tipos: probabilistas
| y deterministas. ,

En el Montecarlo probabilista se simulan con numeros aleatorios fenémenos
que son aleatorios en la realidad. Los nUmeros se eligen de tal forma que
reproduzcan la distribucién de probabilidad de la poblacién estudiada y, de su
observacién, se deducen caracteristicas de ésta. Por ejemplo, la Fisica Nuclear
suministra las funciones que rigen el movimiento de los neutrones.
Reproduciendo estas leyes con nimeros aleatorios se puede simular un reactor
nuclear y experimentar con él, evitando los problemas de dinero, tiempo y
seguridad que implicaria experimentar con un reactor nuclear verdadero.

En el Montecarlo determinista se resuelven problemas que no son
aleatorios en la realidad, asociandolos con algin experimento aleatorio disefiado
expresamente con este propésito. Un ejemplo de este tipo es la parte esencial de
este trabajo: el calculo numérico de integrales definidas.

El método Cuasimontecarlo se usa también para integracién numérica. El
esquema de aplicacion es totalmente similar al de Montecarlo, distinguiéndose
solamente en la forma en que se generan los puntos en que hay que evaluar el
integrando. En este caso la generacion no pretende imitar distribuciones
aleatorias, sino que se usan numeros deterministas, disefiados especialmente

para que estén “bien distribuidos”.

Algunas notas historicas sobre el método Montecarlo
El nombre y el comienzo del desarrollo sistematico del método Montecarlo
datan aproximadamente de 1944, época en la que se realizaron las

investigaciones relacionadas con las primeras bombas atémicas. En tales



investigaciones, llevadas a cabo principalmente en el laboratorio americano de
Los Alamos, los procesos de absorcion de neutrones se simularon mediante un
conjunto de ruletas adecuadamente graduadas, que originaron el nombre de
"Montecarlo” con el que Von Neuman y sus colaboradores designaron a esta
técnica.

Sin embargo, ya desde el siglo XVIlil es posible encontrar algunos rastros de
las ideas que subyacen en el método Montecarlo. En 1777 el conde de Buffon
hizo un estudio del juego siguiente, de moda por aquella época: una aguja de
longitud ! se arroja sobre un plano en el que hay dibujadas rectas paralelas con
una distancia d (d > §) entre ellas. Se gana si la aguja cae sobre alguna de las
rectas paralelas. El conde de Buffon determiné la probabilidad de ganar (P)
experimentalmente ( a base de tirar la aguja una gran cantidad de veces), y
analiticamente , calculando para P la expresion:

P=2¢t/nd

Afios mas tarde, en 1886, Laplace sugirié que este procedimiento podria
ser util para calcular experimentaimente el valor del numero pi. Este momento es
considerado en ocasiones como el punto de partida de las aplicaciones "serias"
del método Montecarlo. ’

Otros trabajos pioneros sobre Montecarlo fueron los de Thompson (=Lord
Kelvin) en 1901, sobre la evaluacion de algunas integrales de uso en la teoria
de los gases. Gosset -con el seudénimo de Student- aplicé el método
Montecarlo para obtener la distribucion del coeficiente de correlacién (1908). En
1930 Fermi empleé el método Montecarlo para sus trabajos sobre difusién y
transporte de los neutrones, que resultaron esenciales para el desarrollo de las
bombas y centrales nucleares.

Como ya se ha apuntado, durante la segunda guerra mundial se trabaj6 en
estos temas. Aparte de Von Neuman , ya citado, cabe resaltar las aportaciones de
Fermi, Ulam vy Metrépolis. Durante esa época, la aparicion de las primeras
computadoras digitales dio un fuerte impulso al desarrolio del método Montecarlo.

Paradéjicamente estos trabajos propiciaron a la vez un cierto descrédito del



meétodo, pues se aplicéd a casi cualquier cosa, sin tener en cuenta para nada los
problemas de eficiencia inherentes al método.

En los ultimos afios, debido al avance experimentado en el campo de los
ordenadores, a la aparicion de diversas técnicas para reducir la varianza de las
estimaciones obtenidas, y al muestreo de Metrépolis, el método de Montecarlo
parece haber entrado en un nuevo periodo de florecimiento.

Los metodos Cuasimontecarlo han contribuido también a mejorar las
estimaciones obtenidas bajo el esquema de Montecarlo, no solo en el campo de la
integracién numérica, sino también en los problemas de simulaciéon y
optimizacién. El nombre del método fue usado por primera vez por Richtmyer en
1951. Posteriormente tenemos trabajos de Zaremba, Sugihara, Murota,
Neiderreiter... En el apartado de los “puntos bien distribuidos” , que han sido
usados en las Ultimas fases de este trabajo, hemos contado especialmente con

las contribuciones de Korobov, Halwka, Zaremba y Neiderreiter.

Descripcion del contenido de esta memoria

El resultado final de este trabajo ha sido la elaboracién de varios programas.
Uno de ellos permite calcular orbitales de moléculas, usando -a titulo de prueba-
funciones de base de Slater con potencias no enteras y cualquier niimero de
centros. También presentamos un programa que permite calcular las integrales
moleculares en que aparecen este tipo de funciones de base por procedimientos
basados en la teoria de “puntos bien distribuidos” de Korobov. Ambos programas
pueden modificarse muy facilmente para sustituir las funciones de base de Slater
por otras, lo que constituye un campo de investigacion de gran interés dentro de
la Quimica Teérica.

Después de este capitulo introductorio, se exponen los conceptos teéricos
necesarios para poder manejar con conocimiento de causa las metodologias
Montecarlo y Roothaan (capitulos 1 y 2). Los capitulos siguientes (3, 4, 5y 6)
son preparatorios, revisandose en ellos un caso simple: las integrales con

funciones de base de tipo “1s” y el célculo de los orbitales del atomo de helio.



En los capitulos 7 y 8 se han hecho algunas exploraciones para mejorar la
eficiencia del calculo Montecarlo, usando una funcion de densidad poligonal y el
método de correlacion. El resto de los capitulos se refieren principalmente al uso
del método Cuasimontecarlo, asi como a comparaciones realizadas entre los
diversos métodos para determinar cual es el mas eficiente. Para ello, hemos
considerado importante elaborar un programa que realice los calculos
analiticamente, en los casos en que ello es posible. El calculo de orbitales
atémicos por procedimientos analiticos esta descrito en el capitulo 11. Aunque no
se trata de un problema estadistico, la elaboracién de este programa se ha
considerado necesaria para la comprobacién de algunos de los resultados
presentados en este trabajo. En el capitulo 12 se usan los diferentes métodos
gue se han ensayado y se establecen comparaciones entre ellos.

En el tltimo capitulo, el 13, esta integrada toda la informacién que ha ido
obteniéndose a lo largo del desarrolio del trabajo: se calculan los orbitales de
diversas moléculas (H, , HeH', H,O, CH, ), obteniéndose las integrales
necesarias por el método Cuasimontecarlo empleando el esquema de Korobov,
aunque con diferentes parametros. Se comparan estos resultados con los
procedentes de integraciones exactas cuando esto es posible, o con desarrollos

gaussianos o resultados experimentales en los restantes casos.



CAPITULO 1

INTEGRACION MONTECARLO



1.1 Fundamentos

La evaluacién de las integrales definidas por el Método de Montecarlo se

basa en el siguiente teorema:

Sean Xy, Xz ,..., X,... variables aleatorias independientes, idénticamente

distribuidas, con funcién de densidad f(x). Si g; son funciones de x;, entonces:

SO NTS ™)
es una variable aleatoria que verifica:
1 x
E(G) = 5 ZE@(X)) @
1 &
var(G) = 3 Z; var[g ()] ©))
En particular, cuando todas las g(x;) son idénticas, e iguales a g(x), se tiene
que:
1 N
E@G) =5 ;E(gi (x)) = E(g(x)) C))
var(G) = ! N var g(x) = — var [g00] (5)

En virtud de la definiciéon de esperanza matematica de g(x), la primera de estas

expresiones, puede escribirse en la forma:

£(0) - {1 22l J- J o) o= Elgo) ®

Este resultado justifica la siguiente forma de estimar una integral defi-
nida: Muestrear una serie de nimeros aleatorios Xx; con funcién de densidad
f(x) y evaluar g(x) para cada x. La media de los valores obtenidos para g(x) es
una estimacién de la integral. La varianza de esta estimacion decrece con el

numero de términos, seguin se deduce de la expresién (5) para var(G).



Ademas, el error estandar ¢, raiz cuadrada de la varianza, toma el valor:

ST o

lo que indica que para obtener un error menor que una cierta cota ¢ prefijada se

debera elegir un N que cumpla la condicién:

N> @

@] q,

La desigualdad de Tchebycheff, que en este caso tomaria la forma:

P{lG—Efz\/Vlizg}sc 9)

suministra ademas una cota para la probabilidad de obtener un error mayor que

el propuesto, pudiéndose siempre disminuir este error sin mas que aumentar el

valor de N.

1.2 Eficiencia del Méetodo Montecarlo

Se define la eficiencia del método Montecarlo como:
Ef = t.6° (10)
siendo t el tiempo de calculo. Como el valor de t esta fuertemente relacionado

con el numero de puntos usados en la computacion, se suele dar también esta otra

definiciéon para la eficiencia :
Ef'=No’ (11)

La eficiencia relativa de dos metodos Montecarlo es el cociente:

E = (12)

Nof
N,o;



Si E; < 1, entonces el primer método es mejor que el segundo. Si el nimero de
puntos utilizados es el mismo, la eficiencia relativa queda reducida al cociente de

las varianzas.

1.3. Integracion Montecario

Se consideran en este apartado dos procedimientos para calcular integrales
definidas por el método Montecarlo. El primero se llama "Método Montecarlo de
éxito-fracaso”, basado en la interpretacion de una integral como un area. El
segundo se llama "método Montecarlo de la media muestral" y esta basado en la

definiciéon de valor medio de una variable aleatoria continua.

1.3.1 Método de éxito-fracaso

Consideremos el problema de calcular una integral unidimensional donde
supondremos que el integrando, g(x), es una funcién acotada:
0<g(X<c, xe[ab]
Sea Q el rectangulo
Q={(xy) € R? | x ¢ [a,bly e [0,c]} = [a,b] x [0,¢]

y sea (X,Y) una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre Q con funcién

de densidad:

1 .
fy)=] oba SHWEC (13)

0 en otro caso

"¢ Cuél es la probabilidad P de que el vector aleatorio (x,y) caiga en el area situada
por debajo de la curva g(x) ?
Denotemos por S={(xy) | y < g(x) } . se observa que el area bajo g(x) es

igual al area de S ,que a su vez coincide con el valor de la integral
1= I g (14)

Con ayuda de la figura 1.1, se puede deducir que:

10
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Figura1.1  Método MC de éxito-fracaso.

_area s Jgdx |
“area Q@ c(b-a) c(b-a)

Supongamos generados N vectores aleatorios independientes (X4,Y4), (X2

Y2).....0%, ,Yn). El parametro P puede ser estimado por:

5_ N,
P=3 (15)

siendo Ny el nimero de veces que se verifica g(x) > Vi, en la serie de ensayos

i=1,2,...N, por consiguiente una estimacién para | seria entonces:

i= c(b—a)!s:c(b—a)—l:l\j”— (16)
siendo
E[ﬂ:c(b—a)-E{%:I[:c(b— a)-P=I Aan

11



es decir, que por este procedimiento se obtiene un estimador centrado de Ila

integral |.

1.3.2. Método de la media muestral

Otra forma de calcular la integral, es representarla como el valor esperado

de una variable aleatoria. Reescribamos la integral en la forma:

909 ¢y i | (18)

=4 %00

siendo f(x) una funcién de densidad correspondiente a la variable aleatoria x.

Entonces

g0 |
I= EXL@ ] (19)

Supongamos que la variable aleatoria se distribuye segun la funcién de

densidad siguiente:

[
f(x) = l

1 ]
b——— sia<x<b
-a (20)

o enotrocaso

estando entonces x uniformemente distribuida entre ay b. En este caso

1
=[g00dx= [ b-2)-g09- -——ax=
1 b-a 1)
©-2)] 909 == x= (b- 2) E(g(¥)
Por lo tanto una estimacion muestral de | seria

16— 2y 2.90x) 22)

y un estimador para la varianza seria:
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| (¥ a0))]
‘;r\m:Vla\lrg:%'N11'ngz(x,)—NLZz(X‘)) J

(23)

2
11280 [Zee)Y ]

N-1 N N ) J
donde se ha usado como estimador para var[g] la cuasivarianza muestral. Por
ofra parte, la varianza de | puede calcularse a partir de la expresion (5), de la

forma siguiente:

_var[(b-2)-g()] _

arl N

oo so g ma]lo-v o goll- e
-5{o-afgax{foma]

1.4. Técnicas de reduccion de la varianza

1.4.1 Muestreo estratificado

Consiste en dividir el intervalo de integracién en varios subintervalos,
aplicando el método de Montecarlo independientemente en cada uno de ellos.

En el caso de una variable unidimensional el estimador de

Jﬂg( x Jdx (25)

tomara la forma:

kN

;;(O‘j - O‘j—t) nljdaj_1 + (“3 &y )Cy)
siendo a=og<ay<op. <o =Db ,yrepresentando por &;a cada uno de los
n; numeros aleatorios uniformemente distribuidos en (0,1) que corresponden a
cada subintervalo de integracién.

Un estimador de la varianza puede ser:

13



Z:ij(’ “)f (x)dx—i;}{_’:'g(X)dX} (26)

i=1 j=1
y este valor serd menor que la varianza que corresponde a la estimacion no
estratificada, con tal que se elijan los estratos de modo que la diferencia entre los
valores medios de Ia fljncién g en los distintos estratos sea mayor que la

variacién de g dentro de ellos.

1.4.2. Método de la funcion de peso

Consiste en introducir en el calculo una funcién de densidad que aumente
la probabilidad de obtener puntos en aquellas regiones en que la funcién a
integrar presente una mayor variabilidad.

Si se quiere evaluar la integral n-dimensional:
= ] gX)dx (27)

se introduce una funcién f(X) que sea positiva en el dominio Q y cuya integral

valga 1, para asegurar que f(X) sea una funcién de densidad. Entonces:

a(X)
28
G- g 100 8
X
siendo ?—(()—6) finita , salvo quizd en una cantidad numerable de puntos.

En este caso se evalua la funcion g(X)/f(X) en N valores de X que se
muestrean con funcién de probabilidad f(X).

La varianza es en este caso es

var(G) = I?((X)) f(X)dx - G? (29)

La funcién f que minimiza la varianza es precisamente proporcional a
la funcién g. Sin embargo emplear una funcién densidad asi no es posible, ya que

para ello se requiere conocer la integral de g, y ese problema es justamente el que

14



estamos tratando de resolver por Montecarlo. En los casos practicos, por tanto, se
elige una funcién que, siendo facil de muestrear, sea tan parecida a g como sea

posible.

1.4.3 Combinacion con integraciones exactas

Si en algin momento de un calculo Montecarlo se puede sustituir una
estimacion parcial por el valor exacto, se reduce la varianza. Por ejemplo, si
deseamos evaluar la integral:

G=] gX,V)f(X,Y)dX dY (30)

donde f(X,Y) es la funcién de densidad conjunta de X e Y. Si se puede calcular
analiticamente la distribucion marginal de X:
m(X)= ) (X, Y)dY (31)
asi como
JX.Y)H(X,Y)dY

Entonces definiendo:

1
= X, Y)dyY 32
h(X)= ey K DFCK V) 32
podriamos expresar G dependiendo sélo de X
G = | heom(x) dx (33)

que se puede evaluar por Montecarlo con una disminucién apreciable de la

varianza, respecto a la que se obtendria para la integral completa .

1.4.4. Variables correladas

En este caso se calcula la diferencia entre la integral a evaluar y algin
modelo resoluble analiticamente Jh(x) dx :

G =Jg(9 dx = J[gx)-h()] dx +J h(x) dx (34)

15



En esta expresion se calcula la primera integral por el método Montecarlo, y la

segunda por procedimientos analiticos. Esta técnica reduce la varianza si se
verifica:

var{g(x)-h(x)} < var {g(x)} (35
lo que ocurre siempre que las funciones h{(x) y g(x) sean suficientemente

parecidas.

1.4.5. Variables antitéticas

En este método se usa una funcién que tenga la misma media que la que

queremos calcular y una fuerte correlacion negativa con ella. Por ejemplo: sea
G = j; g(x) dx donde g(x) es lineal. g(1-x) tiene la misma media que g(x) y una

correlacion negativa con ella. La integral G toma exactamente la forma:
10
511960+ g(1-)] o (36)

quedando el integrando constante. En efecto, si g(x) = ax+b

G:%ﬂ[(ax+b)+a(1—x)+b]dx:%I;(2b+a)dx (37)

Si las funciones a integrar son aproximadamente lineales, este método reduce la

varianza, ya que el integrando reduce su dispersion .
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CAPITULO 2

OBTENCION DE ORBITALES
POR EL METODO DE ROOTHAAN
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2.1 La moleécula. Ecuacion de Schrodinger.

Abordamos esta seccién preliminar desde un punto de vista "molecular”,
de manera que el tratamiento de los atomos se reduce al de moléculas con un
sélo nucleo.

Las moléculas son las cantidades de materia mas pequefias que
conservan integramente las propiedades quimicas de una sustancia pura.
Aunque tradicionalmente se ha considerado a las moléculas compuestas por
atomos, hoy dia considera que ese no es un buen modelo (no es falso, pero si
poco adecuado). En la actualidad los quimicbs tedéricos consideran que lo mas
conveniente es tratar las moléculas como “sistemas de nucleos y electrones”. El
motivo es facil de entender: los atomos se encuentran tan perturbados al formar
parte de las moléculas, que, a menudo, sélo se reconocen por sus nucleos.
Ademas, al ser los electrones totalmente indiscernibles unos de otros, no se
puede distinguir a qué atomo pertenece cada electrén del conjunto.

Por consiguiente se considera a las moléculas compuestas por nucleos y
electrones. Para llevar a cabo el calculo teérico de las propiedades de una
molécula se puede considerar a sus nucleos como particulas clasicas, y ello
es una buena aproximaciéon. Sin embargo sus electrones han de tratarse como
entes cuanticos, pues el comportamiento cuantico es tanto mas acusado
cuanto menor es la masa. Desde este punto de vista, las propiedades
moleculares mas importantes resultan ser una consecuencia del
comportamiento cuantico de los electrones. Se supone, asimismo, despreciable
el movimiento de los nlcleos, que se mantienen, por tanto, fijos en sus
posiciones de equilibrio que definen la geometria de la molécula. En realidad se
producen movimientos de vibracion de los ntcleos en torno a las posiciones de
equilibrio, tanto mas acusados cuanto mayor sea la temperatura, pero el
tratamiento de la vibracion nuclear puede postergarse a un segundo grado de

aproximacion.

18



Los entes cuanticos se rigen por la ecuacién de Schrédinger:

N
Hwn = Enwn

AN

(1)

en la que H es el operador hamiltoniano, que para los electrones de una

molécula toma la forma siguiente:

AEDILEED 3 D)

A g 47'[€0rAu

p,v =indices correspondientes a los electrones

v <y

4ne

*h= constante de Plank dividida por 21 (=1.05x10* Jxs)

m = masa del electron (9.11x10°! Kg.)

o & B
V2 (operador Laplaciano) = — + — +

M

A = indice correspondiente a cada nucleo.
Za = carga del nucleo A.
e = carga del electrén. (1.60x10'° C)

eZ

o

r

pv

2

go= constante de susceptibilidad eléctrica del vacio (= 8.85x10"° Fxm )

ra, = distancia del nucleo A al electrén .

r.» = distancia entre los electrones pny v.

(%., Y., 2,) = coordenadas cartesianas del p-ésimo electrén.

El primer término de la ecuacion de Schrédinger esta relacionado con la

energia cinética de los electrones y el ultimo con la repulsion entre ellos. Ambos

son factores que tienden a separar los componentes moleculares. El término

central, en cambio, contribuye a que la molécula se mantenga unida.

La funcion ¥(x ., Y ., 2, ) es la llamada funcién de onda o funcién de

estado, cumpliéndose que JjD ]\p|2 dr,dr,...dt, representa la probabilidad de

encontrar los electrones en el dominio de integracion D. A partir de (1) pueden,

por tanto, determinarse todas las propiedades de la molécula.
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El parametro E, de la ecuacion (1) representa los valores propios del

AN
operador H y coincide con la energia de la molécula para cada solucién

aceptable ¥, . Sélo puede tomar determinados valores que caracterizan los
distintos estados de la molécula. Este fenémeno es el que se conoce con el
nombre de “cuantizacién de la energia”.

La ecuacion de Schrédinger se plantea por lo general en, unidades
atémicas, lo que equivale a poner ‘h=1, e=1y 4ngp=1, en el operador (2), con lo

que la ecuacién (1) se reduce a:

{Z ZZ Wer =B, 3)

Esta ecuacion no es resoluble, en su forma general, por métodos exactos,
pero puede resolverse en los casos de interés quimico por métodos aproximados,
generalmente basados en el "principio variacional” que revisamos en el préoximo

apartado.

2.2. El principio variacional.

La mayoria de los métodos aproximados de resolucién de la ecuacion
de Schrédinger estan basados en el principio variacional, segtn el cual la
mejor solucién aproximada de la ecuacion de Schrédinger, para el estado
fundamental, es la que hace minima la integral :

E= fq; HY dr | )
donde i se supone normalizada:

J%" % do=1 ®
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La integral (4) representa la energia aproximada E que corresponde a una

funcion de prueba W, pues cuando { se sustituye por una solucién exacta ¥,

(normalizada) resulta E= E,.

Obsérvese que el principio variacional no da directamente soluciones para
la ecuacién (1), pero permite seleccionar entre diferentes soluciones aproxima-
das cual es la mejor. En particular, si la soluciéon de prueba depende de un para-
metro "A" el principio variacional permite encontrar su valor mas adecuado, 2

, sin mas que aplicar la condicién de minimo:

[ @) -Fryy e =0 | ®)

El principio variacional estd basado en un teorema debido a Eckart
(Ref.1), segun el cual, si {y cumple las mismas condiciones de contorno que las

soluciones ¥; de la ecuaciéon de valores propios Hy, =Euy, entonces

necesariamente es:

[o Ay do = [y; fy, @ @

siendo ¥y la funcién propia correspondiente a la menor energia, esto es, al

estado fundamental del atomo o molécula.

2.3. Estructura de las funciones de onda atémicas y moleculares.

El determinante de Slater.

Cuando los atomos o las moléculas contienen varios electrones la forma

usual de construir la funcién de prueba  consiste en asignar a cada electron

una funcién ¢(Fi). que depende solo de las coordenadas de éste y se llama

"orbital". Esta forma de operar viene sugerida por la solucién aproximada que se

obtiene despreciando las repulsiones interelectrénicas en el operador
21



hamiltoniano, y conduce a buenos resultados con tal que se escojan
adecuadamente los orbitales ¢(r:)

Una vez decidido el tipo de funciones monoelectrénicas ¢(Fi) =¢(i) que

seran utilizadas, se construye la funcion polielectronica:

o.M ¢, ... ¢,0)

5,0 0,@ . 0,0

w(12,...n) =N )

o, ¢,@ ... ¢,

llamada determinante de Slater, el cual se escribe abreviadamente ¥=|d¢ ¢z ...¢n|-
El parametro N de la funcién (8) es simplemente una constante de normalizacién
que, si los distintos orbitales ¢; son ortonormales, vale 1/+/n! .

La funcién determinantal (8) cumple dos caracteristicas cualitativas
exigibles a la funcion de estado de cualquier sistema de electrones:
1) En primer lugar, obsérvese que el simple intercambio de electrones entre si
no deberia alterar la molécula. Este hecho viene garantizado por las
propiedades de los determinantes, pues con el intercambio de las coordenadas
de dos electrones sé6lo habria un cambio de signo de ¥(1 ...n), permaneciendo
inalterable el valor de la probabilidad, ya que esta se obtiene con la expresién
P=Jy'ar
2) Asimismo, se sabe que dos electrones no deberian poder ocupar un mismo
lugar en el espacio, pues se repelen con un potencial 1/r, que es infinito si r=0.
También esto queda garantizado, pues cuando dos electrones ocupen el mismo

punto, el determinante de Slater tomara valor cero, de manera que la probabi-

lidad de encontrarlos en el mismo punto seria nula, tal como se necesita.
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2.4 Sistemas con un numero par de electrones y orbitales

ortonormales.

El manejo de las funciones determinantales (8) es complicado, pero se

simplifica notablemente cuando los orbitales f;, son ortonormales, es decir cuando

Joi0, =3, ©)
en este caso N = (n!)"? y el valor aproximado para la energia E esto es el de la

integral (4), resulta ser :

E=3H,+22(-K,) (10)
con:
v oz, ]
H=Jar6| -5+ 22 [ (11)
: 1
5= 16769969 =07 0)0,0) o, o, (12)
: 1
K, = o760, 6 = $;0M,0) o, o, (13)

En el caso de que las moléculas -0 los atomos- tengan un nimero par
de electrones se puede simplificar la estructura de la funcién de prueba

construyendo un determinante de Slater de la forma :
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2)p(2) ... 9,(n)p(n) (14)

siendo m =n/2 el nimero de orbitales necesarios para caracterizar ¥ y o) B(v)
“las funciones de spin”. El spin es un fenémeno fisico de extraordinaria
trascendencia en el campo de la fisica atomica y molecular, en cuya discusién
no entraremos aqui. En conexién con el trabajo que se pretende realizar basta
cohocer simplemente sus consecuencias principales: cada orbital electrénico ¢
puede emplearse dos veces al construir un determinante de Slater (una con spin
o y ofra con spin B), sin implicar la anulacién de éste. Ademas se cumplen,
cualquiera que sea operador A que no actue sobre el spin, las siguientes

igualdades :

Jo(Walw Ao, (wa(udr, = fo (WA, WV, [uwpydo=0 (15

| wm(u)oc(u)/&cpn(u)oc(u) dr, = Jo, (B Ao, (WEW dr, =Jo.(1)Ap,(1)dV, (16)

Esta dltima integral es independiente del spin, ya que las funciones o y B son

ortonormales e independientes de las coordenadas ordinarias.

2.5 El método Roothaan.
El método de Roothaan es un procedimiento para determinar los orbitales

¢, que conviene introducir en el determinante de Slater (14) correspondiente a

una molécula. Se basa en dos hipétesis :
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1° La funciéon de onda polielectrénica es un determinante de Slater de
electrones apareados, como (14).

2° Los orbitales optimos, que llamaremos ¢,, se expresan como combinacién
lineal de un conjunto de K funciones {x,} elegidas a priori, llamadas funciones de

base :

k .
(pi :Z:cpiXp (17)
o
La utilidad del método depende por consiguiente (y muy marcadamente) de
cuales sean las funciones de base escogidas.

Para sistemas de electrones apareados la energia aproximada vale en

este caso:

E=23H+ 232, -K,) (18)
siendo:

v oz, ]

H = Jor)| -5+ 22 o oav, (19
. L
3,= 916900 = 01 (e, ) @V, av, 0)
. L

K, = [0, 0 = o7 o ) AV, oV, @1)

nv

cuya diferencia con las integrales (11), (12) y (13) consiste en la ausencia de la
variable de spin. Es decir, las integrales (18), (19) y (20) son “"corrientes”, lo que

se representa empleando la notaciéon "dV" -en vez de dt- para los elementos de

k
volumen. Si ademas ¢, = Zcmxp entonces la energia aproximada toma la forma:
p=1

E_2X e, H, + Y Y e, ¢ e, [2pars) - (rlas)]  (22)

i i ros
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siendo Hpq las integrales monoelectrénicas:
[ v Lz |
Ho=J00 -5+ 22 00av, @3
A Ty,
y (pg|rs) las integrales bielectronicas: |
. 1.
(patrs) = [l 6t 09— 01,0 @V, v, @4)

La principal diferencia entre éstas y las integrales (18), (19) y (20) consiste en
que mientras en aquellas aparecian las funciones desconocidas ¢;, en éstas
solo aparecen funciones conocidas (.

A consecuencia del principio variacional (7), la mejor forma de elegir los o
es minimizar la funcién E -que depende exclusivamente de los coeficientes Cp; -
manteniendo las condiciones de ortonormalidad de las ¢; . Estas equivalen a que
sea:

22(¢,648.-3, 5)=0  vij (25)

con :
S, = )4, 1.V (26)

Los valores 6ptimos de los coeficientes C; pueden obtenerse aplicando el
método de los multiplicadores de Lagrange, esto es, igualando a cero las

derivadas respecto a los coeficientes de la funcién :
( p‘) ZZ?\"JZZ[CM 4 pg u] 27)

en la que A; son los multiplicadores. Debido a las propiedades de los
determinantes es posible tomar A; = —2¢ §; lo que simplifica el problema
notablemente. Las ecuaciones obtenidas por este procedimiento (ref. 2)

resuitan ser :

k

>c,(F.,—£S,) =0 (28)

v i~p
con:

F.=H +ii§cn ¢,|2pafrs) - (prlas)| (29)
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Estas ecuaciones son las "ecuaciones de Roothaan", y la matriz Fpq que les
corresponde es la "matriz de Fock".

El sistema obtenido no es lineal, pues la matriz F,q contiene a las incognitas
C,i , por lo que ha de resolverse por un procedimiento iterativo que consta de los
siguientes pasos :

1) Se elige un conjunto de orbitales ¢ definidos con unos coeficientes
gue sean razonablemente préximos a las soluciones buscadas. '

2) Se construye la matriz Fp, correspondiente

3) Se resuelve el sistema de ecuaciones 3 Ci, (Fpq® -6, Spq) = 0.

4) Se repite el ciclo (1 -> 2 -> 3) tomando en 1) los coeficientes
obtenidos en el ultimo paso del ciclo anterior, hasta que se alcance
autoconsistencia, bien en los coeficientes o en la energia, segin se considere
oportuno (en general, suele alcanzarse antes un valor constante en la energia
que en los coeficientes).

En principio habria que resolver un sistema de ecuaciones diferente para
cada orbital, pero como los sistemas correspondientes a todos les electrones
resultan equivalentes, basta obtener las soluciones de uno solo de ellos vy
seleccionar las que correspondan a los valores de g, mas bajos (hay que
seleccionar una solucién por cada par de electrones, debido al uso doble de cada
orbital que permite la existencia del spin).

La energia final se calcula a partir de la formula (21), que en los

programas se ha reescrito en la forma :
E= Z X2 CoCq (qu + Hpq) (30)
P q

que resulta mas coémoda de evaluar que (21).

En general basta que los coeficientes de partida sean proximos a los que
definen la solucion buscada para que el procedimiento converja hasta esta. A
veces, no obstante, se dan situaciones de convergencia oscilante, o de
convergencia hacia una solicién que no es la deseada por corresponder a un
estado excitado, cuando lo que generalmente se busca es la que corresponde al
estado fundamental . Los problemas de convergencia se resuelven casi siempre

repitiendo los calculos con unos coeficientes de partida diferentes.
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CAPITULO 3

INTEGRALES MONOELECTRONICAS
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3.1 Introduccion.

Se conoce con el nombre de integrales monoelectrénicas aquellas en las
que intervienen las coordenadas de un solo electrén, como las S;y Hj, presentes
en el método de Roothaan. Las integrales S; se llamar integrales de solépamiento,
y las H; integrales de energia monoelectrénicas

En este capitulo se analizan los resultados obtenidos con un programa,
elaborado por nosotros, que permite evaluar por Montecarlo las integrales S; y
Hj. Se suministra, ademas, informacién sobre las lineas generales de este
programa, que incluye una explicacién sobre la forma en que se estima el error
cometido y de como se mejora la eficiencia del calculo. En las ultimas paginas de
este capitulo pueden verse algunos ejemplos de resultados obtenidos y un

organigrama.

3.2 Integrales de solapamiento

Son del tipo :
S, =Jan, de (1)

Normalmente, las funciones de base %, , x» son reales, se encuentran
expresadas en coordenadas polares esféricas (0<r<wo, 0<3<n, 0<¢p<2n), y tienen

sus variables separadas, esto es :
% (68,9) = R.(0)-T,8)-F,(¢) @)

(y analogamente y,). Para las pruebas a realizar supondremos que v, son

orbitales de Slater reales (Ref. 2):
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=N.r"™ exp(—a r)P™(cos$) {senmcp} )]
L= P, cosmo

en los que F’,""l son los polinomios asociados de Legendre (Ref. 3) y N, viene

dado por la condicion :

Ja2 do=1 | @

esto es:

sen3dodr )]

senmgp||’
P (cos 9)-
cosme

sz r'Zn w2 -20.“1' dr-’7 j
g “0

Ahora bien, dado que :

J.w n -au n" 6
o u e du = an+1 ( )
resulta :
g (2n + 2)!
J; r2 ? d 22n+3 2n+3 (7)

Por otra parte, se tiene:

x x 2nsim=0
2 _ 2
J: sen’ mo d<p__‘;Z cos m(pd(p{ rsims1 3))
- 2 2(1+m)!
= 9
J;]F-’| (cose)i sen6do 2+ M-t )
de manera que resulta inmediato deducir :
o+ o ( (21, +1 )!\"2
(1 + Sm“o) 2n + 2
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que en el caso -bastante habitual- en que |, = m, =0, se reduce a :

(2 2n,+1 2nm"’3\1I2

Nm(l:o’mzo):L}(_zﬁuz—)!J (1)

Las integrales de solapamiento pueden resolverse por separacién de
variables en coordenadas polares (Ref. 4). Pero tal método no sera aplicable al
tratar integrales mas complicadas, de manera que se plantea la resolucién por

Monte Carlo sin hacer un uso explicito de la separacién de variables.

3.3 Aplicacion del Método de Montecarlo a la resolucion de

las integrales de solapamiento.

La integral aevaluares:
Jx, 1,07 A2)

con

senmucp} 13

-~ M |mu|
x, =N,r exp(—ocur)F’I (cose)'{cosmu<p

asi que | toma la forma :

senm ¢| [senm o
g }{ } r? senodrdode
cosm o) |cosm @

I=N,N, ﬂ].r"“*"“e‘["“*“‘]' P!:"I(cose). P{:“”'(cos 6){
(14)
donde r varia de O a infinito, 6de Oan y ¢ de 0 a 2x.
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donde r varia de O a infinito, 6 de Oan y ¢ de 0 a 2x.

Para calcular estas integrales se toma como funcién de densidad :
W(r.6,0) = C exp(-ar) sen 6 (15)

donde o es un parametro que conviene optimizar de forma que dis}ninuya la
. . . o .
varianza de las estimaciones,y C= an valor que se deduce despejando C en la
n .
condicién:

TTIC exp(—ar) senododedr (16)

000
Esta funcion tiene la ventaja de poderse muestrear con facilidad, ya que:

2
1
marginalde 6= Cj He“” senBdedrdd = 5( 1-cos6) 17)
6000

por lo que 6=arc cos(1-2y)

T2,
marginal de r= C_f He'“’ senododopdr =1-e™ (18)

(LI}

1
asique r= —aln(1-y)

2
marginal de ¢ = c]‘ He'“’ sen6dodpdr = % (19)
gaao

porloque p=2my

siendo vy valores aleatorios con distribucion uniforme (0,1). Se evita asi el

problema de tener que muestrear directamente la r en un intervalo infinito.
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e el [, o, ~oJr) PI™ (cos 6). P} (cos6)

L
'ZC-1NMNV; senm ¢ {senmcp
L

: ' }r2 sen3 drdode
cosm ¢| (cosm @
® v

1
! (20)
|

quesil,=1l,=0yn,=n,=0,sereducea:

1= C NN, [r " expl-[ox, +at, — ol 21)

3.4 Estimacion del error estandar de la integral calculada.

En igualdad de las demas condiciones de calculo, si se repite, por ejempio,
10 veces la evaluacién de una integral empleando cada vez NN= N/10 puntos
diferentes, y se halla la media de estas 10 estimaciones de la integral, el valor
obtenido coincidira con el conseguido evaluando directamente la integral con los
N puntos. Este modo de actuar, sin embargo, proporciona un método muy sencillo
para estimar la magnitud del error cometido al calcular la integral por el método
Montecarlo. El error estandar correspondiente a la media de los 10 valores f

independientes obtenidos es:

f—f
5 = 21(0 1) 22)
siendo f la media de éstos:
- 18
f= —0~Z (23)

Como ya se ha advertido, este valor medio, f , obtenido con las 10
estimaciones de la integral coincide con el valor que se habria conseguido
calculando la integral directamente con el conjunto total de N puntos.

El error estandar correspondiente a la evaluacién final, f dela integral sera

menor que la cota indicada por o; , puesto que en total se han usado 10 veces
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mas puntos, ya que, como es bien sabido, el error esperado para un calculo

Montecarlo es proporcional a N2 luego el error esperado para la media

_ 10

f= _Z1fi /10 puede suponerse /10 veces menor que el calculado para cada una
i=

de sus componentes f; . Por consiguiente, dividiendo el calculo de nuestras
integrales -por ejemplo- en 10 "bloques" de N/10 puntos cada uno (siendo N la
cantidad de numeros aleatorios que se haya decidido emplear en. el calculo
Montecarlo). Hallando la media de los 10 resultados y su desviacién tipica, y
dividiendo ésta ultima por 10 = 3 obtendremos, junto al valor de la integral una
estimacion de su error standard. La utilidad de esta uitima acotacién puede
comprobarse mediante la comparacién de integrales calculadas por Montecarlo

con sus valores exactos.

3.5 Optimizacion de la parte radial de la funcién densidad

En esta seccién se da una condicion analitica que debe cumplir el
parametro o, que corresponde a una funcién densidad del tipo o €™, cuando es
utilizada para evaluar J'F(x) dx. Aplicando esta condicion en nuestro caso, se ha
obtenido una expresién para o. que minimiza la varianza de las integrales tratadas.
Se ha usado el valor suministrado por esta expresion en el programa que calcula
las integrales monoelectrénicas (o es optativa en el programa), consiguiéndose
asi valores para estas integrales de una precisién muy aceptable.

Si la integral a evaluar con f.d. del tipo . €™ es J.F(x) dx, entonces

oe™ dx}2 =

varl = _f((:g_(i Jz o e dx—U

F2(X :
[ [ fFoaad

F(X)
oe ™ 4)

donde sélo depende de o el primer sumando.
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Para seleccionar a que haga la varianza minima se impone la condicién :

ovarl
= 25
=0 (25)
lo que conduce a la expresién :
észe*“" dx = ijz(x)e"‘" dx (26)

Aplicando esta condicién en nuestro caso, en el cual :

F() = "™ exp|~(a, + o1, )] @7)
Se obtiene :
1 +2n, +
—Irz"“ 2,4 exp[—(20c# +20, + oc)r] dr=
« (28)
® 2n,+2n,+5
= L r exp[—(Za ut 20, + oc)r] dr
Tomando :
n=2n +2n +4
B=2a, +20, + 2 (29)
y=pr
la expresion (28) se transferma en :
&J.r“ e dr=r"e™ dr (30)

Yy, aplicando que:
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[y exp(-y)=n! (31)

se deduce

OLu+O(.v

(32)

n,+n,+3

Se ha comprobado que el programa cuyo organigrama se reproduce al final
del capitulo da valores minimos para el error standard justamente en las
proximidades del valor de o calculado por (32), y que ademas las variaciones de
o alrededor de su valor 6ptimo sélo producen alteraciones significativas en la
varianza si son muy amplias.

Para hacer esta comprobacién se ha utilizado el programa para calcular
diferentes integrales, variando para cada una de sus estimaciones el valor de «o, y
obteniendo en cada caso el valor () correspondiente. Se ha observado de esta
manera que la funcién o(x) tiene aproximadamente la forma indicada en la figura
3.1. En ella puede apreciarse que hay un "valle" con uno o varios minimos
relativos poco pronunciados, debidos seguramente al simple "ruido” numérico del
célculo. Es importante subrayar que el intervalo ocupado por el "valle" varia muy
poco con la semilla utilizada para generar los nimeros aleatorios, mientras que la
posicion concreta de los minimos dentro del valle depende bastante del valor

asignado a la citada semilla.
En la tabla 3.1 se dan los limites (aproximados) para el valle que

corrresponde a diferentes integrales, todas ellas obtenidas con o, =, =05 y

10° puntos.
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Figura 3.1 Error estandar en funcion del parametro «

=1, n,=n, semilla limites del valle valor dado
por (32)
c 1 0.05 0.45 0.33
0 2 0.05 0.60
1 1 0.04 0.65 0.20
2 0.02 0.70
2 1 0.02 0.50 0.14
2 0.03 0.50
3 1 0.02 0.37 0.11
2 0.03 0.38
1 1 0.04 0.50 0.20
1 2 0.03 0.60
2 1 0.02 0.35 0.14
2 0.03 0.45
2 2 1 0.02 0.32 0.11
2 0.03 0.35

Tabla 3.1 Intervalos de valores del parametro a que conduce a varianzas bajas en la integral

estimada
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3.6 Adaptacion para calcular las integrales de energia

Sabiendo que la expresion en coordenadas polares del operador

Laplaciano es:

18(,0 1 0 ? (-
Vi= —f——(l’z —-)+ 2 —[SGHS——J+ o TN A (33)
or r'send 0% o8 rsen‘s o’¢

y dada la expresion (3) de los orbitales de base, se puede comprobar que:

o . 1
H, =5 Ju dor @-2)7; Cr o (34
La primera integral es una integral de solapamiento y la segunda presenta
ligeras modificaciones con respecto a ésta.

Para mayor generalidad el programa que se ha elaborado calcula integrales

del tipo
J x},(r"'J cosmOS)x,,dr (35)

con mp y ng enteros y que es obviamente aplicable a la resolucién de las
integrales S,,, y H,., y que puede utilizar la misma funcién de densidad (15)
definida en el apartado anterior. En este caso la funcién a evaluar debera ser:

+n,+n0+2

e

exp(-o, +a, — ) cos(my3) (36)

y el exponente 6ptimo para la funcién densidad sera ahora:

o, + oL

37)

oL =
n,+n,+n, +3
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3.7 Organigrama de un programa para calcular las integrales

monoelectronicas por Montecarlo

. Lectura
P . de Datos

-
<

M=N/10

-hi |l
Il
o

<.

Calculode
laintegralcon
(N/10)puntos

)

Calculo dec,

‘V

Resultados, f, e=c,/3

si

Otro caso 7




3.8 Ejemplos de resultados del programa de calculo de integrales

monoelectrénicas por el método Montecario

Los integrandos son r’e”send en el primer y segundo ejemplo y
r‘e”” cosOsend en el tercero. Los resultados exactos son 1.00000; 1.00000;
1.44337

ELEMENTO NUMERO 1

NR= 0 NT= 0

N1,L1,Mi= 0 O O N2.L2,M2= 0 0 0
EXPONENTES Al, A2: 1.000 1.000

EXPONENTE DE LA FUNCION DE PESO: .670

NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 10000

INICIALIZADOR: 1

VALOR DE LA INTEGRAL: .99295788
ERROR ESTIMADC: .00881004

TIEMPO EMPLEADO: O HORAS 0 MINS 1.0 SEGS

Z I IS I R R IR R R R R R R Y R I E TR IR T F RS PR TR PR TR R R SRR
/ " -

ELEMENTO NUMERO 2

NR= 0 NT= 0

Ni,L1,Mi= 6 O O N2,L2,M2= 0 0 O
EXPONENTES Al, A2: 1.000 1.000

EXPONENTE DE LA FUNCION DE PESO: .670

NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 10060000

INICTALIZADOR: 1

VALOR DE LA INTEGRAL: 1.00088873
ERROR ESTIMADO: .00057296

TIEMPO EMPLEADO: 0 HORAS 1 MINS 42.5 SEGS

R R R R R R R R R I R R R R R R R R S R R L

ELEMENTO NUMERO 3

NR= 1 NT= 1

Ni1,L1,M1= 1 0 O N2,L2,M2= 1 1 O
EXPONENTES Al, A2: 1.000 1.000 '

EXPONENTE DE LA FUNCION DE PESO: .333

NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 1000000

INICIALIZADOR: 1

VALOR DE LA INTEGRAL: 1.44278782
ERROR ESTIMADO: .00171802

TIEMPO EMPLEADO: 0 HORAS 1 MINS 53.4 SEGS

*t*************************#********t*#*******t***t*****
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CAPITULO 4

INTEGRALES BIELECTRONICAS
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4.1 Introduccion

Se llaman integrales bielectrénicas a las que incluyen las coordenadas de
dos electrones. En el método Roothaan corresponden a las designadas con la
notacion "(pq|rs)" en la bibliografia quimica.

En este capitulo se describe un programa construido para evaluar, via
Montecarlo, este tipo de integrales que -como en el caso de las monoelectrénicas

tratadas en el capitulo anterior también incluye una estimacién del error cometido.

4.2 Las integrales (pqjrs)

Son del tipo:

(palrs) = [ 25 (Do (D -7 (2D (e, (1)

r12
emplendo la notacién quimica. En la bibligrafia fisica es mas frecuente la
notacioén:

i) = o 02402 o (0, Dt e, @
pues se da méas importancia al caracter complejo de las funciones de base que
en los trabajos quimicos, donde habitualmente las funciones de base son reales y
se prefiere agruparlas teniendo en cuenta al electrén a que hacen referencia.
Esta duplicidad de notaciones es origen de frecuentes confusiones. En este
trabajo se utiliza la notacién quimica.

Aunque las funciones y, tienen sus variables separadas no ocurre lo
mismo con la integral, puesry; representa la distancia entre ambos electrones.

Si se calcular 12 en coordenadas polares, a partir de su expresion en cartesianas:
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2 2 2
M =4 Xu tY,t2;, )
X, =X, —X, =T, €080, cosp, — I, C0s0, COS @,
Y, =Y, — Y, =TI send, seng, -1, seno, seny,

z,=2,-2,=r0086,-r,C086,

se comprueba que, efectivamente, sus variables no son facilmente
separables.

La resolucién analitica de esta clase de integrales, aunque factible en el
caso atomico, es ya sumamente complicada. En el caso molecular solo pueden
resolverse analiticamente en casos especiales. Por eso resulta particularmente
util el método de Montecarlo

Cuando se emplean como funciones de base los orbitales de Slater,

introducidos al tratar las integrales monoelectrénicas :

=N r™ exp(-o. )P (cos9) {senmcp} 4)
L =0 e, DR cosmo

las integrales bielectronicas toman la forma:

KJ._’. ey’ eXp(c1r1)eXp(:zrz)P(evez)A((Pv(Pz)dt1d12 5)
12
siendo:
K= Np.Ng.N; .N;

Ny =Np +Ng; N2 =N, + Ng ;
C1= (ot ptot g); C2 = -(Qr +0 5).
Py A son las partes angulares, que dependen de los indices [, 1gllsy m
pMg M, Mg,

Cuando | ;= m; =0, que es el caso mas sencillo la integral toma la forma:
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KJ.J‘ r1"1r2"z exp(c1r1) eXP(CZrQ)

r

dt,dt, (6)

12

y sustituyendo las expresiones de las diferenciales resulta:

[ 72 exp(c.r,) exp(c,r,) send, sené,

. dr,dr,d6.d6,d¢.do, )
12

La resolucién analitica de estas integrales puede hacerse mediante el

empleo del desarrollo del término 1/ry, en arménicos esféricos (Ref. 5):

o

Lo 3 2 R(cosa,) =3t 5 (6.0 v (0,00 ®

r, o +1 l';+1 P

donde ® 4> eselanguloentre los vectores de posicion de ambos electrones,
Pi () un polinomio de Legendre y con r. (. ) se representa él menor (mayor) de
deryyro.

El desarrollo (7) conduce a los valores de (pgjrs) que se dan en 11.5, que
como se vera son expresiones muy complicadas y solo aplicables a integrales con
un solo centro. En el caso de varios centros solo existen soluciones analiticas

para algunos casos. Por este motivo planteamos su resolucién por Montecarlo.

4.3 Aplicacion del método Montecarlo a la evaluacion de las

integrales (pq|rs).

Para calcular la integral (7) se toma como funcién de densidad:
W(r,.0,,9,.1,,6,,9,) = exp(—p,r, - p,f, ) seng, send, ©)

obtenida como un producto de las usadas en las integrales monoelectrénicas. El
procedimiento de muestreo es también analogo al empleado con aquellas,

aplicado sucesivamente a la parte que depende de cada uno de los electrones.
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También aqui es conveniente elegir los parametros p 4, p » de manera
gue se reduzca el error standard de las estimaciones de la integral. En esta fase

del trabajo se ha tomado, por analogia en el caso de las monoelectrénicas:

C, ¢,

n +3 p2:ﬁn2+3

p=- (10)

cuyos buenos resultados hemos comprobado ampliamente en el caso en que

todos los valores de | son nulos. La funcién a evaluar en este caso resulta ser:

r=2r2=2 explc 1, +p.r, )explc,r, +p,r
A R ples, + P expleyr +P: Q)dt,drz (11)
C r12
donde el factor de normalizacion es: C:__(i 1p)22
T

En la tabla siguiente pueden verse los valores del error standard
correspondientes a los valores de p; y p, dados por (10) y a otros valores
préximos, comprobandose como el error standard aumenta siempre que no usan

los valores propuesto por las expresiones (10).

Integral Parametros (10) para la Error standard usando como

funcién densidad parametros:

P1 p2 P1,P2 2p1,2p2 | 0.5p1,0.5p;
(11]11) 0.70 0.70 0.00207 0.00441 0.00284
(22]22) 0.35 0.35 0.00191 0.00282 0.00250
(33]33) 0.223 0.233 0.00172 0.00206 0.00235
(44|44) 0.175 0.175 0.00154 0.00168 0.00226
(22|44) 035 0.175 0.00135 0.00255 0.00169
(12[34) 0.467 0.200 0.00115 0.00239 0.00137
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4.4 Organigrama de un programa para calcular integrales

bielectronicas por Montecarlo:
leer datos
(en biel.dat)

>
>

L 4

escribirresultados
enbiel.res

no

fin

Y
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4.5 ejemplos de resultados del programa de caculo de integrales

bielectronicas por Montecarlo

INTEGRAL NUMERO 1

N1,L1,Mi1= 0 O O N2,L2,M2= 0 O O
Al= 1.000 A2= 1.000
N3,L3,M3= 0 0 O N4,L4,M4= 0 O O
A3= 1.000 Ad4=  1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670 .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 10000
INICIALIZADOR: 1
VALOR DE LA INTEGRAL: .63837464
ERROR ESTIMADO: .00942432

TIEMPO EMPLEADO: 0 HORAS 0 MINS 2.8 SEGS

R A R R A R R 2 R A R R N S R R R R R R R R R

INTEGRAL NUMERO 2

Ni,L1,MI= O 0 O N2,L2,M2= 0 0O O
Al= 1.000 A2= 1.000
N3,L3,M3= 0 0 O N4,L4,M4= 0 O O
A3= 1.000 A4= 1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670 .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 1000000
INICIALIZADOR: 1
VALOR DE LA INTEGRAL: \ .62604168
ERROR ESTIMADO: .00071932

TIEMPO EMPLEADO: 0 HORAS 4 MINS 37.0 SEGS

2 I I IR I T 22 R R R I R R R R R 2 R RS A R R R L R

INTEGRAL NUMERO 3

N1,L1,Ml= O O O N2,L2,M2= 0 O O
Al= 1.000 A2= 1,000
N3,L3,M3= 0 O O N4,L4,M4= 0 O O
A3= 1.000 Ad=  1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670 .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 1000000
INICIALIZADOR: 2
VALOR DE LA INTEGRAL: .62685877
ERROR ESTIMADO: .00109040

TIEMPO EMPLEADO: O HORAS 4 MINS 37.0 SEGS

2 I R R R 2 R 2R R R R R R R R RS R R R R R R S
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b) Ejemplos con n, y | no nulos

/AL P

INTEGRAL NUMERO 1
N1,L1,Ml= 1 O O N2,L2,M2= 1 0 O
Al= 1.000 A2= 1.000
N3,L3,M3= 1t 1 0 N4,L4,Mé4= 1 1 O
A3= 1.000 _ A4= 1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670 .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 10000 -
INICIALIZADOR: 1
VALOR DE LA INTEGRAL: .37419094

ERROR ESTIMADG: .00896364

TIEMPO EMPLEADO: O HORAS O MINS 3.0 SEGS

LR R E SR R S R R R R R R A R R RS R R RS S S SR E RS S 2 3 )

INTEGRAL NUMERO 2

N1,L1,Mi= 1 0 0 N2,L2,M2= 1 0 O
Al=  1.000 A2= 1.000
N3,L3,M3= 1 1 0 N4,L4,M4= 1 1 O
A3= 1.000 Ad=  1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670  .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 1006000
INICIALIZADOR: {
VALOR DE LA INTEGRAL: .36448331
ERROR ESTIMADO: .00091846

TIEMPO EMPLEADO: O HORAS 4 MINS 56.1 SEGS

EEEEXEXXEF R KR ERIXXEEFEXLERE XXX XFIEITRERELRXLXRXRELTEXES

INTEGRAL NUMERO 3

N1,L1,M1= 1 0 O N2,L2,M2= 1 O O
Al= 1.000 A2= 1.000
N3,L3,M3= 1 1 O N4,L4,M4= 1 1 O
A3= 1.000 A4= 1.000
EXPONENTES DE LA FUNCION DE PESO: .670 .670
NUMERO DE PUNTOS EMPLEADOS: 1060000
INICIALIZADOR: 2
VALOR DE LA INTEGRAL: .36686037
ERROR ESTIMADO: .00192406

TIEMPO EMPLEADO: 0O HORAS 4 MINS 56.1 SEGS

FEEXRREEREEXER KRR KAREXRRF X R KRR XK RKERFERRKRT LR TR EREFRER



CAPITULO 5

METODO DE ROOTHAAN PARA ORBITALES ATOMICOS
HELIOIDES
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5.1 Introduccion

En esta parte del trabajo hemos elaborado un programa para calcular
orbitales atémicos por el método Roothaan, en un caso lo mas simple' posible: el
caso de los atomos o iones con solo dos electrones (= atomos helioides). El
programa esta todavia muy alejado (en utilidad y en complicacion) de lo que
constituye la parte mas original de esta tésis, pero resulto fundamental para
entender y empezar a resolver los problemas que luego han sido abordados en el
caso general. Este programa tiene un caracter “previo”, pero su descripcion
contribuye a una mejor comprensién de los programas posteriores, mas

complicados, pero realizados de forma paralela al aqui expuesto.

5.2 Evaluacion de la matriz de Fock

La expresion para los elementos F,q de la matriz de Fock, en el caso de
un sistema con un solo orbital ocupado por dos electrones, apareados, se

reduce a:

Fr =H,, + 2.2.C,C.[2(pdirs) - (pars)] (1

La evaluacion de las integrales Hpq ¥ (pq | rs) mediante Montecarlo ha sido
estudiada en los capitulos 3 y 4. La manipulacién de los términos de H,q para
construir Fq es inmediata, pero la de las integrales (pqlrs) no es nada trivial,
pues resulta de gran importancia aprovechar sus propiedades de simetria para
ahorrar tiempo evaluando Unicamente las integrales que sea imprescindible. En

el siguiente apartado se explica la forma en que se resuelve este problema.
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5.3 Manipulacion de las integrales (pq | rs)

Con el propésito de calcular sélo las integrales (pq|rs) estrictamente
necesarias y poder localizarlas sin dificultad cuando vayan a usarse, as:ignaremos
a cada una de ellas un indice K(p,q,r,s) que tomara tantos valores como
integrales de distinto valor haya. Estas integrales se evaltan en el orden dado por
el indice K, y se localizan cuando se requieren por medio de este indice.

En el proceso seguido se tienen en cuenta las propiedades de simetria :

(palrs) = (ap|rs) = (gp|sr) = (sr| gp) @)

calculando unicamente las integrales que sean distintas entre si, con lo que se
reduce el tiempo de calculo de una forma drastica (por ejemplo, para 10
funciones de base el tiempo de calculo se reduce al 15% del empleado sin

aprovechar esta simetria).
En primer lugar asignaremos un indice NPQ al par pq ordenando los pares

de la forma indicada en la figura:

11> 12 13 14 15
¢/'¢ 4

22 23 /24
Vil

33 34
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Observese que:

oa-1
2

J[sip <qg NPQ=1+2+ ... +(q-D+p= +p

©)
lsip > q NPQ=NQP

ya que, al ser (qp| rs) = (pq| rs) puede tomarse NQP = NPQ.
Del mismo modo se define otro indice NRS para el segundo par de

funciones de base :

s(sz— 1) o
(4)
tsi r<s NRS=NSR

jsi r<s NRS=

Para hallar el indice K correspondiente a la integral (pq | rs) se repite el criterio
anterior para el "par de pares" formado por NPQ y NRS puesto que (pq |rs) =

(rs| pq), definiendose por tanto K(p,q,r,s) de la forma siguiente :

NRS(NRS-1 oo
2 ®)

[si NPQ > NRS K(p,q,r,s) = K(r,s,p,q)

J(si NPQ < NRS

Para hallar el numero total de integrales diferentes que hay que calcular

basta hallar K(n,n,n,n) siendo en este caso

nn-1)  n(n+1)
2 ""TT

NNN = ®

y, por tanto :
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K(n,n,n,n) = —81—(n“ +2n° +3n%+2n) )

Cuando n = 10, el numero total de integrales distintas es 1540. Observese que
de no tener en cuenta las propiedades de simetria seria necesario evaluar 10000
integrales.

El programa que se ha usado ha sido dimensionado para matrices de
orden 10. Teéricamente no existe inconveniente en aumentar este orden, pero en
la practica el tiempo de calculo requerido se hace prohibitivo. Asimismo, el
empleo de un nimero demasiado grande de funciones de base puede acarrear

problemas numéricos ligados a la cuasidependencia lineal de las funciones.
5.4 Expresion de las ecuaciones de Roothaan en forma matricial
Las ecuaciones de Roothaan :

D Cip(Foq—£S,q) =0 8
p

pueden expresarse matricialmente como:
CF-ACS=0 )

siendo C la matriz de los coeficientes C;; y A una matriz diagonal formada con los
valores propios ;. El problema, dado que se conocen F y S, consiste en calcular A
yC.

Si definimos:
u=Cs8"” C=UsS™" (10)
Sustituyendo en (1) se obtiene :
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US™F = AUS™S = US™F = AUS" = A1)
A= U(S—1/2F S—1/2)U-1
que es equivalente a diagonalizar la matriz S F 7, lo cual puede hacerse con

la subrutina JACOBI (Ref. 6) que calcula las matrices A y U' (traspuesta de la

matriz de diagonalizacién). Finalmente, para calcular C se usa la relacion :
c=Us"?
Resta comentar como se calcula la matriz S necesaria para este calculo.

El proceso es el siguiente :

a) Se diagonaliza S (por medio de la misma subrutina JACOBI empleada en otras
partes del programa). Ello suministra la matriz diagonalizada Ap, y la matriz de

transformacién U’ (traspuesta de U).
Ap=US U’ (12)

b) Se calcula A", lo cual es inmediato: basta elevar a -1/2 los elementos de su

diagonal.

c) Se calcula S como U™'S;Y2U ya que su cuadrado es S, En efecto:

(U—1A-l-)1/2u)2 — (U—1(Uslj—1)—112lJ)2 —
=U'USUHY " uu'wsSu ) ?u=U'uSU ) 'u= (13)
—UNUS U U= S

5.5 EIl programa ORBITN

Aplicando las técnicas que se acaban de exponer se ha confeccionado un
programa, que hemos llamado ORBITN, que permite calcular el orbital atdmico de
un atomo o ién, con dos electrones y carga nuclear arbitraria Z, con funciones de

base de tipo N; exp(-o;1) e integracién analitica. Su elaboracién constituyé un
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paso previo necesario para llegar al programa de calculos Roothaan-Montecarlo
que se expone en el préximo capitulo.

Con objeto de asegurar el correcto funcionamiento del programa, se ha
aplicado al calculo de la energia de los sistemas bielectrénicos H; He; Li*; Be**
;B* y C*.En latabla 5.1 se comparan los resultados de emplear una base de
dos funciones y ofra de cinco funciones, con los resultados bibliograficos

correspondientes al "limite Hartree-Fock" (maxima exactitud alcanzable con el

modelo).
Atomo Z E base 1 E base 2 Limite
0 ién Hartree-Fock
H 1 -0.4842 -0.4879 -0.488
He 2 -2.8584 -2.8616 -2.862
Li* 3 -7.2301 - -7.2364 -7.237
Be®* 4 -13.6028  -13.6113 -13.615
B> 5 -21.9762 -21.9860 -21.99
c* 6 -32.3501 -32.3613 -32.36
Tabla 5.1 Energias calculadas para diversos sistemas
bielectrénicos, El limite Hartree-Fock se extrae de (Ref. 7).

La dos funciones de la "base 1" de la tabla tienen por exponentes: o, =Z y o, =
Z/2 . Los exponentes de las funciones de la "base 2" son: o, =2/4; 0, =2/2 ; a3
=32/4;,04=2Z yoas=5Z2/4.

En las siguientes paginas puede verse un ejemplo del fichero de

resultados para el caso del atomo de Helio.

55



5.6 Ejemplo de fichero de resultados

A continuacién puede verse el fichero de resultados que corresponde al
calculo con el atomo de Helio usando la base de Clementi con cinco funciones
(Ref. 8). Se ha simplificado ligeramente este fichero eliminando algunas

iteraciones intermedias.
CA2GA NUCLEAR= 1.000000
N20 FUNCIONES: 5

EXPONENTES DE LAS FONCIONES DE 34ASE
143000 2.44150  4.00960 6.48430 73780

KATRIZ DE SOLAPANIENTO

1.00000  .89938  .§7160 45367 .ai§?
33938 1.00000 30518 00884 .53933
B7161 80318 1.00000 92483 L4023
43567 0864 52483 1.00000 24376
33167 62981 40285 L4306 100000

¥ATRIL DE (NTEGRALEY NONOELECTRONICAS

1.83735 -1.901192 -1.74313 149370 -1.46126
191190 -1.90254 -1.39082 - 71580 -1.44545
LT4S1Y -1.39082 20416 2.50407 -1.3n413

P.49370 . - 71580 150407 80547 -1.14455
ABLI26 -1, 44946 -1.3H41Y -1 14458 -1.27736

[P

Cer 2 BB - s

RTEGRALES BIELECTRONICAS

P L8935 P1h1 804 12181 9186l 1101 L
1212108 112013250 [ S 5 1 1311 8543
32121.08768 FILY 11946 PR O A 5911 1311212218
317 1.57506 1310 1.12898 13173 1.67483 3311126348
317 1.44022 3331 1.88816 3313 1,385 3313205520
333 1.56225 Tet ng 14120 83022 1421 .35038
§13 .6i812 LIV BN b1 1433 1.1458] a4 51353
11,9085 1417104206 1422119 1413 1.00444
£ 3 1.50615 Y5 1.85208 21434598 1414 14007
£ 11 1.2155) S 1400 3421187391 Ty L
£731.000 J 43526810 &L 342 41.98053
43 42.82338 411 134506 412 1.37309 $41122.12612
413 1.57465 $ 413 2.40645 4 4333.10768 $ 41413854
$ 24 2.51568 4§43 41.3616) 444 4.05289 1311 68795
S 12 59064 1527 .80950 1513 .56642 1523 .i8879
3380200 13l E L4000 1524 64597 1534 .8381
4494y 1518 5418 1511 60694 1512 81330
i1l .13 1513 5410 15213 .63 2533 3938t
14 40412 1324 61409 1334 36547 1544 96178
1S et 1525 A4 R0 U N T R IS 12 48319
512 .81583 I3 any 35213 62504 3533 18U
I 34328 JE L 55465 IS 31§ 75880 IS4 858
15 .33038 3§15 4 3535 24338 €511 .30093
I 11 .33986 §511 44185 $313 3208 §521 .46492
313 .58718 §3 028308 §524 43206 § 534 60386
44 699 £5 15 .61 §5315 .21209 $535 .18
345 .15 S L6981 $S11o.snn $522 .1M193
13 48810 $513 67106 $533 .5 §5 14 3478
$14 .54132 S8 34 416 S e4 1m0 §515 50951 56
315 41781 §535 .88 S35 18303 5555 .4986) :

G LN L e e B e d s Ges BD D D e e e B e s L



AAIZ DE LA MATRIIZ DE SOLAPANIZNTO [NVERTIDA

3.05127
-7.583515
40501
-1.10889
-3.05081

MATRIZ O€

.94380
-.99149
-.96989

=973

17331

-7.88315
12.39812
-8.34913
2.771219
2.00303

FOCK DE LA ITERACION NUMERD |

99149
65742
-.06264
.45097
92622

4.05013
-3.94313
10.63401
-4.58702

-.91292

-.96589
-.06264
1.95182
4.31641
-.98387

DIAGONAL DE SFS TRAS JACOSI

-.98162

MATRII QUE DIAGONALIIA & SFS°

.83512
.52469
31180
18202
.4448!

MATRIZ OF

.38048
-.34380
-.34741
-.918%7
-. 71389

19576

-.38180
=204
-.08836
-.06172

.89082

FOCX DE LA ITERACION NUMERO 2

-.94380
-.50816
01635
49119
-.886%9

1

1.48202

-.56714
57951
43794
13339

-.08878

- 94741
-.014835
2.03208
4421545
-.97289

DIAGONAL DE SF3 TRAS JACOSI

-.92286

.20037

1.52527

MATRIL QUE DIAGONALIIA A 3FS

53257
5219
31362
. 16401
L4411

-.384%%
-.2i545
-.08318
-.05952

.89158

-.66800
58189
.43262
13839

-.09841

-1.10889
2.77219
-4.58702
3.31966
23747

-.921713

.45097
4.31641
23107
-.95113

7.67899

03630
-.56120
.51988
.34468
~.02435

-.91857
L49119
4.42165
10.39769
-.95366

7.83739

03191
~.53821
.52326
. 34604
-.02653

-3
2

st.

.9808]
.00303
91292
23747
.54908

17331
92622
.98387
(95173
.55891

32113

06643
15774
56474
.80725

.91063

71389
.38699
.§7289%
.95966
.50005

64214

06639
18671
.56379
.80812
01056



HATRIZ OF FOCK DE LA [TERACION NUMERQ 3

-.37570 -.34004 <4519 - 3T40 - 0940
-.94504 - 50432 -.01297 49474 -.38330
SL48S 0 - 01287 2.93813 442937 3714
=978 5474 4.42937 1040933 -.9%932
- 70940 -.38380  -.97143 -.99932  -.49%67

DIAGONAL DE SFS TRAS JACOBI
-.91834 .20061  1.52798  7.84811 51.66284

MATRIZ QUE DIAGONALIIA 4 SFS
63289 -.38505  -.68814 03165 -.06538
52831 -.21506 58197 -.35804  .15666
31586 -.08284 43224 62349 -, 36373
(16410 -.05937 13511 34603 80817
44077 .35168  -.09300 -.02684  .01053

4ATRIZ D€ FOCK DE LA ITERACION NUMERO ¢

87534 J93975 -.94495 -.91726  -.70905
-.33973 60402 -.01225 49505 -.88358
- 34435 -.01225  2.03863  4.43000 -.97129
-.9172% 49505 4.43000 10.41024  -.9%928
-.70908  -.88335  -.37i29  -.95926  -.495932

DIAGONAL DE SF3 TRAS JACOBI
=.31799 .20063  1.52819  7.34879 51.5640!

MATRIZ QUE DIAGONALIIA A SFS
83238 -.I8303  -.66815 03163 -.04638
528335 -.21501 58198  -.33801 18645
31588 -.08281 43221 82351 -.56373
J18410 0 -.05935 13509 .54602  .508i8
44073 89170 -.09906  -.02664 01083

MATRIZ OE FOCK DE LA ITERACION NUMERG S

=.87530  -.93972  -.94493  -.91725 -.70902
-.95372  -.6035% -.01222 49509  -.88332
-4 -.01222  2.03363  4.43006  -.57128
- 31725 (45509 4.43006 10.41032  -.99928

-, 70902 .88352  -.97128  -.95925  -.49%23

DIAGONAL DE SFS TRAS JACOBI
- 31796 .20063  1.52819  7.84881 51.66399



DIAGONAL DE 3735 7RAS JAC3B
-.91796 20063 1.828{%  7.24881 S1.48399
MATRII QUE DIAGCHALIIA A SFS
63238 -.38%05 - 5818 L0318 -.06638
52838 -.21308 38138 -.5%3Ct 15008
31388 -.0818i Al 82332 -.38372
L16410 109935 L3508 34602 .808:3
44072 L9170 -.99906  -.02884 91058
MATRIZ DE FOCK DE LA ITERACION NUMERD ¢
- 87530 -.93972  -.34493  -.9i724  -.70901
~.93972  -.60399  -.01222 49509 -.33352
-.94493  -.01222  Z.03868  4.43007  -.97127
-.91724 L49509  4.43007 10,4103 -.99925
-.70901  -.88352 -.971217  -.9%925  -.49528
DIAGONAL DE SFS TRAS JACOBI
-.9179¢ .20063  1.52821  7.34886 - 51,54409
MATRIZ QUE OIAGONALIIA A SFS
63238 -.38504  -.86818  .03163 -.06638
.52833 -.21501 58198  -.35801 .18665
31588 -.0828! 432121 42352 -.56373
L1641 -.0593% L3809 54602 .30818
44072 39170 -.09906 - .02644 01055
FUNCION  C(1,3) ITER. §  €(1,]) ITER. &
1 18499 . 18499
2 .20297 .20287
3 03691 03692
4 -.90293 -.00293
5 L0032 00326
EN. ORBITAL  -.917957 =.917957
EN. TOTAL = -2.861679 -2.861681
ORBITALES YIRTUALES 0€ LA ITERACION )
ORBITAL 2 ENERGIA {U.A.) = .200634
-4,43782  2.63519 -1.05789 (21348 §.07842
ORBITAL 3 £NERGIA {U.4.) = 1.328213
-7.94809  8.63730 -3.84748 82401 2.38893
ORBITAL 4 ENERGIA (U.A.) = 7.348862
6.54310 -11.2806!  9.27201 -2.52851 ~-1.72148
ORBITAL 5 ENERGIA (U.A.) = 51.664090
-4.94954  9,75907 -11.38216  5.94082 1.24971



CAPITULO 6

EL METODO ROOTHAAN CON INTEGRACION
MONTECARLO.
APLICACION AL ATOMO DE HELIO
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6.1 Introduccion

En este capitulo se describe un programa (ORBIMC) que calcula los
orbitales de un sistema bielectrénico como combinacién lineal de exponenciales
radiales, usando el método Montecarlo para la evaluacién de las integrales. Se
ha usado este programa para calcular los orbitales del atomo de helio en varios
casos representativos, y se han comparado los resultados con los que se
obtienen con integraciones analiticas mediante el programa ORBITN explicado en
el capitulo precedente. Se ha comprobado que -a condiciéon de realizar las
integraciones Montecarlo con un nimero suficiente de puntos- los resultados son

equivalentes.

6.2 El programa ORBITMC

Este programa se ha confeccionado incorporando como subrutinas los
programas, que ya se han comentado en los capitulos 3 y 4, para evaluar las
integrales monoelectrénicas y bielectrénicas por Montecarlo en ORBITN que se
comentaba en el capitulo anterior. ORBITN calculaba los orbitales usando
integrales obtenidas por integracion exacta. En ORBITMC se sustituye la
integraciéon analitica por la integracion Montecarlo de S,q, Hyq ¥ (palrs). Por
supuesto que en este caso la precision depende del numero de puntos
empleados.

El programa esta dimensionado para 10 funciones de base y determina un
unico orbital, pero es facilmente reformable para sistemas con mas de dos
electrones (siempre que sean un numero par). También resulta sencilla su
adaptacion a otro tipo de funciones de base, por ejemplo las gaussianas -cuya

parte radial es I* exp(-ar’ )- ya que basta modificar la definicién del integrando.
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En la forma actual el programa, igual que ocurria con ORBIRTN, es
aplicable no solo al atomo de Helio, sino que sirve también para todos los iones

atémicos con dos electrones como, por ejemplo, H ", Li*, Be™ etc.
jemp

6.3 Resultados de referencia para el atomo de helio

La energia total del 4tomo de Helio se puede determinar experimental-

mente sumando sus dos energias de ionizacién:
E(He—He") = 24.481 eV

E(He'>He"™) =54.403 eV
lo que suministra una energia total de 78.884 eV 6, si se expresa en unidades

atémicas (1 u.a.=27.2116 eV):
Eep = 2.898%u.a.
La mejor energia teérica obtenida hasta el momento es la de Frankowski y

Pekeris (Ref. ), usando una funcién de prueba del tipo:
W(12) = exp(—oar,)exp(—ocr2)2:Z;ciJk (r,+n,) (@, -r,) r¥ (1)

con mas de mil términos en la suma (los parametros variacionales eran los
coeficientes ¢ y el exponente o). El valor obtenido para la energia era en este

caso:
E= 2.80372437703 u.a.

La diferencia con el dato experimental se debe sobre todo al caracter no-relativista
del calculo y a la suposicion de "nucleo fijo" realizada. El resultado anterior, sin
embargo, no puede alcanzarse mediante un calculo Hartree-Fock-Roothaan, ni
aun usando integraciones exactas, pues el tipo de funcién de prueba que se

emplea en el método de Roothaan es relativamente simple. EI método de
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Hartree-Fock utiliza una funcién de onda del tipo (2.14) que, en este caso se

reduce a:

1Mo DB
V2 [ X(2(2) HNB(D)

En el método de Roothaan se hace ademas la suposicién adicional:
¢= ; C, % (3)

en la que y, son funciones de base y C, coeficientes a determinar usando el

)

Principio Variacional.
Se llama fimite Hartree-Fock a la energia que se obtendria sin mas
aproximaciones que la (2), es decir sin afiadir la (3). En el atomo de Helio el limite

Hartree-Fock es:
E=-2.861682 u. a.

y puede obtenerse (Ref. 8) empleando una base de cinco funciones de tipo:
1, =N exp(—o,r) (4)
con exponentes:
aq = 1.4300; op = 2.4415; a3 = 4.0996;04 = 6.4843; o5 =0.7978

Resultados casi tan buenos pueden obtenerse, sin embargo, con una base mucho
mas sencilla. Por ejemplo, se ha propuesto (Ref. 9) emplear una base de sélo dos

funciones del tipo (4) con exponentes oy = 1.45, o, = 2.91. Con ella se obtiene :

E =-2.861670

6.4 Resultados Roothaan-Montecarlo en el atomo de helio

Los resultados del calculo de orbitales por Montecarlo depende en algln

grado de cual sea la semilla ISEM empleada en cada caso. Este hecho puede
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aprovecharse para estimar el error standard de los calculos realizados. Para ello
basta realizar éstos un namero suficiente de veces variando la semilla y aplicar
la definicion de error standard. Esto es lo que se hace en las tablas 6.1 a 6.4 que

se dan a continuacion:

Exacto 0.8421 0.1827 -0.91833 -2.86167

semilla Ci C, € E
1 0.8305 0.1931 -0.9234 -2.87906
2 0.8417 0.1844 -0.9296 -2.86305
3 0.84462 0.1799 -0.9166 -2.85234
4 0.8376 0.1876 -0.9030 -2.84019
5 0.8604 0.1609 -0.9189 -2.84686
6 0.8277 0.1995 -0.9306 -2.87666
7 0.8441 0.1811 -0.9183 -2.85296
8 0.8847 0.1340 -0.9125 -2.84902
9 0.8374 0.1871 -0.9134 -2.84983
10 0.8146 0.2154 -0.9285 -2.88939
£=-0.9194+0.0087 E=-2.8599+0.0163
C,=0.8423+0.0191 C,=0.8423+0.0220

Tabla 6.1 Base de Clementi y Roetti 04=1.45, 0,=2.91, N=10* puntos.
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Exacto 0.8421 0.1827 -0.91833 -2.86167

semilia Cy C, € E
1 0.8447 0.1797 -0.91637 -2.86049
2 0.8368 0.1882 -0.91505 -2.85926
3 0.8422 0.1825 -0.92126 -2.86480
4 0.8381 0.1873 -0.90645 -2.85079
5 0.8446 0.1797 -0.92236 -2.86613
6 0.8366 0.1886 -0.92161 -2.86736
7 0.8413 0.1831 -0.91814 -2.86567
8 0.8482 0.1761 -0.91805 -2.85832
9 0.8452 0.1796 -0.92425 -2.86400
10 0.8450 0.1799 -0.91885 -2.85940

€=-0.9182+0.0050
C,=0.8423+0.0039

E=-2.8616+0.0050

C,=0.1825+0.0039

Tabla 6.2 Base de Clementi y Roetti a;=1.45, a,=2.91, N=10° puntos.

Exacto 0.3403 0.6975 -0.9155 -2.8585

semilla Csq C, € E
1 0.3485 0.6860 -0.91805 -2.85630
2 0.3468 0.6930 -0.91232 -2.85138
3 0.3256 0.7118 -0.91507 -2.86505
4 0.3209 0.7154 -0.91980 ~ -2.87343
5 0.3233 0.7116 -0.88815 -2.84714
6 0.3529 0.6866 -0.92807 -2.86698
7 0.3919 0.7433 -0.90948 -2.87297
8 0.3111 0.7240 -0.89246 -2.84684
9 0.3482 0.6887 -0.91222 -2.85563
10 0.3634 0.6782 -0.93988 -2.86695

€=-0.913510.0152

C,=0.3433+0.0245

E=-2.8602+0.0101
C,=0.7038+0.0207

Tabla 6.3 Valores obtenidos con ay=1, a,=2, N=10* puntos.
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Exacto 0.3403 0.6975 -0.9155 -2.8585

semilla C4 C, € E
1 0.3464 0.6917 -0.91570 -2.8560
2 0.3400 0.6971 -0.91303 2.8577
3 0.3395 0.6978 -0.91516 -2.8585
4 0.3342 0.7033 -0.91567 -2.8590
5 0.3428 0.6948 -0.91755 -2.8588
6 0.3434 0.6936 -0.92238 -2.8632
7 0.3456 0.6916 -0.91673 -2.8560
8 0.3410 0.6971 -0.91682 -2.8575
9 0.3371 0.7009 -0.91906 -2.8634
10 0.3418 0.6965 -0.91304 -2.8561
£=-0.9155+0.0021 E=-2.8586+0.0027
C,=0.3412+0.0038 C,=0.6964+0.0037

Tabla 6.4 Valores obtenidos con ay=1, a,=2, N=10° puntos.

Finalmente, observaremos que las energias obtenidas por Roothaan-Montecarlo,
incluso las calculadas con un numero moderado de puntos (10* , 6 10° ) tienen
errores respecto a las energias experimentales del mismo orden que los del
propio método de Roothaan con integracién analitica. Por ejemplo, el error
relativo obtenido por el método de Roothaan con integracion analitica para la
energia del helio (base de Clementi-Roetti) es 1.3%. Con el método Roothaan-
Montecarlo este error es menor que 2.0% si se usan 10* puntos y menor que
1.5% usando 10° puntos. Los resultados son claramente comparables, mas aun
si se tiene en cuenta la posibilidad de aumentar la eficiencia de los célculos
Montecarlo mediante alguno de los métodos citados en el capitulo 1. Todo ello
pone de manifiesto que el método de Montecarlo es una herramienta utilizable en

los calculos de orbitales atomicos. |

66



6.5 Ejemplo de resultados del programa

Célculo con base de Clementi (5 funciones), Montecarlo de 108 puntos y
semilla ISEM=1 .

NUMEZRO DE PUNTCS:
INICIALIZADOR: 1

CARGA NUCLEAR=

2.00

1000000

NUMERO DE FUNCIONES DE BASE=

5

EXPONENTES DE LAS FUNCIONES DE BASE:
1.43000

P WWWNDN = = = WWN ~ = PN =

MATRIZ DE
1.00000
.88892
.87130
.455783
.88172

MATRIZ DE
-1.838607
~1.81146
=1.74475
-1.50538
~1.46158

zZ.

PEALAPRBEARDDEREOLOWLWWWRN -

m

Pl R A I B e A N T 7

oY)

WP W=WNPAEWAWANW-—— )

-

L T | | I | v £ O 1 O O 1 T T O T A TR F O 41

o

2

44150

4.

SOLAPAMIENTO:
.67130,
.90480

1

. 88832
.00000
.88482
.709¢C5
.84045

038560

. 00000

.82473
.40250

~
0.

43430

.45579
. 70805
.52473

1

. 00000

. 24376

INTEGRALES MONCELECTRONICAS:

.S1145
. 80402
. 38421
L7152

. 44358

-1.
-1.

74475
38421

.203860

-1.

45820
31418

BIELECTRONICAS:
.89124

1

.11123

777189
.77862

.57367
.26228
.37349

.57065
.618%9
.51213

[ QY NN U S G S Y

.37368
.88032
.21562
.38161
.18702
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RAIZ DE LA MATRIZ DE SOLAPAMIENTO INVERTIDA

7.18626
-6.43765
3.04192
~.73246
-2.76628

MATRIZ DE
-.94483
~.98249
-.96756
~.93473
-.77392

-6
10
-7
2
1

.43765
.59811
.47408
.21388
.59118

3.

-7

9.

-4

04192
.47408
40938
.11834
.58171

2
-4
3

. 73246
.21388
.11834
. 33851
.115855

FOCK DE LA ITERACION NUMERO 1

.938249
.866147
.05803
.45158
.92862

1
4

VALORES PRCOPIOCS DE SFS:

-.98360

MATRIZ QUE D

.62422
.53512
.31031
.16086
.44924

MATRIZ DE
-.87881
-.94097
-.94442
-.92766
-. 71114

FOCK DE LA ITERACION

. 16841

1

IAGONALIZA

.45328
.14470
.077390
.05181
.87456

.94087
.60830
.00783
.49736
.88672

I &N |

.96756
.05803
.34853
.31144
.98541

.07192

A SFS
.63339
.56666
. 329850
11271
.18185

.94442
.00788
. 03436
.42105
.97283

4.
10.

.93473
.45158
31144
23278
.95244

.27266

.05186
.48039
. 71455
.49600
.01498

NUMERO 2

.92766
.49736
.42105
.40776
.95819

-2
1

2

46

.76828
.539118
.58171
.11555
.45729

.77392
.92862
. 98541
.95244
.55885

.07055

.03172
.08827
52771
.84423
.00117

71114
.88672
.97283
.85919
.49673
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.41464
61611
.76178
.75936
.31137
.33947
47449
.43236
.21584
.13523
. 71255
.75916
.71455
.41811
.49852



MATRIZ DE
-.87492
-.93314
-.34251
-.92762
-.70777

MATRIZ DE
-.87430
~.93756
~.94230
-.92716
-.70710

MATRIZ DE
-.87438
~.93766
-.94231
-.82729
-.70722

MATRIZ DE

-.87435
.83761
.84231
~-.92724
70717

MATRIZ DE
~-.87436
-.93763

. 94231

.92726

.70718

FOCK DE LA ITERACION
. 94251
.00528
.03889
.42636
.97173

-.93814
-.60589
-.00528

.49951
-.88420

FOCK DE LA ITERACION

-.83756
-.60514
~.00466

.50024
~.883375

FOCK DE LA ITERACION
.94231
.00478
.03940
.42784
.87156

-.83766
~-.60531
-.00478

.50009
-.88382

FOCK DE LA ITERACION

-.83761
~.60524
~.00473

.50015
-.88378

FOCK DE LA ITERACION
.94231
.00474
.03945
.42789
.37155

-.93763
~-.60526
-.00474

.50013
-.88380

[ S I

[ NI |

[ A% I

.94230

.00466
2.
4.
.97153

03957
42799

.94231

.00473
2.
4.

03948
42792
7154

NUMERO

.927862
. 49551
.42636
.41681
.95936

NUMERO

-.92716
.50024
.42799
.41850

. 95820

3

4

NUMERO 5

-.82729
.50009
.42784
.41823
.895925

NUMERO

-.82724
.50015
.42792
.41835
.95923

NUMERO

.921726
.50013
.42789
.41831
.95823

6

7

70777
.88420
.97173
.95836
.48308

.70710
.88375
.97153
.95320
.49258

.70722
. 88382
.971586
.95925
.49264

.70717
.88378
.97154
.95823

.49260

.70718
.88380
.97155
.95923
.49262



[TERACIONES 8-9-10

EN SUS
CUARTA Y

CINCO CIFRAS. LO
QUINTA CIFRA,

LA MATRIZ OE FOCK ES CONSTANTE

S COEFICIENTES VARIAN EN SU
CONVERGIENDO MUY LENTAMENTE.

MATRIZ DE FOCK DE LA ITERACION NUMERO 11

-.87438
-.337862
-.94231
-.92725
-.70718

-.837862
-.060526
-.00474

.50014
~.88378

2
4

VALORES PROPIOS DE SFS:

-.91700

MATRIZ QUE
.62605
.53478
.31485
. 16335
.44304

FUNCION c

OB WnN -

EN. ORBITAL
EN. TOTAL =

ORBITALES

ORBITAL 2
-6.08812
ORBITAL 3
-6.77737
ORBITAL 4
4.26420
ORBITAL 5
~2.98311

.09851

DIAGONALIZA

-.53608
.03038
.04438
.04251
.84138

'

(1,J) ITER.

.866892
.35052
-.06038
.02541
.043458

~-.391700
~2.86209

VIRTUALES D

ENERGIA (U.A.

4.70534 -

3
3

£

2.

.94231
.00474
.03946
.427380
.97155

.82605

A SFS
.55888
.69657
.30997
.10322
. 30938

10

ENERGIA (U.A.) =
8.39965 -4.,23475

ENERGIA (U.A.

-8.74701

ENERGIA (U.A.

6.90875 -

8

9

-.92725 —-.70718

.50014 -.88379
4.42790 -.97155
10.41832 -.85923
-.95823 ~.48261

6.36144 46.52361
-.08669 -.02874
-.46955 .08620
. 72450 -.52718
.48702 .84488
-.00888 ~.00031

C(1,J) ITER. 11

.66831
.35054
-.06039
.02541
.0434586
~.817003
-2.862094
LA ITERACION 11
) = .098506
13540 .46334 3.52301
.9260483
.98386 1.72576
) = 6.361439
.02111 =-2.30100 -.89316
) = 46.523606
17146

5.20445 .62022

TIEMPO EMPLEADO EM CALCULAR LAS INTEGRALES:
MINS 6.5 SEGS

8 HORAS 5§
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CAPITULO 7

EL METODO DE CORRELACION

71



7.1 Introduccion.

Una técnica frecuente en la Quimica Cuantica consiste en realizar un
"doble desarrolio” de los orbitales que se suponen mas adecuados. .Estos son
habitualmente una combinacién lineal de funciones de Slater (STO). Pues bien,
cada uno de los STO se desarrolla a su vez como combinacién lineal de
funciones gaussianas (GTO). EIl motivo de esta complicacion aparentemente
superflua es que aunque los STO permiten obtener orbitales muy aproximados
con pocas funciones de base, las integrales necesarias no pueden resolverse por
procedimientos analiticos. En cambio las funciones de base gaussianas siempre
dan lugar a integrales resolubles analiticamente, pero se precisa un gran nimero
de esta clase de funciones de base para representar los orbitales con suficiente
exactitud. El problema de tener que emplear gran nimero de funciones de base
es, por su parte, casi tan grave como el de la dificultad de integracién, pues el
esfuerzo necesario para resolver las ecuaciones de Roothaan crece con el
cuadrado del nimero de funciones que formen la base.

El método empleado actualmente para resolver estas dificultades consiste
en emplear como funciones de base a las combinaciones de gaussianas que
representen "lo mejor posible” a las funciones de Slater que empleariamos si no
hubiese problemas de integracién. A este procedimiento se refieren los
desarrollos STO-nG (Ref. 10).

En esta parte de nuestro trabajo presentamos los resultados de combinar
los procedimientos STO-nG con el método de correlacién Montecarlo. De esta
forma hemos incrementado notablemente la eficiencia de nuestros célculos. El
método de correlacion Montecarlo consiste en descomponer la integral que va a
calcularse en la forma:

Jiogax = J[F00- g0+ g09] dx = J[Fo0- g] dx + J gy ax (1)

D D D
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donde g(x) puede ser cualquier funcion cuya integral sea conocida, aunque solo
se consiguira una mayor eficiencia si la varianza de f(x) - g(x) es menor que la de
f(x), cosa que ocurrira si f(x) y g(x) son suficientemente parecidas. En este caso es
mas conveniente evaluar por Montecarlo la integral de f(x) - g(x) y sustituir la
integral de g(x) por su valor, que se supone conocido.

En nuestro caso hemos tomado para f(x) los integrandos a que conducen
las funciones de base de Slater y en g(x) los que resultan de sustituirlas por una

combinacién lineal de gaussianas. Para obtener unos coeficientes (A;j) y unos
exponentes (Bj) idéneos, se ha empleado el procedimiento de Stewart (Ref. 11)

que consiste en minimizar la integral:

2

J.[r "exp(-ar)— ZA‘ exp(-B,r 2)} dx 2

7.2 Preliminares. Teorema del producto

En su forma mas elemental este teorema establece que:
El producto de dos gaussianas con distinto centro es una gaussiana
Es decir:
exp(-or )-exp(—pr ) =K-exp(-yr)) @3)

r,=r—A
h=r-B N

K=exp(-aB/(a+B) AB % (4 V

Y =o+p ry
L=r-°P
p_SA+BB
B (X.+l3 /B
figura 1
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El teorema del producto se puede enunciar también de una forma mas
general, usando gaussianas de la forma:

G, :NAXI Ya2Z, exp(—ocr,f) ®)

A

de modo que:
Gy Gg =Ny No X4 Y3 23 X; ¥ 25 exp(-aurf)exp(-Brg) G)
Expresando todas las variables respecto a un centro P:

XA:X*Ax:(X_Px)-{_(Px—Ax):XP +F7A—X (7)

se ve que

1+

! DN
xxg = 2(JPALG 2o(1)PBL Xk = 26 X ®)

=

donde los coeficientes f son constantes. Realizando las mismas operaciones en

Yy , 2 obtenemos

m+m n+n'r
GaGa =Ny NgK D D" D f, fi i X Xg? XE% exp(-v13) ©)

Ky =0k, =0k, =0

expresando r en cartesianas podemos separar las variables, obteniéndose:

G,Gg =N,NKG:G:G: (10)
donde:
1
Gx = 2f, X exp(-yX2) (11)
k=0

y analogamente G} y G}.
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7.3 Integracion analitica de con funciones gaussianas

Siempre que k no sea un entero impar la integral de una funcién gaussiana

| puede realizarse de la siguiente forma:
1) = Jexp(y )t at=2] exp(y 1)t (12)
—C0 0

haciendo el cambio:
2 2 -112
u=ts  t=(uly) dt = 1/2(uy) du (13)

se obtiene para esta integral :

1
) =y e r{ <) (14)

que si k es un entero par puede expresarse como:

—asn, K—1k=3 1
Ik(y):y(kmz—z———z— ..... S Vm (15)

En el caso de que k sea un entero impar la integral es, evidentemente, nula.

7.4 La transformada de Laplace

Las integrales de repulsién incluyen un factor 1/r,,. La transformada

de Laplace permite sustituir esta expresion por una integral..

20=fexp-to g dp (16)

En nuestro caso interesa usar:

27)=[ exp(-rip) oo (17)
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Haciendo el cambio u=pr? obtenemos:

£(r2):Gj J;mexp(—u)u”z‘1du:( JARA (18)
Despejando:
(110" =(L¢?) /(1 2=(1/1(%)) fexp(—ﬂp)p““dp ' (19)

En nuestro caso particular 1=1 y por tanto:

1 —( 1 )G e 2N A2
Yo ) Lorotratoe e 20
y haciendop=u? se obtiene

(%):(%) J:exp(_rnzuz)du (21)

7.5 Calculo de las integrales

Las integrales entre gaussianas usadas por nosotros han sido siempre 1s,
es decir que tenian n, |, m nulos. Cada gaussiana era por tanto de la forma

N, exp(-a, r,?), diferenciandose unas de otra en el valor de « 6 en el de A.

7.5.1Integrales de solapamiento

En este caso toman la forma:
bl N K 2 2y,2
S,s :J. G, Gg dr:N,,‘NB_[0 J; _[Jexp(—ocrA Yexp(—arg“)r° send6dS dodr =

—N,N f‘” f" f'” exp(-oury 2y exp(-ary2)r? dxdy dz= 22)

NaNg Texp(“(“ArA toglg )de dyT .dz

-

La integral respecto la coordenada x , se resuelve utilizando el teorema del

producto en la forma siguiente:

I ZJ. exp(-a.x,” - BXBZ)dX:KJ. exp(—y x2)dx=Ky 2yn = o3

exp(— —b a+B ABZ)(ou+ B) "2 Vn

76



Actuando de igual forma para las integrales respecto a las otras dos
coordenadas Y realizando el producto de las tres , se obtiene para esta integral de

solapamiento :
372

-2
S =NuNs exp(- "%, AB")(52%5) (24)
Esta expresién nos permite calcular las constantes de normalizacion, to-

mandoA=By a=8

1=N, exp(O)[ HJM (25)

con lo que

N=(2)" @)

7.5.2 Integrales de Energia Cinética

Estas integrales son del tipo:

_.‘.G[ 7 T 622 jGBdT:
ox ay 62

(el el el

Llamando Ty a la primera de estas integrales se obtiene, separando sus

coordenadas:

> G:
T-la: o~ dax[G Gy dy[G Gz dz @9

Las dos ultimas integrales son de solapamiento, y la primera que denominamos

l, puede realizarse por partes tomando:

2 x

oG
u=G;, dv= ax28 dx (29)

Con ello:

5°G:
vt S LG

Gl [ oG (aG )dx

J = ax \ Ox (30)

1=JG:
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En nuestro caso esta integral toma la siguiente forma:
T, = [exp(-ax,” - Bx, ) (=2Bx,)] - f:4aﬁ X, Xg exp(-ax,” - Bx,ydx  (31)

El primer sumando es nulo. Sustituyendo estos valores en la primera |; se
obtiene, tras utilizar el teorema del producto y cambiar la variable por xp y
despuss K=K, K, K, '

|, =— 4apK | (x, + PA_)(x. +PB_) exp(~(c + B) .2 dx, v "T{3)y "I(1)  (32)

y de aqui , realizando las operaciones e integrando se obtiene para T el valor:
T, =~ 4o Ky 'n(y*"I($) + PA PB, v"I(3)) (33)

Las otras integrales que forman TAB son analogas, obteniendose para la

integral de energia cinética :

Tas = 2NaNgot BKy 2n(3y221(3) + PA - PB y 211 $)) (34)
Como
B o —op 5
__—® (B_A):PB-= _ .PB=——AB 35
PA 0L+B(B A) ; PB 0L+B(B A) = PA — (35)
resultando:
i 1 op —2) as( 208 —2)
_ 312, 3/2 1 _ Fla =P
Tas= 2NNy pKy ™*n [3v 2 0L+BAB » 3 OHBAB S (36)
ya que
n 312
s,, =K NaNB(?J (37)

7.5.2 Integrales de Repulsiéon

La expresién general de las integrales de repulsién entre dos electrones

que a aparecen al emplear funciones de base gaussianas es :

Jor )85 () G118 (1) e ok, 39
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Las variables r, y r, y los centros de las gaussianas estan representados

en el grafico.
GB = G(BaB)
r,=r—A
r,=r,—B
r.=r,—c¢
r,=r,-D
r,=n—-n

Cuando las funciones son de tipo 1s la integral de repulsién toma la forma:

1
R=N,NsN:N; .f exp(—a, Iy ) exp(-aig raz)r—eXp(*OCc re”) exp(-o, 1p*) dr dr, (39)

12

que tras aplicar el teorema del producto, sustituir la expresién (20) para r1'21' Y

separar las variables resulta:

R= MJ%&RKKL,IJWI,( 1,1, dp (40)
donde:
I, = jl]kexp(—s,xp2 —dx —'xz)2 —szxqz)dx,dx2 (41)

—o~m

g1, &, Kj, Kz se obtienen aplicando las expresiones correspondientes de (4)

Las expresiones para I, e I, son anélogas a (41)
Realizamos la integral doble (I,) en Xx; y X2, sustituyendo:
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X, - X :(XQ ‘Qx)_(xp "Px):(xp - Xq "PQx)
lo que conduce a:

= exp(—fdi) Texp(—(s, +px2 - 2p!36xx,,).

[_[ exp{-{&, + p)x3 +26PQ, X, + 2pxF,xQ)de] dx,

Para la integral entre corchetes se hace el cambio:

Z=X, — p(xP —PQX) /(s2 + p)

obteniéndose:

2

{ 2
ex;{p X +PQ,) JEGXP(—(SQ +p)2*)dz

&, +p

La integral en z tiene por solucion

TE(SZ + p)

Para resolver la integral en x, restante, se realiza un cambio similar:

pPQx 82
8182 + d€1 +82)

V=X, +

obteniéndose para

X

( T ) pl( eg5,PQ2p )
L[STSQ +(s, +s2)]”2 JeX \&€, +(81+82))

realizando el producto Iy Iyl , y haciendo después el cambio de variables

( )
1+] p(sl +82) = !

L &8, )_ 1-t2

se llega a la siguiente expresion para la integral de Repulsién

NNNNK ?
R 2 Kwn j‘ _PQ%eg, t’]

s,s g, +&, &€,

Las integrales del tipo

F (w):_[:exp(—wt’)t”“ dt

m

(42)

(43)

(44)

(49)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

1)
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pueden expresarse como una serie convergente. En efecto, haciendo sucesi-
vamente el cambio
u=exp(-wt?), dv=t""dt (S2)

resulta:

n

_owcw { 1y w 53
Fw)=—" m+2§ m+n+§) | (53)

2
En nuestro caso m=0, por lo que se obtiene al final para la integral de re-

pulsién de gaussianas 1 s con cuatro centros la expresion:

(4)

r_ ZNNGNNGK K ™ [PQ‘%@Z ]
- 1]

172
g, +€
g8, (81 + 82) 1 2

SiA=B=C-=D , entonces w se anula por coincidir P con Q, y se obtiene

para F,(0) el valor 1

7.6 Desarrollo de los STO en funciones gaussianas

En los parrafos anteriores hemos visto como las integrales corres-
pondientes a funciones de base gaussianas pueden resolverse analiticamente
cualquiera que sea el numero de centros, gracias al teorema del producto. Tal
teorema no se cumple si las funciones de base son de Slater y tienen distintos
centros. Con objeto de aprovechar la posibilidad de calcular analiticamente las
integrales con gaussianas, se desarrollan, en el campo de la Quimica Cuantica,
las funciones de Slater como combinacién lineal de funciones gaussianas, lo que
permite reducir las integrales con STOs a combinaciones de integrales con

GTO's. Esto es:

, n,
O=N,r" exp(—o,r) ~ Zai exp(-br?)=X 95
=1
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siendo ng el nimero de gaussianas utilizadas en el desarrollo. Los coeficientes
a, los exponentes B, se obtienen minimizando J((D—X)zdr con la condicién de

que X este normalizada. Para conseguirlo se aplica el método de los mul-

tiplicadores de Lagrange, minimizando la expresion

f(@-x)2+x{1—fx‘x)dr (56)

Los valores de o; Y de Bicorrespondientes a oaA=1 , para desarrollos de
una a seis gaussianas han sido obtenidos por Stewart (Ref. 12).

Para obtener los valores que corresponden a otros exponentes se usan las
dos propiedades siguientes, demostradas por O-Ohata et Al (Ref. 13):

19 .- Los exponentes 6ptimos bi para las gaussianas que corresponden a
un Slater de exponente arbitrario o se obtienen multiplicando «2 por los expo-
nentes 6ptimos que correspondena o= 1.

2% - Los coeficientes a, no dependen del valor de «, es decir siempre se

usan los obtenidos por Stewart, para cualquier valor de c.

7.7 Aplicacion del método de correlacion

Para aplicar el método de correlacién con gaussianas basta evaluar por
Montecarlo la diferencia entre las integrales con STO's y las integrales que
contienen combinaciones lineales de GTO's adecuadas (las combinaciones
lineales que se han manejado estan obtenidas con 1,2,3 6 4 gaussianas).

La citada diferencia ha sido evaluada en este trabajo, aplicando diversas
funciones densidad para la componente radial:

a) Funcion constante hasta cierto valor, seguida de una exponencial

b) Uso de un desarrollo de Taylor (aunque este tipo de desarrollo se usa
mucho en la bibliografia () no se ha adaptado bien a nuestro caso, porque los
polinomios de grado pequefio se apartaban demasiado del integrando, y los
polinomios de alto grado son muy lentos para muestrear, Por ese motivo se

abandon6 en seguida este camino.
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c) Funcién exponencial, procurado que la varianza de las estimaciones
fuera minima. Contrastando la eficiencia de los distintos procedimientos se ha
encontrado que una funcién exponencial, precisamente con el exponente éptimo
empleado para el caso en que no se usan gaussianas daba los mejores
resultados. Por este motivo los valores que presentamos en las tablas siguientes ,
para las integrales monoelectrénicas, bielectronicas y para los orbitales del atomo
de Helio estan obtenidos con la funcién densidad (15) del Cap. 3 ' para las

monoelectrénicas y (8 ) del Cap. 4 para el caso de las bielectrénicas.

7.8 Comentarios sobre los resultados obtenidos usando el

método de correlacion con gaussianas.

Cuando se usa el método descrito en el apartado anterior, el error de los
calculos disminuye sensiblemente, tanto en las integrales como en el calculo final
de los orbitales y la energia, que depende de la combinacion de los resultados en
gran numero de integrales.

Los errores para las integrales monoelectrénicas (Tablas 7.1 y 7.2) se
dividen por valores que oscilan desde 44 a 68 para las funciones 1s lo que
significa que el tiempo de calculo se dividiria por valores entre 2000 y 4700. Las
integrales bielectrénicas (Tablas 7.3 y 7.4) también mejoran, aunque mas
moderadamente.

Para el calculo final de los orbitales (tabla 7.5) Ia eficiencia en tiempo es
678 veces mayor y con respecto al nimero de puntos se multiplica por 1602.

Estos resultados ayudan a comprender mejor la importancia que tiene en el
método Montecarlo usar funciones de peso y de correlacién adecuadas. Hay que
tener en cuenta que estos valores significan que un calculo que antes se
realizaba en unas once horas se realizaria con este nuevo procedimiento en un
minuto. No obstante, para que este procedimiento resultase util para nuestro
trabajo, que esta enfocado a conseguir un camino que sea generalizable para

funciones de base mas generales que las habituales, seria necesario suministrar
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al mismo tiempo un procedimiento para expresar, al menos aproximadamente,
cualquier posible funciéon de base como combinacién lineal de funciones
gaussianas, problema que no se ha tratado en esta tesis.

Es de notar que las medidas de eficiencia en numero de puntos y en
tiempo son complementarias. La primera es inherente al método en si, y una
medida mas “matematica”. En cambio, la eficiencia medida en tiempo de célculo
depende del ordenador usado y de la eficacia de la programacién. Es una medida
mas realista cuando se quiere obtener un resultado concreto con un programa y

un ordenador especifico.

N° de N° de Valor de la Error Tiempo
puntos gaussianas | integral Standard
104 0 0.64500387 | 0.0040 1 seg.
1 0.6485814 0.0014 1.8
2 0.6502688 0.00071 36
3 0.6493877 0.00026 6.5
4 0.6496341 0.00009 10.8
10° 0] 0.6493693 0.00137 10.5
1 0.6493402 0.00406 17.1
2 0.6492949 0.00235 355
3 0.6495064 0.00008 1m.5s.
4 0.6483990 0.00002 1m 47
108 0 0.6500958 0.00043 1m 44
1 0.6494036 0.00014 2m 51
2 0.6493479 | 0.00007 5m 54
3 0.6495020 0.00002 10m.55
4 0.6495223 0.000008 | 17m55
Tabla 7.1 semilla 1 _
Integral del producto de funciones 1s con exponentes 1y 3.
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N° de N° de Valor de la Error Tiempo
puntos gaussianas integral standard
100 0 0.4878690 0.0045 1m 45
1 0.4871914 0.0009 3m. 31.9s ,
2 0.4872021 0.000043 6m 34.2s
3 0.4871227 0.000010 11m 37.3s
4 0.4871260 0.000008 18m 40seg
Tabla 7.2 Integral<2sj2s>
Ny,ls, M= Ng,l2,m,=1,0,0; exponentes 1,3; semilla 1
N° de N° de valor de la Error standard | Tiempo
puntos gaussianas |integral
104 0 1.0573699 0.014 2.9s
1 1.0294285 0.0073 3.2s
2 1.0329044 0.0018 8.4s
3 1.0320081 0.00031 30.5
4 1.0323340 0.00017 1m.29.
tabla 7.3 Integral<1s 1s|1/rp|1s 18>
Exponentes 1,2,3,4; semilla 1
N° de N° de valor de la Error Tiempo
puntos gaussianas |integral standard
104 0 0.399469 0.006720 2.9
1 0.388064 0.001640 3.2
2 0.394652 0.003164 8.4
3 0.388769 0.000672 305
4 0.387559 0.000863 1m.30.6s
tabla 7.4 Integral<2s 2s|1/r12|2s 1s>
Exponentes 1,2,3,4; semilla 1
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cl c2 E. E.TOTAL | eficien. eficien.
ORBITAL tiempo| puntos
exacto 0.8421 0.1827 | -0.9183 | -2.86167
0 gaus 0.84636 0.1785 -09172 | -2.8605 1 1
0.0050 0.0056 0.0018 0.0045
1gaus 0.8430 0.1817 -0.9212 | -2.8653 0.83 1.82
0.0032 0.0036 | 0.0018 0.0035
2 gaus 0.8424 0.1824 | -09188 | -2.8618 18.75 38
0.00073 0.00086 | 0.00052 | 0.00073
3 gaus 0.8419 0.18298 | -0.91812 | -2.86140 143 164
0.0018 0.00020 | 0.00023 | 0.00034
4gaus | 0.841213| 0.18267 | -0.91833 | -2.86166 678 1602
0.00010 0.00020 {0.000048 | 0.00011

Tabla 7.5 Valores medios de los orbitales y energia total del atomo de helio

obtenidos con funciones de base de Clementi-Roetti.
El Namero de puntos del MC es 10*

Los errores estan obtenidos con 10 casos;

La semilla variade 1a 10
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CAPITULO 8

CALCULOS CON FUNCION DE PESO POLIGONAL
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8.1 Introduccion

Como ya se ha indicado en varias ocasiones, los orbitales de Slater(STO)
son funciones de base muy convenientes en los calculos quimicocuanticos, y las
integrales en las que aparecen pueden resolverse por procedimientos de integra-
cion analitica (si se trata de integrales monocéntricas o bicéntricas), o se puede
recurrir a los desarrollos gaussianos(STO-ng) si las integrales tienen mas de dos
centros.

No obstante, la posibilidad de mejorar los resultados de un calculo me-
diante el uso de otras funciones de base es evidente y ya ha sido puesta de mani-
fiesto en la bibliografia .El uso de funciones de base generalizadas presenta el
inconveniente de la evaluacién de las integrales, pues los procedimientos encon-
trados en en la bibliografia solo son aplicables a los STO o a los GTO. Resulta
interesante, por tanto, poner en marcha algun procedimiento aplicable a cualquier
tipo de funciones de base. Aunque el método Montecarlo es, en principio un mé-
todo de validez general , presenta poca eficiencia si no se emplea algin método
de reduccién de la varianza. Los metodos usados en los capitulos anteriores son
versiones muy ligadas a la naturaleza STO de la base. En el presente capitulo
exponemos un procedimiento para realizar los calculos de la Quimica Cuantica
que permite mayor libertad en la eleccién de las funciones de base, que consiste
en utilizar como funcién de peso para el céiculo Montecarlo una poligonal que
aproxime parte del integrando. Esta poligonal representa un papel analogo al
que la funcién e desempefiaba en el capitulo 3. Como las funciones de base
estan definidas en el intervalo de cero a infinito, si usaramos solamente una poli-
gonal nos veriamos obligados a despreciar una parte de la integral que podria ser
importante (desde el ltimo punto de la poligonal hasta el infinito). Por este motivo
se ha usado una funcién de peso definida a trozos, ajustando una poligonal al
integrando (o a parte de el) desde r=0 hasta un cierto valor r=b, y a partir de ahi

una funcién exponencial.
88



El método seguido para determinar la poligonal y la exponencial, asi como
el procedimiento usado para conseguir una generacién de nimeros aleatorios con

arreglo a ella se estudia en los apartados siguientes:

8.2 Construccion de la funcion de peso poligonal+exponencial

Si f(r) es una funcién de base, construimos una poligonal correspondien-
tea r? f(n=g(r), para tener en cuenta la componente radial del elemento de volu-
men (ver figuras 8.1y 8.2).

Sea beR". Dividimos el intervalo (0,b) en partes iguales obteniéndose los

puntos : (rj, g(rj)), r=ib/n, i=0...n.como vértices de la poligonal usada.

Para la parte exponencial -intervalo de b a infinito- se usa la funcién e® de

modo que :
gb)=Ke™® =K = g(b) M
Concretando, la funcion de peso p,(r) se define como:
g(ririﬂf::f:( ri)r+g(ri) si re[ri,riﬂL 1]
P01 90) cr sir=b @
o—Cb

El valor de ¢ se concretara en cada caso, pero no tiene apenas influencia

en la eficiencia de los calculos si b esta suficientemente lejos del origen.

8.3 Muestreo de nimeros aleatorios con funcion de peso p,(r)

Para usar pa(r) como funcién densidad hay que normalizarla, es decir mul-

tiplicarla por una constante C, tal que
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f:i:n p.()dr=1=
1 1

“ Fooar AT ?
AT = J:’p(r) dr = J:p(r) dr+fp(r) dr= AP+ AE

resultando para

n p(r;+1)+p(n p(b) |

-
Cn = L 2 T2 GmmR T 4

Llamaremos £»(r) a la funcién C, p(r), que va a hacer el papel de funcién de peso.

Una vez definida la funcién densidad, pasamos a describir el procedimien-
to de muestreo: Si f(x) es la funcion densidad y F(x) la correspondiente funcién de
distribucién (0 < F(x) < 1) se genera un nimero aleatorio & < U[0,1] y el nimero

generado para f(x) es p tal que F(p) = &, es decir:
J;pf(x) dx=¢ (5)

donde & representa el area comprendida entre x=0, x=p, y=f(X) y el eje x.

En nuestro caso debemos usar un procedimiento diferente dependiendo
de que el area & cubra parte de la poligonal o que supere a esta y se sitle en la
parte exponencial, por lo que realizamos los pasos siguientes:

1.° -comparamos & con C AP, si & <C AP se realizara el paso (a), que se
indica a continuacion. Eh caso contrario se realizara (b).

(a) (Ver figura 8.1) Se localiza el intervalo (r;,i.) restando sucesivamente el
area de cada uno de los trapecios C, ST(i) (ST(i) es el area del trapecio corres-
pondiente al intervalo (r; ,riv1 ) ) hasta que la diferencia resulte negativa. Una vez

localizado el intervalo | , que contiene a p, se obtiene el valor de esta resolviendo la

ecuacion:
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f@n () dr=g— le ST() ©)

que es una ecuacion de segundo grado, eligiendo para p la solucién que pertene-

ce al intervalo [n,n.1].

(b) (Ver figura 8.2) Resolvemos la ecuacion:

fb"@n(r) dr=¢-C,AP=AS @

que representa el area comprendida entre r=b y r=p obteniéndose:

1 ans]
p“z"{e “CK ®

Fy f{)(}

(4]
-3t
e
[y
'O-—_
(=3
=

Figura 8.1
Caso(a): p es el valor generado correspondiente al niimero aleatorio ¢.
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F Y f{}(}

Figura 8.2
Caso(b): p es el valor generado correspondiente al nimero aleatorio ¢

8.4 Aplicacion al calculo integrales monoelectronicas

Se define la poligonal+exponencial correspondiente a la funcién

a, +a,
n+n,+nr+3

r2x,(Ny,() tomando c¢= , es decir el mismo exponente que se

habia utilizado en el cap.3
El nimero de intervalos tomado en cada calculo ha sido 99, la funcién

densidad utilizada es Py(r)send.

También se ha superpuesto este método con el de correlacién con gaus-
sianas descrito en el capitulo anterior, construyendo en este caso la densidad Py(r)
correspondiente a  abs(y, (N, (") — G,(G,(r))r* donde Gi(r) representa el desa-

rrollo gaussiano de ;.
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8.5 Aplicacion al calculo de integrales bielectronicas

Se construye Py(ry) correspondiente a %1(r1) %2(r)r'® y Pu(r2) correspon-
diente a 3 (r2) 4(r2) r2'° , usando como funciones de peso Py(r) Pulr2) send,

seno, tanto en el caso en que se utiliiza el método de correlacién con gaussianas
como si se aplica el Montecarlo sin ellas. El motivo de usar los factores ry'? y r,'®
para construir las poligonales, en lugar de r,?y r,” como parece natural, es que se
ha intentado dismimuir la varianza incluyendo un factor que guarde alguna corre-
lacién con el denominado r;.%°. El factor elegido ha sido r1°° r.>°. Aunque la me-
joria en las estimaciones es bastante pequefia, esta correcién no aumenta signifi-

cativamente el el tiempo de calculo, asi que nos ha parecido oportuno incluirla.

8.6 Resultados y comentarios

Las tablas 8.1 a 8.5 recogen los resultados comparativos del nuevo pro-
grama, realizado con una funcién de base poligonal+exponencial, y los anteriores
que estaban realizados con una exponencial, variando el numero de gaussianas y
el niamero de puntos para evaluar las funciones. En todos los casos los célculos
se refieren al atomo de Helio.

Cuando se usa una funcién poligonal sin gaussianas es denotar una mejo-
ria en la eficiencia (tabla 8.1) lo que nos indica que este método podria ser apro-
piado para calcular valores aproximados para las integrales de la Quimica Cuanti-
ca y tener utilidad a efectos de probar la calidad de nuevas funciones de base,
pues es aplicable a una clase amplia de funciones. Pero si se desea mas preci-
sion hay que usar mas puntos en la computacion de las integrales. Este nuevo
método garantiza garantiza una mayor rapidez para los célculos sin tener que
usar hinguna aproximacioén especifica de la funcién ni ningtn desarrollo gaussia-
no, mejorando incluso la aproximacién con dos gaussianas.
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Sin embargo cuando se superpone este procedimiento con el calculo con
gaussianas (tablas 8.2.1 y siguientes), los resultados, ya no son tan buenos, ob-
teniendose una ligera mejoria para una o dos gaussianas. Para tres gaussianas
es practicamente equivalente , y para cuatro los resultados son incluso peores
que los obtenidos con una densidad exponencial simple (sin correlacién con

gaussianas)

Sin gaussianas

N° de pun- efic.
tos Coef 1 coef2 E.orb. |E.Total |punt
densidad 0.8713 [0.1481 |-0.9223|-2.8511 8?34
exponencial simple |0.025 0.0286 |0.016 |0.0240
10° densidad 0.8400 |0.1852 }-0.9156-2.8600 (174
poligonoexponencial {0.0016 |0.0020 |0.0032 |0.0038
densidad 0.8460 [0.1785 |[-0.9172)-2.8605 |1
exponencial simple [0.0050 |0.00056 |0.0018 [0.0045
10* densidad 0.8412 |0.1837 [-0.9187|-2.8627 |35.8
poligonoexponencial |0.00066 |0.00074 |0.0008 |0.0008
Tabla 8.1 Valores y errores para los coeficientes, energia orbital y total obtenidos

sin correlacién con gaussianas. Se emplea como referencia la eficiencia obtenida

con densidad exponencial simple, 10* puntos
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Una gaussiana:

N° de pun- efic.
tos Coef 1 coef2 E.orb. |E.Total |punt
densidad 0.8358 [0.1898 |-0.9204 -2.8707 (1).57
exponencial simple [0.0096 |0.011 0.0059 |0.011
10° densidad 0.8381 |0.1876 |[-0.9258|-2.8740 (26
poligonoexponencial |0.0080 |0.0093 |0.0056 |0.0087
densidad 0.8430 [0.1817 |-0.9212-2.8653 |1.62
exponencial simple {0.0032 [0.0036 |0.0018 |0.0035
10* densidad 08432 |0.1817 |-0.9214/-2.8640 |25
poligonoexponencial |0.0022 [0.0025 |0.0019 [0.0028

Tabla 8.2 Valores y errores para los coeficientes, energia orbital y total obtenidos

y correlacion con una gaussianas. Se emplea como referencia la eficiencia obteni-

da con densidad exponencial simple, 10* puntos y sin gaussianas (Tabla 8.1)

Dos gaussianas

N° de efic.
puntos Coef 1 coef2 E.orb. |E.Total |punt
densidad 0.8412 |0.1837 |(-0.9187 (28627 gz
exponencial simple [0.0023 |0.0025 |0.0015 |0.0022
10° densidad 0.8436 |0.1809 |-0.9187 |-2.8621 |52
poligonoexponencial |0.0017 |0.0019 |0.0017 |0.0019
densidad 0.8424 0.1824 |-09188 |-2.8618 |38
exponencial simple |0.00073 |0.00086 |0.00052 |0.00073
10* densidad 0.8425 [0.1823 |-0,9187|-2.8621 |44
| poligonoexponencial |0.0076 |0.00088 |0.00050 |0.00066

Tabla 8.3 Valores y errores para los coeficientes, energia orbital y total obtenidos

y correlacion con dos gaussianas. Se emplea como referencia la eficiencia obteni-

da con densidad exponencial simple, 10* puntos y sin gaussianas (Tabla 8.1)
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tres gaussianas

N° de efic.
puntos Coef 1 coef2 E.orb. [E.Total |punt
densidad 0.8419 |0.1829 |-0.9184 |-2.8619 :39
exponencial simple |0.00097 |0.0011 0.00065 | 0.0012
10° densidad 0.8420 |0.1828 |[-09182 |-2.8618 |480
poligonoexponencial |0.00061 |0.00069 | 0.00041 | 0.0006
densidad 0.8419 |0.1829 |-0.9181 |-2.8614 |164
exponencial simple |0.00018 |0.00020 |0.00023 0.00034
10* densidad 0.8416 | 0.18317 |-0.9180 |-2.8615 |360
poligonoexponencial |0.0016 |0.00019 |0.00013{0.00023

Tabla8.4 Valores y errores para los coeficientes, energia orbital y total obtenidos

y correlacién con tres gaussianas. Se emplea como referencia la eficiencia obteni-

da con densidad exponencial simple, 10* puntos y sin gaussianas (Tabia 8.1)

Cuatro gaussianas

N° de efic.
puntos Coef 1 coef2 E.orb. |[E.Total |punt
densidad 0.8425 |0.18225 |-0.9188 |-2.8623 ﬁso
exponencial simple |0.00025 |0.00029 |0.0002 |0.0003
10° densidad 0.8419 10.1829 |-0.9183 |-2.8617 |1680
poligonoexponencial |0.0020 |0.00022 |0.0016 |0.00034
densidad 0.8421 (0.1826 |-0.9183 |-2.8616 |1602
exponencial simple |0.00010 {0.00011 |0.00005 |0.00011
10* densidad 0.8422 |0.1826 [-0.9183 |-2.8617 [1320
poligonoexponencial |[0.0012 |0.0013 |0.00007|0.00012

Tabla 8.5 Valores y errores para los coeficientes, energia orbital y total obtenidos

y correlacién con cuatro gaussianas. Se emplea como referencia la eficiencia ob-

tenida con densidad exponencial simple,10* puntos y sin gaussianas (Tabla 8.1)
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CAPITULO 9

METODO CUASIMONTECARLO .
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9.1. Introduccion.

En los capitulos anteriores se han usado, para calcular las integrales,
nimeros pseudoaleatorios. En este se dan las ideas basicas en que:se funda-
menta los métodos Cuasimontecarlo, que permiten obtener estas integrales
usando otros conjuntos de nimeros, llamados niimeros cuasialeatorios, como son
las sucesiones generalizadas de Halton y otras sucesiones uniformemente distri-
buidas, que siguen el esquema de Korobov

Para comprender mejor la diferencia entre los metodos Montecarlo y
Cuasimontecarlo revisamos algunas caracteristicas del empleo del primero en la

evaluacion de integrales definidas.

Consideremos el problema de calcular _Lf(X)dx en el dominio BcR®

medible de Lebesgue.
Lixyax= u@)-E) ()

siendo (B) la medida de B y E(f) el valor esperado de la variable f(x), si x se
distribuye uniformemente en B. Visto asi, el problema se reduce a estimar la
media de una variable aleatoria, siempre que sea posible calcular w(B).

Una estimacién de E(f) es:

Ef)= —Zf(a ) )

n-1

donde a, ... ,an son muestras de una distribucién uniforme en B. Para analizar
probabilisticamente el error cometido en la estimacién es necesario que exista

o%(f) (varianza de f). En este caso el Teorema Central del Limite establece que:

°j,g)J L Fozar 3)

,!ll_rym prob[
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La expresién anterior nos indica que el orden de convergencia para el error
viene dado por N'? con la probabilidad dada por (3). Obviamente habra
conjuntos de puntos que den errores por encima o por debajo del conseguido con
la estimacién (2) de E(f). EI método Cuasimontecarlo se basa en buscar
conjuntos de puntos para los cuales el error es menor que el conseguido cuando
los puntos se generan aleatoriamente con una distribucion uniforme. Es un
procedimiento determinista (los puntos estan determinados de una forma
concreta), y bajo ciertas condiciones del integrando se puede garantizar una cota
para el error cometido que es exacta, y no meramente probabilistica como en el

Montecarlo simple.

9.2 Fundamentos

9.2.1 Caso unidimensional. Sucesién de Van der Corput

Aunque este caso no sea interesante desde el punto de vista practico (las
cuadraturas clasicas suministran un grado de convergencia mas alto), es conve-

niente desarrollarlo, con vistas a facilitar una posterior generalizacién

Discrepancias

Para la discusion que sigue consideremos el integrando normalizado al
domino de integracién [0,1] = |. Supongamos que: Xy...Xn €.
Idealmente reemplazamos este conjunto de puntos por una sucesién infinita. Una

condicién que ha de cumplir esta sucesién es que:
1
lim S 2(x,) = J£(x) dix 4

lo que significa que ha de estar uniformemente distribuida en [0,1].

Definicién.- Xj... X, ... esta uniformemente distribuida en [0,1] si:
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1
Iniml—\l—ch (x.)=u(J) vJ subintervalo de [0,1]

siendo:
Citn) =1 six, €J
Ci(x,)=0 si X, €J.

Las siguientes nociones de discrepancia dan una medida de la irregula-
ridad de la distribucién, es decir de la diferencia que hay en cada caso en la

distribucion uniforme.
Definiciéon.- Sea P={ay...an} y Bc[0,1]

ABP)»=2.C.(X,) )

es decir A(B,P) es el numero de puntos de S que estan en B. Suponemos que B
es un conjunto medible Lebesgue.

Definicién.- Llamamos discrepancia estrella a la expresion:

A(J* P
D*P) = Sup—(—N——)—p.i ©)
Jr
donde el supremo esta considerado sobre cualquier subintervalo Ji*= [o,u]
Definicion.- Se entiende por discrepancia:
AWP)
D) = Sup|— —lul—v'l‘ @

donde J; es cualquier subintervalo de [0,1] de la forma [u;,v]
La desigualdad de Koksma (Ref.14) garantiza que si f es de variacion

acotada V(f) en [0,1] entonces V P={a;... ay} € [0,1] se cumple :

men)— [t du [<vOD@) ®)

siendo V(f) la variacién de la funcién en el sentido de Hardy y Krause (Ref. 30)

con lo que garantizamos una cota precisa para el error, que puede mejorarse

disminuyendo Dy (P).
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En el caso de que N sea finito se puede demostrar que el mejor valor para
2n—1

N
con los puntos medios de una divisién en intervalos iguales. Esta discrepancia es
del orden N'.

Cuando se trata de una sucesién de puntos este orden de convergencia no

la discrepancia estrella se obtiene para x, = 1<n<N, coincidiendo

puede conseguirse para cualquier subsucesién de N elementos. En-este caso
tenemos el resultado de Schmidt (Ref. 15)

D,(S) < CN"IigN ©)

Este orden de convergencia se obtiene con la sucesién de Van der Corput

(Ref. 16) que definimos a continuacion.

Sucesion de Van der Corput

Sea b>2 un entero. Denotamos el término que ocupa el lugar i por Py(i).
Este término se obtiene de la siguiente forma:
1.- Se expresa el nimero i en el sistema de numeracién en base b

i=am Am-1 --.- A1 Ao )

2.- Pu(i) = 0.apa; .... am1@m= Zaib-(M)

0

Se puede dar también una definicion recursiva equivalente, lo que supone
ventajas para la programacioén:

a)P,(1)=1b

b) si Py(i) = 0. ap a4 .... am13m00...s), Y k el menor namero que cumple que
ax < r-1 entonces P(i+1) = P,(i) + r'*+ r*'- 1, |

Si Py, es la sucesiéon de Van der Corput en base b entonces Dy* (Py) es
O(N ' IgN).

Faure (Ref. 17) establecié los siguientes resultados:
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2
sibes par

4(b+1)Igb
D (S
mN?’(Igtl’\)l = b-—1 (10)
| 4_Ig—t; sib es impar

de donde se deduce que b=3 da la mejor sucesiéon de Van der Corput. El caso
b=2 tiene, sin embargo, cierto interés histérico, pues fue el primer caso que se

trato (Ref. 18).

9.2.2. Caso multidimensional. Sucesiones de Halton y conjunto de puntos

Hammersley

En el caso multidimensional, [*=[0,1]* f: >R, los puntos cuasialea-
torios en los que evaluamos la funcién se toman de una sucesiéon de Halton.

Definicién.- Una sucesién de Halton es una sucesion de puntos Py,

S
P,....,P.... de I” cuyas coordenadas son:

Pi = (Po1 (y), Po2 (i), es Pos(i))

.. . . . S
Definicién.- W,(IS) es el conjunto de funciones definidas en I” ,cuyas
derivadas parciales de orden m < s, con una derivacion por cada variable como

maximo, sean acotadas. Es decir:

)
ax,i...ax,m|SL ()

siendo 1<ih.<in<s y m=12, ..., s
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Teorema

Si feW(ls) y P* es la secuencia de puntos de Halton con b; primos

n°N

@0 2@ < (12)

donde L ocupa el lugar de V(f) dependiendo solo de la funcién,

. _In°N
Dy <BR B~ EIZIgb

s

con lo que fa menor cota para el error se obtiene si b; son los s primeros nimeros
primos .
Hay indicios de que los puntos con menor discrepancia estrella son los de

Hammersley (Ref. 19) definidos por
i
Hi :(N; Pb1(i)---Pbs_1(i)) (13)

en cuyo caso el orden de convergencia seria (Ig N)*'N aunque esto solo esta

probado para S=1y S=2.

9.3 Otras sucesiones uniformemente distribuidas

Mostramos a continuacién como se construyen sucesiones uniformemente
distribuidas de distinto tipo que las de Halton.
Si o es un numero irracional, designamos por (o) la diferenciaentre o y el
mayor entero, E(a), menor o igual que o ‘
()= o — E(e) (14
Entonces la sucesion:
X=(na), n=1,23... (15)
esta uniférmente distribuida en [0,1].

En el caso de S dimensiones se tiene el siguiente resultado:
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Si1, oy, o, ..., s, SON linealmente independientes sobre los racionales, es
decir:
Si Ao+ A oy+..+As0s=0, YA Q = todas las A;son nulas
entonces los puntos:
Pr=((now), (N), ..., (Naa)), n=1,2,3, ... (16)
donde (no;) es cada coordenada de P,, estan uniformemente distribuidos en el

hipercubo I° es decir que

N

lim 1Zf((noc1), (novy), ..., (Naw,)) = j falx,dX...dx, A7)
N—e Nn=1

para toda funcién acotada e integrable Riemann. El orden de convergencia obte-
nido al tomar como estimacion del integrando un N finito mejora el orden N2 del
método Montecarlo. Se demuestra que si f es periédica en [0,1] y pertenece a la
clase ¢® [0,1] el orden de este error es C N'! y que, si no se cumplen condiciones
tan estrictas para f, la convergencia es del orden de N'logN,. La prueba de
este teorema se debe a Hardy, Littlewood y Ostrowski (Ref. 20).

Este teorema ha sido generalizado por Richtmyer (Ref. 21 y 22), para el
caso s-dimensional y funciones periédicas con fes" y periodo 1 en cada variable y

tal que los coeficientes C,, de la serie de Fourier :

)= ... 3'C, exp(2rith-x) (18)

hy=-co h,-w
satisfagan la desigualdad
C,|< Cr(h)™ (19)

paratodoh =0 y paraalgun C > 0, siendo
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r(h) = f[maxm, h,) (20)

En este caso el orden del error es N''. Este método segun Ritchmyer es
mas eficiente que la regla del trapecio en dos 6 mas dimensiones y que las reglas
de segundo orden en tres o mas dimensiones. En cambio el método Montecarlo
supera a la primera regla a partir de dimensioén 3 y a la segunda a partir de 5.

Los numeros (no;) son irracionales y como tales no pueden ser expresados
en un ordenador, pero se puede despreciar el error dve truncamiento siempre que
el numero de cifras significativas sea mayor que el nimero de digitos de N2

Para trabajos sobre integraciéon multiple se han propuesto una gran canti-
dad de valores para los parametros empleados con el fin de obtener puntos
uniformemente distribuidos, y también de pesos para hallar el valor medio de los
valores de la funcién, con objeto de obtener aproximaciones cada vez mas ajus-
tadas de la integral definida .

En un articulo de Baker (Ref. 23) se toma el siguiente conjunto de valores

para (noy): e",e%,...,e", donde r; son nimeros racionales distintos. Neiderreiter

1 2

3
(Ref. 24) propone  25+1,21 21

También se ha usado con éxito para integrales s-dimensionales el conjunto

(2) (25252

de parametros

donde los p; forman la secuencia de los s primeros nimeros primos.

Haselgrove (Ref. 25) considera estimaciones de la integral del tipo

P (AT o)

siendo las mas simples
N (11 1) ((1 1)])
- -1 _ _ — —
S,N)=(2N+1) % f[[zna1+2 ...... "o+ 5
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S, = (N+1)° iN (N+1-In|) f (Gnaﬁ %j» ------ {G"%* %)D

9..4. Conjuntos de puntos bien distribuidos

Esta teoria ha sido desarrollada por Korobov (Ref. 26) y Hlawka (Ref. 27) y
se la conoce con el nombre de Teoria de buenas redes de puntos 6 de los
Multiplicadores éptimos. Se basa en propiedades de las funciones periédicas,
pero puede ser aplicada a funciones no periédicas que sean suficientemente
suaves.

Sifesta definidaen®y

f(x):;cmexp(Zni(m.x)) (21)
con

C.|<Cr@m)™, m=0 @2)
donde

rm=] Jmax{1, | @3

se cumple, para cualquier g = (g;,92,.....gs), para gienteroy N entero que:
1 1 .[
EN(f:9)=NZf NS fdv=28,(m.g)C, (24)
IS

donde 8y (m.g) es 1 si (m.g) =0 (mod.N) y O en cualquier otro caso.

Por lo tanto
E.(;9<CP"(aN) (25)

siendo
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P*(g.N)= 2 r(m)™ (26)

med
para m.g =0 (mod.N) .
Por tanto el error seréa pequefio si el menor r(m) es grande, con lo que
puede darse una definicién de buena redes de puntos que no dependa de k
Definicién.- Sea Nj,N,, Ns...., una sucesion creciente de enteros
positivos. Una sucesion g(N1), g{ N2) , g( Ns) ...., de s-tuplas es un conjunto de
puntos bien distribuidos en F si existe A> 0y B tal que V1 las soluciones m de la
congruencia m.g(N)=0(mod.N) satisfagan la desigualdad: r(m)=AN, /log*N.

El indice B* se define como el menor valor de B que cumpla la relacion
anterior. Este indice depende de la dimensién.

En los métodos numéricos de integracion basados en puntos
uniformemente distribuidos se requiere que el integrando sea de variacion
acotada, pero cualquier otra condicién de regularidad no se refleja en la cota del
error. Sin embargo con la Teoria de puntos “bien distribuidos”, existen cotas para
el error que registran la regularidad de la funcién, asi que puede asegurarse que
son cada vez mas eficientes conforme se acenttan los rasgos de regularidad del
integrando. No obstante, estos conjuntos de puntos son dificiles de obtener,
aunque pueden encontrarse en tablas publicadas por diversos autores . Sin
embargo, los puntos uniformemente distribuidos pueden obtenerse con facilidad.

Para aplicar estos resultados a funciones no periédicas hay que periodi-

zarlas, existiendo diversos métodos para conseguirlo. Uno de los mas sencillos es

el siguiente:
Si
J= HF(x“xz, ..... X, Jdx,dx, ....dx., (27)
puede expresarse en la forma:
=] jF([x,],lle........ X, [Jbx, o, .. dx, (28)

-1-1

y el integrando es ahora una funcién periédica de periodo 2.
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CAPITULO 10

COMPARACION DE LOS METODOS MONTECARLO Y
CUASIMONTECARLO
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10.1. Aplicacion al calculo de integrales quimico cuanticas con

funciones de base de simetria esférica

Presentamos en este capitulo algunos resultados obtenidos cuando se
aplican los métodos Montecarlo (numeros pseudoaleatorios) y Cuasi-montecarlo
(numeros de Halton, Hammersley, y los métodos que hemos llamado Ay B) . Los
métodos A y B usan sucesiones uniformemente distribuidas del tipo especificado
en 9.3. En el caso del método A los parametros «; son las raices cuadradas de los
tres primeros numeros primos para las monoelectrénicas y de los seis primeros
para las bielectronicas. En el método B los valores utilizados para estos
parametros son: para una de las coordenadas radiales la sucesiéon de
Hammersley y para el resto los parametros n, %, n°, n*, ©° . En el caso de las
monoelectrénicas debido a la funcién de densidad utilizada los métodos de
Hammersley y el B son el mismo y el valor que se obtiene coincide con el exacto
para la precisiéon que hemos usado, por este motivo no aparecen en la tabla.

Todas las integrales de este capitulo usan funciones de base de tipo “s”,
es decir que son productos de una componente radial por el arménico esférico
Yg(e,<p):1/\/£ (las integrales con otros arménicos esféricos se consideraran en
capitulos posteriores).

En las tablas 10.1.1 a10.2.3 se detallan los resultados obtenidos con dos
integrales que hemos elegido como ejemplo. La primera se refiere a una integral
monoeletrénica y la segunda, a una bielectrénica. Las gréficas 10.1y 10.2, al final
del capitulo, resumen los resultados obtenidos con 10 integrales representativas
de cada tipo, y se han incluido con objeto de dar una idea mas de conjunto de la

eficiencia relativa de los métodos que se estan comparando.
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Tabla 10.1.1

Ejemplo de integral monoelectrénica
oi=1, 0x=2, n4=1, ny;=2, Valor exacto=0.9067066

Método Montecarlo

N° de puntos | pseudo-aleatorios Error estimado Error verdadero
10° 0.87972 0.021 0.027

10* 0.89906 0.012 0.007

10° 0.90620 0.0035 0.0005

10° 0.90825 0.0009 0.0015

Tabla 10.1.2

Ejemplo de integral monoelectrénica
o1=1, a=2, n1=1, no=2, Valor exacto=0.9067066

Método de Halton y método A

N° de pun. Halton método A

valor Error valor Error
10° 0.906801 0.00010 0.907795 .0010
10 0.906721 0.000014 0.906753 0.000046
10° 0.906707 0.0000004 0.906721 0.000014
10° 0.906706 0.0000006 0.906707 .0000004
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Tabla 10.2.1

Ejemplo de integral bielectronica

(1.1:1, 0(,221, (X.3=2, (1.4=2, n1=0, n2=2, n3=0,n4=2
Valor exacto=0.18345

Método de Montecario

N¢ de puntos pseudo-aleatorios Error estimado Error verdadero
10° 0.171477 0.0061 0.011

10" 0.189974 0.0035 .0065

10° 0.184716 0.0010 .0012

10° 0.183881 0.00024 .00043

Tabla 10.2.2

Ejemplo de integral bielectronica

=1, ap=1, as=2, =2,

Valor exacto=0.18345

n1=0, n2=2, n3=0,n4=2

Métodos de Halton y Hammersley

Ne de | Halton Hammersley

puntos valor Error Valor Error
10° 0.185200 0.0018 0.181690 .0034
10" 0.182366 0.0011 0.184712 0.0012
10° 0.183584 0.00013 0.183535 .000085
10° 0.183499 0.000049 0.183452 0.000602
Tabla 10.2.3

Ejemplo de integral bielectrénica Métodos Ay B
ar=1, a=1, as=2, u=2, n4=0, ny=2, n3=0,ns=2

Vaior exacto=0.18345

N° de | Método A Método B

puntos valor Error Valor Error
10° 0.18443 0.00098 0.18216 0.0013
10" 0.18277 0.00068 0.18326 0.00019
10° 0.18345 0.00000 0.18389 0.00044
10° 0.18344 0.00001 0.18348 0.00003
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Aunque las integrales monoelectrénicas son en general de tres variables
(las coordenadas de un electrén), en el caso particular de que se empleen
funciones de base de tipo s, debido a la elecciéon de la funcién densidad, las
integrales consideradas equivalen a un éaso unidimensional. Los puntos de
Hammersley son entonces equivalentes a una divisiéon del intervalo de integraciéon
en partes iguales y, por tanto, funciona igual que el método de los rectangulos.
Los valores de estas integrales alcanzan, al menos 7 cifras de precisiéh y se han
usado como “valores exactos” a efecto de calcular el error cometido con los otros
métodos. Aunque los métodos clasico es, en el caso unidimensional, mas
eficiente, las tablas 10.1 y 10.2 permiten apreciar la evidente mejoria que supone
cualquiera de los métodos Cuasimontecarlo sobre el Montecarlo tradicional.

No obstante, los métodos Cuasimontecarlo son sensible al efecto de la
dimensionalidad puesto que el error es del orden de log N/ N , donde d es el
namero de dimensiones del integrando . En cambio no ocurre esto con el método
de Montecarlo (su error es del orden de N "'%). Por este motivo el método de
Montecarlo vuelve a ser el mas eficiente cuando el nimero de dimensiones crece
demasiado. Deak (Ref. 28) propone usar el método Cuasimontecarlo de tres a
diez dimensiones y Montecarlo crudo de diez en adelante. La mayor dimensién es
el motivo de que en el caso de la segunda integral (tablas 10.2.1 y siguientes) la
diferencia de los errores obtenidos por ambos métodos no resuite tan significativa,
ya que en esta integral el nimero de dimensiones es seis.

El método que suele dar mejores resultados en estas dos integrales es el
de Hammersley (su error es del orden log ' N/ N lo que confirma la idea que se
tiene (no demostrada mas que para el caso de una y dos dimensiones) de que los
numeros de Hammersley son los de menor discrepancia estrella.

Ademas de los parametros que hemos indicado aqui, se han hecho
algunas pruebas con casi todos los procedimientos descritos en el capitulo 9.
También hemos empleado los puntos bien ditribuidos de Conroy (Ref. 29). No

hemos encontrado una mejoria significativa en la eficiencia. Por este motivo se
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presentan solamente los procedimientos que requieren un tiempo de ejecucién
mas corto, que son los que indicamos en este capitulo. De todas formas, la
relacion entre los tiempos del mas rapido al mas lento no excede los 3/4. En el
caso de los parametros de Conroy existe ademas la dificultad adicional de que no
se pueden emplear cualquier numero de puntos y de que los parametros

dependen del numero concreto de puntos que se vayan a usar.

10.2 Estudio de un conjunto de integrales

Las figuras 10.1 y 10.2 representan los errores relativos para los
resultados de 10 integrales monoelectronicas y bielectronicas respectivamente,
Todos los valores han sido obtenidos usando 10° puntos en la evaluacion de las
integrales, diferenciandose unas de otras en los valores dados a los parametros
de sus integrandos. Los nameros 1 a 10 que aparecen en el eje horizontal es
simplemente una numeracién de estas integrales. No hemos incluido el método B
por que una simple inspeccion visual permitia ver que era peor que el A. En estas
graficas puede observarse facilmente como cualquiera de los métodos Cuasi

montecarlo suministran valores mas aproximados que los del método Montecarlo
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Figura 10.1 Representa en el eje vertical los errores relativos obtenidos para 10
integrales monoelectrénicas con funciones de base tipo “s” con los diferentes
métodos de generacién de los puntos. Las integrales estan numeradas de 1 a 10

en el eje horizontal. Namero de puntos empleados 10°
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Figura 10.1 Representa en el eje vertical los errores relativos obtenidos para 10
integrales bielectrénicas con funciones de base tipo “s” con los diferentes
métodos de generacion de los puntos. Las integrales estan numeradas de 1 a 10

en el eje horizontal. Numero de puntos empleados 10°
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CAPITULO 11

METODO ROOTHAAN CON INTEGRACION ANALITICA.
FUNCIONES DE BASE “S”,“P” Y “D”
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11.1. Introduccion

En los capitulos 5 y6 se presentaba un procedimiento para calcular
los orbitales y la energia de sistemas de varias particulas por el método
Roothaan. En el primero se calculaban las integrales analiticamente, y en el
segundo por el metodo de Montecarlo, pero solo se habia tratado el caso de
que los orbitales fueran de tipo “s” y tnicamente se habia aplicado a sistemas
bielectrénicos. En este capitulo y el siguiente se sigue un camino paralelo al
de los capitulos citados, extendiendolo a los orbitales “s”, “p” y “d” y a sistemas
con un numero arbitrario de electrones.

Aqui realizamos el calculo de las integrales analiticamente, usando
funciones de base reales. Los resultados que se obtienen se utilizaran en el
capitulo 12, donde se usan métodos Montecarlo y Cuasi-Montecarlo, para
comprobar la eficiencia de éstos calculos y establecer las comparaciones con
los metodos exactos.

Como se recordara, para aplicar el método Roothaan era necesario
manejar la matriz S,q de las integrales de solapamiento, la H,q de integrales
monoelectrénicas y el conjunto de las integrales bielectronicas ( pqjrs ). En los
parrafos siguientes se muestra como se realizan estas integrales por
procedimientos analiticos, en uno de los pocos casos con interés en que esto

es posible: las funciones de base de Slater.
11.2 Notacion y formulas complementarias.

Algunas expresiones que se usan en los siguientes apartados se hallan
en el parrafo 11.7, cuando nos refiramos a ellas, lo haremos con el simbolo C.n
donde n es el numero con el que se sefala esta férmula en el citado parrafo.

Las funciones de base de Slater pueden adoptar las formas siguientes:
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X= }(| rni e—ai ri P"o
X= K" e“" P™ cos mip (1)
X=Kr'e®™" P™ sen mo

donde P/" son las funciones asociadas de Legendre con cos® como variable y
Ki es la constante de normalizacién de la funciéon, que puede descomponerse
como productc de las constantes de normalizaciéon parcialés que
correspondan a cada una de las variables.

Con objeto de simpilificar en lo posible las expresiones, usaremos en lo
que sigue las funciones de Legendre normalizadas con la condicién :

J'(Pr(cos®))” sene do= 1 @)

y las designaremos como L.‘f"’ siendo:
Ki= NnNBthn

)
L™= Ng, P™
la expresién correspondiente a N, puede verseen C.1.
Denotaremos por N; a:
Ni=NsNgi 4)
Para abreviar la notacién en ocasiones expresamos X; en la forma:
X=N; R(r) A®.9) ©)
donde

N=N:N; , R=r"exp(-ar) y A, puede tomar una de las formas que siguen:

A©,9) = Li"™, AG.9) =Li"senmop o6 A®.p)=LMcosmp (6)
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11.3. Integrales de solapamiento o de recubrimiento.

Son de la forma:
S, = | %, 7,0v )
La resolucién de estas integrales se hara separando la parte radial de la
angular, y sustituyendo esta ultima por sus correspondientes combinaciones

lineales de arménicos esféricos (C.2)

11.3.1.Parte radial

La parte radial toma la forma:

(n, +n,+2)!
Ng+H1g+3 (8)
q)

IR, = j: (o at2 exp(—(o, +og)r) dr =

O(.p+0(.

de donde se deduce, de paso, que las constantes de normalizacién radiales

son:

[ @a)™ 1"

:L(Zni +2)!J ©)

11.3.2.Parte angular

Usando las expresiones C.2 para las partes angulares, obtenemos :

1A, = | A, O.0)A,(6.p)senodedo = | (@, Y, +b,Yim )(@qYim, +byYim, )40
(10)

Realizando el producto y usando posteriormente la expresion (C.3) se

llega a que:
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A, =a,a,J (DY Y, d0+a b5, 5, +ab,s, 8, +

Pl T mmy

(11)
+b,b SO Y, Y, dQ
de donde se deduce que:
jsi b=l ym =m =0=IA_=aa, =2n
si L=, ym =m =20=I1A_=2ab == (12)
[si l,zl, o m zm, = 1A, =0
Por lo tanto, en el primer caso
N= (2m)*? (13)
y en el segundo:
Ng= 72 (14)

11.4. Integrales monoelectrénicas

Estas integrales adoptan,en el caso de un atomo, la forma siguiente:
Ho=fy|-tves 2 [y - Yon Javizlo b v s
og = 4 Xp -Ev +r qu: Xo _Ev Xq +2 xprxq ( )

El segundo sumando es una integral de solapamiento, que ya se ha tratado en
el parrafo anterior. Sélo resta calcular el primer sumando. La expresién en
coordenadas polares del operador V * puede verse en 3.6 (33). No obstante ,
cuando se aplica el operador V * a funciones cuya parte angular sea una
combinacion lineal de arménicos esféricos, como ocurre en este caso con las

funciones de Slater, se cumple que:

1 I 1 df,d) ¢+l
S
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siendo {, el correspondiente al arménico esférico de . Con ello, realizando las

operaciones se obtiene:

1 1
J.—"z‘xpvzquv_ Eo‘g-“xpxq

(17)
{e(e;n_ n(n+1)jjx:3chv |

que resulta ser una combinacién lineal de integrales de solapamiento

11.5. Iintegrales bielectronicas

En este caso se sustituye el factor r;,"' por el desarrollo de Neuman

(C.4), lo que da lugar a la expresioén:

1
(pq’rs):J'IXqu F_xrxsdv1d\/2 = 4nNPNquNS -
12 (18
S allRR, mRR rérdrdr, - ZIIA (o, A A Y, (20,

La primera integral (radial) se designa por IRg, y la segunda y tercera,

que son angulares, por 1A,y IA;.

11.5.1. Parte radial
La integral radial se descompone en dos sumandos con el fin de

separar las variables. El primero para r,< r; y el segundo parari<r;

IR, = T TRqu(1) rL RR (2)rr dr,dr =

T f RR, M RrRsrfr’dr dr+]l T RR, TR R r’ridr,dr

0r=0 0 rp=ry

(19)

121



tomando npq =Nyt nq ¥ N =N+ N, Se obtiene para la primera el valor:

IR= Trf"""” exp(—ocpqn) ]‘rz"“*“ expl—a.,r, )dr,dr, (20)
o

r,=0

y para la segunda:

IR, = Tn"*’q*”* 2 exp(—apqn) f r,"s ™ exp( -1, ) dr,dry (21)

0 rr=n

Ambas se resuelven aplicando reiteradamente la expresién C.5. Si llamamos
Ny =np+t ng-ly nz=n+ns+1seobtiene como formula general para cada

una de las integrales radiales:

(n, +2)!(n, + N "f (N, + 2)(ny +ny + 4—k)!

np+3  ny+2 N,y +5+k

IR = -
1 oy -0l i (N2 +3- K)o (o +ay)

(22)

R "iz(n1+1)!(n1+n2+4—k)!
2 — = oc'§(oc1+oc2)"‘+"2+5+k

11.5.2. Parte angular
La primera parte angular se calcula, expresando A, y Aq como

combinacién lineal de armoénicos esféricos (C.2) y usando posteriormente la

expresién C.3

A, =aa, ]y, Y, Y, de+ab f()™Y,, ¥, ., ¥, dov o3
rab JENY, Y, Y dosbp JEymy, L Y L Y d

Cada una de estas cuatro integrales se obtienen utilizando las

expresiones siguientes (Ref. 31):
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¥, o= DD F o i m micarso00) 5., 29

donde C(lill; mimom) son los coeficientes de Clebs-Gordan, de Wigner

(Ref.32), cuya formula general es:

Cliloly;mymoms) = 8 umy m, Allilol3)

'1112

I (4 +15 = I3)(0; + 13 = 1)(; + m3)!(l; — my)!
R P e T TS T T
Z(—1)“”2+"‘2 (I, +15 +m, — I, —m, —v)!
W (g =l =Wy +my =)l — 1, — my + )]
donde la funcién A(, t,t) vale O sit, no aparece en la serie |t, -t), |t -4+1, ..., 4+

-1, ¢ 4, Y 1 en caso contrario. La suma en v se extiende a todos los

valores enteros, tales que ninguno de los argumentos de los factoriales sea

negativo.

Estos coeficientes son nulos si ¢ >4, 6 si (< |-, | Esta propiedad
permite transformar la suma infinita de la expresion (18), donde ¢ varia desde O
a infinito, en una suma finita, ya que solo los valores de ¢ que cumpan:

max(tp+tf,£$+z,)< t< min(|t-4]]t-¢4])
dan lugar a términos no nulos.

La segunda integral angular ( IA;) es, como se aprecia facilmente,
similar a la anterior, y se reduce a ésta sin mas que transformar Y, en su

arménico conjugado, utilizando nuevamente la expresion C.3
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11.6. Algunas notas sobre la programacion realizada.

La programacién del calculo de los orbitales con integracion analitica se

ha organizado en subrutinas, de acuerdo con el esquema siguiente:

Lectura de datos

en un fihero
N
Apertura de los
ficheros de
resultados
' /SYHANA
7
INTEX .
~
calcula ~ . . RANA
integrales ) — . > —. 4PQRS
]
¥
TFINT
v
WIGNER
W INRZS
SCFCLO _ . ]
. . /
realiza . . CALF
proceso . -
C—
iterativo ~> - JJACOBI

/
Copia los resultados

a los ficheros adecuados )@
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Las lineas continuas sefialan el flujo del programa principal. Las
discontinuas los subprogramas mas importantes usados por cada una de

estas subrutinas.

11.6.1. Descripcion del programa principal

Los datos se leen en un fichero, que puede generarse con un programa
especialmente disefiado con este objeto (ATODAT)

Las integrales necesarias son calculadas por la subrutina INTEX que,
en este caso, hace los calculos analiticamente. Cuando las integrales se
realicen por Montecarlo, solo hay que sustituir esta seccién del programa.

Una vez que las integrales han sido calculadas el subprograma
SCFCLO realiza el proceso iterativo (Metodo Roothaan), tal como ha sido
descrito en el capitulo 5: INRZS calcula S'?, CALF la matriz de Fock, y
JACOBI diagonaliza S'2F 7.

La convergencia del proceso iterativo puede ser controlada por el
usuario o realizada automaticamente a traves de un criterio de convergencia,
bien para la energia, bien para los coeficientes. La seleccién de este criterio,
~ asi como de la manera en que va a efectuarse el proceso de convergencia se
introduce a traves del fichero de datos. Cuando han sido realizadas mas de 50
iteraciones sin que se supere el criterio de convergencia, el programa finaliza
indicando esta circunstancia. Una vez concluido, el programa vierte los

resultados en un fichero. Un modelo de resultados se da al final del capitulo.

11.6.2. Descripcién del calculo de las integrales
El subprograma SYHANA calcula las integrales S, H y las constante de

normalizacién para las funciones de base de tipo (1) en la forma que hemos

indicado en 11.4.
El subprograma RANA organiza el calculo y selecciona las integrales

bielectronicas que han de realizarse, aprovechando las propiedades de
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simetria en la forma que se ha descrito en el capitulo 4. Los valores de estas
integrales son realmente calculados en la funcion PQRS. La subrutina RANA,
ademas, multiplica la salida de PQRS por las correspondientes constantes de
normalizacién y almacena los valores de las integrales bielectréonicas en una
matriz. Los indices de esta matriz son importantes para reconstruir los
subindices de estas integrales en Fp,.

Las integrales angulares se realizan en TFINT de acuerdo con la
expresion (23). Los coeficientes de Celbsch-Gordan se calculan con la funcion
WIGNER, que los evalua mediante la expresion (25), debida a Wigner.

PQRS empieza por calcular la integral radial y obtiene el resultado total,
sin normalizar, multiplicando el valor de esta integral por el obtenido en
TFINT. Las constantes de normalizacion, tal como ya se ha indicado, se

tienen en cuenta en RANA.

11.7 Expresiones complementarias
C.1 Constante de normalizacién de los polinomios de Legendre:

[2+10-my]”
*TL 2 (+m)

C.2 Expresién de las partes angulares como combinacion lineal de arménicos

esféricos:

L,-1= \/27‘Y.,a
L, -senmo=-iyiY, +i Y

Lim - COS m(P = \/%Yl,m + ngvl;n
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C.3 Propiedad de los arménicos esféricos:

Yl:n = (_1)m YI,—m

C.4 Desarrollo de r;, '

= 4 b
2o Y (Y, @)

o 21+ 5 m=-

Donde r.= min(ry ,I2) Y r-= max(ry ,r»)

C.5 Integral indefinida:

™' nn-0Hx"?  (-D)"n!
S

jx"e”dx = %{x“ - + —~

a aZ
C.6 Integral definida:

n!
O(‘n+1

Tx"e‘“" dx =
0

J sineZ*
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11.8 Resultados del programa

Cuando nuestro programa se ha aplicado a todos los atomos con Z < 36
y estado fundamental de tipo 'S se han encontrado como puede verse en la
tabla 11.1 resultados perfectamente concordantes con los de Clementi y Roetti
(Ref. 33). Nuestro programa no realiza calculos para estados que no tengan
los electrones apareados, aunque seria facil de modificar para incluir esta
posibilidad, ya que el calculo de las integrales, objetivo de nuestro trabéjo, es

idéntico, tanto si los electrones estan apareados como si no lo estan.

Tabla11.1 Valores de la Energia total de diversos atomos comparados con

los de Clementi y Roetti

SZ = Base simple-Z, DZ = Base doble-Z
Tipo de calculo E(Clementi y Roetti) E (Nuestro programa)
He (S2) -2.847656 -2.847656
He (D2) -2.861673 -2.861670
Be (S2) -14.556740 -14.556740
Be (D2) -14.572369 -14.572369
Ne (S2Z) -127.81218 -127.81218
Ne (D2) -1128.53511 -1128.535106
Mg (S2) -198.85779 -198.857787
Mg (D2 -199.60701 -199.607005
Ar  (S2) -525.76525 -525.765254
Ar  (D2) -526.81511 -526.815106
Ca (S82) -675.63390 -675.633896
Zn (S2) -1771.1509 -1771.150808
Zn (S2) -2.774.5197 -2.774.519622

A continuacion se incluye un ejemplo de los resultados suministrados
por nuestro programa para el caso del 4tomo de Magnesio (Z=12) tratado con
base DZ (funciones de base 1s, 1s?, 2s, 2s’, 2p, 2P«, 2Py, 2Py 2Pz 2Pz, 3,
3s).
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Lady NUXM. 1
NOMBRE DEL FICHERO DE DATOS: mg2.dat
CARGA NUCLEAR= 12.00
NUMERO DE FUNCIONES DE BASE= 12
EXPONENTES DE LAS FUNCIONES DE BASE:

13.333600 10.064200 4.4051000
6.232300C 6.2323000 3.0507000
1.4723000 .88170000

POTENCIAS DE R EN LAS F. DE BASE:
0 0 1 1 1 1 1 1
2 2

FACTORES ANGULARES DE LAS F. DE BASE:
0 0 0 0 1 2 3 1
0 0

NUMEROS DE OCUPACION:
2 2 2 2 2 2 0 0
0 0

MATRIZ DE SOLAPAMIENTO

1.00000 .970856 .277507 .147357
.000000 . 000000 .000000

. 000000 .536308E-02 .113256E-02

.370856 1.00000 .411073 .236177
.000000 .000000 .000000

.000000 .122452E-01 .274078E-02

.277507 .411073 1.00000 .911740
.000000 .000000 .000000

.000000 .223540 .721378E-01

. 147357 .236177 .911740 1.00000
.000000 . 000000 .000000

.000000 .441783 .176091

.000000 . 000000 .000000 .000000
. 000000 .731691 .000000

.000000 .000000 .000000 :

.000000 .000000 .000000 .000000
.000000 .000000 .731691

.000000 - .000000 .000000

.00C000 .000000 .000000 .000000
1.00000 .000000 .000000

.731691 .000000 .000000

.000000 .000000 .000000 .000000
.000000 1.00000 .000000

.000000 .000000 .000000

.000000 . 000000 .000000 .000000
. 000000 .000000 1.00000

.0000C0 .000000 .000000

.000000 .000000 .000000 .C00000
.731691 .000000 .000000

1.00000 .000000 .000000

.536308E~02 .122452E-01 .223540 .441783
. 000000 . 000000 .000000

.000000 1.00000 .804323

.113256E~02 .274078E-02 .721378E-01 .176091
.000000 .000000 .000000

. 000000 .804323 1.00000

MATRIZ DE INTEGRALES MONOELECTRONICAS
-71.1108 -71.1548 -22.4800 -12.0293

2.9954000
3.0507000

.000000

.000000

.000000

.000000

1.00000

.000000

. 000000

.731691

.000000

.000000

.000000

.000000

.000000

6.2323000
3.050700C0

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
1.00000
.000000
.000000
.731691
.000000
.000000

.000000

.000000



LisuCOOu ~-.430263 -.553043E-01
-71.154 -70.1263 -24.6564 -13. .000000
.C00000 .000000 . 000000
.000000 -.6883512 -.15333s '
-22.4800 -24.6564 -23.19564 -18. .000000
.0CQ000 .000000 .000000
.000000 -3.39313 -1.04487
-12.0293 -13.39512 -18.3879 -16. .000000
.000000 .000000 .000000
.000000 -4.79498 -1.74566
.000000 .000000 . 000000 .QC00000 -17.9730
.0C0000 -13.4211 .000000
.000000 .000000 .000000
.000000 .000000" .000000 .000000 .000000 -17.9730
.000000 .000000 -13.4211
.000000 .000000 .000000
.000000 .000000 .000000 .000000 .000000
17.9730 .000000 .000000
-13.4211 .000000 . 000000
.000000 .000000 . 000000 .00C000 -13.4211
.000000 -13.6508 .000000
.000000 .000000 .000000
.000000 .000000 . 000000 .000000 .000000 -13.4211
. 000000 .000000 -13.6508
.000000 .000000 .000000
.000000 .000000 .000000 .000000 .000000
13.4211 .000000 .000000
-13.6508 .000000 . 000000
-.450263 -.688512 -3.39315 -4.794S58 .000000
., 000000 .000000 .000000
.000000 -5.67243 -3.72436
-.953043E-01 -.153336 -1.04487 -1.74566 .000000
,000000 .000000 .000000
.000000 -3.72436 -3.48729
CTES DE NORMALIZACION RADIALES
87.375820 £63.855584 47.028248 17.831079 111.96705
111.96705, 111.66705 18.770166 18.770166 18.770166
1.6327731 .28229580
EJEMPLOS DE INTEGRALES BIELECTRONICAS
1111=8.3335000 2 211 =7.1410562 2222 = 6.2901250
3 311=2.1815809 3322 = 2.1573063 3333 =1.6002902
4 4 11 = 1.4932344 4 4 2 2 = 1.4871664 4 4 33 =1,2721183
4 4 4 4 = 1.0881727 5511 = 3.0403506 552 2 = 2,9671654
55 3 3 = 1.8476140 5 5 4 4 =1.3838346 5555 = 2,4393612
6§ 6 11 = 3.0403506 6 6 2 2 = 2.9671664 6 6 3 3 =1.8476140
6 6 4 4 = 1.3838346 6 6 55 = 2.1764360 6 6 6 6 = 2.4393612
7711 = 3.0403506 77 22 = 2.9671664 7 7 3 3 = 1.8476140
7 7 4 4 = 1.38383456 77 5 5 = 2.1764360 77 6 6 = 2.1764360
7777 = 2.4393612 8 811 =1.5205326 8 82 2 =1.5140300
8 8 3 3 =1.2880960 8 8 4 4 =1.0980791 8 855 = 1.4885844
8 86 6 =1.3627710 8 87 7 =1.3627710 8 8 88 = 1.1940630
9 911 = 1.5205326 § 9 22 =1.5140300 99 33 =1.2880960
9 9 4 4 =1.0980791 9955 =1.3627710 9 9 6 6 = 1.4885844
9 9 7 7 = 1.3627710 9 9 8 8 = 1.0653616 9999 = 1.1940630
010 1 1 = 1.5205326 1010 2 2 = 1.5140300 1010 3 3 = 1.2880960
010 4 4 = 1.0980791 1010 5 5 = 1.3627710 1010 6 6 = 1.3627710
010 7 7 = 1.4885844 1010 8 8 = 1.0653616 1010 9 9 = 1.0653616
0101010 = 1.1940630 1111 1 1 = .4907649 1111 2 2 = .4907580
111 3 3 = .48880863 1111 4 4 = .4826229 1111 5 5 = ,4903145
111 6 6 = .4903145 1111 7 7 = .4903145 1111 8 8 = ,4831138
111 9 9 = .4831138 11111010 = .4831138 11111111 = ,3800566
212 1 1 = .2972333 1212 2 2 = .2972330 1212 3 3 = ,2970976
212 4 4 = 1212 5 5 = .2972078 1212 6 6 = .2972078

.2964922

.000000

.000000

.000000

.000000

.000000

.000000

.000000

.000000

. 000000



ool - e z

[ R T VA= Relul Rol o)

LZ1Zi31C = .I3535465 12121111 = :274492 12121215 = .,2301817

e e et e M e G4 G S e e e e e e we A am e e T T T T M T M R A s M v o e e - E v S A M wm  Gm T G M m e e .

TIEMPO ZMPLEADO EN LAS INTEGRACIONES: 0 HORAS 1 MIN. 20.96 SEG.

T AR A R e S MR A G s G A R e e e S W R S W G S TS WD W W M N am A A EE R R e e A e G SR B R G MR A AR e S am Am W YR W WR W e em e .

REZSUMEN DEL PROCESO AUTOCONSISTENTE:

ITER. 1 ENERGIA = -177.6131806
iTER. 2 ENERGIA = -191.8304194
ITER. 3 ENERGIA = -198.4498480
ITER. 4 ENERGIA = -199.5274536
ITER. 5 ENERGIA = -199.6016105
ITER. 6 ENERGIA = -199.6066372
ITER. 7 ENERGIA = -199.6069800
ITER. 8 ENERGIA = -199.6070033
ITER. 9 ENERGIA = -199.6070049

ITER.10 ENERGIA -193.6070050

TIEMPO DE CALCULO SCF: 2 MIN. 48.13 SEG.

v G e R R T e TR G T M D MM ER S8 M S s T e TES s W R S W G e W e W WA e A M A G o W T A MR W R M A B T b A R WE e A Gm em e G W AR M e R

COEFICIENTES DE LOS ORBITALES OCUPADOS :
ORBITAL 1, ENERGIA = -49,024012 U.A.

.47072977 .53733313 -.45212927E-02 .44500892E-02 .00000000

.14564477E-17 .00000000 .00000000 -.14564477E~-17 .00000000
-.11320420E-02 .55655763E-03
CRBITAL 2, ENERGIA = =-3.764138 U.A.

.14774912E-01 -.33831539 .69170532 »  .40180414 .00000000
-.66199188E-17 .00000000 .00000000 .66199188E-17 .00000000
-.43491783E-02 .14722263E-02
ORBITAL 3, ENERGIA = -2.278334 U.A.

.00000000 .00000000 .£0000000 .00000000 .31237272

.00000000 .00000000 .74850826 . .00000000 .00000000

.00000000 .00000000
ORBITAL 4, ENERGIA = -2.278334 U.A.

.00000000 .00000000 .00000000 .00000000 .00000000

.00000000 .31237271 .00000000 .00000000 .74850827

.00000000 .00000000
ORBITAL 5, ENERGIA = -2.278334 U.A.

.23822690E-16 -.26896529E-16 .16431639E-16 -.13944282E-16 .00000000

.31237271 .00000000 .00000000 . .74850827 .00000000

.48000279E~17 -.25761224E~17
ORBITAL 6, ENERGIA = -.252319 U.A.

-.52119087E-02 .68420573E-01 ~.13228201 -.11271934 .00000000

.83778515E~18 .00000000 .00000000 -.83778515E~18 .00000000

.47247131 .61001783
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CAPITULO 12

METODO MONTECARLO Y CUASIMONTECARLO .
FUNCIONES DE BASE “S”, “P” Y “D”
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12.1. Introduccion.

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos cuando se aplica el
método Roothaan con integracion Montecarlo y Cuasimontecarlo usando
funciones de base de tipo “s”, “p” y “d". Esto se ha conseguido sustituyendo en el
programa comentado en el capitulo precedente las subrutinas que efectuan las
integrales analiticamente por las que las realizan por los métodos Montecarlo y
Cuasimontecarlo. Comparamos los resultados que se obtienen por ambos
metodos, empleando distintas maneras de generar los puntos empleados para
evaluar la funcién. En todos los casos se ha mantenido la funcién de peso
descrita por la expresion (32) del capitulo 3.

A continuacién se presentan los valores obtenidos para una seleccién de
integrales que pueden considerarse representativas y en el siguiente apartado los
de la energia para algunos atomos, que se han elegido como “banco de pruebas”

de estas metodologias.

12.2. Resultados obtenidos sobre integrales.

A modo de ejemplo, mostramos los resultados obtenidos cuando se

evaltian las integrales de solapamiento {p|q) ,de energia (p| h|q), y de repulsion

(pq | rs) cuyas expresiones se dan a continuacioén:

Las funciones de base elegidas para la comparacién son:

X,=N,re™ sen6cos ¢ (2Py) 1)
X,=N,r? e*sendcosp (3P) )
X,=N,r* e*(3cos’e-1) (4D 3)

Las constantes de normalizacién se evalian por el propio célculo

Montecarlo, obteniéndose de la condicién:
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Tﬁ X dodpdr=1 4

0o0o

Las integrales cuyos valores se comparan en las tablas 12.1, 12.2, 12.3 son

respectivamente:
2
{112)= T f]N1N2r5e‘5r sen’ 6cos? pdodedr , 5)
000
2
1 2 ,
<3 l—EVZ e 3>: T _”-strge‘s’[—8+ % - %J (3cos?- 1)2 senBpdodedr 6)
000

(33]22)= TTHTINJNfrere‘&' e™®7(3 cos? 9, ~ 1) send, sen® 8, cos? o-

000000 )

d(P1 dl’1d91d92 d(o 2dr2

) 2
[( + 1 = 2nr,(cos ¢, cOS @, S€N 6, SeN G, + SEN (@, Sen @, sen g, sen g, + cos §; + cos 6, )

Los valores exactos de estas integrales han sido obtenidos por los procedimientos
analiticos descritos en el capitulo 11. Las dos primeras tienen las tres variables
separadas, por lo que se podrian integrar con respecto a cada una de las
variables . En este caso, incluso pueden integrarse exactamente, dado que la
base empleada lo permite. Sin embargo, este es un caso muy especial, y no
podria hacerse lo mismo con funciones de base cualesquiera. Para integrales con
varios centros, ni siquiera suele ser posible separar las variables.

En las tablas 121 y 12.2 que corresponden a las integrales

monoelectrénicas (p |q> y (pl%lq), se observa que se obtienen muy bien con un
numero moderado de puntos a condicién dé sustituir la integracion Montecarlo
ordinaria por cualquiera de las Cuasimontecarlo. Los resultados con las integrales
bielectrénicas (Tabla 12.3) no son tan espectaculares pues hay que usar del
orden de 10° puntos para obtener cuatro cifras significativas. Este resultado es, no
obstante, muy bueno si se compara con el Montecarlo ordinario que suministra

solo dos cifras significativas. Este hecho se traduce en que para obtener una
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precisién comparable a la de los métodos Cuasimontecarlo se precisaria del
orden de 10" puntos lo que implicaria multiplicar por diez mil el tiempo de
calculo. Para realizar los calculos de las funciones de onda se han de evaluar a
veces miles de integrales, por lo que seria, hoy por hoy, imposible llegar a la
precision que hemos alcanzado para los orbitales y energia con los métodos

Cuasimontecarlo usando un Montecarlo simple.

Tabla 12.1

Integral de solapamiento (1|2) valor exacto: .98916492

Método A: Numeros pseudoaleatorios
Método B: Sucesion de Halton

Método C: Sucesion de Hammersley

Método D: Sucesién con parametros las raices de los primeros niumeros primos

N. de puntos A B C D
1000 862416 989271 989142 989161
5000 966341 989191 989166 989155

25000 1.00013 989171 989165 989163
125000 986955 989166 989165 989164
625000 989267 989165 989165 989165

3125000 989216 989165 989165 981965
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Tabla 12.2

N
Integral monoelectrénica (3| h|3)

Método A: Numeros pseudoaleatorios

Método B: Sucesion de Halton

Método C: Sucesién de Hammersley

Método D: Sucesidn con parametros las raices de los primeros niumeros primos

valor exacto: 2.5714286

N° puntos A B C D
1000 2.48827 257754 2.57199 2.56734
5000 2.52538 257136 2.57146 2.56911

25000 2.71413 257112 2.57143 257125
125000 2.56658 2.57155 257143 257141
625000 256152 257143 2.57143 257142

3125000 25734 2.57143 2.57143 2,57143
Tabla12.3
Integral de Repulsién (22|33) valor exacto: .7640030

Método A: Numeros pseudoaleatorios

Método B: Sucesién de Halton

Método C: Sucesion de Hammersley

Método D: Sucesién con parametros las raices de los primeros niumeros primos

Num. puntos A B C D
1000 7211 .7184 .7586 7137
5000 7420 7512 .7630 .7842
25000 .7661 7597 7726 7595
125000 .7698 .7614 7605 7627
625000 7612 .7634 .7638 .7634
3.125000 7675 .7639 .7642 .7639
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Con objeto de tener una visibn mas clara de la comparaciéon de los
métodos que ya hemos comentado, se incluyen las gréaficas 12.1, 12.2, 12.3 que
representan, en escala logaritmica, los errores relativos obtenidos con los
diferentes métodos frente al nimero de puntos empleados.

En el caso de las integrales monoelectrénicas (3 variables) se aprecia la
mejoria en la precision a partir de 1000 puntos, en cambio en el cdso de las
bielectrénicas (6 variables) se requiere un mayor nimero de puntos para apreciar
esta diferencia. Esto es normal, ya que el método Montecarlo no es sensible al
numero de dimensiones, y ademas mantiene constante la razén de convergencia.
Sin embargo los métodos Cuasimontecarlo son sensibles al efecto de
dimensionalidad, pero acentuan la razén de convergencia con el numero de
puntos. El método Montécarlo seria el mas recomendable si el nimero de
dimensiones es muy grande. En el caso de 6 dimensiones suele recomendarse

los métodos Cuasi-montecarlo y a partir de 9 o 10 dimensiones los de

Montecarlo.
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Grafica 12.2 Errores relativos de la integral Integral monoelectrénica (3] h|3)

frente al numero de puntos. Obtenidos con los métodos Montecarlo, Halton,

Hammersley y Método D (Sucesién con parametros las raices de los primeros

nuameros primos)

valor exacto de la integral: 2.5714286
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Grafica 12.3 Errores relativos de la integral de Repulsion (22|33) frente al
nimero de puntos. Obtenidos con los métodos Montecarlo, Halton,
Hammersley y Método D (Sucesién con parametros las raices de los primeros
ndmeros primos)

valor exacto de la integral: .764003
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12.3 Algunas pruebas con la subrutina DQAND de IMSL

Aunque el objetivo de nuestro trabajo se centra en la evaluaciéon de las
integrales quimico-cuanticas por métodos estadisticos, se ha considerado
importante comparar nuestras metodologias con las de tipo numérico
“determinista”. Para ello hemos seleccionado la subrutina DQAND de IMSL y la
hemos aplicado a nuestro problema.

DQAND (Ref. 34) aproxima una integral n dimensional por aplicacion
iterativa de las formulas del producto de Gauss.Legendre de dos puntos,
doblando el nimero de puntos en cada direccién, parando este proceso si no hay
cambio significativo en el valor de la integral. El proceso se repite hasta que se
alcanza el namero de puntos que se indica como maximo o cuando se obtiene un
error menor que el que se requiere. Si con el numero de puntos indicado y con el
error exigido no puede alcanzar convergencia, el programa da un mensaje de “no
convergencia”

Con objeto de comparar la eficiencia de los calculos realizados
anteriormente, hemos intentado obtener las integrales anteriores con esta
subrutina. Los resultados obtenidos estan expresados en las tablas 12.4, 12.5,

12.6.

Tabla 12.4 Integral (12) Valor exacto 0.9891649
N de puntos | Error requerido Resultado Error con
Cuasimontecarlo
1000 0.1 no converge 3*10°
5000 0.1 0.989156 con error 2*10° 9*10°
10000 0.1 0.989165 .............. 2*10° 2*10°
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Tabla 12.5 Integral <3 h 3> Valor exacto 2.5614289
N.de puntos | Error requerido Resultado Error con
Cuasimontecarlo
1000 0.1 No converge 1*107
5000 0.1 257155 con error 4*10° 1*107
Tabla12.6 Integral (33]22) Valor exacto 0.764003
N de puntos | Error requerido Resultado Error con
Cuasimontecarlo
5000 0.1 No converge 510
25000 0.1 No converge 1.6*107
125000 0.1 No converge 5107
625000 0.1 0.769173 con error 6*10°° 1*10°
625000 0.001 No converge 1*10°
3125000 .0001 No converge 1*10*
15625000 0.001 No converge -

Como puede verse se obtienen resultados aceptables a partir de 5000
puntos para el caso de las integrales tridimensionales, aunque no es capaz de dar
ningun resultado para menos puntos, en cambio por Cuasi-.montecarlo hemos
obtenido buenos valores en la primera integral y con error 0.01 para la segunda
con solo 1000 puntos. Pero donde la diferencia es espectacular es en el caso de
la tercera integral (de seis dimensiones) donde no hemos conseguido resultados
decentes ni siquiera con mas de 15 millones de puntos. En cambio el método
Cuasi-montecarlo da errores del orden 1 diezmilesima para 3 millones de puntos.

La subrutina DQAND es, por consiguiente, totalmente inadecuada para

nuestros calculos, no solo porque requiere muchisimos puntos, sino porque falla
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demasiadas veces incluso con una gran cantidad de ellos . Hay que tener en
cuenta que algunos atomos , y no digamos moléculas, requieren la evaluacién de
muchos miles de integrales, y que bastaria que una sola no convergiera para

hacer fracasar todo el calculo.

12.4. Resultados obtenidos para la energia de varios atonios.

La comparacién de los resultados obtenidos para integrales concretas con
los valores exactos, aunque importante, no es suficiente para comprobar la
utilidad de la integracion cuasi-montecarlo en el ambito de la Quimica Teérica.
Las integrales forman parte de un proceso de calculo complicado en el que no
solo importa controlar el error de cada integral, sino tambien la forma en que se
compensan -0 no se compensan- tales errores cuando se combinan miles de
integrales en la determinacion de una funcién de onda. La prueba clave de la
utilidad de un método de integracién aproximado es realizar con el el céalculo
efectivo de funciones de onda atémicas y moleculares. Esto es lo que se presenta
en este capitulo para el caso atémico (tabla 12.7), y en el siguiente para las
funciones de onda moleculares.

Las siguientes tablas dan los resultados obtenidos para las energias con

diferentes atomos y funciones de base:
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Tabla 12.7

Comparacion de energias obtenidas con los distintos métodos

En la primera columna se especifica el atomo, el n® de funciones de base

utilizadas para cada uno y el valor analitico de la energia cambiada de signo

Analitico |[N°  de|Montecarlo |Halton Hammersey |Haselgrove
puntos
He (1) 1000 2.9491 2.8801 2.8359 2.7694
2.8477 10000 |2.8250 2.8565 2.8427 2.8505
100000 |2.8335 2.8491 2.8474 2.8490
1000000 | 2.8458 2.8482 2.8477 2.8479
He (2) 1000 2.90233 2.8960 2.8556 2.7946
2.8616 10000 |2.8142 2.8693 2.8577 2.8661
100000 |2.8476 2.8629 2.8620 2.8627
1000000 | 2.8573 2.8620 2.8617 2.8618
he5 (5) 1000 No converge | 2.8959 2.8467 No converge
2.8616 10000 |2.8840 2.8704 2.8570 2.8665
100000 |No converge |2.8629 2.8627 2.8629
1000000 | 2.8590 2.8622 2.8617 2.8617
Be1(2) 1000 15.0984 14.6622 14.5161 14.3330
14.5567 |10000 |14.3025 14.5839 14.5468 14.5656
100000 |14.5410 14.5626 14.5563 14.5605
1000000 | 14.5498 14.5582 14.5569 14.5576
Be (4) 1000 14.7670 14.6753 14.5642 14.4470
145723 |10000 |14.6237 14.5972 14.5643 14.5780
100000 |14.5468 14.5772 14.5723 14.5763
1000000 | 14.5639 145730 - [14.5722 14.5731
Ne(5) 1000 126.4545 128.6601 127.2022 126.0585
127.8121 (10000 |126.2802 128.0675 |127.8115 127.9005
100000 |129.0706 127.8747 [127.7943 127.8493
1000000 127.7660 127.8241 127.8139 127.8227

144




Tabla 12.7 (continuacion)

Analitico |[N° de|Montecarlo |Halton Hammersley |Haselgrove
puntos
Ne(10) 1000 No converge | 129.3523 |128.4154 126.8090
128.5351 (10000 |130.4399 128.7272 | 128.5206 128.5999
100000 |128.2354 1285649 |128.5380 128.5654
1000000 | 128.2354 128.5434 |128.5332 128.5392
Mg (6) |1000 202.0786 200.0749 198.3187 196.5108
198.8577 | 10000 |196.5535 199.2287 |198.7997 198.9780
100000 |198.0960 198.9271 198.8639 198.9161
1000000 | 198.7921 198.8719 |198.8709 198.9181
Ar (9 1000 514.0360 528.6926 |524.7989 519.6746
525.7652 | 10000 |522.5134 526.6279 |525.7479 525.9468
100000 |524.4065 525.8069 |525.8469 525.8859
1000000 | 525.6289 525.8218 |525.7766 525.7900
Ca (10) |1000 659.9889 679.2291 674.0720 668.6171
675.6339 | 10000 |674.0350 676.7409 |675.7149 675.9969
100000 |674.0259 675.7212 |675.7630 675.8128
1000000 | 675.4765 675.7239 |675.6675 675.6573
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Con objeto de tener una visién de conjunto de los valores recogidos en la
tabla anterior, hemos representado esta informacion en las graficas siguientes
(12.4, 12.5, 12.6). En ellas se comparan los errores obtenidos con los diferentes
métodos. La grafica 12.4 representa los errores absolutos reales cometidos para
la energia de los atomos de la tabla 12.7 por cada uno de los metodos tratados (la
escala es logaritmica). En la grafica 12.4 se representan los errores relativos. En
ambos casos el nimero de puntos considerado es 10*. Se observa que el método
Montecarlo da en todos los casos mucho mas error que cualquiera de los metodos
Cuasimontecarlo. Con 10* puntos se suele ganar una cifra significativa. En la
grafica 12.6 se representan los errores relativos obtenidos con Montecarlo para
10* puntos y 10° puntos junto con el de Hammersley correspondiente a 10°*
puntos. La precision alcanzada por el método de Hammerley con 10* puntos es
similar a la alcanzada por el de Montecarlo con 10° puntos lo que nos indica que
el método de hammersley es unas 100 veces mas eficiente. La razon de
convergencia del método Montecarlo es constante, mientras que los
Cuasimontecarlo aceleran su convergencia cuando aumenta el nimero de
puntos. Esto quiere decir que seran cada vez mas eficientes en relacién con el
Montecarlo si se incrementa el numero de puntos. El método de Halton suele dar
etrores mayores que los otros dos métodos (Hammersley y Método D). De todos
ellos el de mayor convergencia es el de Hammersley, y da, efectivamente,

mejores valores en la mayoria de los casos.
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Grafica12.4 Errores absolutos de la energia de los atomos de la tabla 12.7

que aparecen numerados en el eje horizontal en orden creciente de energia

(escala logaritmica). EI método D es una sucesién con parametros las raices de

los primeros nlimeros primos.
Valores obtenidos con 10* puntos.
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Grafica 12.5 Errores relativos de la energia de los atomos de la tabla 12.7
que aparecen numerados en el eje horizontal en orden creciente de energia.
Valores obtenidos con 10* buntos.
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Grafica12.6 Errores relativos de la energia de los atomos de la tabla 12.7 que
aparecen numerados en el eje horizontal en orden creciente de energia,

Valores Montecarlo obtenidos con 10* puntosy 10° puntos

Valores de Hammersley obtenidos con 10* puntos
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CAPITULO 13

APLICACION EN EL CALCULO DE ORBITALES
MOLECULARES
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13.1 Introduccion. Método Sto-nG.

El principal problema que presenta la aplicacién del método Roothaan a las

moléculas consiste en que al evaluar integrales bielectrénicas:

1
(o) = [l —rux.de, d, ™)
12

las funciones de base % ., %..%.YX. pueden estar referidas a origenes

diferentes. Tales integrales solo pueden ser resueltas analiticamente en casos

especiales, por ejemplo si las funciones de base son gaussianas:

%, = 1™ exp(~B,r*)Y"(6,9) )

S| la base esta formada por funciones de Slater, las integrales (1) solo
pueden resolverse en algunos casos, aunque se van realizando progresos en
cuanto a la integracién en el caso general (Ref. 35y 36).

Una forma estandar para calcular aproximadamente esta clase de
integrales, que hemos empleado como referencia a efectos de comparacién con
nuestros resultados, es el método STO-nG, en el cual la parte radial de cada STO
se desarrolla como combinacién lineal de n gaussianas sencillas. Esta idea es la
misma que hemos utilizado en relacion con el método de correlacion (puede
verse en el cap.7 la forma concreta en que se calculan estas combinaciones
lineales). Con los desarrolios STO-nG pueden hacerse estimaciones ttiles de las
integrales (1), ya que con ellos quedan reducidas -aproximadamente- a una
combinacion lineal de integrales gaussianas. Sin embargo, este método, ademas
de no ser exacto, tampoco es demasiado eficiente desde el punto de vista

computacional. A modo de ejemplo, en la tabla 13.1 pueden verse los resultados

151



obtenidos para la energia de tres atomos tipicos con desarrollos STO-nG. Dado
que en ellos solo estan implicadas integrales monocéntricas, es facil hacer la
comparacién con el calculo STO exacto, y comprobar que incluso cuando se

emplean 6 gaussianas por cada STO, el error obtenido es bastante elevado.

Tabla 13.1

Atomo STO-1G STO-3G STO-4G STO-6G STO exacto

He (Z=2) {2.3000967 |2.807801 2.835736 2.846299 2.847656

Ne(Z=10) [108.78869 |126.58039 |127.45159 |127.77359 |127.81218

Ar (Z=18) | 455.5281 518.27769 |521.57147 |522.73306 |525.76525

Comparacion de los resultados STO-nG con los valores exactos en algunos

atomos (energias obtenidas con base minima)

En el caso de las moléculas cabia esperar un grado de aproximacién
parecido, suposicion que hemos confirmado tras realizar diversos calculos con
ellas (tablas 13.2 y 13.3).

En este capitulo vamos a presentar los resuitados obtenidos al aplicar los
métodos Cuasi-montecarlo a las integrales multicéntricas, con los cuales hemos
comprobado que se puede obtener una exactitud claramente superior a la que se
obtiene con los desarrollos STO-nG habituales. EI método desarrollado por
nosotros posee ademas la ventaja sobre los desarrollos n-G de poder aplicarse a
otros tipos de funciones de base, y a potenciales distintos del electrostatico con
mayor facilidad que el de los desarrollos gaussianos. Su principal desventaja
consiste en que requiere mucho mas tiempo de célculo que el método STO-nG,
por lo que -con los ordenadores personales actuales- sélo puede aplicarse a

condicién de que el nimero de funciones de base sea moderado.
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13.2 Aplicacion del método Roothaan en las moléculas

La ecuacién de schrédinger, en el caso molecular, toma la forma:

:
Syyahshoyshys Uoes o

2mA A<B B RAB B A rAP- p<v v

Cuando se admite la aproximacién de “nucleos fijos”, el primer término del
Hamiltoniano se desprecia, y el segundo se supone constante, con lo que la

ecuacién anterior puede escribirse en la forma:

T rrrkarlie-ezritle @

A pev U

Sustituyendo el ultimo paréntesis por E, se tiene:

{Z_—” ZZ +ZZ Jl{f =E %, )

A rAp. v

que recibe el nombre de ecuacién electrénica de ntcleos fijos. Esta expresion es
idéntica a la (3) del capitulo 2 y puede, por tanto, resolverse con el método
Roothaan por los procedimientos descritos en aquel capitulo.

En este trabajo hemos utilizado el método de los orbitales moleculares
(M.O. = Molecular Orbitals) , que consiste en elegir como funcién polielectrénica
de prueba un determinante de Slater, que en nuestro caso sera siempre de
electrones apareados. Si se supone que los orbitales se expresan como una

combinacién lineal de funciones de base :

= D Cu, ©)

p=1

la solucién 6ptima esta determinada por las ecuaciones de Roothaan:
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Z(F v—sism)%o v=12..,n (7)

donde , si las funciones de base son reales:

S, =J1,xdr ®
| xu(——%z—g;zj} . ©
y
Fur =t 23Dy f2lpic) - (wivo] 10
siendo:
(o) = [ xuxv%xxxodn dr, (11)

Del mismo modo que en el caso de los atomos, es necesario evaluar estas
integrales, que ahora son atn mas complicadas, ya que las funciones de base
pueden estar centradas en distintos puntos (habitualmente los nucleos de la
molécula). Es decir, las coordenadas ra, ¢a 64 de cada funcién de base pueden
estar referidas a diferentes sistemas de coordenadas. Debido a esto, las integrales
de solapamiento S,y las de energia cinética pueden tener uno 6 dos centros, las
de atraccion nucleo-electrébn uno, dos o tres centros, y las de repulsion
interelectrénica pueden llegar a implicar hasta cuatro centros.

Como se ha indicado ya en la introduccién, la resolucién analitica de estas
integrales solo es posible en casos muy concretos: si las funciones de base son
gaussianas, las integrales son siempre resolubles, en virtud del teorema del
producto de funciones gaussianas, tal como ya se especificé en el capitulo 7. Sin

embargo, el empleo de este tipo de funciones requiere desarrollos (6) muy largos,
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por lo que seria preferible usar como base funciones de Slater, que se sabe que
conducen a buenos resultados con muchas menos funciones de base. Por este
motivo se ha trabajado, y se trabaja, intensamente en la resolucién de las
integrales en que aparecen STOs. En el siguiente apartado se dan algunas notas
sobre la resolucién analitica de algunos tipos de estas integrales, que creemos

utiles, para centrar el problema en el que hemos trabajado.

13.3 Resolucion analitica de algunas integrales policéntricas entre

funciones de Slater

13.3.1 Integrales de solapamiento

Son de la forma

Swe =N,N, Jr7er expl—ar, +ar, )Y Y™ dr (12)

AB

En lo que sigue suponemos que los sistemas de referencia de X, ¥y X
estan en la posicién “canénica”, que consiste en que los sistemas de referencia
correspondientes a las funciones de base cumplan las condiciones siguientes:

a) los ejes Z, y Zpestan superpuestos.

b) los ejes Xa, Xg © Ya, Yg son paralelos

Si no fuera asi, se reducen previamente a la posicion candnica mediante
rotaciones adecuadas de los ejes.

Para la resoluciéon de (12) se hace un cambio de las variables polares de

partida a unas variables elipsoidales, definidas por:

Iy +1p ry —fg
_ATB - A B = 13
5 V=g 9= (13)
lo que da lugar a las transformaciones siguientes:
R R
=gy, B=2(u- (14)
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1+ pv A-py

cosf, = v cosOp = v (15)

1 ]

2 )(1-+? 2-Y(1-
cend, [0 - )(1-v*)]  ceno, [(w? = 1)(1-v)] 16)
[TRSY p—v
y
R? ’

do=—2-(u* —v*) dudvde (17)

Los limites de integracién resultan ser: de 1 a infinito para p, de -1 a 1 para

v ydeOa2npara o.

Con este cambio de variables, el producto de arménicos esféricos de la
integral (10) toma la forma de una combinacién lineal de expresiones del tipo p'v’
con i,j numeros naturales. Completando las transformaciones, y realizando las

operaciones se llega a una combinacién lineal de integrales del tipo:
Tp.i exp(— %(a + B)p.)dp. J.vj exp(— %(oc - ﬁ)v)dv (18)
1 -1

que se pueden integrar ya por procedimientos elementales.

13.3.2 Ofras integrales policéntricas

Las restantes integrales bicéntricas se resuelven también pasandolas a
coordenadas elipsoidales, de una forma similar a la empleada para las Sas ,
haciendo previamente algunas transformaciones:

Para el caso de las integrales de energia cinética el operador es necesario
expresar el operador laplaciano en estas coordenadas elipsoidales. La expresién

correspondiente es:

2

4 Jo,, 40 o[ 0]  ui-v a?}
R?(w—\ﬂ){au(“ _1)6]4+OVL(1_V )av}+(u2—1)(1—v2)5<p2 (19
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En el caso de las integrales de atraccion nuclear tricéntricas:

Z
Jx e Xgdr, (20)
rcu

el término central puede desarrollarse mediante el desarrollo (7) del cap. 4 para

-1
GC. .

Para las integrales bielectrénicas bicéntricas se emplea otro desarrolio

similar, pero en coordenadas elipsoidales:

%:2 Z ™2k 1{ [m[J !ml( )lel( ) "“‘(vi).P,'(m'(vj)eim("”“”?)

(21)

siendo Q/™ las funciones asociadas de Legendre de segundo ordeny ., p

quiere decir el mayor y menor de p, y . respectivamente. En el caso particular de
que las funciones de base tengan simetria esférica (funciones s), los calculos
pueden simplificarse algo aplicando el teorema de Gauss sobre el flujo: el
potencial V(r,) creado en el punto P a una distancia r, del origen por una densidad

de carga p(r) de simetria esférica es:

V(rp) = %J:Przdr)dm_[:r o(r)dr (22)

Para resolver las integrales del tipo (AA|BB), se expresan previamente en la

forma:

IPRAC) rlxaxB(Z)dmz = foxA(ﬂdTJri XeXa(2)dr, (23)

12 12

tomando como densidad de carga respecto a un electrén, el producto Xz Xs. Esta

densidad, p(r), seré en el caso de funciones de Slater:
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o) =N2r™™ exp(~20.,r, ) (24)

V(r,,) = NQ[‘:—HJ‘:W"” exp(—2or)dr + _[w 3 exp(—20cr)dr] (25)

que es una funcién de r, centrada en B. Si r, representa la posicién del. electron 1
lo que nos queda es una integral monoelectrénica bicéntrica que se resolvera,

como ya se ha indicado, en coordenadas elipsoidales.

13.4 Aplicacion de los métodos de integracion Montecario y

Cuasi-Montecarlo a la determinacion de Orbitales Moleculares

Una ventaja de los métodos Montecarlo y Cuasi-Montecarlo es que
permiten adaptar de forma casi inmediata el céalculo Roothaan hecho para los
atomos, al caso molecular. En efecto, no es necesario hacer ningin cambio de
coordenadas, ya que para calcular el valor de las integrales solo se requiere
evaluar la funcién en cada punto. No obstante es imprescindible hacer una
correcta seleccién del origen y del centro de la funcién de peso, so pena de
obtener una convergencia inaceptablemente lenta.

En nuestro trabajo se han hechos diferentes ensayos respecto al centrado
de la funcién de peso:

a) Centrarla en uno cualquiera de los centros implicados en la integral elegida.
b) En el nucleo con mas carga nuclear.

c) En el nucleo con mas funciones de base.

d) En el punto medio del segmento que une los nucleos.

e) En el punto O determinado por la expresion:

A-al +Bol
o= oc2A+0L2 ; (26)
A B
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sugerida por el lugar donde se situaria el centro del producto de las dos funciones
gaussianas que se mas se aproximasen a los orbitales de Slater correspondientes
(teorema del producto de dos funciones gaussianas demostrado en el Cap.7).
Hemos encontrado que, si bien la eleccién del centro tenia una fuerte influencia
en la magnitud de los errores, la (26) era muy adecuada, de manera que ha sido
elegida para el programa definitivo.

Los puntos, por tanto, se generan en cada caso por una funcién de peso
con una expresion similar a la empleada para los atomos, pero centrada en el
punto dado por la expresiéon (26). En el caso de las integrales bielectrénicas se
genera la posicién del primer electron con una funcién de peso y la del segundo
con otra diferente, pero similar a las empleadas para los atomos. Estas funciones

resultan centradas en puntos diferentes

A-o? +Ba?
o Jeiiid. Sladad 1 2
! o) +ol @)
para la que depende del primer electrén, y
.Ca + Do’
0,=—7F—— (28)
oy + 0

para la que depende del segundo.

A partir de los valores generados por estas funciones de peso, se evalta el
integrando, realizando en cada caso las transformaciones oportunas sobre las
variables.

En cuanto a las modificaciones necesarias en el proceso Roothaan, como
ya se ha indicado en el parrafo primero de este capitulo, son minimas. No
obstante, como la energia que suministra el método Roothaan es la energia
electrénica, E,, es necesario obtener la energia total E de la molécula para la
posicién dada de los nticleos sumando la energia de repulsién de estos a E..

Seglin se deduce de (2)
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e- £+ 2255 (29)

AB B AB

De los distintos procedimientos Cuasi-montecarlo que se han tratado en el
caso de los atomos hemos preferido seleccionar para las moléculas el que usa
como parametros las raices cuadradas de los primeros numeros primos. Aunque
el de Hammersley es algo mas eficiente, no nos ha parecido el mas adecuado
para hacer una estimacién de los errores cometidos en el célculo, y la ganancia

en precisidn con respecto al método que hemos elegido no es excesiva.

13.5 Resultados en el calculo de la energia y propiedades de

moléculas.

Con el programa que se ha elaborado siguiendo las lineas generales
expuestas en el parrafo anterior se puede obtener la energia de las moléculas, y
con esta energia, muchas de sus propiedades. Por ejemplo, sus distancias y
angulos de enlace, o sus constantes de fuerza de vibracion.

En la tabla tabla 13.2 pueden verse los resultados obtenidos para la
molécula de HF usando la misma base que se emplea en el ejemplo de Pople y
Beveridge (Ref. 37). En esa tabla se incluyen también los errores obtenidos por
cada método, de manera que puede apreciarse como nuestro procedimiento
mejora los resultados obtenidos con los desarrollos gaussianos STO-6G a partir
de 10° puntos.

La tabla siguiente (13.3) muestra en sus tres primeras columnas los
resultados obtenidos con desarrollos gaussianos, y en las tres dltimas los
obtenidos por nosotros usando una sucesién cuasialeatoria con parametros
iguales a las raices cuadradas de los primeros nimeros primos. En esta tabla se
expresa la energia total, es decir la suma de E, con la energia de repulsién
internuclear (ademas, la base empleada para la molécula de FH es ligeramente

distinta que en la tabla 13.2).
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Tabla 13.2

Método Valor de la Energia electrénica | Error de la aproximacién

STO-3G 103.7075 0.97

STO-4G 104.4236 0.25

STO-6G 104.6408 003
CMC-10° puntos 104.6926 0.02
CMC-10° puntos 104.6742 0.002
CMC-10" puntos 104.6711 0.0007

Valores y errores para la Energia Electrénica de la molécula de FH obtenidos

con los desarrollos gaussianos y con nuestro programa

(El valor exacto para la energia electronica es 104.6718)

Tabla 13.3

Molécula | Sto-3g Sto-4g Sto-6¢g CMC-4 CMC-5 CMC-6
H, 1.116714 [1.123106 |1.125324 |1.130839 |1.126613 |1.125588
He H* 2.860658 |2.881141 |2.888769 |2.887635 |2.892276 |2.890058
FH 98.55578 |99.24215 |99.49764 |99.69618 |99.5753 |[99.5396
H.O 7495153 |75.47876 |75.67718 | 75.74953 |75.76491 |75.71042
CH, 39.71870 |40.00114 |40.10999 |40.17040 |40.11585 |40.12551

Comparacién de los valores para la Energia Total obtenidos con el método

STO-nG y distintos valores para n (3,4,6) con los obtenidos con el método Cuasi-

montecarlo (paramétros 2'2 3'2 512 7'2 112 13'2) con numero creciente de

puntos (10%, 10°, 10°)
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Las distancias de enlace y constantes de fuerza se obtienen de la forma

siguiente: Se ajusta una funcién (que suele ser un polinomio E ~ ZanR“) a los
n

valores de las energias totales E(R)) correspondientes a varios valores R; de la
distancia internuclear. La funcion E(R) obtenida representa, aproximadamente, la
dependencia del potencial internuclear de la molécula respecto de R. EIl minimo
de E(R) define la distancia de equilibrio R, de la molécula, y la derivada segunda
en R, la constante de fuerza. Esta ultima da una medida del grado de dificultad
con la que los nucleos se pueden alejar de sus posiciones de equilibrio:

(6% )
[ggle & ;naan_1 =0 ke = LSE—EZ’JR i (30)

Normaimente el potencial internuclear se expresa tomando como origen su valor
en R.. Si, ademas se emplea un desarrollo en serie de Taylor hasta los términos

de segundo grado se tiene la aproximacién arménica al potencial de vibracién:

.
VR) =ER)-ER.) = 7ke (R-R.)* @1
E N
'\\
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Figura 13.1 Ajuste de una cubica a las energias obtenidas con integracién
cuasimontecarlo de 10° puntos
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Figura 13.2 Ajuste de una cubica a las energias obtenidas con integracién
cuasimontecarlo de 10° puntos
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Figura 13.3 Ajuste de una cubica a las energias obtenidas con integracién
cuasimontecarlo de 107 puntos
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El calculo tedrico de las distancias de equilibrio y de las constantes de
fuerza es uno de los test méas rigurosos a los que podemos someter nuestro

procedimiento de integracion, pues los valores de R, y k. son muy sensibles a la

precision de los datos con que se ajusta el polinomio ZanR" ~E.
n

En las figuras 13.1 a 13.3 puede verse el resultado de ajustar por minimos
cuadrados una cubica a los datos (R;, Ej) que se obtienen para una molecula de
hidrégeno con una base minima de exponentes estandar (« = 1.24). Se observa
como los resultados obtenidos con 10° puntos definen muy mal la curva. De
hecho la desviacion estandar de los residuos (3.5*10* u.a.)) es casi del mismo
orden que la de los propios valores de E; (2.9*10°%). En las otras dos figuras
puede verse como mejora la calidad del ajuste al aumentar el nimero de puntos
usados en las integraciones.

A partir de los coeficientes ap ...a; de esta cubica, se han obtenido los
datos de la tabla 13.4 en la que puede apreciarse que para obtener la distancia de

enlace es preciso usar no menos de 10° puntos, y para la constante de fuerza10’

puntos.
Tabla 13.4
10° 10° 10’
Método | STO-3G | STO-5G | STO-6G
puntos puntos puntos

Distancia
de enlace 1.346 1.344 1.343 1.378 1.343 1.343
Constante

0.588 0.588 0.587 0.510 0.603 0.588
de fuerza

Distancia de enlace y constante de fuerza (en u.a.) calculadas para la molécula de
H,. Observese que para obtener R, basta con 10° puntos, pero para obtener k. se

precisan 10’ puntos.
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RESUMEN , CONCLUSIONES
Y
PERSPECTIVAS

Principales resultados alcanzados en esta Tesis:

1) Se ha comprobado la superioridad de las técnicas de integracion
Cuasimontecarlo sobre las Montecarlo ordinarias. Para comparar los diferentes
métodos de integracion que son objeto de este trabajo se han evaluado diversas
integrales, y obtenido las energias de un conjunto adecuado de atomos y
moléculas. De esta manera se han comprobado los hechos siguientes:

1a) Para esta clase de calculos, el método Cuasi-montecarlo (en
cualquiera de las versiones ensayadas) es entre 10 y 100 veces mas eficiente
que el de Montecarlo.

1b) El procedimiento de Hammersley es el que conduce a valores méas
préximos a los exactos.

1¢) Usando sucesiones de Korovob con parametros las raices cuadradas
de los primeros niimeros primos se obtienen los resultados que presentan menos
fluctuaciones, siendo por tanto el procedimiento que permite estimar mejor el error

cometido.
1d) Se ha comprobado que, aplicando integracién cuasimontecarlo en los

calculos Roothaan, pueden obtenerse resultados mejores que los conseguidos

por medio de desarrollos STO-6G.
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2) Se ha comprobado, mediante un estudio detallado de la molécula de
hidrogeno, que el calculo de las integrales por el método Cuasi-montecarlo es
suficientemente preciso para determinar distancias de enlace y constantes de
fuerza, lo que constituye, a nuestro juicio, una prueba basica de la utilidad de los

métodos propuestos.

3) Se han elaborado los programas siguientes:

3a) Programa que calcula las integrales mas habituales en la Quimica
Cuéntica, capaz de operar con integracién Montecarlo y Cuasimontecarlo. Si se
selecciona el método Cuasimontecarlo, puede elegirse entre tres opciones para
generar los puntos: Sucesiones de Halton, conjunto de puntos de Hammersley y
sucesiones de Korobov que utilizan como parametros las raices cuadradas de los
primeros numeros primos. En todos los casos se reduce la varianza mediante el
empleo de una funcién densidad optimizada (Importance Sampling).

Este programa da estimaciones de los errores y es facilmente adaptable
al empleo de cualquier tipo de funciones de base, que tengan forma de pfoducto
de una componente radial por un arménico esférico.

3b) Programa que calcula orbitales atémicos por el método Roothaan
usando STQO’s como funciones de base. Realiza las integraciones necesarias por
cualquiera de los procedimientos citados en el programa anterior y, ademas,
puede realizar las integraciones analiticamente. Esta ultima opciéon nos ha
permitido calcular los errores exactos cometidos cuando se usan los métodos
Montecarlo y Cuasimontecarlo y realizar una adecuada comparaciéon de la
eficiencia de ambos métodos.

3c) Programa que calcula orbitales moleculares por el método Roothaan.
Realiza las integraciones usando sucesiones de Korobov del mismo tipo que las
citadas en el programa de integrales. En este caso no pueden realizarse todas las
integraciones analiticamente, asi que la calidad de los resultados se ha

comprobado comparandolos con los obtenidos por los desarrollos STO-nG.
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Conclusiones. Ventajas y desventajas de los meétodos

estudiados en este trabajo:

Se ha verificado, sin lugar a dudas, la viabilidad del uso de Iqs técnicas
de integracion Montecarlo y Cuasimontecarlo en la obtencion de orbitales
atdmicos por el método Roothaan. Asimismo, se ha verificado que los métodos
Cuasimontecarlo ensayados dan resultados bastante similares, siendo todos ellos
mucho mejores que los obtenidos por un Montecarlo simple.

La principal ventaja de los metodos utilizados en este trabajo consiste en
el hecho de que sean aplicables con cualquier tipo de funciones de base y a
integrales con cualquier niumero de centros. Los resultados superan ampliamente
los métodos clasicos de integracién numérica y también superan los resultados
obtenidos con desarrollos gaussianos. Incluso cuando usamos un numero
moderado de puntos (10°-10%) conseguimos mejorar significativamente los
resultados obtenidos con desarrollos de 6 gaussianas.

La principal desventaja que se aprecia es el elevado tiempo de calculo
requerido si se compara con el empleado por los desarrollos gaussianos. No
obstante, hay que tener en cuenta que estos desarrollos solo se aplican
actualmente para funciones de Slater, y en cambio nuestro procedimiento es una

herramienta util para realizar calculos con otros tipos de funciones de base.

Perspectivas:

Este trabajo puede continuarse por diversos caminos, bien con el objetivo
de obtener mejores resultados en la obtencién de los orbitales, o con el de
aplicarlo a otras areas de la Quimica Cuéntica. Entre estos caminos podemos

resaltar, en este momento, los siguientes:
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1) Podrian realizarse mejoras en las técnicas de programacién, que
estarian muy ligadas a los instrumentos de calculo disponibles. No hay que

olvidar que casi todo el trabajo se ha realizado con un ordenador personal.

2) Podrian realizarse mejoras en la aplicacion de las técnicas Montecarlo:

2a) Investigar el posible uso de la subrutina DO1GBF de la libreria
NAG que realiza las integraciones por medio de un Montecarlo
adaptativo ,

2b) Usar en las integraciones la subrutina DO1GCF también de
NAG, que aunque es similar a alguno de los procedimientos que
hemos empleado, incluye un procedimiento para periodizar las
funciones que podria contribuir a mejorar los resultados.

2¢) Podrian ensayarse posibles funciones densidad, que podrian

estar en conexién, por ejemplo, con el muestreo de Metrépolis.

3) Pueden realizarse investigaciones sobre los conjuntos de funciones de
. base de interés en la Quimica Cuantica. Por ejemplo, actualmente estamos

ensayando el uso de funciones de Slater con potencias no enteras

4) Pueden aplicarse estas técnicas al estudio de sistemas cuanticos con

potenciales no coulombianos como , por ejemplo, los sistemas de moléculas que

. : . : a b
interaccionan con potenciales del tipo Ry
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