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Introduccion.

La presente memoria estd dedicada al Anélisis y Resolucién Numérica de un modelo
tridimensional de Ecuaciones Primitivas del Océano mediante el Método de los Elementos
Finitos.

Los flujos geofisicos presentan un cardcter fuertemente tridimensional debido a diversas
causas: asimetria de costas y fondo, fuerza de Coriolis y diferentes mecanismos de aflo-
ramiento (upwelling) y convergencia (downwelling). Histéricamente, las primeras simula-
ciones numéricas de flujos geofisicos utilizaron aproximaciones bidimensionales (Hansen,
1956). De hecho, las llamadas Ecuaciones de Aguas Poco Profundas (Shallow Water
Equations, Equations de Saint- Venant) siguen siendo utilizadas en casos especiales donde
los efectos 3D no son esenciales, sobre todo en la simulacién de flujos de marea, tsunamis
y flujos multicapa, i.e., con una fuerte estratificacién del fluido. En este tltimo caso, cabe
utilizar ecuaciones de Shallow Water para cada capa (Cf. Castro et al. [22]).

Sin embargo, y gracias al desarrollo de la capacidad de célculo de los ordenadores,
la tendencia general desde los afios 70 es el disefio de modelos 3D para su posterior
resolucién numeérica, basicamente por dos razones. En primer lugar, la aproximacién 2D
falla en flujos gobernados por variaciones de densidad. En segundo lugar, el conocimiento
de la estructura tridimensional es esencial para el estudio de fendmenos de afloramiento
o transporte-difusién de salinidad, temperatura, contaminantes, sedimentos, etc.

La simulacién numérica de flujos geofisicos es hoy dia utilizada en numerosas-aplica-
ciones de interés practico, pues constituye una potente herramienta de andlisis y prediccién
de fenémenos con y sin intervencién humana.

El espectro de escalas de resolucién espacio-temporales es muy amplio, abarcando
desde procesos locales como la dispersién de contaminantes en estuarios y puertos durante
dias a modelos de circulacién global y su influencia en el cambio climético a lo largo de
siglos. .

La relevancia actual de la simulacién numérica aplicada a la Oceanografia queda
patente en los principales programas internacionales de estudio y modelado del cam-
bio clim4tico global. Citemos a este respecto los programas CLIVAR (Climate Varia-
bility and Predictability, http://www.clivar.org), GAIM (Global Analysis Interpretation
and Modelling, http://gaim.unh.edu) y GLOBEC (Global Ocean Ecosystem Dynamics,
http://www.globec.org), patrocinados por los principales organismos nacionales e inter-
nacionales de investigacién. Estos dos tltimos programas estén encuadrados en el IGBP
(International Geosphere-Biosphere Program, http://www.igbp.kva.se). Algunas dreas
de aplicacién de la simulacién numérica que quedan recogidas en estos programas son, a
modo de ejemplo:



e PRODUCCION BIOLOGICA EN LOS OCEANOS.

La produccién bioldgica de los océanos depende directamente de la llamada produc-
cion primaria, que puede definirse como el proceso de transformacién de materiales
inorganicos (nitratos, fosfatos) en nuevos compuestos organicos (lipidos, proteinas)
mediante la fotosintesis. Estos compuestos organicos sirven como pilares de cons-
truccion del tejido vegetal, que se encuentra en la base de la cadena tréfica en los
océanos. El productor primario principal es el fitoplankton, término genérico bajo
el que se incluyen diversas especias de plantas y algas.

La intensidad de la luz y la concentracién de nutrientes son los dos mecanismos
principales que controlan la produccién primaria. La intensidad de la luz en el
océano decrece de forma aproximadamente exponencial desde la superficie hacia el
fondo. Se denomina zona eufdtica la regién ocednica donde hay luz suficiente para
el desarrollo y reproduccién de las plantas. La zona eufética suele estar restringida
a las capas superiores.

Por contra, la concentracién de nutrientes es generalmente mayor en las capas pro-
fundas del océano (nivel trdéfico béntico) y menor en superficie. Ello se debe al proce-
so de mineralizacién que tiene lugar en los fondos ocednicos a partir de los deshechos
orgdnicos que caen por accién de la gravedad desde capas superiores. Como resulta-
do, la nutriclina (zona donde la concentracién de nutrientes varfa rdpidamente con
la profundidad) se encuentra por debajo de la zona eufética.

Por tanto, para la produccién bioldgica son imprescindibles flujos de agua verticales.
Hay toda una gama de fenémenos que resultan en un transporte vertical de masa de
agua, entre los que destacamos el afloramiento de aguas profundas (upwelling) y la
mezcla turbulenta debida a flujos de marea u ondas internas (referimos al apartado
0.2.2 para una descripcién breve de dichas ondas). Aunque, sin duda, el mecanismo
fisico m4s relevante en este aspecto es el afloramiento. Las regiones de afloramiento
constituyen un 0,1 % de la superficie ocednica total. Sin embargo, en este drea tan
reducida se encuentra el 40 % de la pesca comercial a nivel mundial (Cf. Massel
[61]).

La influencia de la hidrodindmica del océano en la produccién primaria no sélo se
manifiesta a través del aporte de nutrientes a la zona eufética, también en el trans-
porte y distribucién espacio-temporal del fitoplancton y zooplancton (agregado de
animales pequefios como crustdceos y protozoos). Los procesos hidrodindmicos res-
ponsables son aquéllos cuya escala temporal coincide con la del florecimienro y
desarrollo del plancton (entre un dia y varios meses). Los procesos hidrodindmicos
cuyo desarrollo coincide con esta banda temporal (procesos resonantes) son los en-
cuadrados en las llamadas mesoescala, escala sindptica'y escala estacional (ver Tabla
0.1).

La distribucién espacial del plankton viene marcada fundamentalmente por la ex-
tensién tipica de los procesos resonantes. Por ejemplo, son procesos resonantes en
el ciclo de florecimiento y produccién del plankton la estratificacién impuesta por el
flujo térmico diario de luz solar, la variabilidad de la mezcla inducida por el viento,



la circulacién vertical del plankton forzada por las ondas internas o la turbulencia
vertical.

Se pone de manifiesto la necesidad de modelar y simular los procesos hidrodinamicos
y su influencia en el ecosistema marino (ajuste ecohidrodindmico). Ejemplos actuales
de investigacién en este sentido viene dado por el programa GLOBEC [49] o el
proyecto CANIGO [42].

INFLUENCIA DEL CICLO DEL CARBONO EN EL EFECTO INVER-
NADERO.

El clima es el resultado de un sistema circulatorio a escala planetaria caracterizado
por los movimientos de la masa de aire que rodea al globo, la circulacién ocednica,
la radiacién solar y el constante intercambio de energia entre océano, atmdsfera y
suelo. Todo ello forma un equilibrio dindmico muy complejo que apenas empezamos
a comprender.

Ya a principios del siglo pasado empezé a intuirse que atmdsfera y océano tenian
un papel muy importante en la temperatura media del planeta y que parte de la
energia que llegaba del Sol era, de alguna forma, retenida por la atmdsfera. No
mucho mdés tarde (1861) se atribuyé al vapor de agua y al diéxido de carbono
(CO,) esta absorcién parcial, e incluso algunos cientificos llegaron a aventurar que
pequefios cambios en la proporcién de estos gases podian tener efectos climéticos
considerables. Este es el fenémeno cominmente denominado efecto invernadero. La
analogia se debe a que H,O y CO, (también metano, éxido nitroso,...) actian como
el vidrio en un invernadero: la radiacién solar atraviesa la atmdsfera y llega hasta la
superficie donde se transforma en calor, que es remitido nuevamente a través de ella
como radiacién infrarroja; una parte de esta radiacién es absorbida por los gases
de efecto invernadero. La energia retenida hace que la temperatura media de la
superficie del globo sea de unos 15°C en lugar de los -18°C que corresponden a la
radiacidon que sale del planeta.

Dependiendo de la cantidad de emisiones de CO, en los préximos afnos y de qué frac-
cién de éste permanezca en la atmdsfera cabe esperar futuras transformaciones del
clima. Aproximadamente la mitad del CO, emitido se transfiere al océano, al suelo
y a la vegetacién donde queda almacenado. Sobre el proceso de acumulacién en los
océanos se sabe poco, y el inico modo que tienen los cientificos del clima de hacerse
una idea de las consecuencias es elaborar modelos matemadticos en ordenador.

Como ya hemos citado, en las tiltimas décadas el notable avance de los computadores
ha permitido poner a punto modelos 3D de circulacién ocednica global. Esto ha
ayudado a arrojar luz sobre la Biogeoquimica del Océano, que se ve profundamente
afectada por los patrones de circulacién ocednica. En particular, dichos modelos
proporcionan ideas sobre cémo opera el ciclo del carbono en el océano. También
proporciona herramientas de interpolacién y prediccién espacio-temporal.

Los modelos del ciclo del carbono ocednico ofrecen medios que ayudan a sintetizar
nuestra comprension de la redistribucién del carbono en el océano y el efecto resul-
tante en el ciclo del carbono global. La necesidad de desarrollo y comparacién de



estos modelos llevé a cuatro grupos de investigacién de Francia, Alemania, Reino
Unido y Estados Unidos a colaborar desde 1995 en el marco del OCMIP (Ocean
Carbon-Cycle Model Intercomparison Project), dentro del GAIM (ver [66]). Cada
uno de estos grupos desarrolla un modelo 3D propio de estudio del ciclo del Car-
bono. Concretamente, el estudio se centra en la prediccién de la distribucién y flujo
aire-mar de niveles de CO, pre-industrial y antropogénico. Por otro lado, se usan
mediciones de C!* (Carbono 14) para validar los resultados proporcionados por los
modelos para flujos ocednicos en aguas profundas.

Los cuatro modelos comparados usan mallas en Diferencias Finitas 3D, con nimero
de elementos entre las decenas de miles y el millén. La talla horizontal se estrecha
en el ecuador. Verticalmente, estos modelos usan de 2 a 10 capas para discretizar los
primeros 100 metros y de 12 a 30 para la columna total. Otras diferencias residen
en el sistema de coordenadas utilizado, los esquemas de adveccidn, los flujos super-
ficiales impuestos de calor y agua y la descripcién de la turbulencia. En casi todos,
el modelo bésico de ecuaciones son las llamadas FEcuaciones Primitivas. Son estas
diferencias las que marcan las discrepancias finales en el cdlculo de la circulacién
global ocednica y la consiguiente distribucién del COs,.

Digamos finalmente que en la distribucién del CO, interviene no sélo la hidrodindmica
del océano, también la componente termodindmica, pues la solubilidad del diéxido
de carbono depende de la temperatura del agua. Por otro lado, existen implicaciones
bioldgicas, pues el CO, se ve reducido por la accién del fitoplancton.

PREDICCION DE EL NINO Y LOS MONZONES.

El Nifio y la Oscilacién Austral (abreviado como ENSO, del inglés El Nifio-Southern
Oscillation) constituyen las fluctuaciones interanuales del clima dominantes a escala
global en nuestro planeta. En las llamadas Condiciones Normales, 1a regién norte del
Per, de aguas relativamente frias, acoge una de las zonas pesqueras mas productivas
del mundo debido a fenémenos de afloramiento costero de aguas més profundas, frias
v ricas en nutrientes.

Paralelamente, los vientos alisios soplan de este a oeste a lo largo del trépico, lo que
tiene dos efectos fundamentales: (1) empujar las aguas superficiales hacia el Pacifico
occidental (la elevacién de la superficie del mar en las islas Filipinas es normalmente
de unos 60 cm. més alta que la superficie del mar en las costa meridional de
Panamd) y (2) permiten que agua que fluye hacia el oeste permanezca cerca de
la superficie y que asi se caliente y eleve su temperatura. Esto hace que la zona a
donde se dirigen estas aguas -la parte occidental del Pacifico ecuatorial- sea la regién
ocednica con las aguas superficiales mas calidas de nuestro planeta: esta piscina de
agua caliente (del inglés warm pool) se encuentra, a veces, a una temperatura de
hasta 31,5°C. La acumulacién de estas aguas calidas en el Pacifico occidental tiende
a hundir la termoclina (zona de fuerte gradiente de temperatura, que separa las
aguas mds calidas de superficie de las aguas frias més profundas). El méximo de
calor superficial que se produce en los alrededores de Indonesia y otras islas del
Pacifico Occidental produce frecuentes tormentas y lluvias muy intensas.



Para completar su circulacién, después de la elevacidn del aire caliente en el Pacifico
Occidental, el aire vuelve al este a gran altitud y desciende sobre el Pacifico Oriental.
Este ciclo atmosférico se conoce como circulacidn de Walker.

La distribucién de la temperatura de la superficie del mar es pues la responsable del
aumento de las lluvias y de una circulacién de Walker més intensa, lo que provoca
a su vez vientos alisios mds fuertes. Dichos alisios, como ya se ha citado, son
los responsables de la distribucién de la Temperatura Superficial del Mar (TSM).
La atmdsfera fuerza pues al océano y este influye en la atmdsfera, poniendo de
manifiesto un comportamiento verdaderamente acoplado.

Todos los afios, al inicio de la Primavera, una corriente cdlida que fluye hacia el
sur a lo largo de las costas de Perti modifica las aguas superficiales, normalmente
frias, elevando su temperatura. Ocurre que, cada cierto tiempo, este aumento de
la temperatura comienza antes (en diciembre), es mucho mds importante y puede
durar entre 1 y 2 anos. Cuando esto ocurre, caen lluvias torrenciales en regiones
normalmente aridas de esta parte de Sudamérica, lo que vino a llamarse anios de
abundancia. Sin embargo, la misma corriente cdlida provoca un descenso de la
termoclina, impidiendo el afloramiento de aguas profundas, con consecuencias de-
sastrosas para la fauna marina y la economia local. Este fenémeno fue bautizado
como El Nino, por su usual ocurrencia a finales de diciembre. Viene normalmente
acompanado de un cambio a escala global de la circulacién atmosférica conocida
como la Oscilacion Austral.

Las predicciones dindmicas del ENSO consisten en la utilizacién de modelos numéricos
para reproducir la fisica del océano y de la atmdsfera durante la evolucién de estos
eventos. Esto ha sido posible desde que la capacidad de célculo de los ordenadores ha
sido lo suficientemente potente como para que las interacciones océano-atmdsfera
puedan ser tenidas en cuenta en los grandes modelos climéticos de gran escala.
Tales modelos han sido capaces de reproducir muchos de los efectos atmosféricos y
ocednicos del ENSO en el Pacifico tropical. En los afios 90, se alcanzaba un hito en
la simulacién del fenémeno ENSO, cuando se logré simular con éxito El Nifio que
comenzd al final de aquel afio con unos meses de antelacién. Asimismo, se simulé
exitosamente el tltimo evento ENSO en el 97/98 (referimos, en este sentido, a la
pagina web http://www.clivar.org).

En estrecha conexién con el ENSO se encuentran los Monzones asio-australianos.
Estudios estadisticos y de modelos de circulacién atmosférica general muestran que
las anomalias positivas de TSM en el Pacifico Este y negativas en Indonesia (medidas
ambas respecto a una temperatura de referencia) durante el ENSO influyen en el
Monzén a través de diversos mecanismos. De modo que para predecir el Monzén,
las anomalias TSM deben ser previamente previstas. Para ello, es necesario simular
diferentes procesos oceanogréficos incluyendo efectos no lineales de las corrientes
en el Pacifico Oeste y el Indico Norte, mezcla debido a la marea y afloramiento
gobernado por el viento, flujos superficiales cuya parametrizacién es incierta,...

La elaboracién de esta memoria tiene su origen en el desarrollo del Proyecto MAR97-
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1055-C02-02 del Programa de Ciencia y Tecnologias Marinas de la Comisién Interminis-
terial de Ciencia y Tecnologia. Este se desarrollé durante el periodo 1997-2000 a cargo de
grupos de investigacién de las Universidades de Sevilla y Malaga y el Instituto Espafiol de
Oceanografifa. Su finalidad global era la puesta a punto de un modelo realista de las co-
rrientes del Estrecho de Gibraltar que tuviese en cuenta la interaccién entre los fenémenos

-relevantes a diferentes escalas espacio-temporales. Uno de los objetivos marcados a tal
efecto fue el desarrollo de un modelo numérico tridimensional de intercambio promedio
entre las cuencas mediterranea y atlantica a través del Estrecho.

A tal efecto, se planted la necesidad del desarrollo de un resolutor 3D con un coste
computacional abordable. El propésito final de este trabajo va en esta direccién: disenar
métodos numeéricos con coste computacional reducido, capaces de reproducir de forma
precisa el comportamiento de los flujos geofisicos. En lo que refiere al flujo en el Estrecho
de Gibraltar, éste estd gobernado en parte por efectos de densidad variable. En este
trabajo sélo abordaremos flujos con densidad constante, dejando el caso variable para
una etapa posterior.

0.1 Ecuaciones de base de la circulacidn oceanica.

0.1.1 Escalas espacio-temporales.

Como hemos comentado, el flujo marino se desarrolla en una extensa gama de escalas
espacio-temporales. Ningun modelo puede representar todo el espectro de sucesos, des-
de procesos moleculares hasta variaciones climdticas. Existen ciertas escalas espacio-
temporales (Spectral Windows) asociadas a determinados fenémenos relevantes en Ocea-
nografia. Una representacién esquematica de las escalas de tiempo correspondientes a
esta variabilidad viene dada por la Tabla 0.1. Es preceptivo, pues, a la hora de disefiar
un modelo, fijar ambas escalas, que habitualmente van asociadas: segin el modelo sea
local, regional o global, el tiempo de observacidn ird de modificaciones en corto espacio de
tiempo a evolucién a largo plazo.

Al modelar un fenémeno determinado, la resolucién elegida debe adaptarse a la escala
correspondiente. Esta eleccién determina qué fenémenos quedan sin ser resueltos por tener
una variacién demasiado répida en tiempo y espacio (lo que Nihoul y Djenidi [65] llaman
fluctuaciones de fondo). Dichos fenémenos deben ser parametrizados como efectos de sub-
malla “contibuyendo a la difusién de las propiedades del sistema” (Cf. Nihoul y Djenidi
[65]). Por otro lado, los fenémenos de mayor escala no son directamente representados
por el modelo pero pueden estar subyacentes en las condiciones iniciales y de contorno
que se impongan.

En los tests numéricos expuestos en este trabajo, la escala horizontal a considerar
variard entre las decenas y el millar de kilémetros. En todo el trabajo asumiremos que
la razdn de aspecto entre la longitud horizontal y profundidad caracteristicas del dominio
ocupado por el flujo,
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es pequena, con objeto de utilizar modelos asintéticos deducidos de las Ecuaciones
de Navier-Stokes cuando ¢ — 0. En la practica, el pardmetro € toma valores en el
rango 1072 — 10~%. Cuando estemos interesados en la evolucién temporal del sistema, el
tiempo de observacién (7°) serd del orden del dia. Ambas escalas espacio-temporales nos
situan en la mesoescala. En particular, nos interesaremos por un proceso caracteristico
de mesoescala, las fluctuaciones de inercia.

Escala Temporal | Frecuencia (s7!) Ventana Espectral Procesos Relevantes
1 segundo 1 Microescala eddys turbulentos 3D
Ondas de Poincaré
1 minuto
1077 Pequena Escala Ondas Internas
1 hora
1074 Mesoescala Oscilaciones de Inercia
1 dia 1075 Mareas
1 semana Fendmenos debidos a la
alternancia dia-noche
10~° Escala Sinéptica Turbulencia de Rossby
1 mes :
10~7 Escala Estacional -
1 ano
1078 Escala Global ENSO
Escala Paleoclimatica | -

Tabla 0.1. Representacién esquematica de la variabilidad marina (adaptada de [65)).

Mencién aparte merece la resolucién del caso estacionario. Los resultados en este
caso responden a un comportamiento tipico, en algiin sentido a precisar, del sistema. La
escala en la que se encuadre dicho comportamiento puede ser muy variable. Por ejemplo,
Deleersnijder utiliza el modelo estacionario para simular la circulacién general estival en
el Estrecho de Bering (lo que entra en el marco de la Escala Estacional). Concretamente,
la intencién del autor es simular el flujo de fondo (background flow), es decir, la circulacién
libre de variabilidad inducida por el viento durante el periodo estival.

Parecido enfoque adopta M. Espino [43], al calcular la componente permanente del
flujo bajo la accién de diversos vientos caracteristicos del Golfo de Sant Jordi. Habida
cuenta de la variabilidad del viento en la zona, entre el dia y la semana, aqui se podria
hablar de Escala Sinéptica.

Por tltimo, uno de los objetivos marcados en el Proyecto MAR97-1055-C02-02 es re-
solver las Ecuaciones Primitivas 3D a escala climética en una amplia regién del Océano
Atlantico y del Mar Mediterraneo en torno al Estrecho. El intercambio promedio se
entiende dado por la solucién estacionaria correspondiente a una inicializacién con sepa-
racion de densidades caracteristica en cada cuenca, y se suponen separadas en el Estrecho.
Este experimento, denominado lock exchange, fue propuesto por Speich (1992).
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Figura 1: Sistema de coordenadas rectangular.

0.1.2 Leyes de Conservacién y Difusién. Aproximacién de Boussi-
nesq.

Los efectos de la curvatura terrestre en la evolucién de un flujo con escala horizontal
Ly <1000 (km) pueden ser despreciados (segiin Kowalik y Murty [54]). Para describir
dicha evolucién usaremos un sistema de coordenadas rectangular en un plano tangente al
dominio de estudio en un punto, simplificando significativamente la exposicién. El eje z
apuntara hacia el Este, el eje y hacia el Norte y el eje z hacia la vertical (ver Figura 1).
Indistintamente, utilizaremos la notacién 1, s, 3.

Notemos en todo caso que en estudios de la circulacién ocednica global se utilizan co-
ordenadas esféricas -por ejemplo, Bermejo [11], Bryan [20] o el modelo OPA, desarrollado
en el LODYC (Laboratoire d’Océanographie Dynamique et de Climatologie)-.

Consideremos un abierto conexo w C IR2. Supondremos que el fluido ocupa el dominio

Q= {(x, z) € R3 x = (z,y) € w, —D(x) < z < n(x, t)} , (0.1)

donde D : @ — Ry denota la profundidad y n: @ x [0, 7] = IR la superficie libre.
Las magnitudes fisicas que describen la evolucién y estado del océano son:

¢ la velocidad U del flujo
U = u+ usk = ui + upj + usk
Aqui u es la velocidad horizontal y u3 la vertical;
¢ la densidad p,

e la temperatura T y la salinidad S,
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e la presién p.

Denotamos también:

e K!, K2 los coeficientes de difusién molecular para la temperatura y la salinidad,
e ¢, el coeficiente de calor especifico,

e g~ 9.81(m/s7?%) la aceleracién de la gravedad.

Utilizaremos la notacién Ay para el operador laplaciano horizontal y A para el
laplaciano 3D. El mismo criterio se seguira para el gradiente (V) y la divergencia (V-).

En general, se acepta que el agua ocednica es ligeramente compresible (cf. Gill [47])
aunque los efectos de compresibilidad sélo son relevantes para grandes profundidades, a
partir de unos 3 kilémetros. Por otra parte, debido a la rotacién terrestre, el flujo se
encuentra sometido a la fuerza de Coriolis. Por ambas razones la circulacion ocednica
viene modelada por las ecuaciones siguientes (Cf. [37, 47, 68]):

e La ley de conservacién del momento:
PO U+ p(UQU)+2pW x U+ pW x (W xr) -V -0 = —pg (0.2)

donde o es el tensor de esfuerzos, W = 6(0,cos ®,sin ®) el vector de rotacién
terrestre, 6 la velocidad angular terrestre y ®(y) la latitud. W x U es la aceleracién
de Coriolis, r el radio terrestre, W x (W x r) la aceleracién centripeta y

g = (0,0, g) la aceleracién de la gravedad. Tanto la aceleracién de Coriolis como
la aceleracién centripeta resultan de expresar las ecuaciones del momento en un
sistema de coordenadas rotatorio.

e La ley de conservacién de la masa:

Bp+V - (pU) = 0. (0.3)

e La ley de conservaciéon de la energia:

DT Orp., Dp :
il 2OV =Ey = i 0.4
ey + TG0 = KAAT (04)

e La ley de conservacién de la sal:

D(pS)
Dt

= KAS. (0.5)

D
Tanto en (0.4) como en (0.5) se denota por D: la derivada total

D—6+U v
Dt '
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¢ Una ley de estado para la presién: La experiencia muestra que la densidad p
depende de salinidad, temperatura y presién. Basdndonos en este hecho, escribimos:

p=p(S,T,p). (0.6)

Los ejemplos que se encuentran en Gill [47], muestran que esta ley, obtenida mediante
medidas experimentales, es por lo general polinémica en S,T,p. En la mayoria de las
aplicaciones se desprecia la influencia de p y se toma una ley lineal en T y S. Por ejemplo
en Kowalik y Murty [54]:

p=po— PrT + Bs(S = Sy), (0.7)

donde py y Sp son, respectivamente una densidad y salinidad de referencia, y Bz, 85
coeficientes positivos.
En cuanto a la fuerza de Coriolis, un ficil cdlculo muestra

2pW x U = 2 (uzfcos ® — uyfsin ¢, u;0sin @, —u; cos ).

Al ser en el medio ocednico la velocidad vertical del orden de las milésima parte de la
horizontal, se suele simplificar:

2pW x U = (- fug, fu1, —2u;s cos D),

con f = 26sin ®. Denotaremos para abreviar C = (— f ug, f u;, =2 u; cos @).
Por otro lado, la aceleracién centripeta puede ser expresada mediante un potencial @,
(Cf. Pedlosky):

_ W xr|f?
= 5 )

Una de las caracteristicas notables del océano es que las variaciones de densidad son
solamente significativas en el balance de momento cinético vertical. Esto se debe a que
los efectos de flotabilidad tienden a eliminar los gradientes horizontales de densidad. La
aproximacion consistente en considerar p = py constante en los demés términos es la
llamada Aprozimacion de Boussinesqy tiene como consecuencia inmediata la anulacién
de ciertos términos:

W x (W xr)=-Vd,; &,

e en (0.3): Op=0ipp =0y Vp=Vpy =0 de donde

VU =0 (0.8)
0
e en (0.4): @ = I _ 0;
P Po
D(pS) _ D(pmS) D5
e en (0.5): Dr - D P
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Por otra parte, para un fluido Newtoniano viscoso incompresible, el tensor de esfuerzos
o se escribe como

0ij = —pdyj + Tij,

siendo

Bui 8uj

= 0.9
0x; + 8xi) (0.9)

Tij = P

el tensor de esfuerzos viscosos y u la viscosidad molecular. De este modo, llegamos a
las llamadas Fcuaciones de Boussinesq:

(a) 8tU+(U-V)U—z/AU+C+Yp—§2=——pp—Og en |0, 7[x
(b)) V-U=0 en 10, 7[xQ

| © p=pST) e 0, 7x 01
(d) 8T +U VT - KrAT =0 en 10, T[x0

[ (e) 8,S+U-VS-KsAS=0 en 10, T[xQ.

Aqui v = (u/po) denota la viscosidad cinematica. Ademas Kr = (Kt/(pocp)),
Ks = (K:/po). Por tltimo, el gradiente V&, ha sido incluido en Vp.

0.1.3 Tratamiento de la turbulencia

El sistema de ecuaciones (0.10) describe el movimiento instdntaneo de un flujo turbulento
para un fluido Newtoniano viscoso. Dicho sistema puede resolverse dinicamente para
movimientos a pequeiia escala en ciertos casos simplificados. En el caso de la Oceanografia,
los numeros de Reynolds alcanzados son demasiado elevados para poder utilizar esta
descripcién. Para dar una idea de dicha magnitud consideremos una talla caracteristica de
la velocidad horizontal que denotamos por u.,, e introduzcamos los siguientes pardmetros
adimensionales:

ucarLH .

)

o El nimero de Reynolds horizontal Rey =

ucar .

fLy’

e El nimero de Rossby Ro =

v

e El nimero de Ekmann vertical E, = 7Lz
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R
Es facil comprobar que Rey = —11:0—6”2.

f=10""*(s7Y), L, = 100 (m), Ly = 100 (km), ue, = 1 (m/s), y habida cuenta que
v =107% (m?/s), se obtendria:

Para valores tipicos en Oceanografia, como

Ro=10"', E,=10"% €e=10"% Rey = 10'.

El flujo es, pues, muy turbulento. La via utilizada para abordar el problema en el
ambito de la Oceanografia (por ejemplo [54, 80]) consiste en separar las ecuaciones en
dos subconjuntos: uno que exprese el flujo medio a lo largo de un periodo de tiempo
T (parte promediada) y otro que describa las fluctuaciones en torno a este flujo medio
(parte turbulenta). El significado concreto de promedio y variacién en torno al promedio
dependerd del perfodo en el que se tome la media; segiin sea este periodo se filtrardn
fenémenos particulares.

Para una variable cualquiera ¢, denotemos:

_ , - 1 rT+to —
6=¢+¢ con ¢=?/to bdt y F=0. (0.11)

Introduciendo (0.11) en (0.10)(b) obtenemos

V- -U=0.

Debido a la no linealidad de (0.10)(a), una vez que se introduce (0.11) aparecen interac-
ciones cruzadas entre el promedio y la fluctuacién:

e Ecuacién del Promedio:

— — — — — V7P D
BtU+(U-V)U+V-R-yAU+C+p—p = —pﬂg (0.12)
0 0

donde R es el tensor de Reynolds, dado por:

R=uQ®u,
es decir,
R;; = uwiu}
componente a componente.
e Ecuacién de la fluctuacién:
_ . Vpl pl
QU +V.- (TQU +(TU) —vAU +C'+— = —Lg+V. R013)

Po Po

donde R =R-i®u.
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Como puede observarse, la influencia de la parte turbulenta sobre el flujo medio viene
expresada completamente por el tensor de Reynolds R.

La turbulencia juega un importante papel en el proceso disipativo de los flujos que
consideramos. Habitualmente (Cf. [54]), la accién disipativa de la turbulencia se modela
asumiendo que el tensor de esfuerzos turbulentos de Reynolds es propbrcional al gradiente
de velocidades promediadas, en analogia al caso de los esfuerzos viscosos para un flujo
laminar (ver (0.9)). En analogia a la viscosidad molecular, dicha constante de proporciona-
lidad es denominada viscosidad turbulenta. Habida cuenta de la anisotropia que induce la
diferencia de longitudes caracteristicas, la viscosidad turbulenta vertical es mucho menor
que la horizontal. Escribiremos pues

Bu, tr 8Uj
= ) 0.14
Ry = ()50t + () 5 (014)
siendo v*(i) = v}y si i # 3y 4(3) = V. Esta expresién de R proporciona
3
Z 10T + v (1)0im;) = Y v (4) 0],
j=1 1=1
lo que permite reescribir (0.12) como
- DAt : V6 _ D
U+ (U- VU= (v+vy)AgU - (v + 1102, U+ C + r —p—g. (0.15)
0 0

Por otro lado, asumiendo las parametrizaciones (curiosamente, también llamadas
Hipdtesis de Boussinesq)

WT = K4y V4T, 0T = —K4,0,T,

se llega a ecuaciones para los promedios de temperatura y salinidad T y S con difu-
sividades aumentadas:

/CT‘}‘IC%“,H, ICT+/C%=’U, /Cs+/Cf5~’H, K:S""Cfg’v-

En las zonas de turbulencia, las viscosidades y difusividades turbulentas son mucho
mds grandes que las constantes laminares correspondientes, que usualmente son despre-
ciadas. La expresion de vf; y v} se deduce siguiendo argumentos de naturaleza fisica. Por
ejemplo, la expresién de vf en un modelo de cierre con cero ecuaciones es:

1/2
0w, 0w, 0w,
) =12 ( 0.16
) = @) | 3 3 at Gt + 50) (016)

i=1,2 j=3

donde /,,(z) denota la talla caracteristica de los torbellinos verticales.
Citemos que las parametrizacién (0.16) puede ser afinada utilizando modelos de cierre
utilizando la energia cinética turbulenta k y la tasa de disipacion turbulenta ¢ (modelos
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de cierre con una o dos ecuaciones). En este caso, el sistema de ecuaciones se completa
utilizando (0.13).

La definicién del coeficiente v}; aparece generalmente en la literatura (Cf. [54, 65,
80]) asociada a la parametrizacién de fenémenos de submalla. El razonamiento es el
siguiente: la discrepancia entre las escalas espaciales horizontal y vertical impone, en la
mayoria de los casos, pasos de malla horizontal mucho més grandes que los verticales. La
discretizacién de las ecuaciones puede entenderse como un segundo promedio, en este caso
espacial, de forma que las interacciones nolineales de las fluctuaciones respecto a dicho
promedio son responsables de una adicién de difusién horizontal que debe parametrizarse.
Por ejemplo, en las ecuaciones del océano a escala climdtica, la influencia de los fenémenos
de mesoescala se interpretan como fenémenos de submalla, ¥ por tanto dicha influencia
se expresa a través del coeficiente vi,.

De acuerdo con estas ideas, Smagorinsky (1963) propuso expresar el transporte de
submalla mediante un coeficiente vt relacionado con los pasos de malla horizontal y el
gradiente de velocidad:

) 1/2
Z/EJ(X, Z) = Ch AxAy Z (Bjﬁ;-l— 82'1—1;)2 . (017)
1,7=1

Aqui, C, denota una constante empirica, y Az, Ay los pasos de malla en las direcciones
xeuy.

En esta memoria consideraremos valores constantes para v%;, v} que coincidan con va-
lores tipicos proporcionados por las expresiones (0.16), (0.17) en aras de un tratamiento
matemdtico mds cémodo de las ecuaciones. En particular, tomaremos v! /vt = €2 siguien-
do el trabajo de Besson y Laydi [10].

El analisis matemdtico de modelos de turbulencia més complejos, incluso para las
ecuaciones de Navier-Stokes, estd atin en desarrollo. Consecuentemente, el andlisis de su
aproximacién numeérica, especialmente para las Ecuaciones Primitivas, es atin prematuro.

En adelante, omitiremos el superindice ¢ y la barra horizontal ~ del operador promedio,
y supondremos que trabajamos con variables promediadas.

0.1.4 Aproximacién hidrostatica.

La fuerte anisotropia de los dominios considerados en Oceanografia induce velocidades
verticales muy inferiores a las horizontales. En efecto,

ugar _ Lv 7'
ucer ~ T-L_H—
La consecuencia inmediata es una simplificacién en (0.10) (donde ya consideramos vis-
cosidades turbulentas) que constituye uno de los rasgos distintivos del modelado matematico
en Oceanografia. En efecto, puede justificarse mediante un andlisis de 6rdenes de mag-
nitud en (0.10) que los términos largamente dominantes en la componente vertical son
0:p vy gp. Para ello, introducimos el siguiente reescalamiento, que puede encontrar, con
ligeras diferencias de un autor a otro, en [37],[55] o [68]:

= ¢~ 0.001. (0.18)



0.1. Ecuaciones de base de la circulacién oceanica.

19

( , T . Yy .,z " t
Tr = -, = -, 2 = -, = —,
n Y T I, L, T
T T
U*(-’E*,?J*aZ*’t*) = —u(x7y7zat)7 U§($*7y*72*’t*) = —UB(QT,Z/,Z,t),
LH Lv
)
RoT? R €2 TAF2% )
p*($*7y*aZ*at*) = 12 p(l‘,y,Z,t), P (:E Y, 2t ) =
HPO Po
L €T?Ro
\ g = Lu g.
Tras introducir el reescalamiento en:
v
u+ (U-Viu—v,Agu — Vvafzu + fut + YHD 0;
Po

Oyuz + (U - V)uz — vpAguz — 1,0%,us — u1fcos® + 8,p =

8Iu1 + 5'yu2 + 8Z’LL3 = O;

resulta
E E’u * %
Ro (c% u® + (U* : v*)u*) - (—;A;{u* + -2"82‘2*‘-1*) + (u*)i- + va
E E, .
€2 Ro (B-uj + (U* - V,)u3) — 52(—2£A’;1u§ + -2—62‘2‘113)
,cos @ . x
—euj—=+po(0:p" + ')

1 " *
7_-(az‘uI + ay" U2 + az* U3)

donde denotamos

1
Ro = f_'T el nimero de Rossby,
Eg=2 Vh2 el nimero de Ekman horizontal,
fLy
E,=2 V”2 el nimero de Ekman vertical.
fL;

(0.19)

En la préctica, los valores €2 Ro, €2Ey, €2E, y € son inferiores a 0.001. Por tanto, en
lo que refiere a la ecuacién vertical (0.20), es claro que los términos dominantes son 0,p y
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gp- La justificacién matemdtica de este hecho se puede encontrar en Besson y Laydi [10]
para el caso estacionario y Azérad y Guillén [6] para el caso evolutivo.

En adelante, como estamos suponiendo que Ly es mucho més pequeia que el radio
terrestre, tomamos ® (y por tanto f) constante.

La aprozimacion hidrostdtica consiste en suprimir los términos en € Ro, obteniéndose
la ecuacion hidrostdtica:

0:p = —pg. (0.21)

Atendiendo a esta simplificacién llegamos finalmente a las Ecuaciones Primitivas del
Océano:

Vup

(@) Ou+ (U-V)u—pyAgu—1,0,u+ fkxu+ o =0 en ]0,7T[x%Q;

(b) O.p=—pg en |0, T[xQ;

() V-U=0 en )0, T[x;

(@) p=p(5T) en 10, Tx%

(e) 8T +U-VT —KrAT =0 en 0, T[x;

(/) 3S+U-VS-KsAS =0 en 0, T[xS.
(0.22)

Adjuntaremos las siguientes condiciones iniciales y de contorno al sistema (0.22):
e Condiciones en la frontera libre.-

Denotemos por T’y = {(x,n(x,t)) : x € w,t € [0,T]} a la superficie del océano.
— Condicién para la velocidad vertical.-
Para una particula en superficie se tiene
z(t) = n(x(2),1).

Admitiendo la hipétesis de que las particulas de la superficie se mantienen en
ella en todo instante, y derivando respecto al tiempo en la igualdad anterior:

on On on on
- — _— — = —_— . . 0.23
u3(t) 5 + 5y 11 + ayu2 5 +u-Vgn enl,x]0, 7] (0.23)

— Condiciones para la velocidad horizontal.-
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La condicién de continuidad de los esfuerzos tangenciales en la superficie libre
se escribe, idealmente, como

p(R-n)r(x,z) =7%x,2), VY(x,2) €T,

donde n denota la normal a la superficie y el subindice T' proyeccién sobre el
plano tangente a la superficie. El vector 7% representa la tensién inducida por
el viento. Obsérvese que se ha utilizado el tensor de Reynolds R en lugar del

tensor de esfuerzos viscosos (7;;)3 -, (Cf. Pedloski [68]).

Para simplificar la férmula, se suele asumir n = (0,0, 1) (débil variacién de la
superficie libre), resultando:

p(l/vazu + VhVHUB)IFs = 74

Los mismos argumentos de la aproximacién hidrostatica demuestran que us es
despreciable en la anterior expresiéon. Por otro lado, se encuentra experimen-
talmente (Cf. [54]):

7% = p, Cp|viy|viy, Cp = (0.8 4 0.065107%|v%)|)1073, (0.24)

siendo v{; la velocidad del aire medida 10 metros por encima de la superficie
del mar. En este trabajo, simplificaremos Cy = 0.8 - 1073.

Para una deduccién de (0.24) con argumentos matemaéticos formales remitimos
a [55]. Abreviando la notacién, resulta

vo.ulr, =T, (0.25)
con T = p~lre,
— Condicién para la presién.-
p=p, enl;x]0, 7]
siendo p,(x,t) la presién atmosférica.

e Condiciones en el fondo.-

Denotemos por I'y = {(x, ~D(x)) : x € w} el fondo oceénico:

— Condicién para la velocidad vertical.-

Por los mismos argumentos usados para (0.23), y puesto que D no depende del
tiempo:

u3=—-u-VygD enl,x]0,T].
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— Condiciones para la velocidad horizontal.-
La condicién de continuidad de los esfuerzos tangenciales en el fondo se deduce

con los mismos argumentos usados para la condicién (0.25)
vd.ulp, = T°. (0.26)

En este caso, la friccién en el fondo toma la expresién (Cf. [54])

% =r|uju,

con r un coeficiente de arrastre, funcién de la rugosidad y de las propiedades
de la capa limite del fondo.

Remarquemos que las condiciones de contorno anteriores se aplican en fronteras
ficticias. En efecto, en el caso de la superficie modelan la capa limite turbulenta
atmosfera-océano, que comprende en torno a 1 km. en atmésfera y 10-100 m. en
la superficie ocednica [55]. En el caso del fondo, el coeficiente de arrastre 7 y la
velocidad de la corriente se toma 1 m. sobre el fondo [54]. Estas condiciones de
contorno equivalentes se justifican parcialmente en Achdou et al. [3].

En este trabajo, nos limitaremos a imponer u|r, = 0, u3 ns|r, = 0.

¢ Condicién inicial.- Afladimos una condicién inicial para la velocidad:

u(x, z,0) = ug(x,2), enfy,

donde

Qo = {(x, z) e R x=(7,y) €w, —D(x) <z < n(x,O)}, (0.27)
esto es, el dominio ocupado por el fluido en el instante inicial.

No entraremos a detallar las posibles condiciones de contorno para la temperatura y
salinidad, que no forman parte del estudio de esta memoria. Referimos a Lewandowski
[55] para una deduccién de dichas condiciones.

0.1.5 Integracién vertical.

La aproximacién hidrostética permite integrar (0.22)(b) desde una profundidad arbitraria
z hasta la superficie libre n(x, t). Denotemos

p(x7 2, t) = po + pl(x7 = t)

Se obtiene

px,2.8) = palx,t) + gmoln(x, ) = 2) + g [ dz (0.28)
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De este modo, hemos expresado la presién como una suma de términos relacionados con
la presién atmosférica, la superficie libre y la estratificacién de densidad. Introduciendo
(0.28) en (0.22)(a), se obtiene

VHDa
du+ (U-Vu-1yAgu—1,0°u+ fkxu = — P —gVygn—
Po

_%VH(/Z"p'dz). (0.29)

El término gV g7 se denomina contribucidn barotrdpica del gradiente de presién, mien-
n
tras que E-VH( / P dz) es la contribucidn baroclinica.
Po z

La ecuacion de continuidad (0.22)(c) puede ser integrada a lo largo de toda la columna.
Aplicando las condiciones de contorno en superficie y fondo obtenemos

on 0 0 on
2 - - 1 = 0.
8t+8x<u1>+6y<u> 8t+VH (u) =0 enuw, (0.30)
siendo
n(x,t)
(us)(x, 2, ) = / wi(x, 2, 1) d2'. (0.31)

El sistema (0.29)-(0.30) (més las ecuaciones (0.22) (d),(e) y (f) para la ley de estado,
la temperatura y la salinidad) es el que se utiliza usualmente para resoluciones numéricas
tridimensionales con superficie libre. Obsérvese que para ello es necesario adjuntar condi-
ciones de contorno e iniciales para 7, que no vamos a tratar aqui porque usaremos a lo
largo de la memoria la hipétesis de techo rigido.

0.2 Resolucion numérica de modelos 3D.

0.2.1 Discretizacién espacial. Transformacién o.

El método més extendido de discretizacién espacial del sistema (0.22) es, con mucho, el
de Diferencias Finitas (MDF). En particular, se usan cldsicamente mallas decaladas con
cuatro posibles distribuciones de las incégnitas: son las denominadas mallas de tipo A,B,C
y D, segun la clasificacién de Arakawa (Arakawa y Lamb, 1977). Por ejemplo, el modelo
clésico GDFL (Geophysical Fluid Dynamics Laboratory) de Bryan [20] y Cox [36] se basa
en una malla de tipo B. Otros, como el modelo OPA del LODYC usan la malla C. Esta
es la més usada en la mayoria de los modelos de aguas poco profundas. La malla B parece
estar mejor adaptada para grandes escalas y modelos de baja resolucion, pero parece ser
también mds sensible a perturbaciones numéricas (Cf. Deleersnijder et al. [39}).

Una dificultad intrinseca de las Diferencias Finitas viene del caricter estructurado de
las mallas que se usan. Este dificulta, por un lado, las aproximaciones precisas de la costa
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y la batimetria y la imposicién de las condiciones de contorno -en especial aquellas que
implican derivadas normales-. Por otro lado, la regularidad de las mallas hace dificil afiadir
mas puntos de discretizacién en las zonas del dominio de cdlculo donde es necesaria una
resolucién mayor o suprimirlos en zonas donde los fenémenos a simular requieren menos
precisién (por ejemplo, en un modelo de dos cuencas unidas por un estrecho, se necesitaria
mayor resolucién en el estrecho).

Como ventaja, citemos su facil programacién. También la posibilidad de resolver los
sistemas lineales originados por la discretizacién mediante técnicas de direcciones alter-
nadas (ADI), lo que permite su paralelizacién. Dicha técnica se usa, por ejemplo en
Smaoui [76].

Las dificultades de las Diferencias Finitas se encuentran también en la técnica de
Volumenes Finitos, usados por ejemplo en Deleersnijder [38] sobre una malla de tipo
C. Este método aporta, como gran ventaja, la conservatividad de las distintas variables
calculadas.

Menos frecuente que las Diferencias Finitas es el uso de Métodos Espectrales. En
este caso, las funciones de base 3D se toman como producto de funciones de base 2D
horizontales por 1D verticales. Varias opciones han sido propuestas para las funciones de
base verticales, por ejemplo polinomios de Legendre en [43], o funciones trigonométricas
en [13, 40]. La eleccién de estas funciones puede forzarse para que se adaptan a las
condiciones de contorno en superficie y fondo, a los perfiles de viscosidad vertical o para
que verifiquen relaciones de ortogonalidad.

La eleccién de las funciones horizontales bien puede ser mediante Elementos Finitos
(por ejemplo, en Espino [43]), lo que entra en la categoria de métodos semi-espectrales, o
mediante una descomposicién en modos, lo que da una discretizacién enteramente espec-
tral. Este es el caso de Bosseur et al. [13] y Di Martino y Orenga [40].

En los tres métodos citados cabe el uso de coordenadas curvilineas para la discretizacién
horizontal. Asimismo, es frecuente realizar un alisado de la batimetria cuando ésta es de-
masiado abrupta. Sin embargo, la técnica més utilizada para solventar el problema del
mallado en las capas de superficie y fondo es, con mucho, el uso de la coordenada ¢
(Phillips [69]). Se trata simplemente de introducir la transformacién

z— U(Xa t)
o(x,z,t
%59 = Deg e,
en las ecuaciones, donde z = n(x,t) parametriza la superficie libre y z = —D(x)

el fondo. Esta transformacién lleva la columna de agua [—D(x),n(x,t)] a [-1,0]. Una
discretizacién vertical del dominio tomando ¢ =cte. permite seguir suavemente el perfil
de la topografia quedando el niimero de capas verticales constante a lo largo de cualquier
columna (ver Figura 2).

Es obvio que la transformacién ¢ no sélo afecta a la direccién vertical sino también
a las coordenadas horizontales. En particular, los términos difusivos horizontales dan
lugar a varios nuevos términos tras la transformacién, lo que lo hace muy costoso de
programar. En este punto, se pueden encontrar al menos dos opciones: incluir el operador
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z=0 =0

z=-D(x,y)*0.25 -— T 035

z=-D(x,y)*0.5 — T  0=0.5
0=0.75

z=-D(x,y)*0.75

z=-D(x,y) o=1

Figura 2: Dominio 2 y superficies is0-0.

transformado completamente (por ejemplo, [13, 40]) o truncarlo (para una discusién en
este sentido referimos a 38]).

Por su parte, el Método de Elementos Finitos presenta las siguientes ventajas sobre el
Método de Diferencias Finitas:

e Es una técnica adaptada al estudio de regiones costeras de geometria irregular por
permitir una mejor aproximacion a la misma y una imposicién natural de las condi-
ciones de contorno.

e Permite desarrollar estrategias de mallado adaptativo.
e Por ser una técnica muy estructurada, facilita la programacién en forma modular.

e Permite un andlisis de estabilidad y convergencia sistemético basado en herramientas
del Anélisis Funcional.

Citemos como desventaja la mayor complejidad de los Sistemas Lineales resultantes,
que requieren un mayor costo computacional.

Aunque pueden encontrarse discretizaciones a base de tetraedros (M.J. Castro y J.
Macfas [21}), lo habitual es el uso de prismas de base triangular o rectangular (por ejemplo,
Bermejo [11], Besson [9] o el cédigo TELEMAC3D (7] desarrollado por Electricité de
France). Bermejo aplica la coordenada o de forma cldsica. En el caso de Azérad y
Besson, el uso de la coordenada o es implicito, al utilizar capas verticales de elementos
siguiendo las superficies iso-o.

Nétese que, salvo en el caso de Elementos tetraédricos, en todos los demés es preceptiva
la inclusién de un talud artificial, bien para que la transformacién ¢ esté bien definida,
bien para que los elementos prisméticos no degeneren en el borde. Remitimos al Capitulo
1 para mas detalles.
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0.2.2 Discretizacién temporal. Modo externo y modo interno.

Por lo general, el Andalisis Numérico de los MDF aplicados a Oceanografia se suele centrar
en el caso evolutivo. Al ser el sistema (0.22) no lineal analizar la estabilidad es un prob-
lema muy delicado. El método més utilizado es el de Von Neumann aplicado a ciertos
subsistemas lineales de (0.22). Ello conduce, segtin el fenémeno que se aisle y la dis-
cretizacion temporal utilizada, a diferentes condiciones CFL. Por ejemplo, en Vreughdenil
180] puede encontrarse una tabla con condiciones CFL impuestas por diferentes procesos
fisicos al aplicar un método explicito en tiempo junto con DF del tipo C en espacio.

Sin duda, la restriccién de estabilidad més exigente proviene de las ondas de inercia-
gravedad. El flujo ocednico a gran escala obedece, en primera aproximacién, al equilibrio
geostréfico

fkxu=—-gVpp.

Cuando aparece alguna perturbacidn, el equilibrio es restituido por medio de ondas de
inercia-gravedad. Supongamos p, y p constantes (o’ = 0). En este caso, se habla de ondas

de inercia-gravedad externas (u ondas de Poincaré). Son gobernadas por las ecuaciones

{ ou+ fkxu=-gVyn (0.32)

637]+VH‘ (u) =0.

El andlisis de estabilidad de Von Neumann para las discretizaciones de (0.32) suele
aplicarse en casos simplificados. Por ejemplo, en el caso unidimensional con profundidad
D constante, para las ondas de gravedad puras (sin término de Coriolis):

o Algoritmo de Fischer (1959):

e A
At I™"Az

n]rn,+1 — 7 _ _Duﬁﬁl _ u;n—H
At Az

Se prueba sin dificultad que el algoritmo es condicionalmente estable bajo la condi-
cién CFL

D’E

1
< bl
T = VgD
siendo /gD la velocidad caracteristica de las perturbaciones.

¢ Esquema Leap-frog:
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M A, el /1
2At Ax
n;n‘i-l . njr_n—l _ _Du;n:il _ u§n+1 |
2At Az
En este caso, la condicién CFL es menos restrictiva:
At < 2
Az — /gD’
e BEsquema implicito:
um-i-l —um _ g(anm-i-l N anm
At T2y Oz Oz
m+l _ .m D 6um+1 ou™
T = -SG5 +5)
At 2 O ox

El esquema es incondicionalmente estable, independientemiente (en teoria) de la
discretizacién espacial. De todos modos, las limitaciones practicas (debidas, por
ejemplo, a los errores de redondeo que hacen que las identidades anteriores no sean
exactas) hacen que At no se pueda tomar arbitrariamente grande.

Estas y otras variantes se generalizan al caso 3D para la resolucién del sistema (0.32).
A modo de ejemplo si Az =5 (km) y D = 100 (m) el paso de tiempo At estard limitado,
grosso modo, a 5 minutos. Para tiempos de evolucién del orden del dia y célculos 3D ésto
puede ser muy costoso.

Sefialemos que en flujos con fuerte estratificacién de densidad, las ondas de inercia-
gravedad producidas en las interfases entre capas de distinta densidad caracteristica se
denominan ondas internas. Aunque los principios fisicos que las rigen son esencialmente
los mismos que en las ondas de Poincaré, el CFL impuesto por las internas es mucho
menos restrictivo. Como referencia, en el citado ejemplo de Vreugdenhil [80], un mismo
esquema leap-frog 3D en una malla C lleva a una limitacién At < 400 (s) para las ondas
externas mientras que At < 6000 (s) para las internas.

Este mismo fenémeno se pone de manifiesto en modelos de Shallow-Water bicapa (por
ejemplo, Parés et al. [67]), donde la velocidad de las perturbaciones internas depende de
la gravedad reducida:

g =(1-2
P2

siendo p; las densidades caracteristicas de las respectivas capas. En el Estrecho de
Gibraltar, por ejemplo, (p1/p2) ® 1y ¢’ << g, lo que hace que la velocidad de las ondas
internas sea notablemente inferior a las externas.
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La estrategia principal para abordar el problema del CFL de las ondas de Poincaré es la
descomposicién del flujo en modo externo/modo interno. El modo externo (o componente
barotrdpica) viene descrito por las ecuaciones (0.29) promediadas en vertical junto con
(0.30):

Jgu+A-fkxu=-

ViiPa gVun—B — Q+ Ay,
- H'[ — - ’
Po (0.33)

donde, por simplificar la notacién, denotamos:

1
D(x) + n(x,t)

(u)(x, t);

u(x,t) =

A el promedio de los términos no lineales;

B el promedio del gradiente de densidad Vgp';

Q términos que incluyen las condiciones de arrastre en superficie y fondo.

Para obtener las ecuaciones del modo interno se define la velocidad total como la suma
de la velocidad promedio en vertical més las fluctuaciones:

u=d+u. (0.34)

Restando (0.33) de (0.29) se obtienen las ecuaciones para el modo interno (componente
baroclinica):

ou+(U-V)Iu—-A-fkxu=B- —q-VH(/n p dz) + vy Agu' + 1,021’ — Q.(0.35)
Po z

Obsérvese que la contribucién barotrépica del gradiente de presién queda en el sistema
(0.33), y por tanto las limitaciones de CFL, mientras que en el sistema (0.35) no quedan
contribuciones barotrdpicas explicitas. El sistema (0.33) debe ser resuelto con un paso de
tiempo corto, mientras que el sistema (0.35) serd resuelto con un paso que puede llegar a
ser 10 veces mayor. Finalmente, la velocidad global viene dada por (0.34).

Los campos T y S presentan una variacién lo suficientemente lenta como para no
requerir descomposicién y pueden ser calculados mediante un método explicito utilizando
el mismo paso de tiempo del modo interno. Sin embargo, son necesarias discretizaciones
en tiempo muy poco difusivas numéricamente para predecir correctamente los efectos
difusivos fisicos: difusién molecular y turbulenta.

Citemos por ultimo que se pueden utilizar discretizaciones temporales de tipo semi-
lagrangiano. Es el caso de Bermejo [11], que introduce también un fraccionamiento del
paso de tiempo en etapa convectiva y difusiva.
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0.2.3 La hipdétesis de techo rigido.

Una alternativa mds radical para evitar el CFL de las ondas de inercia-gravedad consiste
en asumir la hipdtesis de techo rigido (rigid-lid). Introducida por Bryan [20], consiste en
suponer que la velocidad vertical de la superficie libre es nula. Concretamente,

n=0 enwx]0,T[; u3=%+u-an=0 enTs. (0.36)
Esto provoca, de hecho, la eliminacién de las ondas de gravedad (aunque no las de
inercia) del sistema (0.33). El paso de tiempo puede ser entonces incrementado a cambio
de un modelado menos realista del flujo. Por ejemplo, esta hipétesis no puede ser aplicada
en sitaciones donde la contribucién de la marea sea esencial.
Las igualdades (0.36) corresponden a una solucién particular estacionaria de (0.30).
La ecuacién de continuidad (0.30) queda ahora como

Vg (u)y=0 enwx]|0,T]. (0.37)

Bryan utilizé (0.37) para introducir una funcién de corriente ¥(x,t) de forma que

(u) =Vgy enwx]0,T]. (0.38)

Recordemos que, en realidad, Bryan trabajé con coordenadas esféricas.
Incorporando (0.38) a (0.33) se obtiene una séla ecuacién para 1, que se complementa
con ecuaciones para la fluctuacién en torno a la media vertical, que ahora se escribe como

1 0
u'(x,2,t) = u(x, z,t) — a(x,t) = u(x, 2, t ———-——/ udz.
(6, 2,8) = ulx,2,8) = 60, 8) = ule 1) = gy [
El modelo numérico de Bryan tiene alin hoy numerosas aplicaciones en Oceanografia.
Destaquemos que la discretizacién espacial se lleva a cabo mediante Diferencias Finitas
de tipo B y el esquema temporal se basa en la técnica leap-frog.

0.3 Modelo reducido de Ecuaciones Primitivas.

0.3.1 Formulacién reducida del problema hidrostatico.

Introduciremos en el modelo a tratar en esta memoria ciertas simplificaciones en aras de un
tratamiento numérico mas cémodo. Concretamente, haremos uso de las aproximaciones
de Boussinesq e hidrostédtica y supondremos un océano sin estratificacién de densidad,
es decir, con p = pg y p' = 0. Esto permite desacoplar el célculo de Ty S de U y p.
Consideraremos posibles efectos de Ty S sélo a través de un término fuente f.

Ademds haremos uso de la hipétesis de techo rigido. De este modo, la variable 5
deja de ser una incégnita, lo que ademds de permitir un incremento del paso de tiempo,
simplifica la discretizacion espacial.
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Puesto que ahora la superficie es z = 0, integrando en vertical en (0.22)(b):

p(x, 2)

0
= p,(x) +/ gdz =ps(x) — gz
Po z

y obtenemos

Vup
Po

= vam

donde p; es una nueva variable definida en w que llamaremos presidn superficial.

Si ademds tenemos en cuenta la ecuacién de continuidad en caso de techo rigido
(0.37), el sistema (0.22) puede ser sustituido por un nuevo problema que retenga sélo
las incégnitas esenciales:

Hallar u: Q x [0,7] = R? y p, : w x [0,T] = R tales que

(@) Gu+(U-Viu—Apu+ fkxu+Vyp, = f enQx]0,T],
(b) Vg-{u) = 0 enwx]0,T], (0.39)
(c) u=0 enIx]0,T[, v,0,u = 7 enlx]0,T|, ’
(d) u(0) = up en
donde U = (u, us), con us : ! — R definida por
0
u3(x, z) =/ V- u(x,s)ds, (0.40)

y Ay = 1,02, + 1,02, 4+ .02, denota el operador laplaciano con viscosidad ansétropa,
siendo vy, 1y, v, > 0 los coeficientes de viscosidad turbulenta.

En cuanto a la velocidad vertical, obsérvese que:

e De (0.40) u3|r, = 0.

e La condicién Vg - (u) = 0 en w es equivalente a uz-n3 = 0 en I',. De hecho, puesto
que u = 0 en I', se tiene

Vi - (/_OD(X) u(x,z)dz) = /_OD(X) Vi -u(x,2)dz +u(x,-D(x)) - Vg D(x)

0
/ Vi u(x,z)dz.
—D(x)

Por tanto, uz(x, —D(x)) = Vg - (u)(x) = 0 para todo x € w. Esta equivalencia se
demuestra de modo riguroso en T. Chacén et al. [29].

Hagamos algunas precisiones sobre el papel jugado por las incégnitas en el nuevo
sistema reducido (0.39). La variable u es una variable de prondstico, es decir, estd afectada
por una derivada temporal y, por lo tanto, necesita datos iniciales. Por otro lado, las
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variables de diagndstico son aquellas que pueden ser determinadas en cada instante de
tiempo como funciones de las variables de prondstico. Entran en esta categoria p, (v por
tanto p) y us.

En particular, desde el punto de vista del Andlisis Matematico, la presién superficial
ps resulta ser el Multiplicador de Lagrange asociado a la condicién Vg - (u) = 0 en w.
Este hecho es explotado en [6, 55, 57], donde se utilizan Lemas de De Rham adaptados a
(0.39).

Numéricamente, sélo en ciertos casos actia p, como una verdadera variable de di-
agndstico. En efecto, éste es el caso en que la presién discreta pj, se computa como parte
del postproceso, tras haber calculado la velocidad discreta uy. Para ello, deben construirse
funciones de base de divergencia nula para la velocidad, y plantear un Método de Galerkin
puro. Esta técnica, aunque poco frecuente se utiliza en ([13, 40]).

En términos fisicos, aunque al introducir la hipétesis de techo rigido no se estd cal-
culando 7n explicitamente, no se estd despreciando el efecto del gradiente Vgn en las
ecuaciones del momento. De hecho, la presién superficial p; soportada por el techo rigido
puede ser relacionada con una sobreelevacidn virtual n. Madas aln, esta sobreelevacién
equivalente 1 puede ser extraida del modelo una vez conocida la profundidad en algin
punto de w y la presién atmosférica mediante su gradiente:

1
;;VH(pa +gn) = Vaps — Vun = g7 'V (pops — Pa),

luego

n =9 " (pops — pa) + f(t).

Citando a Deleersnijder [39]:

“En un contezto de aprozimacidn rigid-lid, la elevacidn superficial puede ser conside-
rada una funcion lineal de la presion actuando sobre el techo rigido situado al nivel de
referencia z = 0 de la superficie del océano.”

En cuanto a las velocidades calculadas con rigid-lid, se pueden dar por vélidas siempre
que la elevacién virtual 7 sea pequeria.

0.3.2 Dificultades del andlisis de las Ecuaciones Primitivas.

Las principales dificultades que presenta el andlisis matem4tico del problema (0.39) se
pueden resumir en

e Falta de regularidad del término convectivo.-

El término convectivo en (0.39) es més delicado de tratar que en el caso de Navier-
Stokes. En efecto, la velocidad vertical us es menos regular que la velocidad hori-
zontal (segin dicta la igualdad (0.40)), lo que hace que el término de conveccién
vertical u30,u sea menos regular que en las ecuaciones de Navier-Stokes.

Por ello, la formulacién débil de (0.39) requerird una regularidad aumentada de las
funciones test en velocidad v para definir apropiadamente [, (u30,u)v dxdz. Dicha
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formulacién resultard entonces no hilbertiana. Ello dificulta tanto la existencia de
solucién fuerte global como la unicidad de solucién débil.

e Tratamiento especifico de la presién superficial.-

Otro punto que convierte el sistema (0.39) en un problema no estandar es la defini-
ci6n de la presién unicamente en superficie, junto con la condicién de incompresibili-
dad no local (0.39)(b) (obsérvese que la divergencia afecta a un campo promediado).
Tanto si la existencia de solucién para p, se demuestra mediante un lema de tipo De
Rham como mediante una condicién inf-sup, ambos resultados deben ser adaptados
a este marco. Ademads, la pérdida de regularidad del término convectivo repercutirs
(salvo que se asuma la existencia de talud) en una pérdida de regularidad de la
variable p;.

e Falta de regularidad del dominio.-

El dominio {2 que manejamos no es de clase C! (ya que aparecen picos entre Iy y
['y). Esta falta de regularidad limita la obtencién de ciertos resultados tedricos (por
ejemplo, los referentes a unicidad y regularidad de solucién).

Cualquier aproximacién de Galerkin de (0.39) debe afrontar la contrapartida discreta
de estas dificultades. En particular, si se trabaja con una Formulacién Mixta serd necesario
abordar los siguientes obstdculos:

e Obtencion de desigualdades inf-sup discretas especificas.-

El anélisis de estabilidad de la presién pasa por la obtencién de condiciones inf-sup
discretas. Es en este punto donde confluyen las dificultades antes citadas. En efec-
to, en estas desigualdades debe tenerse en cuenta el cardcter bidimensional de la
presion y la condicién de incompresibilidad no local para las velocidades. Ademds,
en conexién con la formulacién no hilbertiana del problema continuo, debemos uti-
lizar normas L™ para la presién y W' para la velocidad, siendo r, 7' exponentes
conjugados y r € (1, 2].

Por otro lado, en el caso de que aproximemos el dominio original  por subdomin-

ios §2, con talud, deberemos estudiar el comportamiento de la desigualdad inf-sup
cuando dicho talud tiende a 0.

e Inestabilidad por conveccién dominante.-

Otra restriccién de estabilidad puede darse en éstos métodos a causa de la conveccién
dominante. El sintoma es la aparicién de oscilaciones espiireas en la velocidad
obtenida por el Método de Galerkin. Dichas oscilaciones desaparecen para mallas
suficientemente finas, llevando al incremento de coste computacional.

La reduccién de este coste cabe ser afrontada mediante la introduccién de Métodos
Estabilizados. Dichos métodos reemplazan la formulacién débil estdndar de los
Métodos Mixtos por formulaciones aumentadas ad hoc, con el propdsito de estabi-
lizar la discretizacion.
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El andlisis de estos métodos se habfa centrado hasta ahora en las Ecuaciones de
transporte-difusién, Stokes y Navier-Stokes, fundamentalmente para el caso esta-
cionario (ver el apartado Métodos Estabilizados de la Seccién 0.3.3 para més
detalles). Los trabajos de Chacén Rebollo [27] y Chacén Rebollo y Dominguez Del-
gado [28] muestran que algunos de estos métodos pueden ser analizados en paralelo
a los Mixtos gracias al concepto de condensacién estitica en Espacios de Burbujas
(Cf. Baiocchi et al. [8]). Esta técnica se basa fuertemente en que la formulacién del
problema es hilbertiana y los espacios de discretizacién afin-equivalentes.

Se plantea la dificultad de extender esta técnica a las Ecuaciones Primitivas, donde
la formulacién del problema ya no es hilbertiana, y, en nuestro caso, los Elementos
Finitos a utilizar isoparamétricos. Nos proponemos ademds abordar el caso evolu-
tivo.

e Tratamiento de las orillas.-

Como se observé en el apartado 0.2.1, en un contexto de Elementos Finitos lo
habitual es el uso de prismas de base triangular o rectangular. En tal caso, es
preceptiva la inclusién de un talud artificial en las orillas para que los elementos
prisméticos no degeneren en el borde. Se plantea entonces el problema de dar una
justificacién matematica rigurosa del uso de un talud artificial. Dicho de otro modo,
;si el talud artificial introducido en el dominio tiende a 0 cuando el pardmetro de
discretizacidn h tiende a cero, convergen las soluciones discretas a la solucién exacta
en el dominio original sin talud?.

0.3.3 Algunos resultados previos.

Problema Estacionario.-

Introduzcamos los espacios

Hy(Q) = {v e H'(Q); v[r, = 0},
H(0;,w) = {p € L*(Q), 8,9 € L*(Q)},
Hy(0;,w) = {¢ € H(D,,w); ¢ns|on =0}, (0.41)
L5 (w) = {gs : w = R medible, [, D(x)|g;(x)|"dx < oo},
po(w) = Lp(w)/R.

En el trabajo de T. Chacén y F. Guillén [30], se hace un anilisis de existencia de
solucién de las ecuaciones (0.39) estacionarias mediante una aproximacioén interna por El-
ementos Finitos tetraédricos. Este tipo de elemento permite prescindir de la introduccién
de un talud artificial en dw. El citado andlisis proporciona al mismo tiempo un resultado
de estabilidad y convergencia de la formulacién utilizada, concretamente de tipo Mixto
en velocidad-presién. La construccién del par de velocidad-presién (up, psn) se hace como
sigue: se parte del clasico IP;— iso Py / IP; para la velocidad Uy, y la presién hidrostética
Pr en la malla de tetraedros 3D. Dicho par de espacios cumple la condicién inf-sup discreta
3D en todo el dominio y en norma L™, 1 < r < oo.
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Seguidamante, se retienen las componentes horizontales de las velocidades y las pre-
siones discretas que no dependen de z. Si los respectivos espacios se denotan como X, y
M, se demuestra

q avH' v
HQShHL’b’O(w) < ﬁ sup ( sh < h))w

, Vg € Mg, V1<r<oo. (0.42)
VhEX, ”Vh“WIvT’(Q)2

El Teorema que demuestran los autores proporciona la existencia de una solucién
(u,p,) € [HH(Q)]" x LY5(w).

Un resultado equivalente se obtiene en Besson y Laydi [10], en este caso mediante un
andlisis asintético al pasar al limite e — 0 en la versién estacionaria de (0.22)(a)-(b). Para
ello, es fundamental asumir

- &, T=etp, T0=0(1).
Vh

También para el problema (0.22)(a)-(b) estacionario, pero en el caso lineal (Stokes
hidrostdtico), se encuentra en Azérad [5] el andlisis numérico de una aproximacién mixta.
Se supone la existencia de talud y condiciones Dirichlet homogéneas en toda la frontera.
A continuacién, resumimos los principales aspectos de este anlisis:

Tomemos un mallado 75, de 2 por Elementos Prismaticos de base triangular y denote-
mos (X, %) las coordenadas en el prisma de referencia K. Supondremos que cada elemento
K € Ty es el transformado de K por una aplicacién de P, (X) @ P, (Z).

Consideremos el espacio de velocidades horizontales

Vi = {6 € COD* N HYQ? VK € Topa, dlx € (P1(%) ® Py (2))°}
y verticales

e

Wi ={x € C(Q) N Hy(8:,Q) |V K € T, x|x € P1(%) @ P1(3)} . (0.43)

Para la presién no se pide la continuidad global, sélo la continuidad en las interfases
verticales de los prismas:

Py = {¢ € L2(Q)|VK € Ty, 1/7!} € IP;(%x) ® Py(2) y ¢ continua en las interfases verticales} :
(0.44)
La distribucién de grados de libertad para la velocidad y la presién del llamado Ele-
mento Finito Hidrostdtico es la que se expone en la Figura 3.

Dicho par cumple dos condiciones sobre las que recae el analisis de estabilidad. Bajo
las hipétesis: 1) la malla prismdatica es regular y 2) satisface la hipdtesis inversa vertical

hmax

donde hpin (resp. hpmga) designa la menor (resp. la mayor) arista vertical de los
elementos de la malla, se tiene
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e © Nodos de velocidad horizontal

(O Nodos de velocidad vertical

J  Nodos de presion

Figura 3: Distribucidn de nodos del Elemento Finito Hidrostdtico de Azérad y Besson [5].

e La desigualdad inf-sup: Existe una constante C) independiente de & tal que

“ph“o,n <Gy sup (V : (Vh’wSh)’ph)n

Vo, € P,. (045)
(Vi ,w3s )EVyE x Wy —{0} [(Vh, w3h)ll,n

e La desigualdad hidrostdtica: Existe una constante C, independiente de h tal que

3,Van,
Haz’l)g'h“o’g S Cz sup (—{-M V’U3h € Wh.

awer—(0}  |lanllog

Se prueban también estimaciones de error para este par: si la solucién del problema
continuo satisface u € H3(Q)?, us, d,us € H2(Q), p € H?(Q) se tiene

Ju — wpli,q + ||0:us — yusmlloe + ||p — Prllo,a = O(h).

En cuanto a resultados de regularidad fuerte, citemos los resultados de M. Ziane
[81, 82] para el problema de Stokes hidrostatico en caso de talud. En ellos se demuestra,
bajo ciertas condiciones de regularidad de los datos y condiciones de contorno mixtas de
tipo Dirichlet-Neumann, que la tnica solucién del problema de Stokes hidrostético es de
clase H? para la velocidad y H* para la presién. El hecho de que el dominio no sea de
clase C! es importante cuando coinciden condiciones de tipo Dirichlet con condiciones
de tipo Neumann en las intersecciones de I'y, I'; y ', (como se muestra en la Figura 2,
dichas intersecciones dan lugar a esquinas). En ese caso, para obtener regularidad para
la velocidad de tipo H? en espacio se impone que el 4ngulo de las esquinas sea 7/2 .

Finalmente, en la tesis de M.A. Rodriguez Bellido [60] se demuestra la existencia y uni-
cidad de solucién fuerte (u,p,) € [H2(Q)]> x H'(Q) para el problema (0.39) estacionario
bajo hipétesis de pequenez sobre los datos.

Problema Evolutivo.-

Usando una técnica similar a la usada para las ecuaciones de Navier-Stokes, Lions, Temam
y Wang obtienen en [57] un resultado de existencia de solucién débil global en tiempo
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para el sistema (0.39). En concreto, se supone la existencia de talud y una velocidad
inicial up € [L2(Q)), y se obtiene la existencia de

ue L®(0,T; [L2(Q)]2) N L*(0, T; [Hl(Q)}z), ps € L*(0,T; H *(w)) VYT > 0.

En las mismas condiciones, Lewandowsky [55] obtiene una solucién débil global en
tiempo

u € L*(0,T; [L3(Q)]°) N L2(0, T; [HY(Q)]), ps € D'((0, T); W-12(w)) VT > 0.

Para salvar el escollo que supone la falta de regularidad del operador de conveccién,
Lewandowski introduce el truncamiento del operador de conveccién, regularizando el pro-
blema.

En la Tesis de P. Azérad (5] se obtienen para la versién linealizada de (0.22)(a)-(b)
(con velocidad de conveccién dada), resultados de continuidad de la solucién respecto de
los datos iniciales y unicidad de solucién. Concretamente, se demuestra que cuando la
velocidad de conveccién estd en L*(0,T; <), entonces existe una solucién
(U,P) € L*(0,T; HX(Q) x HL(Q) x H(8,;Q)) x W=L=(0,T; L*(Q)).

Para el caso del problema de evolucién no lineal, P. Azérad y F. Guillén [6] usan
un argumento asintético (similar al de Besson y Laydi [10] en el caso estacionario) para
justificar el modelo y ademds obtener existencia de solucién débil
(U,P) € L*(0,T; HL() x HL() x Hp(0,;9)) x W~L=(0,T; L¥?(Q)) en ausencia de
talud.

En la tesis de M.A. Rodriguez Bellido [60] se introduce un nuevo tipo de estimaciones
(llamadas estimaciones anisétropas) que permite obtener resultados de regularidad
fuerte para el sistema (0.39). En concreto, se obtiene existencia de solucién fuerte global
en tiempo para datos pequenos. Por solucién fuerte entendemos

ue L°(0,T; [H'(@)])) n 120, T; [FX@)]),  du € L2(0,T; [L3(@)]).

Para datos cualesquiera se obtiene existencia de solucién fuerte local en tiempo (para
tiempos pequerios).

Se dan resultados de unicidad de solucién débil en los casos 2D y 3D siempre que
exista al menos una solucién débil con determinada regularidad adicional, verificada en
particular si la solucién es fuerte. Esta es la denominada unicidad débil/fuerte.

Se demuestra ademds un resultado de convergencia cuando el tiempo tiende a infinito
(bajo determinadas condiciones sobre las fuerzas externas y la tensién del viento en super-
ficie) de la solucién del problema de Ecuaciones Primitivas de evolucién hacia la solucién
del problema de Ecuaciones Primitivas estacionario.

Por ultimo, citar que se estudia la obtencién y estudio de un modelo de Ecuaciones
Primitivas con condiciones de tipo friccién en el fondo.

Métodos Estabilizados.-

Como ya indicamos en el apartado 0.3.2, la resolucién numérica de flujos incompre-
sibles por el Método de Elementos Finitos puede presentar oscilaciones espireas para la
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presién y/o la velocidad debido, respectivamente, a la restriccién de incompresibilidad y a
una posible conveccién dominante. Los Métodos Mixtos pueden estabilizar la primera de
estas restricciones, supuesto que el par de espacios discretos de velocidad-presién satisfaga,
la condicién inf-sup (Cf. Brezzi y Fortin [18]). La segunda restriccién sélo es abordable
para mallas muy finas.

Los Métodos Estabilizados afrontan ambas fuentes de inestabilidad para una amplia
gama de espacios de discretizacién (en particular, para pares de espacios discretos que
no satisfacen condicién inf-sup) y sin restricciones en la talla de la malla. Esencialmente,
estos métodos consisten en la adicién de un término estabilizante a la formulacién Galerkin
original del problema. Excepto para variantes muy concretas (como la usada en los
Capitulos 2 y 4), este término puede ser escrito como

> Tk /K R(Un|x)P(Valx) dx dz,

KeT,

donde R(Up|k) es el residuo de la ecuacion diferencial a resolver, P(V,|x) es un cierto
operador aplicado a la funcién test V, y 7x¢ > 0 son coeficientes que, eventualmente,
pueden depender de Uy|x. La eleccién de P y 7 > 0 determina cada método.

El primero de tales esquemas, conocido como SUPG (Streamline-Upwind Petrov-
Galerkin), fue introducido en Brooks y Hughes [19] para discretizaciones afines de la ve-
locidad y la presion. También para estas discretizaciones se introdujo el Método de Brezzi
y Pitkdranta [17]. Posteriormente, aparecieron generalizaciones para interpolaciones de
mayor orden en el contexto de las ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes. Destacamos el
GaLS (Galerkin Least-Squares) introducido en Hughes et al. [50] y Hughes y Franca [51],
y el AdS (Adjoint Stabilized) (Cf. Douglas y Wang [41]).

Histéricamente, estos métodos han sido objeto de un anélisis especifico, diferente del
de los Métodos Mixtos. En concreto, los argumentos usados se apoyaban fuertemente en
la regularidad a trozos de las funciones de base empleadas en Elementos Finitos, lo que
permite el uso de desigualdades inversas del tipo

IVxllor < QA7 x0T

Basdndose en esta desigualdad y argumentos de dualidad, Brezzi y Douglas [16] llevan
a cabo un andlisis de error para GaLS en el caso de la ecuaciones de Stokes. Este analisis
se generaliza en Franca y Stenberg [46] para GaLS y AdS, anélisis que se resume en Franca,
et al. [45]. '

Posteriormente, Tobiska y Verfiirth {84] desarrollan una anilisis de estabilidad y con-
vergencia para SUPG, GaLS y AdS para Navier-Stokes. Se analiza también la expresion de
los coeficientes de estabilidad. Tanto en este trabajo como en los anteriores, la expresién
de los coeficientes 7 es independiente de Uy|k.

Otra via de analisis viene sugerida por la relacién con los Métodos Mixtos. El camino
se abre en Brezzi et al. [15] relacionando el método SUPG con el uso de funciones burbuja
para estabilizar discretizaciones lineales de las ecuaciones de transporte-difusién.

Posteriormente, Franca y Frey [44] relacionan la discretizacién Galerkin mediante el
mini-elemento (Cf. Arnold et al. [4]) con el método SUPG, en este caso para las ecuaciones
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de Oseen. Esta equivalencia se entiende en el sentido de que ambos métodos dan lugar
a la misma formulacién si los grados de libertad asociados a las burbujas se eliminan
mediante condensacion estdtica.

Este resultado se formaliza en un marco abstracto en Baiocchi et al. [8], donde se
muestra la equivalencia entre métodos de tipo GaLS y métodos de Galerkin con burbujas.
Concretamente, existe una equivalencia entre coeficientes de estabilizacién 75 para el
GaLS y un conjunto de burbujas virtuales para el método de Galerkin, sin limitaciones
en el grado de interpolacién. Ello sugiere, por un lado, una via de andlisis de estabilidad
y convergencia para una amplia gama de métodos ya establecidos y, por otro, una via
de disefio de nuevos métodos mediante la condensacién estética de burbujas disefiadas ad
hoc.

La primera de estas aplicaciones se explota en los trabajos de Chacén Rebollo [27] y
Chacén Rebollo y Dominguez Delgado [28].

En [27] se analiza de forma unificada la estabilidad del SUPG (generalizado a in-
terpolaciones de alto orden), GaLS y AdS para las ecuaciones de Oseen, a partir de
una condicién inf-sup discreta subyacente entre los espacios de velocidad+burbujas vir-
tuales y presién. La convergencia de dichos métodos se prueba cémodamente usando las
propiedades de los espacios de burbujas. Se recogen adem4s aplicaciones de esta técnica
a Métodos Espectrales y Ecuaciones Primitivas.

Finalmente, en [28] se extiende el estudio de estabilidad y convergencia de [27] al caso
Navier-Stokes con coeficientes de estabilizacién no lineales i = 7 (U}).

0.4 Contenido de la memoria.

El propésito del presente trabajo es el analisis y resolucién numérica del sistema (0.39)
mediante Métodos de Elementos Finitos Mixtos y Estabilizados. En particular, para al-
gunos de éstos métodos de coste computacional reducido, incluimos la validacién mediante
tests numeéricos. A continuacién, exponemos los resultados originales obtenidos.

e Capitulo 1.- Caso estacionario: Métodos Mixtos.

Tratamos en este caso la versién estacionaria de (0.39):

(@) (U-V)u-Apu+fkxu+Vgp, = f enQ,
(b) Vg-(u = 0 enuw, (0.46)
(c) u=0enly, v,0,u = 7 enl,.

donde U = (u, u3), con u3 : 2 — R, viene definida por (0.40).

En este Capitulo analizamos la discretizacién de (0.46) mediante Métodos Mixtos.
En concreto, bajo hipétesis bastante generales sobre los espacios de discretizacién,
damos un resultado de estabilidad y convergencia de una subsucesién de soluciones
aproximadas a la solucién de (0.46). Dicha convergencia se entiende en sentido débil

en los espacios H} () x L‘;’)/f)(w).
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Para afrontar la restriccién de estabilidad impuesta por la incompresibilidad del
flujo, proponemos dos pares de espacios aptos para la Discretizacién Mixta de (0.46).
Asumiendo la hipétesis de existencia de talud, la dificultad asociada a los irregu-
laridad del fondo se solventa de forma natural con el uso de Elementos Finitos
Prisméticos Isoparamétricos siguiendo las superficies iso-o. De este modo, no es
necesario aplicar la transformacién o al Sistema (0.46).

El primero estd basado en el par introducido en Azérad [5] para el sistema (0.22).
Basta retener las componentes horizontales de las velocidades y las presiones disc-
retas que no dependen de z para obtener un par IP; ® IP;— iso IP, ® P 3D para la
velocidad y IP; 2D para la presién superficial. La condicién inf-sup se deduce de la
probada en [5] para el par original.

Puesto que uno de los objetivos generales de este trabajo es el disefio de métodos
de complejidad computacional reducida, nos planteamos introducir un par estable y
mas econémico que el anterior. Para ello, adaptamos el par IP;-burbuja en velocidad,
IP; en presién (Cf. Arnold et al. [4]) a nuestro marco funcional. En concreto,
consideramos Unicamente componentes horizontales de las velocidades y presiones
discretas independientes de z.

Bajo hipétesis bastante generales sobre los espacios de discretizacién, damos un re-
sultado de estabilidad y convergencia de una subsucesién de soluciones aproximadas
a la solucién de (0.46).

Ademds, damos una justificacién matemadtica rigurosa del uso de un talud artificial
como técnica orientada a la computacién. En concreto, probamos convergencia de
las soluciones discretas a la solucién exacta en el dominio original sin talud cuando
el talud artificial introducido en el dominio tiende a 0.

Capitulo 2.- Caso estacionario: Método Estabilizado Término a Término.

La adicién de nodos extra en velocidad propia de los Métodos Mixtos puede au-
mentar extraordinariamente la cantidad de grados de libertad, dada la naturaleza
tridimensional de la velocidad.

Concretamente, en este Capitulo tratamos las restricciones de estabilidad debidas a
incompresibilidad y conveccién dominante mediante un método penalizado término
a término, que permite una interpolacién IP; ® IP; para la velocidad y IP; 2D para
la presién. Esto permite una reduccién de incégnitas del orden de 9 a 1 frente al
par de Azérad [5].

También extendemos la técnica de andlisis para Métodos Estabilizados introducida
en Chacén Rebollo [27] para deducir la estabilidad, convergencia y estimaciones
de error de nuestro esquema numérico. Esta prueba tiene un interés intrinseco,
al requerir ciertas extensiones no triviales de [27]. En particular, deducimos la
estructura de los términos estabilizantes para conveccién y presién, y probamos una
condicién inf-sup especifica para nuestros Elementos Finitos Prismaticos.

Este capitulo, junto con los tests numéricos correspondientes (Capitulo 5) constituye
la prepublicacién [31].
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e Capitulo 3.- Caso estacionario: Métodos Estabilizados Consistentes.

La principal desventaja del Método Estabilizado Término a Término es la limitacién
de precisién que impone su caricter de Método de Penalizacién. Esto hace inttil
aumentar el grado de interpolacién, pues la falta de consistencia fuerte del método
(en el sentido de que la solucién exacta no verifica la formulacién discreta) limita la
precisién al primer orden para velocidad y presién.

Por Métodos Estabilizados Consistentes designamos aquellos en los que el término
estabilizante se construye ponderando el residuo completo:

Z TK/KR(uhIKaphIK)'P(VhIK,thK) dXdZ,

KeT,
con

R(uhlx,pth) = (Uh . V)uh — Ayuh + fk X uy + Vth —f.

Por definicién, estos métodos son consistentes y otorgan una mayor precisién al
calculo.

La principal dificultad en su andlisis estriba en la confeccién de una desigualdad inf-
sup especifica. En efecto, la falta de regularidad en (0.46) de la derivada convectiva
y el hecho de que el término de estabilizacién incluya a la vez conveccién y gradiente
de presién impiden usar la condicién inf-sup del Capitulo 2 para estimar uniforme-
mente las presiones discretas. Esto fuerza a asumir simplificaciones en el modelo
que permitan regularizar la derivada convectiva. Concretamente, supondremos la
velocidad de conveccién dada, con regularidad Wt3(Q) x W13(Q) x L3(Q), en lu-
gar de la regularidad H!'(Q) x H}(Q) x L*(Q) habitual, con lo que se analiza un
problema lineal con formulacién variacional hilbertiana.

Demostramos la existencia y unicidad de solucién del problema discreto,Qasi como
convergencia fuerte a una solucién del problema continuo en norma [H} (Q)]" x L?(w).

Capitulo 4.- Caso evolutivo: Aproximacién en espacio-tiempo.

En este Capitulo estudiamos un esquema espacio-temporal destinado a la resolucién
numérica de (0.39). Mds concretamente, combinamos el método introducido en el
Capitulo 2 para aproximar el modelo estacionario con un esquema de Euler semi-
implicito en tiempo.

Se muestra en la Seccién 4.5 que dicho esquema es incondicionalmente estable. Las
estimaciones de energia son suficientes para pasar al limite s6lo en el pardmetro de
discretizacién espacial h, recuperando una semi-discretizacién en tiempo genuina de
las ecuaciones originales. En una segunda etapa se toma limite en el paso de tiempo.

Finalmente, se analiza el caso lineal. En este caso, es posible estimar directamente
la sucesién {pn at} hAD lo que simplifica notablemente el anélisis.

Este capitulo, junto con los tests numéricos correspondientes (Capitulo 5) constituye
la prepublicacién [32].



0.4. Contenido de la memoria. 41

e Capitulo 5.- Resultados Numeéricos.

Este Capitulo recoge tests numéricos relativos a los métodos analizados en los
Capitulos 2 y 4. La programacién e implantacién efectiva se realizé mediante un
cédigo F77/C++ usando los medios informéticos del Departamento de Ecuaciones
Diferenciales y Andlisis Numérico de la Universidad de Sevilla.

La intencién es contrastar ciertos aspectos de especial interés del andlisis numérico
llevado a cabo y comprobar que el cédigo simula correctamente ciertos efectos pre-
vistos por la teoria clésica de flujos geofisicos.

Entre los tests de caricter cuantitativo, figuran:

el comportamiento de la norma L3(w) de la presién superficial en dominios con
talud artificial tendiendo a 0;

— el estudio de la velocidad vertical residual en el fondo I'y cuando A — 0;
— la descripcién de la capa de Ekmann en casos simples;

— la medicién de la frecuencia de inercia en flujos evolutivos.

En los tests de cardcter cualitativo se muestra la validez de los EF Prisméticos
Estabilizados para reproducir efectos relevantes 3D como la generacién de efectos
de afloramiento e inmersién provocados por la interaccién entre viento y fuerza de
Coriolis.



Capitulo 1

Caso estacionario: Métodos Mixtos.

1.1 Introduccion

En este Capitulo desarrollamos y analizamos la discretizacién de las Ecuaciones Primi-
tivas Estacionarias (0.46) mediante Métodos Mixtos construidos con Elementos Finitos
Prisméticos.

Comenzamos formulando débilmente las ecuaciones (0.46). A continuacién, se intro-
ducen pares de espacios capaces de afrontar la restriccién de estabilidad impuesta por la
incompresibilidad del flujo y las condiciones de contorno sobre us. El primero est4 basado
en el cldsico Elemento de Taylor-Hood. También puede ser obtenido a partir del elemento
hidrostético de Azérad [5] sin mds que retener las componentes horizontales de las veloci-
dades y las presiones discretas independientes de 2. Su estabilidad se demuestra a partir
de (0.45) del mismo modo: reteniendo las componentes horizontales de las velocidades y
las presiones discretas independientes de z.

Puesto que uno de los objetivos generales de este trabajo es el disefio de métodos
de complejidad computacional reducida, nos planteamos introducir un par estable y mds
econdmico que el anterior. Para ello, adaptamos el par IP;-burbuja en velocidad, IP; en
presién (Cf. Arnold et al. [4]) a nuestro marco funcional. En concreto, consideramos
Unicamente componentes horizontales de las velocidades y presiones discretas indepen-
dientes de z.

Bajo hipétesis bastante generales sobre los espacios de discretizacién, damos un re-
sultado de estabilidad y convergencia de una subsucesién de soluciones aproximadas a la
solucién de (0.46). Buscaremos una presién con regularidad L3/2. En efecto, la falta de
regularidad del operador de conveccién combinado con el hecho D|s, = 0 fuerza a el uso
de desigualdades inf-sup generalizadas en espacios L*({2) x W@ conl<a<2y
a~! + (a/)7! = 1. Probamos que este resultado se aplica a los dos pares de elementos
introducidos.

Por 1ltimo, damos una justificacién matematica rigurosa del uso de un talud artificial
como técnica orientada a la computacién, puesto que el talud artificial introducido en el
dominio tiende a 0 cuando el pardmetro de discretizacién A tiende a cero.

43



44 Capitulo - 1. Caso estacionario: Métodos Mixtos.

1.2 Formulacion débil del problema estacionario

Consideraremos en este Capitulo un dominio acotado 2 C R? descrito por

Q= {(x, z) €R% x=(z,y) €w, —D(x) < z < O}, (1.1)

donde w es un abierto acotado conexo de R? y D : @ — IR, es la funcién profundidad.
Por razones técnicas, supondremos que D es C' a trozos en . En particular, se tiene
D € Wh*(@). La funcién D puede anularse parcial o totalmente en Ow; en tal caso,
pedimos que el gradiente no se anule en el borde para que 902 sea Lipschitz-continua.

Una formulacién débil del Problema (0.46) pasa por formular variacionalmente en
primer lugar la versién estacionaria de (0.22)(a)-(b) con las respectivas condiciones de
contorno. Denotemos

P(x,2) = p____(x, ?) +gz.

Po
Se trata entonces de hallar U: Q — R® y P: Q — R tales que

((a) (U-V)u—Apu+ fut+VgP=f en
(b) 0.P=0 en
(c) V-U=0 en (1.2)
(d) u3 =0, v,0,bu=71 en Iy

L (e) u=0,u3n3=0 en [}

Supongamos que U € (C?(Q2))® y P € C*(Q) son soluciones regulares del problema.
Asimismo, sea 7 € C'(T;) y

V = (v,v3) = (v, v2,v3) € (C}(Q))}, qe€C°(Q)

tales que
U3|rs = 07 VlFb =0.

Si multiplicamos
e (1.2)(a) por v
e (1.2)(b) por v3
e (1.2)(c) por g
e integramos en {2 podemos realizar las siguientes integraciones por partes:

e GraciasaV-U=0,U-n|r, =0:

/Q(U-Vu)v= —/Q(V'U)(u-v)—/Q(U-Vv)u-*- [ (u-v)(U-n) = —/Q(U-Vv)u.
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e Graciasa v|p, =0 n|r, =(0,0,1), d.ulp, = v 7

—/QAVU‘V:/QVVUIVVV_/BQV'((VVU)H)Z/QVI/UIVVV—/ TV.

S

e Por v|r, = nglr, = 0:

/QVHP-v=—/QP(VH.VH/@QP(v-)nHz—/va-v.

e Por vsnglan = 0:

/QGZP cU3 = —/QPazvg + /an Pusnz = ——/QPc'?zvg.

Por tanto

’ (a) —/Q(U-Vv)u-l-/nvyuzvyv+

+ — . o .
f/qu /QP(VHV) /va+/s‘rv
) (1.3)
(b) /QBszg = O

| (©) [V = 0

Consideremos

C = {v € C*(Q) tal que v = 0 en un entorno de I‘b} .

Introduzcamos los espacios:

Hy(Q2) = {v e H(Q); vlr, = 0},
H(3,,0) = {p € L¥(Q), 8,0 € L?(Q)},
Ho(az,Q) = {¢ € H(azyﬂ); ¢n3|89 = 0}7

H3(8Z,Q) = {90 € LS(Q); 0. € LS(Q)}1 (1.4)
30:,9Q) = {9 € H¥9,,9); ¢nslaq =0},

(w) = {gs : w = R medible, [, D(x)|gs(x)|"dx < oo},

Lpo(w) = Lp(w)/R.

Consideremos un exponente 1 < r < oo y su conjugado ' (1/r+1/r' = 1), y definamos
los espacios

ns

Wi (Q) = {v e W (Q); vle, = 0 W () = [Wr(@)]
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En particular H}(Q) = W,*(). Dado un espacio V, denotaremos V = V2. Asi,
H;(Q) = Hy(Q)?, HyH(Q) = ([Hy ()])?, ete.

Notemos que la clausura de C{° en norma W (Q) coincide con W, (Q).

Los espacios L (w) y L o(w) son espacios de Banach dotados respectivamente de las
normas

1/r
el = ([ DO laboldx) ",y laslay, = inf lla +

Utilizaremos la siguiente notacién abreviada para las normas:

Ly

e =1 lwiry [-he=1l2a, lIlloa=1" @),

tanto para espacios escalares como vectoriales. Més aun, denotamos (-, )q la dualidad
L"(Q) « L"(Q). Usaremos notaciones similares para espacios de Sobolev definidos en
cualquier otro dominio.

Estas notaciones serdn vélidas a lo largo de toda la memoria.

Para formular débilmente el sistema (1.3) consideramos u € H}(Q) por analogia con
las Ecuaciones de Navier-Stokes. La igualdad 0,u3 = —Vy -u y la condicién de contorno
(1.2)(e) indican en este caso uz € Hy(d,,{). Por tanto uz sélo pertenece a L*(Q), en
lugar de la regularidad H!(Q).

La formulacién débil (1.3) requerird entonces una regularidad aumentada de las fun-

ciones test en velocidad v con respecto a u para definir apropiadamente / (uzd,u)vdxdz.
Q

Este punto se formaliza en el Lema (Cf. [30]):

Lema 1.1 Sea W = (w,, wy, w3) una funcion medible en Q, tal que

w = (w1)w2) € HI(Q)7 W]pb =0,
0 (1.5)
wz(x,2) = / V- w(x,s)ds, way., =0, ws - N3y, = 0.
Entonces, Vu € HL(Q), (W -V)u e W;1’3/2(Q), definida como
(W V)u,v) = ——/Q(W V)v-udxdz, VveWS(Q). (1.6)
Ademds, ezxiste una constante positiva C = C(Q2) > 0 tal que
(W - V)ull-13/20 £ C|wlialulio.m (1.7)

La eleccién v € W,(Q) determina, a priori, que se debe buscar P € Lg/ %(Q) para
dotar de sentido la integral [, P(Vg -v) en (1.3)(a).

Finalmente, (1.3)(c) indica que se debe tomar g € L%(Q2). Por tanto, el sistema (1.3)
sigue teniendo sentido para

u€ HNQ), us € Hy(8,,Q), PelL¥*Q), veW(Q), v;eH0,9), qe L Q).

Como se hizo formalmente en el apartado 0.3.1, es posible realizar una reduccién de
la incégnita us, el sistema (1.3). Concretamente, se demuestra en [29]:
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Lema 1.2 Dada u € H(R), eziste una velocidad vertical us € L*(Q) tal que

V.(uuz) =0en, wuzlr,=0yus n.r, =0

sty solo si

0
uz(x,2) = / Vi -u(x,s)ds en €, (1.8)

V-(w=0 enw. (1.9)

Restringiéndonos a las presiones P € LY?(Q) y ¢ € L2(Q) independientes de z. obte-
nemos (0.46):

Hallar u: Q — R? y p, : w — IR tales que

(@) (U-V)u—Apu+ fult+Vgps = f en
(b) Vg-{u) = 0 enw, (1.10)
(c) u=0enl,, v,0,u = 7T enlj,

donde U = (u,u3), estando uz : Q@ — R, definida por
: 0
us(x, 2) =/ Vi -u(x,s)ds. (1.11)
El siguiente resultado es necesario para la formulacién débil de este problema:

Lema 1.3 Sea 2 < o/ < +00 y a el ezponente conjugado de o. Entonces, se verifican
las propiedades:

i) Dado v € W} (Q) arbitrario, (v) € Wb (w) y

() |1 < DI ¥ |10 0 (1.12)
ii) Para todo v € Wy (Q), Vi - (v) € L o (w)
|V - (V)”La' (W) < Ivll,a’,ﬂ' (1.13)
/D)’ ~1

i4t) Para todos v € W;""I(Q), g€ LY(w):

L Vi (v) qdx < |[V]saallglzs -
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Demostracién.-

i) Consideremos en principio w € [C°(Q)]°. Entonces

Oz (W)(x) = (0,w)(x)+ 0;D(x) w(x, —D(x)) = (8, w)(x), (1.14)

puesto que w|p, = 0, lo que anula w(x, —D(x)). Gracias a la desigualdad de Hélder:

0
o, (w)|%., :// o, wdz|” d
louwliy = [1f oawast? ix

< /w(/-OD(X) |0, w|¥ dz)(/_OD(x) 1dz)*/* dx

< IDIZE) N0:wlis

e (1.15)

La derivada parcial d,(w) se acota de la misma forma. Puesto que w = 0 en un
entorno de Iy, (W) = 0 en un entorno de dw. Se sigue entonces el apartado i) para
funciones regulares.

Para v € Wy (), se razona del siguiente modo:

e En primer lugar, de v,8,v € L () se tiene que (v) y (8,v) pertenecen a L% (w).

e En principio, sélo sabemos 8,(v) € [D'(Q)]°. Usando la densidad del subespacio
[C22(Q)]? en WL () se prueba la igualdad (1.14) para v:

Oz (v)(x) = (0, v)(x) e.ct.x € w. (1.16)

En particular, se tiene 8,(v) € L (w) (y 9,(v) € L¥(w) de forma aniloga). Por
tanto (v) € Whe' (w).

¢ De la igualdad (1.16) se tiene (1.15) para v de forma idéntica a como se hizo para
w. En particular, se tiene

(V) = (Wadlrwrw < DN IVEY = VaWall Lo s

para cualquier sucesién de aproximantes {w,} . C [C5°(Q)]* de v. Puesto que
{{(Wn)}en C Wi (w), y este tltimo espacio es completo, se tiene (v) € Wg® (w).

ii) Consideremos de nuevo w € [C°(Q)]°>. Observemos que o/ — 1 = o/a. Por las
operaciones del apartado anterior, se sigue facilmente:
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IN

Haz <W> Hz’a’ (w)

(1/Dy’' =1

o 0 ola__ * 1 dx
/(/D oowl da)([ | 1d0) o
- // I@zwlaldzdxz||8xw|[%;,(w)

La derivada parcial 9,(w) se acota de la misma forma, de donde se sigue (1.13) para

funciones regulares. De nuevo, el resultado se tiene para v € W;’o‘ (Q) por un argumento
de densidad.

i1) De ¢ € LY (w) se sigue ¢ DV € L¥(w).

De v € W;™(Q), se tiene Vy - (v) D-1e ¢ L& (w) por el apartado 7). Por tanto
Vi -(v)qg € L'(w), y la desigualdad del enunciado se sigue inmediatamente usando la
desigualdad de Holder.

La formulacién débil de (1.10), deducida de (1.3), es
Dado f € H;'(Q) y 7 € H™Y*(L,), hallar (u, p,) € H}(Q) x LY3(w) tales que,

(@) {(U-V)u,v)+ (Vou,Vyv)e+ f (ut,v)o+
_(ps, V- <V>)w = (f’ V)Q - <7'7 V)[‘sa (1.17)
(b) (VH : <u>7 q.s)w = 0,

para todo (v,g,) € W;*(Q) x L} o(w). Abreviaremos la formulacién variacional mixta
anterior con la notacién:

B(uw; (u,ps), (v,g5)) = (L,v), VY(v,q,) € W} (Q) x L%’O(w); (1.18)
donde

B(W; (u’ ps)’ (V7QS)) = <(W ' v)“: V) + (Vyll, VVV)Q + f (u‘L’V)Q
—(Ps, Vi (V) = (Vi - (0),¢5)w;

con
(Lv)=Af, v)a = (T, V), (1.19)

El Lema 1.1 implica que, definiendo los operadores:
Avu= (W -Viu-Apu+ fut, Au=—(W Viu-Ayu- ful,

se tiene
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Figura 1.1: Dominio Q (izquierda); dominio Q, y superficies iso-o (derecha).

Ague W Q) v [(Awu, v)]
Ayue W P2(Q) y [(Ahu, V)]

C(Q,I/,f)(|WILQ+ 1)|11|1’Q|V}1,3’Q, (120)

<
S C(Q,V,f)(lWILQ-f- 1)|u]1,Q|v|1,3’9. (121)
Usaremos los operadores A,u y A% u en lo sucesivo.

Dedicamos la siguiente Seccién a la discretizacién del Problema (1.18).

1.3 Discretizacion mediante EF Prismaticos.

Realizaremos una aproximacién del dominio  a través de subdominios poligonales §2;, co-
mo sigue: supongamos que la superficie w viene aproximada por subdominios poligonales
wy, tales que wy, tienden a w cuando h — 0. Seguidamente, tomamos una malla Cj, de wy,
por tridngulos. Consideremos una funcién afin a trozos Dy soportada por la triangulacién
Chr (y, por tanto, definida en @y) tal que

i) La prolongacién de Dy, por cero a w converge hacia D en Wh*(w) cuando h — 0;
ii) Dy < D en @p;

ili) min Dy(x) = dp > 0.
XEwWp
Entonces, Q;, estard formado por prismas verticales extendidos desde wy, hasta el fondo
(descrito por z = —Dj(x)). De este modo, si h tiende a 0, 2, completa (2.
Tomemos [ € IN el nimero de capas verticales. Dados 0 < k <1y T € Cp, denotemos

Tk = {(x,—l;—Dh(x)) 1 x € T}.

Definimos las superficies iso-sigma (ver Figura 1.1) como CF = U T*.
TeC),
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Seguidamente, construimos la malla 7;, de 2, mediante prismas con bases triangulares
en CF, 0 < k < I. Consideraremos Elementos Finitos soportados por 7, construidos como
productos tensoriales de un elemento finito triangular 2D soportado por C, y un elemento
finito 1D soportado por la subdivisién en capas verticales iso-sigma.

Concretamente, tomemos K un prisma arbitrario de 7, con base superior T, y base
inferior T%+1

K={(x,2) : x€T, &(x) <2< &(x)}, con &(x) = ‘k‘;IDh(X), &(x) = —éDh(X)-

Consideremos las bases {¥, (x)}M | del espacio Py, (T). y {¢,(¢)}¥2, del espacio P, ([0. 1)).
siendo ky y ko enteros positivos. Una base de nuestro espacio de Elementos Finitos, que
denotamos Ry, x,(K), viene dada por las funciones

zZ+ ﬁ';-—th (X)
Dy(x)/1
Obsérvese que 0 < gx(x, 2) < 1 cuando (x, 2) estd situado entre las capas C;*' y C¥.

De hecho, Cf*! viene parametrizada por ox(x,z) = 0 y C¥ por ox(x,2) = 1. Entonces,
Ry, k, (K) estd definido por

\IJT‘(X) Cs (O'k(x,z>),7' = 17'”7N17 s = 17"'>N27 con O'k(X,Z) =

1 V2
Ry, ko (K { Y3 U (x) G (0k(x, 2)), s € ]R} . (1.22)

r=1s=1

Definamos el elemento de referencia K = T x [0,1] (ver Figura 1.4). Es inmediato
comprobar que cada elemento K € 7T es el transformado de K por una aplicacién de
P, (X) @ IP;(2). Esta transformacién no es afin, salvo en el caso Dy|r constante, donde la
aplicacién es IP;(X) ® Py (2).

En esta memoria trataremos con frecuencia el caso k; = ko = 1, con Vg Dyl # (0,0)
(a priori). Tendremos entonces una familia de Elementos Finitos Isoparamétricos.

Una aproximacién mixta de la formulacién (1.18) consiste en sustituir los espacios
continuos originales por espacios de dimensién finita adecuados. Al igual que para las
ecuaciones de Navier-Stokes, la condicién de incompresibilidad impone severas restric-
ciones de estabilidad. Proponemos dos formas de tratar tales restricciones.

1.3.1 Elementos de Taylor-Hood.

Una primera forma de proceder consiste en usar Elementos de Taylor-Hood reducidos
adaptados a nuestro problema:

Vi ={¢ € CQ) NH}() VK € Ti, ¢k € (P(X) ® Pe(2))?}
= {6 € COWNE(W) VK € Th, dlx € Ren(K)?}, (1.23)
Mt ={qn € C@n) VT € Ch,thlr € Prca(R) y [, Dadx =0}, k>2.
UNIVERSIDAD DE SEVILLA

FACULTAD D% MATEMATICAS
BIBLIOTECGA
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* Nodos de velocidad horizontal

_ Nodos de presibn (en superficie)

=\

Figura 1.2: Disposicidn de grados de libertad a lo largo de una columna de prismas para
el par (1.23) con k = 2.

3&&
\

¢ Nodos de velocidad horizontat *  Nodos de velocidad horizontal

(O Nodos de velocidad vertical
[3 Nodos de presion (en superficie)

% Nodos de presion

Figura 1.3: Elemento Finito Hidrostdtico de [5] frente al par (1.28) con k = 2.

La Figura 1.2 muestra la disposicién de grados de libertad para este par en el caso
k = 2. Resulta de especial interés comparar el coste en grados de libertad de este par
con el Elemento Finito Hidrostatico de [5]. Recordemos (ver el apartado 0.3.3) que en [5]
se introducen espacios de Elementos Finitos para discretizar (1.3). Nuestra formulacién
reducida (1.18) permite un ahorro de grados al suprimir los nodos de velocidad vertical y
reducir los nodos de presién a la superficie (ver Figura 1.3).

Para ilustrar este punto tomaremos momentaneamente como dominio un paralelepipedo.
Supondremos que cada arista de dicho paralelepipedo se ha subdividido en N partes
iguales, con lo que es facil comprobar:

e nimero de nodos en superficie: (N + 1)2,
e numero de tridngulos en superficie: 2/V2,
e nimero de aristas en superficie: 3N? + 2N,

e numero de capas verticales: V.

De acuerdo con la distribucién de grados de libertad de la Figura 1.3 se obtiene para
el Elemento Hidrostatico:

¢ nimero de grados de libertad por capa para u;, 1 = 1,2: (N +1)2+3N2+2N) x 2,
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e nimero de grados de libertad por capa para us,: (IV + 1),

e nimero de grados de libertad por capa para p,: (N + 1),
mientras que para el par de Taylor-Hood reducido

e nimero de grados de libertad por capa para u;, i = 1,2: (N+1)>+3N2+2N) x 2,

e nimero de grados de libertad en superficie para p,: (IV + 1)°.
Sumando por capas verticales obtenemos

e nimero de grados de libertad del Elemento Hidrostdtico: 18N + O(N?),

e namero de grados de libertad del Elemento de Taylor-Hood reducido: 16 N3+O(N?).

Asintéticamente, la reduccién de grados de libertad es de 8:9, o sea, un 11%.

El par (V}2, M}) se obtiene a partir del elemento hidrostatico de Azérad [5] sin més que
retener las componentes horizontales de las velocidades y las presiones discretas indepen-
dientes de z. Esta técnica (introducida en [30]), sirve también para demostrar la esta-
bilidad del par. En efecto, consideremos p, € M, y su extensién P, a £ como funcién
independiente de la variable 2. Entonces, p, € P, y la desigualdad (0.45) proporciona

(V - (Vi Wan), Pr)a, (1.24)

)

1Pallo,0n < Ch sup
(Vh,wan)EVE x W), —{0} I(Vh; w3h)|1,ﬂh

Se sigue (ver la demostracién del Teorema 1.8 més adelante):

lprllo,pwn < €1 sup Ve Vh): pr)en (1.25)
vhEVA—{0} [V,

Con esta desigualdad se puede puede llevar a cabo el anélisis de la discretizaciéon mixta
de (1.18) para el caso con talud. Las técnicas necesarias para ello estdn contenidas en
este Capitulo y el Capitulo 2.

Sin embargo, por su originalidad y economia, en este Capitulo nos centraremos en
demostrar la estabilidad del par de Elementos Finitos que exponemos a continuacion.

1.3.2 Estabilizacion mediante adicién de burbujas.

La adicién de grados de libertad internos a través de funciones burbuja proporciona un
método sistemdtico de disefio de pares de Elementos Finitos estables. En nuestro caso,
permite ademds rebajar los grados de libertad del par expuesto en el epigrafe 1.3.1.

Més concretamente, consideraremos el par (IP, +burbuja, IP,) sobre una malla M, de
tetraedros de Q. Para definir la malla M}, nos apoyaremos en la ya definida 7;. Cada
prisma K se divide en tres tetraedros segiin el patrén que mostramos para el elemento de
referencia K: expresamos K como la unién de los tetraedros
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Como se observa en la Figura 1.4,

3 o 3 . e
int(K,) =0, |JKi=
i=1 i=1

Dividiendo segin este patrén los prismas de 7;, se obtiene un malla de tetraedros de

Qh, que denotaremos 'A,ilh'
En cada tetraedro K; definimos la cldsica funcién burbuja mediante el producto de las

coordenadas baricéntricas escalado para que alcance el mdximo valor 1 en el baricentro.
Ello conduce a las expresiones:

i

BY2,9,2) = 3F(1-2)(1-2-9TF+2-1),
B (z,9,2) = 3 (1—x— NIz -2),
B#,4,2) = 3#(1-9-225(G-32).

(

Asi definidas B* € H}(K;). Denotemos ahora

Br = {¢cC@IVKeT dlxe[flafef]}.

Finalmente, consideramos el tetraedro de referencia M y el espacio de velocidades
horizontales:

In={¢ € C(QW) NHYQ) |V M € My, 3w € P1(%,2)°}, (1.26)

y el espacio de velocidades aumentado:

Vi, =J, @ B

Probaremos en la seccién 1.5 que la adicién del espacio B; proporciona la estabilidad
deseada al par (V,, M}). Ademds, el recuento de grados de libertad globales conduce en

este caso a:
e niimero de grados de libertad por capa para u;, i = 1,2: (N +1)? + 3 x (2N?),

e nimero de grados de libertad en superficie para p,: (N + 1)2

Sumando por capas verticales obtenemos
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=>

Figura 1.4: Descomposicién del prisma de referencia en tetraedros.

e nimero de grados de libertad total: 14N3 + O(N?).

Asintéticamente, la reduccién de grados de libertad frente al Elemento de Taylor-Hood
reducido es de 7:8, o sea, un 12.5%.

1.4 Analisis de estabilidad y convergencia.

Consideremos una familia de espacios de dimensién finita {(V, Mn)},5, tales que

V., € HYQu), My, C L‘;’)/f)(wh). Para ser rigurosos, dado (us,pn) € Vi x M, debemos
considerar en (1.18) las prolongaciones (U, pr) por cero a £ X w, puesto que las integrales
que aparecen en la definicién de B hacen intervenir dichos dominios. Asi, nos planteamos
el problema:

Hallar (up,pr) € Vi x M), tales que,
B(E;L; (ﬂ’ﬁ)7 (ﬁ,(’ff;)) = <l7{’71.>7 v(vthh) € Vh X th (127)

donde

B(Wr; (@,50), (T @) = [(Wa: V)& ¥ + (Voil, VoTila + f (@5, Ti)o
_(ﬁl7vH : <{,7L>)w - (VH . (ﬂ)vﬁ)w7
y W, = (W, wsn) con
0
wan(x,2) = / V- wp(x,s)ds en Q. (1.28)

Supondremos que se verifican las hipétesis:
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H1) Dado g € L% (w), existe una sucesién {gx }s>0, donde cada g, € My, tal que

lim flg = gallz2 ) =0

H2) Dado2<d' <4yve W;’O"(Q), existe una sucesién {vy }nso, donde cada vy, € Vy,
tal que

lim |v = G100 = 0.
H3) Existe una constante 8 > 0 independiente de h tal que Vg, € M,,

(Vi - (V) qn)
lanll a2,y < B sup . wh
. vLEV,—{0} Vh|1,3,0,

(1.29)

Con estas hipdtesis es posible probar el

Teorema 1.4 Se verifica:

i) El Problema (1.27) admite una unica solucidn (un, pr) € Vi x My, tal que {Th, Dr }so
estd acotada en HE(Q) x L%/’%(w).

i1) La sucesidn {Ur,Dh},so contiene al menos una subsucesion débilmente convergente
en H}(Q) x Lg'D/’%(w) a una solucion (u,ps) de (1.18) que verifica
luha < Cy o1,

]|Ps”L§)/%(w) < C(Z_l IU]-1,0 + 1) [[1f|-1,0, (1.30)

donde C' es una constante positiva independiente de h y v = min(v,, vy, ;). Si dicha
solucion es unica, toda la sucesion converge a ella.

Demostracion.-
Procedemos por etapas.

Etapa 1.- Linealizacién de (1.27).

Reemplacemos en (1.27) la velocidad de conveccién Uy, por
W), = (wp, w3p) € V), x L2(Qy) satisfaciendo

0
w3h(x, Z) - / VH . wh(x, 5’) ds, ’w3h|rs = 0, W3k n3|rb = 0. (1-31)

Evidentemente, (1.31) proporciona V - Wj = 0.
Buscamos pues (un, pr) € Vi x M, tal que,
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B(Wi’n (ﬂaﬁ)? (Wnaf:)) = (17‘7;)? v(vhth) € V/’L X Mh' (132)

Etapa 2.- Existencia de solucién del Problema discreto.

Puesto que (1.32) es equivalente a un sistema lineal de dimensién dim(V},) +dim(M,),
la existencia de solucién seguird de su unicidad. Supongamos que (1.32) tiene una solu-
cién (up,pp) € Vi X M), que estimaremos en términos de las normas de los datos.

Estimacién de la velocidad.

Tomemos v, = u, y g, = —pp, en (1.32) como funciones test :

De

L (Fn- )T =0 i@ o < (Yo, Vo@os f (@5, Te =0,

se sigue la coercitividad de B:

vUi[i o < B(Wh; (Gh, Br), (Uh, —Ph))-

Luego

[T o < (L @) < U-10l@lie, (1.33)
¥,

[Uhlre < 7Y Ul-10. (1.34)

Estimacién de la presién.

Usamos la condicién inf-sup (1.29) para obtener una cota uniforme de p,. Para abre-
viar la notacién, denotamos:

T = sup (Vg - (Vh)7ph)wh.
vieVa—{0}  |Vali3.0n

Estimamos T; :

(Ph, Vi * (Vh))uw ~B(Wh; U, D, Vi, 0) + (Aw, U, Vh)

Acotamos el segundo miembro de (1.35) usando (1.20):
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—(1,vy) + <Awhﬁ7n‘771> < CQv, f) [(‘ﬁllﬂ + l)lﬁvhll,n + [llll-uz] [‘771‘1,3,9-

Entonces, combinando (1.35) y (1.36),

(Ph, Vi - (Vi) < C(Q, v, f) [(IWal10 + D|Ualie + 1 -10] [Val13.0-
Por ultimo, usando esta vez (1.29),(1.34) y (1.37), se tiene:

Hﬁ“;gz(w) < C(Q’ v, f7 5)(\"7"\;'1,9 + I)HIH—LQ>

donde C' es una constante independiente de h.
Concluimos que existe una unica solucién de (1.32), que verifica:

[Gale < v oo IBallee ) < CUFalua + 1) -1

Etapa 3 : Existencia de solucién de (1.27)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Definamos la aplicacién F : V, — Vy,, que lleva cada wy, € V, sobre uy, la solucién del
Problema (1.32). Las estimaciones (1.39) y la unicidad de soluciones de (1.32) permiten

usar el siguiente argumento para probar la continuidad de F.

Sea {Wn},cny C Vi una sucesién convergente a w. Consideremos la sucesién de
imdgenes {F(Wy)},en = {Un},en € V. Las estimaciones (1.39) permiten extraer una
subsucesién, que denotamos de la misma forma, fuertemente convergente (por la finito-
dimensionalidad de V};) at € V},. Asimismo, se puede extraer una subsucesion {p,},n C

M), fuertemente convergente a p € Mj.
Tomemos limite n — +o0 en la igualdad

B(wWn; (Un, Bn); (Va, @r)) = (LVh),  V(Vh,qn) € Vi X M.

De

i, — @ en Hy(Q),
se sigue

W3, — w3 en L(Q),
de donde

W, — Wen [L7(@)]".

(1.40)

Puesto que en dimensién finita todas las normas son equivalentes podemos suponer

también

a, — ten [Wl"l(Q)]:2 ,

(1.41)
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de donde

Vi, — Vi en [LYQ)] .

Con estas convergencias, es inmediato

L(Wn-v)ﬂ-ﬁﬂ/n(\’?-vﬁﬂ.

Los términos (Vp iy, Vovi)a v f (T, Vi )a pasan al limite de forma estdndar, como
en las ecuaciones de Navier-Stokes.
Ademais, de (1.41)

Vg {U,) — Vg - (t) en L*(w),

por lo que

(Vi (@), @)o — (Vi - (), @)

Por ultimo, de
Pn—> Pen LY5(w), V- (V) € L3(wn),

se obtiene

=(Pn, Vi (Vi) — = (0, Vi - (Vi))w-

En definitiva, se verifica

B(W) (E,§)7 ({;;HZIZ)) = <l7 WL)) V(VIHQh) € Vh. X Mh-

la unicidad de soluciones de (1.32) permite concluir F(w) = t. Ademds, es toda la
sucesion {F(wy)},on la que tiende a F(w) y, por tanto, F es continua.

Las estimaciones (1.39) muestran también que F lleva By, (0,27 ||l|-1,0) en un sub-
conjunto propio. Por tanto, el Teorema de Brouwer da la existencia de al menos un punto
fijo, solucién de (1.27), verificando:

[Uale < 27 Y|-10;
Pl ey < CETHIU-La + 1) [Ml-10. (1.42)
Etapa 4 : Conclusidn.

: . ~ . 3/2
Gracias a (1.42), la sucesién {(Ux,Pr)}r>o estd acotada en Hy(Q) x LD/,O(w), que es
un espacio reflexivo. Luego existe una subsucesion, que denotamos de la misma forma,
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débilmente convergente en H}(Q) x Lg’D/’%(w) a un par (u,p). Veamos que este par es
solucién del Problema (1.18).

Tomemos g € L ,(w) y ¢ € W, *(Q). Consideremos dos sucesiones {arn}nso ¥ {@n}nso
en las condiciones de las hipdtesis H1) y H2). Entonces

3
Vg, — Ve en [L4(Q)] :
Para una subsucesién de {uj }r0, por las inyecciones de Sobolev

i, — u en LY(Q).

Se sigue

uz, — uz débil en L*((),

de donde

Uy, — U débil en [L*()] .

Estas convergencias permiten concluir

(Uh - V)T, @) — (U V)u, ).

Los términos (Vy iy, Vo @,)a v f (@h*, @4)a pasan al limite de forma estandar, como
en las ecuaciones de Navier-Stokes.

Por la desigualdad (1.13), se tiene la acotacién de Vy - (i) en L} p(w). Se puede
suponer entonces que

Vg (i) DY — V- (u) D™Y/2 débil en L*(w).

Como

GnD'?* — ¢ DY? en L*(w),

se tiene

(VH ) (ﬂ)aa;)w — (VH : <u>7Q)w~

Con los mismos argumentos se tiene que

Vg (@) D73 — Vy - (@)D~ débil en L*(w),

D3 —s pD¥/3 débil en L¥?(w).

Se obtiene asi

=B, Vi - (@p))e — =0, Vi - (@))o
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Para terminar la prueba, combinamos la semicontinuidad débil de la norma en espa-
cios de Banach reflexivos con las estimaciones (1.42), obteniendo (3.11). Ademds, por
reduccién al absurdo, si la solucién de (1.18) es tnica, la sucesién completa {Ux,Dh} )
debe converger a ella. n

1.5 Estabilidad del par IP;-burbuja/IP; .

El resultado central de esta Seccién (Teorema 1.8) es la comprobacién de la hipdtesis H3)
para el par (J;, M}).
En adelante, denotaremos h = Jpax ha, € impondremos la cldsica condicién de regu-
h

laridad de la malla M), (Cf. Ciarlet [33]):

e H4) Sea pyr = sup {diam(S); S esferas contenidas en M}. Existe una constante
o* > 0 independiente de h tal que

o* S p—M-, VM € UMh
hu .
La regularidad de la malla de tetraedros M, implica, de hecho, la de la malla de
prismas 7.
Para demostrar el Teorema 1.8 necesitamos varias definiciones y resultados previos.
Definamos

Qn = {gn € C°(W) | pulx € Ri1(K), VK € Tr},
Ap = {rn € C°(W) | nlar € PL(M), VM € My} .

Exponemos en primer lugar un resultado de interpolacién que serd usado a lo largo de
la memoria.

Recordemos que en [33] se construye un operador de interpolacién para funciones
continuas en espacios de Elementos Finitos afin-equivalentes. Se supone ademads que el
dominio €2 es poliédrico, a fin de que las triangulaciones sean ezactas. Estas condiciones
son demasiado restrictivas para nuestros intereses. En concreto, el espacio de funciones
W2 (Q4) no se inyecta en C%(0,), y la profundidad D no es afin a trozos.

Para los espacios que acabamos de introducir es necesaria una generalizacion, basada
en el trabajo de Bernardi [12], del resultado cldsico de interpolacién de Ciarlet [33]:

(1.43)

Lema 1.5 Supongamos que se verifica H{). Entonces:

i) Eziste un operador de interpolacion lineal Pf' : W3(Q) — An 0 Wot(Qh) que
satisface, para cierta constante C = C(M),

( X AlPfv = ol < Cloliaan, (1.44)
MeMy,

|P,:4'U - /U|1’3’Qh S é t'U|1,3,Qh. (145)
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1) Egziste un operador de interpolacién lineal PP W) — Qu N HE Q) que
satisface, para cierta constante C = C(K),

(S hEIPRv =2 ) < Clola,, (1.46)
KeTy

PPy — )30, < Clvisa,. (1.47)

| |

Idea de la demostracién.-

La construccién en detalle de los operadores P y PhQ es muy técnica, por lo que
la omitimos. En su lugar, expondremos sucintamente las hipStesis de las que se hace uso
en [12] y lo que alli se demuestra. Justificaremos también por qué las técnicas contenidas
~en [12] son suficientes para llevar a cabo la construccién de P2 y P2.

El primer hecho destacable en [12] es que se construye un interpolante para funciones
que pueden no estar definidas en todos los puntos del dominio. Es por tanto imposible
definir el interpolante a partir de valores nodales. Este inconveniente se solventa recu-
rriendo a proyecciones L? locales por macroelementos.

Esta técnica se aplica a Elementos Finitos curvos, entre los que se comprenden familias
de Elementos Finitos Afines e Isoparamétricos. Para simplificar la exposicién la autora
trabaja con simplices. Sin embargo, es obvio que la proyeccién local L? se puede definir
igualmente en Elementos Prismaéticos.

A la frontera de Q sélo se le exige ser C! a trozos y Lispchitziana. Esta es justamente
nuestra hipdtesis de partida sobre 0f) en este capitulo.

En caso de interpolacién sin condiciones de contorno, sélo se pide que los subdominios
), tiendan a  cuando h — 0. Este requerimiento también se cumple en nuestro caso
por construccién.

En caso de que el interpolante deba, verificar condiciones de contorno, la autora trabaja
con triangulaciones exactas de {2 sélo para simplificar la exposicién. Sin embargo, esto
no es siempre necesario. En el caso que nos ocupa, la condicién Dirichlet afecta a toda la
frontera, y basta dar el valor 0 a los nodos que pertenecen a 9.

De este modo, es posible al menos definir los operadores P y P2 del enunciado.

Para demostrar las estimaciones (1.44)-(1.47) se exige una condicién de regularidad a
las triangulaciones.

En el caso de familias afin-equivalentes, en el que se incluye el apartado 2), la condicién

o~

es justamente H4). El resultado que se obtiene entonces es: existe C = C(M) tal que

1PAY = vllmanr < CR™ vlisa, Vv € Wed(Qn),

para 1 > m > 0. A denota la reunién de elementos que rodean a K. Por la hipdtesis
de regularidad de la malla, el nimero de elementos de A estd acotado uniformemente en
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h. Ello permite sumar en la anterior estimacién en todos los elementos de My, lo que da
la estimacién en :

Z h_B(l m)”P}f{v - U”?n,:z,M)l/?' <C oliaan Yo € Wy ().
MeMy

Esta desigualdad demuestra (1.44)-(1.45).

En el caso de familias isoparamétricas, en el que se incluye el apartado ), la condicion
de regularidad sobre 7, es mds técnica. La transformacién Fx que lleva K en K debe
poder expresarse como

Fx = Fg + O,
donde Fi es afin, ® de clase C' y
ck = sup | Dk (%) o DF'|| < 1.
xeK
Dicho de otro modo, K debe ser una pequeria deformacion (dada por ®x) de un prisma

con bases paralelas K (el transformado de K por Fx).
Ademas, se debe verificar,

sup sup cx < c< 1.
h KeTh

Esta condiciones se verifican por la construccién de 7, llevada a cabo en la Seccién 1.3.
De manera intuitiva, al tender h — 0, localmente las capas iso-sigma tienden a hacerse
paralelas, v los prismas de 7} tienden a tener las bases paralelas.

El resultado que se obtiene entonces es: existe ¢ = C(K) tal que

I1PRy = vl|max < Chk™vlia, Vo€ Hy(),

1PRv = vllmax < Chk™ haa, Yve Wy ().
Sumando en K € T, se obtiene (1.46)-(1.47).

El siguiente Lema técnico es necesario para la Proposicién 1.7:

Lema 1.6 Seav € W*(Q). Bajo la hipdtesis Hf), existe opr vector de R? dependiente
solo de v y M wverificando

i) /M arBu Vg = /M(v —P2v) - Vg, Vg € Py (M), VM € My,

i) Eziste Cy(0*) > 0 independiente de h tal que

1
lapBuligm < Co ‘;IIV’“PhVHOBM (1.48)
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Demostracién.-
Sea M € M,,. Definamos

__IK(V—P;?V)
Y Y P

Puesto que V¢, es constante en M, se tiene por construccién

/ orBu - Vigy = / (v —=Pyv) - Vi, Vg, € P1(M),
M M

lo que prueba el apartado 7). Para demostrar 1), denotemos Ay la matriz jacobiana
de la transformacion afin Fy; que lleva el tetraedro de referencia M en M. Como es sabido
|det(Ap)| = 24 donde |M] denota el volumen de M. Se tiene entonces

)
| Ju(v = Piv)

”Mﬁ L 19 Burl s

IV (nBa)ll5 a0 = laem PV M 300 =
Ahora bien,

M

=

y por otro lado,

3l [y Paxdal’ = CuD)|MP,

| (v =Pavidxazl < ([ v = Pivlaxdz)(MP) = [Iv = PAvI ol M

Nos queda por acotar la norma ||VBu||3 3 Recordamos antes la desigualdad de
Jensen (ver, por ejemplo [48], pdg. 103). Para todo indice ] € IN, exponentes r > g y
ntimeros reales {a;}_,

1/r

I I 1/q
[Z al] < Z|ai|q] .
1=1 =1

Se sigue

VBl ane = /M [(aa:BM)3 + (0y8m)° + (8ZBM)3] dxdz

IA

/M [(azﬁM)2 + (8,8u)* + (8251\4)2] 2 ixdz (por la desigualdad de Jensen)

M I
= _/M(IVIBM|2)3/2dXdZ = :_]\7_: /A} IAMtVB|2)3/2 dxdz

[M]

3/2
< i JeIARIEITER Y dids
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M| S22 gieds
T AR (VB axas
= GDIMIIAIE,

donde || - ||s denota la norma espectral de matrices. Siguiendo la teoria cldsica de
interpolacién por Elementos Finitos (Cf. [33]),

1Al < C3(M)pz/ -
Gracias a la hipdtesis de regularidad de la malla:

3

— h — _h ~ .
Py M

Por tanto,

I|V6M||g,3,M < 06(M\7 a*).

Resulta asi

| far (v — PhV)Hg,:s,M

I fM(V - th)”g,B,M
|M|

M

IV (@nBuo)l§ 5,0 < Cr(M,0%) < Cs(M,07)
Tomando la raiz cibica en la anterior expresion se sigue el apartado ). ]

El siguiente resultado es una adaptacién del Lema de Fortin (Cf. Brezzi y Fortin [18]) a
nuestro marco funcional:

Proposicién 1.7 Bajo la hipdtesis HY) eziste un operador de interpolacion
I, : Wy (Qp) = V, verificando

i) /th Vg = /n,. ILv-Vag, Vve W), Vo € An.
ii) Eziste C(M,0") > 0 independiente de h tal que
TIav|i30, < C|v]is0,.- (1.49)
Demostracién.-

Construyamos IT,. Situémonos en un elemento M € M, y busquemos IT,v de la forma

HhV = P;?V + aMﬂM (150)

donde as designa un vector de R? dependiente sélo de v y M.

El apartado i) del Lema 1.6 y la definicién (1.50) proporcionan de forma inmediata
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/ v Vi(gnlm) = / ITv - Vi (gnlm), Vgn € Ap. (1.51)
M M

Sumando en M € M, se obtiene el apartado ).
En cuanto al apartado iz), observemos que

Iaviiso, < |IIwv —v|isa, + [VIisa,
= |(P;?V -v)+ Z avlBulisa, + [VIiza,

MeMy
< Piv —v)isq, + | > amBulisa, + [V]isa,
MeMy
= Piv—vlsa +( X lauBulism)’® +IVisa..
MeMy

El apartado 47) del Lema 1.6 conduce a

1
vz, < IPav—vige. +C( Y h—a““" = PvI3 30 + IVILa0.-
Mem, "M

Finalmente, de (1.44)-(1.45):

Muvlian, < C(M,0%) v]ia0m

con lo que se tiene el apartado i) del enunciado. m

Estamos ya en disposicién de probar el resultado central de esta Seccidn. La demostracién
combina, por un lado, técnicas de Chacén y Guillén [30] (remitimos al apartado 0.3.3 para
una sintesis de este trabajo) y, por otro, la Proposicién 1.7 (inspirada en el Lema de Fortin

[18]).

Teorema 1.8 Eriste una constante 3 > 0 independiente de h tal que Yq, € M},

lorlgzy < 8| su0 (v’j\',:‘vl’;)’;i’h)“’h . (1.52)
Demostracién.-
Consideremos el espacio
M, = {5 : Q@ R. §i(x.2) = qy(x). para algiin q, € M} }. (1.53)

Es inmediato comprobar

M, = {pn € A, independientes de z, /Q pr = 0}. (1.54)
h
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Sea g, € M}!. Consideremos la presién tridimensional asociada g, € Mh. Es evidente
que

La condicién inf-sup continua en norma L3/2, (Cf. [2]) proporciona:

q V- (v,w),dn)a
gy S OO s l(xf« >|) -
(vaw)e[wd?(@m)]’ - {0} » W) 1,3,

(1.55)

Puesto que @, es continua podemos integrar por partes:

(v : (V’ w)) q\h)ﬂh = (VH "V, (’I\h)ﬂh - ('I.U, azah)ﬂ;,:
y por ser g, independiente de z:

(wh, 0.Gr), =0
luego,

(V-(v,w),@)a, = (V- V,q)q,-

Ademds, es obvio que |v|; 30, < |(v,w)|13q,. Tenemos entonces

< ) sup (Vi -v,0)a,

llgnll Lor2
Lo veW 3 (Qn)-{0} |V|1,3,nh

,o(wh)

< C(Q) sup v, Vi),

(1.56)
VEWé'S(Qh)—{O} |V|1y37Qh

Sabemos por la Proposicién 1.7 que para v € W?(£2;) arbitrario:
| v-Vad= [ v Vad, (1.57)
Qn Q5

|HhV|1,3,Qh < Cr|v]isa,- (1.58)
Introduciendo (1.57) y (1.58) en (1.56):

I1,v - Vg

lgnll o2,y < CLO(Q) sup L
Lo,o(wh) VEWé‘a(Qh)—{O} thV|1’3’Qh

/Vh'vﬂfih
< CiC() sup o
VhEthHé(Qh)—{O} ’Vhll,S,Qh

/Vh'VH(?h
< CC(w) sup B (1.59)

vaeVa-{0}  |Vhlis0n
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Sélo resta observar que, una vez mds por ser g, continua e independiente de z:

-/Qh vy - Vg, B /Qh (Vg v B (Vi - (Vi) @h)os
sup —E———— = sup = sup .
vy EV,~{0} th|1,3,Qh viLEV,—{0} th|1,3,Qh viREV,—{0} th|1,3.,Q,1

Se tiene pues la desigualdad (1.52) con una constante 8, = C1C(Q). Recordemos
que C es independiente de h por la Proposicién 1.7. Por su parte, la constante C'(8,,)
aparece en la condicién inf-sup continua en el dominio . El comportamiento de dicha
constante respecto al dominio es un aspecto del Andlisis Numérico escasamente estudiado.
La intuicién indica que si la sucesién de dominios {Q4},,, C 2 tiende de forma razonable
a () la sucesién de constantes {C(2,)},., debe estar acotada.

El siguiente resultado, obra de L. Tartar [77], da una idea para estimar las constantes
{C(Qh)},-, independientemente de h:

Teorema 1.9 Sean Q y Q abiertos de RN acotados, coneros, tales que Q c Q. Sean Dy
p' exponentes conjugados. Supongamos ademds:

1) Eziste una constante Cq > 0 tal que si f € [W‘l”’(Q)]N verifica

(f,u) =0

w-rm@), [we" @)

para todo u € [WOI”"(Q)]N con V-u =0, entonces eriste p € LP(Q) tal que Vp=f
y

Ipllze@)/m < CQM“[w—l,p(Q)]N-
. . . 1p’ N lvp’ O N .
2) Eziste un operador R lineal y continuo de [WO’ (Q)] en [WO (Q)] tal que:
' N ~
- siu € [Wol’p (Q)] yV-u=0enQ, entonces V-R(u) =0 en .
— 51 P es el operador de prolongacién por 0 de  a £, entonces R o P = Id.
En estas condiciones, se cumple la hipdtesis 1) para Q, y se tiene la acotacion

Cﬁ < Cq “R]lﬁ([Wolvl"(ﬂ)]N;[Wé‘pl(a)]}v).

Nota.- El resultado que se puede encontrar en [77] estd enunciado para p = p’ = 2, pero
la demostracién se extiende facilmente al caso p # p’. Por ello, hemos preferido enunciar
el resultado en el caso general. =
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Aplicaremos el resultado anterior en nuestro caso identificando €2, = Q. Las constantes
Cg vy Cq del enunciado son precisamente las que aparecen en la condicion inf-sup continua
para 2, y Q.

Actualmente, se trabaja en encontrar condiciones suficientes sobre la regularidad de
la frontera para poder aplicar el resultado anterior. En particular, la regularidad de la
frontera de Q es decisiva para que se verifique la hipétesis 1) y para poder construir
explicitamente el operador R que exige la hipétesis 2) del enunciado.

Para la hipétesis 1) es bien conocido que basta con 052 lipschitziana.

En cuanto al apartado 2), J. Casado y F. Murat [25] demuestran de forma constructiva:

Teorema 1.10 Supongamos que 9 se construye mediante una interpolacion Py a trozos
de 0%), y se verifica una de las dos condiciones siguientes:

e la dimension N =2 o N =3 y 00 es P, a trozos.
o bien
e la dimension N =2, Q es convezo y OQ es C* a trozos.

Entonces, existe un operador R satisfaciendo las condiciones requeridas en el apartado
2) del Teorema 1.9. Mds ain, las normas ||R|| , AN, qn_ estdn acotadas
cwie o) s[we @] )

independientemente de h.

La construccién de R para casos més generales referentes a la regularidad de la frontera
del dominio y la dimensién NV estan aun en proceso.

Recordemos que las hipGtesis establecidas de partida sobre 9Q eran D € Wh*(w) y
0Q Lipschitz. Adem4s, puesto que N = 3 en nuestro caso, las hipétesis del Teorema 1.10
se cumplirian si D fuese afin.

En el caso general D € WhH*®(w), aunque el Teorema 1.10 no es aplicable, pensamos
que podemos asumir razonablemente como hipétesis de trabajo que el operador R puede
ser construido.

Supondremos por tanto que las constantes C(;) se puede estimar uniformemente en
h, lo que implica que las constantes B, estan acotadas uniformemente en h por cierta
constante positiva (2, M, ¢*). .

1.6 Problemas abiertos.
1) Adicién de burbujas al espacio V.-

En este Capitulo hemos usado la adicién de burbujas a elementos IP, tetraédricos
para la velocidad. De este modo se contruyé el espacio de velocidades discreto
J, @ By.

Cabe estudiar la adicién de burbujas directamente al espacio prismdtico V, definido
en (1.23). Existen experimentos numéricos en el caso hexaédrico para Navier-Stokes
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(Cf. Nakajima y Karahawa [63]) que indican que la adicién de una séla burbuja por
prisma seria insuficiente para obtener una discretizacién mixta estable.
De hecho, siguiendo trabajos anteriores (Cf. Mons y Rogé [62]), una posibilidad con
visos de éxito es anadir tres burbujas a cada prisma, de la forma que se describe en
la Seccién 1.3.2. Tendriamos en ese caso el espacio discreto de velocidades
V, =V}, ®B,.
Este espacio, por la construcciéon de las mallas 7, y M, llevada a cabo en la Seccién
1.3, tendria exactamente el mismo numero de grados de libertad que el espacio
J,. Presentaria sin embargo una ventaja computacional, al ser las funciones de base
(salvo las burbujas) Py (z,y) ®P;(2) en cada elemento, lo que permite descomponer
el computo de las integrales en horizontal y vertical.
2) Adicién de burbujas superficiales.-
El hecho de que en la formulacién (1.27) sélo intervengan presiones superficiales,
junto con la estructura prismatica de la malla 7, sugiere la posibilidad de estabi-
lizar las presiones discretas anadiendo sélo burbujas superficiales.
Consideremos la burbuja cibica
82,9 = 3¥1-2-9z7 VEeT
Sea
VE = {¢ € CO) NHL) VK € Th, dlx € (P1(X) & B(X)) ® P1(2))*}.
La cuestién a investigar es si el par (V;2, M}) es estable para la formulacién (1.27).
De serlo, estariamos ante el par mas econémico posible.
3) Otro tratamiento de las orillas.-

Sugerimos en este apartado una estrategia para evitar el problema de la intro-
duccién del talud artificial, siempre explotando el uso de Elementos Prisméticos.
Supondremos, para simplificar la presentacién, que w es poligonal.

Tomemos un mallado C, de @ por tridngulos y una interpolacién Dy, : @, — R¥,
IP; a trozos, del fondo D.

Para construir un mallado 7, con prismas de bases paralelas (ver Figura 1.5), un
inconveniente mayor reside en los elementos que completan la frontera. En efecto,
es posible, en las condiciones anteriores, que se dé la configuracién de la Figura 1.5,
donde prismas, tetraedros y pentaedros son adyacentes.
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Figura 1.5: Mallado por capas paralelas (izquierda); Macroelemento compuesto por tetrae-
dro, pentaedro y prisma (derecha y abajo); las caras sombreadas pertenecen a la frontera.

Si ya es dificil encontrar en los textos clasicos sobre Elementos Finitos referencias
explicitas a prismas de bases triangular, el lector puede facilmente imaginar la ausen-
cia de trabajos previos sobre pentaedros. Seria necesario, pues, disefiar funciones
de base (originales, a nuestro entender) para pentaedros que complementen las ya
conocidas para los prismas y tetraedros adyacentes en las caras comunes.

Otro inconveniente es que, para poder construir capas paralelas, las profundidades
en los nodos de los tridngulos no pueden ser arbitrarias. De hecho, si se fija el
nimero de capas verticales | € IN, debe considerarse un rango de profundidades
{zk}fc=1 fijo. Para construir un mallado como el de la Figura 1.5, las profundidades
en los nodos de los tridngulos T € C, deben estar en el conjunto {z},_,. Esta
restriccion no se da con el uso de capas iso-sigma.

Senialemos que las principales ventajas de una discretizacién como la de la Figura
1.5 serian

— la no necesidad de introducir un talud artificial y

— los célculos elementales se simplifican notablemente al ser, la mayoria de los
elementos, prismas rectos.



Capitulo 2

Caso estacionario: Estabilizacion
Término a Término.

2.1 Introduccidn.

En este Capitulo tratamos las restricciones de estabilidad debidas a incompresibilidad y
conveccién dominante mediante un método penalizado término a término, que permite
una interpolacién IP; ® IP; para la velocidad y IP; 2D para la presién. Esto permite una
reduccion de incégnitas del orden de 9 a 1 frente al par de Azérad [5].

En la Seccién 2.3 extendemos la técnica de andlisis para Métodos Estabilizados in-
troducida en Chacén Rebollo [27] para deducir la estabilidad y convergencia en normas
H(Q) x L%z(w) de nuestro esquema numérico. Esta prueba tiene un interés intrinseco,
al requerir ciertas extensiones no triviales de [27] (especialmente el Teorema 2.2). En par-
ticular, deducimos la estructura de los términos estabilizantes para conveccién y presion,
y probamos una condicién inf-sup especifica para nuestros Elementos Finitos Prisméticos.

En la Seccién 2.4 se obtiene una presién superficial con regularidad L? bajo la hipétesis
adicional Dls, > 0 (i.e., si  tiene talud). En este caso es posible beneficiarse de la
desigualdad inf-sup estdndar L?(w) x H}(w).

Por ultimo, se demuestran estimaciones de error de orden éptimo en el apartado 2.5.

2.2 Planteamiento del Método.

Consideremos de nuevo la aproximacién del dominio 2 a través de subdominios poligonales
5, introducida en la Seccién 1.3.

Seguimos suponiendo que la superficie w viene aproximada por subdominios poligo-
nales wy, tales que wy, tienden a w cuando A — 0. Consideramos igualmente las triangu-
laciones Cp, y Tn de wy y ), respectivamente, asi como los espacios de Elementos Finitos
Ry x2(K) definidos en (1.22).

Recordemos las definiciones:

73
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Vi ={¢ e C@NHIQ) VK € Tr, $lx € (Px(%) & Px(2))?},
ME={g e CO)IVT €Croqnlr € Pe(X) y [Len D=0}, k=1,  (21)
@n = {an € C°(T) [anlx € Ri1(K)}.

En contraste con los Métodos Mixtos, los Métodos Estabilizados permiten interpo-
lacién del mismo grado para velocidad y presién a cambio de incrementar la complejidad
de la formulacién. Nos centraremos en el Método de Penalizacién Término a Término,
por ser el de mds ficil implantacién. Para la estricta penalizacién de la presién, este
método fue introducido por Brezzi y Pitkdranta [17]. Incluyendo la estabilizacién de la
conveccién, fue introducido en [26].

De este modo, buscamos (ux,ps) € Vi x M} tales que,

Brr(us; (us, pa), (Vi ) = (L,Va), YV (v, qn) € V), X M, (2.2)
donde

Brr(wa; (Wn, p1), (Vi @n)) = B(Wa; (U, Pr), (Vi @1) — TT/TVth'VHthX
TeCh

+ 3 i [ (Wa- Vun)(Wy - i) Dy dx dz,
KeTh K

y Tk,7r son coeficientes de estabilizacién dados.
Notemos que si

0
usn(x, 2) =/ Vg -up(x,2)d7,

entonces ug, pertenece a un Espacio de Elementos Finitos no conforme. En concreto,
usn|x € R12(K), siendo ugsp, continua en las interfases verticales de los prismas, y discon-
tinua en las interfases horizontales. Remitimos al apartado #7) del Lema .1 del Apéndice
para la demostracién.

En la definicién de Brr, el segundo sumando estd destinado a estabilizar la dis-
cretizacién de la presién, mientras que el tercero proporciona cierta estabilizacién de la
derivada convectiva. Por razones técnicas, éste dltimo término incluye la funcién de pro-
fundidad Dj,. Obsérvese que el segundo sumando se extiende a elementos bidimensionales
de superficie, mientras que el tercero se extiende a elementos tridimensionales.

Como es usual en el marco de los Métodos Estabilizados, los coeficientes 7x y 71 deben
tomarse, respectivamente de orden h% y h% para conseguir la estabilidad del esquema. De
todos modos, en nuestro caso debemos tener en cuenta la fuerte anisotropia del dominio,
lo que aconseja incluir la dependencia de los coeficientes 7 con respecto a la profundidad.

Al igual que en Chacén [27], tomaremos

f Dh(xa y) 2
C—T——m—hT. (2.3)

T =
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Por otra parte, los coeficientes 7x son habitualmente funciones continuas del nimero
de Reynolds local en K. Vienen dados por

hg . Ukhk
Tk (Rek) = v —— min(Reg, P); con Reg = , (2.4)
Uk v
donde U} = ([ |U2|2]1/2, v = /vZ+v2+v2 Ademds, v denota una constante
numérica que modula la estabilizacién, y P es una talla caracteristica del nimero de
Reynolds que distingue los flujos en régimen de conveccidn dominante de aquellos en
régimen de difusion dominante. Esta definicién de 75 toma en cuenta el balance local
entre conveccion y difusién, proporcionando cierta estabilizacién numérica en casos de
fuerte conveccién.
Razonando como en la Seccién 1.3, el costo efectivo del par (V}, M}) es

e nimero de grados de libertad por capa para u;,, i = 1,2: (N +1)2,

e nimero de grados de libertad en superficie para pp: (N + 1)2.
Sumando por capas verticales obtenemos
e nimero de grados de libertad total: 2N% + O(N?).

De forma que, asintéticamente, la reduccién efectiva de grados de libertad frente al
Elemento de Taylor-Hood reducido es de 1:8, o sea, un 87.5%.

Nuestro andlisis del método (2.2) abordard los problemas de estabilidad, consistencia
y precisién de la aproximacion.

2.3 AnaAlisis de estabilidad y convergencia.

La dificultad principal del anélisis del Método Penalizado (2.2) reside en el tratamiento
del término estabilizante.

Como se cité en el epigrafe Métodos Estabilizados, de la Seccién 0.3.3, se prueba
en [28] que los espacios de burbujas proporcionan una forma sistemética de an4lisis de
estos métodos. Seguiremos este enfoque en nuestro anéalisis. Uno de los puntos clave es el
Teorema 2.2, que permite reescribir los términos de penalizacién como formas bilineales
definidas en espacios de burbujas construidos ad - hoc en nuestro contexto de aproxi-
maciones mediante Elementos Finitos Prisméticos. Otro punto esencial es la condicién
inf-sup especifica (Lemma 2.3) para la presién superficial.

Supondremos que se verifican las hipétesis:

H1) Dado g € L} (w), existe una sucesién {gs }r>0, donde cada g, € M, tal que

lim llg - @allz3 ) =0
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H2) Dado2 <o’ <4yve W;’QI(Q), existe una sucesién {v; },so, donde cada v, € V},
tal que

li -~ Vit = 0.

S V= Vilian=0

H3) La malla de prismas 7y, es regular en el siguiente sentido:
— Existe una constante x > 0 tal que

X< VKeUTh
K h

— Dado K € T, denotemos hX y h¥ la menor y mayor arista vertical de K.
entonces, existe u > 0 independiente de h y K tal que

hi
p< 2
h{

El resultado principal de nuestro estudio es:
Teorema 2.1 Bajo las hipdtesis H1)-H3), se verifica:

i) El Problema (2.2) admite una unica solucion (us, pr) € V} x M}, tal que (U, Pr)

permanece acotada en HE () x L‘Qb/,%(w).

it) La sucesidn {Wh, Ph}yso contiene una subsucesidn débilmente convergente en
3/2 ., . . )
HL(Q) x L¥?(w) a una solucidn de (1.18) que satisface las estimaciones:
b D,

uha < Culli, (25)
1Py < CE™ oin+ 1) U0 (26)

donde C > 0 es independiente de h y v = min(v,, vy, v.). Si tal solucidn es tinica.
toda la sucesion converge a ella.

Demostracién.-
Procedemos por etapas.

Etapa 1.- Linealizacién de (2.2).

Reemplazamos en (2.2) Uy, por Wy, = (wy, w3,) € VI x L2(Q,) satisfaciendo

0
w3 (X, z) = / Vi - wa(X, s)ds, Wah|p, = 0, wap - n3)p, = 0. (2.7)
z
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Obviamente, (2.7) implica V- W, = 0.
Por tanto, buscamos (us,ps) € V} x M} tal que,

BTT(Wh; (uh,ph), (Vh,Qh)) = (1,\771>, V(Vh,Qh) € Vilz X Mft' (2~8)

Etapa 2.- Representacién de los términos de estabilizaciéon mediante Espa-
cios de Burbujas.

Introducimos a continuacion el concepto de operador de condensacidn estdtica. Con-
sideremos una familia de subespacios {Z14},., de H}(Q) (resp. {Zan})o de Hi(ws)) de
dimensién finita. Consideremos asimismo la familia {Si4(:, ) }a>o de formas bilineales y
continuas en H}(Q) x HI(Q) (resp. {San(:, ) }nso en H(wy) x Hi(wp)). Supondremos
que dichas formas son coercitivas y Zjy-elipticas (resp. Zqp-elipticas).

Denotemos por Ry, el operador de condensacion estdtica

th . Hgl(Qh) — Zlhy
definido como sigue: Dado ¢ € H™*(Q),), R11(¢) es el tinico elemento de Z1, que satisface

Sin(Rin(w),2n) = (@, 24), Yzp € Zqp. (2.9)

Definimos de forma andloga

Rgh : H‘l(wh) — Zop,.
La representacién de los términos de estabilizacion se lleva a cabo en el siguiente
Teorema (que demostramos en el Apéndice A):

Teorema 2.2 Supongamos que se cumple H3) y la hipdtesis:

e Los coeficientes Tx, Tr verifican

1& (2.10)

< 77 < g B2 ,
STr S aaiip ]Tl

o
Y h% <1k < Wbk, o h%—fﬂ-

para ciertas constantes oy, &g, Y1, Y2 > 0.

Entonces, ezisten espacios de Elementos Finitos Burbuja {Zih}h>0 y formas bilineales
continuas y coercitivas {Sin},s,, 1 = 1,2 tales que,

Z Tk /K(Wh-Vuh)(Wh-Vvh)Dh dX dZ = Slh(th((Wh-Vuh)Dh),th((Wh-Vvh)Dh)),
KeTy

> TT/ Vupn - Vagn dx = Son(Ron(Vupr), Ron(Vaan)), (2.11)
TeCy T

para todos Wy, us, vy en V} y ph,qn en M}. Mds atin, ambas familias S;, son uni-
formemente elipticas en h.
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La segunda desigualdad en (2.10) se comprueba facilmente a partir de (2.3). Ademsés,
de (2.4) se deduce tras algunos simples calculos

Yhi < T < YVaohi,

con

¥ v P v
Mm= 0= ;mm{dz‘am(ﬂ) Willhn’ 1} = 72(Wh).

Para simplificar la presentacién, supondremos ||[Wyl|lo.q < C, siendo C una constante
independiente de h, de tal modo que (2.10) se verifica con una constante vy, independiente
de W;,. De todas formas, nuestra demostracién puede ser ampliada al caso 2 = (W),
gracias a que estimaremos el campo de velocidades uniformemente en h en norma L3(Q).
Para las Ecuaciones de Navier-Stokes, esto se lleva a cabo en [28].

Consecuentemente, denotaremos a lo largo de la demostracién

Brr(wh; (Wa, Pa), (Vas gr)) = B(Wr; (Us, i), (V, @r)) — Son(Ran(VEaDR), Ron(VHGh))
+Slh(R1h((Wh . Vuh)Dh), th((Wh . Vvh)Dh)). (212)

Etapa 3.- Condicién inf-sup discreta.

El siguiente resultado prueba una condicién inf-sup discreta débil adaptada a nuestro
analisis:

Lema 2.3 Dado a € (1,2], eriste una constante 8 > 0 independiente de h tal que Vg, €
M},

Vg (Vh),qh)w
||Qh||Lg olwn) = Bl sup ( bl G
ko vheV}l-—{O} Ivhll,&,,ﬂh

+ (San(Ran(V an), Ren(Vrran) )17, (2.13)
donde o/ es el exponente conjugado de a.

Demostracion.

Para probar (2.13) es suficiente con

(V- (Vh,U3n), Th)a
”ThHLg(Qh) < p sup

(2.14)
(vh,vgh) € (Qh N H&(Qh)):i —_ {0} |(vha U3h)|1,a’,Qh

1/2
+ 5 [Z h%llvmllg,x} , Vra € Qn N LG (Qh),

KeTy
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con ' > 0 independiente de h.
En efecto, consideremos el espacio

My ={Gs : @~ R, Ga(x,2) = qu(x), para algin g, € M, }.

Sea q,(x,y) € M}. Consideremos g,. Es obvio que g, € Qn N L§(Q%) ¥
@hllg@n) = lgnllzg o(ws)- También, si (va,vsn) € (Qn N H ),

(V ) (VmU:zh)th)Qh = (VH : Vh,Qh)Qh - (Ush,ath)Qh = (VH : (Vh>th)wh>
|Vh|1,a’,ﬂh S I(Vh;v.'ih)ll,a’,ﬂh-

Luego,

sup (V- (Vh,V31n), qn)as < sup (vH'(Vh>th)wh'

onvm) € (@uN HY@W) = {0} [uwhoa T wevic - Wb,

Maéds ain, puesto que la familia 7, se supone regular,

px _ hr
0<xy<—< —
X=he = i
(véase la Figura .1 para una ilustracién bidimensional de estos pardmetros geométricos).
Por tanto,

o RIVanlix < Y X7ThEIVanlld k

KeTy KeTy,
Q

- 22170, |2 / / dz) dx

T%x rlVanl* | (], %)
< 201 T 7w 2/ Da(x)dx  (de (2.10))
= Tghx 1 fTDh,(x) dxl “ Hth T h( )
= > xoi' m|T||Vag|®

TeCy ’
= x2o;' Y 1l Vagllsr

TeCh
= x7%a7! Son(Ran(Vaan), Ran(Vags) ). (de (2.11))

Ahora, denotando 8 = 8’ max {l,x‘lafl/z}, (2.13) sigue de (2.14).

Para probar (2.14), sea r, € @rNLE (). Gracias a que 9 es Lipschitz, la condicién
inf-sup continua en norma L*(f),) se satisface (Cf. Amrouche and Girault [2]) : Existe
Ci(a, 24) tal que
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(V ) (V, ’U3), q)ﬂh
(v, 03) 100 2

lallzg0n < Ci sup ., Vg e LE(Q). (2.15)

f 3
(van)e Wi )] ~10)
) 3
Puesto que [D(Qh)]3 es denso en [WOI’O‘ (Qh)] , existe (von, V3on) € [D(Qh)]3 tal que
1
5 H%I]Lg(nh) <G (V- (VOh,Usoh),qh)nh, |(Von vaon) 1,00, = 1.

Por la Proposicién 1.5, existe un interpolado (Vor, Taos) € (Qn N H ()2 tal que

|(Voms Taon) 1,000, < C2|(Von, Vaon) 1,000 (2.16)
<

( Z hi2|| (Vor, Tzon) — (VOh,U30h)|lg,K)l/2 Ca |(Vons V3on) 1,05 (2.17)
KeTy

con C, > 0 independiente de h. Entonces, puesto que g, es continua,

1
3 lgnllzgny < Ci(V - (Vor, Tson), @n)an + Ci (Vor, Taon) — (Von, Vaon), Van)ay

Cl 02 I(v ’ (VO-/; m)v Qh)QhI

< — +
l (Vom U30h) |1,a',n,,

1/2 1/2
+C1 Zh;<2||(V_mzaU_3A)_E)“(Voh,UBOh)”(Q),K} {Z hiIIthllﬁ,K} :

KeT, KeTy,

Puesto que o/ > 2, (2.17) implica

1/2
[ Y- kR (Vor, Taon) — (VOh,U30h)”g,K} < Csl(von; vaon)|1,er,0, = Cs.
KeTh

Finalmente, (2.14) sigue con §' = max {C,C,, C,C3}.

Notemos por ultimo que las mismas consideraciones del Teorema 1.8 respecto a la de-
pendencia de la constante 8’ respecto de h son vélidas en este caso: la constante C;(a, Q)
de la condicién inf-sup continua en 2, permanece uniformemente acotada en h, mientras
que C, sélo depende del elemento de referencia de la familia 7, y de la constante x. De
modo que se puede suponer §', y por tanto 8, independiente de h. ™

Etapa 4.- Existencia de solucién del problema (2.8).

Puesto que (2.8) es equivalente a un sistema lineal con dim(V})+dim(M}}) ecuaciones
e incégnitas, la existencia de soluciones sigue de su unicidad. Supongamos que (2.8) tiene
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solucién (un, pr) € V} x M}l y estimémosla en términos de la norma del segundo miembro.
Acotacién de la velocidad.

Denotemos

ch = Rin((Wh - Vup)Dy), dip =Ron(Vaps). (2.18)

Tomemos v, = Uy y qn = —py, en (2.12) como funciones test:

Brr(wh; (Un, pr), (Un, =pn)) = B(Wh; (Un, Pr), (Uh, —Pr)) + Son(dh, dr) + Sia(ca, cn).

De

(Wh - V)5, ) =0;  plGalq < (Voih, Voln)e; f (@', Gr)a = 0;

sigue la coercitividad de B:

Y|l o < B(Wr; (T, Pa), (Gh, —r)).

Luego

|43 o + Sinlcn, cn) + San(di, dn) < (1, T5) < |1U|-1,0]Tal10- (2.19)
Por ser las formas S;;, coercitivas, con constantes v,

[Ghlre < 2710,
vislenlt o, < Mll-velthlie < U2, o (2.20)
vas|duli g, < IMl-ralalie < v M2 0

Acotacién de la presién.

Usaremos (2.13) para obtener una estimacién uniforme de p,. Para aligerar la no-
tacion, denotemos:

T, = sup Vit (V). Phoy T5 = Son(ds, da).
vREV; —{0} lvh|1,3,9h

Gracias a (2.13), basta con estimar T} y T, separadamente. T, estd acotado por (2.19)
y (2.20):

ITo| < v, 0 (2.21)
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La cota de T; sigue de

(Pr: Vi - (Vi))o = —Brr(Wa; s, pr, Vi, 0) + (Aw, U, V)
+S1a(ch, Rin((Wh - Vvi)Dy))
= —(L,¥3) + (Aw, T, 77) + S1alch, Rin(Wh - Vva) D). (2.22)

Estimamos los dos primeros términos del segundo miembro de (2.22) usando (1.20):

= Vi) + (Aw, 0, Vi) < C(Q, 0, f) [(Whlne + DIl + [Ul-10] Whlise.  (2:23)

En cuanto al término de estabilizacién de la conveccidn:

1S1n(ch, Rin((Wh - Vvi)Di))| = ((Wh - Vvi)Dy, ch)a,
< C|IDh] a0 (
+|wznllo.ll VEVallo,3.0llCklo6.0)

< CO)IDlloow|WhlialChlielVhlis0. (2.24)

WilloaallVavalloallerllosn

Ahora, combinando (2.22),(2.23) y (4.16),

(B, Vi - (Vi) < C(Q v, HIWhlia(lBrlie + [€li) + -1ellValize.  (2.25)

Finalmente, usando esta vez (2.13),(2.20) y (2.25), se sigue:

157l 22y < C(Fali + D10 (2:26)

siendo C' una constante independiente de h.
Se deduce entonces que existe una tnica solucién del Problema (2.8), que verifica:

[hlie < vt =10 ||5EHL§D/%(W) < C(|Walia + 1) [J1|-1,0- (2.27)

Etapa 5 : Existencia de solucién de (2.2)

Definamos la aplicacién F : V, — V4, que lleva cada w, € V), sobre uy, la solucién
del Problema (2.8). Las estimaciones (2.27) y la unicidad de soluciones de (2.8) permiten
probar la continuidad de F. Basta para ello proceder como en la demostracién del Teorema
2.1.

Las mismas estimaciones muestran también que F lleva By, (0,27 %||1||-1,q) en un sub-
conjunto propio. Por tanto, el Teorema de Brouwer da la existencia de al menos un punto
fijo, solucién de (2.2), verificando:
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[tale < v H)<0;
|Ch|1,(zh < (Vlsz)_l/QHIH—l,Q;
|dalia, < (vask) 2|1 10; (2.28)

15702y < O v+ 1) o
Etapa 6 : Conclusién.
Gracias a (2.28), la sucesién {(Qx, pr)}r>o estd uniformemente acotada en H(Q) x

3/2 . . . Py .
L D/,O(w), un espacio reflexivo. Luego existe una subsucesién, que denotamos de la misma

forma, débilmente convergente en H}(Q) x L3'D/’% (w) a un par (u,p). Veamos que este par
es solucién del Problema (1.18). f

Tomemos ¢ € L} j(w) y v € W, *(Q). Consideremos dos sucesiones {@n}nso Y {Vatnso
en las condiciones de las hipétesis H1) y H2). Entonces

V¥, — Vv in [L4(Q)]3; i, —u inL%Q); U, — U débil en [L2(Q)]3,

lo que implica

(Un - V)T, V) — (U V)u,v).

Para pasar al limite en los términos estabilizantes, necesitamos la siguiente propiedad
de los espacios de Elementos Finitos Burbuja:

Lema 2.4 Supongamos que se cumplen la hipdtesis H3). Consideremos una familia
{Zh}n>0 de Elementos Finitos Burbuja contenida en H}(Qy), generada por un espacio
de referencia Z*. Entonces, se verifica.

i) Para todo q € [2, 6], existe una constante C, > 0 tal que

1~ 1
zallo,q < Cq hﬂ|zh|1,gh, Yz, € Zy; donde g— + —-—6£ = 5 (2.29)

i) Si una sucesion {Zp},so, Con 2, € Zy, Vh > 0, permanece acotada en Hg(Q),
entonces converge a 0 débil en H} ().

Este Lema se prueba en el Apéndice A. Lo usamos en la acotacién:

S1a(ch, Rin((Un - VVa)Di))| = [{(Un - VVi)Dn,ch) g-1_m]
‘/{; (Uh : Vvh) . ChDh dx d$3
h

< Cs|IDlloow (|18l csoy Va1l Rl ooy
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+ 1173 0.0 1859 | 4(oy 1Gh | o)

Cy | Dlloow|trl1,alValiaallChll L

Cs| Dllcow |h|1,01Val1,40/Ch 10 B* ((2.29) con ¢ = 4)
Coll Dlloow [Valramllll%y o RY/* (gracias a (2.28)).

IN AN INA

Luego,

ilzi—%sm(ch,th((Uh - Vvi) D)) =0.

Por otro lado, gracias a (2.28) la sucesién {dj}n>o esté acotada en H}(w). por tanto
converge débilmente a 0 en dicho espacio. Asi,

}Ll_r)r(l) Son(Ron(VEgn),dr) = ,111_1}(1) (=@, Vi - dp)w = 0.

Para terminar la prueba, combinamos la semicontinuidad débil de la norma en espacios
de Banach reflexivos con las estimaciones (2.28), obteniendo (3.11)-(2.6). Ademds, por
reduccién al absurdo, si la solucién de (1.18) es tnica, la sucesién completa {@s, Pr }4sq
debe converger a ella. ]

Nota.- En el apartado Acotacidn de la velocidad se obtuvieron las estimaciones (2.20),
de entre las que destacamos:

lenlin, < (vise) Y21 210,

dal10n < (v2sr) 2|1 —1,0.

Como vimos en el apartado Acotacién de la presion, la estimacién de dj, se usa para
estabilizar la presién a través de la desigualdad (2.13).

Por otro lado, la estimacién de ¢, pone de manifiesto cierta estabilizacién de la derivada,
convectiva. Damos a continuacién una interpretacién de este mecanismo.

Es bien conocido que, en caso de conveccién dominante, las velocidades proporcionadas
por el método de Galerkin estdndar pierden la estabilidad H!. El sintoma es la aparicién
de oscilaciones de pequefia amplitud, del orden del paso de malla. Dichas oscilaciones
desaparecen para mallas suficientemente finas, lo que puede ser inabordable para altos
numeros de Reynolds.

Un principio heuristico entre los investigadores en este campo es que estas oscilaciones
espureas se deben a una acumulacidn de energia a nivel de las escalas més pequenas de la
malla. En otras palabras, cuando la malla no es suficientemente fina, la viscosidad inicial
del problema v no puede disipar toda la energia, y el flujo produce altas frecuencias
(oscilaciones de corta amplitud) que se acumulan a pequefia escala. Esta acumulacién de
energia se trata de contrarrestar en el método (2.2) con el término

(2.30)

Z TK/ (W - Vup)(Wp, - Vvy) Dy dx dz,
KeTh K

que es, al fin y al cabo, un término difusivo. Estamos intentando pues afiadir disipacién
artificial a las escalas mds pequefias de la malla.
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En nuestro caso, el espacio de altas frecuencias de la solucién numérica viene repre-
sentado por el espacio de burbujas Z,,. Esto es coherente con lo antes expuesto; ya que
las burbujas elementales se anulan en las interfases de los prismas, una funcién de Z;,
varia rdapidamente de nodo a nodo. El condensado c, representa la componente de alta
frecuencia de la derivada convectiva. A igualdad de mallas, la estimacién de |c1 0, sig-
nifica que obtenemos un control eztra sobre las altas frecuencias de la derivada convectiva
que no se obtiene, a priori, en el Método de Galerkin usual. Este control lo proporciona
la adicién de viscosidad numérica que antes citamos.

Para una explotacién numérica de estas ideas remitimos a [28], donde se elabora un
proceso de filtrado a posteriori de altas frecuencias. ]

2.4 Regularidad aumentada para la presion.

Cuando € presenta un talud lateral, es posible probar una condicién inf-sup discreta con
mayor regularidad para la presién. Para ello, introduzcamos los espacios auxiliares:

2
Y, = {yh € [CO@r)| tales que YT € Ch, yalr € [P1(T), Yalow, = 0} )

Yao, = {y4(X) Du(x);yn € Ya},  (VE) = {(va)(x); va € V}i}.
Probemos algunas propiedades relevantes de estos espacios:

Proposicion 2.5 Se tienen las siguientes propiedades:

it) Sea 2 < o < 3. Si existe dy tal que d, = rreli_rth > dy cuando h — 0%, entonces
Xcwp

existe una constante Cy tal que

(Vi - {vn),qn) (Vi - (Wh), @h)wp,

W 1
sup <Cy sup ,Vqn, € M,(2.31)
viEV]—{0} |Vh11,9h wLEV}] -{0} “vHWhHO Q t ”3 WhHO o Qg
Demostracién.-

i) Consideremos y, € Y, y v, = yna, donde a(x,z) =
definido, v, € V}. En efecto, es obvio que v, € C(Q2) N H;(Q
puesto que

2 (z + Di(x))/Dn(x). Asi
) Ademas Vh|K € Rl’l(K)

z + Dp(x) z + Dy (x)
\' = xX)2 ————)| =2yp(X)|lr ——— )
h|K (yh( ) Dh(X) )K yh( )lT Dh(x) x,
con Iy = [-4Dy,(x), =52 D (x)).
Obsérvese que existen unos tnicos coeficientes a,b € R tales que
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zZ+ Dh (X)
Dh (X)

Basta para ello desarrollar la anterior expresién, llegando a un sistema 2 x 2 compatible
determinado. Se tiene entonces por la definicién (1.22) que vl € Ry, (K).

Es facil comprobar que (v4) =y, Dy € Y} p, . Esto proporciona Y, p, C (V}).

Consideremos ahora v, € V} y x € T € C,. Entonces

2 = aok(x,2) + b(1 = ox(x, 2)).

(WM=§A%M

Parai=1,2:

2
/ vin(x) dz = an(x)/ (n(0(x,2)) dz, para alginp, € P(T),n=1,2.
£ n=1 Tk
Puesto que [}, (n (0(x,2)) dz = Dp(x)/(21), se sigue

/Ik Vin (X) dZ = Dk (X)Dh(X)

para cierto py € IP1(T"). Sumando a lo largo de las capas verticales (v4) € Y} p,, luego

i) Tomemos v, € V} y denotemos

Wh(%,2) = (va)(x)a(x, z)/ Da(x)-

Entonces wy, € V}y (v4) = (wy). Més afin, si se calculan separadamente las integrales
verticales y horizontales, resulta:

IVawhlliz@,) < Ci [/wh |V (v)*D;*t +/wh |(va) 1’|V a Da|* D5
< CildR IVa vV IE2(,) +
i ? IV 1 DallZ o oy IV 1 22y ) (2.32)

“azwh“?,/a’(nh) = /w|<vh>|a,Di:2al—1Sd;h,_”l(vh)”%'(wh); (2.33)

donde C) es una constante numérica. Gracias a la desigualdad (Cf. Brézis [14]):

VRl ey < Coleds wn) (Vi1 ns

se deduce de (2.32),(2.33):



2.4. Regularidad aumentada para la presion. 87

IV aWallo,n + 110:Wall a0,y < Cs [(Va)l1ns

—1-2a’

donde C5 = C'11/2(d,:1/2 + d;3/2|Dh|1,oo,Qh) + Csyd, @ . Sidy > dy > 0 entonces Cj estd

~1-2a'

acotada independiente de h. Si dj — 0, entonces C3 = O(d,, «* ).
Ademds, del apartado i) del Lema 1.3,

1/2
[vidliw < IDAlEE ) vale.

Por tanto,
Vy- , V- (wh),
sup ( H (vh> Qh)wh 304 sup ( H < h) Qh)wh : (234)
vh€VL-{0) [Vh|L0. wrevi—{o} |VaWhllo,0, + [0:Whllo,ar,04

con C,; = CsHDhlllL/oz(wh)'

Finalmente, por construccién ”Dh“}:/oi(wh) estd acotada en h y Cy < Cy < 400 cuando
dh Z do. ]

El resultado anterior permite obtener mayor regularidad de la presién en el
Teorema 2.6 Supongamos que §2 tiene talud, en el sentido de que D > dy > 0. Entonces,

eziste al menos una subsucesion {Us, pr},s, de soluciones del Problema (1.27) débilmente
convergente en H}(Q) x L(w) a una solucién del Problema (1.18), satisfaciendo las cotas

|U|1,Q Cl/—lnln_l’g, (235)

IPsllzewy < COH-na +1) Nfl-10- (2.36)

IN

Demostracién.-

Tomemos a = &' = 2 en (2.13) y usemos (2.31). Resulta:

(Vi - (Wh),Dh)w,
2 < C su

+ [Son(Ron(V pn), Ron(Vrn) )]/2). (2.37)

Esto ocurre porque min Dy, > min D > dy > 0. La cota D > dg > 0 también implica
Wh w

IPallzw) < Cll|Ph|lL30(w)



88 Capitulo — 2. Caso estacionario: Estabilizacién Término a Término.

para alguna constante C; independiente de h. Entonces, la sucesién {ps},, pertenece
a L2(w), asi como cualquier limite de posibles subsucesiones convergentes. Las estima-
ciones (2.35) siguen de manera andloga al Teorema 2.1. En este caso deberemos usar las
estimaciones (mas finas que (1.20)-(1.21)):

[(Awa, V)| < C(Q v, f)(IWl0 + D0ufia(lVavilea, + 18:vlos0.), (2.38)
[(Avu, V)| < CQ v, f)(Iwlie + Diulie(IVaviloe, + 110:vilesa.); (2.39)

para cualesquier w € H}(Q),u € H}(Q),v € W,}2(Q).
n

Nétese que cuando €2 carece de talud, las estimaciones anteriores explotan cuando
h — 0%, y no se puede deducir convergencia alguna en L?(w) para la presién.

2.5 Estimaciones de error.

En esta seccién probamos estimaciones de error en el caso lineal. Supongamos dada una
velocidad de conveccién w € W3 %(Q). A nuestro entender, esta es la menor regularidad
requerida para obtener estimaciones de error éptimas en términos de A.
1 2
Buscamos (u, ps) € Hy(£2) x L} 4(w) tal que,

B(W; (uyps), (VvQS)) = <1’ V), V(V, qS) € H;(Q) X LZD,O(w)' (2'40)

Notemos que el aumento de regularidad de W permite tomar funciones test en H} ().

En este caso, el buen planteamiento del Problema (2.40) se prueba de forma estdndar,
usando la condicién inf-sup (2.15) con a = o/ = 2.

También reemplazamos en (2.2) la velocidad de conveccién Uy, en el término estabi-

lizante por una aproximacién de W, digamos W, = (wp, wa) € V}x L?(Q,) satisfaciendo

0
w3k (X, 2) =/ Vi - Wh(x,s)ds, wan, =0, wss -1y, =0, (2.41)
(Whlie0, < ClWlise

para cierta constante C > 0 independiente de h. Por tanto, buscamos (up,pn) €
V} x M} tal que,

Brr(w; (s, 21), (Va, @n)) = (LVR), Y (Va,qn) € V} X M, (2.42)

donde ahora denotamos

Brr(w; (an, pr), (Vhs@n)) = B(W; (@4, 5r): (Vh, @) + Son(Ron(Vaps), Ran(Vras))
+S1h(Rin(Wh - Vup)Dp), Rin((Wh - Vvi)Dp)). (2.43)
Las etapas 2, 3 y 4 de la demostracién del Teorema 2.1 proporcionan la existencia y

unicidad de solucién de (2.42).
El resultado que demostramos en esta seccién es el siguiente:
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Teorema 2.7 Supongamos que £ € L2(Q) y = € HY(T,). Supongamos que existe soli-
cion u € H*(Q) N HY(Q), ps € H' (w) N LT, o(w) de (2.40).
Entonces, existe C > 0 tal que

[u— w10+ [|ps _thL%‘O(w) + Wliw, <Ch, |znli0, < CHY,
donde

2, = Rin(Wh - Vuy)Dy), 1 = Roa(Vupn).

Demostracién.-

En aras de aligerar la notacién, omitiremos el simbolo ~ usado hasta ahora para de-
notar la extensién de las funciones definidas en wy, {2, por cero a w, 2.

Etapa 1: Estimacién del error de consistencia.

Definamos el error de consistencia como la forma lineal €, en H}(Q) x L% ((w) dada
por

(Gha (Va Q» = BTT(W; (uvps); (Va (Z)) - <1’V>a
V(v,q) € Hy(Q) x L} o(w).

Entonces, como (u, ps) es solucién de (2.40):

(en, (v, q)) = San(Ran(Vups), Ron(VEq)) + Sia(Rin((Wh - Vu)Dy), Rin((Wh - Vv) Dy)).
Denotemos t, = R, ((Wp - Vu)Dy), tn = Ron(Vgps). Usando (2.29) con g = 3,

1S0a (b Rin((W - VV)Dp)| = | = /Q (Wi - V)V - th Dyl
h

| Dhlloo,lWal16.0:VInalltrllLaan)

<
< || DllwalWalisanlVivaltalia, B2 (2.44)

Eligiendo v = u en la expresién anterior se obtiene

Visltali,, < [1DllsonlWalis0, [uliah'/?.

Por tanto

|S1a(th, Rin((Wh - VV)Dy)]

IN

I1DI|% .o vi IWali g alulialviLe b

C(W: u, VIS’D)Ivll,Q h. (245)

7AN
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Si usamos ahora (2.29) con g = 2,

ISQh(rhaRQh(vHQ))l = l(vaS7R2h(qu))whi _<. lps|1,w”R2h(vHQ)“0,wh
S C lpsll,wlR2h(VHQ)’l,wh h S Cl |ps|1,wl|vH(IH—l,wh h S C" lpsll,w“quo,w h.
Asi

[{ea(v, o)) < C(Ivlra + llgllow) h-

Etapa 2: Estimaciones de error para la velocidad.

Tomemos {Ux,Pr},s, tal que Gy € VL, pr € M} y:

(2.46)

(2.47)

(2.48)

La interpolacién de la presién es posible gracias a los resultados de interpolacién

estdndar para Elementos Finitos (Cf. Ciarlet [33]), y porque p, € H'(w).

Para la interpolacién de la velocidad se razona siguiendo los argumentos de la Proposi-

cién 1.5, usando que u € H?(Q) N HL(Q).
Dados v, € Vi, g, € M}, tenemos

(€n, (Vh, %)) = Brr(w; (u —up, ps — Pr); (Vh, Gn))s
luego

Brr(w; (Gn — up), (Pr — Pr); Vh,qn) = (€n, (Va,qn)) +

Brr(w; (Gn — u), (Pn — ps); Va,qn).  (2.49)

Sean

ch = Rin(Whr - V(Ur — up) Dr), dp = Ron(Vu(Br —pn)).

Testamos (2.49) con v, = Gy — Up, g = —(Pr, — pr). Se sigue:

v|tin — unll g + Sia(ch, cn) + San(da, dn) < (en, (8n — un, —(Pn ~ Pn)))
+(W - V(4 — u), Gy — up)
+(Vy (b — u), Vo (tn — un))
— (Vg - (Gp —u), =(Pr — Pr))w
—(Va - (lp = un), Pr — Ps)w

+S1h(R1n (W - V(@i — u) Dy), cp)

+S21(Ran(Va (Br = ps)), dn)-
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Acotemos el segundo miembro de la anterior desigualdad:

[(€ns (G — U, —(Pn — pu)))| < C(|Gn = unlro + [IBr — Pallrzw)) B
(W - V(Tp —u), T —up)| < C[Wligalts —ufiells — urlie < Clun — unlioh
(Ve (Un —u), Vo(Us —up)] < 7y —ulialis —unlie < Clan —wlioh
(Ve - (@ ~w), —=(Br — pr))ol < Clan = uliallBn = prllzw) < Clln = palleze) i
(Vi - (Gn — un), Pr = Ps)ul < ClUn — unlyellPr — Psllize) < Cln —anlioh;
1S1a(Rin(Wh - V(8n — u) Di), i)l < (W V(U — u) Dp, ca)l
< ClID|lssslWhlisalenlio s — ulio < Clenlig, A
Son(Ran (Vi (B = ps)),dn)l < C|Rau(Va(Br — ps))1wldaliw,
< ClIpn = psllowldaliw, < Cldaliw, b

Esto proporciona

vltp — upl} g + vislenli g, + vasldal},, <

C (|tn — unlia + |Pn — Pallow + 1ckli0n + 1daliw,) e (2.50)

Etapa 3: Estimaciones de error para la presién.

Seguidamente, adaptamos los argumentos usados en el epigrafe Acotacién de la
presién de la demostracién del Teorema 2.1 para acotar la norma ||pn — prllow- En
primer lugar, observamos que

(Br =0, Vi - (Va))w = —Brr(w; (Tin — un, Br — pa)s (V4 0)) + (Aw(8n — un), va)
+S1n(ch, Rin (W - Vvi)Dp))
= —(€n, (V4,0)) — Brr(w; (fin — w, pr = Ps), (V1, 0))
+<Aw(ﬁh - uh),vh) + Slh(Ch,th((Wh . VVh)Dh)). (2.51)

Ahora estimamos el segundo miembro de (2.51):

Ken, (Vi O))] < Clvaliah
IBrr(w; 8 — u, Pr — Ps, Vi, 0)] < C (|Gn — uli,0 + 1P — Psllow) [Valra
< Clvihah
(Aw(Op = up),va) < Clip — unlielvalie;
Sin(ch, Rin((Wh - Vvi)Dy)) = (Wh - Vva)Dy,ch)
< C HDh”oo,wlwhll,ﬂlchll,QhIthI,Q
< Clenlia,|velia-
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Se sigue,

(Pr = o Vi - (Vi))w < C(lehlia, + 1Gn — unlia + A) vl (2.52)

Seguidamente, usamos (2.13) con o = o' = 2, obteniendo:

(Vi - (Vn),Ph — Pn)w,

15 = Palleg, gy < €[ sup +ldpliw,). (2.53)

vieVi-{0} [Vil10,
Relacionando (2.52) y (2.53),
1Ph = Pulley ey < Cllan — unfin + lenlin, + [daliw, + A (2.54)

Etapa 4: Conclusién.
Insertando la estimacién (2.54) en el segundo miembro de (2.50),

vlip — w2 g + vislenliq, +valdal?,, <

C (lﬁh - uh|1,Q + |Ch’1,Qh + Idh|1,wh + h) h. (2.55)

Consecuentemente,

[y — upli0 + lCalin, + ldrliw, < Ch, (2.56)

y (2.54) con (2.56) proporcionan:

1P = Palleg, pmy < Che (2.57)
Es ahora inmediato, usando (2.48),(2.56) y (2.57)
lu—upfro+ps = prllzz ) < Ch.

Ademds, tomado ¢ = p, en (2.46):

|rh'1,wh S Cl lps|1,w h. (258)

Usamos esta estimacién en:
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Ilhll,wh = |dh + R2h(vH(ﬁh —Ps)) + rh|1,wh
Idil1wn + [Ron(VE(Br = Ps)) 10, + |Th] 1,0,
< C(h+IPn — psllow, +h) < Ch.

IN

Finalmente,
Znl10, = [—cn+Ru((Wy- V(8 —u)))Dy) + thlia,
< lenlio, + [R((Wh - V(WL — 1)) Dy)lia, + [ta]10,
S Ch -+ “D”oo,wlwh|1,6,9h |ﬁh - ulLQh -+ Ch1/2
< ChY2 (2.59)

|
Nota.- La regularidad W'5(Q) exigida a w, se justifica en la estimacién (2.45). En
efecto, de haber supuesto una regularidad W' (Q) con 2 < r < 6 se obtendria en (2.44)
una potencia ¥ con 0 < 8 < 1. Consecuentemente, en (2.45) se tendria h%, corrompiendo
la estimacién del error de consistencia en O(h).
Por otra parte, si w € W,"*°(Q), entonces después de (2.44) se llega a

Ithll,ﬂh S C(W? VS) ua D) h”
lo que implica en (2.59), |z4]1,0, < Ch.



Capitulo 3

Caso estacionario: Métodos
Estabilizados Consistentes.

3.1 Introduccion.

Por Métodos Estabilizados Consistentes designamos aquellos en los que el término esta-
bilizante se construye ponderando el residuo completo:

> TK/ R(unlx, prlx)P(Valk, nlx) dx dz, (3.1)
KeTy K

con

R(uplk,prlx) = (Un - Viu, — Apus + fk x up + Vgpp — £

Entran en esta categoria métodos ya clasicos como el SUPG, GALS y Adjunto Esta-
bilizado. Por definicién, estos métodos son consistentes y otorgan una mayor precision al
calculo.

La inclusién en 3.1 del residuo completo constituye la principal dificultad en el anélisis
de estos métodos. En efecto, como veremos, al estar el residuo de la ecuacién completo
en el término estabilizador, los términos de velocidad y gradiente de presién aparecen
acoplados en las estimaciones, lo que unido a la falta de regularidad en (0.46) de la
derivada convectiva, impide estimar la presién como en el Capitulo 2. Ello fuerza a
asumir simplificaciones en el modelo que permitan regularizar la derivada convectiva.
Concretamente, supondremos la velocidad de conveccién dada, con regularidad Wh3(Q) x
W3(Q) x L3(f), en lugar de la regularidad H'(Q) x H*(Q) x L*(Q) habitual.

Demostramos la existencia y unicidad de la solucién dada por estos esquemas en el
Teorema 3.2. Posteriormente, en el Teorema 3.3, demostramos convergencia fuerte de las
soluciones aproximadas a una solucién del problema continuo en norma [H,}(Q)]2 x L?(w)
para (u,p;) y en H(9,; ) para us, asi como estimaciones de error suponiendo regularidad
aumentada de la solucién del problema continuo.

95
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3.2 Meétodos Estabilizados Consistentes.

En esta seccién supondremos que el dominio Q es cilindrico y poliédrico. El mismo
analisis se aplica, esencialmente, al caso de un fondo variable con talud. En este caso,
la dependencia respecto de la funcién D, de los términos estabilizadores resulta atin mas
complicada que en el Capitulo 2. Dado que el tratamiento de profundidades variables y la
aproximacion de {2 por subdominios poliédricos estén realizados en Capitulos anteriores,
nos limitaremos aqui al caso D;, = D constante y w poligonal para evitar complejidades
técnicas no esenciales.

Sea w € W, *(Q) una velocidad de conveccién dada para el Problema (1.10). A nuestro
entender, esta es la menor regularidad is6tropa que debe imponerse para realizar nuestro
analisis. Tomaremos también f = 0 para evitar complejidades técnicas no esenciales.

Abordamos en este Capitulo la aproximacién del Problema

(@) (W -Viu—Apu+ fut+Vgp, = 0 en,
{Ebg Vg-(u) = 0 enuw, (3.2)

c u=0enTly, v,0,u = 7 enly,
donde W = (w, w3), con wsz : @ — R, viene definida por

wa(x,2) = /ZO Vi -w(x,s)ds. (3.3)

Nétese que la regularidad impuesta para w permite, para todo u € H}(Q), definir
(W-V)u € H; 1 (Q) como

(W -V)u,v) = _/Q(w V)v-udxdz, Vv eH(Q). (3.4)

La integral del segundo miembro de (3.4) se puede acotar en este caso como sigue

| [(W-9)v-udxde] < [wlbaal Vavibalulose +
leallosalld:visalulbsa, — ¥veH@).
La desigualdad de Hélder da:

0 0
lwsllosa = (/w/_D(x)I/z Vi w(x,s)ds|® dz dx)'/?

< (/“)/_OD(X)(/zolds)z(/ZOWH-W(x,s)|3d3)dzdx)1/3,

y la desigualdad de Young

lwsllosa < (/w/—OD|z’2(/_OD]VH-w(x,5)|3ds)dzdx)l/3 (3.5)

0
¢D (/w /_D IV aw(x, s)? dsdx)/® = C D |w|y 50 (3.6)

IN
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Por tanto, gracias a las inyecciones de Sobolev, existe una constante positiva C =
C(£2) > 0 tal que
[(W - V)ull_1 0 < Clwlizalulie. (3.7)

Seguimos denotando

Awu= (W -V)u-Apu+fu:, A,u=—-(W: -V)u-Apu- fu

De (3.7), se sigue facilmente

Awu € Hy Y Q) v [{Awn, v)| < C(Q, v, Hwlhisa+ Dluhalviie, VYveHLHQ),(3.8)
Ayu e HyY(Q) vy [(ALu,v)| S C(Q v, f)(Iwhaa + Dlulielvhe Vv eH(Q).(3.9)

Consideraremos en este capitulo el operador

Byv=—-(W. -V)v-§Apv— fvi

donde ¢ € IR serd un parametro a determinar mas adelante.

Teniendo en cuenta la nueva regularidad de w, los mismos argumentos usados en la
Seccién 1.2 para obtener la formulacién débil de (0.39), llevan al Problema:

Dado 7 € H™Y2(T;), hallar (u, p;) € HE(Q) x L3(w) tales que,

B(w; (0,p5), (v,05)) = (Lv), V(v,¢) € Hy(Q) x Lg(w). (3.10)
Nota.- La hipdtesis D = cte. permite el uso de los espacios Lj(w) en lugar de los
L% o(w) en nuestro anélisis, sin pérdida de generalidad. "

La formulacién (3.10) es hilbertiana y tiene la misma estructura que las ecuaciones
de Oseen (o de Navier-Stokes generalizadas) estacionarias, de modo que la existencia y
unicidad de solucién de (3.10) puede ser ficilmente demostrada usando el Lema de Lax-
Milgram. Dicha solucién verifica adem4s las estimaciones:

luhe < 71—, (3.11)
“pSHL%(w) S C(Qy fa V) (|W|1,3,Q + 1) HIH—I,Qv (312)

donde v = min(vg, vy, v,).
Consideremos de nuevo los espacios (V¥, M}), k > | > 1 definidos en (1.23). Tomemos
una aproximacién de w, digamos w;, € V¥ tal que

[Whli30 < Clwliaa, (3.13)

para alguna constante C' > 0 independiente de h. Definimos, como es habitual,

wan(x,2) = /ZO Vi - wh(x,s)ds. (3.14)
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De (3.14) se deduce inmediatamente wsp . = 0. Es mds, razonando como en (3.5):

lwanllogo < CD|wihze < CDIwliaa (3.15)

Denotaremos

Q= {Qh € C%Q) | qnlx € Pi(x) @ Py(2), VK € 72} . (3.16)

Una vez introducidas estas definiciones, planteamos el siguiente problema:
Hallar (us,py) € V§ x M} tal que,

Br(wh; (Wn, o), Vi, qn)) = (Lv), V(va,qn) € Vi x Mj. (3.17)
donde

Ba(Wh; (Wh, 0r)s (Vh, qn)) = B(Wa; (Un, pn), (Va, an)) —
- % /K (Av, Un + V57) (Buw, Vi + V) dx dz

KeTy
= /Q(Wh -V)uy - v+ (Vou, Vove)a + f (Ui, vi)a
~(0r, Vi - (Vi) = (Vi - (un), qn)o
-3 /K (Avw, U + V52) (B, i + V) dx dz.

KeT

Los 7k son los coeficientes de estabilidad dados por (2.4) v pr, gs son las extensiones
de pr v g de w a todo 2 como funciones constantes en z.

Se tienen métodos estabilizados particulares para determinados valores de §. Concreta-
mente, los métodos SUPG Generalizado, Adjunto Estabilizado (AdS) y Galerkin-Minimos
Cuadrados (GaLS) corresponden respectivamente a 6 =0, 6 =1, y 6 = —1. Tomaremos
¢ = 1 para nuestro andlisis (en este caso By, = A3, ). Los mismos argumentos son validos
con ligeras modificaciones para § = 0, —1.

3.3 Analisis de estabilidad y convergencia.

Recurriremos a los espacios de burbujas para un andlisis sistemdatico del método (3.17).
El principal resultado en el que nos apoyaremos es la siguiente extensién del Teorema 2.2:

Teorema 3.1 Sean k > 1 > 1. Supongamos que:
i) La familia de triangulaciones Ty, es regular.

it) Los coeficientes Tx verifican

T hi < Tk <72 h%(, (3.18)

para ciertas constantes y1,v2 > 0.
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Entonces,

1. Ezisten espacios de Elementos Finitos Burbuja {Zs},., C Hy(Q) y formas bilineales
continuas y coercitivas {Sp},., definidas en H{(Q) x HY(Q), tales que,

Z TK /K(Awhuh + vth)(A:thh -+ Vsh) dxdz =

KeTy
Sh(Rh(Awhuh + Vth), Rh(A:,th + VSh)), (319)

para todos Wi, up, vy, en V§ y ty, s, en Q4. Mds ain, las Sy son uniformemente
coercitivas en h.

2. Eziste una constante Cy > 0 independiente de h tal que:

ValLa + [Zal1.0 < Colvh + zal1a  Vva € VE 2, € Zy, VA >0,  (3.20)

IVillog + l1Zalloe < Collvh + znllon  Vvi € VE, 24 € Zp, VA > 0.

3. Se satisface la condicidn inf-sup discreta:

g sup (V- (Va, U3n), Th)a

(v vmn) € (QEN HMQ)) — {0} | (Vi van)lia
+ B [Sw(Ra(Vra), Ra(Vra))]'?, ¥ra € Q4 0 L§(9),

Irallz) < (3.21)

con ' > 0 independiente de h.

Demostracién.-

La demostracién de los apartados 1 y 2 se realiza siguiendo la demostracién de un

resultado similar publicado en [27]. En aquel caso, sélo se condideran familias de Elemen-
tos Finitos afin-equivalentes. Puesto que consideramos en este Capitulo un dominio Q
cilindrico, la malla 7T, se compone de prismas con bases paralelas. Por ello, V¥ es en este
caso un espacio de Elementos Finitos afin-equivalentes, lo que permite aplicar el citado
resultado de [27].

Demostraremos aqui la desigualdad del apartado 3. En la demostracién del Lema 2.3

se probéd

el < 6 sup (V- (Vi U31), Th)e (3.22)
O (va, V) € (@ N Hy(Q))* - {0} |(Vh, vsn) 1.0

1/2
+68 | X hillvmllﬁ,x} , Vi € Qi N Lj(9),

KeTh
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con 5" > 0 independiente de h.

El punto fundamental para ello fue que @}, C C°(Q), lo que permite integrar por partes
en (V- (vy,vsn), Th)q sin que aparezcan términos de borde, v el uso de la desigualdad inf-
sup continua. Los mismos argumentos son aplicables si r, € Q) N L2(Q2), con [ > 1, de
donde se tiene

(V ) (Vh,U3h),7‘h)Q

Irellcz@y < B sup (3.23)
’ (v van) € QLN HL Q) = {0} [(Vm van)lia
1/2
+6' | 2 hilVmlie k| Ve € @0 LE(Q).
KeTh
Basta ahora mayorar el anterior supremo teniendo en cuenta Q' C Q*:
H?‘hHLg(Q) < f sup (V- (va, v3n), Tn)a (3.24)
(v v3n) € (QF N HY())? - {0} (Vs van )0
1/2
+8' { . Rkl x| s Yre € QL0 LE(Q).
KeTy
Por otro lado, de la igualdad (3.19) con u, = v, = 0,t, = s, = 5, tenemos
Sh(Ru(Vra), Ra(Vry)) = 3 7% / (Va2 (x) dxdz, Vs € QL.
KeT K
Gracias a que los coeficientes son de orden h%:
1/2
{Z h ||V7‘h||<2),;<} < [Sa(Ru(Vra), Ra(Vra))Y? Vi € Qu.
KeTs
Luego,
V. 3 3
Hrh“Lg(Q) < ﬁ’ sup ( |(E’th?)3})1‘) Th)Q
(va,v3n) € (Qk N Hy())° ~ {0} o TIRIILG
+ B [Sa(Ra(Vra), Ra(Vra))]Y?, Vrn € QL N L3(9).
L]

Este Teorema sienta las bases del Teorema 3.2. En particular, la Desigualdad Triangu-
lar Inversa Uniforme (3.20) es necesaria para la estimacién de la velocidad y la condicién
inf-sup (3.21) para la estimacién de la presion.
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Teorema 3.2 Sea k > | > 1. Denotemos v y U respectivamente a la menor y mayor
. . =2 .
viscosidad turbulenta. Supongamos v, > Z.. Entonces, el Problema (3.17) admite una

dnica solucidn (up,pr) € VE x M} tal que

lurhe < Clljl-10, (3.25)
I2ell22wy < C(IWhlize + DIMll-1,0: (3.26)
donde C' es una constante positiva independiente de h.

Demostracion.-

Puesto que (3.17) es equivalente a un sistema lineal con dim(V¥) + dim(M}) ecua-
ciones e incognitas, la existencia de soluciones sigue de su unicidad. A su vez, puesto
que (3.17) es un problema lineal, la unicidad sigue de estimar la norma de la solucién en
términos de la norma de los datos. Es pues necesario y suficiente para probar el Teorema
demostrar las estimaciones (3.25) y (3.31). Como es usual, obtenemos en primer lugar la
estimacion de la velocidad.

Estimaciones de velocidad.-

Supongamos en principio V£ L Z, en H}(Q) (en este caso Co = v/2 en (3.20)).
Denotemos ¢, = Ry(Aw,us + Vps). Por la ortogonalidad entre V£ y Z;,, Ry(Avy) =
0, Vv,€ Vi Asi, ¢, = —Ru(Ay, up ~ VD). Luego, sustituyendo v = s, g = —pn
en (3.17) se obtiene

(AwaUn, Up) + Sp(ch,cn) = Br(wy; (up, pr), (un, —pn)) = (1, up).
De
Zluhﬁ,n < (Awhuh’ uh)i

y la coercitividad de S, se sigue

viwli g+ uslenlla < I-ielushie,

de donde

lurha < 271,
UNIVERSIDAD DE SEVILLA
' FACULTAD DE MATEMATICAS
BIBLIOTECA

lealie < (VsZ)_1/2 “1“—1,9-
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En el caso general de (3.20), se tiene (Cf. [27]):

[(Vuy, Veg)| < (1= 68)|unlinleni o,

con &y = 2/C2. Esta desigualdad es més fina que la usual de Cauchy-Schwartz. Ahora,

|(Vyup, V)| < 7(1 - do)|unlialenlia-

Se sigue

Bi(wr; (un, pn), (Wn, —pn)) = (Aw,un, up) + Splch, cn) — 285 (Ra(Apuy), cp)
(Aw,up, wp) + Sp(ch, cn) + 2(Vouy, Vics)
> vunli g+ vslenli g — 20(1 — do)luslinlenlia. (3:27)

Gracias a la desigualdad de Young

20(1 = So)lwnlialerlie < T(1 = do)elunli o+ (1 — do)e enl? o-

Introduciendo esta desigualdad en (3.27)
se sigue

Qluhlin + 17s10hlin < Bh(Wh; (uh,ph), (uh, —Ph)),

donde denotamos
U= V- (1 - (50)_176,
Ahora, € > 0 se elige de modo que

(1—=6) 2L <e< (=)

Vs

SN

b

. . . e, 2 . .
lo que es posible gracias a la condicién v, > %-. Procediendo como en el caso anterior:

Iuhll,Q + Ichll,Q S C(Vsay.v v) ”1”—1,Qa (328)
lo que, en particular, da (3.25).
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Estimacién de la presion.-

Partimos de la desigualdad:

(V- (Va,v3n), Th)a

Irallzey < 8 sup (3.29)
° oovm) € QN HY@) — {0} [V ¥n)he
+8' [Su(Ra(Vra), Ra(Vra))]'/2, ¥ru € Q1 0 LE(Q),
Siguiendo el mismo razonamiento del Lema 2.3 deducimos:
Vg - (vn),
ol < 6 sup Ui (3.30)
vhEVE (0} Vil
+ B [Sw(Ra(V@R), Ra(V@R)]"*,  Van € My
Consideremos v;, € VF. Se tiene
(Vi - {va),Pr)e = —Br(Wa; (s, pn), (Va,0))
+(Awhuh, Vh) - Sh(Rh(A:Vth), Ch). (331)

Por la definicién (2.9)

Sh(Rh(A:.,th), ch) = <A:vhvh7 ch)'
Gracias a (3.8)-(3.9):

[(Aw, un, Vi) — (A5, Vi, e)| SC(Q, v, f)(Iwiliz.e + 1D)([uslie + [ali,0)[Val1,a(3-32)

Ahora, partiendo de (3.31)

(Vi - (Va), o) | = (Lva)| + C(Q v, F)(IWhli3a + 1) (Jurli,e + [ealie)lvalie
<Ci(Q,v, /)(Ul-1.0 + (Wrl1z0 + 1)(Juslia + lcal1,0) [Val1,a(3.33)

Por otro lado,

[Sh(Ra(VER), Ra(VER))]/2

IN

MRy (VEr) 0
= M?|cp, — Ru(Aw,un) 10
MY (|enlia + [Ru(Aw, un)|10)- (3.34)

IN
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A continuacién, estimamos |Ry(Aw, us)|1 0. De

Vs ‘Rh (Awhuh) Iiﬂ < Sh(Rh (Awhuh)7 Rh(—Awh uh))
= <'Awh Up, Rh('AWhuh))
< Mwpupll-10|Re(Aw, )10

se tiene

1
|RA(Aw,up)|10 < V—“Awhuh||~1,n,

y de (3.8)

1
| Ra(Aw,up)|1a < 70(97V>f)(|wh|1,3,n + 1)|upli 0. (3.35)

Proseguimos con (3.34):

[Sh(Ri(VBR), Ra(VER))]? < Ca(Q, My, v, f, 1) [(IWhl13,0 + 1)|usli,a + lculi,a] -(3-36)

Combinando (3.33) y (3.36) con (3.30):

IPallzy < Ca(Q Mg, v, £,0) [(IWhlisa + 1) ([urlie + lenlie) + [1ll-1,0] -

Usando ahora (3.28) concluimos

IPallzwy < CQ M, v, f,v) (IWhli,0 + DI-10,
que es precisamente (3.31).

Observaciones.-

1) Es en (3.33) y (3.36) donde se usa la regularidad pedida para w. En efecto, una
menor regularidad de w se traduce en una acotacién |[wy|iw o < C|W|1 o, COR
o' < 3 en (3.13). Esto se puede resolver en (3.33) acotando en L3/? la presién, pero
en (3.36) estariamos forzados a acotar por |ua|y 4,0 con v > 2. Ello hace insuficiente
la estimacién de energia (3.28), dificultad que no hemos podido (o sabido) salvar. Es
por ello que hemos simplificado el modelo en este Capitulo, asumiendo la velocidad
de conveccién dada con regularidad W13,
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2) En el caso 6 = —1 se tiene la estabilidad simplemente con v, > 0. En efecto, en este
caso By, = —Aw,. Sustituyendo v, = up, g, = —pp en (3.17) se obtiene
(Awhuh,uh> + Sh(Ch,Ch) = Bh(Wh; (umph), (uh> —Ph)) =, uh>7

y se obtienen las estimaciones

—1/2|

lupl10 < Z—lnl”—l,ﬂa lcklia < (vsp) 1|10,

como en el caso V¥ L Z; de la demostracion anterior. Se tiene entonces un método
consistente y estable sin restricciones sobre la viscosidad.

La misma observacién es valida en el caso § = 0, con k =1 = 1, pues en este caso
Auy = Avy, =0y también By, = —A,,.

3.4 Estimaciones de error.

El cardcter fuertemente consistente de los métodos que aqui consideramos simplifica no-
tablemente la obtencién de estimaciones de error en comparacién con el apartado 2.5.
Definamos antes, de la manera usual, u3 y uz, como

0 0
us(x, z) =/ Vg ux,s)ds, usp(x,2) =/ Vi - up(x, s) ds.
Teorema 3.3 En las condiciones del Teorema 3.2:

1) Supongamos que

’lllII'(l) |W - Wh|1,3yg =0. (337)

Entonces, la solucidn de (3.17) cumple

}li_ff(l) [u—upl0=0, ,lll_lg(l) lush — usl|Heo,;0) = 0, }ll_g% lp = psllr2w) =0,
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2) Supongamos que la solucidn de (8.10) cumple u € H*1(Q) N HE(Q),
ps € HY(w) N L(w) para ciertosk>1,1>1y
W —Wili30 < Ch™, m=min(k,I). (3.38)

Entonces, existe una constante C(w,u,ps) > 0 tal que

lu —uplio + |lusn — usllra.;0) + Ip — Psllay + 1Znlio S CA™

con zp = Rp(Aw,un + Vp).

Demostracién.-
Paso 1.- Error de Consistencia

Definamos el error de consistencia ¢, € (H}(Q) x L3(w))’ como

<5ha (V7Q)> = Bh(w§u7ps;V,Q) - (la V>’ V("?Q) € H;(Q) X Lg(w)

Puesto que (u, ps) es solucién de (3.10):

{en, (v,9)) = Sa(Ra(Aw,u+ VD), Ra(A, v + V7))
= Sh(Rh((Wh — W) . Vu), Rh(A:,hV + V§))
(Wi = W) - Vu,Ruy(A,, v+ V7))

i

= - /ﬂ((wh - W) V)Ru(AL,V + V) - udxdz
S C[W - Whl1,3,0|u|1,ﬂ| Rh(A:th + V@)lm-

La mismos argumentos con los que se dedujo (3.35) permiten acotar del siguiente modo
| Ru(AL YV + V@)|ie | Ra(A%, V)l + [Ra(VY)l1e

[ A% Vll-1e + IVl -10

Cllwrhza+ DIviLae + llallow

Clwlisa+ DIvie + llgllow (3.39)

ININ CIA A

Concluimos pues

<6h7 (V, Q)> < C(W’ Qv v, fv VS)IW - Wh|1,3,9|u|1,9(|V|1,Q + “qHO,w)' (340)
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Paso 2.- Estimaciones de velocidad y presién

Dados v, € V¥ ¢4 € M}, tenemos, por la definicién del error de consistencia

(€ns (Vhyqn)) = Bur(W;u = up,ps — Ph; Vh, Gn)- (3.41)

Para demostrar el apartado 1) del enunciado aplicamos el resultado de estabilidad de
la seccién anterior al problema (3.41). Se obtiene

u— upli0 +{ps — Pullzwy £ C llenll @z @)x L3y

La norma Heh||(Hé(Q)ng(w)), se acota mediante (3.40). Se sigue

lu — upfi,0 + |lps — ph”Lg(w) < Clw = wi|isalulie,

de donde, mediando la hipdtesis (3.37), se tiene la convergencia de u,, y p,. Ademis,
de las definiciones de u3 y uap:

llush — uslloe < DY*|luy — ulyq; (3.42)

|10:ush — Qzusllon = ||[Va - (up —u)lloa < Cluy — ujq, (3.43)

de donde la convergencia de ug;, a uz en H(9,;Q).

Para demostrar el apartado 2) reescribimos (3.41) usando una sucesién de interpolantes
{ffﬁ,ﬁﬁ}hzo tales que

’ll - a;l'l,ﬂ S Chka ”ps —ﬁllo,w < Ohl

Se tiene

By(W;Un — Up, Pr — Dh; Vay @) = (€n, (Vh, qn)) + Ba(W; @5 — U, Bh — Ds; Vh, Q)

2
Q
“~n

Gh (Vh, Qh)-

Aplicando el resultado de estabilidad de la seccién anterior al problema:

Bu(w; Uy — up, Ph — P Ve, qn) = Gr(Vh, an),

resulta

up — Unlre + [Pr = Pallrzwy < C Gl @yxrzew)y -
0 b [+]
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De (3.40) y la continuidad de la forma By:

[up — upli0 + ||Dr — Ph”Lg(w) < C(lw—walisa+|u— |0+ |ps — Bullow)
< Ch™ (3.44)

De (3.42) y (3.43) se sigue |lus, — u3||g(a,.0) < C ™
Paso 3. Estimacién del residuo.-

Denotando dy = Ry (Aw, (Ur — us) + V(P — pr)), v de forma ansloga a la deduccién
de (3.39):

Idrl10 S C(|W —Walizo+ |u—Talia+ Ips = Dallow) < CA™. (3.45)

Obervemos que

zn = Ru(Aw,un+ Vpy) —dy
Rh(.Awh (ﬁ-;t - uh) + V(ﬁ}: - ph) + (Wh - W) . Vu) — dh. (346)

Acotando el segundo mienbro de (3.46),

1Zala £ C(w —wWaliga+|u—Uslia + |ps — Prllow) + [dalia-

Finalmente, sigue de (3.44) y (3.45) |zp|10 < C h™. "
Observaciones.-

1) La estimacién (3.38) se sigue si w € H™*1(Q) con C = C(K*,Q)|w|um+1(q) gracias
a las estimaciones estdndar de interpolacién por Elementos Finitos.

2) En el caso k = [ = 1, el método (2.2) resulta ser mas ventajoso que (3.17) para la
resolucién numérica de nuestro modelo de Ecuaciones Primitivas.

Por un lado, la estabilizacién término a término de (2.2) permite hacer el andlisis
en el caso no lineal (remitimos al Capitulo 2). En cambio, como se observé tras la
demostracién del Teorema 3.2, la estabilizacién con todo el residuo en (3.17) nos a
forzado a linealizar las ecuaciones en este Capitulo.

En segundo lugar, ambos métodos dan una estimacién

u - uh|1,Q + ||p - ps“Lg(w) < C h"
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siendo el método (2.2) mas barato computacionalmente que (3.17). En efecto,
suponiendo siempre un dominio cilindrico, en el primer caso los términos de es-
tabilizacién a computar son dos:

Z 7-T/A Vuph - V dx, Z TK //(Wh . Vuh)(Wh . VVh) dx dz,
Tec, T Ker, K
mientras que en el segundo son nueve:

S e [ (Wi V)w+ fuf + VE)(=(Wa - V)va = £ vif + V) dxdz,
KeTy



Capitulo 4

Caso evolutivo: Aproximacion en
espacio-tiempo

4.1 Introduccion.

En este Capitulo estudiamos un esquema espacio-temporal destinado a la resolucién
numérica de (0.39).

Introducimos una discretizacién espacio-temporal de las ecuaciones. M4s concreta-
mente, combinamos el método introducido en el Capitulo 2 para aproximar el modelo esta-
cionario con un esquema de Euler semi-implicito en tiempo. Probamos que dicho esquema
es incondicionalmente estable. Las estimaciones de energia que se obtienen no soun sufi-
cientes para acotar la familia de presiones discretas {ps a¢} h.At uniformemente en espacio-
tiempo. Sin embargo, si se consigue estimar la familia de condensados {Ron(V aPn,at) by ap
lo que resultard fundamental.

Nuestro anélisis de convergencia pasa al limite en primer lugar en el pardmetro h,
recuperando una semi-discretizacién en tiempo de las ecuaciones originales. Para ello de-
sarrollamos una técnica de paso al limite para los términos de Penalizacién. Consideramos
esta técnica como un elemento innovador de nuestro anélisis. Concretamente,

e Mediante una eleccién especial de funciones test discretas probamos que la velocidad
limite es de divergencia nula. Dicha eleccién viene motivada, una vez mas, porque la
velocidad discreta calculada en cada paso de tiempo no es de divergencia débilmente
nula, contrariamente a los Métodos Mixtos.

e Probamos que los términos de penalizacién, cuya formulacién depende de A, se
anulan cuando A — 0, lo que permite la convergencia del método en espacio-tiempo.

En este primer paso al limite, se usard un resultado de compacidad que involucra
derivadas fraccionarias en tiempo. En cambio, al tomar limite en el paso de tiempo A, se
usar4 un segundo resultado de compacidad que involucra derivadas de orden 1 en tiempo.
A cambio, hay que estimar normas en espacios de dualidad.

Finalmente, analizamos el caso lineal. En este caso, es posible estimar directamente
la sucesi6én {pn,at}, o;» 10 que simplifica notablemente el analisis.

111
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4.2 Preliminares.

Para evitar las complejidades técnicas de los Capitulos 1 y 2, supondremos que w es
poligonal y D es afin a trozos en alguna triangulacién de @. De este modo, 2 es poliédrico.
Supondremos también D > A > 0 en w, para cierta constante positiva A. Obsérvese que,
asi definida, la frontera de  es Lipschitz, por ser poliédrica.

Recordemos el Problema (0.39):

Hallar u: Q x [0,7] - R? y p, : w x [0, T] = R tales que

(@) Ou+(U-Viu-Apu+ fut+Vyp, = f en0Qx]0,T],
(b) Vie-(u) = 0 enwx]0,TY, (4.1)
(c) u=0 enI,x]0,T[, v,0,u = 7T enTsx]J0, T '
(d) u(0) = up en;
donde U = (u, uy), con uz : @ = R, definida por
0
us(x, 2) -—-/ V- u(x,s)ds. (4.2)

Para formular débilmente (4.1), consideremos el espacio

Cgo = {v € [C=(@)] tal que vlr, = 0y Vs - (v) = 0}.

Sean ahora dos enteros ¢ > 0, p > 1. Denotamos

V¥ = clausura de Cf° en W}P(Q).
Para ¢ > 1, p > 1 se tiene la igualdad (Cf. Lewandowski [55]):

VP = (v e WIP(Q)| Vi - (v) = 0}.

Para abreviar notacién denotaremos V™ = V'™ para todo entero r > 1, y V%2 = H.
Se demuestran en [55] las inyecciones:

VI H— (VY
siendo ambas continuas y la primera de ellas compacta.
Nos seran necesarios los siguientes resultados para interpretar correctamente la for-

mulacién débil de la condicién inicial (4.1)(d). El primero de ellos se puede encontrar en
(58]

Teorema 4.1 Sea X un espacio de Banach. Si f € LP(0,T;X) y 0,f € L?(0,T; X)
(1 <p <), entonces f es, salvo modificacidn en un conjunto de medida nula de (0,T),

continua de [0,T) en X.

El segundo se puede consultar en [78]:
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Teorema 4.2 Sean X e Y dos espacios de Banach tales que X < Y con inyeccidn
continua. St f € L*®(0,T:X) y es débilmente continua con valores en Y. entonces es
débilmente continua con valores en X.

Por ultimo, nos serdn necesarios dos resultados de compacidad debidos a J. Simon
[75]:

Teorema 4.3 Sean X, E e Y tres espacios de Banach tales que
X = FE<Y,

con inyecciones continuas, la primera de ellas compacta. Sea {“n}n>o una Sucesion acota-
da en LP([0,T], X) tal que {Oyun},, permanece acotada en LU([0,T],Y’), conp, g € [1, 00).
Entonces la sucesion {u,},., es fuertemente relativamente compacta en L™®9((0,T), E).

En lo que sigue, denotaremos 7, f(t) = f(t + 7).
Teorema 4.4 Sean X, E e Y tres espacios de Banach tales que
X—>E<=Y,

con inyecciones continuas, la primera de ellas compacta. Sea {fn})s, una sucesion aco-
tada en LP([0,T), X) tal que

o fr = frlleeqor=njy) < C7°

con C independiente de h y s > 0. Entonces la sucesidn {fr},s, es fuertemente
relativamente compacta en LP([0,T], E).
4.3 Formulacion débil.

Supongamos f € L%(0,T; H;'(Q)), T € L*(0,T; H-Y*(T,)) y up € H. Adoptaremos la
siguiente formulacién variacional de (4.1):

Hallar u € L%(0,T; V?) N L2(0, T; H) y p, € W~1(0, T; LY/*(w)) tales que:

[ (a) —/()T(u,v)¢'dt+/0T((U-V)u,v)¢dt+/0T(V,,u, V,v)bdt+ f /OT(uJ',v)qbdt
S = [ wsdi=—(Tp,ve),

\ (b) u(O) = Uy,

para todo v € W,%(Q), ¢ € Wy (0,T).
En (4.3) denotamos
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(Lv) = (f, V)Hb—l(n),H;(n) + <""VIFs>H‘1/2(Fs),H1/2(Fs);

(VP38 = (VPo, VO)iyscmoriw; /@y i 01w 00

La formulacién variacional (4.3) tiene sentido. En efecto, de u € L?(0,T; V?) y (1.1)
se sigue que, para todo v € V?, la funcién t — ((U(t) - V)u(t), v) pertenece a LY(0,T).
Por tanto, si definimos

(9(6),%) sy o = (~(U0) - V)u(t) + Au(t) = fut(0) + 1), )y, 0

se tiene (g(t), v)(va), Vs € LY0,T).

Ademds, gracias a que u € L*(0,T;L*(Q)), la funcién t — (u(t),v)q pertenece a
L>(0,T).

Asi, puesto que Wy (0, T) — C°([0, T]) (Cf. [14]), el miembro izquierdo de la igualdad
(4.3)(a):

T T
= [ @ dt = [ (g(t),v) e, oo

estd bien definido para todo ¢ € W, (0, 7).
Por otro lado, la condicién (4.3)(b) es coherente. De hecho, de (4.3)(a):

d
E(u, V>(V3)’,V3 = (g(t),v)(vs),)vs, c.p.d. en[0,T].

Ello proporciona dyu € L'(0,T;(V?)). De u € L*(0,T;V*) y V? = H — (V3
resulta u € L2(0,T;(V?®)). Aplicando el Teorema 4.1 con p = 1 se tiene que u es
igual en casi todo a funcién continua definida de [0,7) en (V*)". Este hecho, unido a
que u € L?(0,T; H), permiten aplicar el Teorema 4.2 para concluir que u es débilmente
continua de [0, 7] con valores en H. Tiene por tanto sentido imponer u, € H.

Una prueba de existencia de solucién para (4.3) se da, por ejemplo, en Lewandowski
[55]. Para mds detalles sobre este y otros resultados referentes al anslisis matematico de
las Ecuaciones Primitivas evolutivas referimos a la Seccién 0.3.3.

4.4 Discretizacion espacio-temporal.

Desconpongamos el intervalo [0,7] en N subintervalos de igual longitud £k = T/N. Con-
sideremos la particién ¢, = nk. Denotemos:

n+1 L foes
= ld, 0<n< N -1
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Discretizamos (4.1) en tiempo mediante un esquema de Euler semiimplicito con objeto
de asegurar su estabilidad incondicional. Mads concretamente, se implicitan todos los
términos salvo la derivada convectiva:

un+1 —u®
k
De este modo, obtendremos un esquema incondicionalmente estable en tiempo.
Para la discretizacién espacial tomaremos el esquema (2.2) del Capitulo 2.
Consideremos una sucesién de aproximantes {ug,},., C H tal que para todo h > 0,
up, € Vi y ,111_1)1(1) U, = ug en H. Definamos u) = ugy,.

(Bpu+ U -Vu)(ta) = +U". Vu'tl

Entonces, dado 0 < n < N — 1y (u?,p}) buscamos (up™, pp™!) € Vj x M, tales que
V{(Vh,qn) € Vi x My,

un+1 —u®
(Y +/ Ur - V)urt! . vy dxdz + (Vpult™, Vyvi)+
+f(k X u"“ ) ( ntl Vg (Vh,>)w+

\ + Y, TK/ (Ur - Vuptl)(U} - Vvi)Ddxdz = (1" v),;
KeT

(Ve - (™Y, an)e + D e(Vapi™, Vaa)r =0,

\ TeCy
(4.4)
donde T, 7r vienen dados por (2.3)-(2.4), y U} = (u},u},), con
0
ugy (X, 2) =/ Vg - up(x,s)ds. (4.5)

El resultado principal de este Capitulo es:

Teorema 4.5 Supongamos que {Tn},, es una familia regular de Elementos Finitos.
Definamos las funciones

Wn o [0,T] — Hy () tales que upx(ts) = ul, continuas, lineales en cada subintervalo;

Prg i [0,T) = L3(w) tales que  pui(t) =pit', ta <t < tnar.
Entonces, eriste una subsucesion de indices hy que tiende a 0 cuando k — 0, una
subsucesion {Un, i}, ¥ una solucion (u,p;) de ({.3) tales que:

i) up x — u débil en L2(0,T;H}(Q)) y up, s —> u  débil- en L=(0,T;L*(Q)).
cuando k — 0.

i) Si tomamos:

- VveE W1’4(Q) arbitraria,
- ¢ € WH(0,T) arbitraria y,
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— una sucesion {vy tal que vy, € Vy, yvy, — v cuando k — 0 en
kJhp>0 q k kY k
1,4
W, (),

se tiene la convergencia:

(VDh, k, Vi, ®) — (Vps,v@) cuando k | O.

4.5 Desigualdades de energia.

Nuestro andlisis comienza con la representacién de (4.4) como una aproximacién Galerkin
de una formulacién variacional penalizada del Problema continuo (4.3). Al igual que en
el Capitulo 2, recurriremos al Teorema 2.1, que nos proporciona la siguiente expresién de
los términos de penalizacidn:

S 1k / (U - Va1 (U - Vvi) D dx dz
KeT, K

Sin(R1n((UR - Vup™) D), Rix (U - Vi) D)),

S mr(Vari™  Vag)r = Su(Ran(Vapith), Ra(Vea)).
TeCy

Denotaremos en adelante

it = Ru((Ur - Vupt)D)), dp*' = Ra(Vappt),

por brevedad.
Seguidamente, demostramos que el Problema (4.4) estd bien puesto. Para ello serd
necesaria la siguiente condicién inf-sup discreta, demostrada en la Seccién 2.4:

Eziste una constante 8 > 0 independiente de h tal que ¥q, € My,

(Vg - <Vh)7 ah)w
< “ 4.6
“qh“Lg(“’) S [VhEVhlz{O} [Vavallog + [10:vallosn (9

+ [San(Ran(Van), Ron(Vran) )] (4.7)

Con la desigualdad (4.6), probamos el siguiente

Lema 4.6 Fijemos 0 < n < N -1y h > 0. Entonces, eriste una tinica solucion
(uptt, pi*h) € Vi, x My, del Problema (4.4) verificando las estimaciones:
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. i} 1
(e < Cum (I l-re + £luglon),

n hd n 1 n
i e < C ) 2T o0 + £lluRllos),

|dz+1|1,w

IN

- n T
C (wt) A 10+ Ll lo0),

n n 1 n
Ipallzz ) < C(uplie +1) (Il + Elluhllo,a),
donde v = min{v,, vy, v, } y C sdlo depende de los datos.
Demostracién.-

Consideremos un paso de tiempo fijo; por tanto U} es ahora un dato, y el Problema
(4.4) es lineal:

(1
E(uﬁ“, Vh) + /Q(UZ . V)uﬁ“ Vi dXdZ -+ (VUUZL-H, Vyvh)
+f(k x upthvi) = (op, Vi - (Va))w
+S1n (e, Run (U - Vvi)D)) = (1", va) + —(uh, va),

| (Va - (up™), qn)w + Son(di™, Ron(Vagn)) = 0.

Por tanto, (4.8) es equivalente a un sistema lineal de dimension dim(Vy) + dim(M,),

. i : ) . . 1 1
v la existencia de soluciones se sigue de su unicidad. Supongamos pues que (uZ‘Ir ,pﬁ+ )

es solucién de (4.8) y probemos su unicidad acotando su norma en términos de [|1]|-,o.

Estimaciones para la velocidad.-

. . 1
Tomemos en la primera ecuacién de (4.8) v, = u}™' y en la segunda g, = prtt. La

derivada convectiva y el término de Coriolis se anulan; por tanto, sumando las ecuaciones:

1
EH“Z“”%,Q +y|up i o + S (chtt et
1
+Son(d2FL, d7HY) < (ML uptt) + E(uﬁ, urth).  (4.9)

Acotamos el segundo miembro como sigue:

1 1
(41,6) + 0 0 < 1y aluf e+ Cop Ik lonluf e, (410)



118 Capitulo — 4. Caso evolutivo: Aproximacién en espacio-tiempo

donde C, denota la constante de Poincaré. Ahora, de (4.9) y (4.10):

lupittig < vy (4.11)
_“uh+1”09 < vy (4.12)
Vs|cn+1lln S Slh( n+1 n+1) SZ (,yn)Z, (413)
vldER, < San(dpt di) <y (v (4.14)

con 1
=1l + Cp%HuZHo,n-

Estimaciones para la presién.-

Usamos el Lemma 2.3. Tomemos g, = pj*' en (4.6) y acotemos el supremo en (4.6).
Observemos que

1
k(uz-{-l ) + ((U;zl ' v)ug-f-l, vh) + (vVu;zH-l, vl/vh)

+f(k x uptt, vy) + Sin(cpt, Rin (U - Vvi) D))

(th Ve (vi))w =

1
—(*va) — 2 (u, V). (4.15)

El término estabilizante se estima como sigue:

IStn(ci*, Ria((Up - Vva)D))| = ((Up-Vvi)D,cptiq
< ClDllsow(lluilloaall VavalloallerHlosn +
llunllollO:villosallei llosa)
< ClDlloow(luhlie + DIk (IVavalloa + 18:vallos.0)-

En la dltima desigualdad se ha usado ||uf,|lo.n < C |[u?|1q, lo que sigue de (4.5). Los
términos restantes en (4.15) se acotan de forma estidndar. Dichas acotaciones conducen a

[Py Ve - (vi)] < [C —”uhHHOQ+C(]uh|m+I)IUZHIIQ"‘VluhH'm

+f Cllup™ o0 + ClIDllcow(luflia + 1)|cit 10
+Y" (IVavhrlloa + [10:Vallos,0)-

donde 7 = max {v,, vy, v,}. Las estimaciones (4.11)-(4.14) implican:
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‘( n-+1 VH < >) | < [C(/{;Z)_I/Q—’f—CVZ(IuZIl,Q‘*‘l)‘f‘pg‘l
+fC?™t + Cvi?u V|| D]l o (lup e + 1)

+119" [valize
< Ok v, v, Q, ) (gl + 1) 7" (IVaVallog + 110:Vallos64-16)
Observemos que el segundo término en el segundo miembro de (4.6) se ha estimado en

(4.14). Por tanto, gracias a (4.6), el bloque (4.11)-(4.14) y (4.16), se concluye la siguiente
estimacién de la presion discreta:

|lpz+1I|L%(w) S ,BC(k, Vs, V, Q, f)(luml,ﬂ + ]-) 7n
1 n
< OB s, v, Q f)([uhhe + 1) (1 e + Zllugllon).  (417)
De (4.11) y (4.17) se deduce la unicidad de solucién de (4.8). Como ya hemos resefiado,
ello implica a su vez la existencia, por lo que el esquema numérico estd bien planteado. w
A continuacién deducimos algunas estimaciones a-priori para la velocidad, el conden-
sado de la derivada convectiva y el gradiente de presidn.

Proposicién 4.7 La solucién de (4.4) satisface:

N
i) o2aX, luklloe < C, Z lup™ —upllf g < C, i) Y kluplio < C,
n=0 n=0 (4.18)
Z kit ia < C, Z kldptif:, < C,
n=0 n=0

donde C es independiente de k y h.
Demostracion.-

En primer lugar, observemos que

/ (UD . V)u - v, dx dz

_ /Q (UP - V)vs - it dxdz + / V- U (vh - ulth)

(u

P':

) (v ui) = [ () (s ui ™)

- /Q (UD - V)vy - ul dx de. (4.19)
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En la anterior igualdad, hemos usado que la velocidad tridimensional U} es siempre
de divergencia nula puesto que la velocidad vertical u%, se computa directamente a partir
de la divergencia de la velocidad horizontal como en (4.5). Ademaés, las integrales de
frontera se anulan debido a las condiciones de contorno u}|r, = vi|r, = 0y ul,lr, = 0.

Ahora, testemos la primera ecuacién en (4.4) con 2ku}™' y la segunda con 2kp}*!.
Observemos
! —up 1 1 1 1 2 1 2
(B 2kt = 2w — ) = B o ~ [ + 0 -

Gracias a (4.19):

/(Un V) n+l n+1dxdz =0.

Gracias a que las S;, son coercivas, con constante v,

2k vslept o < Sw(ept, Rin((Uh - V(2k up ™) D)),

2k vg|dP T2 tw < < Son(dpt, Ran (Ve (2k pitH))).

Asi, sumando ambas ecuaciones,

(4.20)

”uh+1||0(2 + [Ju™* — n”on + 2k v [up*t 29+
+2k v|dp 2, + 2k vl et 20 < 26t upthy + lurll3 o)

donde v = min(v,, vy, v,). Gracias a la desigualdad de Young:

Iap* S + lup™t — uplff g + Eufupt' i g +
k
+2kvs|di T + 2kl e < = 20 + (R llGa-

Seguidamente, sumamos en n = 0, ..., N — 1 obteniendo:

N-1
g 50+ 2 > klup T + Z [up*t — uill g
n=0 n=0
— N—
= dn+1 9 s lk n+1 2 < l lk ln+1 2 ” ”2
+2 v Z kldp™i, +2vs Z |ch < >[I, o + lluelloe
n=0 n=0 v n=0
< o |%2(H—1) + HUOH(Q),Q)’

de donde se siguen las desigualdades 1) — iv).

Nota.-
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e No se ha exigido ninguna restriccién al cociente k/h para obtener las estimaciones
(4.18). El esquema (4.4) resulta ser incondicionalmente estable. Ello se debe a la
discretizacion semi-implicita del término convectivo y el hecho de que V- U7} es cero.
Concretamente, por V - U} = 0 se tiene la antisimetria de (4.19). n

4.6 Convergencia.

Con objeto de demostrar la convergencia débil de las soluciones de (4.4) hacia una solucién
de (4.3), definamos las funciones

uj ;0 [0,7) — HE(Q) tal que uf 1 (¢) = up™, ¢, <t <tpyy, =01
wdps [0,T] = L*(Q) tal que ud,, ,(t) = ufy, tn <t <tnps

Wy : [0,7] — HE(Q) tal que u,x(t,) = u? continua, lineal en cada subintervalo;

Pk ¢ [0,T) = L3(w) tal que pri(t) = ppt', tn <t < tngy;

Chi i [0,T] = H(Q) tal que cpp(t) =i, ¢, <t < byt
diny : [0,7]) = Hi(w) tal que dpx(t) = AP, ¢, <t < toyrs

L : [0,7] — HHQ) tal que Lg(t) = 1", ¢, <t <tppr
(4.21)

Todas estas funciones son constantes a trozos, exceptuando uy x que es lineal a trozos.
Del Lema 4.7 se sigue la estabilidad en el sentido de Temam [78]:

“Un conjunto de funciones E se dice L?(0,T’; X )-estable si E es un subconjunto acotado
de L*(0,T; X).”

Esto se formaliza en el:

Lema 4.8 Se verifica:

i) Las sucesiones {u};,k} i=0,1y{ups}, 4o s0n L=(0, T} L%(Q))NL2(0, T; H}(Q))-

hk>0’
estables.

i) La sucesion {ug’h,k} es L*(0,T; L?(2))-estable.

hyk>0
i1i) Las sucesiones dpr y Chx Son respectivamente L?(0,T;Hi(w)) y L*(0,T; Hg(2))-

estables.

w) Mds ain,

N, = wnill2200 7 < Ck, i=0,1,
h.k HL2(0,T,L2(Q)) (4.22)

ik = WhkllZeori2) < CF-
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Una vez introducidas estas funciones auxiliares, el Problema (4.4) puede ser reescrito
como

, T , T 0 T
(@) — /0 (Wh ks Vi)@'t + /0 [ /Q (UD, - V)ul, v, dxdzJ bdt + /0 (Vouh i, Vovi) dt
T T
F [ () va)ddt + /0 Sin(chp Rin((UL, - Vvi) D)) dt
T

= [} ons Vi (vi)aodt = (aon, v)6(0) + [l vi)o

T : T
| () /0 (Vi - (ap ), gn)owth di +/0 Son(dnk, Ron(Vaan))¥ dt =0,

(4.23)
para todo v, € Vi, gy € My, ¢ € C0,T), tal que ¢(T) =0, v € C%(0,T).

El Lema 4.8 permite extraer subsucesiones de {ug,k}h oY {upk}yso débilmente con-

vergentes. Sin embargo, necesitamos convergencia fuerte en algiin espacio L?([0,T] x ),
con § > 1, para pasar al limite.

Para ello, aplicaremos el resultado de compacidad 4.4. Como paso previo debemos
acotar la sucesién de incrementos {T,,u}l,k - u’lh’“}f»o en términos de n en cierto espacio a
precisar.

Fijaremos k > 0 arbitrario, pero fijo, a lo largo de este apartado y la Seccién 4.6.1.

Se tiene

Lema 4.9 Eziste una constante C > 0 dependiente inicamente de los datos tal que

1
HTﬁuilz,k - ullt,k”Lz([O,T—n],L?(Q)) <Cn2, VO<n<k.

Demostracién.-

Sea 0 < n < k. Entonces

T
”TTqulz,k - uflz,k||%2([o,7'—n],m(n)) = /0 ”Tnullz,k(s) - U}L,k(s)”g,n ds.

Como se puede observar en la Figura 4.1, la funcién 7,u; , — u}, es escalonada en
tiempo. Se sigue

T
L Imuhi(s) = wha(s)Fads = znuu"“—uznz,n.

De la acotacién (4.18) i) se sigue:

Z nup* —upllzq < Cn,



4.6. Convergencia. 123
N N-1
u,-u,
® ——
. ——————
[ J ——
3
U, - U e S
ul-ul  f—— n
—
S e e - A — N ’
TTUN TN TN TN TN TN S
t,=0 t, t, ty=T
L
k

Figura 4.1: Grdfica de la funcidén incremento Tyuj , — uy, 4.

de donde el resultado tomando la raiz cuadrada.

Aplicando el Teorema 4.4 obtenemos:

Proposicién 4.10 La sucesion {u’l‘7’“}h>o es fuertemente relativamente compacta en

L2(0, T; L(2)).

Nota.- El mismo resultado es vdlido para la sucesién {ug,k}bo.

4.6.1 Convergencia espacial.

Lema 4.11 Etisten subsucesiones, que denotamos de la misma manera, tales que

i
uy,

(ug,k’ ug,h,k) — (uy,

ui,k
uj .
Uy &
Up &

—_—
—
—_—
D —

u}
uj
Ui
U

i
— U

Demostracion

0

débil en L*(0,T; H}(Q)) cuando h — 0,
débil-x en L>(0,T;L2(Q)) cuando h — 0,
débil en L%(0,T; HL(Q)) cuando h — 0,
débil-x en L*(0,T;L%(Q)) cuando h — 0,
en L?(0,T;L%(Q))
ul ) débil en L*([0,T] x Q)° cuando h — 0.

(4.24)

cuando h — 0,
(4.25)
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El Lema 4.8 permite extraer subsucesiones, que denotamos de la misma manera, tales
que

u,, —> uj débilen L2(0,T;H}(Q)) cuando h — 0 ,
u), —> ul débil-x en L*(0,T;L2(Q)) cuando h — 0,
un, —> ug débil en L?(0,7; HY(Q)) cuando h — 0,
Upr —> ug débil-* en L*(0,T;L?(Q2)) cuando h — 0.

Ademds, de la Proposicién 4.10
u), — uj en L*(0,T;L*Q)) cuando h — 0 .

Por dltimo, de (4.24):

(W) 4 ulp,) — (ud,ul,) débil en L2([0,T) x Q)? cuando h — 0.

El siguiente resultado se deduce de las convergencias anteriores: :
Lema 4.12 FEziste una subsucesién, que denotamos de la misma forma, tal que:
i) Para casi todos t € [0,T] y (x, z) € QU
u . (tx,2) — ul(t,x,z) cuando h—0 . (4.26)
zz) Sear € [1,2). Para casi todo t € [0,T):
u . (t,x,2) — ui(t,x,2) enL"(Q) cuando h — 0 . (4.27)

Demostracién.-

El punto i) sigue de (4.6.1) y el Teorema de Riesz-Fischer (tras extraer subsucesiones
apropiadas que denotamos de la misma forma).

Para el punto iz), observamos que para casi todo ¢ € [0, T la sucesién {u}'l’k(t, X, z)}h>0
estd acotada en L2(Q) por la acotacién de la sucesién en L°(0, T; L?(Q2)). Por tanto, se
puede extraer una subsucesién {uz,’k(t, X, 2) }h,>0 fuertemente convergente a cierta funcién

w' en L7(Q). La convergencia en casi todo (x,2) € Q de {u}l,,k(t, X, z)} a uj(t,x, 2)

/>0
muestra que, de hecho, u}, = w*, de donde el resultado.

Nuevamente, del Lema 4.8 deducimos
Lema 4.13 FEzisten subsucesiones, que denotamos de la misma manera, tales que

{ dpxy —> 0 débil en L?(0,T; H}(w)) cuando h — 0, (4.28)

chxy — 0 débil en L2(0,T; HY(Q)) cuando h — 0.
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Demostracion.-

Usamos el Lema 2.4. Tomemos o = 2,8 =1 en (2.29). Se tiene

T

T
| ldns @ at < CR [ 1, de < 'R,
: ,

de modo que dpx — 0 en L?*(0,T;L?(w)), y, por tanto, la funcién limite di que, en
principio aparece en (4.28), es 0.
Igualmente, ¢, — 0 en L%(0,7; H(Q)) débil. n

Las mayores dificultades al tomar limite en (4.23) cuando h — 0 surgen tanto del término
convectivo como del término estabilizante.

En el marco de la aproximacién numérica de las Ecuaciones de Navier-Stokes mediante
Métodos de Elementos Finitos Mixtos (ver, por ejemplo, Temam [78]), las funciones test
de divergencia discreta débilmente nula se usan para estimar las derivadas temporales y
para pasar al limite en A — 0. De poder aplicar esta técnica, se anularia el término

T
/0 (Drje, Vi - (Va))owd dt

y seria posible pasar al limite sin estimaciones uniformes sobre {pn}, k0"
Para ello es necesario que las funciones de divergencia discreta débilmente nula sean
densas en el espacio velocidades con divergencia continua nula. O sea,

Vv € V*, existe una sucesién {v, }n>o tal que vy € Vi,
lim [v—=vihiga=0 y (@ Va-(Vi))ow =0 Ygr € M.

Esta propiedad de densidad es equivalente a la verificacién de la condicién inf-sup
discreta entre los espacios discretos de velocidad y presion.
Puesto que los espacios {V4, My}, no satisfacen tal condicién, deberemos pasar

forzosamente al limite en el término [ (pak, Vi - (Vi))ow® dt.
Para ello, haremos uso de las funciones test que proporciona el:

Lema 4.14 Sea v € [C®(Q)]? tal que v|r, = 0. Entonces, existe (zn,74) € Vi X My tal
que:

i) zn — v en WyHQ) y r, — 0 en LE(w).
W) (Va-{(zn), qn)owt+Son(Ron(Vears), Ron(Vuan)) = (Vu-(V), gn)ow para todo gn € My.

Demostracién.-

Consideremos una sucesién {ts},., C V, de interpolantes de v verificando
|V —thliao — 0y |v—trl1o < Ch, con C independiente de h. Dicha sucesién existe
por los argumentos expuestos en la Proposicién 1.5.
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Definamos (ex, r,) € V), X M}, mediante el problema auxiliar:

{ (Vven, Veyn) = (th, Vi - (¥a)w = (Vo (v = t4), Vuys)
(4.29)

(Vi - {en), an)ow + San(Ron(Vurs), Ron(Vugn)) = (Vi <V —th >, qh)ow-

para todo (yn,qn) € Vi X M.
Los mismos argumentos de la demostracién del Lema 4.6 muestran que existe una
Unica solucién (e, ) € Vj, x My, del Problema (4.29) que verifica las estimaciones

lenla + lI7allow + [R2n (Vars)| 1w Ci(lv—thlia+ Ve (v —tu)llow)

02 |V — th'LQ, (430)

IN A

con Cy, Cy independientes de hA.
De |[v — ty]1,0 — 0, se sigue (en,7,) — (0,0) en H} (Q) x L2(w).
Definamos z;, = e, + t5 € V. Siguiendo [33], puede probarse la desigualdad inversa:

|Zp, — thl1a0 < é(f{\) h~3/4|Zh —tiha = C’(k\) h'3/4leh|1,9
< CE)Ch™3 v — ty|10 < C(K)Cy hM*

siendo K el prisma de referencia. Asi,

1z — V]ta0 < |2n — thliga + [th — V]14a < C(K)Cy BV + [t — V]140-

Esto da ¢). Por otra parte, (4.29) y la definicién de z;, proporcionan

(Vi - (2zn),qn)ow + Son(Ron(Vurs), Ron(Vegn)) = (Ve - (V),qh)ow,

demostrando el aserto 7). .

Seguidamente, tomemos v € C§° arbitraria. El paso al limite en el término de convec-
cidén se lleva a cabo en el

Lema 4.15 Consideremos la sucesion {zx},, dada por el Lema 4.14. Entonces, se tiene:

T T
lim | [/Q (Uﬁ,k-vmk,k'zhdxdz]wt: /0 (UL - V)ug, v)gt, \f¢e~-.L°°(0,’E/;1).3 |
31
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Demostracién.-
Recopilemos brevemente las estimaciones y convergencias demostradas hasta ahora y que

nos llevardn a probar el resultado. El andlisis llevado a cabo hasta ahora muestra que las
sucesiones {u}'hk}bo, i = 0,1 estan acotadas en L>®(0,T;L%(Q)) y L*(0,T; H{(Q)) v la

sucesién {zx¢},., estd acotada en L=(0,T; WH4(Q)).
Mas aun, para subsucesiones adecuadas, que denotamos de la misma manera:

u(t,x,2) — wi(tx,z) c.p.d. en [0,7] x Q, cuando h — 0,
up ,(t,x,2) — wQt,x, 2) c.p.d. en [0,7] x ©, cuando h — 0, (4.32)
0

(uh g, ulpe) — (uR,ug,) débilen L*([0,T] x Q)%, cuando h — 0.

Teniendo en cuenta la convergencia fuerte de {(Vzp)d},., en L*(0,T; L*(Q))3, para
una subsucesién de indices {h'} se verifica

(Vzpo)(t,x,2) — (Vud)(t,x,z) c.p.d. en [0,T] x .

Renombremos A’ = h. Descompongamos la integral antes de tomar limite en

/OT [/Q(U(;)L,k-v)u}hk.zh dxdz] pdt = _/OT/Q [(ug,k'vﬂ)(zh¢)'u}z,k] dxdzdt

T 0 ‘ 1
—/0 /Q[u:;’h,kaz(thb)-uh’k] dxdzdt.

Aligeraremos la notacién usando la convencién LP(0,T; L4(Q)) = LP(L?). Considere-
mos subindices 1 < 7,5 < 2. Tenemos

CH! acotada en L2?(L%) N L*®(L?),
K7t ] h k>0

de donde (Cf. [55])

{(ui,k)i}h k>0 acotada en Lﬁ(Lw%),

para todo 6 € (0,1). Particularizando para § = 1/4

{(u}l’k)i}h o0 acotada en L¥3(L%).

Puesto que

{(ug,k)j}h k50 acotada en  L%(LP),
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se tiene

{(ug,k)j(u}l,k)i}h’k>0 acotada en  L3/T(L'%/%),

lo que permite extraer una subsucesién, denotada de la misma forma, tal que

{(ug,k)j(u}b,k)i}h pso X débil en L8/7(L12/5)_

)

Pero la convergencia c.p.d. de (4.32) indica x = (u});(ug);. Por otro lado

{8i(zh)j¢}h’k>0 — al(v])(b en LOO(L4) s Ls(L12/7)‘

Puesto que L8(L'¥7) es el dual de L¥7(L'*/%) concluimos

= [ (08 Vi n) uh] izt~ [ [ [l Vir)(ve) - uf] dxczar

Para pasar al limite en la integral que involucra a la derivada vertical de las funciones
test razonamos de la siguiente forma: de

{(uilz,k)i}h k50 acotada en LTE—O(LH-%),

tenemos, particularizando para 8 = 1/10

{(u}l,k)i}h ko acotada en L2°/9(L5) y convergente c.p.d. a uj.

Por otro lado,

{0.(21)i9}), 450 convergeen LP(L') a 8,v;¢.

Por tanto

{6z(zh)j¢(u,lly,c)i}h fso CODVErge en LX) y c.p.d. a 0,v;duy.

k]

Finalmente, de

udpe —> ul, débil en L*(L?),

se obtiene el limite:
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T T
= [ ] [ ns0e(2n8) - wh ] dxdzde > = [ [ [18,0,(v9) - u}] dxdzat,
terminando la demostracion.

a
Nota.- Hagamos notar que en la anterior demostracién bastaba exigir la convergencia

Oi(zn); — 0iv; en L*(Q),

a las derivadas horizontales de las funciones test para pasar al limite. Para la derivada
vertical es imprescindible elevar dicha convergencia a L*(). ]

Podemos ahora determinar el problema limite de (4.23) cuando h — 0.

Proposicién 4.16 Las funciones ul, ui, uy satisfacen el siguiente problema:

(

(a) —/T(uk,v)d)’dt——/oT [/Q(Ug-V)V-u,lcdxdz} ¢dt+/0T(V,,u,1€,V,,v)¢dt

U+ [t vgdt = (w0,9)9(0) + [ (kg

T
L ©) [ (V- (o) qoutpdt =0,
(4.33)
para todo v € Cf°, q € L2(w), ¢ € C*[0,T], tal que ¢(T) =0, ¢ € C2(0,T).

Demostracién.-

El gradiente de presién pasa al limite usando el aserto 47) del Lema 4.14:

T T
—/0 (Prge, Vi - (Zn))owpdt = /0 Son(Ran(VaTh), Ron(V upri)) @ dt,
T

= /0 Son(Ron(Vurn), dri)o dt

T
= /0 ¢ (Vyra, dh,k)H-x_Htl) dt
= <VH("'h¢), dh,k>L2(H—1)_L2(H(1)) — 0 cuando A — 0.

Para pasar al limite en los términos estabilizadores, tomemos en primer lugar ¢ en
L3(w). Tomemos {gn},-q € My tal que

,lli_I}[l) llgn — qll L2y = 0.
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Entonces,

T T
/Oszh(dh,k,th(VHQh))dfdt = /0 Y {(Vugn, dnr)u-1_m dt

= <VH(qh¢), dh,k>L2(H‘1)—L2(Hé) — 0 cuando h — 0.

Por tanto

h—0

T T T
lim [/ (Vi - (U ), gn)owt) di +/ Son(dnk, Ron(Vean)) v dt] = / (Vi (ug), g)ow dt.
0 0 0

Por lo que refiere a la estabilizacién de la conveccién:

T T
|} 1Sun(ens Run(Ube- Van)DYsldt = [ 9]t

T
< /0(IIDHoo,wlu?l,k|1,n||ch,k||L4(n)Izhl1,4;n)|¢|dt

T
< [ Dl 1 s lenelualza )] de 2
< C “Dlloo wlzhll 4 QH¢“L°°(0 T)

1wl 2o, rims e len el 2o, sms ) B 14,

/Q (U, - Vz) - chyeD dx dzs

Todas las normas de esta ltima expresién estd uniformemente acotadas en h. Por
tanto, el término de estabilizacién de la conveccién tiende a 0 cuando h — 0.
Los términos restantes en (4.23) pasan al limite de forma estdndar. n

Para terminar esta Seccién, probaremos que (4.33) es, de hecho, una semi-discretizacién
temporal genuina de (4.1).

Teorema 4.17 FExzisten funciones Wi € H}(Q), j=0,..., N, tales que en casi todo
[0,T] x Q

t(t, %, 2) z Wit (%, 2) L tar]y 1= 1,2,

n=0
u(t, %, 2) = NZI(WZH(X, 2): ;tn + wi(x, Z)tmﬁ; ) Lt
Mads aun, se verifica "
¢ (WZ'Hk-— Wg,v)—i—/ (WD V)Wt . v dx dz+
H VWit Vpv) + fk x withv) = 17T v),¥n=0,..,N -1, Vv € C°;
Vg - (wi(x) = 0,Vn=0,...,N,
\ Wi = u,

(4.34)
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Demostracién.-
Observamos que las ul(¢,x, z) son funciones escalonadas en tiempo. En efecto, sea

0 < n < N -1y consideremos dos instantes t;,t, distintos en (¢,,%,41). Gracias al
Lema 4.12 se tiene c.p.t. t1,ts:

ul(t1) — uj(t2)|lLi(e) = lim luj, (81) = v () lLigoy = lim Jup™™ — uptt i) = 0.

Ademais

lui(8) = wR(t + k)lleiey = lim [luy o () = up ,(t + k) lleaey = lim [[up ™" = ui™ L) = 0.

Tenemos derecho pues a expresar las u}, como funciones escalonadas en tiempo:

' (t,%, 2) Z Wit (X, 2) L a0 =1,2.

n=0

Mas atn, por definicién

t -1
uh,k (t’ X, Z) = Z (u;ll-l_l(x? Z) :IC E + uz (X7 Z)jﬂk—)l(tn,tn+l]'
n=0

La convergencia en casi todo [0,T] x © de u}, cuando A — 0 que acabamos de
demostrar permite a partir de la anterior igualdad identificar en casi todo [0,7] x 2 la
funcién u; como:

gl n+1 t —ln n S
x2) = X 09 T 4w ) B e, (439

En particular, se tiene que, para casi todos ¢t € [0,T] y (x,2) €
upi(t,x,2) — ug(t,x,2) cuando h —0. (4.36)
El Teorema de Convergencia Dominada proporciona ahora

u,r — u, en L?(0,7;L%(Q)) cuando h — 0. (4.37)

Por otra parte, la igualdad (4.35) permite identificar en cada (tn,tn+1] la derivada
temporal d;u; como el cociente incremental (wit! — w?)/k.

Puesto que la primera ecuacién en (4.33)(a ) se satisface V¢ € C}(0,T) se tiene la
primera ecuacién en (4.34).

Es mds, sustituyendo ¢ = 0 en (4.35) se tiene u,(0,x, 2) = Wp(x, 2) en casi todo
(x,2) € Q.
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Por otro lado, de la formulacién (4.33) se recupera la condicién inicial uz(0,x, z) =
up(x, z) en casi todo 2 mediante el siguiente argumento: Teniendo en cuenta la densidad
de C° en V? establecemos (4.33)(a) para funciones test en V3, lo que implica, 8,u; €
L'(0,T; (V*)"). Razonando como en la Seccién 4.3 se tiene que uy(0) € H.

Por otro lado, escribiendo la misma expresién para ¢ € D(0,T), encontramos la si-
guiente igualdad, valida en el sentido de las distribuciones en (0, T):

%(uk,v) (U2 W)U, v) + (Voul, Vov) + £ ((u))v) = (L v), (4.38)

para todo v € V*. Multiplicamos ahora (4.38) por ¢(t) € C*([0,T]) verificando
#(T) = 0, integramos con respecto a ¢, e integramos por partes. Comparando con (4.33)(a)
vemos que

(up — uk(0),v)p(0) =0 Vv eV Voe CH0,T)) tal que ¢(T) = 0.

Por tanto, up = u;(0) = w{ en casi todo (x,z) € Q.

Hagamos notar por dltimo que, por la condicién (4.33)(b), se tiene en casi todos
t€[0,T),x € w:

Vi (u)(t,x) = 0.
Por ser uj escalonada en tiempo, lo anterior implica en casi todo x € w:

Vg - (with(x) =0, ¥Yn=0,..,N—1.

Ademds, ya hemos deducido que w) = uy. Por hipétesis uy € H, luego es de diver-
gencia débilmente nula. En definitiva:

Vg -(wp)(x)=0, Vn=0,..N.

Se concluye en particular que para casi todo ¢t € [0,T],x € w:

Vi - (ul)(t,%) = Vi - (we)(t,x) = 0.

4.6.2 Convergencia de la semi-discretizaciéon en tiempo.

La sucesién {u},., proporcionada por la semi-discretizacién (4.33) converge a una solu-
cién de nuestro problema (4.3). Para ello, probemos en primer lugar el

Lema 4.18 Las sucesiones {u}},.q, {Uk};so €stdn acotadas en

L*0,T; H{(Q)) N L>(0, T; L3(Q)).
Ademds se tiene la estimacidn

i = wRll2 0wy < Ck.
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Demostracién.-

Para estimar las sucesiones {u}},., {ux},>, en norma L?(0,T; H}(Q)) uniformemente
en k usamos la semicontinuidad inferior débil de la aplicacién norma (Cf. Brézis [14]).
Concretamente, de las convergencias débiles (4.24) y el Lema 4.8 se obtiene:

HuZHLz(O,T;VZ) < lim il,}f1|u2,k||L2(o,T~,H;(Q))) <G (4.39)
Huk“L2(O,T;v2) < lim il,}f”uh,kHL?(o,T;H;(Q)) <G (4.40)
i = well 2oz < hmi‘,}f lwh, e = wnill 202y < Ck; (4.41)

llug — wRllzaoriny < liminf [[uh, — uf 4l 20z20) < Ck-
Para la estimacién correspondiente en norma L*(0,T;L?(2)) usamos la semicon-
tinuidad inferior débil-* de la aplicacién norma (Cf. [14]):

HquHLoo(O,T;H) S lim II’%f Hui’k“l,oo(o’T;L‘z(Q)) S C (4.42)

e/l zoogo;sey < liminf |l kll oo o, riaey < C.
n
Estas estimaciones permiten extraer subsucesiones de {u}},., y {ux};>, débilmente con-
vergentes. Para obtener convergencia fuerte en algin espacio L%([0,T] x ), con 6 > 1,

aplicaremos el Teorema 4.3.
Previamente, demostramos el:

Lema 4.19 La sucesion {Oyui},., estd uniformemente acotada en L'(0,T; (V3.
Demostracién.-
Sea v € V*. Gracias a las inyecciones V? < H < (V®)' se tiene

<atuk,V>(v3),’v3 = (8tuk,v).

A partir de (4.33), y teniendo en cuenta la densidad de C® en V?, podemos escribir:
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(Opug,v) = — /Q(Ug Vv -y dxdz — (V,u;, V,v)

=f ((w) 5, v) + (L, v).

Acotando como en la demostracién del Lema 4.6 se llega a

[@rar, v)| < C(Qv, D) [luihelugha +7luilie

+£ ugllog + kll-10][v]130.
donde 7 = max {v,, v, v, }.
Por tanto,
18iuell yps, < C(Q v, D)[fugheluilie + [uilie
+f lluglloe + HlkHHb—‘(Q)]'
Se sigue

T
A ”aLUkH(vi), dt S C(Q7U7D)[HUEHLZ(O’T;VZ)(Hu}C”[}(O’T;vZ)
+\/T(“ullc||L2(o,T;v2) + 1ell 20 7111 ))
+f Tllug |z 0,78 (4.43)

Ahora, gracias a las estimaciones (4.39) y (4.42) y la regularidad L*(0, T; H; !(£2)) del
término fuente 1, el segundo miembro de (4.43) permanece uniformemente acotado en k
por una constante independiente de los datos. ]

Notemos que las inyecciones V* — H « (V?) son continuas, la primera de ellas com-
pacta. De la estimacién 4.40, el Lema 4.19 y el Teorema 4.3 se tiene:

Proposicién 4.20 La sucesion {u},., es fuertemente relativamente compacta en
LY0,T;H).

Estamos en condiciones de demostrar:
Teorema 4.21 Eristen subsucesiones, que denotamos de la misma forma, tales que

ui,ui — u débil-x en L*(0,T;L%Q)) cuando k — 0, (4.44)

u,u, — u débil en L?(0,T; H}(Q)) cuando k — 0,
up,u, — u en L*([0,T] x Q) cuando k — 0.

donde u € L3(0, T; H(Q)) N L®(0, T; L%(Q)) es solucidn de
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4

(a) —/()T(u,v)¢'dt+/0T<(U-V)u,v)¢dt+/OT(V,,u, V., v)édt+

f /OT(uL,v)gbdt = /OT(I, vo) dt, (4.45)

¢ (0) u(0) =up
para todo v € C°, q € Li(w), ¢ € Wy (0,T).
Demostracién.-

Observemos que de la acotacién de {u},,, en L*((0,T);L%(€)) y L>=([0,T]; H), se ob-
tiene la acotacién (usando la desigualdad de Holder), en

LY0=9((0,T); L¥Y+29(Q)) V6 € (0,1).
Si 6 = 1/2, el espacio en cuestion es
L*((0,7); L*(Q)) = L*((0,T); L}(Q)) = L3((0,T) x Q).
Aplicamos ahora el siguiente resultado, consecuencia del Teorema de Egorov:

Proposicién 4.22 Sea {un},., una sucesion acotada en LP((0,T) x ) convergente en
cast todo a u € LP((0,T) x ), con 1 < p < oo0. Entonces, para todo q tal que 1 < g <p,
la sucesion {un},., converge a u en L4((0,T) x Q).

Segiin la Proposicién 4.20, por ser las inyecciones H — L2(Q) — L!(Q) continuas, la
compacidad relativa se da en L'(0,T;L'(Q)). Asi, {ux},., converge en casi todo, tras
extraer una subsucesién conveniente, y, por la Proposicién 4.22, en L™([0,7T] x Q), con
r € (1, 3); en particular, en L*([0,T] x Q):

{ w — u enL2(0,T;L%Q)). (4.46)
Por otro lado, existen subsucesiones, que denotamos de la misma manera, tales que

u, — u' débilen L2(0,T;H}(Q)) cuando h = 0, (4.47)
u, — u' débil-x en L*°(0,T;L3(2)) cuando h — 0. '

En vista de (4.41), se sigue queu=u’=uly

u,—u en L%([0,T] x Q),

up —u en L%[0,T] x Q).

Tomando limite £ — 0 en (4.33)(a), se obtiene:
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—/T(u,v)qs’dt—i-/T((U-V)u,v)¢dt+/T(VUu, V,v)o di+
0 0 0 (4.48)

T T
£ [t visdt = (o, v)8(0) + [ (1,ve)d,
para todo v € Cf°, ¢ € Li(w), ¢ € C[0,T] tal que ¢(T) = 0.

Comprobemos u(0) = uy. Teniendo en cuenta la densidad de C§° en V? establecemos
(4.48) para funciones test en V°, lo que implica, d,u € L*(0,T; (V*)'). Razonando como
en la Seccién 4.3 se tiene que u(0) € H.

Por otro lado, escribiendo la misma expresién para ¢ € D(0,T), encontramos la si-
guiente igualdad, vélida en el sentido de las distribuciones en (0, 7):

d

(,v) 4 (U V), v) + (T, Vov) + £ (u,v) = (Lv), (4.49)
para todo v € V®. Multiplicamos ahora (4.49) por ¢(t) € C([0,T]) verificando

#(T) = 0, integramos con respecto a t, e integramos por partes. Comparando con (4.48)(a)

vemos que

i

(wp —u(0),v)(0) =0 VveV* Voe CH,T)) tal que ¢(T) = 0.

Como ya sabemos, u(0) — ug € H. Ademas V? es denso en H. Se sigue entonces que
u(0) = ug en H.
4.7 Recuperacion de la presion.

Una vez conocida u, recuperamos la presién a través del siguiente resultado:

Proposicion 4.23 Sea u la velocidad limite hallada en el Teorema 4.21. Entonces, existe
ps € D'(0,T; L3*(w)) tal que (u,p;) verifica (4.3)(a).

Demostracién.-
Definamos, para todo t € (0,7, (x,2) € Q

t
U(t,x,z) = / u(t', x, z) dt'
0

Puesto que u € L2(0,T; V?), U € C°([0, T]; V?). Tomemos v € V? e integremos (4.49)
en el intervalo [0,¢]. El Teorema de Fubini proporciona:

/Q(u —u) - v+ (/Ot(U(s) - Vu(s) ds, v)+

/QVVZ’{:VVV+f/Q(kxz,{).vz/o‘a",). (4.50)
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Maés aun, integrando en tiempo las igualdades
u(t,)r, =0, v,0.u(t,-)|r, =7 en casi todo [0, 7], (4.51)
se deduce

4
um:a%@mm:Ar

Denotemos

t
F(t,x) = u(t,x)— up(x) +/ (U(s,x) - V)u(s,x)ds
0
t
~ApU(E %) + f(k x U)(t, x) - /0 1(s) ds. (4.52)
Como se dedujo en la Seccién 4.3, la funcién

ou+(U-Viu—Apu+ fut -1

tiene regularidad L'(0,T; (V®)'), luego la funcién F € C°([0, T); (V?)').
Integrando por partes en (4.50) y usando (4.51):

(F(t, -),v)(vs), yr=0 Vve V3, ae. in[0,7). (4.53)

Aplicando la adaptacién del Lema de De Rham que se puede encontrar en (Cf. [55]),

para todo t € [0,T] existe Ps(t,-) € L3? (w) tal que

(F(t, '), V>W;"3/2(9),W§'3(ﬂ) = (Ps(t, ')7 Vu- <V>)wa (4'54)

para todo v € W,*(Q).
Si aplicamos en (4.54) la condicién inf-sup generalizada (Cf. Amrouche and Girault

[21):

V- Vg (v
lall o, <o sup @VE Do gy, @VE D
0 vEWé':‘(Q) |V‘1,3;Q VGW;’S‘(Q) |v|1’3;Q

se sigue

I1Py(t1, ) = Polte, M paragy S @lIF(b1,) = Flte, )l ror2qy

Como F € CO([0, T); W; “/%(Q)), se tiene P, € C°([0, T}; LY*(w)).
Denotemos p, = 8,P; € D'([0,T); L¥*(w)). Derivando en tiempo en (4.54):

(O, v) + (U - V)u,v) + (V,u,V,v)+
+f(ut,v)=({L,v) = (Vup,v)  enD(0,T),
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para todo v € W,*(Q). Esto es equivalente a (4.1)(a) en el sentido de D'(0, T; W, ¥%(0)).
Si a continuacién integramos en tiempo en el intervalo [0, 7], se obtiene:

T T T
—/ (u,v)¢’dt+/ ((U~V)u,v)¢>dt+/ (Vou, V,v)o di+
’ ° 0 (4.55)
f /OT(uL,v)qsdt—/OTa,vmdt: —(Vp,, Vo),

para todo v € W;*(Q), ¢ € W' (0,T), que es precisamente (4.3)(a). n

4.8 Conclusion.

Podemos ahora concluir la demostracién del Teorema 4.5.
Demostracion.-

De las convergencias (4.37) y (4.44) existe una subsucesion global de velocidades {up, x} B k>0
tal que

hi — 0 cuando £k — 0,
Up,r — U en L%(0,T;L?(Q)) cuando k — 0 , (4.56)
un x — u débil en L2(0,T; H}(Q)) cuando k — 0,
up, r — u débil-x en L*®(0,T;L%(Q)) cuando k — 0.

A continuacién, consideremos:

e un elemento v € W,*(Q) arbitrario,
e un elemento ¢ € W,"'(0, T) arbitrario,

s 1,4
e una sucesién {vy, },., tal que v4, € Vi y v, —> v en W,5(£),

Se puede probar, siguiendo los argumentos de la Seccién 4.6, que la expresién

4

T T T
"/0 (uhk,ka"hk)aﬁ'dtJr/o ((U(i)zk,k'v)u}lk,k’vhk>¢dt+/0 (Voug, x, Vova, )b dt

T 1 L T 0
S AE [k )t va)8dt+ [ Sin(chn Run((UD, 5 - i, )D))e dt

T
| —-/0 (lk,th>¢dt
(4.57)
converge cuando k tiende a 0, a la expresion
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T T T
—/ (u,v)¢’dt+/ ((U~V)u,v)¢dt+/ (Vou, V,v)é dt
0 0 0

- T (4.58)
+f / (ut, v)o di — / (1, v) dt.

0 0
De (4.23)(a) se sigue que (4.57) es igual a —(Vpp, k, Vr, @)
Analégamente, de (4.55) se sigue que (4.58) es igual a —(Vp;,, vo).
Luego,

—(Vpn, k, Vi, ®)—> — (Vps, vp) cuandok — 0.
[ |

4.9 Convergencia de la presiéon en el Problema de
Stokes Hidrostatico.

Tratemos ahora el caso en el que no hay término convectivo en (4.1). La formulacién
débil que consideraremos en este caso es:

Hallar u € L*(0,T;V?) N L*(0,T; H) tal que:

T T
- / (u,v)¢' dt + / (V,u,V,v)é di+
; ’ (4.59)

f /OT(ul,v)qut-i— (Vps, vo) = /OT(I,v)qbdt,

para todo v € Hi(Q), ¢ € W,'(0,T), donde ahora la dualidad (Vp,, v¢) tiene lugar
entre los espacios W=1°(0, T; H; 1 () y W, ' (0, T; H} (Q)).

Obsérvese que, en el caso lineal, las funciones test tienen la misma regularidad espacial
que la solucién. Ademds, no hay necesidad en este caso de estabilizar la derivada convec-
tiva, de modo que suponemos 7 = 0 en nuestro esquema, que formulamos a continuacién

Dado 0 < n < N —1y (u},p}), obtener (uf*!, pp*!') € Vj, x M, satisfaciendo,

( uZ“ —uj 1 +1
(a) (——T—,Vh) + (VVu)7:+ ,VVVh) + f(k X uz ,Vh_)
< —Er Ve (e = (ML Ve) (460)
(b) (V- (), gn)o + Y. 7r(Vapp™, Vag)r =0,
L TeC,

para todo (vy, qn) € Vi, X M.
Junto a las estimaciones de energia probadas en el Lema 4.7, en este marco se obtiene:
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Proposicién 4.

N-1

> kllpﬁ“llig(w)

n=0

24 Supongamos f € L*(0,T;L%(Q)), T = 0. Entonces

< C donde C depende inicamente de los datos.

Demostracidén.-

Tomemos ¢, =

=ppt!en (4.60)(b) en la etapan+ 1y g, = Py en (4.60)(b) en la etapa

n. Restando ambas ecuaciones resulta

(Vi - (ui™' = up), pptt), + Son(dp™! — di, di ') = 0. (4.61)
Testando v, = up™' — uf en (4.60)(a), y sumando la igualdad resultante con (4.61)
queda:
UZH up o 1 1 1 1
k”—‘k—“no,a (Voup™, Vo (up*! = uf))a + San(dp*! — di, dpt!)
— f (k % un+17 un uz-{-l) (fn+1 uZ+1 u;:)ﬂ
De
n+4+1 n+1 1 n+1 n+l 1 n an
Son(dp™ —di, d3™) = 35S (di™, d3™) - 5S2n(dj, dy)
1 n
+§Szh(dz+1 —dp, dpt! - ap);
flexuy™ up —up™) < 4% lup™f g + lluh up G o
(f"“, UZH up)a < 4k ”an”g,n + Zk-;”uh - uh+1”0Q
y
(Voua ™ Vo (upt = up))a = -Iquuh“Hgo - §Hvuuh|!3,n
+5 HV (up™ = up)ll5
deducimos,

1 n+1 uh 1 n+1 n+1 ny(l12
—kll—llo,n +5IVoug 50 + —IIV (up™ —up)llg .0

1 n n n
+'2‘SQh(dZ+1, d2+1) + §SQh(d”I;+1 - dh’ dh+1 - dh)

1 n 1 n
< Af%k|up; +1||on + 4k ||f"+1”00 + 282h( nodi) + §“Vvuh“g,n- (4.62)
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Sumando en n = 0,...,m — 1 para m < N se obtiene:

17l gttt o g 1 " .
5 3 HIS R+ S + 3 5 19 - ulE
n=0
17l
+252h( Ayt + = Z Son(ditt — df, dpt! — d})
<C (Hvuug“o,n + Szh(dh, dh) + ”fHL2(O,T;L2(Q)) + f2T), (4.63)

donde C denota una constante independiente de h y k. (4.63) proporciona, en partic-
ular, una cota para {Q,unk}, 450 en L?(0,T;L%(Q)).

En este punto, es posible obtener estimaciones uniformes en L2?(0,T; L2(w)) para la
sucesién {pj}, , dada por el esquema (4.60). Usaremos la condicién inf-sup (2.3) con
a=do =2

Usando la primera ecuacién en (4.60) (de forma similar al apartado Estimaciones
para la presién en la prueba del Lema 4.6):

n+1
u
||pz+1”L%(w) < C [H“‘“"—h”m +vlupttig + f||lup oo + £+ o,0+

n n 1/2
+ S2h(dh+17 dh+1 )] .

Por tanto,

1 & utt - w2
Sy < |3 ST 4 S kg
n=0 n=0 n=0

+f? max llup ™ lo,a( Z k) + Z k“an”on]

0<n<N-1 n=0 n—0

n+1 n+1
+ 0<m<ax Sgh d. d nz;o k

Las estimaciones dadas por el Lema 4.7 y (4.63) implican:

N-1
> k”sz“L?(w) < C [“Vuuh”o a+Su(d), ) +7+ (f2+1)T+ ”f”%z(O,T;L?(Q))] :

n=0

Nota.- La hipétesis 7 = 0 se justifica en la estimacién (4.62). De ser 7 # 0 se ten-
dria, denotando v el operador traza:

< n+1 u1,:+1

- u2>—1/2,1/2,[‘s S “Tn+1||"'1/2,Fs‘lfySHE(Hll’(Q)’HI/?(FS))Hvu;: - VUZHHO,Q,



142 Capitulo —~ 4. Caso evolutivo: Aproximacién en espacio-tiempo

término que no hemos sabido controlar en la estimacién (4.62).
El anterior Lema permite probar el

Teorema 4.25 Supongamos que {771},»0 es una familia reqular de Elementos Finitos.
Entonces, la sucesion (Upk, prk) converge a débil en
L*(0,T; Hy(2)) x L*(0,T; L3(w)) a la solucidn (u, p,) de (4.59).

Demostracién.-

Consideremos de nuevo las notaciones (4.21). El Problema (4.60) puede ser reescrito
como

’

T T T
@ = [ (Canev)s dt+ [ (Toub Vovidsdi+ £ [ (k) v de

= [ 6 on Vi (o dt = (o, vi)0(0) + [ (v (4.64)

T T
(b) /0 U (Vi - (U k), gh)ow dt +/0 Son(dhks Ron(Vagn))¥ dt = 0,

\

para todo vy € Vi, gy € My, ¢ € WHH(0,T) tal que ¢(T) =0, ¢ € C°(0,T).

Las sucesiones {u,ll,,c hxso Y {unk}y g0 SO0 L(0, T; L2(Q))NL*(0, T; H (2))-estables.
La sucesion {pa}; 45 s L?(0,T; Lj(w))-estable, mientras que la sucesion {da}, x5 €S
L%(0, T; H(w))-estable.

Sean

e (v,q) € Hy(Q) x L§(w),
o (¢,9) € Wy'(0,T) x C°(0,T),
o (Vi,pn) € Vi X My, tal que (vi,qn) — (v, ps) en HE(Q) x LE(w).

A continuacién, extraemos una subsucesién {uh':k'}h’,k’>0 débilmente convergente a
cierta uen L0, T; HL(Q))NL>®(0, T; L3(2)). A diferencia del an4lisis llevado a cabo en la
Seccién 4.6.1, en este caso h' y k' pueden tender independientemente a 0.. Ademds, extrae-
mos una subsucesién de presiones {pu k' }5 11, débilmente convergente en L?(0, T; L§(w))
a cierto p;.

Seguidamente, pasamos al limite en (4.64) como en el apartado 4.6.1. Se verifica:

T T
~ [ onts Vit Dot dt — = [ (b0, Vit - (v)out
0 0

lo que prueba
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' (a) —/OT(u, v)¢' dt+/0T(V,,u, V., v)¢dt+
T
0

Cr [t vsdi [ nVa ou= [ Lvpd, (469

\ (b) ,/()T w (VH ’ <11>, q)O,w dt = 0.

A causa de (4.65)(b), u pertenece a L*(0, T; V*)NL*®(0, T; H). Por otro lado, (4.65)(a)
es precisamente (4.59).

Finalmente, de ser la solucién (u,p;) de (4.59) tunica, toda la sucesién (up i, phk)
converge a (u,ps). .



Capitulo 5

Resultados Numeéricos.

5.1 Preliminares.

El objeto de este Capitulo es exponer una serie de tests numéricos relativos a los métodos
analizados en los Capitulos 2 y 4.

La eleccién del Método Estabilizado Término a Término como esquema de discretizacién
espacial para llevar a cabo experimentos numéricos, viene motivada por su economia en
grados de libertad para velocidad y presién. Dicha economia es fundamental dadas las
limitaciones de memoria del PC en el que se llevaron a cabo los tests. De esta forma, se
pudieron manejar mallas de hasta 10.000 nodos, lo que permitié llevar a cabo diversos
tests de comprobacién de drdenes de convergencia, en los que es necesario refinar varias
veces un mismo mallado. Nétese que en mallas prisméaticas, pasar de una talla espacial
de discretizacién h a h/2 equivale a multiplicar por 8 el nimero de elementos.

La programacién e implantacién efectiva se realizé mediante un cédigo F77/C++.
La intencidn es, bien contrastar ciertos aspectos de especial interés del andlisis numérico
llevado a cabo, bien comprobar que el cédigo simula correctamente ciertos efectos previstos
por la teoria clasica de flujos geofisicos.

Para ilustrar mejor los resultados numéricos obtenidos, recordaremos de forma sucinta
algunos aspectos tedricos concernientes a la capa de Ekman en flujos rotatorios. Para una
exposicién detallada referimos a las ya clésicas referencias [37],[47] y [68].

En la Seccién 0.1.4 se llevé a cabo un analisis de érdenes de magnitud para el sistema

v
ou+ (U-V)u - vAgu — 1,02, u+ ful + _pH—p- = 0
0
Oyus + (U - V)ug — vpAgus — 1,07 us — u16cos® +8,p = —pg;
Ogu + 8yu2 + d,uz = 0; (51)
dando como resultado
* * * EH * * EU % *\ L * %
Ro (Op-u* + (U* - V,)u )——(—2——AHu +782.z.u )+ @)t +Viypt = 0

145
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E E,
¢’ Ro (Op-uj + (U* - V,)u3) - 62(-2—H Hus + 752*2*@)
*COS® * 1 % —_ .
cup —= +p(0:p" +g'p") = 0;

1

T(a,.u; + Oy-uj + O0,»u3)

I
=
~~

o
B
S

donde denotamos

1

Ro = f—7: el nimero de Rossby,
Ey = 2% el nimero de Ekman horizontal,
H
E,=2 Y 5 el numero de Ekman vertical.
fL;

Las hipétesis fundamentales que caracterizan los flujos geofisicos son:

¢ El tiempo de evolucién es grande en comparacién con el periodo de rotacién terreste,
lo que se expresa por la relaciéon T >> f~1.

e La dimensién vertical del dominio es mucho menor que la dimensién horizontal, es
decir L, << Ly.

Ambas hipdtesis se traducen en Ro << 1y ¢ << 1. Por otro lado, los flujos que se
encuentran en Oceanografia proporcionan nimeros de Ekman muy inferiores a la unidad.
Tomando como ejemplo los datos del Test 6 (ver més adelante),

Ly ~ 65km, vy =200[m?/s], v, =4.26-10"%[m?/s], f=~10"%s71,

se tiene Ey = E, ~ 9-107%. Esto indica que, en primera aproximacién, los términos
dominantes en (5.1) son (suponemos un fluido homogéneo):

Oz

_'f Ug + —_p = 07
Po
0

ful + Lp = Oa
Po
O.p = —pg;
Ozu1 + Oyus + Q,u3 = 0; (5.3)

lo que se conoce como balance geostréfico. Como se observa, el orden del sistema
de ecuaciones se ha reducido y, en particular, no se pueden cumplir las condiciones de
contorno en su totalidad al no estar presentes los términos de friccién. Es pues sélo el
intertor del flujo el que obedece al balance geostréfico.

Un flujo geostréfico cumple algunas propiedades, ficiles de deducir y que merece la
pena resenar:
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e La velocidad horizontal es idéntica a lo largo de la columna vertical:

O,u; = O,us = 0.
Este hecho se conoce como Teorema de Taylor-Proudman.

o El flujo es isobdrico, es decir, las lineas de corriente de la velocidad coinciden con
las isobaras, lo que viene expresado por la relacion:

ul va

e La velocidad horizontal es no divergente, es decir:

az?,h + ayUQ = 0.

Esto implica inmediatamente J,u3 = 0. En particular, si suponemos el fondo plano
y una condicién de contorno de deslizamiento resulta un flujo totalmente horizontal.

Consideremos ahora un dominio infinito en la dimensién horizontal, con fondo y super-
ficie planos. La configuracién del flujo geostréfico se rompe en presencia de la condiciones
de contorno de adherencia en el fondo y tensién de viento en superficie:

u=0enly, v,0,u=7 enl,.

Estas condiciones originan capas limite en la vecindad de la frontera. En estas capas
limite (denominadas capas de Ekman), la friccién vertical del fluido es fundamental para
realizar la transicién del flujo geostréfico interior al flujo impuesto por las condiciones de
contorno en la frontera.

La longitud vertical de la capa de Ekman se puede deducir mediante argumentos de
scaling. Bésicamente, se arguye que en la capa limite el término de friccién vertical debe
tener el mismo orden de magnitud en las ecuaciones adimensionalizadas (5.2) que los
términos del balance geostréfico. Por tanto, si denotamos dz la longitud vertical de la
capa de Ekman, estamos imponiendo que el nimero de Ekman vertical particularizado a
la capa sea del orden de la unidad:

V’U V‘U
— 1 =px ., —.
fo% f
Asi, la estructura del flujo dentro de la capa se rige por

Ozp

—v,0%,u1 — fuy + = 0
Po
0
—-l/uazz’u,g + fu + AP = 0
Po
o.p = —pg;

Bxul -+ 8yu2 + az’u;; = O, (54)
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Para una deduccién rigurosa de estas ecuaciones mediante un reescalamiento en la
coordenada z en (5.2), remitimos a [68], pag. 204.

Este sistema puede ser resuelto explicitamente. Por ejemplo, para la capa de Ekman
superficial, agregamos la condicién de contorno

v,o,u=1 enl,.
Suponiendo siempre un flujo estacionario y homogéneo, podemos descomponer la ve-
locidad u en
u=u’+u”

donde u® y uf denotan respectivamente las componentes geostréfica y de Ekman.
Para simplificar el escenario, supondremos que el flujo interior se situa en z = —oco. En

este limite suponemos que u = u® verificando
0
—fu§ + LA 0;
Po
0,
fuS+ 22 — . (5.5)
Po
&p = —pyg;

Opul + Oyu§ +0,uf = 0,

lo que llevado a (5.4) conduce a

Vvafzul - fu2E = Oa
—v,02uy + fuf = 0,
Vzazul =T Vzazu2 = T e€n FS? (56)

en la capa de Ekman. La solucién de (5.6) es

ul(z) = et [7’1 cos(¢ — %) — 7ysin(¢ — %)] :
ub(z) = et {7‘1 sin(¢ — g) + 1 cos(¢ — %)] , Y= pof%’ (=2z2/0p. (5.7)

A la funcién u¥ se la conoce como espiral de Fkman. Obsérvese que el valor de v,
incide directamente en el médulo de ufa través de 5. Concretamente, a menor viscosidad,
menor longitud de la capa y mayor médulo de u”.

En superficie (z = 0) resulta
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50 =vel [0 + %]

2 2
uf (0) = yes —T1£ + 72[- :
2 2
Es inmediato comprobar que (uf(0), «5(0)) forma un dugulo de 45 grados cou (71, 7).
El transporte horizontal en la capa de Ekman se obtiene integrando en vertical la espiral:

0
Uf = [ ub(z)d = By
L
pof’

y resulta ser perpendicular a (7,7;). Tanto (u£(0),uZ(0)) como (UE, U¥) apuntan a
la derecha de (71, 72) por ser el coeficiente f positivo (Hemisferio Norte). La situacién en
el Hemisferio Sur es simétrica.

Una de las principales consecuencias de este hecho es el fenémeno de afloramiento
costero (coastal upwelling). Supongamos que nos encontramos en el Hemisferio Norte y el
viento sopla en paralelo a la costa, quedando ésta tiltima a la izquierda del viento. Como se
acaba de describir, la combinacién de la tensién impuesta por el viento, la friccién vertical
y la aceleracién de Coriolis fuerzan que el transporte neto de la capa superficial de agua se
produzca en direccién perpendicular y alejdndose de la costa. La masa superficial de agua
desplazada produce el afloramiento de las aguas profundas, creando una recirculacién
en los planos perpendiculares al viento. Como se podrd observar, recuperaremos este
efecto en los cdlculos. Recordemos que este fenémeno es uno de los grandes motores de
produccién bioldgica en los océanos. Remitimos a la Introduccién para més detalles.

Resefiemos que la longitud del eje vertical de la espiral es, tedricamente, infinito.
Por otro lado, la longitud de la capa de Ekman Jg se definié como un pardmetro del
orden de \/Z , lo que no resulta una definicién precisa para los tests que realizaremos a
continuacion.

A efectos practicos, convendremos en medir la espiral de Ekman hasta la profundidad z
tal que (u?(z),uZ(z)) forme un angulo de 180 grados con (u#(0), u¥(0)). Esta convencién
es coherente con la teoria, pues se comprueba con facilidad a partir de (5.7) que dicha
profundidad es z = —7ég, y

Uf = [ uf(z)d: = —fm, A=

Ju®(~7dg)|
lu®(0)]
Por tanto, cuando la espiral ha girado 180 grados la componente de Ekman es tan
pequena que la capa de Ekman se puede dar por finalizada.
Tratemos ahora el caso evolutivo. En el caso de que 7 dependa de ¢ la configuracion
de la estructura de la capa de Ekman es mas compleja. Sin embargo, se pueden anticipar
algunos hechos. Supongamos que las ecuaciones de la capa son ahora

=~ 0.04.
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)
Oy — yvafzul — fus+ P 0;
Po
0
Gtug - uv832u2 + fu1 + Lp = O
Po
0.p = —pg;

Ozuy + Oyug + Ous = 0,

mientras que el flujo interior es quasi-geostrdfico:

0

ol — fu + L _ 0;
Po
17,

oS + fuS + 22 = g,
Po
0.p = —pg;

8zuf + Byug + 8zu§ = 0.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

En esta ocasidn, se necesitan nuevas simplifaciones para extraer conclusiones. Supon-
gamos por ejemplo que no existan variaciones de la presién, es decir, Vp = 0. En tal caso,

se sigue
(Beur)ui = fuguf = 0;
(Bud)ud + fulul = 0.
Luego, sumando ambas ecuaciones
1
§8t(lulc(t)l2 +[ug ()?) =0, V¢>o0.
Si suponemos que el flujo parte del reposo, tendremos
uf (&) + ug (1)]* = Juf (0)[* + [u5 (0)|* = 0.

Por tanto, la componente de Ekman cumpliria:

E 2 E E _ .
atul _‘Vvazzul —fu2 — 0,

E 2, F E .
atU2 - VvaZZU2 + ful = 0,

v,0,uf = 1(t), v.0,uf =m(t) enT..

(5.11)

(5.12)
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La resolucién detallada de (5.12) se lleva a cabo en [76] para el caso 71(t) = 0 (viento
en la direccién del eje OY). Resulta

uf(t, z)

yes [Tz(t) cos(ft+ ¢+ %)] :

o

uf(t2) = e |m@)sin(f+ ¢+ D)), V= et (=0 (1Y

Si suponemos que la componente 7»(t) es constante a partir de un cierto instante, la
solucién anterior resulta ser periédica, con periodo 28. Este valor es conocido como periodo
de inercia. Todas las capas de la espiral oscilan con este periodo, pero con amplitudes
diferentes que disminuyen con la profundidad. En cuanto al desfase T + gzg, varia con la
profundidad y es mas importante cuanto mas delgada es la capa de Ekman.

Un anilisis detallado de las expresiones (5.13) muestra que la solucién (uZ(t, 2), uf (¢, 2))
se compone por la espiral de Ekman descrita en el caso estacionario més una oscilacién
periédica conocida como oscilacion de inercia. En condiciones ideales como las que esta-
mos suponiendo, las oscilaciones de inercia no se amortiguan con el tiempo, y el flujo no
llega a estado estacionario alguno.

En el caso mas general en que Vp # 0, se pueden extraer conclusiones similares para
el transporte de Ekman (UZ(¢), UZ(¢)). Remitimos en este sentido a [47].

5.2 Tests numéricos sobre el Modelo Estacionario.

Recordemos el modelo estacionario de Ecuaciones Primitivas estudiado en los Capitulos
1,2y 3:
Hallar u: Q2 - R? y p, : w — R tales que

(@) (U-Viu—Apu+ fut+Vyp, = f enQ,
(b) Vg-{u) = 0 enuw, (5.14)
(c) u=0enly, v,0,u = 7 enl.

donde U = (u,us), estando u3 : @ — R, definida por

uz(x, z) = /zo Vi -u(x,s)ds. (5.15)

El Método Estabilizado Término a Término estudiado en el Capitulo 2 para la resolu-
cién de (5.14) se formulaba como:
Buscar (u,,pr) € Vi x M} tales que

Brr(us; (h, pr), (Va, ) = (L,Va), ¥ (Va,qn) € Vi X My, (5.16)

donde
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Brr(wh; (U, pr), (Vhsan)) = B(Wa; (U, Pr), (Va, @) — D TT/TVHPh'VHCIth
TeCy

+ ¥ i [ (Wi Yw) (W - Vvi) Dy dxdz,
KeT, K

Yy Tk, Tr son coeficientes de estabilizacién dados por (2.3) v (2.4).
Test 1.- Capa de Ekman.

Aunque en las deducciones tedricas que hemos expuesto en la Seccién 5.1 se supone
que el dominio es infinito y no existen fronteras laterales ni difusién horizontal, el método
(5.16) esta concebido para resolver (5.14) con el operador laplaciano completo, y en un
dominio acotado. Nuestra estrategia para aproximarnos al marco teérico ha sido debilitar
la difusién horizontal efectiva frente a la vertical a través de la eleccién de los parametros
del problema. Ademads, se suprime el término convectivo.

Hemos tomado como dominio w el representado en la Figura 5.1. Fijamos los pardmetros:

f=1(0,0), T=alvlv, a=927-10"7, v =(0,30)(m/s),

(5.17
ve = vy, =103 (m?/s), ® =45°N, 0=73-10"5s"!, f=20sind. )
Hagamos notar que el viento se impone en la direccién del eje OY, en el sentido del
semieje positivo.
Tomamos a continuacién en (5.14) una viscosidad turbulenta vertical creciente

ve =01, =04, 2=16 (m?/s).

v

Obsérvese que, con la eleccién de datos mencionada, el nimero de Ekman horizontal
Ey =0.4-107* es notablemente menor que los respectivos nimeros de Ekman verticales:

E! =0.00774, E?>=0.03099, E3 =0.12398.

Los resultados que se muestran representan la distribucién de velocidades a lo largo
de la columna vertical tomada en el centro del dominio. Nuestra intencién con ello ha
sido mostrar la solucién en el punto més lejano de la frontera de w, con objeto de mostrar
velocidades que no se vean afectadas por las condiciones de contorno en las fronteras
laterales. La altura de dicha columna se ha reescalado a 1 con objeto de una mejor
visualizacién de las espirales.

Concretamente, presentamos en los gréficos la velocidad uZ(z). Podemos observar en
la Figura 5.2 que la longitud de las espirales se duplica (aproximadamente) al cuadruplicar
E,. Concretamente, siguiendo el criterio expuesto en la Seccién 5.1, se obtiene

6L =125, 6% =265 42 =500 (m).
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Obsérvese en la Figura 5.2 que la tltima espiral no ha llegado a girar 180 grados
cuando ha llegado al fondo, por lo que hemos denotado 3 = 500.

Se puede observar también en la Figura 5.2 que el médulo de la velocidad en superficie
decrece al aumentar la viscosidad.

Hemos computado por dltimo la velocidad horizontal integrada para la dltima espiral
de la Figura 5.2:

0
U? = / u?(2) dz.

Tanto uP en superficie como UF se representan en la Figura 5.3. Podemos observar
cémo uf se desvia 45° a la derecha del eje OY mientras que UE es perpendicular.

Test 2.- Recirculacién tridimensional en una cavidad.

En este caso, nos hemos centrado en probar la capacidad de nuestro resolutor para repro-
ducir algunos efectos tridimensionales de los flujos geofisicos. Dichos efectos se generan
por la interaccién entre la tensién superficial impuesta en superficie por el viento y la
aceleracion de Coriolis.

A estos efectos, hemos considerado un flujo inducido por el viento en el dominio
mostrado en la Figura 5.4. Hemos incluido en el fondo de dicho dominio una rampa que
afecta de forma importante al flujo. Imponemos también una tensién de viento superficial
en la direcciéon OX.

La malla 75, se muestra en la Figura 5.4. Usamos los siguientes datos:

f = (0,0), =alvlv, a=927-10"7, v=(7.5,0)(m/s),

v, =100, v, = 10, v, = 1072 (m?/s), ®=45°N, 6=7.3-10"%s7!, f=20sin®.
(5.18)
En lo que respecta al dominio computacional:

e Dimensiones Horizontales (m): w = [0,10%] x [0,5 x 10%];
e Batimetria (m):

50 si 0 <z <4000

5000 — z x — 4000
D(z,y) = o I < z < 5000

(z,y) 50 500 +100 o S 4000 < z <
100 si 5000 < z < 10000.

Los valores usados para v se pueden encontrar en simulaciones previas (Cf. [9]).
Llamamos la atencién sobre la anisotropia de v, y v, en correspondencia con las distintas
dimensiones de w a lo largo de los ejes OX y OY.

En las siguientes figuras, la profundidad y la velocidad vertical han sido aumentadas
30 veces buscando una mejor visualizacion de los resultados.
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La Figura 5.5 muestra la velocidad superficial, en la que se aprecia el efecto de la
aceleracién de Coriolis: en el hemisferio Norte, el efecto de la rotacidn terrestre desvia los
flujos a la derecha en el sentido de su avance. También se puede observar, como cabia
esperar, que el modulo de la velocidad decrece cerca de la frontera debido a las condiciones
de adherencia.

La Figura 5.6 representa la presién superficial. Como consecuencia del patrén de
velocidades en superficie antes descrito, la presién superficial aumenta al aumentar z y al
decrecer y.

En la Figura 5.7 se representa el perfil de la velocidad a lo largo de un corte longitudinal
del dominio (concretamente, el plano y = 2450). Se observa una recirculacién satisfactoria
del flujo a lo largo de la cavidad. En particular, se da una notable aceleracién del flujo
en profundidad a lo largo de la rampa, en direccidén opuesta al viento. Notese que el flujo
presenta un perfil cuasi-parabdlico en la parte menos profunda del dominio.

La Figura 5.8 muestra las espirales de Ekman a lo largo de este corte.

Mostramos también en las Figuras 5.9 y 5.10 la proyeccién de la velocidad 3D sobre
dos planos perpendiculares a la direccién del viento (z = 2000, z = 6000 respectivamente).
El objeto de estos cortes es apreciar el afloramiento en la costa que queda a la izquierda
segin avanza el viento (plano y = 5000). Los resultados se ajustan al mecanismo de
afloramiento costero descrito en la Seccién ?7.

Se concluye pues que el flujo simulado presenta un cardcter netamente tridimensional.

Test 3.- Estudio de la condicién Vj - (u,) =0 cuando h — 0.

Hemos usado el mismo flujo simulado en el Test 2 para estudiar el grado de cumplimicnto
de la condicién Vg - (u,) = 0.

Recordemos que dicha condicién se impone en sentido débil en nuestro esquema de la
siguiente forma:

/(VH (wp))gndx =— Y TT/ Vupn - Vaandx, Vg, € M. (5.19)

El grado de cumplimiento de la condicién Vg - (u,) = 0 tiene una consecuencia
mmediata en la velocidad vertical que se computa en el fondo I',. En efecto, observemos
que, de la definicién (5.15), la velocidad vertical en el fondo verifica:

usn(x, —D(x))

/_OD(X) Vg up(x,2)dz
= Vi (up)(x) — u(x, —-D(x)) - Vg D(x)
= VH . (uh)(x).

Se concluye de la igualdad (5.19) que el cumplimiento exacto de la condicién

Uzp = 0 en Fb
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no es posible con el esquema utilizado. Convendremos en llamar a usp|r, velocidad
vertical restdual en el fondo. Es inmediato que la velocidad vertical residual en el fondo
serd menor cuanto menor sea Vg - (uy)(x).

El anélisis de convergencia llevado a cabo en el Capitulo 2 demostré que

lim Z TT/Tvah'VthdX:O.

h—07+ Tec,

De modo que, en el limite A — 0, se cumple (débilmente) la condicién de divergencia
de la media vertical nula. Refinando la malla cabe entonces esperar que la velocidad
vertical en el fondo tienda a cero en alguna norma a precisar.

Hemos representado en la Tabla 1 la norma L%(w) de Vy - (u,) correspondiente a un
cdlculo en el que se refina progresivamente la malla. Se puede observar la convergencia a
cero, como es de desear, con orden aproximadamente uno. Este hecho se da también en
el caso de los Métodos Mixtos, donde la restriccién se impone también débilmente.

Ve - (un)llew)
h = max hy (metros
KT, ( ) Vv urllog
1302.1 0.036
651.0 0.019
325.6 0.015

Tabla 1.

Test 4.- Comportamiento de la norma L3(w) de la presién superficial en
dominios con talud artificial tendiendo a 0.

Usando los mismos datos de los dos tests anteriores, nuestro propdésito ahora ha sido

analizar el comportamiento asintético de la norma LZ(w) de la presién superficial al ten-

der el talud d;, = )Ereli)n D, — 0. A nuestro entender, este es un test indispensable dada
h

la discretizacion llevada a cabo en el Capitulo 2, en la que se aproximaban dominios sin
talud por subdominios con talud decreciente. Por otro lado, el anélisis llevado a cabo en
dicho Capitulo muestra que las estimaciones en norma L3(w) explotan al hacer dy — 0.
En este caso, el dominio computacional escogido es el representado en la Figura 5.11
(arriba). La profundidad méxima es atin 100 m., pero ahora d = I){léilD = 0. Aproxi-

mamos 2 por subdominios €, con talud decreciente (Figura 5.11, abajo). De las consi-
deraciones precedentes, cabe esperar algiin tipo de singularidad en la presién superficial
cerca del talud segun éste decrece. En cierto modo, esta conjetura tedrica se ve confirma-
da en los resultados numéricos, como se observa en la Figura 5.12, donde mostramos las
superficies z = pj(z, y) usando la malla superficial de cada calculo. Obsérvese el aumento
de la pendiente en la proximidad de los taludes anterior y posterior.

Las normas obtenidas se muestran en la Tabla 2. Como era de esperar las normas
L3(w) de la presién van en aumento, aunque no de forma ezplosiva.



156 Capitulo — 5. Resultados Numéricos.

Altura del talud (metros) | h (metros) | ||pall12(w)
10 940 3.77
1 497 4.67
0.1 250 4.88

Tabla 2.

Para obtener mas informacién sobre el comportamiento de la presién, hemos usado
dominios como el representado en la Figura 5.1 con profundidades decrecientes. En este
caso, se ha mantenido la malla fija. A

En este caso, las estimaciones (2.28) pueden ser precisadas. Concretamente, se de-
muestra en [?]:

Ipallc, o) < CH M—i0 + 1) [H]-10, (5.20)

para cierta constante C' dependiente de los datos tal que C = O(d~%/?) cuando d — 0.
La constante ||1||-; o puede ser estimada a su vez como:

HIH—LQ < |fll-10 + Il%llc(H;(Q),Hl/Z(rs)) “THH-I/Z(F,)’

donde 7, denota el operador traza de H}(Q) en HY2(T,). En el caso en que § es un
cilindro de altura d, es facil demostrar que ||v,|| c(mp@), HAT,)) = O(dV/?).

Suponiendo f = 0, tendriamos ||1||-; o = O(d'/?). Esto, combinado con la desigualdad
(5.20) proporciona en ausencia de término convectivo:

1Psl 22, o) < CllTlla-172r,),

con C = O(d™!) cuando d — 07.

A )
Reproducimos en la Tabla 3 el comportamiento de “o.0®) para valores pequenos

“Pi—l“L2 (w)
. . . O,D
de D. En este caso si se recupera con nitidez el comportamiento esperado.

Moill2 il (o
vt { D, sz‘HLg,D(w) Hl’_—ﬂﬁ% i | D; ”piHLg'D(w) m%f%
0.D 0.D
1| 3200 0.00192 -6 | 100 0.05508 2.04
2 {1600 0.00361 1.87 {7 |50 0.12355 2.24
3 | 800 0.00714 1.97 18 |25 0.28893 2.33
4| 400 0.01347 1.88 9 |12.5 0.59476 2.05
5 | 200 0.02687 1.99 || 10 | 6.25 1.17067 1.96
Tabla 3.

5.3 Tests numéricos sobre el Modelo Evolutivo.

Recordemos el modelo estudiado en el Capitulo 4:
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Hallaru: Q x [0,7] > R? y p; : w x [0,7] — R tales que

(@) du+(U-Viu—Apu+ fut+Vyp, = f en0x|0,T],
(b) Ve-(u) = 0 enwx]0,T], (5.21)
(c) u=0 enI[,x]0, T, v,0,u = 7 enlx]0,T], '
(d) u(0) = uy en;
donde U = (u,u3), con us : Q — R, viene definida por
0
uz(x, z) = / Vu-u(x,s)ds. (3.22)

Para la discretizacién temporal dividimos el intervalo [0,T] en N subintervalos de
igual longitud k = T/N. Discretizamos (5.21) en tiempo mediante un esquema de Euler
semiimplicito. En cada etapa de tiempo se emplea el esquema numérico estudiado en la
Seccién anterior.

Test 5.- Medicién de la frecuencia de inercia.

Nuestro primer test estd dirigido a analizar la precisién en el cdlculo de las oscilaciones de
inercia, efecto de la aceleracién de Coriolis. Hemos usado para ello de nuevo el dominio
simple representado en la Figura 5.1. Fijamos los datos :

f=1(0,0), T=alvlv, a=245-1078,

vg = 1000, v, = 1000, v, = 107} (m?/s), ® =45°N, 0=7.3-10"5s""!, f=20sin®.
(5.23)
Aunque la direccién y sentido del viento es fija (en la direccién del eje OY, sentido
del semieje positivo), el médulo es dependiente del tiempo. La evolucién del médulo del
viento impuesto en funcién del tiempo se muestra en la Figura 5.13. Partiendo del reposo,

la intensidad del viento se incrementa progrsivamente hasta alcanzar un valor constante
de 30 m/s:

[v|(t) =30 (1 — e~ ¥T0) (m/s), Ty = 3600 (s).

En esta simulacién 7= 3 dias y medio. El paso de tiempo k£ = 10 minutos.

Con esta, eleccién de datos, obtenemos un niimero de Rossby Ro = 10~2 menor que el
ntimero de Ekman vertical E, = 8-1073. A la vista de las ecuaciones adimensionalizadas
(5.2) es de esperar el dominio de los términos difusivos sobre el convectivo. El uso de un
esquema semi-implicito también contribuye a este comportamiento.

Las Figuras 5.14, 5.15 y 5.16, corroboran esta conjetura. En ellas se aprecia la conver-
gencia hacia una solucién estacionaria de la solucién calculada. Los resultados se muestran
para la columna vertical en el centro del dominio.

En el grifico 5.14 se muestra la curva z = u,(t), y = u»(¢) a diferentes profundidades
en el centro de 2. Los puntos limite de las espirales forman a su vez, a lo largo de la
vertical, la espiral representada en la Figura 5.2 (arriba, izquierda).
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El grifico 5.15 es un andlisis temporal de la evolucién de la velocidad horizontal en
dos profundidades distintas. Se observa un amortiguamiento progresivo de la amplitud
de las oscilaciones de inercia, asi como un periodo constante. Este periodo, medible sobre
la misma gréfica, es de 17h5" ~ 277’ Esta valor se corresponde con el valor tedrico del
periodo inercial.

Finalmente, la Figura 5.16 muestra la evolucién temporal de p, en tres puntos dis-
tintos de la superficie. De nuevo, el mismo periodo inercial se puede observar, con un
amortiguamiento més suave en la amplitud.

Test 6.- Simulacién de las corrientes en el Lago de Ginebra.

Nuestro 1ltimo test aborda la simulacién de las corrientes producidas en el Lago de Gine-
bra (o Lago Leman) tras 12 horas de viento. El lago de Ginebra, localizado en el Sudoeste
de Suiza, tiene 65 km. de longitud, 13 km de anchura y 300 m de profundidad (ver Figuras
5.17,5.18,5.19). Uno de los vientos dominantes en esta regién es el viento del Sudoeste.

Las corrientes que se pretenden simular estardn inducidas por la accién de un viento
de 7.5 m/s del Sudoeste durante 12 horas seguidas. En ese instante, el viento se para y se
simulan las corrientes de inercia durante 12 horas, completando 24 horas de simulacién.
Usaremos las siguientes constantes (tomadas de [9]):

e v =(200,20,4.26 - 107%) [m?/s];
o & =47°N, =73-10"%"!, f=20sind;
o 7=alv|v, donde v = (7.5¢c0845°,7.55in45°) y a = 2.45 - 10~5;

e k£ = At = 4 minutos, 577 nodos en superficie, 9 capas verticales (la malla en
superficie y fondo se representa en la Figura 5.20).

Las Figuras 5.21 a 5.26 muestran el resultado tras las primeras 12 horas de célculo.

La Figura 5.21 muestra la velocidad en superficie. Una vez m4s, el efecto Coriolis se
hace notar en la direccién de la corriente.

La Figura 5.22 representa la presién superficial. Esto es equivalente (remitimos a la
Seccién 0.3.1 para més consideraciones en este sentido) a una elevacién de la superficie
en el este y una depresién en el oeste.

En la Figura 5.23 representamos un mapa de la velocidad vertical sobre un plano
horizontal a 50 metros de profundidad. Los valores positivos sefialan un flujo ascendente,
mientras que los negativos flujos descendentes. Se observa pues un afloramiento en la
costa norte e inmersién de aguas en la costa sur.

Para conocer mds detalles, realizamos tres cortes perpendiculares a la superficie si-
“ guiendo las rectas de la Figura 5.24.

En la Figura 5.25 vemos la velocidad u; en el corte 3. Los valores de esta componente
senalan que en superficie el flujo se produce de oeste a este, mientras que en el interior el
sentido es el opuesto.
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En la Figura 5.26 observamos la velocidad vertical obtenida en el plano de corte 1.
En dicha imagen se confirma el afloramiento de aguas en la costa norte y la inmersién de
aguas en la costa sur.

Los graficos restantes obedecen a la situacién después de 24 horas de simulacién.

La Figura 5.27 muestra la velocidad superficial, que ha girado en sentido horario las
ultimas 12 horas.

En la Figura 5.28 vemos la presién superficial. El perfil equivalente de la superficie
del agua ha variado: la elevacién maxima se encuentra en el centro del lago, mientras que
la depresiéon maxima se encuentra entre el centro y el oeste.

Las zonas de afloramiento e inmersién también han girado, como se observa en 5.29.
Dicha observacién queda confirmada en la Figura 5.30, donde se observa la velocidad
vertical en el plano de corte 2.

Por tltimo, en la Figura 5.31 vemos la componente u; en el corte 3. El flujo recircula
de oeste a este en superficie, mientras que en el interior el sentido es el opuesto.

5.4 Discusion de resultados.

Globalmente, consideramos satisfactorios los resultados obtenidos en los tests numéricos
realizados, en cuanto que muestran un comportamiento cualitativo de las soluciones acorde
con los aspectos fisicos previstos:

e Los resultados del Test 1 se ajustan a la teoria cldsica de Ekman expuesta en la
Seccién 5.1. La longitud de la capa de Ekman y el mddulo, direccién y sentido de la
velocidad en superficie se ajustan a las predicciones tedricas, asi como la direccion
y sentido del transporte horizontal a lo largo de la capa.

o De los resultados del Test 2 se concluye que el flujo simulado presenta un caracter
netamente tridimensional. El efecto de la aceleracién de Coriolis en el flujo queda
patente en los resultados, en particular el mecanismo de afloramiento costero es
observable. Por otro lado, el mallado mediante prismas siguiendo las superificies
iso-sigma permite resolver el flujo en la rampa aceptablemente.

e El Test 5 da un valor satisfactorio del periodo de inercia. Ademds, todas las capas de
la espiral oscilan con el mismo periodo, y con amplitudes diferentes que dismuyen
con la profundidad. Estos resultados se muestran acordes con lo predicho en la
Seccién 5.1 para condiciones ideales (gradiente de presién y viscosidad horizontal
nulas). En dichas condiciones, el movimiento deberia ser periédico, mientras que en
nuestro caso las oscilaciones de inercia decrecen en amplitud a medida que el tiempo
aumenta. Atribuimos esta convergencia hacia un estado estacionario a la inclusién
de viscosidad y condiciones de contorno horizontales en nuestro célculo, asi como a
la disipacién numérica introducida por el esquema semi-implicito.

o El Test 6 proporciona resultados aceptables para la frecuencia de inercia y el fenémeno
de afloramiento costero. En este caso, la batimetria elegida es ademds realista, y el
mallado mediante prismas trata de forma aceptable las pendientes de la costa.
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Los Tests 3 y 4 muestran un comportamiento cuantitativo de predicciones tedricas
(6rdenes de convergencia) correcto.

En el Test 3 se pone de manifiesto el que es, a nuestro juicio, el mayor inconveniente del
esquema (5.16): la penalizacién de la condicién de divergencia de la media nula produce
una velocidad vertical residual en el fondo del dominio. Sin embargo, esta perturbacién
de la velocidad vertical estd controlada, en el sentido de que tiende a cero cuando el
parametro h tiende a cero.

Por otro lado, el Test 4 nos muestra que, en el caso en que el dominio no tenga talud,
las estimaciones en norma Lel’)/f)(w) son indispensables en el andlisis numérico llevado a
cabo en el Capitulo 2.

Observemos para finalizar que es ain necesario realizar tests de caracter cuantitativo
en situaciones realistas con el mencionado cédigo. Este es un proceso largo y sin duda
dificil dada la dificultad de contrastar simulaciones numéricas con mediciones experimen-
tales, especialmente en el campo de la Oceanografia. Esta tarea queda para el futuro,
junto con la implantacién de mejoras como condiciones de contorno de tipo friccién en el
fondo, viscosidades turbulentas dependientes de (x, z), densidad variable, etc.
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5.5. Figuras
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Figura 5.3: Velocidad en superficie y velocidad integrada a lo largo de la capa de Ekman
(se han respetado las escalas originales).
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Figura 5.6: Valores de p;.
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Figura 5.7: Vista lateral de la velocidad tridimensional. Max. vel.: 5 cm/s.

Figura 5.8: Vista cenital de la velocidad tridimensional.

Gil
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Figura 5.9: Proyeccién de la velocidad 3D Uy, en el plano z = 2000. Méx. vel.: 2.1 cm/s.

Figura 5.10:
cmy/s.

-

Proyeccién de la velocidad 3D Uy, e

Gil

el plano z = 6000. Max. vel.: 3.2
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Figura 5.11: Dominios Q y 5.
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Figura 5.17: Situacién geogréfica del Lago Leman.
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Figura 5.18: Isobatas cada 50 m.
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Figura 5.19: Azul = Superficie (techo rigido); Marrén claro = Talud; Marrdn oscuro =
Fondo
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Figura 5.22: Presién superficial tras 12 horas.
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Figura 5.23: Velocidad vertical tras 12 horas. Profundidad=50 m.
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Figura 5.24: Planos de corte. Planos 1 y 2 en diagonal, plano 3 en vertical.
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Figura 5.25: Componente uy, en el plano de corce 3 tras 12 horas.
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Figura 5.26: Velocidad vertical en el plano de corte 1 tras 12 horas.
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Figura 5.27: Velocidad superficial tras 24 horas. Mdx. vel.: 5 cm/s.
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Figura 5.28: Presion superficial tras 24 horas.
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Figura 5.29: Velocidad vertical tras 24 horas. Profundidad=50 m.
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Figura 5.30: Velocidad vertical en el plano de corte 2 tras 24 horas.
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Figura 5.31: Componente u;; en el plano de corte 3 tras 24 horas.
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Demostracién del Teorema 2.2.-

Damos a continuacién una demostracién del Teorema 2.2, obtenida extendiendo un resul-
tado similar publicado en [27]. En aquel caso, s6lo se condideran familias de Elementos
Finitos afin-equivalentes. La extensién a Elementos Finitos Prisméaticos Isoparamétricos
se basa en ciertos puntos clave que merece la pena exponer en este apartado. Es mis, el
analisis que llevamos a cabo a continuacién justifica la inclusién de la funcién profundidad
en la estructura del término de estabilizacién de la conveccién (vedse (2.2)).

Representacion del término de estabilizacién de la conveccién.

Como hemos dicho, la representacién de los términos estabilizantes llevada a cabo
en [27] se aplica a familias de Elementos Finitos afin-equivalentes. Puesto que V} es
un espacio de Elementos Finitos Isoparamétricos, es necesaria una extensién genuina de
dicho resultado.

Denotemos por T* el tridngulo de referencia de la familia T € C}, y Ar la afinidad
que lleva T* en T. Situémonos en la capa vertical k, 1 < k <[ (donde [ denota el nimero
total de capas), y consideremos el prisma K de bases T* y T*+1:

k-1 k

7—Dn(x), &2(x) = —7 Da(x)-

Dada una funcidén escalar G : T — R o matricial G : T — R?*2 denotaremos
G*(x*) = G o Ar(x*). Definimos,

K={(x,2) : xeT, &(x) <2< &(x)}, con &(x) = —

Dr(x") = Dlr o Ap(x"); (1.1)
k-1 ko

() =6 0 Ar(x') = ~EDh(), () = &0 Ar(x?) =~ Di(x"). (12)

Consideremos ahora el prisma de referencia K* = T* x [0,1] y la transformacién
Fg: K* — K,

Fre(x, 27) = (Ar(x"), (x7) (1 = 27) + £1(x7) 27).

187



188 Apéndice A

Procederemos por etapas:

Etapa 1.-Representacién de la derivada convectiva en un subespacio W (A') C
L%(K).

Buscamos a continuacién un subespacio W (K) de L?(K) tal que

{[Dh(Wh . Vuh)] |K; with wp,u, € Vh} C I/V(K) (13)
Observemos que

Ry, 1y (K) = {¢* o Fi" para algtin ¢" € Ry, 1,(K*)} .

Para probar la anterior igualdad, la clave es usar que o(Fk(x*, 2*)) = 2*. Seguida-
mente, probamos el

Lema .1 Dados u,, wy € Vj:
’L) (DhVum)|K S [Rl,l(K)]g, 1= 1,2,’

i) St wan|g(x,2) = fzo Vi -wi(x,2')dz' |, entonces wsp|x € R12(K). Mds atn, wsy, es
continua en las interfases verticales de los prismas, y discontinua en las interfases
horizontales.

iti) [Dp(Wh - Vun)] |k € [Ro3(K))*.

Demostracién.-

i) En primer lugar, recordemos que u;|x € Ry 1(K). Es més, se comprueba ficilmente
que R, 1(K) se puede reescribir como

Ri(K) = {p1(x) o(x,2) + pa(x); p1,p2 € P(T)}. (1.4)
De
_ z+ EDh(X)
O'(X, Z) = —W (15)
se tiene
= ﬁ— o y = -——Ci] o y o= ——Cz
aIEU_ Dh(X)( +C2)’ aya Dh(X)( +C2)7 az e Dh(x)»

para ciertas constantes numéricas C¥,C¥,CY, CY, C* que no merece la pena detallar.
Digamos sélamente que son directamente proporcionales a 0, Dy, 0yDy y 0, Dy respecti-
vamente. Ahora, fijemos ¢ y escribamos u;,(x, 2) = p1(x) 0(x, 2) + p2(x). Se sigue:

AL DE SEVILLA
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Vuip, = (Vp)o+ (Vo)pr + Vps
= (Vp)o + _]9_1_(6—;10 + 52) + Vps, con Cy,Cye R
Dh(X)
Por Dyl = Dr € Py(T), se sigue (DyVu)|x € [Ri1(K)].

i) Observemos que

Rio(K) = {ro(x) +ri(x)o(x, 2) + ra(x)0?(x, 2); 10,71,72 € P1(T)}. (1.6)

Denotemos Kj, j = 1,---,k — 1 los prismas que se encuentran por encima de K. Los
mismos argumentos usados en ¢) muestran ahora

1 .
Vi whlk, = -D—h(pu(x)a(x, z) + pa;(x)), paraj=1,---,k—1,
1
Va Whplg = E(pl(x) o(x, z) + pa(x)),

con pyj, P2j, P1,P2 € P1(T). Los coeficientes de estos polinomios son, a su vez, poli-
nomios en VgD,
Tomemos 1 < j < k — 1 e integremos en vertical,

0 1 A - Du(x) 1 = Dy (x)
Va -wp(x,2)d = (x)[] o(x,2)d] + pa;(x
[ Vi walx, ) B 2P N e e
1 k=l Dh(X) 1 k=1 Dh(X)
T Da®) £ X)) +Dh(x)jz:=1p2](x) 1

Esto proporciona ffo1 Vg -wi(x,2')d2 € P(T).
Ademds,

k—1
OV wax,7)dE = ———pi (%) / TP i, ) de] +
: H h\&, Dh(X) 1 N )
1

~51 D4y (x) ,
p2(x) /z 1d7.

Dh (X)

Denotemos z = o(x, 2),2* = o(x, z') y cambiemos de variable en la integral anterior:
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jl Vy -wp(x,2)dz = Dhl( )pl( )Dhl(x)[/_lz dz"]
+Dhl(x /1d ]
- %(pl(}q 1(0) + P2(x)02(0)),

para g1 € Py(0,1), g2 € P1(0,1). De (1.6) se sigue [* Vy - wi(x,2') d2' € Ri2(K).

Por tanto, wy, = fzo Vi wi(x,2')dz € Ry 2(K).

La continuidad respecto de la variable z se tiene por estar definida ws, mediante una
integracion vertical.

Por otra parte, ¢;(0) ¥ ¢2(0) son continuas en las interfases horizontales, pues lo es
la coordenada o. Sin embargo, los polinomios pyj, paj, 1, D2, no lo son, puesto que los
coeficientes de estos polinomios dependen de VD, que es discontinua en las interfases
horizontales de los prismas. Se tiene entonces que, en general, wsp, es no conforme, al ser
dicontinua en las caras horizontales de los prismas

#4i) Se verifica inmediatamente a partir de 1) y ). L]

El espacio que buscamos es, por tanto, W(K) = [RQ):;(K)F, el transformado de
= [Ry3(K™*)]* por Fy. ~

Etapa 2.- Representacién in K*

Denotemos por ((+,-))kx- ¥ (-, )k~ los productos escalares usuales en H}(K*) y L2(K™).
Siguiendo Baiocchi et al. [8]:

Lema .2 FEziste una constante u* > 0 tal que s1 0 < 7™ < u*, existe un espacio de
Elementos Finitos Burbuja Z* C [HY(K*)] tal que

(R*(v*),R*(W*)))g» =7 (v, W" )k, VYV, w'eW" (1.7)

donde R* es el operador de condensacion estdtica de H™(K*) en Z*, definido con
respecto al producto escalar ((-,-)) k.

El subespacio Z* puede ser construido verificando W* N Z* = {0}. Supondremos que
Z* cumple esta propiedad.

Sea (x,2z) = Fg(x*, 2*) € K y denotemos

WX 2"y =V, Fg(x*,2"); Ar = V.Ar;
(€)i(x*,2") = [Va(Fk)s)' (x"27); o’(x") = (& — &)(x7).
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Se sigue

|det A3 (x*, 2*)| = |detAp| o*(x*) = |detAp| Di(x*) 17! # 0.

Denotemos sX(x*,2*), 1 < n < 3 los valores singulares de A} (x*,z*). Existen dos
matrices ortogonales Uj (x*, z*), Vi (x*, 2*) tales que

Ay = (Ug)'SiVi, con Tk = Diag(sK (x", 2°), .., s (x*, 2°))

es una Descomposicién en Valores Singulares (DVS) de Aj}. Asi, si Ax(x,2) =
Ay (x*, 2%,

Ag = ULSgVk, con g = Diag(s¥(x, 2), ..., s¥(x, 2))

es una DVS de Ag, con

Uk(x,2) = Ug(x", 2"), Vk(x,z)=Vi(x* 2"), s,ff(x, z) = sff(x*,z*).

Definamos la matriz

Cx = hi? U2 Uk,
Para Bx > 0 fijo definimos
Sk(w,v) = Bk /K(CKVW) : Vv D71 (x) dx

para todo v, w € H}(K).
Consideremos Z(K) = {¢* oFg! i ¢g*eZ *} y R¥ el operador de condesacién estatica
de H™!(K) en Z(K) con respecto a Sk. Puesto que

(CkVw): Vv =h?V,w*:V,v",
se sigue,
Sk(w,v) = Brhii|detAr| 17 ((w*,v*))k-. (1.8)

Por otro lado,
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7" /K(W'V) Dil(x) = t*|detAr|I7 (v, W*) k- (1.9)

Dados v=v*o Fg' e W(K) y w € Z(K), de (1.8),(1.9) y la definicién de R*:

SRSk (RY (v o Fit',w) = [ (w-v) Dpt(x) = R¥(v) = B (R*(v") o F)

Esto implica

Sk(RK(v), R¥(w)) =i [ (w-v) DF'(x), Vv, w e W(K), (1.10)
con Tx = T*Bx'h%. Observemos que Sk queda determinado a partir de 7.
Etapa 3.- Representacién global.
Consideremos los espacios Z, C H}(Q), W), C L2?(Q) generados por los espacios de

referencia Z* y W* transportados por Fx en Ty, y definamos las formas bilineales en
Zh X Zh

Sp(w,v) = Z > Sk(wlk,vik)

TECH KoajoT
= Z Z 51{/ (CxVw|k) : Vv|k D' (x), with B = T*Tglhfg(,l.ll)
TeCh KbajoT K

donde la notacién K bajo T indica que la suma se extiende a los prismas K € 7T, en
la columna con base superior 7. Consideremos ahora R, el operador de condensacién
estatica de H™!(Q) en Zj con respecto a S,. Dado w € W, se verifica la propiedad
Re(w)lx = RE(w|g) porque int(K) Nint(K') = 0. (1.10) implica

Sh(Ru(w), Ru(v))

> ¥ & [ (wev) D7),

TECthajoT
= ) 7% /K(W-V)D,fl(x) Vv,weW. (1.12)

KeT,

Utilizamos (1.3) y (1.12) para obtener:

Sh(Re((Wh - Vup)Dp), Ri(Wh - VVi)DR)) = > 7k /K(Wh-Vuh)(Wh-Vvh)thxdz,
KeTs
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para wp, uy, vy en Vj,.

Etapa 4.- Coercividad uniforme y continuidad de {S,},.,
Estudiemos la continuidad de Sk:

Sk(w,v) < BKh,?((’r‘rgxe)g(sff(x,z))(mTinDT)“llwh,K[v
1<n<3

LK (1.13)

S(w,w) 2 Bichz?(min s¥(x,2)) (max Dr) ™ [wl . (1.14)
x,2)€ ’
1<n<3

Es necesario acotar max sZ¥(x,z) y min s¥(x,z). Supondremos para ello que los

(x,2)EK (x,z)EK
1<n<3 1<n<3
valores singulares estdan numerados en orden decreciente. Denotemos por || - ||z la norma

espectral de matrices y la norma euclidea de vectores. Entonces

) = 14x1E = sup sl
vilo=
= ”Sllllp {HATVHH% + (¢t vyg + av3)2}
vije=1
< lAzllz + lIel3 + o = (sT)* + [Ieffl; + o (1.15)

Por otra parte, se comprueba con facilidad

1 0
ARt = Ar 0

.

Acotando como en (1.15),

(s5)72 = 4%z = sup | Ax'vll; < (s)2+a7%(s) 2l + 272 (116)

Vii2=
Es facil comprobar que V (x,2) € K,

ct(x, z) = [Vr& )t Ar(1 — 2*(x, 2)) + [Ve&] Ar 2% (%, 2),
donde z*(x,z) es la coordenada vertical de Fy'(x,z) en el elemento de referencia
K*. No es necesario escribir explicitamente la expresién de Fr'(x, z), puesto que lo que
realmente nos interesa es la propiedad
0<2"(x,2) <1, 0<1-2"x,2)<1 V(x,2) € K.

Esto conduce a
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k+1)2+k*
1B < 214V aeul} + I Vu&al) < 2(T)vaDr Rttt
< 10 HVHDHQLOO(W)(S?)Qa

ya que
(k +1)% + k?
2
Por otro lado, @ = Dr(x)/l y

<5 if 1<k<L < +o0.

(mqinDT)/l <a< (mquDT)/l. (1.17)

Es més, por ser C, una familia regular de triangulaciones, existen constantes Cy y Cy
dependientes s6lo de T tales que

Cihr < sT < Cyhr.

Finalmente, las estimaciones (1.15)-(1.17) dan:

Cr (1 4+ (PP2)) < (57 < (517 < Gy (B (P22,

con C; y C, constantes positivas dependientes de T* y ||V D|lcow: ¥

min D max Dr
T Mo, = ]

mDT =

Ahora, para todo K bajo T,

B+ (mon/If B Tk
hi ~ hik T hk
donde rx = sup {diam(S); S esferas contenidas en K}. Por la regularidad de 7y,

;; > x > 0, donde x es independiente de h. En particular, si K es el primer prisma bajo
K
T:
2 Mpy 2 2 Mpry\2
sl G i AP ol o s PR (1.18)
h% - h3% -

Véase la Figura .1 para un esquema 2D de las cantidades que intervienen en (1.18).
Aunque la misma acotacién es vélida en el caso tridimensional, omitimos la prueba por
simplicidad (aparecen varios subcasos dependiendo de la posicién relativa de las mayores
aristas horizontal y vertical).
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Figura .1: Descripcion geométrica de una columna de prismas (esquema bidimensional).

Por tanto, se tiene que sX y sg( son de orden h%. Respecto a Bk, si suponemos
arhg? < % < aphg? con a1, & independientes de K, se sigue, de (1.11)

oy 't < Br < aflr
Finalmente, (1.13)-(1.14) implican
CI(T*7 HVHDHOO,L‘M a2, 7-*7 X)”D”O—O];W'WI%,K S SK(W’ W)’

Se(v,w) < Co(T*, IVuDlloow, @1, 7*)d5 w1 k| V|1 k-

De nuevo por la definicién (1.11)

Vslwl%,ﬂ < Sh(w1 W)’ Sh(V,W) < MS|W|1.Q|V|1,Q

donde

Vs = CI (T*, HVHD”oo,wy o2, T*a X)”Dllgol,w > 07 Ms = C2(T*a ”VHD”oo,w, i, T*)dle-

Nota.-

Nétese que M, explota si dj, — 0*, es decir, si  no tiene talud. De todos modos, ello
no afecta a nuestro andlisis.

Representaciéon del Término de Penalizacién del gradiente de presion.

El resultado de [27] citado anteriormente da la representacién del término de estabi-
lizacién del gradiente de presién, ya que Cj es una familia afin. n
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Demostracion del Lema 2.4.-

i) Seguimos denotando mp, = mTin Dry Mp, = max Dr. Los argumentos usados en
el Teorema 2.2 muestran que

IN

mor [ (CkVwlx) : Wl D7) < hz? ( max sf (e, 1) whslvis e

Co(T*, [V Dlloow) WLk [VILk- (1.19)

N

Sea z, € Z,. Entonces, puesto que Z* no contiene las funciones constantes, la semi-
norma |- |, - es una norma en Z* y existe una constante C* > 0 tal que ||zk|[3 - <

C*IZH%,K*-
Por tanto,
Mplz3x < [ 1251 Di'(x) = |detaz] 1”2l x-
< C*|detAr| 17t zkl} k-
= C*R: /K (CxVzK) : V2K D='(x) por (1.8)
< C*Co(T*, ||VaDlsow) Bk mpy, |z% 2k por (1.19).

Usando la notacién del Lema 2.4, kX, = mp,_/l,h%,. = Mp,/l. Observemos que la

condicién (hE, /hE ) > u equivale a (mp,/Mp,) > p. Sumando en K € Ty, se tiene

Izell30, < w7'C*CoT* IVaDlloow) B |zsl2 o, = C B? 24|l g,
Esto prueba el caso ¢ = 2. Consideremos ahora la desigualdad de interpolacién (cf.
Brézis [14]),
1Wllzan) < ClIwlgIwlEf,) VW e L),
para 2 < q¢ < 6, con 8 dada por (2.29). Por la inyeccién continua de H}(£2) en
L8(Q4), se verifica (2.29).

1) Si{Zn})>q cOn 2, € Z, Vh > 0estd acotada en Hj(Q), contiene una subsucesion,
que denotamos de la misma forma, débilmente convergente a un elemento Z en Hj(Q) y
fuertemente en L2(2). De

2130 = lim 125120 = lim |lzall30, < C lim b [z4f2 g, =0,

se sigue z = 0. Como el limite de cualquier subsucesiéon débilmente convergente es
cero, es toda la sucesién {Z},., la que converge débilmente a cero. =
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