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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo es investigar las relaciones existentes
entre operadores contractivos para distintas medidas de no compacidad en base a
las propiedades geométricas del espacio subyacente. Para ello se estudian varias
medidas de no compacidad y algunos coeficientes geométricos que pueden definirse

en relacién con ellas en espacios métricos o de Banach.

Habida cuenta de que en un espacio de dimensién infinita, “demasiados”
conjuntos acotados no son relativamente compactos, tiene sentido tratar de medir
el grado de no compacidad de los mismos; ello es posible con la ayuda de ciertas

funciones a las que llamamos medidas de no compacidad.

El primero que consideré una medida del grado de no compacidad de un sub-
conjunto A de un espacio métrico fué Kuratowski, quien en 1930 con los trabajos

[Kul] y [Ku2] investig6 la medida que lleva su nombre,

a(A) =inf{d > 0: A puede ser recubierto por un nimero

finito de conjuntos de didmetro < d}

en conexién con problemas de Topologia General, siendo probablemente éste el
motivo por el que hasta mediados de los afios cincuenta dicho estudio no ha sido
abordado por los analistas cuando en trabajos de Darbo [Dr], Gol’denshtein, Goh-
berg, Markus [Gh], [Gl], y més tarde Petryshyn [Pe], Nussbaum [Nul], [Nu2],
[Nu3], Furi y Vignoli [Fu], Danes [Dn], Krasnoselski [Kr2] y otros, aquella y
otras medidas de no compacidad han sido aplicadas a la teoria del punto fijo,
teoria de operadores y de ecuaciones diferenciales e integrales.

Adema3s de la medida « por didmetro de conjuntos, las mas importantes son

la medida por didmetro o radio de bolas

B(A) = inf{d > 0 : A puede ser recubierto por un nimero
finito de bolas de didmetro < d}
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introducida por Gol’denshtein, Gohberg y Markus en [Gh], también llamada de
Haussdorff por su gran relacién con la métrica que lleva su nombre (véase por
ejemplo [Ba2]), y la medida separacién introducida por Istratescu en [Is], Sadovski

en [Sa2] y otros

S(A) = sup{r > 0: A posee un subconjunto

infinito r-separado}

donde un conjunto se dice r-separado si cada par de elementos distintos estan a

distancia mayor o igual que r.

Estas tres medidas de no compacidad tienen propiedades muy similares y no
son independientes entre si, ya que para cualquier acotado A de un espacio métrico

se dan las relaciones

S(4) < a(4) < B(A) < 25(4)

que son, por otra parte, las mejores posibles si se considera la clase de todos los
espacios métricos en general. Uno de los objetivos actuales de las investigaciones
es precisamente el de mejorarlas en determinados espacios explotando la estrecha
relacién existente entre estas medidas y las propiedades geométricas del espacio
sobre el que estan definidas. En espacios de Hilbert, por ejemplo, las relaciones

anteriores pueden mejorarse, obteniéndose (ver [Ak], [Zh3])

S(A) < a(A) < B(A) = V25(4)

En relacién con cualquier medida de no compacidad u definida en los espacios
métricos X e Y aparecen de forma natural (ver [Dr], [Gh], [Sal]) los conceptos
de aplicacién k — ucontractiva y k— pcondensante, de formaquesiT: D C X =Y
es una aplicacién continua y k£ > 0 es un numero real dado,

- T se dice k — p contractiva si para cualquier subconjunto acotado A C D es
pT(A)] < ku(A)

- T se dice k — u condensante si para cualquier subconjunto acotado A C D

con p(A) > 0 es pu[T(A)] < ku(A).

i1



Introduccidn

Un operador es condensante si la imagen de un conjunto es, en algun sentido,
mdas compacta que el conjunto. Los operadores condensantes son ya tipicos en
varias aplicaciones del andlisis funcional, y sus propiedades estdn muy relacionadas
con las de los operadores compactos. En particular, con la ayuda de los operadores
condensantes se puede extender la teoria de rotaciones de campos vectoriales,
el principio del punto fijo de Schauder o la teoria de ecuaciones con operadores
compactos de Fredholm-Riesz-Schauder; de hecho, si consideramos un problema
para ecuaciones diferenciales o integrales, se puede reducir a una ecuacién de
operadores con un operador condensante que contiene mucha informacién sobre
las propiedades de las soluciones (nos remitimos a las obras [De], [Ak], [Ba2] y
[W1]). El primer teorema de punto fijo conteniendo la nocién de medida de no

compacidad fué publicado por Darbo en [Dr].

Por 1ltimo, si T' es una aplicacién continua y ¢ una medida de no compacidad,

puede definirse la seminorma (ver [Dr], [Nul])
w(T)=1inf{k > 0:T es k — p contractiva}

En el caso més importante de las medidas «, 8 y 5, las relaciones antes

mencionadas entre ellas nos llevan a que para cualquier par de las mismas es

SH(T) < N(T) < 2u(T)

Diversos autores han investigado en los dltimos aflos la posibilidad de mejorar
las relaciones anteriores, fundamentalmente para los operadores asociados a las
medidas « y 3, bien en el caso de ser T' un operador lineal, o particularizando a
determinadas clases de espacios, habiéndose obtenido importantes resultados. Asi,

podemos citar como mas relevantes:

- Nussbaum en [Nul] probé que si T es un operador lineal y T* es el operador

conjugado, entonces

oT*)<B(T) vy oT)<B(TY)

111



Introduccion

- Sedaev en [Se] demostré que si T es lineal,
B(T™) < B(T)

- Webb en los trabajos [Wb1], [Wb2] probé que en espacios de Hilbert

separables si T es lineal, es

a(T) < A(T)

- La introduccién por Dguez Benavides en 1986 ([DB1]) del concepto de
conjunto minimal respecto de una medida de no compacidad ha desempeiiado un
importante papel en la investigacién de las medidas y de sus operadores asociados,
hasta el punto de que en el citado articulo ya se prueba que en espacios de Hilbert

separables, aunque T no sea lineal, es

B(T) < o(T)

y se aporta ademds un ejemplo que garantiza que el anterior resultado de Webb

no es valido cuando se considera la no linealidad de T .

- Con posterioridad, en 1988, Dguez Benavides en [DB2] prueba que para
T:DC - /4P (1<p<+00),es

A(T) < «T)

yparap =16 p=+o0 es a(T) = B(T). La relaciéon B(T) < a(T) se conserva
en cualquier espacio métrico verificando la denominada B-propiedad (una estrecha
relacién entre la separacién de los puntos de un conjunto y el menor radio para
una bola que los contiene). En el mismo articulo se prueba que si T es lineal y

1 < p < 400 entonces oT) = B(T).

Basédndose en el concepto de minimalidad, fueron considerados por Ayerbe y
Dguez Benavides en [Ay1] y Webb y Zhao en [Wb4] unos coeficientes geométricos
(que aqui denominamos de empaquetamiento del espacio) 6, 6’ y v que han per-

mitido obtener resultados muy favorables en espacios como los L? asi como abrir

v
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la posibilidad de mejorar las relaciones para otras clases de espacios que hasta

entonces no habian sido considerados.

- Para los espacios L? se obtiene en [Ayl] que si 1 < p < 400, entonces

[2—pl
P

omin{~3 55} o(T) < B(T) < 277 o(T)

- Zhao en [Zh1] probé que para un operador T en cualquier espacio métrico es
S(T) < a(T), mientras que en cualquier espacio de Hilbert de dimensién infinita
es B(T) < S(T) < o(T) aunque no sea separable. En otro trabajo ([Zh2]) esta
misma autora consigue un refinamiento para la primera desigualdad de los L? con

1 < p < 400 en el caso lineal, obteniendo que en este caso es

a(T) < 2157 18(T)

Numerosas relaciones han sido obtenidas recientemente por algunos investi-
gadores de las distintas medidas de no compacidad y sus operadores asociados con
diversos coeficientes de naturaleza geométrica caracteristicos de los espacios sub-
yacentes, fundamentalmente con los llamados coeficientes de estructura normal.
Para no excedernos con las definiciones de tales coeficientes, que por otra parte no

serdn considerados en esta memoria, nos remitimos, sin pretender ser exhaustivos,

a [Ay3], [By], [DB3], [DB4], [DB6], [Ml], [VD] y [Zh3].

En el capitulo I, que podria ser considerado como preliminar al resto del tra-
bajo, se hace una concisa exposicién de las nociones y propiedades de las medidas
de no compacidad y los operadores condensantes y contractivos.

Atin cuando habitualmente han sido estudiadas en espacios de Banach (véase
por ejemplo [Ak], [Ba2] y [DeB]), nosotros proponemos una axiomatica para
que una funcién sea medida de no compacidad en un espacio métrico completo
cualquiera, que si bien es verificada por las cldsicas a, f y S, excluye a otras

funciones que han sido tratadas como tales medidas en algunos trabajos (es el
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caso, por ejemplo, de la llamada medida S-interior tratada en[Ak] y [Zh2] o de
la funcién didmetro de un conjunto en [Ak] y [Ba2]).
Las relaciones que se dan entre las medidas «, 8 y S nos sugieren la nocién

de comparabilidad entre medidas que serd de utilidad para posteriores desarrollos.

Para finalizar, se dan algunas generalidades sobre los operadores condensantes
y contractivos as{ como sobre el coeficiente de contractividad de un operador res-

pecto de una medida de no compacidad.

En el capitulo II se generaliza el concepto de conjunto minimal (que fué intro-
ducido por Dguez Benavides en [DB1] para las medidas a y ) cuando se trata
de cualquier medida de no compacidad definida en un espacio métrico completo,
y se desarrollan algunas técnicas para el uso de tales conjuntos en espacios de

sucesiones.

En la primera parte se prueba la existencia de conjuntos minimales respecto
de cualquier medida de no compacidad definida en un espaéio métrico completo,
se caracterizan dos tipos especiales de medidas (minimalizantes y estrictamente
minimalizantes) atendiendo a la forma en que pueden ser elegidos los minimales
dentro de un conjunto y se constata que las medidas «, § y S aportan distintas
situaciones en ese sentido: Asi, como se deduce de un contracjemplo en [DB1],
a no es minimalizante en general, S se prueba que es minimalizante en cualquier
espacio pero no es, en general, estrictamente minimalizante, y  es estrictamente
minimalizante si el espacio es separable como se prueba en [DB1] o reflexivo
verificando la condicién de Opial segin [Ay3].

Finalmente, se prueban algunos criterios para el clculo efectivo de las medi-

das a y B de conjuntos minimales.

En la segunda parte, generalizando el concepto en [Ayl}, se introducen los
coeficientes de empaquetamiento de un espacio métrico en el que hay definidas
varias medidas de no compacidad y se prueba que, en general, éstos permiten
mejorar las relaciones entre los correspondientes coeficientes de contractividad de

un operador. A nuestro modo de ver, es en este momento cuando se pone de

Vi
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manifiesto la gran influencia del concepto de minimalidad en el estudio de las
medidas de no compacidad y, por lo tanto, queda suficientemente justificado su

tratamiento.

Con parte de los resultados de este capitulo hemos elaborado el trabajo [Ro].

El resto de la memoria se dedicard fundamentalmente al calculo de los coefi-
cientes de empaquetamiento correspondientes a dos importantes clases de espacios

de Banach de sucesiones.

El capitulo III est4 dedicado en su totalidad al estudio de las medidas de no
compacidad en espacios de Orlicz de sucesiones, que resultan ser una generalizaciéon
natural de los espacios £, ya que son construidos al sustituir la funcién t — t? que
da sentido a éstos por una funcién M que sea del mismo modo continua, creciente,
convexa y tal que M(0) =0y tgﬂ-noo M(t) = +oo. Una funcién M con estas

caracteristicas recibe el nombre de funcién de Orlicz.

Asi, dada una funcién de Orlicz M, el conjunto £3; de todas las sucesiones de

+oo
escalares z = (z,,) tales que Z M(I—x—ﬂ) < 400 para algtin p > 0, dotado con la
= p

norima
|2al
||:v||—1nf{p>0 E:M< p) }

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz de sucesiones.

Una condicién necesaria y suficiente para que uno de estos espacios sea sepa-
rable es que la funcién M verifique la llamada A, condicién en cero, una de cuyas

caracterizaciones es que

M(2t)

M@ S

lim sup,_,y——=
y ya que las técnicas que hemos desarrollado en el capitulo anterior para el célculo

con a-minimales y B-minimales se refieren a espacios separables, asumimos en

todo el capitulo que M verifica esta propiedad.

vii
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La funcién a(-) que hemos llamado de expansién de M y tal que para cada
6 €(0,1] es

a(a):irﬂ{%(;—t)):te(o,u}

(donde 1 es la funcién reciproca de M), resulta tener “buenas” propiedades de
cara a obtener informacién sobre la norma cuando se conoce la suma de la serie

que la define.

A través de la funcién de expansién y los métodos introducidos para el calculo
con minimales, obtenemos las siguientes cotas para los coeficientes de empaque-

tamiento de un espacio de Orlicz separable

N

b
y v(hm) < —
Qg

Sha) < =, (k) >
Qo

donde ap = a(1/2) y b= sup{d:ft(g) :t € (0, 1]}

Teniendo en cuenta que los espacios £? con 1 < p < +oo son espacios de
Orlicz y para ellos es ag = b = 2%, podemos asegurar que las cotas obtenidas son
las mejores posibles si se considera la clase de los espacios de Orlicz separables en
general. Como consecuencia inmediata se obtienen las siguientes relaciones entre

los distintos coeficientes de contractividad para operadores

Da(T) < (T) < —-al(T)

Adn cuando si U es la bola unidad de cualquier espacio de Banach de di-
mensién infinita se tiene que siempre es a(U) = B(U) = 2, no es tan ficil evaluar

el correspondiente valor para S, y sdlo en algunos casos particulares se conoce
S(U), como en los espacios £P con 1 < p < 400 donde es S(U) = 27 (ver [WI]).

Nosotros damos unas cotas para el valor de S(U) en espacios de Orlicz separables
lo que nos permite aportar también un resultado sobre el nimero A definido en

[WI].

viii
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En otra seccién, se dan algunas condiciones suficientes sobre la funcién M
para que las cotas evaluadas anteriormente sean alcanzadas por los coeficientes
del espacio y se analizan ejemplos de algunas familias de funciones de Orlicz con

diferentes comportamientos.

Para terminar el capitulo, se estudian los operadores lineales en espacios de

sucesiones de Orlicz separables con el resultado de que en general es

B(T) < B(T™)

y si el espacio £ es reflexivo, entonces

o(T) < B(T) y a(T) < B(T7)

Con los resultados méas importantes de este capitulo hemos elaborado el

articulo [DB5].

En el capitulo IV se calculan los coeficientes de empaquetamiento en algunas
clases de espacios que resultan como suma directa de un nimero finito o infinito

de espacios de Banach separables.

En la primera parte se considera el caso del producto de k espacios de Banach
separables cuando la norma se define a partir de una norma | | en R¥ con la tnica
condicién de que ésta sea monétona (por ejemplo, cualquier norma de tipo Orlicz),
y se prueba que para A minimal con proyecciones A; minimales sobre los espacios

factores, es

a(A) = |(a(Ar), -, a(Ax))| B(A) = |(B(A1),- -+, B(Ar))l

y los coeficientes de empaquetamiento de X = X1 @ --- @ X son
' o "y _ .
§0X) = i (5'(X0) , 6(X) = max (6(X))

_ max1§igk{5(Xi)}
7(X) = min; <i<x{6'(X:)}

ib'e
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por lo que podemos asegurar que en este caso el empaquetamiento del espacio no
depende de la norma que en él se ha definido.

El caso en que la norma de R* no sea monétona no puede ser abordado ya
que no se puede asegurar que la funcién inducida en X verifique la desigualdad

triangular y, por tanto, X no es necesariamente normado.

En la segunda parte del capitulo se estudia el producto de un nimero infinito
de espacios de Banach separables cuando en él se ha definido una p-norma con
1<p<+oo.

Definimos los conjuntos regulares como un tipo de minimales que verifican
ciertas condiciones de homogeneidad, se prueba la existencia de tales conjuntos y
se demuestra que los vectores cuyas componentes son buenos centros para las bolas
en los espacios factores, son buenos centros para las bolas en el espacio producto.

Finalmente se calculan los coeficientes de empaquetamiento para » Xk TE-

sultando ser

7(@ Xi) = 6(D, Xv) - suppen{2' 7, 6(X1))
. §'(D, Xx)  infren{2'77, 6 (X))
que, como puede observarse, en este caso depende de los valores de los coeficientes

en el espacio cuya norma sirvié para definir el espacio producto.

Desconocemos por el momento si los resultados obtenidos son extensibles
al caso de sustituir el espacio ## (1 < p < +o00) por un espacio de Banach
de dimensién infinita Y con una norma mondétona cualquiera | |, por ejemplo
un espacio de Orlicz, (tengamos en cuenta que ni ain para el caso considerado
tenemos resultados cuando p = +0o ya que entonces el espacio producto no es
separable).

De este modo nos preguntamos si en tal situacién serd o no cierto que

_ 5(@ Xk) __ supy N{5(Y),5(Xk)}
DX = 5, X0 ~ Mhaen (77, 9(X0)]

El hecho de que este tipo de problemas ha dado resultados favorables en
[DB4] cuando se consideran algunos coeficientes de estructura normal nos anima

a pensar que la respuesta sera afirmativa.
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Para terminar, creemos que con el tipo de técnicas desarrolladas aqui, podrian
ser evaluados los coeficientes de empaquetamiento en otras clases de espacios como

son los espacios de interpolacién de Lorentz o los espacios modulares.



1. Medidas de no compacidad.
Operadores condensantes

1.1. Medidas de no compacidad

Distintas axiomdticas han sido propuestas por algunos autores para el con-
cepto de medida de no compacidad en general, todas ellas basadas fundamental-
mente en el papel desempefiado por algunas propiedades comunes a las ya clsicas
medidas de Kuratowski y Haussdorff (por ejemplo en [Ak], [Ba2] y [DeB]). Si
bien habitualmente estas axiométicas se han situado en el marco de los espacios de
Banach, nosotros aquf hemos querido darle un sentido mds general introduciendo
el concepto de medida de no compacidad y algunas otras nociones relacionadas en
un espacio métrico completo. Muy recientemente se ha propuesto una axiomaética

similar en [Zh3].

Definicidén 1.1.1. Sea X un espacio métrico completo y B la familia de los

subconjuntos acotados de X.
Llamaremos medida de no compacidad (abreviadamente MNC) definida en

X a toda aplicacidn

p:B—[0,+00)

que verif ique las condiciones siguientes:

i) wW(B) =0 < B € B es precompacto (completitud)
i) u(B)=wu(B) VBeB (invariancia por cierre)
i) p(By1 U By) = max{u(B;),u(B,)} VB, €B, VB, €B (semiaditividad).

Consecuencias 1.1.2. De la axiomatica anterior se deducen directamente algunas

propiedades:

a) B1 CB = u(B1) < u(B) (monotonia)



Capitulo 1

En efecto, basta observar que B = B; U (B — B;) y aplicar el axioma iii).

b) }L(Bl N B2) < mln{,u(Bl),u(Bg)} VB, € B, VB, € B
Es suficiente notar que para ¢ = 1,2 es By N B, C B; y aplicar el resultado

anterior.

c) Si B es finito, entonces u(B) =0 ( no singularidad)

Como todo conjunto finito es compacto, basta aplicar i).

d) Si {B, : n € N} es una sucesidn decreciente de subconjuntos no wacios,

cerrados y acotados de X tal que lim w(By) =0, entonces la interseccidn de
n—ro0

[e @]

todos ellos, ﬂ B,., es no vacia y compacta.
n=1
La demostracién se puede hacer de forma totalmente analoga a la que aparece en

[Ba2] para la medida a.

Propiedades particulares 1.1.3. Si el espacio X resulta ser un espacio de Ba-

nach, la medida de no compacidad p puede tener otras propiedades, algunas de

las cuales pasamos a enunciar:

- Es lipschitziana si cualesquiera que sean By € By By € B es
|u(B1) — p(B2)| < kup(B1, B2)
donde p es la pseudométrica de Hausdorff definida por:
p(By,By) =inf{e >0: B, C B; +€U,B; C By + €U}

siendo U la bola unidad en X, y k, es una constante propia de la medida p.

Si una medida p es lipschitziana, desde luego es continua considerando la
métrica p.

- VteR, VB € B es u(tB) = |t|u(B) (semihomogeneidad)

- VBy,B; € B es u(By + B3) < u(By) + p(Bz) (subaditividad algebraica)

- VB € B es pu(coB) = u(B) (invariancia al tomar envolvente convexa)
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- Vap € X es p(zo + B) = u(B) (invariancia por traslaciones)

Ejemplo 1.1.4. En un espacio métrico cualquiera X, la funcién

0 si B es precompacto
w(B) = { procomp
1 en otro caso
es una medida de no compacidad a la que llamaremos discreta.
Esta medida p resulta ser subaditiva, invariante al tomar envolvente convexa e

invariante por traslaciones; no es semihomogénea ni continua.
1.2. Las medidas de no compacidad « y 3.

Sea B la familia de los acotados de un espacio métrico completo X. Si B € B
no es precompacto, existe un € > 0 tal que B no puede ser recubierto por un nimero
finito de conjuntos de didmetro menor que € y, es entonces también imposible
recubrirlo por un nimero finito de bolas de didmetro menor que ¢; por todo ello

las siguientes definiciones tienen sentido:

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio métrico y B la familia de los acotados de X.
Para cada B C B se definen las medidas o (de Kuratowski) y § (de Hausdorff)

de la siguiente forma:

a(B) =inf{d > 0 : B puede ser recubierto por un nimero finito
de conjuntos de didmetro < d}

B(B) =inf{2r > 0: B puede ser recubierto por un nimero finito
de bolas de radio < r}

Notas 1.2.2. a) Como es usual, por didmetro de un conjunto A se entiende
sup{d(z,y): z € A,y € A} con didm (§) = 0.

b) Si recordamos que un espacio de Banach X , un conjunto S C X se dice que

es una e-red para el conjunto B siempre que B C S+ €U = {s+eb:s€ S,bc U},

la definicién dada para la 3-medida es equivalente a esta otra:
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B(B) = inf{2e > 0 tal que B admite una e-red finita }
¢) En ambas definiciones para las medidas « y f, es obvio que podemos
sustituir la desigualdad < por <.
d) Es evidente que en un espacio de Banach un conjunto B es precompacto

si y sélo si para todo § > 0, B admite una é-red finita.

Propiedades 1.2.3. Las propiedades que damos a continuacién son comunes a las

medidas a y B (por lo que a la MNC le llamaremos ¢) y se deducen directamente

de las definiciones:

1) Son medidas de no compacidad en el sentido de la definicién dada anterior-
mente ya que verifican las propiedades de:
a) Completitud: ¢(B) =0 si y sdlo si B es precompacto.
b) Invariancia por cierre: ¢(B) = ¢(B)
c¢) Semiaditividad: ¢(B1 U By) = max{¢(B),¢(B2)}.

Si el espacio X resulta ser un espacio de Banach, verifican ademads las pro-
piedades de:
2) Ser lipschitzianas: |¢(By) — ¢(B2)| < kg - p(B1,B3), donde kg =1y ko =2
y p es la pseudométrica de Hausdorff definida anteriormente.
Y como consecuencia
2’) Continuidad, ya que para todo B € B y para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
para todo By verificando que p(B, B;1) < 6 es [¢(B) — ¢(By)| < e.

3) Semihomogeneidad: Para todo t € R es ¢(tB) = |t|¢(B).
4) Subaditividad algebraica: ¢(By1 + By) < ¢(B1) + ¢(B3).
5) Invariancia por traslaciones: Para todo z¢ en X es ¢(B + zg) = ¢(B).

Por su gran importancia, las siguientes propiedades se dan por separado:

Teorema 1.2.4. Las medidas de no compacidad a y § son invariantes al tomar

envoltura conveza, es decir

«B)=alwB) y  B(B)=plcoB)
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La demostracién puede ser consultada en [Ak], [De].

Teorema 1.2.5. Para todo B acotado en el espacio X se verifica que

a(B) < B(B) < 2a(B)
desigualdades que no pueden ser mejoradas en la clase de todos los espacios métricos.

Demostracion.

La primera desigualdad es evidente al ser un recubrimiento por bolas caso
particular de recubrimiento por conjuntos arbitrarios.

La segunda desigualdad es consecuencia de que si tenemos un recubrimiento
finito por conjuntos de didmetro menor que d, tomando un punto cualquiera de

cada uno de ellos obtenemos un recubrimiento finito por bolas de radio menor que

d. e

El Ejemplo 2.3.4.(4) del siguiente capitulo muestra que se pueden dar las igual-
dades, por lo que las anteriores acotaciones no pueden ser mejoradas en general, si
bien en algunos espacios han sido obtenidas relaciones mas estrictas, debidas fun-
damentalmente a la fuerte relacién de estas medidas con la estructura geométrica

subyacente. Es el caso de los espacios de Hilbert [Dn3] donde es 3(B) = v2a(B)

o los de Banach uniformemente convexos [Wb4].

Abordaremos ahora el célculo de las medidas « y § para la bola unidad U en

un espacio de Banach.

Evidentemente si el espacio es de dimensién finita, dicha bola es precompacta,
por lo que serd o(U) = B(U) =0

Lema 1.2.6. Si X es un espacio de Banach de dimensidn infinita, y U es la bola

unidad en X, entonces

a(U) =B(U) =2

Demostracién.
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Es clésica y puede ser encontrada en [De], [Ba2],[Ak]; la reproducimos aqui
ya que aporta un método habitual para el célculo efectivo de las medidas o y 3.

Es evidente que habra de ser A(U) < 2. Supongamos que fuese B(U) =
2r con r < 1 y tomemos entonces ¢ > 0 tal que r + ¢ < 1; para un nimero
finito de zy en X, estarfa U C |Jj—, B(zx;r +€) v, por las propiedades de
monotonia, semiaditividad, invariancia por traslaciones y semihomogeneidad de
B, seria B(U) < 2(r + €)B(U), o lo que es lo mismo, r < (r + €)r ; pero esto sélo
es posible si 7 = 0, lo que significa que U es precompacto, en contradiccién con

el hecho de ser X de dimensién infinita.

En cuanto a la medida «, utilizaremos el Teorema de los puntos antipodales
de Borsuk (véase por ejemplo [De]):

“Si S es una esfera en un espacio normado n-dimensionel y {Ar : k =
1,2,---,n} es un recubrimiento de S por subconjuntos cerrados del espacio, al

menos uno de los Ay contiene un par de puntos diametralmente opuestos, es decir
diam Ay, > diam S”.

Asi pues, ya que es a(U) < B(U) = 2, supongamos que fuese a(U) < 2,
U C Ujy O, donde diamQy < 2 para k = 1,2,---,n con los Qj cerrados.
Tomando la interseccién de U con un subespacio n-dimensional X, arbitrario de
X y definiendo A = Qi N X, llegariamos a una contradiccién con el Teorema

antipodal. e

Veremos ahora una interesante férmula que se prueba en [Ak] y [Ba2] para

calcular la #-medida en algunos espacios de sucesiones

Lema 1.2.7. Si X escop o £ (1 < p < +0), la medida § puede ser calculada

con ayuda de la férmula

B() = 2 lim sup,eqll(I — Pa)a]

donde P, es el proyector en el subespacio engendrado por los n primeros vectores

de la base candnica.
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Demostracidn.

En efecto, si es 8() = 2r y para cualquier € > 0 es @ una (r + €)-red para
Q, se tiene que Q C Q + (r + €)U, por lo que podemos expresar cualquier x € Q

como

z=qg+(r+eu con ¢EQyuel

En consecuencia, si n € N es

sup,eq|(I — Po)z|| < supgeqll(I — Pa)gll + (v +¢)

Pero, ya que @ es finito, el primer sumando del segundo miembro tiende a cero

cuando n — 0o, y

lim sup,eq||(I — Po)z|| <7+ €

lo que por la arbitrariedad de € nos da una de las desigualdades.

Para probar la otra desigualdad, notemos que para n € N
QC PO+ (I—-Pp)Q

y de aqui, usando las propiedades de 3 y la precompacidad de P,{2, obtenemos

que
B() < B(Pa2) + BI(I — Pn)Q] = BI(I — P)Q] < 2sup,eqll(1 — Po)|l

¥, ya que n es arbitrario, B() < 2lim sup,cql|l({ — Pn)z|| como se queria
n—oo
probar. e

1.3. La medida de no compacidad $

Sea X un espacio métrico completo. El conjunto @ C X se dice que es r-
separado si para cada dos elementos distintos z € y de @, es d(z,y) > r. A un

conjunto  en tales condiciones se le llama una r-separacién de X.
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El concepto de r-separacién dé lugar a la definicién de una nueva MNC que es

importante en las aplicaciones y que fué estudiada por primera vez por Istratescu

(ver [Is]) y Sadovski (ver [Sa2]) .

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio métrico completo y B la familia de los
acotados de X. Para cada B € B se define

S(B) = sup{r > 0 : B tiene una r-separacién infinita}
o lo que es equivalente

S(B) = inf{r > 0 : B no tiene una r-separacién infinita}.

Es facil probar, a partir de la definicién, que S es una MNC en cualquier
espacio métrico X.

Ademsds, si X es un espacio de Banach, resulta ser semihomogénea, lip-
chitziana con constante kg = 2, algebraicamente subaditiva e invariante al tomar
envolvente convexa.

Esta tdltima propiedad ha sido recientemente probada independientemente por J.
Arias en [Ar] y Erzakova (ver [Ak]).

Es de resaltar el hecho de que, a diferencia de lo que sucede con las medidas
a y B como se reflejé en el Lema 1.2.6., el valor de la medida S para la bola
unidad U de un espacio infinito dimensional no es fijo y, en general, es dificil de
evaluar. Por ejemplo, actualmente se sabe que para los espacios £P es S(U) = 2%
(ver [W1]). En el tercer capitulo del presente trabajo daremos un resultado (que
engloba como caso particular al anterior) cuando se trata de un espacio de Orlicz

de sucesiones.

Veremos a continuacién que la medida S estd relacionada con las anteriores

Teorema 1.3.2. Si B es un conjunto acotado en cualquier espacio métrico com-

pleto X, se verifica que
S(B) < a(B) < f(B) < 25(B)

stendo estas acotaciones las mejores posibles en el conjunto de todos los espacios

L.
métricos.
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Demostracion.

S(B) < a(B): Dado € > 0 arbitrario, para infinitos elementos de B ha
de ser d(z,y) > S(B) — ¢, si ¢ # y, pero al mismo tiempo es necesariamente
d(z,y) < a(B) + e. De ambas desigualdades y la arbitrariedad de € sigue el

resultado.

B(B) < 25(B): Dado € > 0, excepto para un nimero finito de elementos,
debe ser d(z,y) < S(B)+esiz € B,y € B, z # y, luego fijado un =z, serd
B C B(z;S(B) + ¢€), de donde B(B) < 2[S(B) + €| . Nuevamente por ser € > 0
arbitrario se obtiene la dltima desigualdad.

Estas relaciones no pueden ser mejoradas en general como puede verse en el

ejemplo 2.3.4.(4). o

Muy recientemente se han obtenido otras relaciones utilizando coeficientes
de estructura normal (ver [Zh3]) que permiten refinamientos en algunos espacios

particulares.
1.4. Medidas de no compacidad comparables

Definicién 1.4.1. Dos medidas de no compacidad u y A definidas en un espacio

métrico completo X diremos que son comparables (o también equivalentes) si el

{-2—% : BeB u(B)>O}

conjunto

es acotado.
En tal caso, designaremos por a y b respectivamente al infimo y al supremo

de dicho conjunto verificdndose que para todo acotado B de X es
a- u(B) < A(B) < b- u(B)
con 0 < a<b

Ejemplos 1.4.2. Con las relaciones dadas en los Teoremas 1.2.5 y 1.3.2, los pares
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de medidas (a, 3), (S,a) y (S, 8) son comparables con constantes a = 1y b =2

en todos los casos.
Sin embargo, la medida discreta no es comparable con ninguna de las tres

medidas anteriores.

1.5. Operadores condensantes y contractivos

Definicién 1.5.1. Sean X e Y espacios métricos y T : D C X — Y una
aplicacion. Decimos que
1) T es un operador acotado si transforma conjuntos acotados de D en conjuntos
acotados de Y.
2) T es un operador finito-dimensional si T(D) estd contenido en un subespacio
de dimensidn finita de Y.
8) T es un operador compacto si es continuo y T(D) es relativamente compacto.
4) T es un operador completamente continuo si es continuo y transforma acota-

dos de D en relativamente compactos de Y.

Notas 1.5.2. a) Resaltemos que si X e Y son espacios de Banach y T : D C

X — Y es lineal transformando acotados en relativamente compactos, T' es au-
tométicamente continuo y, por lo tanto, completamente continuo.
b) Por otra parte, si T es lineal y finito dimensional, es automaticamente

compacto.

Definicién 1.5.3. $i X eY son espacios métricos, p y A son MNCs definidas

respectivamente en X e Y y T : D C X — Y una aplicacion, entonces
5) T es un operador (u, \)-contractivo con constante k > 0 s1 T es continuo y
para todo acotado A de D es A\[T(A)] < k- u(A).
En el caso particular de ser X =Y y p = X diremos simplemente que T es

k — p contractivo.

6) T es un operador (u, X)-condensante con constante k > 0 s1 T es continuo y

10
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para todo acotado no precompacto A de D es A[T(A)] < k- u(A).
En el caso particular de ser X =Y y u= ) diremos que T es k — pu conden-

sante.

Propiedades 1.5.4. Se pueden comprobar sin dificultad las siguientes:

1) Un operador T': D C X — Y completamente continuo es k- contractivo y

k- condensante para todo k¥ > 0 y cualesquiera MNCs definidas en X e Y.
2) Si T es k — (u, \) contractivo, es k' — (i, A) condensante para todo k' > k.

3)SiT:DC X —Y eski;—(u,A) contractivo (condensante) y S : Y — Z es
ko — (), 1) contractivo (condensante),entonces SoT : D C X — Z es kiks — (1, %)

contractivo (condensante).

4) Si X e Y son espacios de Banach, A\ algebraicamente subaditiva y T; :
DcCcX — Y es ky —(u,A) contractivo (condensante) y T, : D C X — Y es
ko—(u, ) contractivo (condensante), entonces Ty +T7 es k1 +ka— (i, A) contractivo

(condensante).

5) Si X e Y son espacios de Banach y A es semihomogénea y algebraica-
mente subaditiva, el conjunto de los operadores k- contractivos (condensantes) es

convexo.

6) Si X e Y son espacios de Banach y A es invariante al tomar envolvente

convexa, el conjunto de los operadores k- contractivos (condensantes) es convexo.

Lema 1.5.5. Siu y A son dos MNCs comparables definidas en el espacio métrico
completo X siendo para cualquier acotado A de X, a - u(A) < MA) < b- pu(A),

para una aplicacion T : D C X — X se tienen las siguientes relaciones:

S:T es k — p contractiva, T es %k — A contractiva.
51T es k — p condensante, T es %k — A condensante.
S: T es k— X\ contractiva, T es %k — p contractiva.

Si T es k — X\ condensante, T es %k — p condensante.

11
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Las demostraciones son inmediatas.

1.6. El coeficiente u(T)

Ya que si T es un operador k¥ — A-contractivo, también es k' — A-contractivo
para todo k' > k y, teniendo en cuenta que para medidas comparables A y p,
una k — A-contraccién es también h — p-contraccién para algun valor de h, parece

bastante conveniente considerar el siguiente coeficiente que fué introducido por

Darbo [Dr] y Nussbaum [Nul]:

Definicién 1.6.1. Siu es una MNC definida en X, para cada operador continuo

T:DC X — X definimos el coeficiente pu(T) como

w(T)=inf{k >0:T es k— u contractiva}

Enunciamos a continuacién algunas consecuencias que se obtienen para este

coeficiente de las propiedades de las contracciones:

a) u(T)=0siy sblosi T es completamente continua.

b) u(Ti +T2) < u(Th) + ().

¢) u(SoT) < u(S) -u(T),y de aqui, es suficiente que alguna de las aplicaciones
S 6 T sea completamente continua para que S o T también lo sea.

d) Para MNCs comparables con a - u(A4) < M(A) < b- u(A), se tiene la relacién

2 W(T) < MT) < 2(T)

Como ejemplo, al ser las medidas « , § y S comparables dos adoscona =1y
b = 2, se tienen unas primeras relaciones entre los operadores asociados que, como
veremos en el capitulo siguiente, con la aplicacién de otros conceptos podran ser

mejoradas en ciertas clases de espacios.

Haremos, para terminar esta seccién y el capitulo, un breve repaso de algunos

resultados ya conocidos respecto de los coeficientes a(T), 8(T) y S(T):

12
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Teorema 1.6.2. [Nussbaum en [Null] S: T es lineal y T* es su operador conju-

gado, entonces es

oT*)<BT) v oT)<B(T)

Teorema 1.6.3. [Gol’denshstein y Markus en [Gl]] 1 T es lineal y T* es su ope-

rador conjugado,

B(T)

S < BT < 28(T)

Teorema 1.6.4. [Webb en [Wb1],[Wb2]] En espacios de Hilbert, s1 T es lineal

oT) < B(T) y B(T*) < B(T)

Benavides demostré en [DB1] que el resultado anterior no es cierto, en gene-

ral, si T no es lineal.

Teorema 1.6.5. [Benavides en [DB1]] En espacios de Hilbert separables es

B(T) < «T)

no siendo cierto en espacios de Banach en general, atin cuando T sea lineal (un

contraejemplo puede ser consultado en [De), pg.77).

Teorema 1.6.6. [Benavides en [DB2]] Para los espacios £P con 1 < p < oo es

o(T) < B(T)

verificdndose la igualdad en los casos £* y (. Ademds, en el caso de ser T lineal
y 1<p< +oo, es a(T) = B(T).

Teorema 1.6.7. [Sedaev en [Se]] En espacios de Banach, s1 T es lineal,

p(T™) < B(T)

13
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Teorema 1.6.8. [Zhao en [Zh2]] En espacios de Hilbert, si T es lineal

B(T) < B(T™)

Digamos, para terminar, que las relaciones entre estos coeficientes y su conexién
con la estructura normal o el caracter de reflexividad del espacio subyacente estan
siendo en la actualidad centro de interés de buen nimero de investigaciones,
habiéndose aportado algunos importantes resultados en los trabajos [Ay3], [By],
[DB3], [DB4], [DB6], [M]], [VD] y [Zh3).

14



2. Minimalidad.
Coeficientes de empaquetamiento

La nocién de conjunto minimal respecto de una medida de no compacidad
definida en un espacio métrico X fué introducida por Dguez Benavides en [DB1],
y ha probado su utilidad para el establecimiento de relaciones entre los operadores
asociados a las medidas «, 8 y S como puede verse en resultados de [DB2], [Wb4],
[Ay1], [DB5], [Ro], [Zhl] y [Zh2].

En este capitulo se introducira el concepto de conjunto p-minimal, se probara
la existencia de tales conjuntos en un espacio acotado y daremos una caracteri-
zacién de las medidas de no compacidad en funcién de cémo pueden ser elegidos
los conjuntos minimales en el espacio donde estdn definidas. Las medidas «, 8y
S aportaran distintos ejemplos.

Teniendo en cuenta que en los capitulos posteriores se estudiardn espacios
separables de sucesiones, veremos que en tales espacios los conjuntos minimales
pueden ser tomados bajo algunas condiciones particulares.

Se definiran los coeficientes de empaquetamiento para un espacio métrico y
se dardn ejemplos de algunas clases de espacios para los que dichos coeficientes ya
han sido calculados.

Por tltimo, la introduccién de los coeficientes de empaquetamiento quedara
justificada por el hecho de que permiten obtener relaciones més estrechas entre los

operadores condensantes y contractivos para distintas medidas de no compacidad.
2.1. Conjuntos y-minimales

Sea X un espacio métrico completo, B la familia de los acotados de X, y pu

una medida de no compacidad definida en X.
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Definicidn 2.1.1. Un conjunto infinito A € B es minimal para la medida de no

compacidad p -abreviadamente p-minimal- si cualquier subconjunto infinito B de
A verifica u(B) = p(A).
En particular, una sucesion {z, : n € N} en X es p-minimal st su rango es

infinito, acotado y p-minimal.

Ejemplos 2.1.2. a) Todo conjunto infinito y precompacto es, evidentemente, mi-

nimal para cualquier medida de no compacidad p.

b) En particular, toda sucesién de Cauchy con rango infinito es minimal para
cualquier medida de no compacidad pu.

¢) Todo subconjunto infinito de un conjunto p-minimal es, a su vez, p-

minimal.

Probaremos a continuacién la existencia de conjuntos p-minimales en conjun-
tos acotados, siguiendo el procedimiento empleado por Dguez Benavides en [DB1]

para el caso de las medidas a y 5.

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio métrico acotado y p una medida de no com-
pacidad definida en X.

a) Eziste un subconjunto B de X tal que B es p-minimal.

b) Si X mo es precompacto, B puede ser elegido de forma que p(B) > 0.
Demostracion.

a) Sea Ay = X y designemos p,4; = inf {p(4) : A C A,, A infinito}. Ya
que fin+1 €s un infimo, podemos tomar un subconjunto infinito A,4, de A, que

verifique

1
A'n n — 4
#( +1)<#+1+n+1

Como A, es infinito para todo n € N, podemos elegir a,, € A, tal que a, # ay
para k = 1,2,...,n — 1 y construir asf el conjunto infinito B = {a, : n € N} ; de
esta forma B — A,, es finito para cada n € N.

Probaremos ahora que B es y-minimal:
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Sea B' C B, B’ infinito. Sabiendo que B’ — A,,_; es finito para n > 1, tenemos
que u(B) < p[(B—A,)UA,] = p(A,) y también, al ser B'NA,_; un subconjunto
infinito de Ap—_1, es pn < p(B' N Ap_1). Por consiguiente

1 1 1
/'L(B) < M(An) < pn + ; < ,U(B, nAn—l) + ;l- < /"(B,) + E

es decir, u(B) < u(B') + £ para todo n € N, n > 1, lo que significa que p(B) <
p(B'), y aplicando la monotonfa de u, necesariamente u(B') = u(B) y B es

p-minimal.

b) Supongamos que fuese u(B) = 0 para todo subconjunto y-minimal B de
X.
Sea {z, : n € N} una sucesién de rango infinito en X; existe, segin el apartado
anterior, una subsucesién {yx} que es p-minimal, pero para la que es entonces
p({yx}) = 0, por lo que ha de ser de Cauchy. Pero ya que esto ocurre para toda

sucesién en X, se tiene que X es precompacto. e

Atendiendo a la forma en que pueden ser elegidos los conjuntos minimales
dentro de un espacio métrico, en la siguiente definicién distinguiremos dos tipos

especiales de medidas de no compacidad.
2.2. Medidas minimalizantes y estrictamente minimalizantes

Definicién 2.2.1. Sea p una medida de no compacidad definida en un espacio

métrico X. Diremos que
1) La medida de no compacidad p es minimalizante si para cualquier A € B,
dado € > 0 arbitrario, existe B C A, B p-minimal tal que p(B) > p(A) — e.
2) La medida de no compacidad p es estrictamente minimalizante si para todo

A € B, existe BC A, B u-minimal tal que u(B) = p(A).

Notas 2.2.2. a) Es evidente que si una medida es estrictamente minimalizante,

es minimalizante.
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b) La medida de no compacidad discreta es estrictamente minimalizante en
cualquier espacio métrico:
En efecto, si tomamos A precompacto, A ya es minimal, y si tomamos A acotado no
precompacto, aplicando el Teorema de existencia de minimales, existe un subcon-

junto B de A, B minimal con u(B) > 0, por lo que habrd de ser u(B) = p(A4) = 1.
Veremos a continuacién que las medidas a, 8 y S ofrecen un amplio abanico
de ejemplos; al mismo tiempo expondremos algunos resultados que nos seran de

gran utilidad en los capitulos posteriores.

Los siguientes Lemas, de los que se deduce el resultado que daremos sobre la

medida «, son debidos a Dguez Benavides y estan publicados en [DB1]

Lema 2.2.3.[Benavides] Sea A un conjunto a-minimal en un espacio métrico X.

Para cada € > 0, existe un subconjunto infinito B de A tal que
a(A) —e<d(z,y) <a(A)+e

cualesquiere que seanx € B ,y€ B,z #£ y.

La demostracion se basa en la utilizacién del Teorema de Ramsey.

Una demostracién posterior de este resultado puede ser consultada en [Zh3].

Lema 2.2.4. [Benavides] Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional, S =

{x € H:||z|| =1} y A un a-minimal de S. Se verifica que

a(4) <V2<2=qa(S)

Proposicién 2.2.5. La medida o de Kuratowski, en general, no es minimalizante.

Dermostracion.

Basta considerar como contraejemplo el conjunto S del Lema anterior.
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Como anteriormente se ha expuesto, el siguiente resultado serd muy util ya
que facilitard enormemente los cdlculos cuando se trabaje con la a-medida de

conjuntos minimales.

Proposicién 2.2.6.. S5i A = {z,} es una sucesidn a-minimal en un espacio

métrico X, eziste una subsucesidn B = {y,} de A tal que

im  d(yn,ym) = a(A)

n,m;nFm

Demostracidn.

Aplicando el Lema 2.2.3 anterior, para cada ¢ > 0 podemos construir una

subsucesién {zn(€)} de {z,} tal que
a(A) — e < d(zn(€), zm(e)) < a(A) + €

paracadan € N, m € N, n # m.

Sea pues {zp 1 : n € N} una subsucesién de {z, : n € N} tal que
a(A)—1<d(zn1,2m1) < a(A)+1

paracadan € N, m e N, n# m.

Podemos construir asi, de forma inductiva, subsucesiones de manera que dada la
sucesién {zp k-1 : n € N} consideramos una subsucesién suya {zn; : n € N} tal
que

1 1
a(4) - % < d(zn g 2mk) < a(A4) + z

paracadan € N, m e N n # m.
Es claro que la sucesién diagonal {y, : n € N} con y, = zn»n para cada

n € N verifica la condicién requerida. e

Como una consecuencia inmediata, es evidente que si los elementos de un
conjunto infinito A son equidistantes, A es a-minimal y la distancia comun entre

sus elementos es el valor de «(A).
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Veremos en las dos préximas proposiciones que la f-medida de Haussdorff

resulta ser estrictamente minimalizante en una amplia clase de espacios métricos:

Proposicién 2.2.7.[Benavides en [DB1] En cualquier espacto métrico separable

X, la medida de no compacidad B es estrictamente minimalizante.
Demostracion.

No hemos querido omitirla porque es sencilla y bastante ilustrativa.

Sea B un conjunto infinito y acotado de X con B(B) > 0. Como X es
separable, sea {px} una sucesién densa en X y {B,,} la sucesién de todas las

bolas con centro en los px y radios racionales positivos menores que 33(B).

Para todo natural n, hay infinitos elementos en B que no estdn en M, =

n
U B,,. Tomemos z, € B — M, y formemos el conjunto A = {z, : n € N}. Para
m=1

todo n € N, existe n' > n tal que zx € M,y para k = 1,2,---,n: luego zn # zi
para k = 1,2,-..,n. En consecuencia A es un conjunto infinito. Sea A' C A
infinito. Para cada n natural, A’ no est4 contenido en M,, ya que ANM,, es finito.
Por lo tanto, A’ no puede ser recubierto por un nimero finito de bolas de radio
menor que 33(B) por lo que S(A') > B(B) > B(A) > B(A"). Asi B(B) = p(A)y

A es f-minimal. e

Proposicién 2.2.8. [Ayerbe y Benavides en [Ay3]] En cualquier espacio de Ba-

nach reflexivo X verificando la condicidn de Opial, la medida de no compacidad

B es estrictamente minimalizante.

De una forma andloga al caso de la a medida, con los resultados que siguen
veremos que en algunas clases de espacios los conjuntos #-minimales pueden ser
elegidos verificando algunas condiciones de regularidad, sin que ello signifique

ningun tipo de restriccion.

Nos seran de utilidad dos Lemas previos que reproducimos sin demostracién:
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Lema 2.2.9.[Reich en [Re]]. Si {z,} es una sucesidn acotada en un espacio

métrico separable X, eziste una subsucesidn {y,} de {z,} tal que limd(yn,2)
n

eziste para todo z en X.

Lema 2.2.10.[ Deimling en [De]]. Si X es un espacio de Banach reflezivo , ¢ :

X — R es una funcidn conveza y semicontinua inferiormente con ¢~ ((—oo,r])

no vacio y acotado para algin r > 0, entonces ¢ alcanza un minimo.

Proposicién 2.2.11. St A = {z,} es una sucesion B-minimal en un espacio

métrico X y para cada z € X es ¢(z) = liminf d(z,,2), se verifica que
AlA) =2 inf ¢(z)

S1 X es separable, exziste una subsucesidn {yn} de {z,} tal que limd(yn,z2)

existe para todo z € X y es
i 1 n)

Si X es ademds un espacio de Banach reflexivo, el infimo anterior se alcanza,

es decir existe w € X tal que

B(A) = 2lim [y — w]

Demostracion.

Para simplificar, designemos (A4) = 2r e inf,ex ¢(z) = t.
Si fuese r > t, para algin w € X y s tal que r > s > t, se tendria que s >
liminf, d(z,,w) , de donde, para una subsucesién {y, : n € N} de A seria s >

d(yn,w) por lo que
B{yn}) <25 < 2r = B({zn})

contradiciendo la minimalidad de A.
t—r

Supongamos ahora que fuese r < t y tomemos § = >0.

21



Capitulo 2

Para algiin w € X y una subsucesién {y, : n € N} de A, estard {y, : n € N}

incluida en B(w;r + ) o lo que es lo mismo,

d(yn,w)<r+6:t—;t<t

para infinitos n lo que significa que liminf d(z,,w) < t, pero esto estd en con-
n

tradiccién con la definicién de ¢.

Como consecuencia habrd de ser B(A) = 2 inf,ex$(z) siempre que A sea -

minimal como se queria probar.

Aplicando el Lema 2.2.9 anterior, sea B = {y,} una subsucesién de A = {z,}
para la que existe lim d(y,, z) para todo z € X. Como A es S-minimal, es (A) =
n

B(B) y se tiene entonces que

B(A)=B(B) =2 ;gg{ hmnlnf d(yn,2) =2 Zlélg( 1171;11 d(Yn, 2)

Por 1ltimo, si X es ademds un espacio de Banach reflexivo, sea B = {y,}
una subsucesién de A para la que existe ¢(z) = lim, ||y, — #|| para todo z € X
y veremos que la funcién ¢(z) = lim, ||y, — z|| verifica las condiciones del Lema
2.2.10 anterior.

a) La funcién ¢ es convexa ya que
plAz + (1 = A)y] = lim [ly, — [Az + (1 — A)y]l|
= lim |Myn — @) + (1 = A)(yn — )
< Ap(z) + (1= Ne(y)

para € X,ye X y 0<A<1

b) Para ver que ¢ es continua, basta observar que

| lyn — 2zl = llyn =yl | < Nz —y]|

lo que nos garantiza que |p(z) — p(y)| < ||z - y||-

¢) Como {y,} esta acotada, podemos tomar R suficientemente grande como
para que sea @ = inf e xp(z) = inszE(O,R)go(z) , por ejemplo tal que si z ¢ B(0, R)
sea ||yn — z|| > 2 a.
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Se tiene pues, aplicando el Lema 2.2.10, que existe un w € X tal que

B(4) = B({ya}) = 2 lim [ly — w]

con lo que concluye la demostracién. e

Nota 2.2.12. Evidentemente, si el espacio X es separable, aunque no sea reflexivo,

para cualquier f-minimal A = {z,}, existe una subsucesién {y,} de A de forma

que dado cualquier € > 0 existe z. € X tal que

A
AD < yn—zd < B2 e

Veremos a continuacién que, utilizando el concepto de conjunto minimal, se
puede obtener una definicién equivalente para la medida de no compacidad S. Este
resultado se encuentra enunciado en [DB1] y demostrado en [Zhl]. También
Papini en el trabajo [Pa2] prueba este resultado para la separacién de la bola

unidad.

Lema 2.2.13. Para cualquier conjunto acotado A de un espacio métrico X es:

S(A) =sup{a(B): BC A, B a — minimal}

Demostracidn.

Supongamos que A es un acotado de X. Se tiene entonces:
a) Si A’ es un subconjunto e-minimal de A (cuya existencia estd garantizada por
el Teorema 2.1.3), aplicando el Lema 2.1.6, dado cualquier € > 0 existe B C A’ de
forma que paraxz € B,y € B, ¢ # y es d(z,y) > a(A’) — e. Pero esto significa,
segtin la definicién de S, que S(A) > a(A') — € y, al ser € > 0 arbitrario, que
S(A) > a(A") por lo que S(A) > sup {a(A") : A’ o - minimal de A}.

b) Dado € > 0, existe un subconjunto B’ C A tal que para z € B' | y € B’ |
z #yesd(z,y) >a(A)—e SiBC B es a-minimal, serd a(B) > S(A) — € por
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lo que sup{a(B) : B a-minimal de A, a(B) > 0} > S(A) — ey, al ser € arbitrario,
sup {@(B) : B a-minimal de A, a(B) > 0} > S(A). e

Lema 2.2.14. Si un conjunto A es a-minimal entonces también es S-minimal y

a(A) = S(A).

Demostracion.

Si A es a-minimal, es S(A) = a(A). Si para algiin B C A, B infinito, fuese
S(B) < S(A), existiria segiin el Lema anterior By C B, B; o-minimal, tal que
a(B1) < S(A) = a(A), lo que contradice la minimalidad de A respecto de a. o

Como tltimo ejemplo, vamos a probar que la medida S, en general es mini-

malizante pero no estrictamente minimalizante.

Proposicién 2.2.15. En un espacio métrico completo X, la medida de no com-

pacidad S es minimalizante pero, en general, no es estrictamente minimalizante.
Demostracion.

Si tomamos A a-minimal es S(A4) = a(A) y, para todo B C A, B infinito, B
es a-minimal y a(B) = a(4), luego es S(B) = S(A).
Si A no es a-minimal, por ser S(4), segin el Lema 2.2.13, un supremo en R,
cualquiera que sea € > 0, existe B C A, B a-minimal verificando a(B) > S(A) —¢,

y como al ser B a-minimal se tiene que S(B) = a(B), el resultado estd probado.

Para ver que la medida S no es estrictamente minimalizante en general, con-

sideremos el contraejemplo siguiente:

Sea X C 02x0%2x---x£?x--- el subespacio formado por los (z1,Z2, ..., Tn, --.)

T, € £2 tales que sup,, ||zn||2 < +00 y dotemos a X de la norma siguiente:

(21,225, Ty )| = sup{]|all2}
n
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Para el subconjunto acotado de X definido por

—1(m
A= {unm = (0,0,...,mm ! en,0,0,...> :neN,me N}

se tiene que para n # k es

”“nm — Urm|| =

m —10m

=//(0,0,..., —— (e — €),0,0, ...
10,0, o (e = €4),0,0,..)

m-—1
= llen — exll2
m

—1
)
m

mientras que si m < j entonces es

lunm — uk]“ =
_1(m 10
=(0,0,.., Z—"en, ,...,—’j ek, 0,...)|
{m—-l j—l}
=supq ——, ——
m J

r—1
=]—.<1

J

Los anteriores calculos garantizan que diam(A) < V2 y ya que siempre es
S(A) < diam(A) entonces S(A) < /2, pero en realidad es S(A) =2 ya que
los subconjuntos A,, de A definidos por Ay, = {unm : n € N} son a-minimales

m —_
al ser sus elementos equidistantes, y para ellos es a(Anp,) = — 2 con lo que

S(A) > sup{a(A,,) :m € N} =2

Sin embargo, veremos a continuacién que no existe un S-minimal B C A tal
que S(B) = S(A):
a) Si B C A es S-minimal y contiene puntos z,, € A, para infinitos valores de
m, entonces para m # m' es ||T; — T || < 1 por lo que habrd de ser S(B) <1<
V2 = S(A).
b) Si B C A es S-minimal con BN A,, = § excepto para un nimero finito de m,

designando por my al maximo de esos m se tiene que

S(B) < S(Am,) = —2— LVa<vi= S(A)

m
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lo que concluye la demostracién. e

2.3. Coeficientes de empaquetamiento en un espacio métrico

Definicién 2.3.1. Sean u y A dos medidas de no compacidad comparables en el

espacio métrico X, con a el infimo y b el supremo de

{2%:368;1(B)>0}

Definimos para el espacio X los coeficientes §(A, u) y 6'(A, u) como el supremo y

el infimo respectivamente del conjunto

A(4) : — minima,
{m—).AcXAu l,ﬂ(A)>0}

Llamaremos coeficiente de (A, p)-empaquetamiento del espacio X al nimero

_ ()

=500

Cuando no haya ninguna ambigiiedad sobre las medidas que se consideran, se

designardn simplemente como ¢, § y 7.

Consecuencias 2.3.2.

1) Al no ser comparable con ninguna otra MNC, no tiene sentido introducir

coeficientes de empaquetamiento en relacién a la medida discreta.

b

2) Es evidente que siempre serd a <6 <6<by 1 <y(X)< -

Notas 2.3.3.

1) Aquellos espacios X para los que y(X) = 1 diremos que estan (A, p)-bien

empaquetados.
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2) Cualquier espacio métrico X estd (.S, a)- bien empaquetado ya que para todo

a-minimal 4 de X es S(A4) = a(A) por lo que se cumple que 6 = ¢’ =y =1.

3) Los espacios £# | 1 < p < +oo estdn (8, a)-bien empaquetados, ya que
Dominguez Benavides probé en [DB2] que cualquier a-minimal A de ¢7

verifica la relacién

B(4) = 27 a(4)

Ejemplos 2.3.4.

1) Es fécil probar que en un espacio métrico cualquiera es 654y < 6(g,5) ¥

6(8.0) = 0(p 5)- Como consecuencia, Y(,a) < 7(8,5)-

2) En [Ayl], Dguez Benavides y Ayerbe probaron que y(L*°(£2)) = 1y, en
.. lp—2|
condiciones muy generales, v(LP(Q2))=2"7

si 1 <p<4oo.

3) Si la medida ) es estrictamente minimalizante en X (es el caso, por ejemplo,
de la medida § si el espacio es separable o es reflexivo verificando la condicién de
Opial como ya se ha puesto de manifiesto), para cualquier acotado A de X existe
B C A, B A\-minimal con \(B) = A(A), por lo que al ser u(B) < u(A), la exigencia
de minimalidad para el célculo de § no es necesaria. Dicho de otra manera, en
este caso es 6 = b.

De forma analoga ocurre para el calculo de ¢’ si la medida p es estrictamente

minimalizante. En este caso serd §' = a.

4) Ahora veremos un ejemplo del ‘peor’ empaquetamiento posible respecto a
las medidas a y B estudiando el espacio ¢¢ de las sucesiones convergentes a cero

con la norma del supremo (otro ejemplo para el propio ¢y aparece en [Ay1]):

Sea A = {e,, : n € N} donde los e, son los elementos de la base candnica de

£r,
Para n # m es |le, — em|| = 1 por lo que A es a-minimal y a(A4) = 1.
Por otra parte, al ser para todo n € N, [lea]] = 1, se tiene que para cualquier
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e > 0es A C B(0;1+¢€) lo que significa que S(A4) < 2. Pero si fuese §(A) = 2r < 2,
existirfan s , r < s < 1,y & € ¢ de forma que para infinitos n seria ||e, — || < s,
de donde para infinitos k habria de cumplirse que |1 — z¥| < s y de ahi que
z¥ > 1 — s > 0 para esos k lo que contradice el ser z = (z*) € co.

Se tiene, por lo tanto, que 8(A) = 2 y en consecuencia que 6(co) = 2.

Consideremos ahora B = {u, : n € N} donde u, =e1+e2+---+€n_1 —€n.
Para n # m es ||up, — un|| = 2 por lo que B es a-minimal y a(B) = 2.
Ademsds, como para todo n € N | |lus]| = 1, es B(B) < 2, pero sabemos que
2=0a(B) < B(B)ydeaqui 3(B) =2y 6'(co) = 1.

Como querfamos probar, ~(cp) = 2.

2.4. Algunas relaciones entre aplicaciones k-contractivas
y k-condensantes

Recordemos ahora algunas nociones introducidas en el capitulo anterior:

Si X es un espacio métrico completo, T : D C X — X una aplicacidon

continua, i una medida de no compacidad definida en X y k > 0:

1) T es k — p contractiva si para cualquier subconjunto acotado A de D, se
verifica que p[T(A)] < k- u(A).

2) T es k — pu condensante si para cualquier subconjunto acotado A de D con
w(A) > 0, se verifica que u[T(A)] < k- u(A).

Hemos visto también que si las medidas ¢ y A definidas en X son comparables
verificando que a - pu(A) < A(A) <b-pu(A) para todo A € B, se tiene:

a) SiT:DCX — X es k—p contractiva , T es %k — A contractiva
b) SiT:DCX — X es k— p condensante
¢) SiT:DCX — X es k— A contractiva , T es %k — u contractiva

, T es %k — A condensante
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d) SiT:DCX — X es k— X condensante , T es %k — p condensante.

Veremos a continuacién que estas relaciones pueden ser mejoradas notable-
mente si se conocen los coeficientes de empaquetamiento del espacio X respecto
de las medidas de no compacidad g y A , hasta tal punto que en determinados

casos las relaciones que se obtengan seran las mejores posibles.

Teorema 2.4.1. Sea X un espacio métrico completo, con coeficiente de empa-

quetamiento Y(X) = v = §/§' respecto de las medidas de no compacidad p y A,

stendo esta wltima minimalizante en X. Se verifica: '

1) S$iT:DC X — X es k—p contractiva, T es vk — X\ contractiva.

2) $iT:DCX — X esk— A contractiva, T es ék — p contractiva.

3) En el caso de ser X un espacio de Banach y las 'rgz,edz'das A y p semihomogéneas
en X, la relacion 1) anterior no puede ser mejorada, es decir:

Si w < v, ezisten aplicaciones que son k — p contractivas pero no wk — A
contractivas.

4) En el caso de ser X un espacio de Banach separable y las medidas A y p
semihomogéneas en X, la relacidn 2) anterior no puede ser mejorada, es
decir:

Siw < g, existen aplicaciones que son k — A\ contractivas pero no wk — p

contractivas.
Demostracion.

1) Si A es un subconjunto de D infinito y acotado, dado € > 0 arbitrario existe
un subconjunto infinito B de A4 tal que B y T(B) son y-minimales y A-minimales
[Lema 2.1.3] y ademas, por ser A minimalizante, A[T(A)] < A[T(B)] + ¢, de forma

que se tiene
NT(A)] < AIT(B)] + ¢ < § - pT(B)] + ¢
<8-k-uB)+e< -(gk-/\(B)-l-eSk-fy-)\(A)-i—e.

Al ser este desarrollo vélido para todo € > 0, es A[T(A)] < k- - A(A) como se

queria probar.
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2) Para todo A C D, A infinito y acotado, tomando B como en el apartado

anterior, tenemos:

HIT(A)] < ZNT(A)] < < [AT(B)] +¢]

<R AB) < o[k 6o u(B) e < ko6 p(d)+

y, al ser este desarrollo valido para todo € > 0 es

WT(A)] < 2k u(4)

como se queria probar.

3) Si w < 7, entonces w - §' < § luego existe, por ser § un supremo, A u-
minimal no precompacto tal que w-§'-u(A4) < A(A) y, como ¢' es un infimo, existe
B p-minimal no precompacto verificando que u(4) - A(B) - w < A(4) - u(B); sin

mas que tomar subconjuntos, podemos asumir que A y B son numerables
A={z,:neN} B ={y,:n €N}

Por otra parte, ya que B no es precompacto, a(B) > 0 donde « es la medida de no
compacidad de Kuratowski; es més, para todo subconjunto infinitoBy de B habrd
de ser a(Byg) > 0 ya que si para alguno de ellos fuese a(Bg) = 0, seria By infinito
y precompacto por lo que se tendria u(By) = 0 en contra de la no precompacidad
del pg-minimal B.

Siendo asi, podemos tomar, aplicando el Lema 2.2.3, By C B a-minimal verificando
que para todo ¢ € By y todoy € By con ,z #y es

a(By) < 3a(By)

2 <o —yll < =5

es decir By = {2, : n € N} infinito, p-minimal y discreto.
Si tomamos k > 0, la aplicacién T : By — X tal que para cada n € N es
w(B)
Tz, =k
T u(A)

z, es continua y aplicando la semihomogeneidad de p y A se tiene:

MT(Bo)) = HEED () = b(B) = k(B
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con lo que resulta ser k — u contractiva. Pero, por otra parte

NT(Bo)] = k“éf;))/\(A) > kw - A(B) > kw - A(Bo)

lo que significa que T no es kw- A contractiva y 3) estd probado.

) 6
4) Si es w < —, por ser a un infimo, existird un acotado no precompacto B
a
de X tal que
#(B) ¢

“<XB)’

¥, ya que 6 es un supremo, existird A p- minimal con p(A4)-A(B)-w < A(A)- u(B).
Podemos suponer ademds que A = {z,, : n € N} y por ser X separable, existird
By C B denso en B y numerable, es decir By = {y, : n € N} y By = B.
Utilizando el mismo argumento que en el apartado anterior, podemos asumir que
el p-minimal A = {z, : n € N} es discreto.

Si tomamos un k > 0, la aplicacién T : A — X tal que para cadan € Nes Tz, =
AA)
A(B)

asi como que siempre son invariantes al tomar cierre de un conjunto, se tiene que

Yn €s continua y ademds, usando que las medidas A y ¢ son semihomogéneas

R MA4)
“XB)

M4)
X(B)

L MA4)

AT(4)] = K5

N A(Bo) = k2 \(B) = k2 A(B) = kA(A)

por lo que T es k — A contractiva. Sin embargo

A(4)
XB)¥

R4

R4

WIT(A)) = R L

#(Bo) =
por lo que T no es kw-p contractiva y la demostracién estd concluida. e

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del anterior

Corolario 2.4.2. Para X , A y p en las condiciones del Teorema anterior, si

T:DC X — X es un operador continuo, se verifica que

M) < WT) £ XD
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En el caso de que X sea un espacio de Banach separable, A y p semiho-

mogéneas en X y A minimalizante, estas constantes son las mejores posibles.

Veremos ahora los resultados andlogos correspondientes a las aplicaciones con-

densantes en el siguiente

Teorema 2.4.3. Sea X un espacio métrico completo,con coeficiente de empaque-
tamiento v(X) = v = §/68' respecto de las medidas de no compacidad v y A, siendo
esta dltima estrictamente minimalizante en X. Se verifica:
1) $iT:DCX — X es k— pu condensante, T es vk — A condensante.
2) $iT:DCX — X esk— )\ condensante, T es %k — i condensante.
8) En el caso de ser X un espacio de Banach y las medidas A y p semihomogeneas
en X, la relacion 1) anterior no puede ser mejorada, es decir:
Si w < v, existen aplicaciones que son k — p condensantes pero no wk — A
condensantes.
4) En el caso de ser X un espacio de Banach separable y las medidas A y p
semthomogéneas en X, la anterior relacidn 2) es inmejorable, es decir:
Stw < %, existen aplicaciones que son k — )\ condensantes pero no wk — p

condensantes.
Demostracion:

1) Si A es un subconjunto de D infinito y acotado, por ser A estrictamente
minimalizante, existe un subconjunto infinitoB de A tal que B y T(B) son u-
minimales y A-minimales [Lema 2.2.3] y ademads, A[T(A)] = A[T(B)], de forma

que se tiene

AT(A)] = A[T(B)] < 6 - p[T(B)]

> &

<8 k-w(B)S =k-XNB)<k-v-A(A)

!

>

de donde se deduce que es A[T(A)] < k- v - A(A) como se queria probar.

2) Para todo A C D, A infinito y acotado, tomando B como en el apartado

32



Capitulo 2

anterior, tenemos:

HIT(A)] < TNT(4)] = IAT(B)

1 1 1
k. < Zkh.§. <Zk.§.
< ak A(B) < ak §-u(B) < ak 6 u(A)

)
es decir, u[T(A)] < Ek - #(A) como se pretendia demostrar.

3) Si w < 7, podemos tomar los conjuntos A = {z,:n € N}, By By = {2z, :
n € N} en idénticas condiciones al apartado 3) del Teorema anterior. Sea h un
ntmero real verificando

AB) < h < MB)

A(A) #(4)
y, dado k > 0, definamos la aplicacién T : By — X tal que para cada n € N es

Tz, = khx,. Se verifica que T es continua y, aplicando la semihomogeneidad de

Ay p
UT(Bo)] = kh p(A) < ku(B) = ku(Bo)

por lo que se tiene que T es k — p condensante. Sin embargo
AT(Bo)] = kh A(A) > kw - \(B) > kw - A(By)
lo que significa que T no es kw- A condensante y el enunciado estd probado.

: 6 :
4) Si es w < —, podemos tomar los conjuntos A = {z, : n» € N}, By
a
By = {y» : n € N} en idénticas condiciones al apartado 4) del Teorema anterior.

Si tomamos h real verificando que

Dy

(B) A(B)

y k > 0, la aplicacién T : A — X tal que para cada n € N es Tz, = khy, es
continua y ademaés, usando la invariancia por cierre de cualquier medida de no

compacidad asi como la semihomogeneidad de las medidas A y p se tiene:

A[T(A)] = kh A(Bo) = kh A(Bo) = kh A(B) < kA(A)
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por lo que T es k — A condensante. Pero
[T (A)] = kh u(Bo) = kh p(Bo) = kh p(B) > kw - p(A)

lo que significa que T no es kw-u condensante y la demostracién esta concluida.

Notas 2.4.4.

1) Es claro que estos teoremas mejoran en algunos espacios las relaciones
conocidas entre aplicaciones k- contractivas y k- condensantes. Este es el caso,
por ejemplo, de los espacios ¢, (1 < p < oo) para los que se tiene, con los
resultados de [DB2]:

Si T es k- a contractiva (condensante), entonces T' es k- B contractiva (con-

densante).

Si T es k- 8 contractiva (condensante), entonces T es 2% k- « contractiva

(condensante).

En el caso de £! | T es k- « contractiva (condensante) si y sélo si T es k-
contractiva (condensante).
En todos los casos expuestos, estas relaciones son las mejores posibles.
Hemos de decir que nuestros resultados no son aplicables a £°°, ya que al no ser un
espacio separable, 8 no es estrictamente minimalizante en él. Sin embargo, Dguez
Benavides en [DB2] probé por un método directo que en £°°:
T es k- 3 contractiva (condensante) si y sélo si T’ es k- a contractiva (con-
densante).
En el caso de ser T lineal en £P con (1 < p < oo):

T es k- a contractiva si y sélo si T es k- § contractiva.

2) En [Ay1], Ayerbe y Dguez Benavides prueban que, en condiciones muy
generales, para LP(2) separable con 1 < p < 4o0:

. . [2-2l
Si T es k — a contractiva (condensante), T es 2 7

k — 3 contractiva (con-

densante).
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Si T es k — [ contractiva (condensante), T es gmax {5,255} _ B contractiva
(condensante).

En el caso de L*=():
T es k — a contractiva (condensante) si y sélo si T es k — B contractiva
(condensante).

En todos los casos, las relaciones son 6ptimas.

3) Ya que en cualquier espacio X es 7(4,5)(X) = 1, entonces:

Si T es k- o contractiva (condensante), T es k- S contractiva (condensante).
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3. Coeficientes de empaquetamiento en
espacios de Orlicz

El método seguido por Benavides en [DB2] para probar que en los espacios de
sucesiones £, (1 < p < +00) el coeficiente de (8, a)-empaquetamiento es y(¢,) =
1, pone de manifiesto el importante papel desempefiado por las propiedades de
las funciones convexas t — tP que los definen.

Pues bien, siendo los espacios de sucesiones de Orlicz una generalizacién na-
tural de los espacios £,, vamos a evaluar en este capitulo los coeficientes de (8, a)-
empaquetamiento 6 , §' y v para una amplia clase de estos espacios, con lo que ob-
tendremos al mismo tiempo un buen ntmero de ejemplos de espacios de sucesiones

donde el valor de 7 estd estrictamente comprendido entre 1 y 2.
3.1 Funciones y espacios de sucesiones de Orlicz

Para comenzar, en esta seccién daremos algunas nociones y resultados basicos
sobre espacios de sucesiones de Orlicz que nos serdn de utilidad, y que pueden ser

ampliadas en algunos tratados como [Li] y [Kr1].

Definicién 3.1.1. Una funcidn de Orlicz es una funcidn M : [0,+00) — R que

es continua, no decreciente y conveza, tal que M(0) = 0 y lime— 400 M(t) = +00

Si M(t) = 0 para algin t >0, M se dice que es degenerada.

A lo largo del presente trabajo trataremos sélo con funciones de Orlicz no de-
generadas y tales que M(1) = 1; aclararemos que esto tltimo no supone restriccion

y, por el contrario, simplificard notablemente los célculos.

Como ejemplos més elementales citaremos las funciones M(t) = t# (1 <
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p < +00). Otros modelos de funciones de Orlicz serdn expuestos mas adelante.

Definicién 3.1.2. Una funcidn de Orlicz M verifica la Ay-condicidn en cero s

lim su M(2t)
t—>0p M(t)

< 400

Las funciones M(t) = t? (1 < p < +00) verifican la Az-condicién en cero.

Teorema y Definicién 3.1.3. Sea M una funcidn de Orlicz

1) El conjunto de todas las sucesiones de escalares x = (z,) tales que

para algin p > 0, dotado con la norma
|z
zl|=inf<p>0: M
ol = { n§_:1 (=) =1

es un espacio de Banach al que se denomina espacio de Orlicz de sucesiones £yy.

2) El subconjunto hp formado por todas aquellas sucesiones ¢ = (z,) € £y para

n=1

las que 37 M(II—;l) converge para todo valor de p > 0 es un subespacio de £y

que, como veremos a continuacién, en algunos casos coincide con £yy.

La importancia de la Aj-condicién en cero se pone de manifiesto en el si-

guiente

Lema 3.1.4.[Li] Para una funcidn de Orlicc M son equivalentes las siguientes

condiciones:
1) M satisface la Aq-condicidn en cero.
2) by = hy.
3) Los vectores unitarios forman una base simétrica totalmente acotada en Lpy.

4) L es separable.
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5) £y mo contiene subespacios isomorfos a £

) tp(t)
6) limsu

existe para todo t > 0.

< 400, donde p(t) es la derivada por la derecha de M(t), que

Teniendo en cuenta el més amplio conocimiento que se tiene de los espacios
£,, es conveniente tener en ellos un marco de referencia para los espacios de Orlicz

en general, por lo que también sera de utilidad el siguiente:

Teorema 3.1.5.[Li] Fl espacio £,, o0 ¢y $1 p = 00, es isomorfo a un subespacio de

un espacio de sucesiones de Orlicz £py si y sdlo s1 p € [an, Bum] , donde

{ M)
Qp =supqq: sup

M(At) }
>0
o<, t<1 M(A)te

< -|—oo} » B = inf {q : 0<§\It t<1 M(A)te

Por lo que respecta al estudio de la reflexividad en espacios de Orlicz, es

importante la nocién de funcién complementaria de una funcién de Orlicz:

Definicién 3.1.6. Sea M una funcidn de Orlicz no degenerada cuya derivada por

la derecha p(t) satisface que p(0) = 0 y lims— 400 p(t) = oo (estas restricciones
s6lo excluyen el caso de ser M(t) equivalente en el origen a t).

Si designamos como q(u) = sup{t : p(t) < u}, para u > 0, la funcién M*(u) =
/u q(v)d(v) definida en [0, +00) es también una funcidn de Orlicz no degenerada

0
a la que se denomina complementaria de M.

Enunciamos a continuacién algunas propiedades relacionadas con la funcién

complementaria:

1) M** = M.

2) Desigualdad de Young: tu < M(t) + M*(u) WVt € [0,+00) , Vu € [0,400)
que se convierte en una igualdad si u = p(¢).

3) M*(u) = max{tu — M(t);0 <t < 400}
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4) hyy = €y y €3y = b3} , y si M* satisface la Ajy-condicién en cero, entonces

5) has es reflexivo si y sélo si M y M* satisfacen ambas la Aj-condicién en cero.

3.2 Empaquetamiento en Espacios de Orlicz de sucesiones

En el resto del capitulo supondremos que la funcién de Orlicz M satisface la
A, condicién en cero, y que M(1) = 1; con esta segunda condicién, los vectores

de la base canénica de £, tendrdn norma unidad.

Definicién 3.2.1. Si M es una funcidon de Orlicz no degenerada que verifica la

A, condicidn en cero, con M(1) =1y = M1, llamaremos funcién de ezpansidn
de M a la funcidn a: (0,1] — R tal que para cada 6 € (0,1] es
(1)

a(6) =inf{m :t e (0, 1]}

Como ejemplo mas simple, si M(s) = s? con 1 < p < 400, entonces para cada
t € (0,1], el cociente
$(t) _ ¢
P(8t)  s5tv

es independiente de ¢, por lo que para cada 6 € (0,1] es a(8) = §7F.

— 57

En los siguientes Lemas se veran algunas propiedades de la funcién de ex-
pansién de una funcién de Orlicz que serdn de gran relevancia para nuestros
propésitos, ya que nos permitirdn de una parte disponer de unas constantes para
la evaluacién del empaquetamiento y, ademds, precisar la norma de vectores en

funcién de la suma de las series que definen dicha norma.

Lema 3.2.2. 5¢ a(-) es la funcidn de ezpansidn de una funcién de Orlicz M,

entonces:
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1) a(-) es una funcidn decreciente.
2) a(-) es continua a la izquierda.

3) limg_,l 0(6) =1
Demostracion.

1) Probaremos primero que si § € (0,1] , entonces a(é) € [1,1/6]:
En efecto, usando la monotonia y la concavidad de ¢, es claro que P(t) > P(6t) >

P

ara todo t € (0,1] y
<36 <3 (

81(t) para todo t € (0,1] , en consecuencia 1 <

1
entonces es 1 < a(4) < ¢

Que si 6; < 6, entonces a(é;) > a(8;) se deduce directamente de que, por

ser 1 creciente, para 6; < 8, y cualquier ¢ en (0,1] es ¥(61t) < 9 (02t).

2) a(-) es continua a la izquierda:

o)
B8t

> [ para

Elijamos 6o € (0,1] yseal=1lim,_, 6 a(6). Para todo t € (0, 1] se tiene ——=

P(t)
P(bot) ~

cualquiera que sea § < 6. Asi, la continuidad de ¢ implica que
todo t € (0,1].

Como consecuencia, a(8p) = y a(-) es continua a la izquierda.
3) Ya que a(1) =1 es inmediato que lims_; a(6) =1. o

Lema 3.2.3. Si a(-) es la funcién de ezpansién de una funcidn de Orlicz M,

entonces:

a(6)>1 s1 6<1
Demostracion.

Supongamos, por el contrario, que fuese a(§) = 1 para algin § € (0,1) y

designemos por vy = %— > 1. Sea h un entero positivo arbitrario y n > 0 cualquiera.
—1)2

Tomemos € > 0 tal que € < (l’;-—%—

v —
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Yaquea(d)=1y QZ)((&)) > 1 para todo t € (0, 1], tenemos que

() _ . P(rt)
hmtlgf Sen) hmtilf>0 o0

(77) 1/’(7 0)
) tal que <5y

=1

< 1+¢, o lo que es lo mismo,

b(vto) — P(to) < eb(to).

La concavidad de 1 implica que en cada intervalo, el arco estd por encima de la

cuerda que lo subtiende, por lo que al ser to < vto < y"to , entonces

P(v"t0) — P(to) 1/’(7'50) — P(to)
vhte — to vto — to

o lo que es igual

’l/)(’)/hto) <Q/)(t0)+ ¢(7t?7):1¢(t0)(7h

~1)

< ¥(to) (1 + 67;__11) < 1(to)

es decir, (o) < v¥(to).

Si designamos por sq = t(y"ty), entonces sy pertenece a (0,7) y ademas

M(so) _ oMo Mo _
M(so/v) M®%(Y*0)/v) = M(9(t0)) '

M(vys
Ya que h y 1 son arbitrarios, obtenemos que lim sup (vs)
s—0 M (3)

= 400 lo que con-

tradice la Ag-condicién en 0 de M. o

Lema 3.2.4. Si a(-) es la funcién de expansidn de una funcién de Orlicz M,

entonces:

0 =

Demostracion.

) 1
Probaremos primero que si § € (0, 1], se verifica que a(§) > a(i) -a(6):
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En efecto, si 0 < § < 1, se tiene

a(g)zinf{——m:te(o,l]}:inf{ vit) v(t/2) :te(O,l]}

$(6t/2) P(t/2) P(61/2)
Zinf{i(b%:te((),l]}-inf{%(((—%%:te(ml]}
=a(3)- lf{‘/’((&)) e(o,%]}
2a(§)-inf{-{;é((6—s)):s€(0,1]} =a(-;-)-a(6)

En particular, aplicando la desigualdad anterior reiteradamente y teniendo en

cuenta que a(1) = 1, se obtiene que para todo k entero positivo, es

k
1 1
() 2 3]
Finalmente, para probar que }im a(8) = 400, sea H un niimero positivo arbitrario.
—0

h
. .\ 1
Elijamos un entero positivo h tal que [a(§)} > H.

1 . .
Sié< % entonces a(§) > a( w) = |al3 )] > H y, en consecuencia, se tiene que

efectivamente %m%) a(6) = +oo. .

Lema 3.2.5. Sea a(-) la funcidn de ezpansidn de una funcidn de Orlicz M. Se

verif ica:
1) Si 6 estd en (0,1] y s en [0,1], entonces M ( (6)) > 6M(s).
+oo
— (k k <>
2) Sizc=(z")€Ehmy ;M(Ix |) < &, entonces ||zl (6)
Demostracion.

1) Sea s un nimero en (0,1] y designemos por t = M(s).
p(t)
p(6t)
por ser M creciente entonces ( ( 6)) > 6M(s).

Ya que es > a(6) para todo t en (0,1], se tiene que es > Y(6M(s)) y

(5)
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+oo
2) Supongamos que fuese ZM(kal) < 6. Entonces para todo k € N es
k=1
1 .
|z¥] < ya que si para alguno fuese |z¥| > ——, como M es creciente,

(5)
M(|z*)) > M ( 5

y se incurriria en una contradiccion.

a(6)’

) pero por el apartado anterior es M ( ) >6M(1) =6,

a(é)

Aplicando la desigualdad del apartado anterior para s = a(6)|z*| € [0,1] se tiene

o0
M(|z*)) > 6M(a(6)|2*]) = 6 > EM(Ix'“I) > 6y M(a(8)lz*])
k=1 k=1

por lo que se deduce que

+oo
> M(a(6)|*)) <1
k=1

y entonces ||z|| < como se pretendia. o

1
a($)

Teorema 3.2.6. Sea {x,} una sucesidn en hyr para la que ezisten

lim Jlzp,—2znl=¢ y lm|z,]=r
n,m;n#Em n
y ademds para todo k natural {z* : n € N} converge a 0.
Se verifica que
rag < £ <rb

»(t)
P(t/2)

siendo aoza(%) Y b=sup{ :tE(O,l]}

Demostracidn.

a) Sea n > 0 arbitrario. Tomando una subsucesién si es necesario, podemos

suponer que para n y m arbitrarios, n # m,

(-2 <len—anl<t+3 ¥ =2 <lleall <r+3
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Consideremos € > 0 tal que € < % ¥y, ya que %im a(6) = +oo, elijamos €' de forma
—0

que a(€') > 1y ko en N tal que Z M(|z¥|) < €, lo que es posible por ser
k>ko
xy € hpy.

Puesto que {2} — 0 para todo k natural, denominemos z a un vector que verifica
!

€
que M(|z¥]) < 7~ para k=1,2,..., ko, lo que significara que E M(|z¥) < €.
0 k<ko

Si llamamos y; = E :v'fek e Yy = Z wéek, donde {e,} es la base canénica
kSkO k)kO
de hjy, se tiene que

+co
ZM(lyl —zf|) = Z M(|z7]) < €
k=1

k>ko

de donde, aplicando el Lema 3.2.5, obtenemos la desigualdad

llyr = 21| < == ( 5 <

y, de forma andloga,

ZM(Iyz —afl)= ) M(lez]) <€

k<ko

por lo que, de nuevo por el Lema 3.2.5,

1
— L <
vz = o]l < o <

Como consecuencia, ya que para ¢ = 1,2 es

il = llyi — z:ll < llyall < llasll + llys — 24l

se deduce que

r—n<l|lyll <r+n

para : = 1,2.
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Por otra parte, ya que
21 = @2ll = [l21 — vall = [le2 = 2|l < |ly1 — vzl
< lzr = 22l + llzr — vall + llz2 — vl

se obtiene que

L—n<|y1—w2l <l+7

Si para todo = € hyy, designamos por sop(z) = {k : z¥ # 0}, se tiene que

para estos vectores es sop(y1) Nsop(y2) = 0, y ademas

*Z‘”M(lyl) S <1y2 )sz(lyf—yé“I)d
k=1 E-]—n 1 £+77

k=1 k=

1
por lo que, para: = 16:¢ = 2 | ha de ser ZM( lvs| ) < 3 ¥ aplicando el

£+
e ; 1 ) 14
Lema 3.2.5, eso significa que Jlil < a(11/2) = a, es decir, ||y;|| < _a_to_n’ y de
, £+
aqui, r —n < .
Gg

Dada la arbitrariedad de n > 0, se deduce que es en efecto agr < £.

b) Para probar la otra desigualdad, tengamos en cuenta que segtin la definicién
de b, para todo t € (0,1] es () < bp(¢/2) y de aqui, por el crecimiento de M,

P(t
[ ( )] < 3 por lo que si hacemos ¥(t) = bs, para bs < 1 se tiene que es
M(s) < %M(bs).

Ya que la desigualdad ||y; — yq|| > ! —n equivale a que

S ()« S (1) - S (220

k=1

+o0
parat =164 = 2 habrd de ser Z M ( |y, | ) > 3 y se contemplan las siguientes
-n
k=1
posibilidades:
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k
<1, sera M (éy' Ib) > 2M <€ly | ) y esto quiere
—n

k
- Si para todo k es M
£—n

+oo
decir que 2:M('y'| ) 1.
k=1 n

- Si para algiin k es |y’| > 1, entonces ZM (Iy,| > > 1 ya que M es
{—n n £ —

creciente.

Por consiguiente, en cualquier caso es ||y;|| > —;E , de donde r+n > 5

y como n > 0 es arbitrario, se obtiene que es £ < br y la demostracién estd

concluida. e

Veremos ahora otros dos lemas que nos acercardn mas a la localizacién de los

coeficientes de empaquetamiento.

Lema 3.2.7. Si {z,} es una sucesidn en hp tal que para todo z € hpy existe

lim ||z, — 2| ¥ ademds {zX} es convergente a O para todo k € N, entonces
n
lim||z,| <lim|z,— z||
n n
para todo z € hyy

Demostracion.

Seguiremos un procedimiento muy similar al del Teorema anterior:
Si limy, ||zx|| = r, para cualquier n > 0 podemos suponer que

r—z-<||mn||<r+%

1 .
Tomamos € > 0 tal que € < % y elegimos €' de forma que a(e') > =. Existe, para
€

todo z € hypy, un ko € N tal que Z M(|z%]) < €'y, ya que {2k} — 0 para todo
k>ko
k € N, podemos suponer que tomando n suficientemente grande, M(|z¥|) < =
para k = 1,2, ..., ko con lo que serd Z M(jzk) < €
k<ko
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Si ahora llamamos
Tp = Zwﬁek y 2= szek
k>ko k<ko
entonces es sop(Z,)N sop(2) = 0 y se tiene:
+oo
o k
Y M(lzp -2y = > M(jei]) <€
k=1 k<ko
por lo que aplicando el Lema 3.2.5,

1
a(e')

[en — 2|l <

<€

+oo
YoM -2y = > M(|F) <€
k=1

k>ko
y, de nuevo por el Lema 3.2.5, es
. 1
=2 < o <
Como consecuencia: A X
18]l 2 [|2all — [|2n — £xl]

>||:cn||—e>r—g

Por otra parte

i"M(u):*fM( 2 )+§:°M( 1)
Pt r—n/2 fe " \r=n/2) & \r—-n/2

S

Z;M<T_n/2> > 1

lo que implica que es

lén— 21>~ 3
Como ademéds es

|2n = 2l 2 |80 — 2l = 2 — &all — |lz — 2]l
> llén = 2l| - 2 > & — 2] - 3

2
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se sigue que

o = 2l > llon = 2l = 3 > =7

y como 1 > 0 es arbitrario, se tiene la conclusién

lim||z, — 2| > lim ||zn|| =7 o
n n

Lema 3.2.8. Si {z,} es una sucesién acotada en hys tal que {z%}, converge a ¥

para todo k € N, el vector v = (v¥) pertenece a hy.
Demostracion.

Haciendo una homotecia si es necesario, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que es ||z,|| < 1 para todo n € N.

Ya que {zf}, — v*, entonces {|zk|}, — [v*| y, por la continuidad de M,
{M(|zX|)}, — M(|v*]) para todo k € N.
+oo
En caso de que v = (v¥) no perteneciera a hys, seria ZM(|vk1) = +oo con lo
k=1
que existirfa un ko € N tal que Z M(jo*)) > 2
k<ko

Por otra parte, existiria un z,, € hys tal que para k = 1,2,..., ko

1

M (k1) - MU < -

es decir

M(EDI > 1M (¥ - 7

para cada k =1,2,..., ko

por lo que
> M(lex) > Y M(jot)-1>1
kSko kSko
+oo
pero al ser ||z, < 1 debe ser necesariamente ZM(IwﬁD < 1 con lo que se
k=1

incurre en contradiccién.
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Concluimos que v = (v*) € hys como se querfa probar. e

El siguiente teorema nos facilitard unas cotas para los coeficientes de empa-

quetamiento en un espacio de Orlicz:

Teorema 3.2.9. Si M es una funcidn de Orlicz que verifica la Ag -condicidn en

0, entonces

2

b
6(hy) < —, §'(hm) > y v(hym) < —
ag ao

o N

Demostracidn.

Si A es un conjunto a-minimal no precompacto de h s, ya que h s es separable,
podemos suponer como hemos visto en el Lema 2.2.7 del capitulo anterior que es
también f-minimal, que A = {z, : n € N} y que limp m;nzm [|2n — Tml| = a(4)
por el Lema 2.2.6 y, tomando subsucesiones si es necesario, que la sucesién {z¥}

converge a un v* para todo k € N.

Segiin el lema anterior, v = (v¥) € hjps y, nuevamente por ser hys separable,
podemos suponer, aplicando el Lema 2.2.9, que existe lim, ||z, — z|| para todo

z € hpy.
Sea r = lim,, ||z, — v||. Puesto que por el Lema 3.2.7 es
r=lm|z, - v| <lm|z, — 2|

para todo z € hyy, se tiene que segin el Lema 2.2.11 es §(A) = 2r
Aplicamos ahora el Teorema anterior para obtener que rag < a(A) < rb de

donde -2— < A(4) < 2

b_-a—(A—)_a—O- , ¥ por lo tanto

2 2 b
§'(hy) > 7 b(h) S — y v(hu) < — o
ao agp
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Como una consecuencia inmediata de este resultado y la aplicacién del Teo-

rema 2.4.1, obtenemos el siguiente

Corolario 3.2.10. Para toda aplicacion T : D C hps — hps se dan las siguientes

relaciones:
Si T es k — a contractiva, entonces T es Eéo-k — B contractiva.

S1 T es k — B contractiva, entonces T es az—ok — a contractiva.

Notas 3.2.11.

1) Al disponer sélo de cotas para § y §', no podemos dar resultados reciprocos.

2) En funcién de los coeficientes de contractividad, las relaciones del corolario

anterior se traducen en la desigualdad:

2 a(T) S H(T) < —al(T)

3) Si consideramos la clase de todos los espacios de Orlicz separables, las cotas
obtenidas para los coeficientes de empaquetamiento son las mejores posibles, como
se pone de manifiesto al considerar los espacios £, ( 1 < p < 400 ) , ya que para
estos espacios se prueba en [DB2] que es § = §' = 2! 71/? y, teniendo en cuenta

que para ellos es ag = b = 21/? | resulta que

6=3y6'=-2-
Qg b

En cuanto a la relacién entre los coeficientes a(T") y S(T'), la misma referencia

anterior ya prueba que la obtenida aqui es, en general, la més estrecha posible.

4) Como se ha apuntado en el Lema 3.1.5, £, es isomorfo a un subespa-
cio de hy si y sblo si p € [ap,Bum]. Ya que en este caso, hy contiene casi
isométricamente a £,, del Teorema 3.2.6 obtenemos las desigualdades ag < 2% <b
con p > 1, ya que en ese caso, podemos aplicar dicho Teorema a una sucesién {z,}

que converge débilmente a cero y satisface que

(1—6)2;1’-<“£L’n—$m”<(1+€)2% , l—e<|znl|<1+e¢
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para todo € > 0. De esta forma se tiene que

ap 2logy2 y By <log,, 2

Notemos que estas desigualdades pueden ser estrictas, como se muestra con-
siderando la funcién de Orlicz del ejemplo 3.4.2.(1) con p = 2, para la que es

hr isomorfo a £, y, por lo tanto, apr = B = 2 pero en cambio es b > /2.

3.3. Calculo de S(U), siendo U la bola unidad de &y

Teorema 3.3.1. Sea M wuna funcién de Orlicz que cumple la Ay-condicidon en

cero y U la bola unidad de hps. Se verifica que

Demostracion.

Basta calcular S(O(U)) donde 9(U) = {z € hm : |z|| = 1}, pues segin
Arias [Ar] (véase también [AKk]), la medida S es invariante al tomar envolvente

convexa.
Recordemos que S(A4) = sup{a(R) : Q C A ,Q a — minimal}

Sea @ C O(U), Q a-minimal. Ya que hjps es separable, podemos suponer que
Q= {z,}con|z,| =1 Vn € Ny también, tomando subsucesiones si es necesario,

asumimos que {z¥} converge a un v* para todo k € N.

Por el Lema 3.2.8, el vector v = (v*) € hy ; si fuese v # 0, suponemos segin
el Lema 2.2.9 que existe lim, ||z, — v| y, aplicando el Lema 3.2.7 a la sucesion

{zn — v} se tiene que lim ||z, — v|| < lim ||z,]| = 1.
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Ly —

v
lzn = o]l

Si definimos la sucesién y,, = entonces {y, : n € N} C 9(U), es

a-minimal y verifica que

a({z, : n € N})
lim ||z, — v]|

o({yn: 1 €N}) =
> a({zn : neN}) = a(Q)
por lo que, teniendo en cuenta que S es un supremo, si es v # 0 podemos reem-

plazar Q por Q¢ = {yn : n € N}, que también es a-minimal, estd contenido en

O(U) y verifica que {y¥} — 0 para cada k € N.

Haciendo una construccién como en el Teorema 3.2.6, puede suponerse que

sop (z,)N sop (¢,,) = 0 para n # m y, ademds, para cada € > 0 es
&(Q) — ¢ < len — zmll < a(®)+e

Se tiene entonces:
1) ||zn — zm| < () + € lo que significa que
+oo k +oo k 4o k
|z — 2] |zxl ( |2 ] )
Z <a(Q)+e Z a(2) +¢ +Z a(Q)+e)
k=1 k=1 k=1
y esto implica que para ¢ = ¢, 6 ¢ = z,, ha de ser
o0 k
S () < 1
— a(Q) + ¢ 2
y, por €l Lema 3.2.5,

el _ 1 1
a()+e ~ a(1/2) ag

lo que implica que
a(f) + ¢

1= <
o) < F=2

lo que nos garantiza que es a(§2) > ag — €

9) () —€ < on—am| ©loque es lo mismo
ZM(am)—e) ZM<a(gfl—e)+§M(‘o%n—_e)zl
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y esto significa que para z = z, 6 * = &, ha de ser

y por lo tanto también por una desigualdad del Teorema 3.2.6

|z*|b
>
ZM (sm) >
de donde se sigue que

a(2) — ¢

1= >
ol > 22

y de aquies a(?) < b+e.

Por lo expuesto en 1) y 2), para todo e > 0 es ag—€ < a(2) < b+e,

cualquiera que sea el a-minimal Q C U y, en consecuencia

CL()SS(U)SI).

Ahora vamos a utilizar el resultado anterior para aportar alguna informacién

sobre la constante A cuya definicién tomamos de [W1]:

Definicién 3.3.2. Si X es un espacio de Banach, decimos que una coleccidén de

bolas {F(xj,r)} estd empaquetada en U si
lz; | <1=r V5 y |lzj—axl|>2r si j#k

El niimero de empaquetamiento de X, \(U) se define como
sup{r : un nimero infinito de bolas de radio r
puede ser empaquetado en U}

con MU) =0 en caso de ser imposible el empaquetamiento infinito.

Utilizaremos el siguiente resultado de Papini en [Pal] (puede verse otra de-

mostracién en [Zh1]):
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Lema 3.3.3. $: X es un espacio de Banach de dimensidn infinita, entonces

- S0)
MO =575

Corolario 3.3.4. Si M es una funcién de Orlicz que cumple la Ay-condicion en

cero, se verifica que

ag b

< A <
2+b_ (U)—2+a0

donde U es la bola unidad en hys.
Demostracion

Es inmediata a partir de los resultados anteriores, y es de observar que en el
caso de los espacios £, ambas cotas son iguales al valor exacto de A que aparece

en [WI].
3.4. Algunos casos particulares de espacios de Orlicz

Veremos a continuacién que en determinadas condiciones de regularidad, las
cotas anteriormente determinadas para los coeficientes de empaquetamiento de un

espacio de Orlicz se alcazan y los coeficientes pueden ser calculados con exactitud.

Proposicién 3.4.1. Sea M una funcién de Orlicz que verifica la Ag-condicion
en cero, h = M~ y F : (0,1] — R la funcidn definida para todo t € (0,1] por

(1)
FO = 567

S1 F' es mondtona, enlonces

, 2 2 b
= - = — h = —
6'(hm) 7 6(hu) o Y ¥(ha) ”

Demostracion.

94



Capitulo 3

a) Supongamos que la funcién continua F : (0,1] — R definida por F(t) =
ﬁ% es monoétona creciente:
En ese caso es

ao = inf{F(¢t) : t € (0,1]}

o L p(A/k)
- t1—1>r(§1+ F(t) = khrfwm

Consideremos para cada k € N el conjunto

k
Ak =1 an i an= ) e(no1)ktj
i=1

donde {e,} es la base candnica de hys.

Ya que los elementos de Ay son equidistantes, A es a-minimal y ademds a(Ay) =

lan — aml| si n # m. Teniendo en cuenta que los vectores son de soporte disjunto,

es facil verificar que a(Ag) = 1/)(11 3 También se puede comprobar sin dificultad
7k
2
que para todo n € N es ||a,| = 11 por lo que se tiene que f(A;) < —<.
¥(%) (%)
Pero si fuese B(Ar) < %, habrfa infinitos elementos de A; en una bola de
%

centro un ¢ € hjy y radio s para algin 0 < s < y para esos infinitos a, serfa

L
(%)

s> flan -2l =

. < |1 - P B
=inf{ p>0: Z M p + Z M > <1

h=(n—1)k+1 h#(n—1)k+1,-nk

con lo que existiria para cada n un p, < s tal que

nk

1— h
h=(n—1)k+1 Pr

y de aqui, para algin h, € {(n — 1)k + 1,---,nk} deberia ser

_ hy —- hy 1
M(E—ii)sl<¢£~1ls¢e>i
Pn k Pn k
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ot 21— pu(7) > 1= st(7) > 0

-+ o0
) x
y esto para infinitas componentes distintas z*» de z, con lo que la serie Z M ( | P I)
k=1
no converge y = ¢ hps lo que es absurdo.
2
Es, por lo tanto, 8(Ax) = 1/)( ) y como k € N es cualquiera,
k

2 2p(1/2k) . B(Aw)
s =i A A e, S°

y asi

o2 2020
ap  k—+oo P(1/k)

Por otra parte, b = sup{F(t) : t € (0,1]} = F(1) = 1/4(3), pero como es

B(4A1) = 21/,(%% obtenemos que

Ol(Al)
! 2 1 ﬂ(Al) !
> - = —-) = > 6
523 =w3E) =) 2
y, en consecuencia, .
12 _ 2z
Finalmente, es claro que
b1 Y(55)
y(hpy)=—-= lim
o) = 3 = J e

b) Si F es monétona decreciente, con los mismos argumentos que en el

apartado anterior, serd en este caso

1 (1)
ay = —— b= li
"Td T T e u(d)
con lo que
b2 o ¥GE) 2, 1
5_3_2k1Lw¢(2k) 5_a—0_2¢(2)
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() = & = (3) Jim 2L
2

Nota 3.4.2.

Si para algin p € [1,+00) es M(z) equivalente en el origen a xP, entonces es

1
lim ¢—('fl = 2%, y las expresiones para los coeficientes resultan ser:
a) Si F es creciente: § = 217 y v(hm) = — ~
224(3)

b) Si F es decreciente: §' = ol~% y v(hym) = 2%1/;(%)

Ejemplos 3.4.3.

1) Para la funcién de Orlicz

V1+zP -1 S
\/i-—l r=z

es M(z) ~ zP en el origen, F(t) estrictamente creciente en (0,1] y se tiene:

M(z) =

2 1 1 2 ;
§'=21"r(2vV2-1)F: §=2""7: h :<—-—>
(\/_ ) 3 v ¥ 7( M) 2\/5_1

P

e—1

z

2) Para la funcién de Orlicz M(z) = ¢

L[l + (e — 1)4]
L1+ (e — 1)%]

conp € [1,+00), es M(z) ~ zP

L
en el origen y F(t) = ’ decreciente en (0, 1], con lo que es
g

§=2"%; 6= 2(L(8J2“1))P y y(hy) = 2% (L(egl))%

p 4
3) Para la funcién de Orlicz M(z) = z (1+2”)

V148t -1
Vv1i+4t-1

' =2"%; 6 =2"F(VE-1)F; v v(hu) = (VE-1)F

con p € [1,+00), equivalente

2
a 2P en el origen es F(t) = < ) decreciente en (0,1], y se tiene:
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Nota 3.4.4.

Ya que imponer la condicién de monotonia a la funcién F(t) puede parecer
muy restrictivo, veremos a continuacién que con una condicién mas débil para M

al menos uno de los valores § 6 §' es alcanzado en el punto 1.

En efecto:

a) SiVz € (0,1] es M[s(3)z] < 3M(x), entonces haciendo M(z) = t olo que

es equivalente z = 1(t) si 0 <t <1 la desigualdad anterior conduce a que

Pt 1
@D = W)

PN < B(t/2) o vie (0,1)

con lo que nuevamente es

1

t=vam Y

8'(har) = 2¢(1/2)

b) SiVz € (0,1] es M[i(3)z] > $M(z), entonces se obtiene que:

o) o 1
567D = 7P

P > B (1/2) & vie (0,1]

de donde se deduce que

o — 1
T ) Y

8(hp) = 2¢(1/2)

3.5. Operadores lineales en espacios de Orlicz de sucesiones

Hemos probado anteriormente que cuando hjps es un espacio de Orlicz con M
no degenerada y verificando la Ay-condicién en cero, si T': D C hpy — hps es una

aplicacién continua se verifica que:

Da(T) < HT) < a(T)
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En el caso de ser T lineal, Nussbaum probé en [Nul] el siguiente resultado:

Lema 3.5.1. Si X e Y son espacios de Banach, y T : X — Y es un operador
lineal, se verifica que a(T*) < B(T) y o(T) < B(T™).

Veremos a continuacién que, utilizando algunos conceptos y resultados nuevos,
podemos aportar otras desigualdades en el caso de los espacios de Orlicz cuando

la aplicacién T es lineal.

En [AK] y [Zh2] se define la 8-medida interior de un conjunto acotado C' de

un espacio de Banach X como

Bc(C) = inf{2r :C puede ser recubierto por un nimero

finito de bolas de centros en C y radio < r}

Hagamos notar que si bien esta medida resulta verificar otras axiomaticas
propuestas para una medida de no compacidad, no es asi en el caso de la que
nosotros utilizamos en el presente trabajo. Signifiquemos que para tener “buenas”
propiedades es necesario exigir a C' que sea cerrado y convexo. En particular, la

medida f¢ no es mondtona.

No obstante lo dicho anteriormente, la medida interior es de gran utilidad y

algunas de sus propiedades son expuestas en el siguiente

Lema 3.5.2.[Zh2] Sea X un espacio de Banach, C un subconjunto acotado, ce-

rrado y convezo de X,z € X, a >0, ACC, y BCC. Se verifican las siguientes
propiedades:

1) Bac(aC) = aBc(C), Poro(z + C) = Be(C).

2) Bc(A) =0 siy sdlo st A es precompacto.

3) §1 A C B, entonces fc(A) < Bco(B).

4) Bo(A) = Bo(4).

5) Bc(AU B) = mdz {Bc(A), Bo(B)}.

6) Para cualquier \:0 <A< 1, Bc(AA+(1—=N)B) < Mc(A4) + (1 = M)Bc(B)
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7) Bc(e0A) = Bo(4)

Nos ser4 1til el siguiente Lema que fué probado por Zhao en [Zh2]

Lema 3.5.3. Sea X un espacio normado, C un subconjunto cerrado, acotado y
convezo de X con Bc(C) = 2a > 0. Entonces, para todo r : 0 < r < a, existe una
sucesion {x,} C C tal que Bp(D) > 2r, donde D = to{z,}.

A partir de la medida interior, Zhao define para un espacio de Banach X el

coeficiente:

Rp(X) = sup {%} : C C B(0,1),C cerrado y convexo}

El siguiente Teorema, probado en [Zh 2] pone de relieve la utilidad de este
coeficiente para establecer relaciones entre los valores a(T') y B(T') en el caso de

ser T un operador lineal

Teorema 3.5.4. 51 X es un espacio de Banach y T es un operador lineal T : X —
X, se tiene que B(T) < Rg(X)B(T*) y B(T*) < Rp(X™)B(T).

Pues bien, en relacién al coeficiente Rg para un espacio de Orlicz de suce-

siones, probaremos ahora el siguiente:

Teorema 3.5.5. Si M es una funcidn de Orlicz no degenerada verificando la

Aq-condicidon en cero, entonces Rg(hy) = 1.
Demostracion.

Vamos a probar que para cualquier subconjunto C C B(0,1) , C cerrado y
convexo es fc(C) < 2.

Llamemos B¢(C) = 2a > 0. Segun el Lema 3.5.3 de Zhao, para todor ,0 <r < a,

existe una sucesién {z,} C C tal que Bp(D) > 2r , siendo D = co{zn}.

Por el Lema 2.2.7, existe A C D pB-minimal y tal que Sp(D) = Sp(A) ya que
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el espacio es separable y, por la misma razén, podemos suponer que A = {z,}
con zp # zm si n # m. Tomando subsucesiones si es necesario, podemos asumir

ademés que {zF} — zF Vk € N y que lim,, ||z, — 2| existe para z = (2*) € hy.

Se tiene entonces:

2r < Bp(D) = Bp(A)
= Bp({za}) < 2lim||zn — 2|

y, por el Lema 3.2.7, también
2lim ||z, — 2|| < 2lim||z,|| £ 2
n n

por lo que ha de ser r < 1. Como r < a era arbitrario, haciendo r — a se obtiene
que a < 1, 0sea que Bc(C) < 2y, en consecuencia es Rg(hpy) = 1 como se

pretendia. e

Corolario 3.5.6. Si M es una funcién de Orlicz que cumple la Aq-condicién en

cero, Yy T : hpyr — hpr es un operador lineal, se verifica que

o(T™) < B(T) < B(TT)
Demostracion.

La primera desigualdad es debida a Nussbaum, y la segunda es consecuencia
de los Teoremas 3.5.4 y 3.5.5. o

Corolario 3.5.7. i, en las condiciones del corolario anterior, M* también verifica

la Aqy-condicidn en 0, se tiene :
(1) ¢ 3) p
(1) AT ZHT) < —a(T)

4) (6) p*
o(T*) < A(T)DB(T*) < Z—;a(T*)

Demostracion.
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(1) es el resultado de Nussbaum.
(2) por el corolario anterior y el hecho de ser Rg(h},) = 1.
(3) y (6) por el Corolario 3.2.11 de este capitulo.

(4) y (5) son los resultados del Corolario anterior.

Nota 3.5.8.
Es de observar que si M y M* verifican la Aj-condicién en 0, las desigualdades

probadas en general
2 . 2 N
o(T) < —B(T) y a(T*) < = B(T)
ago Qg
resultan ser en el caso lineal bastante mejores, ya que en ese caso es
o(T) < B(T) y a(T*) < B(T™)

no obteniéndose sin embargo ningin refinamiento para las desigualdades del otro

signo.
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4. Coeficientes de empaquetamiento en
espacios suma directa

En este capitulo, trataremos el problema de estimar los valores de los coeficien-
tes de empaquetamiento &, é'y 4 en algunos espacios de Banach que proce-
den de un producto, finito o infinito, de espacios para los que se conocen dichos
coeficientes. Este tipo de problemas, para otros coeficientes, ha sido estudiado en
[Lal], [La2], [Kot] y [DB4].

Trataremos en primer lugar el caso, mdas simple, de un ndmero finito de
espacios, cuando la norma en el espacio suma directa proviene de cualquier norma
mondétona en RF. Posteriormente veremos el caso, mas complejo, de ser lo que
se denomina £,-suma de un nuimero infinito de espacios. En ambas situaciones

supondremos que los espacios factores son separables.
4.1. Suma directa de un nimero finito de espacios

Recordemos que una norma en R* se dice monétona si

(@1, -+, ar)l < |(by,-- -, bk)l

cuando 0 < a; < b; paratodo: =1,-.-,k. Esta condicién se verifica en particular

si la norma es simétrica, es decir, si

|(a’1’ e 7a'k‘)| - I(elala' ‘ ‘,Gkak)l

con €¢; = +1 para ¢t = 1,---,k. Este es el caso, por ejemplo, de las p-normas o de
las normas de Orlicz.
Necesitaremos el siguiente resultado cuya demostracién puede ser hecha de

forma directa:
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Lema 4.1.1. 51 X;,---, X} son espacios de Banach separables y | | es una norma
mondtona en R¥, el conjunto X, @ --- @ Xy con la norma definida para todo

($17,xk)€X1®@Xk por

(1, zi)ll = [(ll2sll, - [lz&lD]

es un espacio de Banach separable.

La importancia del siguiente lema es evidente, ya que permitira relacionar,
a través de la norma, la medida de un conjunto a-minimal en el espacio suma

directa con las medidas de sus proyecciones sobre los espacios factores:

Lema 4.1.2. Si X;,---, X} son espacios de Banach separables, | | una norma
mondtona en R¥, X, ®. - -® Xy es el espacio suma directa con la norma definida en
el Lema anterior y A es un conjunto a-minimal en X1 @ ---® Xy, con proyecciones
A; (1=1,--- k) a-minimales y B-minimales o finitas sobre los espacios factores,

se tiene que

a(A) = [(e(Ar), -+, a(Ar))| y B(A) = |(B(A1),- -, B(Ax))]

Demostracidn.

Para simplificar, designaremos al vector (z(1),- -, 2(k)) por (z(z)).
Ya que, segin el Lema anterior, X; @ --- @ X\ es separable, como conjuntos a-
minimales podemos tomar sucesiones A = {z,} = {(z,(¢))} cuyas proyecciones
A; = {z,(i)} parai =1,---,k son, desde luego, finitas o a-minimales. Si algin
A; es finito, tomando otra vez una subsucesién de A, podemos suponer que es

unitario.

Por el Lema 2.2.6, podemos asumir nuevamente pasando a subsucesiones de un

minimal, que

lim |[(zn(7)), —(m())]| = a(4)

n,m n#Fm
¥ que
lim |lz,(s) = 2m(d)]| = a(Ai) parai =1,k

n,m n#m
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De las anteriores condiciones, dado € > 0 arbitrario, existe ng € N tal que siendo

n>ng, m>ngym#n, se tiene que

a(4) — e < [[(za(2) — (m()
= |(lza(é) = zm(@)ID] < [(a(A4i) + €]

ya que la norma | | es monétona.

Pero, considerando que por la desigualdad triangular es

|(a(Ai) + €)] < [(a(A)] + |(e)] = (a(A:))] + €l(1)]
se tiene que
a(A) < [(a(A:))] + €e[1+ (D]
Andlogamente,
a(A) + € 2 |(zn(i)) — (zm(D)]
= |[(lza(i) — zm()|D] = |(a(Ai) — €]

ya que la norma | | es monétona.

De nuevo por la desigualdad triangular

l(a(Ai) — )] = [(a(A))| = I(e)] = [(a(Ai))] — €|(1)]
por lo que
a(4) 2 |(afA:))| — e[1+ (1]

Por tltimo, de ambas desigualdades y teniendo en cuenta la arbitrariedad de

€ > 0 se deduce que:
a(A) = |(a(A4:))]

Esta férmula es claramente vilida si algunos de los A; son conjuntos unitarios.

En cuanto a la §-medida, teniendo en cuenta el hecho de que ésta es estric-
tamente minimalizante en cualquier espacio separable (Lema 2.2.7), sin més que

tomar subsucesiones podemos suponer que A es -minimal y, por lo tanto, segin
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la Nota 2.2.12, dado 6 > 0 existe vs(z) € X; para cada ¢ =1,---,k de forma que

para infinitos z,, es
A; ‘ ' i |
ﬂ(z ) _6S||$n(l)—’06(2)”S é(zi)--*-& para Z:].,""k.

Como consecuencia

1(za(@)) = (26(0)) I = [(ll2aG) = vs(@)ID)
<1424

< 1(Z40)) 1 (9)1 = SIaca + 810

lo que significa que

B(A) < 1(B(A:))| + 26|(1)]

y, puesto que é > 0 es arbitrario, se deduce que

B(4) < |(B(A:)|

Pero, por otra parte, si fuese  B(A4) < |(B(4;))|, para algtn s tal que B(4) <
2s < [(B(Ay))], algin (w(z)) € X1 P @ Xk e infinitos (:vn(z)) € A se tendria
que

s > |[(za(3)) — (W@ = [(lzn(2) — w(@)]])]

sin embargo, ya que por la minimalidad de los A;, excepto para un ndimero finito

de z, ha de ser ||z,(7) — w(e)| > '8(1241)

, se tiene que

(lon) w1 2 1(252) 1= 318401 > 5

lo que es una contradiccién.

Como consecuencia,
B(A) = [(B(A))I

como se pretendia probar.
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De nuevo, es evidente que la expresién es vélida trivialmente si algunos de los A;

son unitarios. e

Ejemplos 4.1.3. 1) Si la norma en R* estd definida a partir de una funcién de

Orlicz M (véase el capitulo anterior), y p designa a cualquiera de las medidas de

no compacidad « o 8, se tiene que
k
Ai
S M (H(_)) —1
=1 N(A)
En particular, si es M(t) = tP, para 1 < p < +00, entonces

pP(A) = pP(Ar) + - + 1" (Ax)

2) Si la norma en R* es la norma del maximo, entonces es

w(A) = max{u(A;):i=1,---,k}

Determinamos ahora el valor de los coeficientes de empaquetamiento del es-

pacio producto en el siguiente

Teorema 4.1.4. Si X1,---, X son espacios de Banach separables, | | una norma

mondtona en R¥ y X;@®---® X} es el espacio suma directa con la norma inducida,

se verifica que
(X1 @ ®Xg) = min{6'(X1), -+, 8 (Xx)}

5(X1 @+ ® Xi) = max{6(Xy), -, 6(Xx)}

y, por tanto
max{6(X1), --,8(Xx)}
min{§'(X1),---,8"(Xx)}

X1 @ Xp)=

Demostracion:
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Sea A un conjunto a-minimal en X; @ --- @ X que, sin mas que tomar
subsucesiones, podemos suponer con proyecciones a-minimales y f-minimales o
unitarias A; sobre X; parai=1,---,k.

De las definiciones de los coeficientes § y §' se tiene que
8'(Xi).a(A;) < B(Ai) < 6(X;).a(A;) para i=1,---,k

para cualquier minimal A; en X; (: = 1,---,k).
Por otra parte, si aplicamos el resultado del Lema anterior y la monotonia de la

norma, €s

B(A) _ 1(B(Ar), -, B(AD)

o(A) ~ l(a(@), -, a(Ap)]
L JEE a4, -, 6(Xi)a(Ar)]
=TT (@A), (A

< max{6(X1),---,6(Xx)}

B(4) _ 1(B(Ar),- -, B(AL)

o(@) ~ (a(A), -, a(A0)]
J 1E(XDa(4y), -, 8(Xi)a(4n)]
=T @), a(A)

Como consecuencia inmediata se deducen las desigualdades,

> min{§'(Xy), --,6'(Xk)}

min{6'(X,),---,8"(Xe)} < 8'(X1 @ - & Xz)
§(X1 8- ® Xy) < max{8(X1),---,6(Xx)}

Que las desigualdades contrarias se verifican es inmediato si tenemos en cuenta
que para cada a-minimal A; = {z,(7)} en X}, el conjunto {(z,(7)e;)}, donde ¢; es
el i-ésimo vector de la base candnica de R¥, es a-minimal en X.

Por todo lo expuesto anteriormente, se verifica finalmente que

max{6(X1),---,6(Xk)}
min{é'(X1),---,8'(Xr)}

X1 Xy) =

Notas 4.1.5. 1) Observemos que el resultado obtenido nos permite asegurar que

los coeficientes de empaquetamiento en el espacio suma directa son independientes

de la norma monétona en R* a través de la cual se define la suya.
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2) Ya que para todoi=1,---,k es

6(Xi) _

X.d-... > =
(X1 @ @Xk)_é,(Xi)

v(X).

se deduce que el empaquetamiento en el espacio suma directa es, en general, peor
que en los espacios factores.

Abundando en lo anterior, aunque todos los X; sean bien empaquetados, no tiene
por qué serlo X; @- - -@® X, como ocurre si consideramos, por ejemplo, £1 G- - - @ £F

para el que se tiene que ¥(¢') = 1 para todo i = 1,---,k y sin embargo es
A D@ LF) = ol—%

Del ejemplo anterior, haciendo variar k en N, se obtienen ejemplos de espacios con

empaquetamiento “tan malo” como se quiera.
3) Serd (X1 ®--- @& X)) =1siysdlosi
max{8(X1), -, 6(X)} = min{s'(X1),- -, &' (Xe)
pero eso significa que para cada ¢ = 1,---,k debe ser

6(X:) < max{6(X1),---,6(Xk)}
= min{§'(X1),---,8'(Xr)} < 8'(X5)
lo que exige que sea ¢§'(X;) = 6(X;) y, por coincidir el méximo y el minimo del
conjunto, han de ser todos los §(X;) iguales, lo que significa que los X; deben

verificar la B-propiedad (ver [DB2]) y todos ellos con la misma constante.

4.2. Suma directa de un nimero infinito de espacios

En esta seccién, vamos a estudiar los coeficientes de empaquetamiento cuando

se trata de la suma directa de un ndmero infinito de espacios de Banach.

Aunque el problema puede ser abordado para una norma monétona cualquiera

en el espacio de partida, nosotros sélo hemos obtenido resultados positivos para el
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caso de ser lo que se denomina #P-suma de espacios con 1 < p < co. Atn en el caso
de ser p = 0o desconocemos el comportamiento, por cuanto que en tal situacién el
espacio resultante no es separable y este hecho motiva que no le son de aplicacién

las herramientas desarrolladas a lo largo del presente trabajo.

Adelantaremos que, al contrario de lo que hemos visto en el caso finito, en
esta ocasién los coeficientes de empaquetamiento del espacio suma directa se ven
afectados por la p-norma en él definida. M4s claramente, en el cémputo de los

coeficientes del espacio suma intervienen los coeficientes del espacio £P.

Teorema y Definicién 4.2.1. Sea {Xj : k € N} una sucesién de espacios de

Banach y 1 < p < 4+00. El conjunto

+o00 too
P xi = {:c = (z(k)) s z(k) € X A D lle(B)|P < +oo} c I x»

k=1 k=1

con la norma definida por

+oo
IzlP = ll=(k)IIP
k=1

resulta ser un espacio de Banach al que se denomina £,-suma de los espacios Xi.

En lo que sigue abordaremos el problema de evaluar los coeficientes
8'(EP X, (P xy) v (P X
P P P

conocidos los correspondientes coeficientes en X para todo k € N.
Sera de utilidad el siguiente resultado, cuya demostracién puede ser hecha de

forma directa usando la separabilidad de P para 1 < p < +oc:

Lema 4.2.2. Si {X; : k € N} es una sucesidn de espacios de Banach separables

y1<p< +oo, entonces @p Xy es un espacio de Banach separable.

Ya que para el célculo de §' y § es necesario trabajar con conjuntos mi-
nimales, a continuacién prepararemos el camino simplificando en lo posible las

caracteristicas de éstos:
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Definicién 4.2.3. Sea A un subconjunto de @, Xy, , donde {Xy : k € N} es una

sucesidn de espacios de Banach, y 1 < p < oo.

Decimos que A es un conjunto af-reqular (o simplemente, reqular) si verifica las

condiciones siguientes:
1) A es numerable, A = {Z,:n € N}.
2) A es a-mintmal y B-minimal.
3) Para todo k € N, la proyeccidn Ay de A sobre Xy es a-minimal y B-minimal,

o bien un conjunto unitario.

4) Para todo k € N, lim;é |zn(k) — zm(k)|| = a(Ak) y para todo € > 0, eziste

BAY) e B(A

ve(k) € Xy tal que 5 oF < leal(k) = ve(k)[| < )

€
k)+2—kpamn_>_k.
Probamos ahora la existencia de conjuntos regulares

Teorema 4.2.4. Si {Xi : k € N} es una sucesidn de espacios de Banach sepa-

rables, para cade subconjunto A de @, Xi, (1 <p < +00) que sea a-minimal
existe un subconjunto infinito Ay de A tal que Ay es reqular y B(Ao) = B(4).

Demostracion.

1) Por ser X} separable Yk € N, por el Lema 4.2.2 anterior, también es (B, X
separable y, por lo tanto, como conjuntos a-minimales siempre podemos utilizar

sucesiones A = {Z, : n € N}.

2) Por ser la medida J estrictamente minimalizante en espacios separables,

sin més que tomar un subconjunto, podemos asumir que A es S-minimal.

3) y 4) Si designamos por Ay la proyeccién de A sobre Xy, tomando subsuce-
siones y formando la sucesién diagonal, podemos conseguir que los A sean finitos

o a-minimales y B-minimales. Ademas:

Dado € > 0 arbitrario, sea {Z; »} una subsucesién de A = {Z,} tal que

Hm lzg,n(1) = 21,m(1)]| = a(41)

n,m nF¥m
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-ﬂ(2il) 6 = ”371 n(l) - Ue(l)” <= ﬂ(Al) + ;

con v((1) € X;. Dicha subsucesmn asi como el vector ve(l) existen en virtud de
los Lemas 2.2.6 y 2.2.11.
Reiteramos este proceso de forma que, construida la sucesién {Zjy_1 .} , elegimos

una subsucesién suya {Z ,} verificando que

lim llekn(k) = zkm(R)]| = ol Ax)

n,mn

A € A €

para algin v.(k) € X

y también

La sucesién diagonal Ay = {Z,, : n € N} es subsucesién de A, y también de

{Zr,n} para k < n ,y verifica las condiciones requeridas. e

Antes de abordar el problema principal, necesitaremos unos resultados previos

de caracter instrumental:

Lema 4.2.5. 51 A es un conjunto regular en @Xk (1 <p< +00) y para todo

P
k€N, Ay es la proyeccidn de A sobre Xy, las series

+ oo +co
doaP(Ay) y > BP(Ax)
k=1 k=1
son convergentes.
Demostracion.
+oo
a) Para probar que Z aP(Ay) es convergente, al ser una serie de términos no

k=1
negativos, bastard demostrar que esta acotada:

+oo
En efecto, para cualquier € > 0 es Za" (Ar) < o?(A) + ¢, ya que si no fuera
k=1
ko
asi existirfa ko € N tal que Zap(Ak) > aP(A) + ¢, pero como A es regular,
k=1
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podriamos tomar n y m suficientemente grandes de forma que para k = 1,2, ..., kg
se tuviese que

o?(41) = sy < laa(k) = em(B)P < 0”(A0) + gy

con lo que
ko

10 = Zmll” 2 Y lza(k) — em(R)IP

k=1
ko

> [a"(4p) - ‘2‘;?1‘]
k=1

ko
P _ES ¢
> ) oP(Ar) 5 > o7(A4) + 5
k=1
y esto estaria en contradiccién con el hecho de que para cualquier A regular, se

tiene que li_m;'é |Zn — Zm|| = a(A).
+oo
La convergencia de Z BP(Ar) se deduce de la desigualdad
k=1

B(Ax) < 2a(Ax) VE€EN

que es valida para cualquier conjunto acotado. e

A continuacién veremos una desigualdad algebraica que nos serviréd para de-

mostrar el préximo resultado.

Lema 4.2.6. Sea 1 < p < +00 y b >0 arbitrario. Sia>0yz >0 es

1 P
(a+z)? <aP(14+bP+ (-i)- + 1) zP
Demostracion.
. T .
-Sia< T 5€ tiene que

T 4
P <2
(a4 ) _(b-i—w)
1 P 1 P
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- Sia > — , entonces

o 8

(a +2)P < (a+ ab)?

P
=aP(1+b) <aP(1+b)P+ (—2— +1) zP o

Vamos a probar ahora un hecho importante que intuitivamente podria enun-
ciarse asi: considerando espacios separables, un vector cuyas componentes sean
“buenos” centros paras las bolas en los espacios X, pertenece al espacio suma

directa de los mismos y, ademas, es “buen” centro para las bolas en dicho espacio.

Lema 4.2.7. Sea {Z, : n € N} una sucesidn acotada en @p Xr,1<p<+o0,
tal que para todo k € N, existe lim ||z,,(k) — z|| = ¢x(z) cualquiera que sea z € X.
Designemos, para cada k € N, sz = inf{¢x(z) : 2 € X} y para cada € > 0, sea
ve(k) € Xk tal que R(ve(k)) — af <

2k+1'

Entonces se verifica:
a) v = {ve(k) : k €N} e P X
P
b) lim||Zn — ¥||P < lim ||z, — 2||P + € para todo Z € B, X
n n
Demostracion.

a) Ya que la sucesién {Z, : n € N} estd acotada, existe M > 0 tal que para
todon € Nes ||Z,]| £ M.
Si ve = {ve(k) : k € N} no pertenece a P, Xi con 1 < p < +00, se tiene

+o0
que Z lve(B)||P = +o0 , lo que significa que para cualquier H > 0 existe ko € N
k=1
tal que
+o0
Y lvi)lP > H
k=ko+1

es mds, para algin k; € N | kg < k; habra de ser

k1

Y loe®lF > H

k=k0+1
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Tomemos H de forma que sea H — 2P MP = 2771 > 0.

Puesto que, por ser aj, un infimo, es en particular
fim Jea(E)IP > o
n

y segun la definicién de v((k) es

€
2k+1

o > lim ||z (k) — ve(R)[|P =

se tiene que para n suficientemente grande y k = ko + 1,---, k1 es
€
l2a(k) —ve(R)IIP < llea(R)I” + 5%

y asi, usando que por la convexidad de la funcién z — z? es

(a+b)? < 2P~ (a? +b?) para a>0,6>0

se tiene:
k1 kl
H< > )P < > (lve(k) = za(k)| + lzn(®)))”
k=ko+1 k=ko+1
k’l kl
<270 Y lza(k) - vd(R)P + 277 > llza(k)IP
k=ko+1 k=ko+1
k1 ¢ k1
<27 3 (lealB)IP 4 55) #2270 30 ealRlP
k=ko+1 k=k0+1
kl kl €
=2 Y el 42 Y 5
k=ko+1 k=ko+1

< 2P| Z,||P +2P e < 2PMP + 20 e = H

lo que es una contradiccién y, por tanto, ha de pertenecer v = {v(k) : k € N} a

@, Xu.

b) Si para todo @ perteneciente a (P, X designamos por #(w) alim ||z, — ||,
n

lo que pretendemos probar es que dado un € > 0 arbitrario,

#(0) < () +e
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para todo Z € @, Xi.

Supongamos que no fuese asi, es decir, que existe un z € @p X tal que ¢P(Z)+€ <
¢*(ve)

. €
Tomemos 0 < § < mm{

[ ——
MNEGOE
8' > 0 tal que 2771 (%1)?6' < 4.

Por ser o €@, Xry 7z € @D, X , existe ko € N tal que

}, b>0tal que (1+b6? <146y

Yl <L v X <

k>ko k>ko
y, también existe ng € N de forma que sin > ngy k = 1,---, ko, se tienen las
desigualdades
| |Zn — 0l|” — 6°(ve) | < 6, [Zn —2]P = ¢*(2) [ < 6

€

ll2n(k) —ve(R)I” < llza(k) — 2(R)|” +

9k+1
Pero, tomando n > ng se verifica que:
$P(0e) < |80 —BelP + 8= llzalk) — ve(R)|
k<ko
+ D llza(k) —vek)|? + 6
k> ko
< Y llen(k) - 2(BIP
k<ko
+ 3 Mlealk) = 2(0)] + ll2(k) — velk)I)” + 8+ =
k>ko
< D lleal®) = 2(R)P + (1 + 8 Y llen(k) — 2(k)|17
k<ko k>ko
1406\ €
+(22) 3 (00 + e + 5+
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+o0
S+ Y_ |lzalk) = 2(k)|P
k=1

+(H2) X G+ oy +5+ 5

k>ko
<@+, 2P
1+5\? €
+(52) 27 X [l + o] + 5 +0
k>ko
p
S@A+b0)Pllzn — 2P + (%’b) P16 4 % +6

2
<(1+8)gP(2)+6]+26+ -

< (L+6)¢7(2) + 45+ £
= (") + 48+ $(2) + 5 < #(2) +e < $(0)

con lo que incurrimos en una contradiccién y la demostracién estd concluida.

< (14 )||zn —Z||I” + 26 +

Puesto que la usaremos en el préximo Teorema, probamos a continuacién una

desigualdad que aparece enunciada con una sugerencia para su demostracién en
[DB2]
Lema 4.2.8. Sir, s y p son nimeros positivos con p > 1, entonces
|r — s|P > rP — psrP~!
Demostracion.
Probaremos la siguiente desigualdad equivalente a la del enunciado:
P = Ir — sfP < por?~1

- Si |r — 3| 2 |r| la desigualdad es evidente.
- Si |r — 3| < |r|, entonces aplicamos a la funcién t — t? el Teorema del Valor

Medio en el intervalo [|r — s|,|r|] con lo que se obtiene que

[P —Ir = sl < plrP= (Ir] = |r = s]) < plrP~|s| = psr?™
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Estamos ahora en condiciones de abordar directamente el cdlculo de los coefi-

cientes de empaquetamiento en el espacio P » Xk

Teorema 4.2.9. 5i {Xi : k € N} es una sucesidn de espacios de Banach separa-

bles y 1 < p < +00 se verifica:

§(EDXe) = inf {2'77,6(X0)}, &@&Jﬂgwﬁﬂmﬂ
p 4

X.) = SUPgeN {2 =5 5(Xk)}
7(@ ) infren {2 - 5'(Xk)}

Demostracion.

Sea A un conjunto a-minimal en @p X . Por el Teorema 4.2.4 anterior,
podemos suponer que es una sucesién, A = {Z, : n € N} regular con proyecciones
A} sobre X para cada k € N.

Ademas, por el Lema 2.2.6, se puede asumir que
m  ||Zn — || = a(A4)
n,m nFm
y también que fijado ¢ > 0 arbitrario, y para cada k € N existe v.(k) € X} tal

que a partir de un cierto n es

BP(Ax)
or

- & < faalk), v < A 4

2k
con lo que, segin el Lema 4.2.7 anterior, el vector . = (ve(k)) pertenece a € X
y ademads es, por ser §(A), segin el Lema 2.2.11, un infimo
P(A :
pr4) < |\ En — ||
op

y, también por el Lema 4.2.7, para n suficientemente grande

|Zn — Be||P < ||Zn — Z||” + € vz € P X
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lo que significa que por ser B—(;l = inf {limHa_cn —zZ||:z € @Xk}a para n

P
suficientemente grande es

. B (4)
R

Ya que las medidas a y 3 son invariantes por traslaciones, bastard suponer que

e = 0.

Por el Lema 4.2.5 previo, parael € > 0 dado, existe kg en N tal que Z BP(Ag) < e
k>ko

Si designamos por Y = X; x Xg X -+ x Xy, y Z = €D, X>ko, resulta que

@Xn = (@XKMJ x (@tho) —Yx2Z

y cada vector T € @;, X puede expresarse en la forma z = (§,Z) con § € Y

zeZ.

Ya que se trata de un producto finito de espacios X = Y x Z, si denotamos
Ay = pry(A) y B = pr4(A), podemos suponer que Ag y B son a-minimales y
B-minimales o finitos y, teniendo en cuenta que trabajamos con una p-norma, se

tendra que
af(A) = af(Ao) +o?(B) vy BP(A)=pP(4) + B*(B)
y, por la misma razén aplicada al espacio producto finito ¥

a?(4o) = ) a?(A) y BP(Ao) = ) B°(A)

k<ko k<ko

Estudiaremos ahora los valores para a(B) y B(B) :

Si llamamos B(B) = 2r, sea n; € N suficientemente grande para que

1< |7 [P <7 e
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y designemos por comodidad a Z,, € B como z;

Ya que ||, ]| = Z lz1(k)||P < +o0, existe k; en N con ko < k; tal que

k>ko
Y le®)IP <e
k>ky
ky
y como z BP(Ar) < €, existe algin Z, tal que
ko+1

k1
Y lza(B)IP < e

ko+1
Si llamamos ahora
ay = (z1(ko +1), ., 21(£1),0,0,...) ; @n = (zn(ko + 1), ..., zn(k1),0,0, ...)
b = (0,0,...,0,21(ky + 1), 21 (k1 +2), )5 b =(0,0,...,zp(k1 +1), zn(ks +2),...)
se tiene que
121 = ZallP = 13 = aall? + 1B =Bl 5 (1207 = sl + 5P (i =1,n)
y, ademads las siguientes desigualdades:

31 = ) llza(k)IP < e laall? = D lza(k)|? <e

k>k, ko<k£k1
el = Izl = Bl > 77 =26 [Ball? = [2all” = [@all? > 17 = 2¢
Aplicamos ahora la desigualdad del Lema 4.2.8 para obtener:

lax — @nll? 2 | [la1]l - llanll P

> lall? — pllan|llla [P~ > r? — 2 — pes (¥ + ) F

1B = Ball? > | Bl — [1Ba] 7
> [[Ball” = plBa |-l > 2 — 2¢ — peF (r? + )7
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de donde se deduce que
o’(B) + €2 ||z1 = Za|/”
= llas — anll? + By = Ball? > 2'7B7(B) — de — 2peF (17 + )T
y, si hacemos w'(€) = 5¢ + 2pe%(r” + e)p_;l" , podemos expresarlo en la forma
af(B) 2 2'7787(B) — w'(e)
siendo w'(€) un infinitésimo cuando € tiende a cero.

Por otra parte:

o?(B) - € < ||z1 = Zall” = [[a1 — @n|l? + [|by — ball?

< (lall + llanl)? + (oall + 115-11)"

1 p

desigualdad que podemos expresar como
of(B) < 2'7PBP(B) + w(e)
siendo w(€) un infinitésimo cuando € tiende a cero.
Volviendo al célculo de las medidas de A, y llamando 6} = 6§'(X%) y 6x = 6(X«):

1) BP(A) = BP(Ao) + BP(B) = ) B"(Ax) + B"(B)

<) 8ha?(Ax) +2”‘; [a”(B) +W'(€)]

k<ko

< max{6,27 7'} | Y oP(Ax) + oP(B) +w'(e)
k<ko

= max{s}, 21 }[a?(A) + w'(e)] < sup{6},2 "} (4) + w'(€)]
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2) BP(A) = BP(Ao) + BP(B) = Y BP(Ax)+ B°(B)

k<ko

> Y 6707(Ar) + 277 [?(B) - w(e)]
k<ko

> min{8,2771} | Y a?(4x) + aP(B) - w(e)
k<ko

= min{67, 271} [aP(4) — w(e)] > inf {67,277 }[a? (4) — w(e)]

Ya que la construccién que se ha hecho es valida para € > 0 arbitrario y, tanto
] N « e s s .
w'(€) como w(e) son infinitésimos cuando € tiende a cero, podemos asegurar que

si A es un conjunto a-minimal de @p X}, entonces
infren{67, 2P }aP(4) < F7(A) < supen{8h, 227 }aP(4)

de donde
B(A)

. _1 1
lnkaN{‘S;w 2! "} < m < SqueN{éky 2! ”}

y, por lo tanto
§(EP Xi) > infren {2'77,6'(Xx)}
P

1
5(@Xk) < Supren {21 7,6(Xk)}
P
Pero, es mds, estas cotas se alcanzan:

Si para cada k € N, consideramos la sucesién {z,(k) : n € N} a-minimal en Xy,

la sucesién {Z,} tal que Z, = (0, ...,O,wglk(k),O, ...) es a-minimal en P, X ¥

Bza}) _ B{=za(k)})
a({zn})  a({za(k)})

por lo que, tomando infimos y supremos respectivamente, se tiene que

§E@PX) <Xy v S(EDXk) = 6(Xk)
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para cada k, y asi

§'(EP Xi) <inf{8'(Xx): keN} v 6(ED Xx) > sup{6(Xs) : k € N}
p
Por otra parte, si para cada k € N consideramos un vector unitario z(k) € Xy, la
sucesién {Z,} de @, X tal que Z, = z(n)en, donde ey es el n-ésimo vector de la
base canénica de P, es a-minimal y verifica que B({Z.}) =2 y a({Z.}) = 27
lo que significa que

5’(@ Xk) < 21_% < 5(@ Xk)

Como conclusién

su 21_%,5 X
’)’(@Xk) = - PreN {1_; (Xk)}
P 1nfkeN {2 14 ,5'(Xk)}

Notas 4.2.10.

1) Evidentemente es 7(@ Xk) > g—f para todo k € N, luego es ’y(@ Xi) 2
k
P

P
v(X}:) paratodo k € N, y podemos asegurar que el empaquetamiento del espacio

producto es, en general, peor que el de los espacios factores (y desde luego peor

que el del espacio #P que lo sustenta).

2) Aunque todos los X, sean espacios bien empaquetados, P » Xk, en general,
no lo serd, pudiendo ser incluso y(Xj) = 1 para todo £ € N y, en cambio

(D, X&) = 2. Este es el caso, por ejemplo, de ser Xy = 2% con keN.

3) Serd y(P, Xx) =1 siysdlosiparacadak € Nes 8'( X)) =6(Xg) = 2173,
es decir, todos los X} han de tener la 3-propiedad y, ademds, con constante igual

1-1
a2 7,

4)Paral <p<4o00,1<g<+o0es »y(@gq) 27(@@;) _olt=% Epel
P q
caso particular de ser — + — = 1, entonces ’Y(@p 01) = 2“’_;%.
P g
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