R.2L360

8131348

...........

UL | PP -
NTME Nes Clad().

043 %W o

374 —

CONJUNTOS DE UNICIDAD DE SISTEMAS DE
FUNCIONES INDEPENDIENTES. QUANTUM
DERIVADAS.

Ricardo Rios Collantes de Teran

2 de julio de 2001

Y
LR
ANt

n
J &

UNIVERSIDAD DE SDVILLA /[U,,A Jo
Deng: 1%*} /7@ - /’ZM

do 1, /& /LMZ e
de evia Universidad desde el dia 6 Mﬂ? )

vastneldta 23 - Delw . 20,

Sevilla ,2(, deo '}\/\/L\W de] Zt”O/ -
T DIRECTOR DR D PIY. .

Fole. - 7ﬂiew‘_o Aire /4



UNIVERSIDAD DE SEVILLA

CONJUNTOS DE UNICIDAD
DE SISTEMAS DE FUNCIONES
INDEPENDIENTES.
QUANTUM DERIVADAS.

Memoria presentada por
Ricardo Rios Collantes de Terdn
para optar al grado de Doctor
en Ciencias Matemadticas.

Ricardo 'b’sf Collantes de Terdn
Becario de la Fundacién Cimara.

D. Francisco José Freniche Ibdriez
Catedratico del Departamento
de Anilisis Matematico de
la Universidad de Sevilla.

- Sevilla, 2 de julio de 2001.



Gracias a Dios, tengo muchos amigos a los que no podré olvidar por
su valiosa colaboracion en este pequerio boceto dentro del gran Arte de las
Matemadticas. A ellos van dedicadas estas lineas.

A mi director de tesis, F. J. Freniche. Gracias a su dedicacion y a sus
consejos esta obra es mucho mds importante de lo que yo hubiera podido
lograr sdlo.

Al profesor J. M. Ash por su colaboracién desinteresada y sus discu-
siones que han ampliado mi formacién y han ayudado en la realizacion de
este trabajo. También a los profesores del Departamento de Andlisis Ma-
temdtico que directa o indirectamente han colaborado. En particular, al
profesor J. A. Facenda por sus consejos técnicos.

A mis companieros Juan Carlos, Rafa V., Rafa E., M"Angeles, Fernando,
Sedki, Bea y Mirta, por los buenos momentos que hemos pasado juntos “que
han hecho de este departamento mi segunda casa”.

Al Departamento de Matemdticas de la Universidad de DePaul, espe-
ctalmente al profesor Eduardo y al “staff”, Teresita, Melanie y Nydia, que
hicieron que mi estancia en Chicago fuera una bonita experiencia.

A mis amigos y compatieros de carrera. Gracias por su amistad.

A Rocio, por estar siempre a mi lado. Y a su familia por acogerme tan
carinosamente.

A mi gran familia, mis tios, mis primos (en particular mi prima Marta,
una estupenda editora), mis hermanos y, muy especialmente, al carino de
mis padres.

Y, por supuesto, no me olvidaré de los “peques” de la familia, Pablo,
Pepe, Bosco y Constanza. Ellos trasmiten alegria.

Que Dios os bendiga a todos.



Introduccion

Como es bien conocido, el estudio de las series trigonométricas ha tenido
histéricamente una gran importancia en el desarrollo de nociones funda-
mentales en Mateméticas. Asi, el concepto de funcién que actualmente se
utiliza fue introducido por Dirichlet al estudiar la convergencia de las series
de Fourier; las integrales de Riemann y de Lebesgue fueron definidas por
estos autores como herramientas para el estudio de las propiedades de las
series trigonométricas.

Dentro de este marco, el problema de conocer la estructura de los con-
juntos de unicidad ha dado lugar a desarrollos de gran interés, entre otros
el de la propia teoria de conjuntos de Cantor.

Un conjunto E se dice de unicidad si la serie trigonométrica nula es la
tinica que converge a cero fuera de E. En 1870, Cantor demostré que los
conjuntos finitos y otros cuya estructura no es muy complicada son con-
juntos de unicidad. Cantor se basa en la tesis de Riemann para demostrar
estos resultados. Entre otras herramientas emplea las Derivadas Simétricas
o Derivadas de Riemann. Estas derivadas guardan con la nocién clisica de
Derivada la misma relacién que la sumabilidad de las series con la conver-
gencia, es decir, una funcién Derivable en sentido ordinario va a serlo en el
sentido de Riemann, pero no necesariamente a la inversa.

En esta memoria se abordan dos lineas de investigacién que arrancan de
este tronco comtin. En la primera parte se expone el trabajo que hemos de-
sarrollado sobre los conjuntos de unicidad para ciertos sistemas ortogonales,
y en la segunda se muestra el estudio de un concepto de diferenciabilidad
relacionado con las Derivadas de Riemann.

Estas dos lineas de investigacion estdn muy ligadas entre si como demues-
tra el hecho de que muchos autores, aparte de Cantor, hayan considerado
conceptos generales de derivadas con el fin de resolver problemas sobre con-
juntos de unicidad para otros sistemas ortogonales.



Conjuntos de unicidad
de
sistemas de funciones independientes.

El estudio de la estructura de los conjuntos de unicidad para sistemas or-
togonales distintos al sistema trigonométrico ha atraido el interés de muchos
matematicos. Asi, se han desarrollado trabajos acerca de los conjuntos de
unicidad para sistemas trigonométricos lagunares o miltiples, sistemas de
Walsh, de Haar, de Rademacher, de Hermite, de Faber-Schauder,... Entre
otras referencias citemos: [Z1], [AW], [F], [W], [SU], [R2], [K],...

Por ejemplo, sobre los conjuntos de unicidad para sistemas trigonomé-
tricos lagunares, Zygmund [Z1] demuestra, en 1932, que los subconjuntos
de [0, 1] de medida no total son conjuntos de unicidad para estos sistemas.
Esto contrasta con el caso del sistema trigonométrico para el cual ningin
conjunto de medida positiva es de unicidad.

Algo parecido a los sistemas trigonométricos lagunares ocurre con el
sistema de Rademacher. En 1962 Stechkin y Ul’yanov [SU] prueban que los
conjuntos contenidos en el intervalo [0, 1] de medida de Lebesgue menor que
1/2 son conjuntos de unicidad para este sistema. Ademds demuestran que,
aunque los conjuntos que tienen medida no total no son necesariamente de
unicidad, si lo son en un sentido mas débil: verifican que las tinicas series
que se anulan en su complementario son realmente sumas finitas.

Profundizando un poco més en el estudio del sistema de Rademacher,
en 1983 Bakhshetsyan [B] demuestra que existen conjuntos de unicidad de
medida total. De hecho, prueba que en cualquier conjunto F' C [0,1] de
medida positiva existe un subconjunto numerable A C F' de manera que las
series que se anulen en A también se anulan en todo el conjunto F'.

Una de las caracteristicas de las funciones del sistema de Rademacher es
la de ser un conjunto de funciones independientes en el sentido probabilistico.
Nosotros nos preguntamos:

ila propiedad de ser independientes es clave en los resultados (1)
sobre los conjuntos de unicidad del sistema de Rademacher?
Para responder a esta, cuestién, en el Capitulo 2 nos situamos en el espacio de
probabilidad [0, 1] con la medida de Lebesgue |-| y estudiamos los conjuntos
de unicidad para los sistemas de funciones independientes, es decir, para los
sistemas (f,) tales que:



= Hlfinl(Bi)]

i=1

) £74(B:)
i=1

para cualquier n y para cualesquiera B;, Bs,..., By, Borel medibles.
Fijado M > 1 nos centramos en aquellos sistemas de funciones indepen-
dientes (fy) tales que las funciones f, pertenezcan a la clase de funciones
Fum que tienen media cero, varianza uno, y que estin -acotadas por M.
En este contexto m4s general, por un teorema de Kashin y Saakyan [KS],
se conoce que existe una constante C, tal que:

> Cly

{s€0.0:1P@)] 2 3171

para cualquier sistema de funciones independientes en Fjs y para cualquier
polinomio P = 3" . a,f, en (f,). De esta desigualdad se deduce ficilmente
que los conjuntos de medida menor que la constante C), son conjuntos de
unicidad.

En este capitulo de la memoria, aparte de probar este tltimo resultado
con técnicas mas elementales que las usadas en la prueba del teorema de
Kashin y Saakyan, se encuentra la mejor constante Cys que asegure que los
conjuntos de medida menor que Cjs son conjuntos de unicidad para cual-
quier sistema independiente en Fjs (Corolario 2.18). También se demuestra
que los conjuntos de medida no total son de unicidad en el sentido méas débil
(Corolario 2.11).

Para. probar estos resultados estudiamos, en la Seccién 2.3, los conjuntos
de constancia de los sistemas independientes, es decir, los conjuntos que son
dea forma: :

{.’E €1[0,1]: Zanfn($) = ﬂ'}
n=1

para alguna sucesién no nula (a,) y para algin nimero real y. En este
estudio juega un papel muy importante el Lema 2.7 que nos permite acotar
de manera 6ptima la medida de los conjuntos de constancia de las funciones
en Fjs por la constante:

M2
M?24+1
Esta constante también acota las medidas de todos los conjuntos de cons-
tancia de cualquier sistema independiente en Fjs (Teorema 2.9). Ademds,

kv =



se prueba que los tGnicos conjuntos de constancia que pueden tener medida
positiva son aquellos que vienen determinados por sucesiones {a,) que son
nulas a partir de un término (Teorema 2.10).

Previamente, en la Seccién 2.1 presentamos la construccién de unas fun-
ciones independientes que fue utilizada en los anos 30 por la escuela polaca
(Steinhaus, Marcinkiewicz, Zygmund,. .. ). Se construyen funciones indepen-
dientes que son constantes en intervalos, es decir, que se pueden representar
de la siguiente forma:

> enXr,(2)
n=1

siendo {I,, : n natural} una particién en intervalos de casi todo (0,1). La
notacién que utilizamos es importante para facilitar las demostraciones de
los resultados en la dltima seccién de este capitulo.

En esta ultima parte, Seccién 2.5, el teorema demostrado por Bakhshets-
yan se generaliza para los sistemas independientes cuyas funciones toman
una cantidad numerable de valores. Primero se demuestra para los sistemas
cuyas funciones sean constantes en intervalos (Teorema 2.19), reduciendo el
caso general mediante un “cambio de variables” al de estos sistemas (Teo-
rema 2.21).

La dificultad de esta prueba radica en encontrar un “cambio de variables”
adecuado que lleve medibles en medibles y que conserve en cierta manera
las medidas de los conjuntos. Para encontrar este “cambio de variables”
utilizamos algunos resultados de la teoria de los conjuntos analiticos que ex-
ponemos en los preliminares. Especialmente utilizamos un lema (Lema 1.11)
que demostramos en dichos preliminares.

Para todos los sistemas de funciones independientes en Fjs se obtiene
un resultado mas débil. Extendemos el resultado de Bakhshetsyan para los
conjuntos F' de medida mayor que kjps considerando dinicamente series con
coeficientes acotados por una sucesién fija dada de antemano (Teorema 2.23).

Por tanto a la vista de los resultados que aqui se exponen, tenemos
que decir, como respuesta a la pregunta (1), que la independencia es clave
en los resultados sobre el sistema de Rademacher, aunque queda abierto el
problema de si existen conjuntos de unicidad de medida total para cualquier
sistema de funciones independientes.



Quantum Derivadas.

Esta linea de investigacién proviene del concepto de derivada que intro-
dujo Riemann en su tesis. Dada una funcién real de variable real y un punto
z se define la n-ésima Derivada de Riemann de f en el punto z como:

i h
’]zlj‘)(l) Rnf (.’D, ) ’
donde R, f(z,h) se define por induccién de la siguiente manera:

Rif(z,h) = 1&+R/2) = f(z —h/2)

Rnf(z+h/2,h) — Rnf(z — h/2,h)
- :

Este concepto de diferenciabilidad es una generalizacién del concepto
clasico de Derivabilidad, es decir, todas las funciones n veces Derivable tie-
nen n-ésima Derivada de Riemann y ésta coincide con la n-ésima Derivada
cldsica. M4s aiin, es una extensién del siguiente concepto de diferenciabili-
dad que también generaliza el concepto clasico. Se dice que f tiene n-ésima
Derivada de Peano en z si existen n constantes f1(z), f2(z),..., fao(z) tales
que:

Rn-l-lf(w’ h’) =

fz+h) = f(z) +hfi(@) +... + %h"fn(x) + o(h™),

y en tal caso, se dice que f,(z) es la n-ésima Derivada de Peano de f en z.

Inversamente, no es cierto que las funciones que tienen Derivada de Pea-
no sean Derivables Riemann, aunque en 1936 Marcinkiewicz y Zygmund
[MZ] demuestran que la existencia de la n-ésima Derivada de Riemann en
un conjunto implica la existencia de la n-ésima Derivada de Peano en casi
todo el conjunto.

Mas adelante, en 1967, Ash estudié los casos de las Derivadas de Rie-
mann Generalizadas en su tesis doctoral [A] a propuesta de Zygmund. Las
definiciones de estas derivadas generalizadas utilizan los valores de la fun-
cién en puntos que no tienen por qué estar simétricamente distribuidos,
como ocurre en las Derivadas que utiliza Riemann en su tesis. No obstante
siguen manteniendo las mismas propiedades con respecto al concepto cldsico
de Diferenciabilidad y con respecto a la Derivada de Peano.

En la segunda parte de la memoria (Capitulo 3) exponemos el estudio
que se ha desarrollado, a propuesta del profesor Ash, sobre las Quantum
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Derivadas que se definen de manera similar al concepto de ser Derivable
Riemann, tanto generalizada como no generalizada.

Dada una funcién real de variable real y un punto = # 0 se define la
n-ésima Quantum Derivada de f en el punto £ como:

Daf(z) = lim Daf(z,9),

donde D, f(z,q) se define por induccién de la siguiente manera:

D f(z,q) flgz) ~ 1(=) (q;z - SJ; (z)
Dusif(ng) = ZefERO=Pfl2)

Este concepto de n-diferenciabilidad, que para n = 1 coincide con el
concepto clasico de Derivabilidad y que tiene algunas carencias como no
estar definido en el origen, se generaliza en esta memoria de la siguiente
manera. Observamos que la n-ésima Quantum Derivada se puede expresar
como:

> Ar(g)f (¢%=)

. k=0
(}I_I)I}_ (q _ 1)”1 xn ? (2)

para ciertas funciones medibles Ay y para ar = k (Lema 3.41). Asi, dados
unos nuimeros agp, a1, ... , 4y distintos entre si y unas funciones medibles
Ao(g), Ai1(q), ..., Anlg), el limite (2) serd una n-ésima Quantum Deriva-
da Generalizada cuando sea una extensién de la n-ésima Derivada clésica.
Esto ocurre cuando las funciones medibles y los niimeros distintos entre si
cumplen la propiedad de que el limite coincide con la n-ésima Derivada para
los polinomios de grado menor o igual que n en el punto z = 1. Esta es
la definicién, que introducimos en la Seccién 3.1, de cudndo unas funciones
Ao(q), -.. , An(q) son coeficientes asociados a unos niimeros distintos entre
sf ag, ..., an, que llamamos exponentes (Definicién 3.13).

También vemos en esta seccidn algunas propiedades de estos coeficientes.
Principalmente se demuestra que las funciones que son coeficientes asociados
a nimeros estdn acotadas en un entorno de uno (Proposicién 3.14).

En la Seccién 3.2 definimos el limite (2) como la n-ésima Quantum
Derivada Generalizada con respecto a {ag,...,an; 40(q),..., An(g)} cuan-
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do las funciones medibles Ag(q), ..., An(q) sean coeficientes asociados a los
nimeros distintos entre si ay, .. ., a, (Definicién 3.16).

Vemos que, efectivamente, son extensiones de la Derivada cldsica (Co-
rolario 3.18). Mis aiin, todas las Quantum Derivadas Generalizadas son
extensiones de la Derivada de Peano (Proposicién 3.17), es decir, cualquier
n-ésima Quantum Derivada Generalizada coincide con la n-ésima Derivada
de Peano en caso de que ésta exista.

Por el contrario, para n > 1 existen funciones que tienen alguna n-ésima
Quantum Derivada Generalizada en un punto sin tener n-ésima Derivada de
Peano, y por tanto sin ser n veces Diferenciable. Incluso se pueden encontrar
funciones que tengan alguna n-ésima Quantum Derivada Generalizada en un
conjunto de medida positiva sin ser n veces Derivable en ningin punto del
conjunto (Corolario 3.21). Pero:

isi una funcién tiene una n-ésima Quantum Derivada
Generalizada en un conjunto, entonces tiene n-ésima (3)
Derivada de Peano en casi todo el conjunto?

Nuestro principal objetivo en esta segunda parte de la memoria es inten-
tar dar respuesta a esta cuestién, y nuestras herramientas més importantes
son las ideas que aparecen al resolver la pregunta para el caso de las De-
rivadas de Riemann, en vez de las Quantum. Principalmente tomamos las
ideas de dos trabajos: el de Marcinkiewicz y Zygmund [MZ], quienes dan
respuesta afirmativa a la pregunta para las Derivadas de Riemann no ge-
neralizadas, como comentamos anteriormente; y el de Ash [A], que para el
caso de las Generalizadas también da respuesta afirmativa. La gran dife-
rencia entre las Quantum Derivadas y las Derivadas de Riemann es que los
coeficientes no son constantes, lo que dificulta considerablemente la prueba
de los resultados.

Siguiendo en la Seccién 3.2, vemos algunas propiedades de las Quantum
Derivadas Generalizadas. Asi, demostramos en el lema del desplazamien-
to (Lema 3.23) que existe una relacién entre las Quantum Derivadas que
tienen iguales coeficientes pero exponentes trasladados. También probamos
que las funciones que tienen alguna Quantum Derivada Generalizada estin
localmente acotadas en casi todo (Lema 3.24).

Como observaron Fejzi¢ y Weil [FW] en el caso de las Derivadas de
Riemann, en las demostraciones de estos lemas surgen problemas de que
ciertos conjuntos no son medibles; por esta razén tenemos que introducir
en los preliminares conceptos relacionados con la medida exterior de Lebes-
gue, especialmente la definicién de cubierta medible de un conjunto arbitra-
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rio. Necesitamos que las cubiertas medibles sean invariantes por funciones
diferenciables, resultado que probamos en el capitulo de los preliminares
(Lema 1.2).

A partir de los resultados que se ven en la Seccién 3.2, podemos dar
respuesta afirmativa a la pregunta (3) para el caso n = 1 (Corolario 3.26).
Para demostrar este resultado nos apoyamos en un conocido teorema de
Denjoy [D] que nos asegura la Derivabilidad de una funcién en casi todo un
conjunto supuestas ciertas acotaciones sobre las pendientes de las secantes.

Este resultado de Denjoy es generalizado por Marcinkiewicz y Zygmund
[MZ] para las n-ésimas Derivadas de Peano con técnicas profundas del
Anilisis Armoénico. Esta generalizacidn es una de las herramientas que men-
cionamos antes y que utilizamos en esta memoria. Por ejemplo, en la Sec-
cién 3.3 el ultimo paso para dar respuesta positiva en el caso de las segundas
Quantum Derivadas Generalizadas es el resultado anterior de Marcinkiewicz
y Zygmund. El primer paso es reducir el problema, mediante las propieda-
des de la Seccién 3.2, al caso en que los exponentes son 0,1 y a, con a mayor
que 1. Este caso se puede tratar siguiendo [MZ] aunque, como comentamos
anteriormente, el hecho de que los coeficientes no sean constantes complica
sustancialmente las demostraciones.

Para terminar el Capitulo 3 exponemos esencialmente el trabajo reali-
zado junto a Ash y Catoiu sobre las Quantum Derivadas sin generalizar.
En la Seccidén 3.5, vemos que estas derivadas son una caso particular de las
generalizadas y respondemos a la pregunta (3) de manera positiva sea cual
sea el nimero natural n (Corolario 3.45). Para demostrar este resultado
relacionamos estas derivadas con un caso particular de Quantum Deriva-
da Generalizada con exponentes 0,1,2,4,...,2"! (Lema 3.43) para el cual
podemos dar también respuesta positiva a la pregunta en la Seccién 3.4.

En esta seccidén, estudiamos unos casos particulares entre los que se en-
cuentra el anterior. Primero demostramos, de manera no trivial, que son
realmente Quantum Derivadas Generalizadas, y después damos respuesta
afirmativa a la pregunta para las n-ésimas derivadas de estos casos particu-
lares. La demostracién de este resultado sigue la misma linea que la prueba
para las segundas Quantum Derivadas Generalizadas de la Seccién 3.3.

El problema que queda abierto es si para n > 2 hay alguna n-ésima
Quantum Derivada Generalizada que exista para una funcién en un conjunto
de medida positiva sin que exista la n-ésima Derivada de Peano de la funcién
en todo el conjunto; o por el contrario, se sigue teniendo respuesta afirmativa
a la pregunta (3) para cualquier n-ésima Quantum Derivada Generalizada.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Sobre la Teoria de la Medida

En esta primera seccién, vamos a recordar algunos conceptos y resultados
sobre la Teoria de la Medida. Todos ellos aparecen en la mayoria de los libros
que tratan con cierta profundidad este tema. También incluimos ciertos
lemas que se utilizan en el desarrollo de la memoria, pero que se apartan un
poco del eje principal.

o La medida exterior de Lebesgue de un subconjunto F de la recta real
se define como:

(o0} o0
|EJ* = inf {Zlong([i) : (I;) sucesién de intervalos, E C U Ii} .
i=1 =1
e Un conjunto G es medible Lebesgue si |E|* = |[ENG|*+|E < G|* para

cualquier conjunto E. La medida de Lebesgue de un conjunto medible
G es su medida exterior y se representa |G|.

Es conocido que la clase de los conjuntos medibles forman una o-lgebra
en la recta real, es decir, contiene al vacio y es cerrada por uniones numera-
bles y por complementacién.

e Sea A una clase de subconjuntos de un espacio arbitrario X. La menor
o-algebra que contiene a A se llama o-dlgebra generada por A.

e Se dice que B es un conjunto de Borel de un espacio topoldgico X si
pertenece a la o-algebra generada por la clase de los conjuntos abiertos.

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Se tiene que cualquier conjunto de Borel de la recta real es medible
Lebesgue. Asi, hablamos de manera indistinta de conjunto de Borel o de
Borel medible.

¢ Una funcién real de variable real f es medible Lebesgue o, abreviando,
medible, si f~1(B) es medible para cualquier conjunto de Borel B. Si
las imdgenes inversas son todas Borel medibles, entonces se dice que
f es Borel medible. De manera aniloga, se definen las funciones Borel
medibles entre espacios topoldgicos.

Centrandonos en el intervalo [0,1] con la medida de Lebesgue, sea (f)
una sucesién de funciones reales medibles definidas en [0, 1]. Consideremos
los conjuntos de la forma:

IBYN B N...0 71 (Bn)

con n un numero natural y By, Bs,...,B, Borel medibles de [0,1], y sea
A la clase de todas las posibles uniones finitas y disjuntas de los conjuntos
anteriores.

Observemos que un punto z pertenece al conjunto f; ' (B1)N...Nf; 1 (By)
si y sblo si (fi1(z),..., fn(z)) pertenece al rectdngulo By X ... X Bp; y, por
tanto, que si tenemos dos rectingulos disjuntos, By X... X B, y A1 X...X Aqp,
entonces los conjuntos f;Y(By) N...N f7NBy) v fi (A1) N...0 f7H(AR)
también son disjuntos.

Asi, como la clase de todas las posibles uniones finitas y disjuntas de
rectangulos es un dlgebra [H, Sections 33 y 37], tenemos que A es un algebra.

Por otro lado, esta claro que la o-4lgebra que genera A es la menor o-
algebra que hace que las funciones f,, sean medibles, es decir, es la o-dlgebra
generada por la sucesidn (fy)-

De esta manera tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.1. Si F es un subconjunto medible de [0, 1] de medida positiva perte-
neciente a la o-dlgebra generada por (fr), entonces para cualguier constante
¢ € (0,1) existen n natural y By, Bs, ..., By, Borel medibles tales que:

n

N

i=1

>c

(B

Fn ﬁ fi_l(Bi)
=1

Demostracién. Por [H, Section 13, Theorem D], dado € > 0 existe A perte-
neciente a A tal que |F' A A| < ¢|F|. En particular:
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1—-¢
Al. 1.1
4 (L1
Y como A es uni6n disjunta de conjuntos de la forma £, (B1)N...Nf; 1(By),
llegamos a que existe uno de tales conjuntos cumpliendo la tesis del lema.
Este dltimo paso se demuestra por reduccién al absurdo. Supongamos
que A es la unién disjunta de A;,..., A,. Entonces si paratodoi=1,...,n:

IFOA > (1-¢)|F| >

1—¢
Fn4; < Aql,
P oAl < T 1A
sumando desde ¢ = 1 hasta n, llegamos a una contradiccién con que A
cumpla (1.1). a

Este tltimo razonamiento se repite varias veces a lo largo de la primera
parte de la memoria.

Por otro lado, cualquier subconjunto arbitrario E de la recta real cumple
que:

|E|* = inf {|B| : B abierto, E C B}. (1.2)

e Un conjunto G es una cubierta medible! de un conjunto arbitrario E
si G es un medible que contiene a F tal que |E|* = |G|.

Observamos que dado cualquier subconjunto de la recta real siempre
existe una cubierta medible; méds concretamente, una cubierta medible que
sea un (5. Ademds, si G es una cubierta medible de E, entonces se ve
facilmente que aG + b es una cubierta medible de aE + b, donde a y b son
nimeros reales.

Nosotros vamos a necesitar una generalizacién de este resultado para N-
funciones continuas, es decir, para funciones continuas que llevan conjuntos
de medida nula en conjuntos de medida nula.

Lema 1.2. Sea ¢ una N-funcidn continua. Si G es una cubierta medible de
E, entonces ¢(G) es una cubierta medible de o(E).

Demostracion. Todo medible se puede descomponer en un conjunto de me-
dida nula y un F,,. Por tanto la imagen de un medible mediante ¢ es medible,
ya que lleva conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula por ser

'En inglés measurable cover.
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N-funcién y lleva compactos en compactos por ser continua. En particular
©(G) es medible.

Esté claro que ¢(FE) C ¢(G). Asi pues, s6lo falta demostrar que j¢o(G)| <
lp(E)|*. Sea B un abierto que contenga a @(FE), entonces tenemos que:

le(@)] < |e (G~ ™' (B))| +1Bl;
como ¢~ !(B) es un medible que contiene a E, y G es una cubierta medible
de E, tenemos que |G \ ¢~ 1(B)] = 0. Y como ¢ es una N-funcién, el
primer sumando de la derecha de la desigualdad anterior es nulo. Asi, para
cualquier abierto B que contenga a ¢(E):

lp(G) < |BI,
es decir, por (1.2), [p(G)| < |o(E)|*. o

e Se dice que un punto z es un punto de densidad exterior de E si

lim lEN(z ~ h,z + h)| _

1.
h—0+ 2h

En el caso en que F sea medible, se dice que z es un punto de densidad
del conjunto F.

De esta manera, siendo G una cubierta medible de E, = es un punto de
densidad exterior de F si y sélo si £ es un punto de densidad de G. Para
probarlo, se puede suponer que la medida exterior de E es finita y, en ese

caso, basta observar que para cualquier conjunto medible H, |[EN H|* =
|G N HI:

IENH* < |GNH| = |G|-|G~ H|
— |B] - |G~ H]
< |B] - |E~ A" (13)
- |EnH

Asi, casi todos los puntos de un conjunto E son puntos de densidad
exterior de E. Esto se puede deducir de lo comentado anteriormente y del
conocido Teorema de Densidad de Lebesgue que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.3. [RS, Theorem 21.29] Casi todo punto de un conjunto
medible G es un punto de densidad del conjunto G.

e Se dice que una sucesién de conjuntos medibles, (Cy), se contrae acep-
tablemente a x si cumple las siguientes dos condiciones:
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- lim |Ch]=0;y

n—-+00

— existe una constante ¢ > 0 tal que si J,, representa el menor inter-
valo cerrado centrado en el punto = que contiene a C,, entonces,
cuando n es suficientemente grande, se tiene que:

|Cnl
A >ec. (1.4)

De esta manera se cumple el siguiente resultado. Para facilitar la lectura,
incluimos una prueba de él a partir del Teorema de Densidad de Lebesgue,
aunque hay pruebas directas como en [R1, Theorem 8.8].

Lema 1.4. Si (C,) se contrae aceptablemente a un punto de densidad de
G, entonces:

. |GNC,]
A

Demostracion. Por reduccién al absurdo, si existe € € (0,1) tal que para
una, subsucesién k,, tendiendo a infinito:

|G NC, | < (1-¢)|Cral,

entonces, si G¢ es el complementario de G, llegamos a que:

(& C
Tk | T | k| 1|
Esto es una contradiccién con que z sea un punto de densidad de G. a

Hacemos notar que si en vez de tener una sucesién de conjuntos tenemos
una coleccién, como ocurre en la demostracién del Lema 3.22, se obtienen
resultados andlogos. Concretamente, si (Cg)genr, con N un entorno de 1, se
contrae aceptablemente a un punto de densidad de G, entonces |G N Cy| ~
|Cyl, es decir:

. |GnC
lim ~——l al =1
=1 |Gyl
Entendiéndose que (Cy)qcn se contrae aceptablemente a x si cumple que
liuﬁ {Cql = 0 y que existe una constante ¢ > 0 tal que:
q
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1Cql
—L >c (1.5)
gl =
cuando q estd préximo a 1, siendo J, el menor intervalo cerrado centrado en
el punto z que contiene a C;.

Los siguientes resultados sobre medibilidad que vemos en esta seccién
tratan de mostrar que ciertas funciones ¢ llevan medibles en medibles y que
la medida de cada conjunto ¢(B) guarda cierta relacién con la medida del
medible B.

¢ Se dice que una funcién ¢ conserva la medida si para cualquier medible
B, se tiene que ¢(B) es medible y tiene la misma medida que B.

Es conocido que las funciones absolutamente continuas llevan medibles
en medibles. Ademds se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.5. [HS, Theorem 18.17] Una funcion f definida en un in-
tervalo [a,b] de la forma:

f() = fla) + / " o(t)dt

para alguna funcidon integrable ¢, es absolutamente continua en [a,b] y cum-
ple que su derivada coincide con ¢ en casi todo [a,b].

Teorema 1.6. [HS, Corollary 20.5] Sea ¢ una N-funcion continua y
mondtona con dominio [a,b] y rango [a,B]. Entonces ¢ es absolutamente
continua y para cualquier funcién integrable f se liene que:

B b
| 1wy = [ stet@Nie @)ds.
« a
A partir de estos dos teoremas deducimos el siguiente lema.

Lema 1.7. Sean A C [a,b] un medible Lebesque y ¢ la funcion definida en
[a, b] por:

T

o(e) = [ Xa(t)dr
a

donde X4 representa la funcion caracteristica del conjunto A. Entonces ¢
es una funcidn absolutamente continua que cumple que |p(B)| = |A N B
para todo B medible Lebesgue.
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Demostracion. La funcién ¢ cumple las hip6tesis del Teorema 1.6, por tanto
es absolutamente continua, y ademas para cualquier B medible:

b

(4]
o(B)| = /0 X () )y = / X () (0(2)) | (2)dz;

por el Teorema 1.5, tenemos que:

b
lp(B)| = / X () (0(@)) Xa(@)dz = [AN o ((B));

y esta dltima medida es igual a la medida del conjunto A N B, ya que los
puntos de A que estén en el conjunto ¢~ 1(p(B)) sin ser puntos de B no son
puntos de densidad de A y, por tanto, tienen medida nula. En efecto, sea
z perteneciente a A \ B tal que ¢(z) € ¢(B). Como z no pertenece a B
existe y distinto de z y perteneciente a B tal que ¢(z) = ¢(y). Asi, por la
definicién de ¢, la medida del conjunto A en el intervalo de extremos z e y
es nula y, en consecuencia, z no es un punto de densidad de A. O

Siguiendo con el problema, de ver cuando ciertas funciones llevan conjun-
tos medibles en conjuntos medibles, nos encontramos con una situacién en
la que tenemos que utilizar algunos resultados de la teoria de los conjuntos
analiticos. Todos los que se utilizan en este trabajo aparecen en [C].

e Un espacio polaco X es un espacio topoldgico separable que es metri-
zable por una métrica completa.

Por ejemplo X = [0, 1] con la métrica usual es un espacio polaco.

e Se dice que un subconjunto E de un espacio polaco X es un conjunto
analitico si es la imagen de otro espacio polaco Y por una aplicacién
continua de Y en X.

Entonces se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 1.8. [C, Proposition 8.2.3] Cualquier Borel medible de un
espacto polaco es un conjunto analitico.

Teorema 1.9. [C, Theorem 8.4.1] Cualguier conjunto analitico de un
espacio polaco X es universalmente medible, es decir, medible respecto de la
complecién de cualquier medida de Borel finita sobre X.
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Teorema 1.10. [C, Proposition 8.2.6] Sea f una aplicacion Borel me-
dible entre espacios polacos X e Y. Si A es un conjunto analitico de X,
entonces f(A) es un conjunto analitico de Y.

Ahora enunciamos y probamos un lema que se utiliza en el segundo
capitulo de esta memoria. En él vemos algunas propiedades que tiene el
limite puntual de funciones Borel medibles que conservan la medida.

Lema 1.11. Sea () una sucesién de aplicaciones Borel medibles de [0, 1]
en si mismo que conservan la medida, tal que existe su limite puntual en

[0,1]. Sea:

p(z) = nlgrl-loo n(z) para todo z € [0,1].

Entonces para cualquier B Borel medible se tiene que p(B) es medible Le-
besgue y su medida cumple |p(B)| > |B|.

Demostracion. Como ¢ es una aplicacién Borel medible entre espacios Po-
lacos, lleva conjuntos analiticos en conjuntos analiticos. En particular, por
el Teorema 1.9 y por la Proposicién 1.8, la imagen de todo conjunto de Borel
es medible Lebesgue, ya que la medida de Lebesgue es la complecién de la
medida de Lebesgue sobre los Borel medibles.

Veamos ahora que para cualquier Borel medible B, |¢(B)| > |B|. Fijado
B Borel medible, basta probar que para cualquier subconjunto cerrado A de
medida mayor que 1— |B]| se tiene que AN@(B) # ¢. Sea A un subconjunto
cerrado de medida mayor que 1 —|B)|, y consideremos los conjuntos ¢, }(A).
Como ¢, conserva la medida tenemos que |¢,([0,1])| =1 y por tanto:

lon (A)] = len(prn ' (A)] = len([0,1]) N A] = |4].

Asi, por el lema de Fatou:

|A| = limsup/X¢;1(A) < /limsupX%l(A).

Como el conjunto A tiene medida mayor que 1 — |B|, existe z € B tal que
lim sup X p=104) (z) = 1. En efecto, por reduccién al absurdo, si para todo
z € B el limite superior no es uno, entonces es cero. Por tanto llegamos a
la siguiente contradiccién:

A S/limsu X -1 =/ limsupX -1, <1—|B|.
|4 PX,m1(4) . o= (A) |B|
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Asi, existen infinitos n tales que ¢, (z) € A para un punto z perteneciente
a B. Como A es cerrado, p(z) € A y por tanto el conjunto AN ¢(B) no es
vacio. O

Observemos que con las hipétesis del lema anterior, la funcién limite
puntual no tiene por qué conservar la medida. Consideremos la siguiente
funcién:

T siz €[0,1/4)
) z+1/2 size[1/4,1/2)
V@)=Y z-1/2 size[l/2,3/4)
z si z € [3/4,1)].

Esta funcién 9 lleva [0,1/4) U [3/4,1] en si mismo por la identidad, y de
manera lineal intercambia los conjuntos [1/2,3/4) y [1/4,1/2),

1/4 1/2 3/4

| '\ ¢ /| |
4 1 N N N :
|

WAVAN N |

1/4 1/2 3/4

Es facil ver que 1 es Borel medible y que conserva la medida. Sea 1 = 9
y para cada n > 1:

n—1(2 n—1{(2z — 1 1
¢n($)=¢1T($)X[o,1/2)(l')+¢ 1 $2 )+ Xp/2,1(2)-

Sin ser demasiado preciso, 1, actiia sobre cada uno de los intervalos diddicos
de la forma [k/2",(k + 1)/2™) como actda 1 sobre [0,1), y por tanto ¥,
mantiene las mismas propiedades que 9. Observemos que si consideramos
los puntos de [0, 1) en su desarrollo binario (que no sean todos unos a partir
de uno), la funcién 1 cambia las dos primeras componentes del desarrollo
entre si; por ejemplo, (0.01101011...) = 0.10101011... Y la funcién 1,
cambia las componentes n-ésima y (n + 1)-ésima.

Consideremos la sucesién de funciones (¢,) donde ¢, se obtiene compo-
niendo las n primeras 1, es decir, @, = ¥p 0 Yp—10... 09 0 9. Estas
funciones siguen cumpliendo las propiedades de ser Borel medibles y de
conservar la medida. Sin embargo, si ¢ es el limite puntual de la sucesién
tenemos que ¢({0,1/2)) = [0, 1).
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[0,1/2)
‘i

19 19

. . , @2 (10,1/2)
Y.

— #3(0,1/2))
A A

4 ([0,1/2))

En efecto, observemos que ¢, —; desplaza la primera componente n lugares
hacia la derecha, desplazando un lugar hacia la izquierda la segunda, la
tercera... hasta la n-ésima componente. Por tanto dado z = 0.z1z3... €
[0,1) se tiene que el punto 0.0z1z9 ... € [0,1/2) verifica:

©(0.0z125...) = ngrfoo 0n(0.0z122...) = ngrfoo 0.z1... 2,102y, ... = T.

1.2 Sobre acotaciones de determinantes

Para terminar con los preliminares, vamos a demostrar un resultado que
nos sirve para ver, en la Seccién 3.1, que los coeficientes de las Quantum
Derivadas Generalizadas estan acotados.

Hacemos notar que el resultado que vamos a probar se obtiene como
consecuencia de teoremas ya existentes sobre los determinantes de ciertas
matrices, exactamente, sobre los determinantes de las matrices que resultan
de quitarles cierto nimero de filas y columnas a la matriz de Vandermonde.
El valor de estos determinantes estd calculado en funcién de los polinomios
simétricos (ver [E, Theorem 4.7] o [HI, Section 13.7]).

Aqui damos una prueba diferente que aligera la notacién de las pruebas
de los resultados comentados anteriormente y cuya herramienta bésica es el
desarrollo de Taylor.
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Como suele ser habitual, f*¥) representa a la k-ésima Derivada de f; si
k = 0, entonces f(© = f. En esta seccién, usamos también la notacién f,
para la funcién potencial: f,(q) = ¢%, donde @ es un nimero real.

Lema 1.12. Sea n > 1 un numero natural. Para cualesquiera ay,az,...,0y
nimeros reales y ki, ks, ..., k, nimeros enteros no negativos cumpliendo:

2

se verifica que los vectores infinitos vy,v2,3,...,Un Son linealmente depen-
dientes, donde, para j = 1,2,...,n, el vector v; es:

(18,18, 80, A2 @, 4D, ).

Demostracién. Por induccién sobre n. Para el caso n = 2 la tinica posibili-
dad es k; = ko = 0 y, por tanto, los dos vectores v; y v son iguales ya que
todas sus componentes son 1.

Supongamos que tenemos el resultado para n — 1, vedmoslo para n. Si
existe ig tal que k;, > n — 1, aplicamos la hipétesis de inducci6n a los a; y
los k; salvo los correspondientes al indice %,

ki +ka+...+k < (n>’

-1
kl+,..+ki0—1+ki0+1+"'+kn<(;L>—(n_1):(n2 ).

Asi, obtenemos que n — 1 vectores de v;,v2,vs,...,v, son linealmente de-
pendientes y, en consecuencia, lo son los n vectores.

Si para todo i se tiene que k; < n—1, basta demostrar que para cualquier
nimero a y cualquier entero no negativo k menor que n — 1, el vector:

v= (£, 100, 10, #8212 )..)

pertenece al espacio vectorial generado por los siguientes n — 1 vectores:

(1, 1 , 1 , 1 , 1 ,..),
( 0 b 1 ? 2 Y 3 3 4 3 R )’
(o, 12 , 22 , 3 . £ . .) (16

4n—2
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ya que tendriamos n vectores vy,vs,vs,...,U, €0 un espacio vectorial de
dimensién n — 1.

Si k = 0 todas las componentes del vector v son 1. Si0 <k <n-—1
tenemos que:

(1) =a(a—1)(a—2)...(a — k+1) = p(a),
donde py, es un polinomio de grado k sin término constante. Si el polinomio
es:
pr(a) = cra + 62a2 +...+ ck_lak_l + a,k,

entonces podemos expresar v como combinacién lineal de k vectores de (1.6),
pues para todo %:

fi(:)(l) =ciai +cpa®i® + ... + ck_lak_lik"l + aFik.

O
Proposicién 1.13. Sean i1,12,...,i, nimeros enteros no negativos y sean
a1,a9,...,a, nimeros reales, entonces cuando q tiende a 1:
i1a i1a i1a
q'l 1 q‘l 2 q.l n
12Q 204 120
q 201 q 202 . q 20n

=0 ((q - 1)(’5)) :

qina1 qina2 qinan

Demostracion. Sea g(q) el determinante anterior. Utilizando el desarrollo

de Taylor de g en el 1, basta demostrar que para todo k < (’2‘) se tiene

g¥ (1) =0.

Recordando que la Derivada de un determinante es la suma de todos los
determinantes que se obtienen derivando una sola columna, tenemos que la
k-ésima Derivada de g es:

) 1&g ... 15
k k kn
Rl N A C) BUTS e )

9= >

ki1+...tkn=Fk

g g . fEg)
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Y asi, para k < (5), g‘¥)(1) = 0, ya que cada uno de los determinantes
tiene vectores columnas linealmente dependientes por el Lema 1.12, puesto
que son parte de los vectores que alli aparecen. O

Observemos que en el caso i; = j — 1 el determinante del enunciado
anterior no es mis que el determinante de la matriz de Vandermonde de

a1 G2 Q
q 7q )“‘)qn7

1 1 ... 1
g q*? ees q*
V(qm , qaz’ . qan) — q2a1 q2a2 L qzan
JnDa e g(n—lan

Y en este caso, como para cualquier a y b niimeros reales se cumple:

¢~ ¢’ ~(a—-b)(g—1), (1.7)

obtenemos directamente:

V(g™,q%,..,a™)| = [[(* - ) = [[ (@~ am)a - B (18)

m<l m<l



Capitulo 2

CONJUNTOS DE
UNICIDAD DE SISTEMAS
DE FUNCIONES
INDEPENDIENTES

Nos situamos en el espacio de probabilidad [0, 1] con la medida de Lebesgue,
que representamos por |- |. Y consideramos los sistemas ortogonales en
L2{0, 1}, es decir, las sucesiones de funciones medibles no idénticamente nulas
(fn) tales que, para todo n y m naturales, se tiene que:

1
/0 Fonl@) fu(@)dT = b,

siendo &, ,, la delta de Kronecker. También, como es habitual, adoptamos

la siguiente notacién:
1 1/2
([ 174
0

Iflloc = inf{C :|f(z)| < C para casi todo z € [0, 1]}.

£ 1l

Dado un sistema ortogonal (f,) en L?[0,1], se dice que un conjunto
E C [0,1] es un conjunto de unicidad para el sistema (fn) si los tnicos
coeficientes (a,) que cumplen:

29
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o0
Z an fn(z) = 0 para todo z € [0,1] \ E,
n=1

son los nulos. De esta manera, si E es un conjunto de unicidad, su comple-
mentario determina las series en el siguiente sentido: si dos series coinciden
en él, entonces tienen los mismos coeficientes.

Asi, nosotros decimos que un conjunto A determina para el sistema (f5)
si su complementario es un conjunto de unicidad para el sistema, es decir,
si la dnica serie que se anula en él es la de coeficientes nulos.

Ademaés, decimos que F es un conjunto de unicidad débil para el sistema
(frn) silas tinicas series que se anulan fuera de E son realmente sumas finitas.
Y, de manera coherente, diremos que un conjunto determina débilmente si
su complementario es un conjunto de unicidad débil.

Para el caso particular del sistema ortogonal (r,) formado por las fun-
ciones de Rademacher,

rn(x) = sign sen (2"nz) paran =1,2,3,...,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1. [SU, Theorem 1] Cualquier conjunto E C [0, 1] de medida
menor que 1/2 es un conjunto de unicidad para el sistema de Rademacher y
para cualquiera de los sistemas que se obtienen al permutar las funciones del
sistema. Ademds, si E no tiene medida total, es decir, si |E| < 1, entonces
E es un conjunto de unicidad débil para cualquier permutacion del sistema
de Rademacher.

Profundizando un poco més se demuestra que existen conjuntos de unici-
dad de medida total. Mas concretamente, existen conjuntos numerables que
determinan para cualquier permutacién del sistema de Rademacher. Esto
se deduce del siguiente teorema, tomando el conjunto F de medida mayor
que 1/2 y aplicando el Teorema 2.1.

Teorema 2.2. [B, Theorem 1] Para cada conjunto F C [0,1] de medi-
da positiva existe un subconjunto numerable A de F tal que para cualquier
permutacion ¢ si:

o0
Z anTo(n)(z) = 0 para todo z € A,

n=1

entonces la serie converge o cero también en F.
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Como se ve en la siguiente seccién, una de las propiedades que tienen las
funciones de Rademacher es que son funciones independientes. El trabajo
de este capitulo se centra en observar hasta qué punto la independencia es
clave en los resultados sobre los conjuntos de unicidad para este sistema.

2.1 Funciones Independientes

Se dice que una cantidad finita de funciones reales medibles definidas en el
intervalo [0,1], fi1, f2,-.., fn, son independientes si para cualesquiera By,
Bs, ..., B, Borel medibles, se tiene que:

N 5718 =[] 1B
=1 =1

Veamos unos ejemplos de funciones independientes que nos ayudan a
comprender mejor el concepto de independencia en este sentido probabilis-
tico y que se utilizan a lo largo de este capitulo. Los ejemplos se construyen a
partir de unas funciones constantes en intervalos [KS, Chapter II, Theorem
1]'. Grificamente, supongamos que tenemos las siguientes dos funciones
constantes en intervalos:

fi f2
Q] —fe———————eswm—
b3 1

a EN —————
2 T m——

by + ——

Consideremos fi = fi1 y f2 la funcién que se obtiene al representar en cada
uno de los intervalos donde f; es constante la funcién fy de manera propor-
cional:

!Esta construccién fue utilizada en los afios 30, por la escuela polaca (Steinhaus, Mar-
cinkiewicz, Zygmund,. .. ).
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fe

b3 + — s

b1 e - —

by | — -_— —
De esta manera las funciones fi, fo son independientes ya que:

[t (aa) 0 £ )| = 1B = |7 ea)] |f7 ()] -
Obsérvese ademéas que la funcién f; tiene la misma funcién de distribucién
que fo, es decir, para todo B Borel medible | iy 1(B)] = ‘ f{ L(B)

Si tenemos n funciones constantes en intervalos, fl, fz, ceey fn, construi-
mos 7 funciones independientes fy, fo,..., fn, tomando f; = fl, y una vez
construidas fi, fo,..., fi—1, para construir f; representamos proporcional-
mente ﬁ en cada intervalo donde las funciones fy, fa,..., fi—1 sean todas
constantes a la vez.

Con més precisién decimos que una funcién f es constante en intervalos
si se puede representar de la siguiente manera:

f@) =) aXy(z)
k=1

siendo {I : k natural} una particién en intervalos de casi todo (0,1). Es
decir, los intervalos Ij son disjuntos dos a dos y la medida de la unién de
todos ellos es uno.

Por cuestiones técnicas, el vacio se considera como un intervalo para esta
construccién, de modo que la particién pueda ser finita. Por el contrario,
los conjuntos unitarios no se consideran como intervalos; de esta manera, un
intervalo, o bien tiene medida positiva, o bien es el vacio.

Supongamos que tenemos n funciones constantes en intervalos, es decir,
parat=1,...,n:

fi(x) = Z ci:XI}; (z)
k=1
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con {I! : k natural} una particién en intervalos de casi todo (0,1). Para
obtener las funciones independientes, tomamos fi = f1y Jr = [, ,% para todo
k natural,

filz) = E ciX g, ().
keN
Para construir f,, representamos proporcionalmente fg en cada intervalo
donde f; es constante, es decir, en cada Ji,. Sean pues, ar, = infJg, ¥y
Jk1 ea) = Oy + Iy |12, si J, es 10 vacio; y Jig, k,) vacio si Jg, también lo
es. Entonces definimos:

2
fa(z) = Z ckZXJ(kl:kz)(x)'
(k1,k2)€EN?
Graficamente, considerando el ejemplo anterior, tenemos los siguientes sub-
intervalos de (0, 1):

J Je J.
_ 2 s

L

Jay  Ja.e) Jas  Jen  Jes) Jeo Js,2) J(3.3)

I | (- | — ] 1 |
r 1 1 L 1 ! I 1

J(2,2)

De esta manera f; y fo son constantes en los intervalos J; para todo
le N2

Para obtener las demds funciones independientes adoptamos la siguiente
notacién. Dado I € N¢, [(j) representa la componente j-ésima de ! para
0<j <4, yl v Kk representa:

I ~k=((),...,1(5),k) € Nt

para k natural. Definimos para ¢ > 0:

fil@) =) ciyX ()
leN?
donde los conjuntos J;, con I € N?, son intervalos que se definen por induc-
cién sobre ¢ de la siguiente manera. Siendo poco precisos, para k natural
yl eN, Jix = ap + |J1|I};+1, donde a; = infJ;. Siendo més precisos y
definiendo paralelamente los puntos a; para ciertos I:

=1 Sea Ji = I} para todo k natural. Y, si Ji no es vacio, a; = inf J.
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G+1) Sea Jj~r =a;+ |J¢|I};+1 para k natural y I € N¢ tal que J; no es vacio,
y sea Jy~k el vacio si J; también lo es. Y a;~r = inf Jj~ si el conjunto
no es vacio.

Veamos algunas propiedades de estos intervalos y de estas funciones que
acabamos de definir analiticamente, antes de demostrar que son funciones
independientes.

Proposicion 2.3. Suponiendo que cada vez que aparezca a; damos por su-
puesto que el intervalo J; es no vacio, se tienen las siguientes propiedades
para i,k naturales y l;,1ly € N*:

i
1 i
(@ Vil = N or tanto 1y = TT 11
J:
(b) Si I;*! es no vacio y ai™l = inf It™1 | entonces ay, ~k = @y, +as™|J, |-
(c) {J;:1 € N*} es una particidn de casi todo (0,1) y por tanto las funcio-
nes f; estdn bien definidas. Ademds, {J;, ~m : m natural} es una par-
ticion de casi todo Jj,, mds concretamente, de casi todo (ay, , ay, +|Ji,|)-
En particular, Ji, ~x C (a1, 0y, +|J1,]) C Jy-

(d) Siz € Jy, entonces fj(z) = (’{1(1') para todo j < i natural. Dicho de
otra manera, las funciones fy,..., f; son todas constantes a la vez en
cualgquier intervalo J; con l € N*.

(e) Sea t € [0,1] tal que z = ay, + t|Jy,| € Iy, e y = ay, + t|Ji,| € Iy,
entonces para todo nimero natural j > i se tiene que f;(x) = f;(y).

(f) fi y fi tienen la misma funcién de distribucién. En particular, para
cualquier funcion ¢ real de variable real se tiene que:

[ otianas= ["o(fiw)

supuesta la integrabilidad de uno de los dos miembros.

Demostracion. Las propiedades (a) y (b) se comprueban inmediatamente
de la definicién de los intervalos J;. Para probar la propiedad (c) basta
tener en cuenta la definicién de los intervalos y el hecho de que, para cada
4, {I} : m natural} es una particién de casi todo (0,1). La propiedad
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(d) se obtiene por la definicién de fj, ya que por la propiedad anterior
z € Jiy C Ju, 1), 1) .

Para, la prueba de (e), consideremos para cada [ € N/, con j natural, los
siguientes conjuntos que son de medida nula por la propiedad (c):

o0
N =J~ U Jiam:

m=1

Observemos que dado | € N/, si tenemos s € [0,1] tal que el punto
z = a; + s|Jj| pertenece a Jj, entonces z pertenece al conjunto Ji~m para un
natural m si y sélosi s € .

Por tanto, si z e y son los puntos de la hipétesis de (e), tenemos que
x ¢ Ny siysélosiy¢ Ny, yen este caso existe un natural m tal que
z € Jij~m € Y € Jipm-

De esta manera hay dos casos. Si z € N;, e y € N, entonces tenemos
que fiz1(z) = 0 = fiy1(y). Ademds, en este caso, se tiene que ni = ni y
pertenecen a los intervalos J; para l € N/ con j > i, por la propiedad (c).
Por tanto, a partir de esto, fj(z) = 0 = f;(y) para todo j > i, es decir, ya
hemos probado (e) para este caso.

En el otro caso, = ¢ N;, e y ¢ Ny,, ya hemos visto que existe un natural
m tal que £ € J, ~m € Y € JipAm- Luego, por definicién de fi41, tenemos
probada la tesis de (e) para j =i+ 1,

firr(z) = &t = fia(v).

Ademss, en este caso, existe s € [0,1] tal que z = @y ~m + 8|J~m| €
Y = @iy + 8|Jip~m|- Efectivamente, como z € Ji ~m, existe s € [0,1]
tal que = = ay ~m + 5|Jy~m|- Asi, tenemos que ay, ~m + 8|JlyAml = ar, +
t|Ji,|- Por las propiedades (a) y (b) obtenemos que t = abtl + s| Y.
Y como y = a;, + t|J},|, utilizando nuevamente (a) y (b), llegamos a que
Y =0 ~m+ lelgnm|~

De esta manera, y en este caso, llegamos a la hipétesis de (e) para i+ 1.
Por tanto, reiterando el razonamiento de manera inductiva, se prueba que
para todo j > i, f;(z) = fj(y) si z e y cumplen las hipétesis de (€).

Por tltimo, para probar (f), es decir, para probar que para todo B Borel
medible se tiene que:

571 = ||,

definimos los siguientes conjuntos de indices: K = {k : k natural, ¢, € B}
y L ={l € N*: [(i) € K}. Por la propia definicién de la funcién f; y por ser
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{J; : 1 € N*} una particién de casi todo (0, 1), tenemos que:

1£71B)| =Y 1l

el

por las propiedades (a) y (c), llegamos a que:
7@ = X0 1Al YR =Y1K,
leNi—1 keK keK

y para terminar, observamos que por la definicién de f; y por ser {I,’c :
k natural} una particién de casi todo (0,1), se tiene que:

TGS

keK

O

Proposicion 2.4. Las funciones f1, fo,-.., fn, construidas a partir de unas
funciones constantes en intervalos por el método anterior, son independien-
tes.

Demostracion. Ya hemos visto que, por la propiedad (c), las funciones estan
bien definidas, ya que los intervalos J; no se solapan.

Para ver que son independientes, sean Bi, Bs,..., B, Borel medibles.
Definimos los siguientes conjuntos de indices: K; = {k : k natural, ¢ € B;}
yLi={leN:i(5) € K} parai=1,...,n.

Consideremos el conjunto formado por la unién de todos los intervalos .J;
talquel € L = {l € N* : [(i) € K; parai = 1,...,n}. Teniendo en cuenta
(d), (¢) y las definiciones de las funciones fi,..., f,, este conjunto tiene la
misma medida que el conjunto f;'(B;) N...N £ 1(Bn),

=Y 1l

leL

() £71(B)
i=1

Por la propiedad (a) y aplicando la propiedad distributiva del producto con
respecto a la suma, se sigue que:

=S T =11 S 17

el i=1 i=1keK;

() 7By
=1

Como {J; : | € N*"1} es una particién de casi todo (0,1) podemos introducir
los siguientes factores:
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n

={ I TI >0 1l X o)

k€K, =2 \leNi-1 keK;

() 571 (By)
i=1

Y utilizando la propiedad (a) y la definicién de las funciones, llegamos a la
conclusién que queremos:

() £71(B:)
i=1

~TIX 1 =TT 1570,
i=1

i=11leL;

a

Las funciones de Rademacher aparecen como un caso particular de este
tipo de funciones independientes. Se obtienen a partir de la sucesién de
funciones constantes en intervalos:

Fn = X(0,1/2) - X(1/2,1) para n = 1,2 e

Aparte de estas funciones independientes que son constantes en inter-
valos, existen funciones independientes que son continuas ([S, Section 6.9]
o [GZ]). Se demuestra que si tenemos dos funciones continuas e indepen-
dientes u y v, entonces la imagen de [0, 1] por la aplicacién compleja u + v
es todo el cuadrado [0,1]2. Y se puede utilizar la funcién de Peano, que
tiene la propiedad anterior, para demostrar la existencia de las funciones
independientes y continuas.

Terminamos esta seccién enunciando un par de resultados que utilizamos
mas adelante.

Lema 2.5. [KS, Chapter II, Theorem 4] Si f y g son dos funciones
independientes integrables, entonces fg es integrable y :

[ 1@ = [ s@as [ storan

Lema 2.6. [H, Section 45, Theorem B] Si f,g,h son funciones inde-
pendientes, entonces f y g + h también lo son.
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2.2 Sistemas de funciones independientes

Se dice que una sucesién de funciones reales (f,) en [0,1] es un sistema de
Junciones independientes si para todo n natural, fi, fa,..., fn son indepen-
dientes.

Un ejemplo de sistema de funciones independientes lo constituye el sis-
tema de Rademacher. También cualquier permutacién del sistema de Rade-
macher es un sistema de funciones independientes, ya que la definicién no
depende del orden de la sucesién. Observamos, ademds, que si variamos los
valores de las funciones de una sucesién independiente en un conjunto de
medida nula, la sucesién obtenida sigue siendo independiente.

Para M > 1 representamos por Fys la clase de todas las funciones me-
dibles f de media cero, varianza uno y acotadas por M, es decir, tales que:

1
A.ﬂm=Q Il =1, [Iflleo < M. (21)

Las funciones del sistema de Rademacher estian en JF;. Nosotros, fijado
M > 1, estudiamos los conjuntos de unicidad para los sistemas de funciones
independientes en Fyy.

La condicién de que la media es cero nos asegura que las funciones son
ortogonales pues por el Lema 2.5 para todo m # n:

1 1 1
/0 fm(fc)fn(m)dx=/0 fm(a:)dm/O fn(z)dz = 0.

Con respecto a las otras dos condiciones, sin ellas no se puede generalizar
los resultados del sistema de Rademacher vistos al principio del capitulo.
Veamos, por ejemplo, que si no se cumple alguna de las dos condiciones,
entonces pueden existir conjuntos de medida tan pequefia como gueramos
sin ser conjuntos de unicidad, ni siquiera en el sentido débil.

Dado € € (0,1/2), consideremos una serie de niimeros positivos &, > 0
que sume ¢. Definimos la siguiente sucesién de funciones constantes en
intervalos:

1—e,

gn(z) = Xpp(2) — Xrz(z)

n

donde I} = (0,1 —¢,) e I} = (1 — &,,1). Esta sucesién tiene las siguientes
propiedades:

1 1/2
~ - 1-¢ N 1—¢
[ gtz =0, taala = (1252) 7, gl = 2252

Sn n
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A partir de (§,) construimos la sucesién de funciones independientes
(g9n) como en la seccién anterior. Las funciones g, siguen cumpliendo las
tres propiedades anteriores (Proposicién 2.3 (f)).

Sea (by,) una sucesién de nimeros reales no nulos tales que su serie sume
cero. Entonces la serie:

angn(a:)=0 sizeF= n{zE[O,l]:gn(z)=1}.

n=0 n=1

Veamos que el conjunto F tiene medida mayor que 1—¢. Para ello escribimos
su complementario como unién disjunta de la siguiente manera:

O,UNF=J{z€0,1]:g1(z) =1,...,9n-1() = 1, 9a(2) # 1},

n=1

por tanto, como las funciones g, son independientes y para todo a la me-
dida g7 ({a}) coincide con la medida de g,'({a}), el complementario tiene
medida menor que &,

0,1NF|=Y (1-e)l—¢)...(1—ca-1)en < D en=¢.
n=1 k=1

Hemos encontrado un conjunto £ = [0, 1]\ F' de medida menor que ¢ que
no es de unicidad para g, ni siquiera en el sentido débil. Pero este conjunto
tampoco es de unicidad para el sistema f, = gn/||gnll2. Observemos que
para este sistema la condicién que falla de (2.1) es la de la norma infinito:

/0 fadz =0, Ifallz =1, ||fnnoo=( ) S oo

En

Para. la otra condicién, E no es un conjunto de unicidad para el sistema
fn = gn/llgnlloo. Para este sistema, || fy|l2 = 0 cuando n — +oo.

Entrando en el estudio de los conjuntos de unicidad para un sistema
de funciones independientes (f,) cumpliendo (2.1), estudiamos primero los
conjuntos de constancia del sistema (f,) que son los conjuntos de la forma:

{x €[o,1]: Zanfn(:zz) = u}
n=1
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dados 4 una constante y {a,) una sucesién no nula, es decir, una sucesién
que tiene algin término no nulo.

Vemos en la siguiente seccién que existe una constante que sélo depende
de M, tal que todos los conjuntos de constancia de cualquier sistema de
funciones independientes en Fjs tienen medida menor que esa constante.
De esta manera podemos encontrar una cota que nos asegure que cualquier
conjunto de medida menor o igual que dicha cota es un conjunto de unicidad
para, cualquier sistema independiente en Fys.

2.3 Conjuntos de constancia

Se debe notar que, aunque nos situamos en el espacio de probabilidad [0, 1]
con la medida de Lebesgue y con funciones reales, los resultados que se
obtienen en esta seccién y en la siguiente son véalidos en cualquier espacio
de probabilidad no atémico y con funciones tomando valores en cualquier
espacio normado de dimensién finita, sin variacién en las constantes que se
obtienen.

Empezamos el estudio de los conjuntos de constancia, con el siguiente
lema.

Lema 2.7. Sea d € (0,1). Para todo conjunto B Borel medible de didmetro
menor o igual que d y para toda funcion f perteneciente a Fpr se tiene:

- M?
BN < spra—a

Demostracién. Sea B un Borel medible de didmetro menor o igual que d y

f € Fur tales que | f “1(B)| > 0 (si la medida es cero, el resultado se tiene
trivialmente). Definimos Ap como la media de la funcién f en f~1(B),

1
AB = T1rmv / f(z)dz,
If~Y(B) J -1y )
y representamos por gp la funcién:

98 = ABXp-1(g) + [Xp 1~ s-1(B)-

Como B tiene didmetro menor o igual que d, se tiene que:

Nfll2 = llgsllzl < IIf —gBll2 £ d.
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Ya que d < 1y la varianza de f es uno, (1 —d)? < |lgs||3. Por definicién de
gpB y teniendo en cuenta que f esta acotada por M:

(1—d)? < llgsll3 < A8l |f7UB)| + M*(1 - |fH(B)));

con lo que:

((1—d)? — M?) + M?|f~(B)|

Agl2 > 2.2)
sl 71(B) (
Por otro lado, como f tiene media cero:
rn[£7B)| = - [ (@) da;
[0,1]Nf~1(B)
y utilizando de nuevo que f estd acotado por M, tenemos que:
M1~ |f1(B))
ABl <
el < =)
Combinando esta iltima desigualdad con (2.2), obtenemos que:
(A -d)? - M%)+ M2|f(B)| _ M2(1—|f71(B)))?
|f=H(B) e
es decir:
M2
-1 s —
,f (B)’ = M2+ (1—d)2
O

La estimacién obtenida nos da la menor constante que acota superior-
mente la medida de los conjuntos de constancia de las funciones f en Fyy.
Concretamente:

Nota 2.8. El miximo de las medidas de los conjuntos de constancia de las
funciones pertenecientes a Fas es:

M2
M2+1
Efectivamente, por un lado kps es una cota superior ya que, dada una

funcién f € Fps y una constante p, para cualquier d € (0,1) tenemos por el
lema anterior:

kn =
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2
He €[0,1]): f(z) = u} = |f ({p})] < M—zj%:@—z‘

Por otro lado kas es la menor, ya que la funcién:

1/ M

pertenece a Fy y cumple que |f~({1/M})| = kn.

Sin embargo, kas no es la mejor constante del lema (salvo en el caso
M = 1), ni siquiera para d suficientemente pequefio. Por ejemplo, dado
€ < M — 1/M consideremos la siguiente funcién:

1/M+el
1/M — &
0 a l=; 1
— M+ —
M? M2(M? 4+ 1)

con a =

= . dlculo algo tedi
2(M2+1_M€)Yb (2 1 1) — (Me)? Un célculo algo tedio-

so permite comprobar que la funcién pertenece a Fps. Y ademds, la medida
de la imagen inversa del intervalo [1/M —¢,1/M + €] es b, que es mayor que

kar.

Esta constante kjs también nos acota superiormente las medidas de los
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conjuntos de constancia de los sistemas independientes en Fjs, como vemos
a continuacion.

Teorema 2.9. Sean (f,) una sucesidn de funciones independientes en Fyy,
(an) una sucesion no nula de nimeros reales y p una constante. Entonces:

{:c €[0,1]: Zanfn(a:) = u}
n=1

Ademds la constante kps se alcanza.

M2
Skv =357

Demostracién. Vamos a demostrar que dados (f,), (an) y p tales que la
medida de:

F={:1:€[0,1] : Zanfn(x)=u}.
n=1

es mayor que kps, entonces la sucesién de los coeficientes (a,) es la nula.
Como los coeficientes juegan papeles simétricos, basta demostrar que a; = 0.

La idea para demostrar que a; = 0 es encontrar dos puntos z e y cum-
pliendo que fi(z) y fi(y) no disten menos que una constante y que las
series:

Z an fn(Z), Z anfuly)
n=1 n=1

sean tan proximas como queramos.
Fijamos d préximo a cero tal que:

M2 M?
MEA1 S MPr(1-dp

Dado £ > 0, F estd contenido en la unién, cuando ¢ varia en los niimeros
naturales, de los conjuntos:
< } .

Foe=() {x efo,1] :
P>g

Ya que la sucesién (Fg ), es creciente y |F| > Ky, podemos fijar ¢ > 1 tal

que |Fy | > K. Asi para todo z,y € F,, . se tiene que:

kv = = Kgq < |F|.

p
Z anfn(x) — K
n=1

q

3" au(fal@) — Ful))

n=1

< 2e.
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Supongamos que hemos encontrado dos puntos z,y € Fy . tales que:

[fi(z) — fi(y)] > d/2 (2.3)

aallfa(®) = fa®)] < 55 pATAR=2,... .0 (2.4

Entonces tenemos por estas tres tltimas propiedades:

g‘ia‘ll < Ia1f1($)—a1f1(y)l

< Zan fn(z) — Ialy +Z|an“fn z) — foly |
< 25+22+n
n=2

< 3¢

Por lo tanto basta encontrar z,y € Fy . tales que cumplan (2.3) y (2.4)
para obtener que a; = 0.

Para cada n natural con 2 < n < ¢, sea P, una particién numerable
de la recta real en Borel medibles de didmetro menor que £/2"|a,|, enten-
diéndose que si a, = 0 entonces no hay restricciones sobre los didmetros de
los conjuntos de P,. Consideremos los siguientes conjuntos medibles:

() 77 (An),

n=2
donde A, € P,. Estos medibles forman una particién numerable de [0, 1].

Teniendo en cuenta que |Fy | > Ky, existen 41 € P1,..., Ay € P, tales que
si:

q
H= n fn 1(An)a
n=2
entonces |F, . N H| > K, |H|. Buscamos ahora z,y € F, N H que cumplan
(2.3), ya que por estar en H cumplen (2.4).
Seaz € F,,NH cualquiera y B el intervalo centrado en f;(x) y didmetro
d. Por el Lema 2.7, l fl“ ] < K. Utilizando la independencia de las

funciones, vemos que la medida del conjunto F;. N H es mayor que la de
ffHB)NH,
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|/7HB)NH| = |f7Y(B)||H| < K4|H| < |Fpe 0 HI,

y por tanto, podemos encontrar y € Fg . N H que no estd en f Y(B). Asi,
existen z,y € F, . N H tales que:

[f1(z) = fi(y)| = d/2.

De esta manera ya hemos visto que kps acota las medidas de los conjuntos
de constancia. Veamos ahora que kps es el maximo de estas medidas.

Sea fn, para todo n, la funcién f definida en la pagina 42, es decir,
la funcién que vale 1/M en (0,kp] y —M en (kum,1). Y consideremos
la sucesién (fy,) de funciones independientes que se obtiene a partir de la
sucesién de funciones constantes en intervalos (f,) como en la Seccién 2.1.
Esta sucesién estd en Fps por la definicién de las funciones f, y por la
Proposicién 2.3 (f).

De esta manera, para la sucesién numérica (a,), donde todos los coefi-
cientes son nulos salvo el primero, se tiene que:

{a: €1[0,1] : Zanfn(m) = %}
n=1

— k.

O

El hecho de que la sucesién (a,), que define el conjunto para el cual
se alcanza la constante kjs, sea nula a partir de un término no es una
casualidad. De hecho, como se deduce del siguiente teorema, las sucesiones
(an) que definen conjuntos de constancia con medida positiva son nulas a
partir de un término.

Teorema 2.10. Sean (f,) C Fur independientes, p una constante y (an)
una sucesion de numeros reales que no se anule a partir de un término.
Entonces:

=0.

{w €0,1): Y anfnle) = u}

Demostracion. Tenemos que demostrar que si (f,), (an) y 1 son tales que
el conjunto:

F= {‘T € [0, 1] : Zanfn(w) :/l'}

n=1
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tiene medida positiva, entonces a partir de un término los coeficientes a,,
son nulos.

Como F pertenece a la o-4lgebra generada por (f,), por el Lema 1.1
existen p natural y By,..., B, Borel medibles tales que si:

4
G=)51(By).
i=1

entonces |G N F| > kar |G|
Vamos a demostrar que a, = 0 para todo n > p. Para ello, tomamos
d € (0,1) tal que:

M? M? |GNF
< =Kg< .

M2+1  M?2+(1-d)2
Para demostrar que ap4; = 0 se razona de forma parecida a como se
prueba que a; es cero en el Teorema 2.9. Dado € > 0, consideramos los

conjuntos Fy. y fijamos ¢ > p + 1 tal que |GNF, | > K4|G|. Entonces
existe un conjunto H de la forma:

by =

p q

H=(f"4a)n [ (4
i=1 t=p+2

tal que |H N F, | > Ky|H|, donde los conjuntos Aji,...,Ap, Apyo,..., 44
son Borel medibles cumpliendo que para cada n el didmetro de A,, es menor
o igual que €/(2"|an|) y paran = 1,...,p, A, estd contenido en B,.

Y razonando como en el Teorema 2.9, se puede encontrar z,y € HNF, .
tal que |fpy1(z) — fp+1(y)] > d. Se sigue que apy; = 0 y por tanto, se
demuestra que a, = 0 para todo n > p. O

Si consideramos el sistema de funciones independientes en Fys que se da.
al final de la demostracién del Teorema 2.9, podemos encontrar conjuntos
de constancia de medida positiva que tienen n coeficientes distintos de cero,

{m €[0,1]: ) flz) = —nM}
k=1

Como consecuencia de los dos teoremas demostrados tenemos el siguiente
resultado que extiende el Teorema 2.1 ya que k; = 1/2.

=(1—-ky)" >0.

Corolario 2.11. Cualquier conjunto de medida menor que la constante
1 — kp es un conjunto de unicidad para cualquier sistema de funciones
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independientes en Fyr. Ademds, cualquier conjunto de medida no total es
un conjunto de unicidad débil para cualquier sistema de funciones indepen-
dientes en Fyy.

Hacemos notar que la primera parte de este corolario también se pue-
de obtener como consecuencia de un resultado conocido [KS, Chapter 2,
Theorem 7]. Este resultado dice que existe una constante C}, tal que, pa-
ra cualquier sistema de funciones independientes en Fjs y para cualquier
polinomio P =Y _, a, f, en (fn), se tiene que:

> Ciy-

{se0u:1P@I2 3171

Con lo cual, los conjuntos de medida menor que esta constante Cj, son
conjuntos de unicidad. También hacemos notar que las técnicas utilizadas
en esta seccién son mas elementales que las usadas en la prueba del resultado
que aparece en [KS)].

2.4 Conjuntos de unicidad

En esta seccién vamos a determinar la mayor constante Cps que verifica
la primera parte del Corolario 2.11, es decir, la mayor constante Cps que
nos asegura que los conjuntos de medida menor que Cys son conjuntos de
unicidad para cualquier sistema de funciones independientes en Fjs. Para
ello introducimos la siguiente notacién. Dado un entero no negativo p, sea
a(M,p) el supremo de las medidas de los conjuntos A tales que existan
p+1 funciones independientes f1, f2, ..., fp+1 en Far y p+2 nimeros reales
a1 #0,a2 #0,...,ap41 # 0, cumpliendo:

p+1 p+1 -1
A= {.’L‘ €0,1] : Zanfn(w) = H} = (Z anfn) ({u})-
n=1 n=1

Vamos a demostrar que los valores a(M,p) son decrecientes en p, y
también vamos a calcularlos para p = 0 y para p = 1. De hecho, por la
Nota 2.8, se tiene que a(M,0) = k.

Para ver que a(M, p) es decreciente en p necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.12. Sean f una funcién real medible en [0,1] y ay el supremo de
las medidas de los conjuntos de constancia de f,
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ay = sup {|f 7 ({u})| : p nimero real} .

Para todo € > 0 existe d > 0 tal que para todo nimero real p:

|F 7 (w—d,p+8)| <ar+e.

Demostracién. Supongamos, por reduccién al absurdo, que tenemos un ni-
mero positivo € y dos sucesiones () y (0n) con d, € (0,1) y 8, — 0, tales
que para todo n:

If_l(ﬂn - 6n7“n +6n)| > af + E.

Como f toma valores reales, existe una constante N tal que la medida
del conjunto f~1(—N, N) es mayor o igual que 1 — e. Asi, para todo n,
|tn] < N + 1 y en consecuencia podemos suponer que (i) es convergente
a un nimero u. Con este niimero vamos a llegar a una contradiccién con la
definicién de ay.

Dado § > 0, existe n natural tal que |u, — p| < §/2 y 6, < §/2. Por lo
tanto:

|77 0 — 6,1+ 0)| = |F it — Ony i + 62)| > af + 6.

Tomando limite cuando § tiende a cero llegamos a la contradiccién,
|F 7 {uh)| 2 as +e
a
Proposicién 2.13. Fijado M > 1, a(M,p+1) < a(M,p) para todo p > 0.

Demostracion. Sean fi,..., fpt+o2 independientes en Fpy, a1, ..., apt2 N0 DU-
los y p una constante. Dado € > 0, aplicamos el lema anterior a la funcién
f=ai1fi+...+ apt1fpt1. Sea & > 0 tal que para todo A nimero real:

[f7'A=8A+0)| <af+e<a(M,p)+e (2.5)

Consideremos P una particién numerable de la recta real cuyos conjuntos
tenga didmetro menor que 2§. Entonces, por ser particién:

[(F + apr2fpr2) " ({uD] < D [aprafore) = B) N F7H(B)|

BeP
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Ahora, ya que f y api2fpi2 son independientes por el Lema 2.6, tenemos
que:

|(f + aprafpr2) 7 ({BD] < Y [(@prafpiz) = B)| |F(B)];

BeP

como los conjuntos de la particién tiene didmetro menor que 24, por (2.5):

[(F + aprafpi2) " ({uD)| < D (aps2fpra) ™ (1 — B)| (a(M, p) +¢).
Bep

Teniendo en cuenta que {u — B : B € P} es una particién de la recta real y
tomando limite cuando ¢ tiende a cero, obtenemos que:

p+2
{ 0 1] Zanfn = }

y en definitiva o(M,p + 1) < a( ,D). a

< oM, p);

Sabiendo este resultado y teniendo en cuenta que a(M,0) = kps, pode-
mos complementar los Teoremas 2.9 y 2.10 de la siguiente manera:

Nota 2.14. Si (f,) es una sucesién de funciones independientes en .7-"M y
para alguna constante y se tiene que:

{x €[0,1]: ) anfa(a) = u}
n=1

entonces todos los coeficientes a, son nulos excepto un maximo de p coefi-
cientes.

> a(M, p),

Efectivamente, el Teorema 2.10 implica que s6lo una cantidad finita de
los coeficientes son no nulos. Sea ¢ la cantidad de coeficientes no nulos. Por
definicién:

S O!(M,q - l)a

{w €[0,1]: Y anfalz) = u}
n=1

y por la proposicién anterior ¢ < p, es decir, hay como maximo p coeficientes
no nulos.

Para calcular a(M, 1) necesitamos el siguiente lema:
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Lema 2.15. Sea R € (0,1). Sean b; y ¢; nimeros reales del intervalo [0, R)
para j = 1,2,...,p. Si se cumple queby+...+b, <1l ycr+...+¢ <1
entonces bicy + ... +bpcp < RZ + (1 — R)2.

Demostracién. Considerando 1 — R en vez de R si fuera necesario, podemos
suponer que R > 1/2. Calculemos los extremos del conjunto convexo:

I={(b,...,0p) :b1+...+b,<1y0<bj < Rparaj=1,...,p}.

Veamos primero que si (by,...,b,) es un extremo del conjunto I, enton-
ces tiene a lo sumo una coordenada distinta de 0 y de R. Por reduccién
al absurdo, supongamos que existen ¢ # j tales que b; y b; pertenecen a
(0, R). Tomamos € > 0 tal que los nimeros b; — ¢, b; + ¢, bj —€y bj +¢
pertenezcan a (0, R). Entonces los dos puntos que se obtienen cambiando
las coordenadas b; y b; del punto (by,...,bp) por las coordenadas b; + € y
bj — €, respectivamente, o por las coordenadas b; — £ y b; + € son puntos
de I. Y por tanto, (by,...,bp) no es un extremo del conjunto, ya que es el
punto medio de esos dos puntos que pertenecen a I.

Por otro lado, como R > 1/2, tenemos que sélo puede haber a lo sumo
dos coordenadas distintas de cero. Entonces los extremos de I son:

(a) si todas las coordenadas son nulas, el origen;

(b) si todas las coordenadas son ceros salvo una, ésta tiene que ser R. Si
no fuera R perteneceria al segmento de extremos el origen y el que
tiene como 1nica coordenada no nula R;

(c) si todas sus coordenadas son nulas salvo dos, éstas tienen que ser R y
1 — R. Efectivamente, una de ellas tiene que ser R, porque no puede
haber dos coordenadas distintas de 0 y R, y entonces la otra es 1 — R,
razonando de manera parecida al caso (b).

De esta manera, fijados ci, . .., ¢p, la linealidad de byc; +. . .+byc, implica
que el maximo sobre los (b1,...,bp) € I se alcanza en un punto de los del
tipo {c), ya que ¢; > 0. Es decir, existen ¢ # j tales que bjc; + ... + bycp <
Re; + (1 — R)c;.

Aplicando el razonamiento andlogo a Rc; + (1 — R)c;, obtenemos que las
sumas by ¢y +. . .+bpcp estdn acotadas por R2+(1—R)? o por 2R(1—R). Como
el maximo de estos dos valores es el primero, tenemos que R%+(1—R)? acota
a las sumas bic; + ... + bycy, cuando (by,...,bp) €Iy (c1,...,¢) € 1. O

Mt+1

Proposicién 2.16. Se tiene que a(M,1) = e+
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Demostracion. Sean fy, fo € Fp independientes, aj,az dos nimeros reales
no nulos y p una constante. Fijado d € (0,1), consideremos una particién
numerable de la recta real P, de manera que tanto B como (u — a1B)/a
tengan didmetro menor o igual que d para todo B € P. Por la independencia
de f1 y f2 tenemos que:

[(@ufi + a2 fe) " {eD] < D | B |2 ((w — a1B)/az)] -

BeP

Por el Lema 2.7, tanto la medida del conjunto f;*(B) como la del con-
junto f;}((1 ~— a1B)/ay) estén acotadas por M2/(M? + (1 — d)?). Asi, por
el lema anterior:

4 — A4
(o1 +0212) ™ ()] < ot

Y tomando limite cuando d tiende a cero obtenemos que:

Mt4+1
< =
AM1) < Gy

Pero la igualdad se tiene considerando las dos primeras funciones de la suce-

sién (f,) que se da al final de la demostracién del Teorema 2.9, y tomando
a1=1,a2=—-1ypu=0. O

Ya podemos determinar la mayor constante que nos asegura la unicidad
de los conjuntos de medida menor que la constante.
Teorema 2.17. Cualguier conjunto medible E cumpliendo que:

2M?
( M 2 + 1)2

es un conjunto de unicidad para cualquier sucesion de funciones indepen-
dientes en Fpr que no se anulen en un conjunto de medida positiva.

|E| < =1-a(M,1),

Demostracion. Sea E un conjunto tal que |E| < 1 — a(M,1). Sean (f,) C
Fu independientes y (ap) tales que para todo z € F = [0,1] \ E:

Y anfa(z) =0.
n=1

Como |F| > a(M, 1), por la Nota 2.14 todos los coeficientes son nulos ex-
cepto quizas uno, digamos a,. Pero, éste también tiene que ser cero ya que

|f2t{oh)] =0. o
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La constante obtenida en el teorema anterior es la mejor posible, ya que
el ejemplo que se indica al final de la prueba de la Proposicién 2.16 nos da
un conjunto que no es de unicidad de medida 2M?/(M? + 1).

Por otro lado, si asumimos que las funciones f, se pueden anular en
conjuntos de medida positiva, para obtener que a, es cero en la prueba del
Teorema, 2.17 basta con que se cumpla que |F| > If,'[l({O})].

Calculemos el méximo de las medidas de los conjuntos f~1({0}) con
f € Fpr. Para toda f € Fyy, se tiene que:

1= £lI3 < M> (21— |7 ({op]);
luego |f~({0})| < (M2 — 1)/M?. Pero la funcién:

F(2) = M (Xig )(z) — Xpp11())

1

paraa = (M?—-1)/M? y b= (2M? —1)/(2M?), cumple que pertenece a Fas
y que |f~1({0})| = (M? — 1)/M?. Por tanto (M? —1)/M? es el méximo de
las medidas de las imdgenes inversas del origen por funciones en Fys.

De esta manera, siguiendo la demostracién del Teorema 2.17, se prueba
el siguiente resultado:

Corolario 2.18. Cualguier conjunto medible E cumpliendo que:
. 1 2M?
IE‘ < mln{m, m} = CM,

es un conjunto de unicidad para cualquier sistema de funciones independien-
tes en Fur.

Hacemos notar por dltimo, que si M2 < 1 + /2 entonces Cys es igual
a 2M?/(M? +1)2, y si M?> > 1 + /2 entonces Cps = 1/M?. No obstante,
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en este tltimo caso, los conjuntos E que no son de unicidad y cuya medida
cumple:

1 2M?
=73 S Bl < 7
M (M2+1)
no son de unicidad en un sentido trivial, porque su complementario est4
contenido en un conjunto donde alguna funcién del sistema se anula.

2.5 Conjuntos numerables que determinan

Ya sabemos por el Corolario 2.18, que si la medida de un conjunto es mayor
que 1 — Cyy, entonces el conjunto determina para cualquier sistema de fun-
ciones independientes en Fys. Esto evidentemente, no quiere decir que los
conjuntos de medida menor o igual que 1 —Cjs no determinen. De hecho, en
esta seccion se prueba que dado un sistema (g,) de funciones independientes
en Fjs existen conjuntos numerables que determinan para dicho sistema en
el caso de que las funciones g,, sean constantes a trozos. Es decir, en el caso
de que para cada n la funcién g, sea una funcién medible que toma una
cantidad numerable de valores, o lo que es lo mismo, sea de la forma:

gn(z) =) cfXar ()
n=1

siendo A} medibles Lebesgue disjuntos dos a dos y ¢ # ¢ para todo
k # K. Para los demds casos de sistemas de funciones independientes en
Fu se obtiene un resultado mds débil (Teorema 2.23).

Estos resultados son extensiones del Teorema 2.2 sobre el sistema de
Rademacher.

Lo primero que hacemos en esta seccién es generalizar este teorema para
los sistemas (hy) que provienen de una sucesién de funciones constantes en
intervalos mediante la construccién hecha en la Seccién 2.1.

Sea (hy) una sucesién de funciones constantes en intervalos de Fyy,

o0

iLn (.’L') = Z CZX[’? (:II)

k=1

siendo para cada n, {I} : k natural} una particién en intervalos de casi todo
(0,1). Sea (hy) la sucesién de funciones independientes que se construye a
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partir de (izn). Con la notacién de la Seccién 2.1 que utilizamos a lo largo
de esta seccion:

hn(@) = Y by X (2)-

leNm

Como las funciones h, y h,, tienen la misma funcién de distribucién, h,
también pertenece a Fps. Fijada (hy,), se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.19. Si F C [0,1] es de medida posiliva, entonces eziste un
subconjunto numerable A C F tal que si la serie

Z anhn ()
n=1

se anula en el conjunto A, entonces también se anula en F.

Demostracion. Como el conjunto F' tiene medida positiva, sabemos por el
Corolario 2.11, que determina débilmente para el sistema (hy). Con lo cual,
las series que se anulan en F' son realmente sumas finitas. Teniendo en
cuenta esto, el conjunto numerable A que vamos a construir se divide en dos
partes. Una parte, que representamos por Aj, que nos asegure que las series
que se anulen en él son realmente sumas finitas, y otra, que lamamos Ao,
que nos asegure que si las sumas finitas se anulan en él, entonces también
se anulan en todo F'.

o0
Sean Ny = [0,1] ~ U Jx, y para cada l € N":
k=1

o«
Ny =J;~ U Jinks
k=1
como en la prueba de la Proposicién 2.3. Sea N el conjunto formado por
la unién numerable de todos los conjuntos anteriores, el cual tiene medida
nula. Tomemos = un punto de densidad de F que no pertenezca a N. Asi,
existe una sucesién (k) tal que para todo n, £ € Jix,, .. x,)-

Para poder aplicar el Lema 1.4, veamos que J(x, . ,) Se contrae acep-
tablemente a x. Por ser Jy, . x,) intervalos que contienen a z, se verifica
(1.4) con ¢ = 1/2. Por otro lado, utilizando la definicién de las funciones
hy, su independencia y la Nota 2.8, se tiene que:

(7 (e

=1

[Tt < < (kp)"™ = 0
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cuando n tiende a infinito. Luego por el Lema 1.4, fijado d € (0, 1), existe
ng tal que si J = Jy, .k, ) entonces:

M2
Fn — |J| = Ky |J]|. 2.6
l J!>M2+(1_d)2|| dll ( )
El conjunto numerable A; que vamos a encontrar es un subconjunto del
conjunto no vacio F N J de la forma:

[o o]
Al = U {xna Il/n},
n=no+1

de manera que para cada n > ng, se tiene que |hn(Zn) — hn(yn)| = d/2 y
hm(zn) = hm(yn) para todo m > ng y distinto de n. Una vez obtenido Ay,
como estd contenido en J, se tiene que para todo n y para todo m < ng,
hm(Zn) = hm(yn). Asi, el conjunto A; verifica que los tinicos términos no
nulos de una serie que se anule en él son a lo sumo los ng primeros. Veamos
cémo se encuentra este conjunto A;. :

Sea n > mng un nimero natural y consideremos el siguiente conjunto de
indices:

Ty ={leN"t: (i) =k parai=1,...,no}.

Por (2.6) y por ser {J; : | € Z,,_1} una particién de casi todo J (Proposi-
cién 2.3 (c)), existe I € T,_; tal que:

|F'NJi| > KalJil - (2.7)

Veamos que existen dos puntos z, e y, pertenecientes al conjunto no
vacio F N Jj, de manera que |hn(Zn) — hn(yn)| = 4/2 Y bm(2n) = hm(yn)
para todo m > n.

Para encontrar estos dos puntos dado un indice natural r definimos el
conjunto de indices:

P, = {s: s natural, |c] — ¢}'| > d/2},
y vamos a demostrar que existen dos indices ¢ y p con p € F,, y un nimero
real ¢ € (0,1) tales que Zp, = a~g + t|J1~g| € F € yn = a1~p + t|J1~p| € F.

Es decir, vamos a demostrar que para algiin ¢ existe p € F; tal que los
conjuntos:

(F N Jlnq) = Qg y (F N Jlf\p) — Ql~p
lJlnq| lJlnpl
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tienen interseccién con medida positiva. Como estos dos conjuntos estin
contenidos en el intervalo [0,1], basta demostrar que sus medidas suman
més que uno. Es decir, vamos a demostrar que existen ¢ y p € F, tal que
mq + my, > 1, donde para r natural:

— |F N JiAr]
i [Ji~rl
81 Jj~r 1O es vacio y m, = 0 en cualquier otro caso.
Sea m = sup{m;, : r natural}.
Supongamos que m = 1. Fijamos g tal que m, sea mayor que 1+K4|Jj|—
|F N Jj|, que por (2.7) es menor que 1. Por las propiedades (a) y (c) de la
Proposicién 2.3 y por la definicién de la funcién Fin:

U Jimo| = D 1ol = 11 D [T = 11

p¢P, PEP, P¢ Py

hyt(ch — d/2,cp + d/2)].

Asi, por el Lema 2.7 la medida de la unién de los intervalos Jj~ tales que
s ¢ Py, tiene medida menor o igual que Kg4|Ji|. De esta manera, podemos
acotar inferiormente la siguiente medida:

FlJ Jimp| 2 [F0J = |F0 | Jing| 2 1F 0TI = Kal i,
pEF, pEF,

y por tanto existe p € P, tal que |F N Jy~p| > (|F N Ji| = Kg|Ji])|Jinpl, con
lo que obtenemos que mg + mp > 1.

Supongamos ahora que m < 1. Teniendo en cuenta que Ky > 1/2,
fijamos ¢ tal que (1— Ky)(1—mg) < K4(1—m). Seam' = sup{m, : s € Py}.
Por ser {J}~s : s natural} una particién de casi todo J; (Proposicién 2.3 (c))
y por las definiciones de m y de m/, se tiene que:

IFOG] =Y IF O Jinal + Y IF O Jinsl Sm Y [ Jims] +m > Jnsl-
s¢FPy s€Fy s¢P, s€Fq

Si b representa a > gp |1 7|, teniendo en cuenta que |Jj~s| = |Ji||I7] (Pro-
posicién 2.3 (a)), tenemos la siguiente desigualdad:

|F 0 Jy| < m|Jifb+m'|Ji|(1 = b).
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Como por el Lema 2.7 se tiene que b = |h,’;1(c{; ~d/2,cy +d/2)| < Kg y
ademds m > m/, deducimos que:
|F 0 | < m|Ji|Kq +m'|J|(1 - Kq).

Ahora por (2.7), K; < mK; +m/(1 — K;). Asi, por la eleccién de ¢ y por
esta dltima desigualdad:

(1-Kg(1 - mq) <K4l-m)< (- Kd)m'.

Luego mgq +m' > 1 y en particular, existe p € P, tal que mq +m, > 1.
Asi, para los indices g y p que hemos encontrado con p € Py y mg+mg >
1, tenemos que existe un punto ¢ con 0 < ¢t < 1, perteneciente al conjunto:

(F N Jlnq) — Ql~g ﬂ (Fn Jlnp) = Ql~p
|Jlnq| |Jlnp|

De esta manera, los puntos zn, = @y~g + t|Jj~q| € Yn = ap~p +t|J1~p| Perte-
necen a F'NJ; y verifican que A, (zn) = hm(yn) para m > n (Proposicién 2.3
(), y que |hn(zn) — ha(yn)| > d/2, ya que z, € Jrngs Yn € Jlnp yp€E PR,

Definimos A; = J,,5p,{%n,¥n}, entonces 43 C F N J y determina
débilmente. Efectivamente, si tenemos una serie tal que:

[e o]
Z anhy(z) = 0 para todo z € Ay,

n=1

entonces para todo n > ng, considerando los puntos z, e y, se tiene que
an = 0, ya que las funciones h,, evaluadas en estos dos puntos para m = n
distan més de d/2, y para m # n coinciden. Incluso cuando m < n ya que
ambos puntos estan en J; para el mismo indice | € N*~1,

Una vez que tenemos que las tinicas series que se anulan en A; son sumas
finitas de las np primeras funciones hq, ..., hy,, €scojamos un subconjunto
finito Ay de F' que nos asegure que si las sumas finitas se anulan en Ay
entonces se anulan en F.

Para ello, sea Ay C F finito tal que el conjunto formado por los vectores
(h1(y), ..., hny(y)) con y € As sea una base del espacio vectorial de dimen-
sién finita generado por el conjunto {(hq(z),...,hn,(z)) : z € F}. De esta
manera, si tenemos una suma, que se anula en As,

no
Z anhy(z) = 0 para todo z € A,,

n=1
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el vector (ay,...,an,) es ortogonal a todos los vectores (hi(x),...,hny(2))
con z € Ay, y por tanto:

no
Z anhp(z) = 0, para todo z € F.

n=1

En definitiva, el conjunto A = A; U A3 es un subconjunto numerable de
F que cumple la tesis del Teorema. O

El teorema que acabamos de demostrar es una generalizacién del Teore-
ma 2.2 ya que, por la construccién del conjunto numerable A, éste verifica
la tesis del teorema para cualquier permutacién del sistema (hy,). Lo mismo
ocurre con el siguiente teorema que se demuestra (Teorema 2.21).

Por otro lado, en la construccién del conjunto A; realmente no necesita-
mos que los puntos z,, e y, del conjunto verifiquen que |hn(zy) — hn(yn) >
d/2, sélo hace falta que los valores sean diferentes, hy,(z,) # hn(yn). Pero
gracias a esta construccién tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Sea F un conjunto de medida positive y d € (0,1). En-
tonces existen un subconjunto numerable Ay C F y un numero natural ng
cumpliendo que, fijado € > 0 y ¢ un nimero real, si:

i anhn(z) — c

n=1

< € para todo = € A,

entonces los coeficientes a,, verifican que para todo n > nyg, |an| < 4e/d.

Hacemos notar que si en las hipétesis de este corolario el conjunto F
tiene medida mayor que kjs y d es suficientemente pequeho tal que kps <
K4 < |F|, entonces la tesis del corolario anterior es cierta para ng = 0, es
decir, se tiene la acotacién para todos los coeficientes. Esto es debido a
que en la demostracién del Teorema 2.19 se puede considerar el intervalo
J =10,1], que cumple (2.6).

Observar que, en este caso, el corolario también es cierto para cualquier
permutacién de (hy,).

Estudiemos ahora el caso mas general, donde los sistemas independientes
estan formados por funciones constantes a trozos, es decir, por funciones que
toman una cantidad numerable de valores. Para estos sistemas obtenemos
los mismos resultados que acabamos de ver para los sistemas de funciones
constantes en intervalos.
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Fijamos (g,) una sucesién de funciones constantes a trozos e indepen-
dientes en Fjs. Para cada n podemos escribir:

n(@) =) X ap(2)
k=1

siendo { A}, : k natural} una particién de [0, 1] de conjuntos medibles Lebes-
gue y cp # cj para todo k # k'

Teorema 2.21. Si F C [0,1] es de medida positiva, entonces eziste un
subconjunto numerable A C F tal que si la serie:

Z angn(T)
n=1

se anula en el conjunto A, entonces también se anula en F.

Demostracion. Al igual que en la demostracién anterior, el conjunto A estd
formado por un conjunto numerable A; que nos asegure que los coeficientes
de las series que se anulen en él son nulos a partir de un término fijo ng; y
por un conjunto finito Ay que nos asegure que las sumas finitas de las ng
primeras funciones que se anulen en él se anulen también en todo F.

La construccién de As se hace de igual manera que en el teorema ante-
rior una vez hallado ng. Asi, nos centramos exclusivamente en construir el
conjunto A;

Para construir este conjunto podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que cada conjunto A}, o bien es el vacio, o bien es Borel medible de
medida positiva. Para ello, basta variar las funciones de la sucesién en un
conjunto de medida nula N, y construir el conjunto numerable A; contenido
en F'\\ N. También podemos suponer que F' es Borel medible, considerando
un Borel con la misma medida de F' contenido en éL

En cuestién de notacién, para cada [ € N sea:

B[ = All(l) ﬂ “ee ﬂ A?&n).

Observemos que para cada n, {B; : | € N"} es una particién de [0,1].
Ademis, cada elemento de la particién B;, o bien es vacio, o bien es un
Borel medible de medida positiva. Exactamente, por la independencia del
sistema (gp,), la medida de B es:

|Bi| =

n
(1 Al
k=1

n n n
Mo (ehwy)| = TT |oi* ()| = TT | 4y - 2®)
k=1 k=1 k=1
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La idea para la construccién de A; es reducirnos mediante un “cambio
de variables” ¢ a una sucesién de funciones constantes en intervalos (hy).
Para ello, ¢ lleva los conjuntos B; en los intervalos J; que aparecen en la
construccién de la Seccién 2.1. El principal problema que surge, aparte de
la notacién, es encontrar un “cambio de variables” adecuado que, ademads
de cumplir lo anterior, verifique que ¢(F) es medible y que su medida es
positiva.

Veamos primero, cudles son los intervalos J; y el sistema (h,) de funcio-
nes constantes en intervalos al cual nos reducimos. Para ello, definimos a;,
para cada ! € N” por induccién en n de la siguiente manera.

(n=1) Sean a1 =0y apy1 = ap + |Bp| para p > 0.
(n+1) Sean aj~1 = 61 Y Gn(pt1) = Gl~p + |Bi~p| paral € N* y p > 0.

Entonces, sean para todo | € N":

Ji = (ar, a1 + |Bil) = (a1, aqu),... i (n—1),1(n) +1))

si B; no es vacio y Jj el vacio si B; también lo es. Y definimos:

—_— n
ha(@) = ) iy X (@)-
leNn
Observemos que por la definicién de los a;, esta sucesién proviene de una
sucesién de funciones constantes en intervalos, segin la construccién de la
Seccién 2.1. Concretando un poco mas, proviene de la sucesion:

hn(z) =) ciXrp (o)
k=1

donde para cada n los conjuntos I} son intervalos abiertos ordenados de
longitud la medida de A}. Entendemos por ordenados que si tenemos dos
indices k < k' tales que los intervalos I} e I}, son no vacios, entonces el
extremo superior I}} es menor o igual que el extremo inferior de I}},.

Ya que |I}}| = |A}|, se puede comprobar que los intervalos J; que hemos
definido coinciden con los intervalos J; que se obtienen en la Seccién 2.1 a
partir de los intervalos I}.

También se puede comprobar que las funciones h, y g, tienen la misma
funcién de distribucién, ya que para todo I, |J;| = |By|. Y por tanto la
sucesién de funciones constantes en intervalos e independientes (hy,) esta en
Fum. "
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Por otro lado, para construir el “cambio de variables” ¢ que nos lleve
las funciones g, a las funciones h,, construimos primero para cada n otro
“cambio de variables” ¢,. Este va a llevar los conjuntos B; a los intervalos
J; para todos los indices | € N" y, en consecuencia, para todos los indices
l € N™ con m < n. Y después tomamos el “cambio de variables” ¢ como el
limite puntual de los ¢y,.

Fijamos n y consideremos las funciones ¢,, de [0, 1] en si mismo definidas
por:

onle) = 3 xa @) (a+ [ xa ).

leNn

donde los coeficientes a; son los definidos anteriormente. Observemos que
para todo | € N*, ,(B;) C [ai,a; + |Bil], es decir, ¢y (B;) estéd contenido
en la clausura del intervalo J;. Ademds, @, es Borel medible y conserva la
medida?. Efectivamente, es Borel medible ya que los conjuntos B son Borel
medibles y las funciones:

Yi(z) = a + /0 ’ Xp, (t)dt,

para cada [ € N, son continuas, en particular, Borel medibles. Ademaés,
como son absolutamente continuas llevan medibles en medibles, y por tanto
para cualquier B medible, ¢, (B) también es medible, ya que por ser {B; :
I € N*} una particién de [0, 1], se tiene que:

en(B) = |J %i(BN By).
leNr

Para ver que ¢, conserva la medida, aplicando el Lema 1.7 a cada %y, ob-
tenemos que |¢;(B N B;)| = |B N By|. Por otro lado, como J; son disjuntos
tenemos que, para todo [ # I, la interseccién de los conjuntos (BN By) y
1y (B N By) tiene medida nula, ya que la interseccién es como maximo un
extremo del conjunto J;. De esta manera, obtenemos que ¢, conserva la
medida,

len(B) = | | w(BNB)| =Y lh(BNB)| =Y |BNB|=|B|.

leNn leNn leNm
2En la prueba de [CO, Lemma 3] aparece la transformacién ¢, para dos conjuntos y

se indica que cumple las dos propiedades mencionadas arriba. También verifican que son
inyectivas salvo en un conjunto de medida nula.
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Veamos ahora que las funciones ¢, tienen limite puntual para poder
aplicar el Lema 1.11. Dado z € [0, 1], por ser {A} : k natural} una particién
de [0, 1] para cada n, existe una sucesion (k) tal que:

X
ze ()AL, (2.9)
n=1

Asi, para cada n, T € B(,,..k,) ¥, POT tanto, ¢,(z) pertenece a la clausura
del intervalo Jix, . k,)- Las clausuras de estos intervalos forman una sucesién
de intervalos encajados con longitud tendiendo a cero. En efecto, por la
definicién de los intervalos J; y por (2.8) tenemos que:

n

[k, | = [Bkr,e)| = H |A%y. |5

m=1

y, por la definicién de las funciones g, y la Nota 2.8:

o] = TT il < (22"
(k1 yeenskin) Im \Ck,, )1 = M2+1) °

m=1

Por lo tanto existe el limite cuando n tiende a infinito de p,(z). Sea
@(z) dicho limite. De esta manera si z pertenece a la interseccién de los
conjuntos A} , entonces (z) es el tnico elemento de la interseccién de las
clausuras de los intervalos Jig, .-

Veamos que, para todo n natural, h,(@(z)) = gn(z) en casi todo [0,1].
Sea N el conjunto de puntos z tales que p(z) sea un extremo de algin
intervalo J; para algin [ € N y para algin n natural. Vamos a ver que
este conjunto N es un Borel medible de medida nula. Para ello definimos el
conjunto de indices:

Jn = {k : k natural y A} no vacio},

para cada n natural.

Dado un punto z ya sabemos que existe una sucesién (kp) tal que z
pertenece a la interseccién de los conjuntos A7 . Veamos que si z € N
entonces la sucesién (k) tiene que cumplir que a partir de un término ny,
o bien k,, es el minimo de J, para todo n > ng, o bien k, es el maximo de
Jn para todo n > ng. De esta manera el conjunto NV es un Borel medible de
medida nula, ya que es unién numerable de Borel medibles de medida nula.
Concretamente, es la unién de los conjuntos:
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0
ﬂ A;cln’
n=1

tales que (k,) cumpla la condicién dicha anteriormente.

Sea z € N y (ky) la sucesién que cumple (2.9). Esta claro que para cada
n, kn, € I,. Sea nyg, tal que ¢(z) sea un extremo de J; para algtin [ € N"°.
Como ¢(z) pertenece a la clausura de ket ooking) ¥ {J; : | € N} es una
particién de casi todo (0, 1), tenemos que ¢(z) es un extremo de J,, . k,,)-

Ahora, si ¢(z) es el extremo inferior de Ji,, .. k,,), entonces ky es el
minimo de J;, para todo n > ng. En caso contrario, si k, > k], = min J, pa-
ra algin n > ng, entonces ¢(z) no puede ser el extremo inferior de J(kl,---,kno)'
En efecto, basta observar que al pertenecer ¢(z) a la clausura de Jig, . k,)
y al estar ordenados los intervalos I7, la distancia entre ¢(z) y el extremo
inferior de J(k1,....kny) €8 POT l0 menos ’J(kl,...,kn_l,k;,)|7 que es una distancia
positiva.

Razonando de forma andloga, si ¢(z) es el extremo superior del intervalo
J(kl,---,kno)’ entonces k, es el miximo de J, para todo n > ng.

De esta manera si £ no pertenece al conjunto de medida nula N se tiene
que hp(@(z)) = gn(z). Efectivamente, sea (k,) que cumpla (2.9), entonces
gn(z) = cf_. Y por otro lado, p(z) pertenece a la clausura de Ji,,...k,) ¥,
como no es ninguno de los extremos ya que z ¢ N , hp(p(z)) también vale
-

Sea G el complementario de N. Este conjunto G es un Borel medible de
medida total tal que hy,(p(z)) = gn(z) para todo z € G.

Por el Lema 1.11, como |F NG| > 0 tenemos que el conjunto ¢(F N G)
tiene también medida positiva; por la demostracién del Teorema 2.19 existe
un subconjunto numerable A} de ¢(F N G) y un natural ng tales que si;

[o ¢]
Z anhn(z) = 0 para todo z € Aj,
n=1

entonces para todo n > ng, a, = 0. Consideremos A; como un subconjunto
numerable de F, de manera que para todo a’ € A} existe a € A; tal que
¢(a) = d/. Este conjunto A; nos asegura que las series Y oo angn que se
anulan en él son sumas finitas de los primeros ng términos. a

Igual que ocurre en el caso de los sistemas de funciones constantes en
intervalos tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.22. Sea (g,) un sistema de funciones constantes a trozos e
independientes en Fpr. Sea F un conjunto de medida positiva y d € (0,1).
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Eziste un conjunto numerable A C F y un nimero natural ny cumpliendo
que, fijado € > 0 y ¢ un nimero real, si:

Z angn(T) —

n=1

< € para todo x € A,

entonces |an| < 4e/d para todo n > ny.
Ademds si el conjunto F tiene medida mayor que kar, y d € (0,1) cumple
que kyr < Ky < |F|, se puede tomar ng = 0.

Para el caso general donde el sistema de funciones independientes en F s
sea cualquiera hemos obtenido un resultado parcial. Se puede encontrar un
subconjunto numerable que determine en otro sentido mas débil, diferente
al que aqui se ha definido.

Este nuevo sentido débil considera sélo series cuyos coeficientes tienen
ciertas restricciones. Concretamente se consideran series con coeficientes
acotadas por una sucesién fijada de antemano. Asi, dada una sucesion de
nuimeros positivos (b, ) y un sistema ortogonal de funciones ( f, ), decimos que
un conjunto F' determina para las series en (f,) con coeficientes acotados
por (by) si los dnicos coeficientes que cumplen que:

o0
Z an fn(z) = 0 para todo z € F,
n=1

y que Ja,| < b, para todo n son los nulos.

Estudios sobre conjuntos de unicidad méas débiles, en sentidos parecidos
a éste, se han hecho. Por ejemplo, se han estudian los conjuntos de unicidad
de [P, es decir, aquellos conjuntos que cumplen que los tinicos coeficientes
de I[P que hacen que la serie se anula fuera del conjunto son los nulos ([CO]
entre otros).

El resultado que se ha obtenido para el caso general de sistemas inde-
pendientes es el siguiente.

Teorema 2.23. Sea (b,) una sucesién de nimeros positivos y (fn) C Fum
un sistema de funciones independientes. Si F C [0,1] es de medida mayor
estricta que kpz, existe un subconjunto numerable A C F que determina para
las series con coeficientes acotados por (by).

Demostracién. La prueba consiste en aproximar la sucesién (f,) por fun-
ciones constantes a trozos y aplicar los resultados conocidos para este tipo
de sistema independiente.
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la sucesién (by) es
creciente y que by > 1.

Sea para cada nimero natural m:
_ Mm
T m-M-2
Sea my suficientemente grande tal que para todo m > mg se tenga que
Mp, >0y kp < b, < |F.

Fijamos m > mg. Dado mn natural y k entero, definimos el siguiente
conjunto:

M

¥ = f ([k/ Ny, (k + 1)/ Ny)),

donde N, = mb,2". Tomamos ¢} € [k/Ny,(k+1)/N,) y con valor absoluto
menor que M tal que:

AT = /A fudz.
k

Observemos que, como las funciones f, estdn acotadas por M, si |k| >
MN, + 1 entonces |A}| = 0. Consideremos la sucesién de funciones (g,)
definidas por:

+oo
go(®) = Y ciXap(a).

k=—00

Como f,, € Fpr, gn tiene las siguientes propiedades:

~ - M+2 ~
/gn dr =0, |gnll2>1- R Ignlleo < M.

Efectivamente, por la definicién de los coeficientes ¢} se tiene que las funcio-
nes gn tienen media cero y estdn acotadas por M. Para ver que las varianzas
estdn acotadas inferiormente, razonamos de la siguiente manera:

> @l -

P A

3

|faldo
k

fijado k, ambos sumandos pertenecen al intervalo de extremos |A%|k%/(N,)?
y |AR|(k +1)2/(N,)?. Asi, podemos acotar por:

(k+1)2—k*|

19113 = 1 l13] < DI AL

k

A;|
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y teniendo en cuenta que los indices k tales que |[A}| # 0 cumplen que
|k] < MN,, + 1, tenemos que:

5t = 1] < 3 1A;:12M s x 3.

como {A} : k natural} es una particién de [0,1} y Ny > 2mc; > 2m, obte-
nemos que:

|>2MNn+3 M +2

I“gn”% -1 2 (Nn)2 -~ 3

y en particular:

Sm—M—2.
m

~ M +2\1/2
Il < (1~ 252)

Sea g, = gn/l|gnlle. Se tiene que (g,) C Fp,. Asi, por el corolario
anterior, existe Ay, C F numerable tal que si:

< € para todo = € Ay,

x
> angn(z) —c
n=1

entonces |a,| < 4¢/d para todo n siendo d € (0,1) tal que kps,, < Kgq < |F|.
Observemos que tanto Ky,

(Mn)?
(Mm)? + (1 —d)*’

Kq = Kq(Mp,) =

como el sistema (g,) dependen del entero m fijado.

Sea A =Jo_ —mo Am. Claramente, A C F' es numerable. Veamos que A
determina para las series con coeficientes acotados por (by). Sea |an| < by,

y:

o0

Z anfn(z) = 0 para todo z € A.

n=1

Fijado un ndimero natural m > mg y considerando la sucesién (g,) y el
conjunto A,, asociados a m, tenemos que para todo z € A,,:
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x

< lan||gn(z) — fn(z)
1

n=

Z anl|gnll2gn (x)
n=1

L I I 1
< — <=V o2r=—_
- an Nn - m Z m,
n=1 n=1
y entonces ||gnll2lan] < 4/md. Podemos tomar d € (0,1) tal que kn,,, <
K4(My,,) < |F|, ya que de esta manera se cumple que para todo m > mq:

ka < kur,, < Kg(Mp) < Ki(Mp,) < |F|.

En definitiva, como para cualquier m > mq y para todo n natural ||gn|2
estd acotado inferiormente por 1 — (M + 2)/my, tomando limite cuando m
tiende a infinito, tenemos que los coeficientes a, son todos nulos. O

Como consecuencia de estos teoremas tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.24. Ezisten conjuntos de unicidad de medida total para cual-
quier sistema de funciones constantes a trozos e independientes en Fpr.

Ademds, para cualquier sistema de funciones independientes en Fpr exis-
ten conjuntos de medida total de unicidad para series con coeficientes aco-
tados por una sucesion fija.



Capitulo 3

QUANTUM DERIVADAS

Vamos a comenzar haciendo un pequeiio recorrido sobre distintos conceptos
y resultados de diferenciabilidad que han aparecido en la literatura ma-
temdtica y que guardan relacién con las Quantum Derivadas.

Partimos del concepto de diferenciabilidad cldsico que todos conocemos:

Definicién 3.1. Una funcidn real de variable real f, es Derivable en un
punto x si existe:

o) — tim FETD = ()

h—0 h

Por induccién, se dice que f es n veces Derivable en x cuando la funcion
f®=Y es derivable en z, y se define la n-ésima Derivada de f en T como:

9@ = (£ (@)

Si tenemos una funcién f n veces Derivable en z, aplicando la férmula
de Taylor, podemos escribir:

1
fl@+h)=f@)+hf' (@) +...+ -n—,hnf(">(x) + o(h™).
Asi, aparece el segundo concepto de n-diferenciabilidad:

Definicién 3.2. Una funcidn real de variable real f tiene n-ésima Derivada
de Peano en x si existen n constantes fi(x), fo(z),..., fn(z) tales que:

F@+h) = f(@) +hfi(z)+...+ ;11—!h" fa@) +oB™),  (3.1)

69
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y en tal caso, se dice que fn(x) es la n-ésima Derivada de Peano' de f en
z.

Por lo comentado anteriormente, estd claro que se tiene el siguiente re-
sultado:

Proposicién 3.3. Si eziste la n-ésima Derivada, entonces existe la n-ésima
Derivada de Peano, y coinciden.

Para el caso n = 1, el reciproco de esta proposicién es cierto, ya que
en este caso ambas definiciones son equivalentes. Sin embargo, para n > 1,
no es cierto. La funcién f(z) = z3sen(z™3) siz # 0y f(0) = 0 es un
contraejemplo: la segunda Derivada de Peano de f en el origen es nula, ya
que f(h) = o(h?); y no existe f”(0) ya que su derivada no est acotada en
un entorno del 0.

Ademis se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.4. Para n > 1, eziste una funcion que tiene n-ésima Deri-
vada de Peano en un conjunto de medida posiltiva, pero que no es n veces
Derivable en ningin punto de ese conjunto.

Esta proposicién es consecuencia del siguiente teorema. Basta tomar en
é1 un abierto denso de medida no total (por ejemplo la unién numerable de
intervalos centrados en cada uno de los puntos racionales y de longitudes
suficientemente pequeiias).

Teorema 3.5. [O, Theorem 5] Para n > 1, eziste una funcion que tiene
n-ésima Derivada de Peano en todo un intervalo, la cual es n veces Derivable
eractamente en un abierto denso dado de antemano.

La funcién que se da en [O] para demostrar este teorema es:

(z — )" (b — 2)"g (

r — ag .
b——a) siap <z < b
fla) = o

0 en cualquier otro caso,
donde g(z) = z"1(1 — z)"*sen (z73") sen ((1 —z)7>") y ((ak,bx))y es la

sucesién de intervalos disjuntos que forman el abierto denso. Se demuestra
que f tiene n-ésima Derivada de Peano en todo el intervalo, probando que

'En algunos textos, como en [MZ], se denomina n-ésima Derivada de de la Vallée-
Poussin.
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en los puntos que no pertenecen al abierto denso, la n-ésima Derivada Peano
es nula; y que en cualquier entorno de estos puntos la Derivada de f no esta
acotada.

Por otro lado, un conocido teorema de Denjoy [D], que a continuacién
enunciamos, nos asegura la existencia de la primera Derivada de Peano, que
como ya hemos dicho coincide con la Derivada, en casi todo el conjunto
donde se cumple una hipétesis mas débil que (3.1) para n = 1.

Teorema 3.6. [RS, Theorem 21.31] Dado un conjunto arbitrario E, si
para todo z € E:

f(z+h) - fz)
h

entonces existe la Derivada de f en casi todo E.

limsup
h—0

< 400,

Este resultado se generaliza utilizando técnicas profundas del Anilisis
Arménico para la n-ésima Derivada de Peano de la siguiente manera:

Proposicién 3.7. [MZ, Lemma 7] Si para todo z € E, existen n — 1
constantes fi1(z), fo(x), ..., fa—1(z) tales que:

flz+h)=f(z)+hfi(z)+...+ ﬁh”_lfn_l(m) +0(h"), (3.2)

entonces eziste la n-ésima Derivada de Peano de f en casi todo E.

Este resultado se utiliza en [MZ] para estudiar propiedades de otro con-
cepto de n-diferenciabilidad, las n-ésimas Derivadas de Riemann que a con-
tinuacién introducimos. En su definicién se utilizan los valores de la funcion
en puntos simétricos respecto de z, por lo que en ocasiones reciben el nom-
bre de n-ésimas Derivadas Simétricas. Asi, la primera Derivada de Riemann
es:

i LE P2~ F = b))
h—0 h

la segunda Derivada de Riemann es:

i @R =20(@) + f@—h).
h—0 h?

y para n cualquiera, tenemos la siguiente definicién:
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Definicién 3.8. Una funcidon real de variable real f tiene n-ésima Derivada
de Riemann en x, si existe el siguiente limite:

; —1) k(™) (e —-n
S0 ) e+ =2t

%1_1}6 o . (3.3)

En tal caso, se dice que el valor de este limite es la n-ésima Derivada de
Riemann de f en x.

Aplicando (3.1) en la definicién de Derivada de Riemann, se tiene el
siguiente resultado:

Proposicién 3.9. Si existe la n-ésima Derivada de Peano, entonces eziste
la n-ésima Derivada de Riemann y ambas coinciden.

Por el contrario, la funcién f(z) = |z| tiene primera Derivada de Rie-
mann nula en z = 0,

lim £0/2) —F(ZR/2)

h—0 h

y sin embargo, no es Derivable Peano en el origen. Por tanto, la existencia
de la Derivada de Riemann no implica la existencia de la de Peano, aunque
si se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.10. [MZ, Theorem 1] Si para todo x € E:

n

n
> -1 (1) o+ =2

lim sup *=2

h—0 ‘h|n
entonces existe la n-ésima Derivada de Peano de f en casi todo E. En
particular, la existencia de la n-ésima Derivada de Riemann implica la ezis-
tencia de la n-ésima Derivada de Peano en casi todo.

< 400, (3.4)

Hacemos notar que la hipétesis (3.1) implica (3.4) y por tanto la Propo-
sicién 3.7 es consecuencia del Teorema 3.10. Sin embargo, este teorema se
demuestra, como comentamos anteriormente, basdndose en la proposicién.

Por ultimo, la n-ésima Derivada de Riemann se generaliza de la siguien-
te manera. En vez de evaluarse la funcién en n + 1 puntos distribuidos
simétricamente, se evalda en n + 1 puntos con una distribucién mas general.
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Concretamente:

Definicién 3.11. [A, pg.181] Sean ag,a1,...,an numeros reales distintos
entre si. Se dice que erziste la n-ésima Derivada de Riemann Generalizada
con respecto a {ag,ai,...,an} de una funcion real de variable real f en z,
st existe el limite:

z Akf(.’lr + akh)

. k=0
timg A ’ (3:5)

donde los coeficientes A estdn determinados por el siguiente sistema:

V(ag,a1,.--,a:)(Ag, A1, ..., An)t = (0,...,0,n!), (3.6)

donde t indica matriz traspuesta y V(ag, a1, - . .,an) es la matriz de Vander-
monde.

En el caso de que exista el limite (3.5), a su valor se le llama n-ésima
Derivada de Riemann Generalizada con respecto a {ag,a1,...,0n} de f en
z.

Se puede comprobar que para el caso ax = k —n/2 se obtiene la n-ésima
Derivada de Riemann.

Esta generalizacién mantiene las mismas propiedades antes menciona-
das sobre la Derivada de Riemann: si existe la n-ésima Derivada de Peano,
entonces existe cualquier n-ésima Derivada de Riemann Generalizada y coin-
ciden (justo para esto se toman los coeficientes Ay, ..., A, verificando (3.6)
en la Definicién 3.11); y, reciprocamente, si existe una n-ésima Derivada
de Riemann Generalizada, entonces la n-ésima Derivada de Peano existe en
casi todo, o mas ain:

Teorema 3.12. ‘[A, Theorem 1] Si para todo z € E:

> Axf(z + arh)

lim sup £=2
h—0 Ihln

entonces existe la n-ésima Derivada de Peano de f en casi todo E.

< 400, (3.7)

En resumen, tenemos el siguiente cuadro para n > 1, donde la flecha
“—" significa que la tesis es cierta en casi todo el conjunto donde se cumple
la hipétesis:
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Prop. 3.3 . s .
n veces = existe la n-ésima = (3.2)
Derivable | p. 54 Derivada de Peano Proo 37
Prop. 39 |} 1 Teor. 3.12 T4

existe la n-ésima N
Derivada de Riemann 3.7
(Generalizada)

Para el caso n = 1, como la Derivada de Peano coincide con la Derivada,
el comportamiento de todas es el mismo en el sentido de la flecha “—”, es
decir, que si una derivada existe en un conjunto, las demds existen en al
menos casi todo el conjunto.

Nuestro trabajo en este tercer capitulo, se centra en verificar si las Quan-
tum Derivadas y sus generalizadas mantienen las mismas propiedades que
las Derivadas de Riemann.

Para definir el concepto de Quantum Derivada, previamente observamos
que si R, f(z,h) se define por induccién de la siguiente manera:

fz+h/2) — f(z = h/2)
h
Rnf(z +h/2,h) — Rnf(z —h/2,h)

Rn—i—lf(x,h') = h >

le(il:, h) =

entonces la n-ésima Derivada de Riemann es el limite cuando A tiende a cero
de R,(z,h). Asi, de manera aniloga tenemos la siguiente definicién.

Dada una funcién real de variable real y un punto = # 0 se define la
n-ésima Quantum Derivada de f en el punto £ como:

Duf(z) = lim Daf(2,9),

donde D,, f(x,q) son las n-ésimas Quantum Diferencias que se definen por
induccién de la siguiente manera:
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flgz) — f(=)

le(x’q) = pr—
Doiif(z,q) = Lnfle® 3 - f"f(‘”’ 9

Por otro lado, para generalizar las Quantum Derivadas, se observa por
el Lema 3.41, el cual se demuestra en la tltima seccién de este capitulo, que
D, f(z) coincide con la siguiente expresién:

n

> A(@)f (¢ )

. k=0

lim G (3.8)
para ciertas funciones medibles Ay y para aj = k. Entonces de manera na-
tural, dados unos ndmeros ay, ay, ... , a, distintos entre si y unas funciones
medibles Ag(q), A1(q), ..., An(q), definimos la n-ésima Quantum Derivada
Generalizada con respecto a {ag, a1, ... , an; Ao(q), A1(q), ... , An(g)}
como el limite (3.8).

Realmente, hablamos de Quantum Derivadas Generalizadas cuando el
limite (3.8) generalice a la n-ésima Derivada, es decir, cuando el limite coin-
cida con la n-ésima Derivada para las funciones n veces Derivables. Para
ello, los nimeros ayg,...,an, y las funciones Agy(q), ..., An(q), tienen que
cumplir cierta condicién.

3.1 Coeficientes

En esta seccién, damos la definicién de cuidndo unas funciones medibles
Ao(q), ..., An(q) son unos coeficientes asociados a unos ndmeros ag, . .., an
y vemos algunas propiedades sobre ellos. Esta condicién de ser coeficien-
tes asociados es la que imponemos para decir que (3.8) es una Quantum
Derivada Generalizada (Definicién 3.16).

Definicién 3.13. Dados ay,...,a, nimeros reales distintos entre si, dire-
mos que n + 1 funciones medibles Ao(q),- .., An(q) definidas en un entorno
de 1, son coeficientes asociados a ag,...,an st cumplen:

> Ai(g) (¢%)F

. =0
t}l—% (g—1)n

=g qan! para k=0,1,...,n. (3.9)
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En la definicién que acabamos de dar, los limites de (3.9) no son m4s
que los limites (3.8) para los polinomios de grado menor o igual que n en el
punto £ = 1. Asi, la definicién de coeficientes asociados implica que (3.8)
se comporta como la Derivada n-ésima para los polinomios de grado menor
o igual que n en el uno. Pero esto es suficiente para que (3.8) sea una
generalizacién de la n-ésima Derivada, como vemos en la siguiente seccién
(Corolario 3.18).

Para demostrar este corolario, necesitamos saber que los coeficientes aso-
ciados a unos niimeros estdn acotados en un entorno de uno. Esta es una
de las propiedades que se demuestra en esta seccion.

Por otro lado, las igualdades de (3.9) se pueden expresar en forma ma-
tricial utilizando una matriz de Vandermonde de la siguiente manera:

. V(g™,...,q")(Ao(q),---, An())" _
lim ’ _"1)” =(0,...,0,nNt.

Observemos que dados ag, ay, ..., a, nimeros distintos entre si, pueden
existir muchos coeficientes distintos asociados a ellos. De hecho, dadas cua-

lesquiera funciones medibles By(q),- .., Bn(q) cumpliendo:
. _ i
lim B (g) = Sean, (3.10)
las funciones Ag(g), ..., An(gq) dadas por el siguiente sistema, que tiene so-

lucién unica:
V(g®,...,¢*)(A0(9); -, 4n())" = (g — 1)"(Bo(q), - -, Bn-1(q), Bn(2))",

son unos coeficientes asociados a ag, a1, ..., ay.

Adem3s, dados n + 1 nimeros distintos entre si, existe una correspon-
dencia biunivoca entre los coeficientes Ag(q),...,An(qg) asociados a estos
nimeros y las funciones Sy(q), .-, Bn(g) cumpliendo (3.10).

Veamos ahora un par de propiedades de los coeficientes asociados a
nimeros.

Proposicién 3.14. Sean Ay(q), ..., An(q) unos coeficientes asociados a los
numeros ag, . ..,an. Se tiene que:

(a) para a y b nimeros reales con b # 0, Ao(g®)/b", ..., An(g?)/b" son
unos coeficientes asociados a los nimeros bag — a,. .., bay, — a;
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(b) los coeficientes estdn acotados en un entorno de 1, de hecho, para
k=1,2,...,n

1
lim Ag(q) = e

g—1 H (ay, — am)'

m#tk

(3.11)

Demostracion. Para ver la primera propiedad, basta observar que:

znj Ai(g) (q"“i-“)'“ g Z A (<) “")'”
1=0 =0
b (g —1)" = (¢ -1)"

Veamos la segunda de las propiedades. Como comentamos antes, existen
n + 1 funciones By(q),. .., Bn(q) cumpliendo (3.10) tales que:

V(g™ q*)(A0(@); -, An(9)) = (¢~ 1)™(Bo(@), - - -, Pn-1(9), Bn(a))"-

Utilizando la regla de Cramer y desarrollando por la columna k-ésima:

— k+i a Qany,
Ak(q) - IV(qao . an l Z( 1 /B’L |V(q 0 c.. aq )z,k'
donde V' (g%, ...,¢%);x es la matriz que se obtiene de la matriz de Vander-
monde V(¢%,...,q%) quitdndole la fila i-ésima y la columna k-ésima.
Por (1.8):
— 1) n :
Ak (q) = (q ) n+1) (_1)k+zﬂi (q) 'V(qao, s aqan)i,kl .

I @-am)@-n) S

0<m<i<n

Al tomar limite cuando q tiende a uno, por la Proposicién 1.13 y por (3.10),
el inico sumando que no tiene limite nulo es el de 2 = n. Luego:

(=1)**7n! V(g6 )il
(}I_)IIiAk(Q) H (a; — am) 341 (g— 1)( )

0<m<i<n

Observamos que V{(g¢®,...,¢% )nk = V(¢®,...,q%-1,¢%+,...,¢%). Uti-
lizando de nuevo (1.8) y simplificando:
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) —1)k+np! n!
lim Ag(q) = (=1) = .
=l I —am) J] (@—ae) ][] (o —am)
0<m<k k<i<n m#k
O

A continuacién, damos dos definiciones equivalentes a la Definicién 3.13.

Unas funciones medibles cualesquiera Ag(g), ..., An(g) son coeficientes
asociados a unos nimeros reales distintos entre si ag,...,a, si y sélo si:

> Ailg) (g% - 1)

. 1=0
Yim (g —1)n

=g nn! para k=0,1,...,n. (3.12)

Para ver esta equivalencia, basta con desarrollar el binomio de New-
ton (g% — 1)’c , y observar que los limites de (3.9) se pueden obtener como
combinacién lineal de los limites de (3.12), y también al contrario.

La segunda definicién equivalente viene dada por la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 3.15. Eristen unas constantes a9 = 0,a1,...,0p-1,0, = n!
tales que unas funciones medibles cualesquiera Ay(q),...,An(q) son coefi-
cientes asociados a unos nimeros reales distintos entre si ag,...,ap St Y
solo si:
n
k
Z Ai(q)a;
lim =% =q para k=0,1,...,n. 3.13
g1 (q — 1)n—k k P » ) ( )

Por ejemplo, para el caso n = 1, a partir de la definicién equivalente
(3.12), se deduce facilmente que las constantes son, efectivamente:

ag=0ya; =1. (3.14)

Vamos a demostrar la proposicién solamente para el caso n = 2, que
junto con el caso n = 1 son los 1inicos casos que utilizamos en este trabajo.
La prueba del caso general sigue los mismos pasos que damos para el caso
n=2.
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Demostracion. Por la férmula de Taylor, sabemos que:

N2
@D 4o~ 1),

Agrupando sumandos como si fuera un polinomio en la variable a, obtenemos
la siguiente igualdad:

¢*—1=a(g—1)+a(a—-1)

12 12
¢-1=a(lq-0- 050 ) vl o 1)

Sean Ag, A;, A2 unos coeficientes asociados a unos exponentes ag, a1, a2
distintos entre si. Por (3.11), las funciones coeficientes estin acotadas en un
entorno de 1. Asi, aplicando la igualdad anterior en (3.12) a cada (¢% — 1),
tenemos que:

iAi(q) (a,- ((q_ 1) - (¢ 21)2) +a§(q ;!1)2>k

lim =2 = §f, 92!

para k =0,1,2. En particular, para k = 2:

2

> Ai(g)ai(g—1)°

l}iﬂ 1=0 TESL =2 (3.15)
para k =1:
> 4@ (o (0= 1 - 052 405 0)
s i=0 )
;}_)n} TEE =0 (3.16)
y para k =0

2
Z Ai(g)
lim %1)2- =0. (3.17)

A partir de (3.15) y de (3.17), encontramos dos de las tres constantes,
as =2y ag = 0. Ahora, por (3.16), tenemos:
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i Ai(g)ai (1 _ > 1))

2
. i=0 1 2 _
(}1_13} =1 + 2 ;—0 Ai(g)a; = 0.
Asi, la constante que falta es a3 = —a3/2 = —1. De esta manera, hemos

visto que (3.13) para las constantes:

=0 ag=-1lya =2 : (3.18)

es una condicién necesaria. Para ver que es una condicién suficiente simple-
mente damos marcha atrds en la demostracién. Pero para ello, necesitamos
demostrar que si Ay, A1, A2 cumplen (3.13), entonces son acotados.

Observemos c6mo se demuestra esta propiedad sin particularizar en el
caso n = 2. Supongamos que Ay, A;,..., A, cumplen (3.13). Consideremos
las funciones:

n

> Ai(g)af

ar(q) = -ia—o—w para todo k£ =0,1,...,n.

Entonces se tiene que:

3i_}n% ar(q) = o para todo k =0,1,...,n, (3.19)
y ademas:
Ao(q) ao(g)(g — )"
Ai(q) ai(g)(g — 1)t
Viao,...,an) | 42(0) | =| ()¢ |. (3.20)
(@) ona)

Asi, utilizando la regla de Cramer, igual que en la demostracién de la Pro-
posicién 3.14, se obtiene (3.11) de manera mds sencilla (a, = n!). En
particular, los coeficientes estdn acotados en un entorno de 1. O

Observemos que vuelve a existir una correspondencia biunivoca entre
funciones medibles ap(g), @1(g), . . ., an(g) cumpliendo (3.19), donde ay, son
las constantes de la proposicién, y los coeficientes asociados a los niimeros
a9, 01, - - -, 0y, distintos entre si. La relacién viene dada por (3.20).
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3.2 Quantum Derivadas Generalizadas

Ya estamos preparados para dar la definicién de Quantum Derivada Gene-
ralizada.

Definicién 3.16. Dados ay,...,a, nimeros reales distintos entre si, que
llamamos ezponentes, y Ao(q),...,An(q) coeficientes asociados a los expo-
nentes, se define la n-ésima Quantum Derivada Generalizada con respecto
a {ag,...,a,;A¢(q),...,An(q)} de una funcién real de variable real f en un
punto z # 0, como:

> Ai(g)f(g%2)

Onf () = lim = (3:21)

Nosotros estudiamos aqui la relacién entre esta derivada y las derivadas
ya conocidas, que aparecen al principio de este capitulo, especialmente la
Derivada de Peano. Pero antes de nada, hacemos notar una carencia de este
concepto de n-diferenciabilidad: el hecho de que no esté definido para z = 0.

De entrada, por la propia definicién de coeficientes, podemos demostrar
rapidamente el siguiente resultado, que nos dice que estas derivadas son una
generalizacion de las Derivadas de Peano.

Proposicién 3.17. S: eriste la n-ésima Derivada de Peano de una funcion
f en un punto ¢ # 0, entonces eziste cualquier n-ésima Quantum Derivada
Generalizada y coinciden.

Demostracién. Si existe la n-ésima Derivada de Peano de f en z (Defini-
cién 3.2), se tiene:

Fa's) = f(@) + 3 1rla® — DFa fu(@) + ol(a = ).
k=1""

Sustituyendo en (3.21), intercambiando sumatorios y teniendo en cuenta
la acotacién de los coeficientes (3.11), obtenemos que la n-ésima Quantum
Derivada Generalizada con respecto a {ag,..-,an; 40(q),...,An(q)} es:

n

> Ailg) LY Ai(g) (g - )F

. =0 i=0 fi(z)
Q. f(z) = ;l_rg mf(m) + kzzl (g — l)nwn—k ki
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Y utilizando la propiedad (3.12): Q,f(z) = fa(z). O
A partir de esta proposicién tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.18. Si una funcidn f es n veces Derivable en un punto z # 0,
entonces existe cualquier n-ésima Quantum Derivada Generalizada de f en
z y coinciden con la n-ésima Derivada.

Demostracion. Por las Proposiciones 3.3 y 3.17. 3

Como comentamos en la seccién anterior, la definicién de los coeficientes
asociados a unos nimeros se realiza basiandose en este corolario. De hecho,
fijados unos exponentes ay, ..., a,, €l limite de (3.21) para unas funciones
medibles cualesquiera Ag(qg), - .., Ap(g) cumple el corolario anterior, si y sélo
si son coeficientes asociados a los exponentes.

El reciproco a la Proposicién 3.17 no es cierto. Consideremos la primera

Quantum Derivada Generalizada con exponentes 1, —1 y con coeficientes
1/2,-1/2,

. flgz) — f(g™'z)
=1 ,
debemos observar que las funciones constantes 1/2, —1/2 son unos coeficien-
tes asociados a los exponentes 1, —1, ya que cumplen (3.20),

(1 4)(5R)=(3):

Y consideremos también la funcién f tal que si z < 1, f(z) = 1/z y si
z > 1, f(z) = z. Como la funcién no es derivable en el 1, no existe la primera
Derivada de Peano. Sin embargo, existe la primera Quantum Derivada
Generalizada con respecto a {1,-1:1/2,-1/2}, Q; f(1) =0.

Mids atin, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.19. Egziste una primera Quantum Derivada Generalizada
de una funcidn en un punto siendo la funcion discontinua en dicho punto.

Demostracion. Por ejemplo, podemos considerar f(z) = cos(z/(1 — z)) si
z <1ly f(z) = cos(l/(x — 1)) si z > 1, el punto £ = 1, y la primera
Quantum Derivada Generalizada anterior. O

Nuestro principal objetivo en este capitulo, es intentar demostrar, al
igual que ocurre con las Derivadas de Riemann Generalizadas, que el reci-
proco a la Proposicién 3.17 es cierto en un sentido mas débil:
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Conjetura 3.20. Si eriste una n-ésima Quantum Derivada Generalizada
en un conjunto, entonces ezxiste la n-ésima Derivada de Peano en casi todo
el conjunto.

Nosotros conseguimos demostrar este reciproco para todas las primeras y
segundas Quantum Derivadas Generalizadas y ademés, también lo probamos
para cualquier n-ésima. Quantum Derivada (no generalizada) y para unos
casos particulares de n-ésimas Quantum Derivadas Generalizadas, sea cual
sea el nimero natural n.

Al final de esta seccién, demostramos la conjetura para las primeras
Quantum Derivadas Generalizadas y como la primera Derivada de Peano
coincide con la Derivada cldsica, tenemos el Corolario 3.26. Sin embargo,
para las n-ésimas derivadas con n > 1, el andlogo de ese corolario no se
cumple:

Corolario 3.21. Para n > 1 se cumple que para cualquier n-ésima Quan-
tum Derivada Generalizada, eziste una funcion que tiene n-ésima Quantum
Derivada Generalizada en un conjunto de medida positiva sin ser n veces
Derivable en ningin punto del conjunto.

Demostracion. Por la Proposicién 3.4, este resultado se cumple para las
Derivadas de Peano y por tanto, por la Proposicién 3.17, este corolario es
cierto. O

Para intentar demostrar la Conjetura 3.20, veamos tres lemas andlogos
a los que se utilizan para el estudio de las Derivadas de Riemann Generali-
zadas. ([A, Lemmas 1,2 y 3]).

El primero de ellos es un lema técnico (Lema 3.22) que sirve de herra-
mienta para las demostraciones de los otros dos lemas.

Fijamos un intervalo I entorno de 1 y dos funciones ¢ y « definidas en
I cumpliendo las siguientes condiciones: ¢ € C1(I), o(1) =1, ¢'(1) #0, y
a(g) = 1+ 0(g—1). También consideramos para cada g, el intervalo abierto
I, de extremos ¢ y el punto medio de g y 1.

Observemos que I; C ¢(I). Realmente esto se cumple para g suficiente-
mente préximo a 1, pero en el enunciado y en la demostracién del Lema 3.22
se omiten estos comentarios para hacerlos un poco mdas legibles, y se supo-
ne, cuando sea necesario, que ¢ estd suficientemente cercano a 1. Asi, el
conjunto A del lema esta bien definido (cuando g estd préximo a 1).

Lema 3.22. Sea z # 0 un punto de densidad exterior de un conjunto E. Si
Ay ={p €1, : alg)p t(p)z € E}, entonces se cumple que |Aql* ~ |I,|, es
decir:
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Demostracion. Mediante la homotecia de razén 1/z, podemos suponer que
el punto z es el 1. Cortando el conjunto E por un subintervalo estrictamente
contenido en I, también podemos suponer E C a(g)I. Por diltimo, como
w € CHI) y ¢'(1) # 0, podemos suponer que ¢’ no se anula en I y por tanto
que @ es inyectiva en I (estrictamente creciente o decreciente).

Sea G C I una cubierta medible de E. Como cualquier funcién diferen-
ciable es una N-funcién [RS, Theorem 21.9], por el Lema 1.2, o(G/a(q)) es
una cubierta medible de ¢(E£/a(q)). Por definicién de A4 y por (1.3):

[4ql" = lp(E/a()) N Ig|" = |(G/alq)) N 1ol ;
como I, C ¢(I) y ¢ es inyectiva:

[4q)* = | (G/alg) N (IY))];
por ser ¢ diferenciable [R1, Theorem 8.26]:

A" = / 1 (5)]ds.
G/a(g)ne—1(1,)

Ahora, la derivada de ¢ es continua en el 1, con lo que acotando infe-
riormente:

|Aql* 2 k(9) |G/alg) N7 (L)),

donde k(g) ~ |¢'(1)| cuando ¢ tiende a 1. Supongamos que hemos demos-
trado que Cy = a(q)¢ (1) se contrae aceptablemente a 1. Entonces, por
el Lema 1.4 y recordando que a(gq) ~ 1, tenemos:

- k _ -
@) [6/a(a) o™ ()] = 20 [N alae™ ()] = 1 Dllala)e™ (T
Utilizando el Teorema del Valor Medio, se demuestra que:

o' (Dlle@)e™ (Zg)] = 1 ql- (3.22)

En definitiva, obtenemos que:

o] 2 |Ag* > k(q) |G/e(a) N~ (Lg)] = g,
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es decir, |Ag|* = |I4].
Veamos que efectivamente C, = a(q)p (1) se contrae aceptablemente
a 1. Por (3.22), la primera condici6n estd clara:

lim la(@)p ™ (Ig)] = 0.

Para ver que se cumple la condicién (1.5), sea J; es el menor intervalo
cerrado centrado en el 1 que contiene a C,. Por (3.22):

ICl _ le(@e )l 1l _ _la—1

|q] ol T @I 20 W1Jal’

Ahora, por la hipétesis a(q) = 1 + O(g — 1), existe una constante C' > 0 tal
que para cualquier s:

la(g)e ™ (s) — 1] < 2l (s) — 1| + Clg - 1],

y como se tiene que:

| Jg] = 2max {|a(g)e " (g) — 1, |e(@)e ™  ((g + 1)/2) — 1},

podemos acotar superiormente la fraccién 2|J,|/|¢ — 1| por:

o I R -5

Y por tanto, tomando ¢ < se cumple la condicién (1.5),

1
8 +4Cl¢'(1)]

|Cl lg -1
~ >c.
qu| 2|‘P'(1)||Jq|

a

Para los otros dos lemas, observemos que por la propiedad (a) de la
Proposicién 3.14 para b = 1, si unas funciones son coeficientes asociados a
unos exponentes, también lo son a sus trasladados. En uno de los dos lemas,
el Lema 3.23, vemos que existe una relacién entre las distintas Quantum
Derivadas Generalizadas que se pueden definir a partir de unos coeficientes
fijos trasladando los exponentes.

El otro lema (Lema 3.24) nos dice que si existe una Quantum Deriva-
da Generalizada de una funcién en un conjunto, entonces la funcién esta
acotada en un entorno de casi todos los puntos del conjunto.
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Para estos dos lemas, fijamos n + 1 nimeros reales distintos entre si,
dg,...,0n, y N+ 1 funciones medibles definidas en un entorno de 1, Ag(q),
.., Ay(q).- Ademds, suponemos que existen una constante M > 0 y un
indice 4 tales que todas las funciones en valor absoluto estdn acotadas por
M, |A;,| estd acotado inferiormente por 1/M y a;, # 0.
Hacemos notar que las funciones asociadas a unos exponentes cumplen
estas hipdtesis gracias a (3.11).

Lema 3.23. (El lema del desplazamiento) Sean f una funcién medible,
b un nimero real no negativo y E un conjunto. Si:

> Ag)f(g%z)

lim sup 1:=2
q—1 P Iq - 1|b

< 400 para todo z € E,

entonces para cualquier nimero real a se cumple:

> Ai(g)f(g% ")

lim sup 1:=2
g—1 P lg — 1|b

< 400 para casi todo = € E.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, suponemos que g = 0 y sea:

Sf(z,q) =Y _ Ai(@)f(g%z).

=0

Consideremos para cada ndimero natural k el conjunto:

Ey = {mEE: |Sf(z,q)| < klg — 1|° para todo ¢: 0 < |g — 1| < 1/k}

Entonces E = |Jjo, Ex. Por lo tanto, basta probar el resultado para los
puntos de densidad exterior de los conjuntos Ej.

Hacemos notar que aunque el conjunto E fuera medible, el conjunto Ej
no tendria por qué ser medible. Por esta razén, tenemos que considerar los
puntos de densidad exterior. En el estudio de las Derivadas de Riemann,
en el cual nos estamos apoyando para este trabajo, también se observé este
detalle. Incluso existe un ejemplo de un conjunto de este estilo que no es
medible [FW].

Fijado k, sea z un punto de densidad exterior de Ey. Definimos para
g#lyparai=0,...,nyj=1,...,n:
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B}, = {p€l,: g% %%z c E}

Ci,=1{p € Iy: 7% %z € Ey},

donde I, al igual que en el Lema 3.22, es el intervalo abierto de extremos
(g +1)/2 y q. Definimos también:

Big = {p € I : |Sf(¢% %%z, p)| < klg — 1|°}

Cjq = {p € I : |Sf(g~%p% %z, q)| < klg — 1{°}.

Estos conjuntos son medibles y cumplen que cuando 0 < |¢ — 1| < 1/k,
By CBigyC;,CCjgparai=0,...,nyj=1,...,n

Sea € € (0,(2n + 1)7'). Por el Lema 3.22, existe § € (0,1/k) tal que si
0 < |g— 1] < 4, entonces | B} |* > |[g|(1 —€) y |Cj4I* > |I}(1 — ). Por
tanto:

(ﬁ Bi’q) n ﬁ Cj,q) > [I,|(1 — (2n + 1)e) > 0.
=0 j=1

En particular, si 0 < |¢ — 1| < 4, siempre podemos encontrar un punto que
pertenezca a todos los conjuntos B; 4 y a todos los Cj .
Fijamos ¢ tal que 0 < |g — 1| < é y acotemos el valor:

S =

> Ai(g)f(g% ")
i=0

Tomamos p perteneciente a todos los B; 4 y a todos los Cj 4. Como |Ag| estd
acotado inferiormente por 1/M, tenemos:

S = |Sf(g ™"z, q)| < M |Ao(p)Sf(g *p™ *z,q)|;

sumando y restando un término adecuado:

S<M ( > A;(p)SF(g %z, q)| + | Y | Ai(p)Sfg "z, q) ) ;

=0 =1

recordando la definicién de Sf e intercambiando los sumatorios en el primer
sumando:
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n

S<M || A@)Sf(g¥ *p~ %z, p)| + Z (P)Sflg p* ™z, q)| |

=0 j=1

por la eleccién de p, que en particular también implica que 0 < |p — 1} <
|g — 1| < &, podemos acotar de la siguiente manera:

S<M | 1A@lklg -1+ |4;®Ikla -1 ],

i=0 j=1
y utilizando la cota de los A;:

S < (2n+ 1)M?k(q — 1)°.
O

Antes de demostrar el otro lema, hacemos notar que si en el lema del
desplazamiento se supone la hipétesis mas fuerte:

n
> Ai(g)f(g%x)
(}i_)n% =0 =1 = ( para todo z € E,
entonces se obtiene:
Z Ai()f (¢ *x)
lim = ( para casi todo z € E.
g1 |q - ].Ib

Para probar este resultado se consideran los conjuntos:

Ib

-1
Egm = {a:EE':|Sf(:1:,q)| < Iq—m— paratodog:0< |g—1] < l/k}

para k y m naturales. Y razonando como antes, se llega a que en casi todo
E se cumple que el limite superior de 8/|g—1|® es menor que (2n+1)M?/m.
Y por tanto, en casi todo punto de E, se cumple que el limite es nulo.
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Lema 3.24. Sean f una funcién medible y E un conjunto. Si se cumple:

3 4ila)f(a%2)

1=0

lim sup
q—1

< +o00 para todo xz € E,

entonces f estd acotada en un entorno de casi todo T € E.

Demostracién. Igual que en la demostracién anterior, suponemos que ip = 0
y sea para cada numero natural k:

n

> Ail@)f(g%e)

Ek={$GE:
=0

Skpa.ratodoq:0<|q—1|§1/k}.

Consideramos también el conjunto Fy, = {z : |f(z)| < k}. Entonces £ =
Ure;(Ex N Fy). Por lo tanto, basta probar que f es acotada en un entorno
de cualquier punto de densidad exterior de Ex N Fj.

Fijado k, sea x un punto de densidad exterior de E; N F. Para q # 1
definimos:

Bq={p€Iq:p“°a:€EkﬂFk}

Cig={pely:¢¥p* %z e Fy}

para i = 1,...,n. Obsérvese que los conjuntos C; 4 son medibles,

1 1/(eo—ai)
Cig= ((0, +o0) N qa—isz> .

Ya que z es un punto de densidad exterior de Ey N Fy, por el Lema 3.22,
existe § € (0,1/k) tal que si 0 < |g — 1| < 4, entonces |Bg|* > |[4|/2 ¥y
|Cigl > |I,|(1 = 1/2n) para cada i = 1,...,n. Sea C; la interseccién de los

n conjuntos C; 4. Entonces, como cada conjunto C;, es medible, se tiene
g~ Cql < |I4]/2. Ast:

1l
2
es decir, B, N C, tiene medida exterior positiva y en particular no es vacio
si0<|g—1] < 4. Sea qtal que 0 < |g— 1| < & y tomemos p € B,NC,. Ya
quep€ B,y 0<|gp ! —1] < 1/k:

I
< |Bql* < [ByNCyl* + Iy~ Cgl < 1BgNCyl* + |_2q_|

> Ailgp™) f((gp™ V)% p¥x)| < k;
=0
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de donde podemos acotar el primer término de la suma anterior de la si-
guiente manera:

|Ao(ap™ ) f(¢®=)] < k+ > Ailgp™ ") f(g%p™ %z)|;

i=0
y como p € Cy:
n
k+kY |Ai(gp™)|

flg®z)| < =

o < o (g
Utilizando que |Ap| estd acotada inferiormente y que las funciones A; estdn
acotadas, tenemos que f también estd acotada en un entorno de z. O

Ya a partir de estos lemas, podemos probar que la Conjetura 3.20 es
valida para las primeras Quantum Derivadas Generalizadas. La conjetura
es consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 3.25. Sean Ay(q), A1(qg) coeficientes asociados a los ezponentes
ag, a1 distintos entre si. Si para todo x perteneciente a un conjunto E se
cumple:

Ao(q) f(g®z) + A1(q) f(¢¥ )

lim sup
g-—1

qg—1

< 400, (3.23)

entonces existe la Derivada de f en casi todo E.

Demostracién. Como Ag, A; son coeficientes asociados a ag, a1, por (3.20):

w%m(ﬁﬁ)=(%ﬁ%*w

para ciertas funciones medibles ag(q), @1 (¢) cumpliendo que, cuando g — 1,
ap(q) = 0y a1(q) — 1, pues las constantes de la Proposicién 3.15 para
n=1sona =0y a; =1(3.14). Asi:

Ao(g) = (a100(g)(g — 1) — 1(q))

ap —agp

-1

Ai(g) = a1 —ag

(apao(g)(g — 1) — a1(q))
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Por el lema anterior, f estd acotada en un entorno de casi todo punto del
conjunto E. Teniendo en cuenta esto y sustituyendo Ag y 4 en (3.23),
tenemos que en casi todo z perteneciente a E:

flg"z) — f(qa0 )
q-

lim sup < +00.

q—1

Aplicando el lema del desplazamiento para a = ag y sabiendo (1.7),
obtenemos que para casi todo punto del conjunto E:

flgz) — f(=)

lim sup
qr —

g—1

|<+oo.

Y utilizando el teorema de Denjoy, Teorema 3.6, obtenemos que en casi
todos los puntos del conjunto existe la Derivada de f. O

Corolario 3.26. Si eziste una primera Quantum Derivade Generalizada en
un conjunto, entonces existe la Derivada en casi todo el conjunio.

3.3 Segundas Quantum Derivadas Generalizadas

En esta seccién, conseguimos demostrar la Conjetura 3.20 para todas las
segundas Quantum Derivadas Generalizadas. La demostracién de este re-
sultado se obtiene como consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 3.27. Sean Ay, A1, A2 unos coeficientes asociados a unos expo-
nentes ag, a1, as, distintos entre si. Si para todo x € E:

Jim sup |40(g) f(g™ =) + A1(g) f(g* z) + A2(q)f(¢*x)|

< +00,
g1 (g—1)2

entonces existe la sequnda Derivada de Peano de f en casi todo E.

Para demostrar este teorema, por una simple permutacién de indices,
podemos suponer que los exponentes estin ordenados de manera creciente.
Teniendo en cuenta la propiedad (a) de la Proposicién 3.14 sobre coeficientes
asociados a numeros, en primer lugar, por el lema del desplazamiento, po-
demos suponer que 0 = ag < a3 < ag, y después, dividiendo los exponentes
por a; podemos suponer que a9 =0 < a; =1 < a».
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Para este caso de las segundas Quantum Derivadas Generalizadas cuyos
exponentes sean 0,1,a, con a > 1, la prueba sigue el siguiente esquema,
donde:

Q2 f(z,q) = Ao(q)f(z) + Ay 8){(;1):1;) + A2(q)f(q“:v),

y la flecha “—” significa, al igual que anteriormente, que la tesis es cierta
en casi todo el conjunto donde se cumple la hipétesis:

|Qaf(z,9)| = O(1)

J Lema 3.24 ?=> If(qz) — f(z) = 0(1)
f acotada en qg—1
un entorno de z | Teorema 3.6

f es Derivableen z | |
= (3.2) conn =2
|Q2f(37a Q)l = O(l) | Proposicién 3.7
existe la segunda

Derivada de Peano
de f en z.

A continuacién vamos a ver los dos resultados que faltan por demostrar
del esquema, Proposiciones 3.31 y 3.30.

Recordamos que para n = 2, tenemos que: a9 =0, o1 = =1y ag =2
(3.18). Asi, si A1(q), A2(q), As(g) son unos coeficientes asociados a 0,1, a,
tenemos por (3.20) que:

1

As(q) = aa=1) (—aa(g)(g — 1) + a2(q))

1

Al(g)_—" a(a_l)(a2a1(q)(q_1)_aa2(q)) (324)

Ao(q) = ao(g)(g — 1)* — Ai(q) — 42(9)

donde, cuando q tiende a 1, ap(q) tiende a 0, a1(gq) tiende a —1 y a2(q)
tiende a 2.

Empezamos las demostraciones de ambas proposiciones a la vez, par-
tiendo de la hip6tesis comiin. Sea z un punto tal que |Q2f(z, q)] = O(1), es
decir:



3.3. SEGUNDAS QUANTUM DERIVADAS GENERALIZADAS 93

Jim sup |Ao(q) f(x) + A1(q) f(gz) + A2(q) f(q°z)]| < oo

g—1 (g - 1)2

Restando a la funcién f la constante f(z), podemos suponer que f(z) = 0.
Esto se debe a que las funciones constantes son Derivables de cualquier
orden, y por tanto, para cualquier natural n, existen sus n-ésimas Derivadas
de Peano y sus n-ésimas Quantum Derivadas Generalizadas. En particular,
el limite superior anterior para la funcién constante es nulo.

De esta manera tenemos que:

: |f(¢°z) — A(q) f(q=)|
L PR

< +00,
donde, por (3.24):

_Aulg) _  ea(q) —amlg)lg— 1)
A2(g) az(g) —ea(g)(g—1)

Observemos que la funcién A(q) tiende a a cuando g — 1.
Fijamos ¢ € (0,a) tal que a + ¢ < (a — c)%. Asi, existen M > 0 y
d € (0,c/a) tales que si |¢g — 1] < 4, entonces a —c < A(g) <a+cy:

Alg) =

(3.25)

|f(¢°z) — Alq) f(gz)| < M(g—1)>.

Aplicando para cada natural k con 1 < k < n esta desigualdad a ql/ “k, que
también cumple que |¢*/ ak _ 1] < 4, obtenemos que:

|f(gz) — A(gY/*) f(g/oz)| < M(gH*—1)?

|£(ge) — A(@)f(g"a)| < M(g* - 1)

;f(ql/ gy — A(q”“")f(ql/“"w)l < Mg/ -1)%

multiplicando la k-ésima desigualdad por bg(q), siendo b1(¢) = 1 y para k
distinto de uno, bx(q) = A(q'/®)A(q/*"). .. A(g'/=" "), llegamos a:
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[61(q) f(gz) — ba(q) f(q/2z)| < Mbi(g)(g"/® —1)?,

[b2(0) £ (g22) ~ ba(@)f (@"/"0)| < Mba(g)(g"*" — 1)2,

bn(q) (g ' z) - bn+1(Q)f(q1/“":v)’ < Mby(g)(gV/*" - 1)%

y utilizando la desigualdad triangular, obtenemos:

1£(q2) = bu1(9)F (@ )] < MY be(g) (g = 12, (3.26)
k=1

para todo n y para todo ¢ € (1 — 4,1 + §). Ahora, acotamos el segundo
miembro de esta desigualdad. Para ello necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.28. Sean a > 1 y 0 < ¢ < a. Para todo nimero real ¢ >1—cfa y
para todo numero natural k se tiene:

R

Demostracién. Sean h(q) = ¢/** — 1y g(g) = (a — ¢)"%(¢ — 1). Como
h(1) = g(1), basta demostrar que h'(g) < ¢'(¢) para todo nimero real g
mayor estricto que 1 — ¢/a.

Observamos que g’ es constante y que h' es una funcién decreciente, ya
que a > 1 y por tanto h"(q) = a *(a™* — l)ql/“k“2 < 0. Asi, basta probar
que h'(1 — c/a) < (a —c)~F, es decir:

-k

ok (1 - E)a - <(a—c)7*

Pero esto se cumple si y sélo si:

lo cual es cierto ya que para todo k se tiene que a =% — 1 > —k. O
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Asi, para acotar el segundo miembro de (3.26), observamos que para
g € (1—4,1+9), se tiene que:

k—1
be(a) = [] A(¢"*) < (@ +)*?
=1

y utilizando el lema anterior y que a + ¢ < (a — c)2, podemos acotar de la
siguiente manera:

MY by(a)(@/* ~ 1) <MZ‘ a1 = Mg 1)

k=1

Por lo tanto para todo n y para todo ¢ € (1 — 4,1+ 9):

|f(gz) — brs1(q) f(gV/*" )| < M'(g — 1) (3.27)

Por 1ltimo, antes de separar las demostraciones de las dos proposiciones,
vemos el siguiente lema en el que se acotan las funciones bi(q):

Lema 3.29. Para b > 1 suficientemente cercano a 1, existen dos constantes
positivas c(b) y d(b) tales que para todo n y para todo q perteneciente al
conjunto Jp = [67%,b7 1| U [b,b°] se tiene que:

d(b) c(b)
W—ll <brti(g) < TS (3.28)
Demostracion. Comprobemos primero que:
. g
M o

uniformemente para q € Jp. Fijado z, utilizamos el desarrollo en serie de
potencias de ¢ = exp(z log ¢) y obtenemos que:

lo b‘szrl
Z( g b%)

o (n+ 1)

g€y

—logq| = sup

q€Jp

Z (log q n+1

(n+ 1)'
Como esta 1ltima serie de potencias es continua en el cero, donde es nula,
tenemos la uniformidad del limite,

(¢ -1

lim sup =0.

—loggq
z—0 qub
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De esta manera, existe ng tal que a™ |q1/ a® _ 1' esta acotado superior e
inferiormente por constantes positivas para todo natural n > ng y para todo
q € Jy. Acotando a” !ql/ e 1| en J, para n < ng, que son una cantidad
finita, tenemos una cota uniforme para todo n y para todo q € J.

Asi, para demostrar el lema basta acotar a "b,1(q). Para ello escribi-
mos:

n

a "bnt1(q) = H Ala H (1 +al9),
1=1

=1
donde, por (3.25):

(1 —a) (ql/a’) (ql/a‘ _ 1)
alg) = az (g7 — oy (¢/%) (g% — 1)

Podemos fijar b suficientemente cercano a 1 tal que para todo ! natural se
tiene que —1 < ¢;(q) < 0sig € [67%,b7 ], y que:

0<alg) < (@-1) (¢ 1),

si g € [b,b%]. Veamos que esto se puede hacer. Ya que o1(q) = -1y
as(q) — 2 podemos tomar b suficientemente cercano a 1 tal que para todo
geb 1)

(1—-a)ay(g)(g—1)

%@ —m@ -1

<0,

y para todo g € (1,b%):

(1—a)ai (q)
az(q) —aa(g) (¢ —1)

y entonces, basta observar que para todo [ natural se verifica que si q
pertenece al intervalo [6=%,b7!], entonces ¢ € [67%,1) y si g € [b,b7],
g/ e (1,%).

Una vez fijado b y utilizando que para z > 0 se tiene 1+ z < exp(z),
podemos acotar de la siguiente manera por la derecha de 1. Para todo
q € [b,b*] y para todo n natural se tiene:

0<

<a-—1

n

1 <a ™bpt1(q) < exp (ch(q)) < exp ( a—1 Z (bl/a — )) < C,
=1

=1
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ya que se comprueba utilizando el criterio del cociente, que la serie de
. . oy -1
, términos positivos SR (bl/ ¢ - 1) es convergente.
I Para acotar por la izquierda de 1, razonamos de manera parecida pero

con —¢;/(1 + ¢;) en vez de ¢;. Para todo g € [b7%,b71] y para todo nimero
natural n, tenemos que:

. T —a(g) ex a(q)
1>a bn+1(Q)—ll;[1(1+ 1+Cz(q)) > p(zl—l—q(q )
Ahora:

algg = (1-da (ql/"’l) (ql/“' - 1)
T+ al@) = o @) o @) @ 1)

luego, fijando un b més cercano a 1 si fuera necesario, se tiene que para todo
! natural y para todo g € [b¢,b71):

a(g) o
1_{_lcl(q) > (a"—l) (ql/ - 1)’

y asi, para ¢ € [b~%,b7!] y para n natural podemos acotar a~"bn41(q) por
constantes positivas utilizando la convergencia de la serie de términos nega-

tivos D o, (b‘l/“l_1 - 1),

1>a "bp41(q) > exp ((a -1) Z (b_l/“l_1 - 1)) > c.

=1
O

Proposicién 3.30. Sean Ay, Ay, A2 unos coeficientes asociados a 0,1,a con
a > 1. Sea z tal que ezista la Derivada de f en = y:

. |Ao(q) f(z) + A1(q) f(qz) + A2(q) f(g* z)|
imsup
g—1 ( - 1)

Entonces se cumple que cuando h tiende a 0:

f(z+h) = f(z) + f'(x)h + O(h?).
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Demostracién. Adem3s de suponer, como ya hemos dicho antes, que f(z) =
0, también podemos suponer que la derivada de f en z es nula considerando
la funcién:

9(y) = f(y) — f(z) — f'(z)(y — 2).
A partir de esta suposicién, fijado g € (1 — 6,1 + d) ~ {1}, se tiene por
(3.28) para b= ¢:

f(g/*
gletg —

z)

brs1(@)f(a""2)| < e(g)lo] =0

cuando n — +o0. Por lo tanto, por (3.27), para q € (1 — 6,1 +9):

|f(gz)| < M'(g—1)?,

y tenemos probada la proposicion. d

Proposicién 3.31. Sean Ay, A1, As unos coeficientes asociados a 0,1,a con
a > 1. Sea x tal que f estd acotado en un entorno de x y:

i sup 14207 (@) + A1(@)f (a7) + Ar(a)f (gD _
q—1 (q - 1)2

Entonces se cumple:

0.

lim sup —]f(qx) — J(=)] < 4o00.
g—1 lgz — z|

Demostracion. Podemos suponer que § cumple ademds que si g pertenece
al intervalo (1 — 4,1 + §), entonces |f(gz)| < M". Por (3.27), para todon y
para todo g € (1 — 4,1 +9):

bos1(0)F (¢ 7)| < M'(q — 1) +|f(g2)| < M’ + M".
Por (3.28), fijando b > 1 suficientemente cercano a 1, tenemos para todo

q € Jp:

f(g"/*" z)

qt/e"z — z

M’(52 +MII
) -

o0
Sélo falta observar que U Jb1 /8" s un entorno reducido de uno para
n=1
obtener que:
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lim sup M <+

0.
g—1 lgz — =|

a

De esta manera ya hemos completado la prueba del Teorema 3.27, y en
consecuencia:

Corolario 3.32. Si existe una segunda Quantum Derivada Generalizada en
un conjunto, entonces existe la sequnda Derivada de Peano en casi todo el
conjunto.

3.4 Unos casos particulares

Al final de este capitulo, apoydndonos en un caso particular de Quantum
Derivada Generalizada, damos la prueba de que sea cual sea el nimero
natural n, la Conjetura 3.20 es cierta para la n-ésima Quantum Derivada.

En esta seccién estudiamos unos casos particulares de Quantum Deriva-
das Generalizadas, los cuales dependen de un pardmetro a que se mueve por
los niimeros reales excepto por 0,1 y —1. Asi, nos referimos a ellos como
a-Quantum Derivadas y las representamos por Q°. El caso a = 2 es el que
utilizamos para la prueba de que la conjetura es cierta para las Quantum
Derivadas.

Definicién 3.33. Sea a un nimero real distinto de —1,0 y 1. Definimos
las n-ésimas a-Quantum Diferencias de una funcidn f en un punto z # 0
por induccién de la siguiente manera:

Qf(e,g = D=1
9z —x
Qniif(zq) = (n+ 1)an($;3nl—_3gf(w, 2

donde 0 < q # 1. Y definimos la n-ésima a-Quantum Derivada como:

Q1f(z) = lim @4/, 9).
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Observemos que para calcular la n-ésima a-Quantum Derivada tenemos
que evaluar la funcién en n + 1 puntos: z,qz,q¢%z, q“za:, e ,q“"_lw. Son
realmente n + 1 puntos, ya que a es distinto de 0,1 y —1. Por ejemplo, la
segunda a-Quantum Derivada es:

a — i 22— 1)f(¢°z) — (¢* — 1) f(gz) + (¢° — 9) f(z))
3/ (@) = 3—” (g% — q)(g* — 1)(g — 1)=?

Veamos que efectivamente son unas Quantum Derivadas Generalizadas.
Para ello demostramos el Lema 3.34, donde aparece el término A% f(z,q)
que se define por induccién como a continuacién se indica:

Atf(z,q) = flgz)— f(2)

(3.29)
Ay if(z,9) = A%f(2,4%) — Ml9)ALS(2,9)
siendo A1 (q) = (¢ —1)/(g—1) y:
qan _ 1 qan _ qa qan _ qa2 qan _ qan——l
)\n(q) = an—1 an—1 an—1 a ~°° an—1 an—2
¢ —1¢"" —q¢*" —¢q " —q

para n > 1. Obsérvese que, utilizando (1.7), tenemos para todo n:

lim A, (q) = a™. (3.30)

g—1

Con esta notacién, claramente la primera a-Quantum Diferencia es:

_ Alf(=9)
(g—1z’

y para las demds se tiene el siguiente resultado:

Qif(z,q)

Lema 3.34. Paran > 1, la n-ésima a-Quantum Diferencia se puede escribir
de la siguiente manera:

niA f(z,q) |
—1)(g®" " —g)(g®" " —g?)... (¢ — ¥ ")z

;llf($3 Q) = a1
(¢

Demostracion. Por induccion. Para n = 2:
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Qg = —— (Qf(2: %) - Qi f(2,0))

q%r — qzx

2 (A‘{f(z, ) A‘ff(:v,q))

(®—gz\ (¢*—1z (¢—1)=
2 a a ¢ -1 a
= (qa—q)(q“—l)aﬂ (Alf(zaq )_qq—-l If(x7Q))
21A9f(z,q)

(¢® — 1)(¢® — q)z?’

Se completa la induccién dando exactamente los mismos pasos que en el
caso n = 2. De todas formas, no estd de mas escribir la demostracién para
asimilar un poco mejor todas estas definiciones.

Supongamos que se cumple para n y vedmoslo para n+1. Por definicién:

Q%f(fl?, qa) — Q%f(m, Q) . (331)

q*"z — qx

Qrif(,q) = (n+1)

por hipétesis de induccién, el numerador de la fraccién anterior es igual a:

nlAz f(z,q%) ~ nlAZ f (z,q) ,
(@@ D" —¢%)... (@ —¢= am (@7 =1)... (" — ¢ )’
sacando factor comin el denominador de la primera fraccién de esta expre-

sién, el factor que queda multiplicando a n!A2 f(z, ¢) en el segundo sumando
es:

a™ an—1

¢ -1 ¢ —¢ ¢ g ¢ —q
@ -1 ¢ —g T —r T ¢ g
es decir, A,(g). Asi, volviendo a (3.31), obtenemos la férmula,

an—1 an—2"?

(n+ DA% f(2,q%) — M(9)Az f(z,9))
(@@ —q) - (¢®" — 1)(g® — ¢%)... (%" —¢*" " )zn+!

(TL + 1)!A%+1f($7 q)
(@ — )¢ — g)(g”" — ¢°) ... (¢ — ¢=" ")z

Q%+1f(ma Q) =

SWILLA
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Hacemos notar, que gracias a este lema y a (1.7) se tiene que Q% f(z,q)
Al f(z,q)/(¢g — 1)™ tienen el mismo comportamiento salvo una constante
cuando ¢ tiende a 1. Es decir, existe una constante positiva ¢, > 0, tal que:

lig — Saf@a) (3.32)

-1 (g —1)"Q% f(z,q)

Proposiciéon 3.35. Las a-Quantum Derivadas son Quantum Derivadas Ge-
neralizadas.

Demostracion. Se observa que AZ f(z,q) es de la forma:

n—1

F@ 7 ) + A (@) F (@ 2) + ... + Ar(g) f(gz) + Ao(@)f (2).

Por el lema anterior, tomando A,(gq) = 1:

Ao(g9)B(g)f(z +2A (@) /(@ )

@- 0 ’

a o
O f(z) = lim
donde:

_ nl{g —1)"
B = T o @) @ )

Por tanto, para ver que es una Quantum Derivada Generalizada tenemos
que demostrar que las funciones AgB, A1 B, AsB, ..., A, B son coeficientes
asociados a los exponentes 0, 1, a,a?,...,a" L. Para ello, hay que demostrar
(3.9) para estas funciones y estos niimeros, o lo que es lo mismo, tenemos
que demostrar:

Qizk(1) = nldn para k=0,1,...,n

Nosotros vamos a demostrar un poco mds. Vamos a probar que las
a-Quantum Diferencias verifican:

szk(l,q) =nldy, parak =0,1,...,nyparatodo 0 < g#1. (3.33)

Esta propiedad se puede comprobar que es cierta con un poco de cilculo
para los primeros casos particulares de n natural. Por ejemplo, paran =1
tenemos Q¢z°(1,q) = 0 y Q¢z'(1,q) = 1. La dificultad est4 en terminar la
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induccién, es decir, demostrar que si es cierto para un natural cualquiera,
entonces es cierto para el siguiente natural. Después de manipular mucho
las a-Quantum Diferencias nos dimos cuenta de la férmula (3.38). Esta nos
ayuda a terminar la demostracién de (3.33) de la siguiente manera.

Supongamos que (3.33) es cierto para n. Por definicién de a-Quantum
Diferencia:

Qezk(1,¢%) — Q27*(1,q)
" —q

Q217%(1,q) = (n+1)

Luego, por hipétesis de induccion:

Q?lek(l,q) =Qparak=0,1,...,ny paratodo 0 < g # 1.

Falta demostrar que Q% ,z"*'(1,q) = (n + 1)!. Por (3.38) para k = n,
tenemos:

(n + 1) Q%xn+1(laqa) — Q%xn+l(1) q) — (n + 1)

'Pl,n(qa) - Pl,n(‘])
" —q '

" —q

b
donde, como se ve més adelante, P ,(¢) =1+ g+ ¢* + q“2 +o gy
por tanto:

Q12" (L, ¢) = (n+ 1.

Para demostrar (3.38) lo primero que hacemos es, obviamente, definir
P k(q) y, ademas, ver cuatro propiedades de estas funciones.

Param >0y k > 0, sea Py, 1(¢) la suma de todos los posibles productos
que se pueden formar con m elementos del conjunto {1, g, ¢%, q"2 yeee ,q“k_1 }
pudiéndose repetir y sin importar el orden (si £ = 0 el conjunto es el formado
por el uno). Analiticamente, por ejemplo:

Prmo(g) =1
Pni(@=1+g+3+¢@+...+q™
k—
Pl =1+q++¢ +...+¢
y en general, para k > 0, distinguiendo segin el nimero ! de elementos
distintos de 1 que se toman del conjunto {1,¢,¢%,¢%,...,¢*"  }:

m
| ky—-1 ko—1 k-1
Prilg) =1+ ) /S LY LA
=1 1<k; <...<k;<k
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La primera propiedad se obtiene separando los sumandos de P, x en los
que aparezca al menos un factor de la forma q“‘g_1 y los demds sean del

conjunto {1,q,¢%,... ,q“snl}, con lo cual:
k 1
Poilg) =1+ Z q*"" Pm_15(q) para todo m > 0,k > 0. (3.34)
s=1

Observemos que para m = 1, aparece en el segundo miembro Py que no
ha sido definido. Asi, para que sea cierta la propiedad anterior para m =1
definimos Py x(g) = 0.

Para las otras tres propiedades vamos a definir una funcién auxiliar. Sea
R, x(q), param > 0y k > 0, la suma de todos los posibles productos que se
pueden formar con m elementos, pudiéndose repetir y sin importar el orden,
del conjunto {l,q“,qaz, .- ,q“k-l} si kK > 1 y del conjunto formado por el
uno si k es igual a cero o a uno. Analiticamente, si k > 1:

m
k1—1 kog—1 ky—1
Bl =1+>, ). ¢ ¢ .

=1 2<k1 <. <k <k

Obsérvese que Ry, ; no es mis que Pﬁ,k quitandole los sumandos donde
al menos unos de los factores sea g. Asi tenemos la segunda propiedad:

P k(q) — Rmk(q9) = ¢Pr—1,k(q) para todo m > 0,k > 0. (3.35)

Hacemos notar que por definicién de Py ;, la igualdad también es cierta para
m = 1.

Para la siguiente propiedad se observa que si evaluamos la funcién P,
en ¢° obtenemos R, x11, es decir:

P k(¢%) = Ry k+1(q) para todo m > 0,k > 0. (3.36)

La tltima propiedad que enunciamos, es la andloga a la propiedad (3.34)
para la funcién R, x:

k
Rui(q) =1+ %" Rm_1,5(q) para todo m > 1,k > 1. (3.37)
§=2

Una vez vistas las cuatro propiedades, demostremos por induccién sobre
k que se cumple:
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Qez" 1 (1,9) = K!'Pyp1kk(g) si0 <k <n+1. (3.38)
Para k = 1, se verifica ficilmente,

n+1_1

a . .n+l . q

Supongamos que (3.38) es cierto para un ntmero &, con 0 < k < n, y veamos
que es cierto para k + 1. Por definicién de a-Quantum Diferencia, tenemos
que demostrar:

=1+qg+¢*+...+¢" = Pn1(q)

= (@™ (1L,¢") ~ Q™ (1L,0) = (¢ ~ DPakpn(@  (339)

Partimos del miembro de la izquierda al que llamamos T'. Por hipdtesis
de induccidn:

T = Ppy1-kx(q%) — Pat1-k,x(9);
por (3.36):

T = Rpp1—ki+1(9) — Proy1-£x(0);
aplicando (3.37) y (3.34):

k+1 k
T= Z qas_an—k,s(Q) - ans_lpn—k,s(Q);
=2 s=1

agrupando sumandos y utilizando (3.35):

k
T=—-qPyk1(9) + (Z " (_an—k—l,s(q))> +¢% Rn_ke41(0);
§=2

aplicando nuevamente (3.35) a R,_j g41: \

k+1
T=—q <Pn_k,1(q) +) qas—lpn——k—l,s(Q))) +¢% Pac i k1(9);

§=2

y teniendo en cuenta que P, 1(q) = 1 + ¢Pp—k—1,1(g) por (3.34), basta
aplicar por tercera y ltima vez la propiedad (3.34) para llegar a la igualdad
(3.39). O
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De esta manera, por la Proposicién 3.17, la existencia de la Derivada
de Peano implica la existencia de la a-Quantum Derivada. A continuacién
vamos a ver el reciproco en el sentido débil que se obtiene como consecuencia
del siguiente teorema:

Teorema 3.36. Si para todo x € E se cumple:

limsup |Qr f (2, g)| < +o0,
g—1
entonces para casi todo x € E eziste la n-ésima Derivada de Peano.

La demostracién de este teorema se hace por induccién. Para n = 1
el resultado se tiene por el Teorema de Denjoy (Teorema 3.6). El paso de
induccién, sigue el mismo esquema que la prueba del Teorema 3.27:

lQnf(z,9)| = O(1)

f acott\;;maezz4 = [Qh-1f (@9 =00)
un entorno de z In i
existe fr—1(z) ,
= (3.2)
1Qnf(z,9)] = O(1) 1 Proposicion 3.7

existe fn(z)

Veamos que los dos resultados que faltan por demostrar del esquema
también son ciertos para estos casos de Quantum Derivadas Generalizadas,
Proposiciones 3.38 y 3.37.

Proposicién 3.37. Si en un punto x se cumple que:
limsup |Q7 f(, q)| < +oo,
g—1

y existe fn,—1(x), entonces se verifica (3.2), es decir:

1

. 1)!h"‘1 fa—1(z) + O(R™).

flz+h)=flz)+hfalz)+...+
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Demostracion. Considerando la funcién:

o) = f(y) - (ﬂ@+@—ﬂﬁwHw~+@%ﬁﬂwww*h4w0,

podemos suponer que f(z) = fi(z) = ... = fo—1(z) =0, ya que gracias a la
Proposicién 3.17 se tiene que Q%(g — f)(z) = 0.

También podemos suponer que |a|] > 1, ya que para cualquier a distinto
de —-1,0y 1:

QY°f(2,¢"" ") = Q4 f(z,q). (3.40)

Efectivamente, para n = 1 la igualdad se tiene trivialmente pues ) no
depende de a. Si suponemos que es cierto para n, entonces:

Ve f(, ¢ ) — Qi f(z,¢"")

1/a

Qlaf@e™) = m+D) T
— (n + 1) (‘T qa) - Qaf(m’ Q)
q“"r —qzr

Q?z+1f(z7 q)

Asi pues, sea |a| > 1. Por hipétesis de la proposicién y teniendo en
cuenta que la n-ésima a-Quantum Diferencia se comporta como la fraccién
A f(z,q)/(qg —1)" (3.32), existe C > 0 tal que si g estd préoximo a uno:

|ALf (2, 9)] < Clg—1]™
Supongamos que hemos demostrado el siguiente resultado:

“si existe una constante C tal que |A2 f(z,q)] < Clg — 1|" cuando q esta
préximo a uno, donde m es un nimero entero cumpliendo que 2 < m < n,
entonces existe otra constante C’ tal que lo anterior se cumple para m — 1,
es decir, |A$‘n_1 f(=z, q)| < C'|g = 1|™ cuando q estd préximo a uno”.

Con este resultado terminamos la demostracién ya que, aplicindolo n—1
veces, llegamos a que existe una constante C tal que |A%f(z,q)| < Clg—1|7,
es decir, poniendo A = (¢ — 1)z y recordando que f(z) = fi(z) = ... =
f n—l(-’ﬂ) =0
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1

fl@+h)=J() +hfi(@) +. + £,

R fa 1 (z) + O(R™).

Para aligerar un poco la demostracién del resultado y como f, z y a
estan fijos a lo largo de ella, sea Ap(q) = A% f(z,9). Sea m un nimero
entero con 2 < m < n y supongamos que |Any,(¢g)| < Clg — 1|* para alguna
constante C. Asi por definicién de A, (q):

|Am—-1(¢*) = Am-1(@)Am-1(g9)] < Clg —1|™.

Razonando igual que en la prueba del Teorema 3.27, es decir, aplicando esta
desigualdad a cada ¢'/% con 1 < i < k, multiplicando cada desigualdad por

bi(a) = Am-1(0Y*)Am-1(¢/?) .. Am—1(¢¥/%") (para i = 1, bi(g) = 1) y
utilizando la desigualdad triangular, llegamos a la siguiente desigualdad:

Am1(9) = be11(9)Am—1(¢%")

k
<Y Ii@)llg"e -1
i=1

Sea J = (1/|al, |a]). Veamos que para todo k y para todo ¢ perteneciente
a J, podemos acotar el segundo miembro de la desigualdad por C'jq — 1|7,
para alguna constante C'. Para ello, aplicamos el criterio del cociente a la
serie:
o0 1 /ai _ 1 n

q

Z [b:(q)] Ta—1 |’
i=1 q
obteniéndose que converge uniformemente en el conjunto A = J \ {1}, ya
que, utilizando (3.30) y (1.7), se cumple que:

i n
; [bi+1(g) lql/“ i 1| ; Pm1(q)] g/ —1|"
lim sup - = lim sup
irtoogen  |bi(g)] g/ —1|" im0 4170 lg— 1"

_ i P @lgVe 1)
q—1 |q — ].In

am—l

— — la'm—n—-l < 1.
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Por lo tanto, existe una constante C’ tal que para todo k y para todo ¢
préximo a 1 se tiene:

Am—1(q) = bes1(@) Am-1(¢/*)| < C'lg — 1. (3.41)

Veamos ahora que fijado b > 1 existen dos constantes positivas , ¢y, (b)
y dm(b), tales que para todo k y para todo g perteneciente al conjunto
Jy = [b719, 671} U [b, ble]] se tiene:

dm (b)

(v)
T S o (3.42)

<1b ) S
< b1 (@] S s
Por definicién:
k am 1—j m—1—j i+l—j
—17 g0 -q°
bk+1(q) = H ( am—2—j _ H am—2-j __ at—j ;
j=1\9 i—0 9
intercambiando productos:

k qam—l—j 1 m—3 k qam—l—j _ qai+1—j
be+1(q) = HW [N — ]
=19 i=0 \j=1 ¢ q

simplificando, andlogamente a las series telescépicas:

m—2 m—3 m-2 i
B q° -1 qa — g
br+1(q) = @ TF 1 z1;:[0 pr

De esta manera |bg11(g)| |g/** — 1/™! es igual a:

1/ak -1 m—3 | |m—3 1/a’“ -1
m—2 q m—2 i q
lg* -1 1 I -a¥||I1 T g |
1=0 =0

que se puede acotar superiormente por una constante positiva para todo k
natural mayor o igual que un cierto natural ky y para todo g € J;, ya que,
utilizando (1.7), se tiene:

ql/ak -1 . qg— 1
lim sup |—==——| = lim sup —
k—+00 ge T, | g% -1 k—+o0 /e q° -1
- lm|-231 -1
q—1 qam—2 1 'alm—2
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yparai=0,1,...,m—3:

_ 1
- !am——,‘l — ail :

lim sup
k—+00 q€dy

Como para k < ko, las funciones |bg11(q)| Jg/e" — 1]™1 estén acotadas
superiormente en Jj, tenemos la existencia de ¢, ().

De manera andloga, acotando inferiormente, se tiene la existencia de la
constante positiva dp, (b).

Volviendo a (3.41), si fijamos g # 1, se tiene que el segundo sumando
del miembro de la izquierda de la desigualdad tiende a cero cuando k tiende
a infinito. Efectivamente, utilizando (3.42), se puede acotar de la siguiente
manera:

Ap-1 (ql/ak )

1/a*
br41(9)Am-1(¢/*")| < %(Q)W—llm—_l-

Ahora, como ya sabemos por (3.32), esta iltima fraccién se comporta salvo
una constante como Q°,_; f(z,q" “k). Utilizando la Proposicién 3.17 y la
suposicién de que f—1(z) = 0 se tiene:

lim Q%_if(z,¢"/%) = Q%_,f (&) = frmni(z) = 0;

k—+o00

y, por tanto, el sumando que queriamos tiende a cero cuando k tiende a
infinito.

De esta manera, tomando en (3.41) limite cuando k& tiende a infinito,
conseguimos demostrar el resultado buscado,

|Am-1(g)| < C'lg — 1|™.

Proposicién 3.38. Si en un punto x se cumple que:
limsup |Q7 f(z,q)| < +o0
g—1
y f estd acotada en un entorno de x, entonces se verifica que:

limsup |Q2%_, f(z, q)| < +oo.
g—1
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Demostracién. Por (3.40), podemos suponer que |a| > 1. Siguiendo el razo-
namiento de la proposicién anterior, se cumple (3.41) para m = n, es decir,
se tiene que existe una constante C tal que:

An—1(q) — brs1(9) An_1(q*")| < Clg—1|"

para todo k y para q préximo a 1. Recordemos que A,,(q) = A% f(z,q).

Dado b > 1, definimos J, = [b~1%/,b=1] U [b, bl®l] como antes. Fijamos b
suficientemente préximo a 1 para que la desigualdad anterior se cumpla para
todo q € J,. Ademés, como f estd acotada en un entorno de z, observando
la definicién (3.29) de A2 f(z,q) y el hecho de que las funciones A, (g) tienen
limite cuando q tiende a 1 (3.30), podemos suponer que A,_; estd acotado
en Jp.

De esta manera, deducimos de la desigualdad anterior que existe una
constante, que por abuso de notacién seguimos llamando C, tal que para
todo q € Jp y para todo k se tiene:

‘bk+1(q)An—1(q1/“k) <C.

Por (3.42), encontramos otra constante tal que para todo g € Jp, y para todo
k:

‘bk+1 (Q)An—l(ql/ak)
. an(0)

An—l(ql/ak)

) L <c.
(g¥/* —1)

™ 1/a® : .
Ahora, U J,’" es un entorno reducido de 1, luego:
k=1

An—l(Q)
(@-1)"!

y por tanto, teniendo en cuenta (3.32), terminamos la demostracién,

<C;

limsup
g—1

limsup‘Qz_lf(:c,q)| < 4o00.
1

q—

O

Corolario 3.39. Si existe la n-ésima a-Quantum Derivada en un conjunto,
entonces eziste la n-ésima Derivada de Peano en casi todo el conjunto.
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3.5 Quantum Derivadas

En esta 1ltima seccién probamos para las Quantum Derivadas, apoydndo-
nos en las a-Quantum Derivadas con ¢ = 2, los mismos resultados que se
ven en la seccién anterior para los casos particulares de Quantum Derivadas
Generalizadas. De esta manera la Conjetura 3.20 también es cierta para las
Quantum derivadas.

Recordemos la definicién de Quantum Derivada:

Definicién 3.40. Se definen las n-ésimas Quantum Diferencias de una
funcion f en un punto z # 0 por induccion de la siguiente manera:

_ flgz) - f(2)
le(xv(I) = ——&;—.’E—
Dpi1f(z,q) = an(qx,;a); : f"f(z’ 9

Y se define la n-éstima Quantum Derivada como

'an(IL') = (}{_}n} an(a:, Q)-

Observemos que en este caso, para calcular la n-ésima Quantum De-
rivada tenemos que evaluar la funcién en los siguientes n + 1 puntos: z,
qz,¢’z,¢°x, . .., q"z. Por ejemplo, la segunda Quantum Derivada, es:

Daf(x) = ‘}im fldz) — (¢ +1)f(gz) + qf(x)

-1 q(q — 1)2z? (3.43)

En el siguiente lema damos la férmula explicita para cualquier n, que nos
sirve para demostrar que las Quantum Derivadas son Quantum Derivadas
Generalizadas.

En la féormula que vamos a dar aparecen los g-andlogos de los coeficientes
binomiales que se definen de la siguiente manera:

n [n],!
= =" paran >k >0, (3.44)
[k] q [k]q' [n - k]q'
. qn -1 2 n—1
siendo [n], = ) =14+qg+q°+...+¢" " para n natural, y:
1 sin=20
[n],! =

(1], 2], - [n], sin=1,2,...
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Lema 3.41. La n-ésima Quantum Diferencia se puede escribir de la si-
guiente manera:

> ¢ [7] o (42)
Duf (@,q) = =y — : (3.45)
¢ (g-1)"an

entendiendo que (g) = (;) =0.
Demostracion. Sea:

n

Anf (z,9) = > (-1)F [Z] @ f (¢ *s). (3.46)
q

k=0
Entonces, para ver (3.45) tenemos que demostrar:

Aif(z,q) = flgz)—f(=)

An+1f($,q) = Anf(x’ qa) - annf(ma Q)a

porque a partir de aqui se demuestra la férmula (3.45) por induccién de la
siguiente manera. Para n = 1 se tiene trivialmente. Y suponiendo que es
cierto para n, se tiene que:

(3.47)

Dy f(qx,q) — Dy f(z,q)

Dpyi1f(z,q) = e
_ 1 ( Anf(gz,9)  Anf(z,9) )
(@- Dz \ ) (g—1)"gran (&) (g 1)"am

Anflgz,q) — ¢"Anf(z,q)

q(n-;l) (q _ 1)Tl+1 .’1)"’+1
An+1f(37, (I)

LT (- 1+ gt

Para probar (3.47) hacemos notar que el caso n = 1 es un simple célculo
directo. Ahora, para un nimero natural n, observamos que por (3.46):

n+1

Anf(92,9) = " Bnf(@,0) = Y Axla)f (¢ *2),
k=0



114 CAPITULO 3. QUANTUM DERIVADAS

donde:
(1 sik=0
n k n k-1 .
Axg) = (~1)’“<[ ] q(2)+[ ] (2 )+") sik=1,2,...,n
\ B, k1],
[ (-1)"¢(") sik=n+1.
Y por tanto, basta demostrar que para k =1,2,...,n:
I Ey P IR W P EE O 1 6. (3.48)
ki, k—-1], k1,

Partiendo del miembro de la izquierda al que llamamos N, por definicién
de g-andlogos de los coeficientes binomiales:

o ! o
(], [ — k]q!q(’) TR Ty 1]q!q( R

sacando factor comun:
[n],!
[k]q! [n+1- k]q!

y como lo que esta dentro del paréntesis es igual a [n + 1] -

N =

N =

a® ([ — k+ 1], + [, F)

) n—k+1_1 k_l
—k+1 kl gnti—k  — q q n+l—k
[n—k+1],+[k],q s T ol

qn+1 -1
g—1 "~
demostramos la igualdad (3.48). a

Proposicién 3.42. Las Quantum Derivadas son Quantum Derivadas Ge-
neralizadas.

Demostracion. Basta con demostrar, al igual que en la Proposicién 3.35,
que para todo 0 < q # 1:

Dn?(1,q) = [n],!6;n para j = 0,1,...,n. (3.49)
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Por el lema anterior, esto equivale a probar que para j =0,1,...,n:
k
< (—1)k q(Z) n jn—k) __ 15.
(—n)——_'—n k q = [n]q‘ jime
k=049 2 (q - 1) q

Dicho en forma matricial, tenemos que demostrar que si consideramos el
sistema:

V(qn, qn—l’ s ’q27 q? 1)($07 xl’ b ’xn)t = (0’ A 707 [n]q!)t7

su unica solucién es:

—1)k¢(5)
@) (g -1 Lkl
Sea (g, %1,---,Tsn) la solucién del sistema. Utilizando la regla de Cra-

mer, de manera ansloga a como se hace en la demostracién de la Proposi-
cién 3.14, llegamos a que:

_ [n],!
Tk

D)
m#k

A partir de aqui realizamos unas transformaciones hasta llegar a la fé6rmula
(3.50). Separamos el producto dejando a un lado los factores con m < k y
al otro los factores con m > k:

[n],!

k-1 n
1@ *-q¢ ™) I (" F-g™)
m=0 m=k+1

T =

il

sacamos factor comin ¢"* de cada factor del primer producto, y ¢ ™ de
cada factor del segundo producto:

n] !
T = k [ ]q n—k ’
(@ F)F T (1 = ¢i) - gt+2ttn—k=D) T (¢ — 1)
=1 =1
agrupamos factores:
[n]!

Tk = Kk n—k ’
q=R)ntk=1)/2 (—1)* H1 (¢ -1) l'I1 (¢-1)
= =
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multiplicamos y dividimos por ¢g**¢=1/2(q — 1) y, recordando la definicién
de g-andlogos de los coeficientes binomiales, llegamos a la férmula (3.50):

. (~1)} g2 ] _ () m
n{n—1)/2 ¢ 1) q 1 q 1 q q
g (q )gq_lizlq—l

(]

Veamos ahora la relacién que existe entre la n-ésima Quantum Diferencia
D, f(z,q) y la n-ésima 2-Quantum Diferencia Q2 f(z,q). Recordemos que
para ha,llar las Quantum Derivadas tenemos que evaluar la funcién en z, gz,

¢z, ¢ w ,q T,y para calcular las 2- Quantum tenemos que evaluarla en
-1

z, gz, ¢°x, ¢'x, ..., ¢*" .

Lema 3.43. Para cada n, ezisten 2" 1 —n + 1 funciones acotadas en un
entorno de uno, Cy(q), C1(q),-..,Con-1_,(q), tales que:

on—li_p

Qaf( Z Ci(9)Dnf(g'z, q). (3.51)

Demostracion. Fijado n, nosotros probamos que existen polinomios en g,
Cy(9),C1(q), -y Chns_, (q) tales que:

on=1_np

Abf(z,9) = Y Cie)Anf (¢'z,q) - (3.52)

=0

Esto es suficiente, ya que de los Lemas 3.34 y 3.41 podemos deducir (3.51)
con:

nlg(a)*in (g — 1)"
@7 =@ - — ). (&
para todo i = 0,1,2,...,2" ! —n. Observamos que las funciones C; estdn

acotadas en un entorno de uno ya que los C} son polinomios y se tiene (1.7).
Para probar (3.52), vamos a identificar una funcién del tipo:

Ci(g) =

_ q2n—2) C'Ll(q)7

b (@) f (@) +bn—1(9) f (¢™ ') + ... + bo(a) f (2),
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con el siguiente polinomio en la variable y, cuyos coeficientes dependen de
q:

bn(@)y™ + bm—1(@)y™ " + ... + bo(q),

que se obtiene sustituyendo f(q'z) por y'.
De esta manera identificamos A, f (z,q) (ver (3.46)) con un polinomio
moénico que es de la forma:

p(y,9) = ¥" + an—1(q)y" ! + ... + ao(g),

y para cada entero no negativo 4, tenemos la identificacién de An f (¢'z,q)
con 4'p(y, q). También se identifica A2 f (z,q) (ver (3.29)) con un polinomio
de la forma:

Py,q) =¥ + An1(@y” " + .. + Aa(@)y? + Ai(q)y + Ao(g).

Asi, para probar (3.52) basta demostrar:

P (y,q) = (Ch(a) + C(@)y + - + Conr_n(@y* " ™p(4,0) -

Por el algoritmo de la divisién encontramos dos polinomios en y, () de grado
2"~1 —n y R de grado menor que n, tales que:

R=P-Qp.

Hacemos notar que los coeficientes de @ son polinomios en g. Esto es
debido a que p es ménico y a que los coeficientes de p y de P son polinomios
en ¢ por (3.47) y por (3.29) respectivamente, observando que para a = 2:

e = (1) (1) (7 ) (),

Ahora, tenemos las siguientes igualdades, p(¢7, q) = An27(1,q) y P(¢, q)
= A2g7(1,q). Asi, tanto p como P tienen ceros en 1,q,¢%...,¢" ! por
(3.49) y (3.33) respectivamente. Por tanto, R es un polinomio de grado
menor que n con 7 ceros distintos, es decir, R es nulo. Esto establece lo que
queriamos. O

Ya podemos demostrar que la Conjetura 3.20 es cierta para todas las
n-ésimas Quantum Derivadas:
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Teorema 3.44. Si para todo z € E se cumple:
limsup | Dn f(z, q)| < +o0,
g—1

entonces para casi todo x € E eziste la n-ésima Derivada de Peano.

Demostracién. Por el lema del desplazamiento (Lema 3.23), para todo i
limsllp |Dnf(q'x, )| < +oc en casi todo « € E,
q—r
luego por el lema anterior:
lim S;lp |Q%f(x, q)| < 400 en casi todo z € E,
q—
y basta aplicar el Teorema 3.36 para terminar la demostracién. O

Corolario 3.45. Si existe la n-ésima Quantum Derivada en un conjunto,
entonces existe la n-ésima Derivada de Peano en casi todo el conjunto.
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