UAN
60 DS Jogo43l ou3

I s

'UNIVERSIDAD DE SEVILLA

FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE ALGEBRA, COMPUTACION,
GEOMETRIA Y TOPOLOGIA

ESTUDIO DE DOS INVARIANTES EN
ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES
COMPLEJAS Y CLASIFICACION A
PARTIR DE ESTOS

Memoria presentada por Francisco Ramirez Lépez para optar al grado de
Doctor en Matemadticas por la Universidad de Sevilla

)
’ /

“—

»

Fdo.: Francisco Ramirez Lépez

V2B de logDirectores

,{\/ b&;\ Co

Fdo.: Francisto Javier Echarte Reula Fdo.: Juan Nunez Valdés
Catedratico de Geometria Profesor titular de Universidad
del Departamento de Algebra, del Departamento de Algebra,
Computacién, Geometria y Computacion, Geometria y
Topologia de la Universidad Topologia de la Universidad
de Sevilla de Sevilla

Sevilla, Mayo de 1995



A Marylo



UNIVIORSTDAD D0 SBVILLA
IR BV A UNY*T‘—‘T"*T“‘A“ T SHUVILLA

Derositado en

de In

] PS
G2 entn

haato &1 &
LA wow WL Ll s

de 19

Sevnla, A
Rl Jefe dei Negocnado de Tesls,

Pr.

AGRADECIMIENTOS

Sirvan estas lineas como mi maés sincero agradecimiento a todas
aquellas personas que de una forma u otra han contribuido a la

realizacién de este trabajo.

Especialmente quiero agradecer al director de la tesis, D. Fran-
cisco Javier Echarte Reula, su valiosisima ayuda y constante aseso-

ramiento, sin los que esta memoria nunca se hubiera realizado.

Deseo resaltar la ayuda prestada por el profesor Juan Niunez

Valdés por sus oportunos consejos y su constante apoyo.

También quiero resaltar la gran ayuda prestada por los profe-
sores J. R. Gomez, M. Goze y V. R. Varea con sus valiosos aseso-

ramientos y consejos.

Quiero expresar mi gratitud a mis companeros del Departa-
mento de Algebra, Computacién, Geometria y Topologia, por las

ayudas de todo tipo que siempre me dispensaron.

11



Por iltimo, aunque no en importancia, no puedo dejar de men-
cionar a mi mujer, Marylé y al resto de mi familia por su paciencia

y estimulo durante la realizacién de este trabajo.

il



INDICE

Introduccion. . ... 1

Capitulo 0.

0.1.

0.2.

0.3.

Capitulo 1.

1.1.

1.2,

1.3.

....................................................... 9
Algebras de Lie. ... ... ... 10
Relaciones entre dlgebras de Lie. ................ 12
Clases de algebras de Lie. ........................ 13
Las algebras de Lie filiformes. .................... 16
Definicién y propiedades. ......................... 17
Estudio del invariante z. .......................... 19
Estudio del invariante j. ................... ... ... 28

v



Capitulo 2. Clasificacién de las algebras de Lie filiformes

atendiendo al valor del invariante 5. ............. 43

2.1. Clasificacién de las algebras de Lie filiformes

paralasque j=4. ... .. i 45

2.2. Clasificacién de las algebras de Lie filiformes

paralas que j =5. .. ... .. 49

2.3. Clasificacién de las algebras de Lie filiformes

paralasque j=6. ........ ... ...l 70

2.4. Estudio de las ternas: (¢,7,25 —2), (4,,27 —3)
Y Gy g g+ 1) o 88

Bibliografia. ......... ... . 91



INTRODUCCION



INTRODUCCION

Para estudiar la clasificacién de las algebras de Lie, debemos
tener en cuenta que conocida la clasificacién de las dlgebras semi-
simples desde finales del siglo XIX, uno de los principales objetivos
de la teoria de dlgebras de Lie es la clasificacién de la otra clase de

algebras que aparece en la descomposicién de Levi: las resolubles.

En lo que sigue se supondra que el cuerpo base es el cuerpo

complejo.



El problema de la clasificacién de las dlgebras de Lie resolubles
complejas permanece abierto en la actualidad, ya que sélo se conoce
la clasificacién de las algebras de Lie resolubles de dimensiones

menores o iguales que 5.

Por ello, actualmente, los intentos de clasificacién de las algebras
de Lie resolubles pasan por obtener primero la clasificacién de
las algebras de Lie nilpotentes, dado el importante papel que de-
sempenan los ideales maximales nilpotentes en el estudio de las
ilgebras resolubles, cuyo conocimiento facilitaria en gran medida

la obtencion de las dlgebras de Lie resolubles.

Los primeros resultados de interés relacionados con la clasifi-
cacion de las dlgebras de Lie nilpotentes datan de hace aproximada-
mente un siglo y fueron publicados en 1.891 por Umlauf [30], que
hace un intento de clasificacién (que posteriormente se probaria
que era incompleta) de algebras de Lie nilpotentes de dimensiones

menores o iguales que 6.

La primera clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes hasta
dimensién 6 fue realizada en 1.958 por Morozov [26], basandose en
la maxima dimensién de un ideal abeliano maximal. Previamente,
Dixmier [14] y [15] también habia presentado una clasificacién hasta
dimensién 5 y Vranceanu [32], de una manera independiente a Mo-
rozov y basindose en otros procedimientos, obtuvo la clasificacién
de las ilgebras de Lie nilpotentes de dimensién 6, si bien tanto

su clasificacién como la de Morozov son completas para el caso



complejo pero no para el caso real.

Vergne [31] dié por primera vez una clasificacién completa de las
dlgebras de Lie nilpotentes reales o complejas de dimensién 6, com-
pletando asi los trabajos de Morozov y Vranceanu. Vergne probé
ademas que a diferencia del caso de dimensiones menores o iguales
que 6, para dimensiones mayores o iguales que 7 aparecen ya clases
de isomorfia de un tipo particular de algebras de Lie nilpotentes,
como son las filiformes, lo cual dificulta mas la obtencién de las

clasificaciones a partir de dimensién 7.

Safiullina publica en 1.964 [28] una clasificacién de las algebras
de Lie nilpotentes de dimensién 7, basandose en el método desa-
rrollado por Morozo{f, si bien Magnin [25] demuestra en 1.986 que
esta clasificacién no es del todo completa. Romdhani en 1.985 [27]
también presenta una clasificacién de estas dlgebras a partir de
las dimensiones de las sucesiones derivada, central descendente y

central ascendente.

Skjelbred y Sund en 1.977 [29] desarrollaron un método que
permitia obtener la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes
de dimensién n + 1 supuesta conocida la clasificacién de las de di-
mensién n. No obstante este método presenta excesivas dificultades

de realizacién y no ha vuelto a ser utilizado hasta la fecha.

Finalmente, Goze y Ancochea, en 1.989 [4] llegaron a clasificar
las algebras de Lie nilpotentes de dimensién 7, mediante el uso de

un nuevo invariante obtenido por ellos, que denominaron “sucesién



caracteristica”, que corresponde a las dimensiones maximales de
los bloques de Jordan de una matriz nilpotente, lo que les permitié
también obtener la clasificacién de las dlgebras de Lie filiformes

complejas de dimensién 8 [3].

Como es sabido, las dlgebras de Lie filiformes, definidas por
M. Vergne con motivo de su Tesis Doctoral [31], constituyen un

subconjunto de las dlgebras de Lie nilpotentes.

Por todo ello, el problema de la clasificacién de las algebras de
Lie nilpotentes de dimensién > 8 continia abierto y los intentos ac-
tuales pasan por conseguir primero una clasificacién de las dlgebras

de Lie filiformes.

Asi, por aplicacién de las técnicas de Goze y Ancochea, Gémez
Martin y Echarte en 1.991 [23] obtuvieron la clasificacién de las
dlgebras de Lie filiformes de dimensién 9 y recientemente, median-
te la introduccién de un nuevo invariante para estas algebras, Boza,
Echarte y Nifez [7] clasificaron en 1.993 las ilgebras de Lie fili-

formes complejas de dimension 10.

En este trabajo hacemos una clasificacién de las algebras de Lie
filiformes complejas, atendiendo a un nuevo invariante que vamos

a detallar.

Sea £ un algebra de Lie; denotaremos por:

L£2=[L,L); LP=[L3L);...; Lh=[CM1, L5 ...



Un algebra de Lie filiforme £ de dimensién n, es un algebra de

Lie nilpotente, tal que

dml?=n—-2; dml3=n—-3;...; dimLh=n—h;...; dimL" =0.
Se dice que {ej,e3,...,¢,} es una base adaptada de L si:

61¢£2,

[617 62] = 07

le1,en] = €1 (A=3,...,n) y

[es,en] =0 (h=2,...,n).

En este trabajo supondremos que las dlgebras de Lie filiformes

son complejas, y que las bases que utilizamos son adaptadas.

Un algebra de Lie filiforme se denomina modelo si sus tnicos
productos no nulos respecto a una base adaptada son los:
[e1,en] = en—1 (kR = 3,...,n). Trivialmente se tiene que hay un

algebra modelo para cada dimensién.

En este trabajo, ademas de utilizar el invariante “2”:

i = min{k € IN— {1} | [e, es] # 0}, introducimos un nuevo invariante
que denominamos “;”, definido por:  j = min{k € IN| [e, ex41] # 0}.

A [ej,€ej+1] lo denominamos producto principal.

Demostramos que toda algebra de Lie filiforme no modelo tiene
un producto principal, y que el valor j es independiente de la base

adaptada elegida.

Demostramos también que: : < j; j <n. Mas concretamente



se verifica: 4<i<j; y Jj+1<n<25j-2.

La clasificacién de las algebras de Lie filiformes complejas la
hacemos mediante el uso de este nuevo invariante, teniendo en
cuenta en primer lugar las algebras de Lie filiformes cuya j es
determinada y subclasificando éstas atendiendo a la terna (7,j,n),
tres invariantes respecto a las bases adaptadas, de los que también

damos una definicién alternativa independiente de cualquier base

adaptada.

El valor minimo de ; y de j es 4, por lo que nuestra clasificacién
comienza para j = 4, continuando con las dlgebras de Lie filiformes

para las que j =5y j=6.

Esta clasificacién es completamente original, en el sentido de que
se aparta del hecho de que hasta ahora las clasificaciones se habian

hecho atendiendo tnicamente a la dimension de las algebras.

El trabajo se ha estructurado en tres capitulos. En el primero
de ellos, que denominamos capitulo 0, indicamos las definiciones
y propiedades mas importantes de las algebras de Lie (omitimos
todas las demostraciones), que van a ser itiles para una adecuada

comprension del resto del trabajo.

En el capitulo 1, tras estudiar algunas de las propiedades funda-
mentales de las dlgebras de Lie filiformes, se estudian con detalle
las propiedades de los invariantes : y ; antes citados, que van a per-

mitirnos realizar la clasificacién de las dlgebras de Lie filiformes.



En el capitulo 2 se obtiene ya la clasificacién de las algebras
de Lie filiformes mediante la aplicacién del nuevo invariante j. Se
clasifican en primer lugar aquellas para las que j = 4, que responden
a las ternas (4,4,5) y (4,4,6), donde las ternas son las (¢,7,n) ya
citadas. Después, aquellas dlgebras de Lie filiformes para las que
J =5 (v =45 n=6,78)y finalmente se clasifican aque-
llas dlgebras de Lie filiformes para las que j =6 (¢ = 4,5,6;
n="1,8910).

Se finaliza el trabajo con la exposicién de una bibliografia, en la
que se referencian los textos y articulos, relativos al tema que nos

ocupa.



CAPITULO 0
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CAPITULO 0

0.1 Algebras de Lie.

Un dlgebra de Lie £ es un espacio vectorial sobre el que se encuentra
definida una segunda operacién interna [ , ] distributiva, llamada

producto corchete, que satisface las siguientes propiedades:

[X,X]=0 VX€CL (0.1.)

YX.Y.Z € L.
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La igualdad (0.2.) se denomina identidad de Jacobi. De ahora

en adelante, dicha identidad de Jacobi la representaremos por:

(X,Y,Z)=0.

Un algebra de Lie se denomina real, compleja, ..., segiin sea el
cuerpo base del espacio vectorial. Se denomina dimensién de £ a

la que tiene como espacio vectorial.
De (0.1.) se deduce que [X,Y] = —[Y, X].

Si {e1,...,e,} es una base de L, basta conocer los productos

len, ex], para conocerlos todos, ya que si:

X = Z)\heh; Y = Z,ukek — [X, Y] = Z)\h,uk [6h, 6k].

Los productos corchetes de dos elementos cualesquiera de la
base seran [ej,ex] = Y cien. Los coeficientes ¢}, se denominan

constantes de estructura. De (0.1.) y (0.2.) se deduce:

m m
Chk = ~Ckh
T8 r ] T s _
Z(chkcrm + CmCon + Crncr) =0
De ahora en adelante, definiremos un idlgebra por una de sus

bases y los productos de cada par de elementos de dicha base,

obviando los productos nulos.
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0.2 Relaciones entre algebras de Lie.

Dadas dos algebras de Lie £, L', sobre el mismo cuerpo, diremos
que:
¢ : L — L es un homomorfismo, si ® es lineal, y se verifica que:

®:[X,Y] — [®(X),®(Y)].

Si ® es biyectiva se denomina isomorfismo.

Se denomina subailgebra de una dlgebra de Lie £, a todo subes-

pacio vectorial 7, tal que si X,Y ¢ 7 — [X,Y] € J.

Se dice que 7 es un ideal de £, si 7 es una subalgebra de £, tal

que VX eI VY el = [X,Y]eT.

Se denomina centro de £ al conjunto de elementos X € £, tales

que [X,Y]=0 (VY € L).
El centro de £ es un ideal de L.

Llamaremos centralizador de una subédlgebra M de L, al con-

Jjunto de elementos de £ que conmutan con todos los elementos de

M, es decir: CCM={XeL|[X,Y]=0 VY eM}

Llamaremos &lgebra derivada de £, y lo denotamos [£, L], al

conjunto de elementos [X,Y] : VXY € L. El algebra derivada es
un ideal de L.
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Un ideal 7 se dice conmutative si [X,Y]=0 VXeZ, VY elL.

Un éalgebra se dice conmutativa si [£, £] =0.

0.3 Clases de algebras de Lie.

Un algebra de Lie se dice simple si no es conmutativa y no contiene
ideales no triviales (estos son 0 y £). Para las dlgebras simples

L =L, L)

Un algebra de Lie se dice semisimple si no contiene ideales con-
mutativos no triviales. Toda dlgebra simple es semisimple, pero el
reciproco no es cierto. Toda algebra semisimple es suma directa de
algebras simples. También las dlgebras semisimples coinciden con

su algebra derivada.

Dada un algebra de Lie £, establecemos a partir de ella la si-

guiente sucesién:
Lr,=[L,L); L3= (L2, Lo]; ..o Li=[Lioy, Lia]; .

Decimos que un dlgebra es resoluble si existe un n < co tal que

L, ={0}.

Establecemos otra sucesién:
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LP=[L,L); L£2=[L%L);...; Li=[L7LL)...

Decimos que £ es nilpotente, si existe un n < oo tal que £" = {0}.

Toda algebra nilpotente es resoluble, pero el reciproco no es cierto.
Los £; son ideales de L.

La interseccién, suma y producto de ideales resolubles de un
algebra de Lie, son también ideales resolubles. De aqui se deduce
que la suma de todos los ideales resolubles de un algebra de Lie, es
otro ideal resoluble que se denomina radical de £ y lo denotamos

radLl.
Si un algebra es semisimple su radical es nulo.

Las algebras semisimples ya han sido clasificadas, pero las re-

solubles no, ni siquiera las nilpotentes.

En las algebras de Lie nilpotentes se verifica el llamado “Teo-
rema de Engel”, del que se deduce que en toda algebra de Lie
nilpotente, existe un elemento ¢; ¢ £2, y una base {ej,¢,...,¢€,}, tal

que
[e1, €2] = 0;
[elyeh] = &h-1€h-1 (€h—1 =0, 1)-

Un algebra de Lie se dice filiforme si es nilpotente y tal que
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todos los ¢;,_; = 1, siendo dimL' = n —i. A ellas va dedicado este

trabajo.



CAPITULO 1

16



17

CAPITULO 1

Las algebras de Lie filiformes.

1.1 Definicién y propiedades.

Un dlgebra de Lie nilpotente £ se dice filiforme, si siendo dimL = n,
se verifica que:

dimLi=n—-2; ... ;dmLr=n—Fk; ... ;dimL" =0,

siendo £L*> = [L,L], ..., LF=[L,LFY,
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Sea {e;,...,e,} una base de £ tal que:
[e1, €2] = 05 ler,en] =en-1 (R =3,...,n), donde e; es un elemento
con ¢; ¢ L%, que viene dado por el teorema de Engel.

Por tanto:
L2 ={eg...,en_1}
£3 = {62, N en_g}

LF={eg....en ps1} (1<k<n)

L7 = {ey, e3}
L1 = {ey}
L = {0}

Para un % > 2, se deduce que:

[en, en] = czgleh_l +- 4l es (1.1)

pudiendo algunos coeficientes o todos ser nulos. De la igualdad

anterior tenemos que [e3, e,] = o e3. Si a # 0, el cambio: ¢, =e,+0a e
. . p . .

nos permite conseguir que [es, e/ ] = 0, lo que no cambia los demas

elementos de la base ya que [ej,¢] = [e1,e, + @ €1] = €n1, ...
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En adelante, supondremos que las algebras son filiformes com-

plejas, y que todas las bases que utilizamos verifican estas propie-

dades, es decir, la base {e;,...,e,} es tal que:
[e1, e2] =0,
[e1,en] = €1 (R=3,...,n),

[es, en] =0 (h=2,...,n).
Una base que verifique dichas propiedades se denomina base adap-

tada.

1.2 Estudio del invariante :.

Definicién: Sea L un 4lgebra de Lie filiforme de dimensién n.

Definimos el subindice ¢ como:

i = maz{k € IN| Cc(LVF*) D L2},

Esto quiere decir que el ideal £"**? de base {ez,...,¢e;_1} es el
mayor ideal cuyo centralizador contiene a £? = {es,...,e,-1}. Si
contiene a L%, se trata del ideal £ generado por {es,...,e. 1,6},
ya que si se tratara del ideal: {ej,es,...,¢,—1} su centralizador se

reduciria al ideal {e,}, iinico que conmuta con el vector e¢;.

Por tanto, los vectores del ideal {¢,,...,¢;_1} conmutan con todos
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los vectores del ideal {e,,...,e,_1,e,}. En particular se verifica que:

[62,6n] = [e?nen] == [ei—hen] =0

Teorema 1. Sea L un dlgebra de Lie filiforme de dimensién n. Si

existe i, se verifica:

[eh en] 7& 0

Demostracién:

Si [e;, e,] = 0, de la identidad de Jacobi (ey, €;,¢,) = 0 se deduciria
que [e;,e,-1] = 0, de la identidad de Jacobi (e, ¢, e,-1) = 0 se de-
duciria que [e;, e,_;] = 0 y siguiendo sucesivamente el procedimiento
llegariamos a que [e;,e;] =0 (VA > 1), por tanto el centalizador del
ideal £""*! también sera el ideal de base £ = {es,...,en_1,€n}, ¥
en consecuencia £ *? no sera el ideal mayor que cumpliera esta

propiedad. Por tanto [e;,e,] # 0. ]

Observese que 7 es un invariante en las dlgebras de Lie filiformes

de dimensién n, pues no depende de la base adaptada elegida.

También, como consecuencia del teorema anterior, se tiene que

el invariante ; viene definido por:

i = min{k€ IN— {1} | [ex, €] #0} [19].
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Si no existe i se verifica el siguiente teorema:

Teorema 2. Sea {e1,...,e,} una base adaptada de un 4lgebra
de Lie filiforme L. Si no existe 1, el dlgebra tiene como unicos productos

no nulos los [eq,ep] = €,-1  (h = 3,...,n). Es la llamada dlgebra de Lie

filiforme modelo, y hay una en cada dimensién.

Demostracién:
Si [en,e,] =0 (Vh > 1), se sigue
de (e1,€en,€,) =0 — [en, €n—1] = 0(VA > 1)
de (e, ep,€,-1) =0 — [en, €no] =0(VRh > 1)

Y siguiendo el procedimiento se tiene probado el teorema. Por

tanto [ep, ex] = 0 siempre que h,k > 1. O

De este teorema se deduce que el dlgebra de base {e,,...,e,} es
conmutativa, lo cual permite dar una nueva definicién de algebra
modelo, independiente de cualquier base adaptada. Asi, diremos
que un algebra de Lie filiforme £ es un algebra modelo si C(L"?)
es conmutativo. La equivalencia entre ambas definiciones es in-
mediata al ser £"7? el ideal de base {e;,e3} cuyo centralizador es el

ideal de base {e,...,¢e,}.
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Si suponemos que existe i, se verifica el siguiente teorema:

Teorema 3. Sea {ei,...,e,} una base adaptada de un dlgebra

de Lie filiforme L. Si existe i, se verifica:

[ern,ex] =0 si 1<h<ik>1 (1.2)
Demostracion:
Sih<i:
de (e1,en,e,) =0 — [en, €n—1] =0
de (e1,€n,€n-1) =0 — [en, €na] =0
Y siguiendo el procedimiento se tiene probado el teorema. O

Como consecuencia, se verifica:

[en, en] =0 (1 < h<y)

— -1 2
lei,€n] = Cipy €im1 4 - ¢ €0

[en, €n) :czgleh_l—k---—i—cinez t<h<n-1)

— 2 2
[en—b Cn] = Cp_inn-2t -+ Cp—1,n¢2

]
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Teorema 4. Sea {e;,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme L. Si existe 1, y se tiene

[6i7 e"] = cfnep e c?ne‘l + c?ne3 + c?ne2 (p < 7” cfn # 0)

entonces se verifica:

[eiy €n1] = pepoy -+ + Chues + Crea (1.3)
[ei, €nz] = chuep—z + - + Cipea (1.4)
[ei, en—pya] = clpez (1.5)

Demostracién:

De la identidad de Jacobi (e;,¢;,e,) = 0 se obtiene (1.3), de la
identidad de Jacobi (e, ¢;,e,-1) = 0 se obtiene (1.4) y siguiendo el

procedimiento se llega a (1.5). o

Por tanto, se tiene que:
[Lr—F1 L] = LrPH pero [L"T L] ¢ L77PT2, lo que nos pueba que

p es también un invariante.

Teorema 5. Sea {ei,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme L, si:

[ex—1,€x] = ape, + - -+ + azesz + azey (p<k—-1) (k>4)
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entonces se verifica que:

[€k—2,€k] = Qpep_1 + -+ + az€9, ¥ reciprocamente.

Demostracién:

Se sigue inmediatamente de la identidad de Jacobi:

(617 €k-1, ek) =0. t

Se verifica el siguiente teorema:

Teorema 6. Sea {e1,...,e,} una base adaptada de un algebra
de Lie filiforme L. Se verifica que los coeficientes ¢, . .. ,cZ;I, cees cZ:in

son iguales.
Demostracién:

De la identidad de Jacobi (e;,en,e,) = 0 para h > 4 se deduce

que:
h-1 _ _h-2 h—2 (1.6)

Chn ch—l,n = ch,n—l

h—2  _
Probaremos que ¢;~, =0

De la identidad de Jacobi (ej,ep, e, 1) =0 (i < h <n—1) se
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deduce:
R-2 _ h-3 h—3
Chne1 = Ch—1n-1 T Chp-2 (1.7)

de (e1,ep_1,€,-1) =0, y de (e1, €4, €,-2) = 0 tenemos:
h—2 _ h-4 h—d h—4
Chp—1 = Ch—gpn-1 T 2Ch—1,n—2 + Chns (1.8)

la igualdad (1.7) desdobla ¢}, en suma de dos coeficientes de su-
perindice i — 3; la igualdad (1.8) desdobla c’;;;f_l como suma de coe-

ficientes de superindice h — 4.

Procediendo sucesivamente se obtiene que:

02;2—1 = Cin_l + (h—i4) cg,n—2 +ooe (Z:i) ci,n+3—h

Si ¢! = 0, todos los sumandos del segundo miembro son nulos,

n

luego 02;2—1 = 0. Sic,' # 0, los coeficientes ¢ ,,; , del segundo
miembro son alternativamente 1,—1,1,—1,..., luego se tiene que

g li=(1-1)F*=0

Por tanto c’{nz_l =0, de donde por (1.6) se tiene que:

cl=ci, (h>d). O

Definicion: Sea {ei,...,e,} una base adaptada de un &lgebra de

. . . y — —_ _2 .
Lie filiforme L. A los coeficientes ¢, ..., ¢t ..., €n_in Se les denominan

primeros coeficientes.
Si ¢! =0, podemos escribir:

3 i-1 h=1 _ . _
Con = " =Cpy =" = Cpyy = =0
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Si ¢! # 0 se verifica el siguiente teorema:

Teorema 7. Sea {e1,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme L. Si ¢! # 0, se tiene que i = 4; y n es par.
Demostracién:

a) Sic'#0=i=4
len-1,€n] = il nna + -+ ) nea (i #0)
de (e;,en-1,€,) = 0 se deduce: [[e,_;,¢e,],e] =0
de donde:

cz:in[en—% 61'] +oe ci—l,n[e% ei] =0

lo que exige que ¢ = 4, ya que [e,_3,¢e4] = 0 siempre, mientras que

[en—2, es5] es distinto de cero, al ser [es,e,] = ¢t eq + 3,63 + ¢E 2.

b) Sic ! #0=>n es par

[647 en] = czne3 + Cinez (Cin # O)

de (617 €4, en) =0 — [647 671—-1] = C2n62

de (61, €5, en_l) =0 — [65, en_g] = —Cineg

Sucesivamente — [en, entan] = (1) e (1.9)

- 3 d 3
Si n fuera impar , entonces n + 3 seria par, luego “*? es natural.

Haciendo h = ’Lzﬁ en la ultima igualdad, quedara:

3
csp =0
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en contra de lo supuesto. Luego n es par. g

Sicl, =ct =---=c'=...=c"22 #0, haciendo el cambio de

)

base adaptada:

€h

! . / — —

e, = e1; e,=—5 (h=2,...,n)
Can

podemos conseguir que todos los primeros coeficientes sean iguales

al.

En adelante supondremos que si ¢, # 0 entonces ¢, = 1, y en

consecuencia:
3 h— —2
c4n — cgn T e e — chnl — e e e — cZ—l,’n = 1 (1.10)
Teorema 8. Un 4lgebra de Lie filiforme compleja de dimension

n, estd definida respecto de una base adaptada, por los productos:

[en, €x] (t<h<n). -

Demostracién:

De la identidad de Jacobi (e, e,-2,€,) = 0 se obtiene:
[€n—3,€n] + [[€n—2,€n],€1] + [€n—2,€.—1] = 0. Entonces, si conocemos

[en3,€n] ¥ [€n_2,€s] queda determinado [e,—2, €n-1].
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Anilogamente, de (ej,en,¢e,) = 0 queda determinado [es,e,_1].
Conocidos los productos [es,e,—1] (1 < h <n—1) de andloga forma
se obtienen los productos [e, e, 2], ¥ aplicando reiteradamente el

proceso, obtenemos todos los productos [ey, eg]. a

Corolario 9. Para definir un algebra de Lie filiforme compleja

de dimensién n, respecto de una base adaptada, basta conocer todos los

productos  [en,e,] (1 < h < n) no nulos.
Demostracion:

Es consecuencia inmediata del teorema 8. O

1.3 Estudio del invariante j.

Sea £ un algebra de Lie filiforme compleja, y {ei,...,e.} una base
adaptada. Ya hemos definido el invariante ; respecto a las bases

adaptadas. A continuacién vamos a definir otro invariante:

Definicion: Sea L un &lgebra de Lie filiforme de dimensién n.

Definimos el subindice j como:

j =maz{k € IN| L es conmutativo}
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Esta definicién nos dice que el ideal £/t = {e,,...,¢;} es el

mayor ideal conmutativo en la sucesién de nilpotencia.

Teorema 10. Sea L un algebra de Lie filiforme de dimension n.

Si existe j, se verifica:

[ej,€541] # 0

Demostracion:

Por reduccién al absurdo, si [¢j,¢;41] = 0, de la identidad de
Jacobi (e, ¢;,€;41) = 0 obtenemos que [e;_1,¢;41] = 0. De la identidad
de Jacobi (e1,€;-1,€;41) = 0 obtenemos que [e;_3, ¢j41] = 0 y siguiendo
sucesivamente llegariamos a que: [en,e;41] = 0 (2 < h < j+1),
por tanto el ideal £/ = {e;,...,¢;41} es conmutativo, lo que es
contradictorio por ser £"'t! el mayor ideal que es conmutativo.

Por tanto [e;,¢;41] # 0. a

Como cosecuencia, se tiene que j puede ser definido como:

j =min{k € IN| [ex, ex1] # 0}

Observese que j es un invariente en las dlgebras de Lie filiformes
de dimensién n, pues no depende de la base adaptada elegida. Al

producto [e;, e;41], si existe, lo denominamos producto principal.

Como en toda base adaptada se tiene:
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le1, €2] = [ea, €3] = [es,€4] = 0, si existe j, el menor valor de j es 4.

Por otra parte, se verifica < j, puessi 1< j <1, entonces

por el teorema 3 se tiene que [ej,e;1] = 0, lo que es contradictorio.

Teorema 11. Sea {ei,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme L de dimensién n. Se verifica:

Sil< k,l/<n con k+1<n+2 = |[er,e]=0.
Demostracién:

Ya vimos que L' = {e,,...,e,_i;1} para 2 < 1 < n. Entonces, se

tiene ¢; € £~ *-1) y por tanto,
[ex, er] € [£7 D, £r=0-D] ¢ g2n-(k+D+2,
Entonces, como k + [ < n + 2, se tiene
2n—(k+)+2>2n—(n+2)+2=n

Por tanto, £>*~(+)+2 C £ = {0} y ello implica [ex, ;] = 0. ]

Teorema 12. Sea {ei,...,e,} una base adaptada de un &lgebra

de Lie filiforme L de dimensién n. Se verifica:

Sil < k, 1< n entonces [ex,e)] € L2 * 2 = {epy1pno1,..., €2}

Ademads si ¢ # 4, 6 n es impar se verifica:

Sil < k,1<n entonces [ex,e]] € L2 F~H3 = {exy1-n—2,..-, €2}
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Demostracion:

Suponemos que L no es el dlgebra modelo, ya que en caso con-
trario todos sus productos son nulos excepto:
ler,er) = en—1 (R =3,...,n), luego si k,[ > 1 se verifica que [e;, e] =0

y por tanto se obtiene el resultado trivialmente.

Segin vimos anteriormente en el teorema 11, se tiene que si
1 < k,1 < n, se verifica [ex, ] € L>" 2 = {er 1 n_1,..., 63} ¥ se tiene

el resultado.

Ademas, si ¢ #4 6 n es impar, por el teorema 7 tenemos que los
primeros coeficientes valen cero, luego:

-l=0 (Vh).
Como consecuencia del teorema 3 se tiene que:

[ex,en] =0 l<k<:

—1 —2 2 —i43
[ei,en] = ¢t €ic1 + g+ -+ e € L7 = {eimg, ..., €2}
——
0
k-1 k-2 2 —k+3 —
ler,en] = Cfn €r—1 + ¢ k2 + - + i 2 € LM = {ex—2,...,e2}
——

0
(t<k<n-1)

.
.
.

-2 -3 2 4 —
[en_l, en] = CZ—l,n €n—o + CZ—l,nen—3 + -+ Cr_1,n62 eL*= {6n_3, ceey 62}
——

0

Por tanto, se tiene que:
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[ex,en] = ch2erat---+c2 e € LF3 = e 5,... e} (valido VE > 1)

Por tanto, se deduce que: [e;_1,e,] € {ex_s,..., e} = LM ya
que de la identidad de Jacobi (e, e, ¢,) = 0 se tiene que:

[ek—la en] + [[ek, 6n]7 61] + [ek, ek-l] =0=

k-3 2 k=2 3 _
Ch1nCn-3 1"+ Ciy €2 — Chp €k—3 — ... — Cip€a + [€k,€n1] =0 =>
k-2 k-3 3 2 _
[ex, en1] = (66, — 77 0) ks o+ (6 — Ghirn) €2 € {€hs, .- €2} =
N e’ R
Ag_3 Az
— Ln—k+4

Veamos también que se verifica:

[exs en—2] € {€k—1,..., €62} = LPF5

Para ello, de la identidad de Jacobi (e, ek, ex—1) = 0 se tiene:

[ek—la en—l] — Ap_z€p—g — ... — Ases + [ek, 6n—2] =0
y de la identidad de Jacobi (e, et_1,€,) = 0 se tiene que:

k—4 2 k—3 2 _
g ~—|—ck_2’ne2+[ck_1,nek_3—|—- tCi_1 62, e1]+[er-1,€n-1] = 0 =>

= fer-1,enc1] = (3, — tTan) bt + F (g — Chogn) €2 =

»l

e ~

By B,

= Bj_sep—s+ - - - + Bses.
Luego de ambas identidades se obtiene que:

[ek, €n—z] = (Ak—3 — By_4)eg_a+---+(As— B2)62 € {ex-a,-.-, €2} = Lrk+s
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Por tanto, supuesto 7 # 4 6 n es impar se tiene probado que:

[ex, en] € L7753 = {ex_y, ..., €2}
ler,eno1] € LP7FH = {er_s, ... 60}
[ex, en—a] € L5 = Lep_y, ..., €3}
[ek, €n_p] € LTTFHPT3 = Lep 5.0 ey}

Siendo k>1yn—p>1.

Luego, si k,[ > 1 se tiene que:

lex, e1] = [ex, €s(n — l)] € L k-3 = Lo 1 gy . 62}
N —’
P
Por tanto, se tiene que: [eg,¢] € L2F-1+3, |
Corolario 13. Sea {ey,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme L de dimensidén n. Se verifica:

a) Sin es par, entonces los productos (e, ex41] son nulos, para todo k natural
con k < %
b) Si n es impar, entonces los productos [e,er+1] son nulos, para todo k

natural con k < 9—’2';1



34

Demostracién:

a) Supongamos n par. De ser k < 7, tenemos que k+1 < 2 +1, por

tanto k+ (k+1) <24+ 2+1=n+1<n+2.

Luego se tiene que k£ +(k+1) < n+2 y aplicando el teorema 11
k ;
!
se obtiene que [ej,e;41] =0 con k< 2.

b) Supongamos n impar. De ser k < 2tL, tenemos que k + 1 < 23,

por tanto k + (k+1) <28 4 28 = 4 9,

Luego se tiene que k +(k+1) < n+ 2y aplicando el teorema
e o
I
11 se obtiene que [e;,ex41] =0 con k < 2L, a

Teorema 14. Toda algebra de Lie filiforme L de dimensién n, no

modelo, tiene algin producto [eg,exy1] # 0, para algiin k < n, y por tanto

existe el producto principal.
Demostracion:

Si [en—1,€,) # 0 ya estda demostrado; de lo contrario, por la iden-
tidad de Jacobi (e;,€e,-1,¢,) = 0 tenemos que [e,_3,e,] = 0. En este

caso, de la identidad de Jacobi
(617 €n—2, en) =0— [en—Bp en] + [en—27 en—l] =0

Si [en—2,€4-1] # 0 ya estd demostrado; de lo contrario, por la identi-
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dad de Jacobi anterior se tiene que [e,_3,¢,] = 0. Pero ademas, de

la identidad de Jacobi
(e1,€n—3,€n) =0 — [en_q,€n] + [€n—3,€n—1] =0

pero como suponemos que [e,_, ¢,-1] = 0, se tiene por la identidad
de Jacobi (e, €,_2,€,-1) = 0 que [e,—_3,€,-1] = 0, y por tanto, por la
anterior identidad de Jacobi obtenemos que [e,_4,€,] = 0.

De las identidades de Jacobi
(e1,€n—1,€n) =0 — [en_s, €] + [€n—a,€n1] =0

(e1,€n—3,€n-1) =0 — [€-a, en-1] + [€n—3, en—2] =0
Si [e,_3,€n—2] # 0 ya estd demostrado; de lo contrario, si ademas de
ser [e,_1,€,] =0y [en_2,en_1] = 0 se tiene que [e,_3,¢,_3] = 0, por las
identidades de Jacobi anteriores se deduce que [e,,_4,€,-1] = 0 y por
tanto [e,_5,e,] = 0.

Ademas, de las identidades de Jacobi
(617 €En—5, en) =0-— [671—67 en] + [en—57 en—l] =0

(61, €n—4, en—l) =0— [Gn—s, 671—1] + [en—4; en—?] =0

Como tenemos [e,_3,e,-2] = 0, de la identidad de Jacobi
(€1,€n-3,€n—2) = 0 se obtiene que [e,_4,e,2] = 0, por las identi-
dades de Jacobi anteriores se deduce que [e,_s5,e.-1] = 0, ¥y por

tanto [e, ¢, €, = 0.

Y en general, se tiene:

Si [6n—17 en] =0 E— [en—la 6n] =0; [en—Za en] =0
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Si ademas [e,_3,€,-1] =0 — [en_3,€,] =0; [en_g,€,] =0

Si ademas [e,-3,€,2] =0 —  [en_s,€,] =0; [ens,€n] =0

Si n es par
y ademads [eniz,en43] =0 —  [es,e,] =05  [eq,e0] =0
Si n es impar

y ademads [e%,en_;ﬁ] =0 — [e4,e,)=0

Por lo que en ambos casos, si algiin [e;, ex41] # 0 tenemos probado
el teorema, en caso contrario llegamos a que [ex,e,] =0 VA > 1,
luego no existe el valor : y por el teorema 2 obtenemos que L es
el algebra modelo, lo que es contradictorio. Por tanto existe el

producto principal. ]

Se tiene por tanto, que todas las &algebras filiformes, menos

las modelo, tienen productos [e;,exy1] # 0. De estos productos,

el menor subindice posible es el numero “;”.

Corolario 15. Sea {ey,...,e,} una base adaptada de un algebra

de Lie filiforme £ de dimensién n. Supongamos que existe j. Se verifica:

a)Sinespar=%2+1<j<n-1
(o lo que es equivalente: j+1<n <2j5—2).
b)Sinesimpar=>E'§—3§j§n——l

(o lo que es equivalente: j +1<n <2j—3).
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Demostracién:

Evidentemente al existir ; tenemos que [e;,e;41] # 0 luego
eiv1 € L={e1,...,ep,} portanto j+1<n=—j<n-—1.

Luego siempre tenemos que: j <n —1.

Supongamos n par. Por el corolario 13 tenemos que:

lex,ex41] =0 VYV k < 2, pero j verifica que [e;, ¢;41] # 0 entonces 5 <
siendo ambos valores naturales, luego 7 +1 < ;. Por tanto tenemos
que:

n .
—2——|—1§]§n—1.

Supongamos n impar. Por el corolario 13 tenemos que:

lex,ext1] =0 VYV k < 221, pero j verifica que [ej,¢;41] # 0 entonces
"2& < j siendo ambos valores naturales, luego ”Qi +1 < j es decir
243 < ;. Por tanto tenemos que:
3
BYlcj<n-1 O

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente corolario:

Corolario 16. Sea L un &lgebra de Lie filiforme no modelo de

dimensién n. Se verifica:

4<i<j<n<2j-2 (1.11)
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Demostracidn:

Es inmediata por los teoremas 3 y 14 y por el corolario 15. O

Ejemplos:

- Sea n impar. Es bien conocida el algebra dada por {ej,...,e,}

base de £ y productos:

ler,en] = €1 (R=3,...,n);
[647671] = €2
[65, Cn—l] = —€3

[66, €n—2] =€

lengs, engs] = (—1)F ey (1.12)
en este caso j = %, siendo éste el menor valor posible para j,

siendo n impar.

- Sea n par. También es bien conocida el algebra dada por

{e1,...,e,} base de L y productos:

ler,en] = eno1 (R =3,...,n);

len,en] = €1 (h=4,...,n—1);
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[64, 6n-1] = €2
[65; 6n—2] = —€3

[667 6n—3] = €
ez 1, ez42] = (—1)5 e (1.13)

en este caso j = 7 + 1, siendo éste el menor valor posible para j,

siendo n par.

Teorema 17. Un 4lgebra de Lie filiforme compleja, respecto de

una base adaptada, estd definida si se conocen los productos:

feryerrt] (< k<n).

Demostracién:

A partir de estos productos se obtiene el [e,_1,¢,] y de éste,
el [e,_2,¢,] seglin el teorema 5. Seguidamente, de la identidad de
Jacobi (e1,¢€, 9,¢,) = 0 se obtiene el producto [e,_3,¢,] y asi sucesi-
vamente, se van obteniendo todos los productos [ex, e,] (¢ < k < n),

con lo que queda definida el algebra segiin el teorema 8. a

Como el ideal de base {e;,...,¢;} es conmutativo, una conse-

cuencia inmediata de este teorema es que si el producto:

lej,ej01] = Byeq + -+ B2ea (g < j; By # 0) entonces:
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[61—17 ej+1] = ﬁqeq_l + -+ Baey

[63'—27 6j+1] = Byeg—2 + - + Bty

[€—q42, €j41] = Bye2

Podemos observar que ¢ es un invariante de estas dlgebras. De
ser [ej,ej41] = Byeq + -+ Brea (¢ < j; By #0), como ¢; € L7 =
={es,...,e;} ¥ €j41 € L7 = {ey,...,€;41} Se sigue que:

[Lr=itt Lr=d] = Lr9+ pero [L7/+!, L77] ¢ L7912 lo que nos prueba

que ¢ es invariante.

Para probar que ciertas dlgebras no son isomorfas unas a otras

vamos a introducir el concepto de dlgebras cortadas.

Sea £ un algebra de Lie filiforme de dimensién n y {e,...,e,}
una de sus bases adaptadas. Llamamos Z(£) = {e;} al centro uni-

dimensional de L.

Definicién: Sea L un  4dlgebra de Lie filiforme, llamaremos

algebra cortada de L, al cociente: £/Z(L')'

Como el centro de £ es unidimensional de base e;, para to-

das las algebras filiformes, el algebra cortada ‘C/Z(ﬁ) es filiforme,



41

de dimensién n — 1, una de cuyas bases es {e},e},..., e} siendo:

e, =en+2(L) (h=13,...,n),y verificandose que:
[€], €3] = 0; [ef,er] =¢€ry (h=4,...,n).

Denotaremos al dlgebra cortada de £ por: CL = E/Z(E)'

Teorema 18. Si dos &lgebras de Lie filiformes L, L' son isomor-

fas, sus algebras cortadas E/Z(,C) y ‘C//Z(/:') también lo son.
Demostracion:

Es consecuencia inmediata del hecho de ser Z(L) y Z(L') iso-

morfos, al ser unidimensionales. O

Consecuencia de este teorema es que si dos algebras de Lie
filiformes £ y L' verifican la propiedad de que sus algebras cor-
tadas no son isomorfas, entonces ellas tampoco pueden serlo. Este
resultado nos permitird mas adelante probar en algunos casos que
dos ilgebras de Lie filiforme no son isomorfas entre si, mediante el

procedimiento del corte.

El reciproco no es cierto, dos algebras cortadas pueden ser iso-

morfas y no serlo las dlgebras originales. Por ejemplo:

Las dlgebras filiformes de dimensién 7:

[er,en] = enoa (A =3,...,7); [es, er] = eg; [es, 7] = €3



lev,en] =en1 (h=3,...,7); [es,er] = es; [es,e7] = €3+ €3
no son isomorfas, y en cambio sus algebras cortadas coinciden:

[e1, 6;7,] = C;L—l (h=4,..., 7 [ef,e7] = 0;  [eq, e7] = €5

42
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CAPITULO 2

Clasificacién de las algebras de Lie filiformes

atendiendo al valor del invariante j.

En primer lugar, tenemos las dlgebras de Lie filiformes modelo,
para las que no existe el invariante j, siendo ellas las tinicas con
esta propiedad. Si {e;,...,e,} es una base adaptada del algebra
modelo L, ésta queda definida por los productos:

[e1,en] = €1 (h=3,...,n), y obtenemos una para cada dimensién.

A continuacién, vamos a tener en cuenta para la clasificacidn,

las ternas (7,7,n), los dos primeros valores ya definidos y el tercero
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la dimensién del dlgebra, es decir, i = min{k € IN— {1} |[ex,e.] # 0},
j = min{k € IN|[ex, ex41] # 0} y n = dimL. Como siempre, se verifica
que para toda base adaptada {e;,...,e,} de L se tiene que si existe
j (es decir £ es no modelo), el menor valor de ; es 4, y entonces

[e4, €5] # 0. Comenzaremos, por tanto, por este caso.

2.1 Clasificaciéon de las dlgebras de Lie fili-
formes para las que j; = 4.

En este caso, por (1.11) del corolario 16 tenemos que : =4 y n = 5, 6.

Es decir, tenemos dos posibles ternas: (4,4,5) y (4,4,6).

e Comenzamos por la terna (4,4,5).

De ser j = 4, y por ser n = 5 impar, por el teorema 12 se tiene

que: [eq, e5] = agey (o #0).
Luego tenemos que las 4lgebras vienen dadas por los productos:

[61, eh] = €p—-1 (h = 3,4, 5)

[eq, €5] = area  (eq # 0)

haciendo el cambio de base:
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conseguimos que el coeficiente o = 1.

Basta dar en el cambio de base adaptada cuanto valen los ele-

’ / . ol 1 1
mentos e; y e;, en nuestro caso: €] =e; y €5 = o €5 ya que a partir
de estos quedan definidos los demas elementos de la base, pues la
nueva base {¢!,...,ei} deseamos que sea también una base adap-
tada, luego verifican que [e},e}] =¢,_, (h =3,4,5) y obtenemos ¢,

el y e, de la siguiente forma:

Tenemos que [e},ei] = ¢, y por otro lado:

! 1 1 — 1 _ 1 [
[e1, e5] = [en, 5-es] = 5-[en, e5] = ;-e4. Por tanto tenemos que ey = ;e

1

. ' L
S €4 S€ obtiene e = _-es.

2 ! ) 7 [
Andlogamente, de [¢}, e} = e} y €} =

2142 [N 2 Y] .1 r 1
Por iltimo, de [e},e5] = ¢; y e3 = ;-e3 obtenemos e; = -e,.

Por tanto, el cambio de base es: ¢} = e;; €}, = Elfeh (h=2,...,5).

En general dada la base adaptada {¢j,...,e,} de £, para dar
un cambio de base adaptada, basta dar lo que valen los elemen-
tos € y ¢, en funcién de los elementos de la base {ey,...,e.} ¥
por el mismo procedimiento anterior calculamos cuénto valen los
elementos ¢/_,,¢/_,,...,e, en funcién de los elementos de la base

{e1,...,e,}. Por tanto, de ahora en adelante, para dar un cambio

de base adaptada, daremos simplemente los valores de €] y e;,.

Luego aplicando el cambio anterior conseguimos que el coe-
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ficiente of = 1 y tenemos que dichas dlgebras son isomorfas al

algebra:

en] = en1 (R =3,4,5
{1309

[647 65] = €3

e Terna (4,4,6).

Por ser j = 4 = [e4,e5] # 0 y por el teorema 12 se obtiene que:

les, e5] = ares  (aq #0).

De la identidad de Jacobi (ey,eq,¢6) = 0 se tiene:

[es, €] = are3 + azes.
Y por el teorema 5 tenemos: [es, eg]| = a1e4 + azes + azey

Al ser los primeros coeficientes o; # 0, por (1.10) podemos tomar
un cambio de base de manera que los primeros coeficientes son
todos iguales 1, entonces oy = 1, con lo que dichas algebras son

isomorfas a las:

[e1,en] = (h=3,...,6)
[es, €5] =
[e4, €6] = €3 + azez

| =

[e5, e6] = €4 + azes + azey
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y mediante el cambio de base:

ey =e1 + Fey

€ = €g

conseguimos hacer el coeficiente o} = 0, y en cosecuencia, dichas

algebras son isomorfas a las:

ler,en] =en—1 (R=3,...,6)
[64,6’5] = €3
[e4, €6] = €3 + ey

[es, e6] = €4 + aze3

Consideramos dos casos: a) a; Z0y b) az =0

a).- Si a; # 0, haciendo el nuevo cambio de base:
€] = aze;
€g = Qg€q
conseguimos hacer el coeficiente o), = 1, y estas dlgebras son iso-

morfas al algebra:

ler,en]) = ey (R=3,...,6)
[64, 65] = €2

[e4, €6] = €3 + €2

[e5, e6] = €4 + €3

L(4,46)(a)
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b).- Si a; = 0, tenemos el algebra:

[61,6h]:6h_1 (h:3,,6)
[64, 65] = €3
[64, 66] =é3
e, 6] = €4

L (1.46)0)

Estas dos algebras L4 46)a) ¥ L(4,4,6)(5) DO son isomorfas entre si,
ya que sus cortes son: CL(446)) es isomorfo al algebra L4435 ¥
CLs46)) es isomorfo al dlgebra modelo de dimensién 5. Luego al
ser sus cortes no isomorfos, estas algebras no son isomorfas entre

si.

2.2 Clasificacién de las dlgebras de Lie fili-
formes para las que ;3 = 5.

En este caso, por ser j = 5, se tiene [es, e5] = 0;  [es,e6] # 0. De
(1.11) se deduce, por ser j =5, que : = 4,5y n = 6,7,8; tenemos por

tanto seis posibles ternas.

e Terna (4,5,6).

Por ser i = 4, se tiene [eq,e5] =0, y [ea,€6] # 0.

Tenemos que [ey, €s] = Cages+Ciger, por (1.3) del teorema 4 tenemos
[e4, €5] = 34ea ¥ como [eq, 5] = 0 deducimos que ¢ = 0, por tanto si

llamamos o; a c; obtenemos que [eq, €] = a1e; (o1 # 0).
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Por el teorema 5 deducimos que [e5, e5] = age3 + azes.

Luego las algebras correspondientes a la terna (4,5,6) vienen

dadas por:

[e1,en) = enor (R=3,...,6)
e, e6] = a1es (a1 #0)

[65, 66] = (€3 + agey

haciendo el cambio de base:
[

€, = mey
[ —

€ = (M1€6

conseguimos hacer o/ = 1, luego estas dlgebras son isomorfas a las:

ler,en] =en1 (R=3,...,6)
[64766] =€

[es, €6] = €3 + azez

haciendo de nuevo el cambio de base:

' o
61—61——2266

e = €6
conseguimos hacer el coeficiente o}, = 0, y dichas algebras son iso-

morfas al algebra:

[er,en] =en1 (R=3,...,6)
£(4,5,6) [64, 66] = €2
[657 66] = €3
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e Terna (5,5,6).

Por ser : = 5 entonces [eq,e] = 0 y [es5,e6] # 0, se deduce que
necesariamente ha de ser [e5,e] = ayez (o1 # 0). En efecto, por
el teorema 12, al ser ; # 4 se tiene que [es,e6] € L* = {e3, €2}, luego
ha de ser [es, 5] = c3ges + cZgeq, entonces por el teorema 5 se tiene
que [eq,e6] = ez siendo [eq,e6) = 0 por ser i = 5, luego c3g = 0
y por tanto [es,es] = cXe,. Llamemos o a ¢Z. Al ser i = 5, se

tiene que [es, eg] # 0, luego entonces a; # 0. Por tanto se tiene que

[65, 66] = (1€9 (011 % 0).
Luego las dlgebras tienen como productos:

[er1,en] = enc1r (R=3,...,6)
[65766] = (1€2 (al # 0)

haciendo el cambio de base:

I

€, = 1€y

’ 2

es = (o1)’€es

conseguimos hacer el coeficiente o) = 1; y estas algebras son iso-

morfas al algebra:

ﬁ { [61,6h]:6h_1 (h:3,76)
(5,5,6)

[65, 66] =2
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e Terna (4,5,7).

Por ser : = 4 entonces [e4,¢7] # 0, y aplicando el teorema 12

([ea,e7] € LO = {e,} ) se tiene que: [eq,e7] = ajez (a1 # 0).

Por ser j = 5 entonces [e5,e5] # 0, y aplicando el teorema 12

( [es,e6] € LO = {e,} ) se tiene que: [es, e] = azes (a2 # 0).

Ademas, de la identidad de Jacobi: (e;,e5,e7) = 0 se obtiene que:
[es, er] = (a1 + az)es + azez, y por el teorema 5 se tiene que:

les, e7] = (a1 + a3)eq + ases + ages.

Luego las algebras correspondientes a la terna (4,5,7) vienen

dadas por:

lenen] =ens (h=3,...,7)
[es,€7] = anez (0q #0)
[es, e6] = azes (g #0)

les, e7] = (o1 + az)es + aser

[es, e7] = (a1 + a2)eq + azes + ages

Consideramos dos casos: a) a; +a; =0y b) a3 + a3 # 0.

a).- Si o; + a3 = 0, entonces tenemos que a; = —oy y por tanto

las algebras vienen dadas por:
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ler,en] =€ep1 (R=3,...,7)
les,e7] = anez (a1 #0)
[es, e6] = —az€3

[es, e7] = azes

[es, €7] = azes + agzey

haciendo el cambio de base:

€ &= 1€y

el = ajer

conseguimos hacer el coeficiente o) = 1, luego dichas algebras son

1somorfas a:

ler,en] =ep1 (R=3,...,7)
[es, 7] = €2

[es, e6] = —ea

5, €7] = ase;

[es, €7] = azes + auen

haciendo de nuevo el cambio de base:

el =e

er = er — Ses

conseguimos hacer el coeficiente o/, = 0, y dichas dlgebras son iso-

morfas a las algebras dadas por:
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len,en) =ep1 (R=3,...,7)
[es, €7] = €3

[es, €] = —ey

[es, e7] = azey

[667 67] = O3€3

a.1).- Si a3 # 0, hacemos el cambio de base:
[—

€1 = 3¢y
" 2

er = (as)?er

conseguimos hacer el coeficiente o} = 1, con lo que dichas

algebras son isomorfas al algebra:

ler,en] =€y (R=3,...,7)
[647 67] = €2
5(4,5,7)((1) [65, 66] — —€2
€s, 87] = €3
[es, €7] = e3

a.2).- Si a3 = 0, tenemos entonces el algebra:

ler,en)] = eny (R=3,...,7)
E(4,5,7)(b) [64; 67] =€
[es, es] = —e2

b).- Si a; + a2 # 0, hacemos el cambio de base:

" _ _ o3
€ =€ 2o 402) er
6’7 = e7

conseguimos hacer el coeficiente o = 0, por tanto estas dlgebras
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son isomorfas a las dlgebras dadas por:

[61,8h]:6h_1 (h23,,7)

[64; 67] = (€3 (011

les,e7] = (a1 + a2)es (a1 + oz #0)

[es, 7] = (01 + az)es + ageq

efectuando de nuevo el cambio de base definido por:
el =€
er = er + ﬁ*;es

conseguimos hacer el coeficiente o), = 0, y las dlgebras son isomorfas

a las algebras dadas por:

[e1,en] = en1 (R = 1)

[es, e7] = anea (on # 0)

[es, e6] = azez (2 # 0)

[es, e7] = (a1 + az)es  (an + g #0)

[es, 7] = (1 + a2)eq

Por ultimo, si hacemos el cambio de base definido por:

[

€1 = Q€

[

conseguimos hacer el coeficiente o, = 1, y de ser a; + o2 # 0 (como

. o . . .

az #0), se tiene que 22 +1 # 0, pero como en dicho cambio se tiene
que o, = & se tiene que o] +1 # 0, es decir o} # —1. Ademas como

se tiene que o; # 0, (al ser a; # 0) se tiene que 22 #0y luego o] # 0.
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En definitiva, se tiene que o] # 0 y o] # —1, y las anteriores

algebras son isomorfas a las algebras dadas por:

[el,eh] = €h-1 (h:3,,7)

[es,e7] = anes (a1 0y a1 # —1)
£(4,5,7)(c) [65, 66] = €2

[es,e7] = (1 4+ aq)es

les,e7] = (14 a)eq

Estas tres algebras no son isomorfas entre si, ya que sus cortes
son no isomorfos: CL 5 7)) es isomorfo al algebra Ls 56, CL(4,57)0)
es isomorfo al algebra modelo de dimensién 6 y C L 57 es iso-
morfo al algebra L(,5¢), siendo estas tres dlgebras no isomorfas

entre si. Por tanto las algebras originales no son isomorfas.

e Terna (5,5,7).

Por ser : = 5 tenemos que: [e4,e7] = 0y [e5, e7] # 0. Por el teorema
12 se tiene que [es, e7] € L3 = {e3, €5}, luego:

[es, e7] = ares5 + azes.

Ademas ha de ser o; # 0, ya que en caso contrario, por el teo-
rema 4 se tiene que [es, 5] = 0, lo que es contradictorio por ser j = 5.

Luego necesariamente [es, e7] = aqes + azes  (ay # 0).

Y por tanto, por el teorema 5, se tiene:

[es, €7) = a1e4 + azes + azes.
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Y ademas, por el teorema 4, al ser [es,e7] = a1e3 + aze, se tiene

que [65, 66] = (1€3.
Por tanto las dlgebras son isomorfas a las definidas por:

[61,€h] = €h-1 (h: 3,,7)
[es, e6] = cues (o1 # 0)

ee]
er] = ares + agey
]

[657 7

[es, e7] = areq + azes + ase;

haciendo el cambio de base:

€, = 1€

el = aye7

conseguimos hacer el coeficiente o) = 1, luego dichas algebras son

isomorfas a:

[el,eh]:eh_l (h=3,,7)
[65, 66] = €3
[es, e7] = €3 + azey

[es, €7] = €4 + azes + azey

y realizando nuevamente el cambio de base definido por:

€t =€

€7 = €7+ Fes

conseguimos hacer el coeficiente o, = 0, y dichas ilgebras son iso-

morfas a las dlgebras dadas por:
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[e1,en] = €n-1 (R=3,...,7)
[65766] =€
les, e7] = e3 + azeq

[e, €7] = €4 + aze3

y haciendo por iltimo el cambio de base:

[ o
61—61—32‘67

2
! __ a2
o = ep —
conseguimos hacer el coeficiente o, = 0, por tanto todas estas

algebras son isomorfas al algebra:

[elaeh] = €h-1 (h:3777)
[65, 66] = €2
[65, 67] = €3
[es, e7] = €4

Ls57)

e Terna (4,5,8).

Por ser i = 4, [es,e5] # 0 y por el teorema 12 se tiene que:

[64, 63] i~ £6 = {63, 62}.

Supongamos que [eq,es] = aje; con oy # 0, al ser j = 5 se tiene
[e5,e6] # 0 y por el teorema 12 se tiene que [es, e5] = aze; (@2 # 0).
De la identidad de Jacobi (e;, e5,¢7) = 0 deducimos que:
les, e7] = azes + aze;  (ag # 0).

De la identidad de Jacobi (e, es5,¢e5) = 0 se obtiene:

[es, €s] = azeq + (aq + az)es + e (n #0, ay # 0)-
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Como siempre se verifica [es, es] = ciges + ciges + cigen, se deduce
que ¢l = ay # 0, por tanto, los primeros coeficientes son distintos

de cero, y por el teorema 6 tenemos ci; = ciz = cig = cfs # 0.

Ademais se tiene que [e4, €3] = cjges + c3ge2 Y como suponemos
que [eq,es] = aje;  (a; # 0), se tiene por tanto que ci; = 0, lo que
es contradictorio (pues los primeros coeficientes son distintos de

cero).

Por tanto necesariamente ha de ser: [es, es] = ciges + ciger con
c3s # 0. Y mediante un cambio de base adaptada, como se indica en
(1.10), podemos conseguir que los primeros coeficientes sean iguales

a 1. Llamando o, a ¢ tenemos [ey, eg] = €3 + aqé€a.

Por las igualdades de (1.9) del teorema 7 obtenemos que:
les,e7] = ez y [es,e6] = —e3, y de las siguientes identidades de Ja-
cobi se obtienen:
de (e1,es,e7) = 0 = [e5, €7] = ages

e1,¢eq,€7) = 0 => [eq, €7] = a2e3 + azey
de

de ( )=

(e1,€5,¢e8) = 0 => [e5, e8] = eq + (a1 + 2)es + auez

de (e1,eq,€3) = 0 = [es, €3] = €5 + (a1 + 2c2)eq + (a5 + ag)es + ase;
( )=

Q.

e (e, er,eg = [er, e8] = e+ (01 +203)es + (a3 + ay)es + ases + asea.

Aplicando la identidad de Jacobi (es,e7,e3) = 0 obtenemos la

relacion: 2¢; 4 5oy = 0, luego oy = —5—‘2"2,

Por tanto, estas algebras vienen definidas por los productos:



ler,en) =en1 (R=3,...,8)
[64, er] = ey

[84, 68] =€3— 5—32‘62

[65, 86] = —€

[es, €7] = azeq

[es, €8] = €4 — 3—‘2"263 + a4ey
[es, e7] = czes + aze;

[es, €3] = €5 — %264 + (a3 + a4)es + asez

[e7, es] = €6 — %2“65 + (as+aq)es+ asez+ ager

Distinguimos dos casos: a) a; =0y b) ay #0.
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(2.1)

a).- Comenzamos con el caso o, = 0. Las dlgebras vienen dadas

por:

[er, €] = en—1 (R =3,...,8)

[es, €7] = €3

[e4, €8] = €3

[es, e6] = —e2

[es, es] = €4 + asez

[es, €7] = asey

[es, €8] = €5 + (a3 + ag)es + aser
] =

[e7, es + (a3 + aq)eq + ases + agez

hacemos el cambio de base:
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y conseguimos hacer el coeficiente o, = 0. Las dlgebras son isomor-

fas a las dadas por:

ler,en] = enm1 (R=3,...,8)
[64, er] = ey

[es, €s] = €3

[65, 66] = —€3

[65, 68] = €4

[66, 67] = Qg€

[es, 5] = €5 + azes + asey

[e7, es] = e + azes + asez + agey

haciendo el nuevo cambio de base:

€, =€

eg = €+ ey

conseguimos hacer el coeficiente o, = 0, y queda que estas algebras

son isomorfas a las dadas por los productos:

[e1,en] = €1 (R=3,...,8)
[64, 67] = €2

[64, 68] = €3

[es, 6] = —e2

[65, 68] = ¢4

[es, €7] = asen

[es, €s] = €5 + azes + asey

[67, es] = es + azes + ases
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a.1).- Si a3 # 0, hacemos el cambio de base:
[
€1 = /03¢
!
€3 = 4/(3€3
conseguimos hacer el coeficiente o = 1, y por tanto, las dlgebras

son isomorfas a:

[er,en] = €1 (R=3,...,8)
[e4, €7] = €2

[es, €8] = €3

€5, e6] = —€3

[e5, e5] = eq

[es, 67] = €2

le6, €8] = €5 + €3+ asey

[e7,es] = €6 + €4 + ases

% Si a5 # 0, hacemos el cambio de base:
e} = aler + (a — as)es + af 1/2(1 — o) er
eh = ases + 2(ad — af)ey
y conseguimos hacer el coeficiente o} = 1, luego dichas algebras son

isomorfas al algebra:



L(4,5,8)(a)

(h=3,...,

( [61; €h] = €h-1
[64, 67] = €2
e, es] = €3
[65, 66] = —éy
[65, 68] = €4
[66, 67] = €2
[es, e8] = €5 + €3+ €2
le7, e8] = e + €4 + €3

8)
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% Si a5 = 0, tenemos que dichas algebras son isomorfas al dlgebra:

L158)03)

[e1,en) = en-1
[ea, 7] = €2

[ea, e8] = €3

[es, e6] = —e2
[65, 68] = €4

[es, e7] = €2

[es, €8] = €5 + €3

| [e7, €8] = €6 + €4

(h=3,...,

8)

a.2).- Si a3 = 0, dichas 4lgebras vienen dadas por los productos:

[e1,en] = €1 (R=3,...
e, €7] = €2

lea, es] =

[es, €6] =

[es, es] =

[e6, €8] = €5 + ases

[e7, e8] = €6 + ase3

78)
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* Si a5 # 0, hacemos el cambio de base:

€] = Yase;

eg = Jases

y conseguimos hacer el coeficiente of = 1, luego dichas algebras son

isomorfas al algebra:

5(4,5,8)((:) [657 €] = —€2
[es5, e8] = e4

[e6, €8] = €5 + €3
[e7, e8] = €6 + €3

* Si a5 = 0, estas algebras son isomorfas al dlgebra dada por los

productos:

[61, 6h] = €p-1 (h = 3, ,8)
e, e7] = €3
[ea, €8] = €3
£(4,5,8)(d) [6 66] €2
[6 68] = €4
[6 68] = €5
[677 68] = €g

b).- Veamos ahora el caso a; # 0. Tenemos las dlgebras definidas

n (2.1):
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[er,en] =en—1 (R=3,...,8)

[ea, €7] = €9

[e4, €8] = €3 — 5—;‘262 (g #0)

[65, es] = —ey

[es, 67] = g€y

[e5, €8] = €4 — %’—‘263 + ages

les, €7] = azes + ases

[e6, es] = €5 — FFes + (a3 + ag)es + asey

[e7, e8] = €6 — FPes + (a3 + aq)eq + ases + asey

haciendo el cambio de base dado por:

1 — 5o
I — __ 502
conseguimos hacer el coeficiente o, = —2, y en cosecuencia las

algebras son isomorfas a las dadas por:

[e1,en] =en—1 (R=3,...,8)

[64, 67] = €2

[e4, e8] = €3 + €3

[e5, e6] = —e2

[es, e7] = —Z2es

[es, es] = ea + 2es + auer

[es, €7] = —%(33 + ase;

[es, €3] = €5 + %6’4 + (a3 + a4)es + aser

[e7, es] = €6 + %65 + (a3 + aq)es + ases + ager

haciendo el cambio de base:
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!
€g — €8 + \/Q3€7
conseguimos hacer el coeficiente o = 0 y estas dlgebras son isomor-

fas a las dadas por:

[e1,en] =€p1 (R=3,...,8)
[64, 67] = €9

[es, €8] = €3+ €2

[657 66] = —€

[657 67] = _262

[e5, es] = €4 + %63 + a4€;

[667 67] = —263

[es, €8] = €5 + %84 + asez + ase;

1
[e7, 5] = €6 + s€5 T ageq + ases + agey

haciendo de nuevo el cambio:
e = ez — 22%¢; hacemos el coeficiente of = 0, luego las dlgebras son

isomorfas a las dadas por los productos:

ler,en) = e (R=3,...,8)
[es, €7] = €2

[eq, 8] = €3+ €y

[es5, e6] = —e2

[e5, e7] = —%62

[es, e8] = €4 + geg + ageq

[66, 67] = —§63
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_ 1
[es, €] = €5 + $€4 T agez + aser

_ 1
[er, es] = es + s€5 T oueq + ases

y mediante otro cambio de base se consigue hacer los coeficientes

ay =0y of =0, por tanto dichas dlgebras son isomorfas al algebra:

[e1,en] =€epy (R=3,...,8)

[64, 67] =€
les, es] = €3 + €2
[657 6]

£(4,5,8)(8) [85, 7] —“62
les, es] = 64+ Ses
[66, 7] —-63
[es, €s] = es + ¢ e4
( [e7, e8] = €6 + ¢ Les

Estas 5 dlgebras correspondientes a la terna (4,5,8) no son iso-

morfas dos a dos, para ello veamos que sus cortes no son isomorfos.

El corte de L(453s)(,) es isomorfo al dlgebra de productos:

[61, eh] = €h—1 (h—‘: 3,,7)
C»C(4,5,s)(a) [85, 67] =€
[es, €7] = €3 + €3

El corte de L4535 es isomorfo al algebra de productos:

ler,en] = e (R=3,...,7)
C£(4,5,8)(b) [65, 67] = €2

[66, 67] = €3
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El corte de L4535 es isomorfo al dlgebra de productos:

cenl=en: (A=3,...,7
C£(4,5,s)(c){ lev el = en1 )

[667 67] = €3

El corte de L4554 es isomorfo al dlgebra modelo de dimen-

sién 7:

C£(4,5,8)(d){ ler,en] =en1 (Ah=3,...,7)

El corte de L(453)() es isomorfo al dlgebra de productos:

[61, 6h] = €h—1 (h = 3, ey 7)

CLa,5,8)(c)

Por tanto los tres 1iltimos cortes no son isomorfos dos a dos, y
cualquiera de ellos no son isomorfos a ninguno de los dos primeros,
probemos que los dos primeros cortes no son isomorfos entre si.
Llamemos £ y L' a los dos primeros cortes respectivamente. Supo-
niendo lo contrario existirda un cambio de base adaptada que nos

lleva £ en L'. Este cambio de base sera de la forma:
7

ey => arex (a3 #0)
k?I

er =) brer (b #0)
k=2
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siendo necesariamente que b = 0 para que el producto:
[es, e4] = 0. Los demadas elementos de la base vienen dados por es-
tos dos anteriores y por ser una base adaptada. Por tanto de ser
[eX, 5] = ¢!, deducimos que b7 = a} y de ser [e}, ¢7] = € se obtiene que
b7 = a} y a; = 0 lo que es contradictorio, ya que a; # 0. Por tanto £

y L' no son isomorfas.

Luego como consecuencia obtenenemos que las 5 dlgebras origi-

nales no son isomorfas.

e Terna (5,5,8).

Veamos que este caso es imposible.

Por ser j = 5 entonces [es,es] # 0, y por ser i = 4 se tiene:

[es,es] = 0 y [es,es] # 0. Por el teorema 12 se verifica

[es, es] € L® = {e3,e,}, entonces [es, es] = ayes + azes # 0.

Supongamos o; = 0, entonces se tiene: [e5, es] = ozer (2 # 0)y
por (1.3) del teorema 4 se tiene [es,e;] = 0, y aplicando las iden-
tidades de Jacobi (ej,es,e7) = 0 y (e1,es,e5) = 0 se obtiene que

[es, €] = 0, lo que es contradictorio por ser j = 5.

Por tanto ha de ser a; # 0. Luego [es,es] = azes + azes (o1 # 0),
aplicando (1.3) del teorema 4 se tiene: [e5,e7] = a1e;, luego por las
identidades de Jacobi (e;,es5,e7) = 0y (e1,€s,€s) = 0 se deduce que

[es, e6] = 0, lo que es imposible por ser j = 5.
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Luego deducimos que no existe ninguna ilgebra de Lie filiforme

para la terna (5,5, 8).

2.3 Clasificacién de las algebras de Lie fili-
formes para las que j = 6.

Aplicando (1.11) del corolario 16, por ser j = 6 deducimos que los
posibles valores para i y n son: 1 = 4,5,6, y n = 7,8,9,10; tenemos

por tanto, 12 posibles ternas. Estudiemos cada una de ellas.

De ahora en adelante damos los resultados finales para cada

caso, obtenidos procediendo como hemos indicado anteriormente.

e Terna (4,6,7).

Por ser i = 4 tenemos que [e4,¢7] # 0, y por el teorema 12 obte-

nemos que: [e4,¢7] = aze; (o # 0).

Ademas por ser j = 6 se tiene: [eq, e5] = [e5,e6] = 0, [es,e7] #0, ¥
por la identidad de Jacobi (ey, e5,e7) = 0 se deduce que:
[es, e7] = a1€3 + azes y por el teorema 5 obtenemos que:

[es, €7] = 14 + aze3 + ages.

Luego estas dlgebras vienen dadas por los productos:



71

[61,6h] = €h—-1 (h:3,,7)
leq, e7] = anes  (og #0)
[es, e7] = ares + azey

[es, €7] = a1€4 + age3 + azey

Algebras que denominaremos (ay, as, a3) segin los valores de di-

chos parametros.

Mediante cambios de bases adaptadas, se obtiene que dichas

algebras son isomorfas a una de las siguientes:
‘6(4,6,7)(0,) = (1’ 0’ 1)

L6,m0) = (1,0,0)

e Terna (5,6,7).

Por el teorema 12 tenemos que: [e5, e7] = ci,e3+ ciyez, y aplicando
el teorema 4 tenemos [es, e6] = c§762, pero al ser j = 6 se tiene que
[es, es] = 0, luego se deduce que ¢, = 0. Llamando «a; a ¢, por ser

i = 4 se tiene que oy = ¢, # 0.

Por tanto, necesariamente ha de ser: [es5,e7] = aje2 (a1 #0), ¥

por el teorema 5 se obtiene: [eg, 7] = ares + aze;.

Luego dichas algebras vienen dadas por los productos:



72

[el,eh]:eh_l (h:3,,7)
[65,67] = 1€y

les, €7] = ares + azey
Algebras que designaremos por (a1, @2).

Mediante adecuados cambios de base, se tiene que dichas alge-

bras son isomorfas a una de las algebras:
£(576v7)(a) = (1’ 1)

5(5,6,7)(5) = (1, 0).

e Terna (6,6,7).

Por el teorema 12 tenemos que [es, e7] = careq + Cores + cirez, ¥
aplicando el teorema 5 tenemos que [es,er] = cires + coye2, pero al
ser i = 6 tenemos que [es,e7] = 0 y [es, e7] # 0, luego se deduce que

c4r = 37 =0, y ¢, # 0. Llamando o; a cZ,, tenemos por tanto que:

[ee, 7] = anea (o #0).

Luego estas algebras son isomorfas a las dlgebras definidas por

los productos:

[e1,en] = €1 (R=3,...,7)
e, e7] = arez (a1 #0)
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Algebras que designaremos por (a1), y todas ellas son isomorfas

al algebra: Lgg7) = (1)

e Terna (4,6,38).

Tenemos por el teorema 12 que [ey, €3] = cige3+cige2, si suponemos
c3s # 0, entonces por las igualdades (1.9) del teorema 7, deducimos
que [ey4, 7] = c3gea ¥ [es,e6] = —c3gea y esto es contradictorio, ya que
[es,e] = 0 por ser j = 6. Luego necesariamente ha de ser cas = 0.

Llamemos «a; a cZ, por ser i = 4 tenemos que a; # 0.

Por tanto, tenemos que [e4, e5] = aje; (a7 # 0), y aplicando el
teorema 4 se deduce que [e4, 7] = 0, ademds por ser j = 6 se tiene
que [eq,e5] = [es,e6] = 0y [es,e7] # 0. Y aplicando las siguientes

identidades de Jacobi se obtienen:

de (e, e5,e7) = 0 = [e5, e7] = agea

=

e (e 8 0= [65, €s o + 012)63 + aseg

de
de

€1 8

(o1 + 2a3)es + (a3 + ag)es + aser

( )= ]
(e1, €5, €5) =
de (e1,e6,e7) = 0 = [eq, €7] = ez + a4 (g #0 6 as #0)
(e1,€6,€8) = 0 = [eq, €3] =
( )=

e1,er,e5) = 0 = [e7, e5] = (01 + 2a2)es + (a3 + cs)es + ases + asey

Por tanto, todas estas algebras vienen dadas por los productos:

[61,6h] = €ph-1 (h :3,...,8)
[e4, €8] = area (g # 0)

[6’5, 67] — (€2
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(a1 + az)es + azer
Q€3 + 4€9 (a2 # 0 o (871 7é 0)
[es, e8] = (a1 + 202)eq + (a3 + aa)es + asen

(
[e7, e8] = (a1 + 2a2)es + (a3 + aq)es + ases + cger

[es, es] =
] =

[667 €7

Algebras que designaremos por (a,...,as) ¥ que son isomorfas

a una de las siguientes algebras:
L168)(a) = (1,1,1,04,0,0)
Liagssys =(—1,1,0,1,0,0)
L168)(c) = (01,1,0,0,0,0)

£(4,6,8)(d) = (17 0,0,1,as, 0)

e Terna (5,6,8).

Por el teorema 12 y por ser : = 5, deducimos que:

[es, es] = ares + azey # 0.
Por el teorema 4 tenemos que [e5, e7] = aqe.
Y de las siguientes identidades de Jacobi se obtienen:

de (e1,¢€6,e7) = 0 => [es, 7] = a1e3+ azea #0  (por ser j = 6)

de (e1,€q,€3) = 0 = [es, €8] = 201€4 + (a2 + az)es + agen
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de (e1,e7,e3) = 0 => [er, e5] = 20165 + (2 + a3)eq + age3 + ases.

Luego las dlgebras correspondiente a la terna (5,6,8) vienen

definidas por los productos:

[er,en] = ey (R=3,...,8)

5, e7] = arey

[es, e8] = ares + azes (a1 #0 6 az # 0)
[es, e7] = ares + azes (a1 #0 6 a3z # 0)
[es, €8] = 2a1€4 + (2 + a3)es + aqez

[e7, e8] = 2a1e5 + (g + a3)eq + aues + asey

Algebras que podemos representar por (og,...,as). Mediante
adecuados cambios de base, se tiene que dichas algebras son iso-

morfas a las:
Ls68)0) = (1,02,1,0,0)
L5680 =(1,1,0,0,0)
L5658 = (1,0,0,0,0)
Ls68)a) = (0,02,1,1,0)

£(5,6,8)(6) = (07 G, 17 07 0)
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e Terna (6,6,8).

Por el teorema 12 tenemos que [es, €s] = Ciges + Cag€s + Cogea-

Si suponemos que el coeficiente ci; # 0 tenemos por (1.3) del
teorema 4 que se verifica: [eg, e7] = clges + cagez, y por las identidades
de Jacobi (e1,es,¢7) =0y (e1,¢e5,¢es5) = 0, obtenemos que cggez = 0, lo

que es contradictorio.
Por tanto tenemos que: [eq, es] = ciges + cagez # 0, ya que 1 = 6.

Si suponemos que ¢3; = 0, tendriamos que [es, 5] = cg€2, entonces
por la identidad de Jacobi (1, e, ¢s) = 0 se deduce [eg, e7] = 0, lo que

es contradictorio por ser j = 6.

Por tanto, necesariamente ha de ser ¢33 # 0. Llamando o; al
coeficiente ¢, y oy a ¢, tenemos que: [eq, e5] = ares+ azes (a1 # 0).
Por el teorema 4 se deduce [es,e7] = aje2. Y por el teorema 5

obtenemos: [67, 68] = aje4 + ases + ases.

Por tanto las dlgebras correspondientes a la terna (6,6,8) vienen

dadas por los productos:

ler,en] =en1 (R=3,...,8)
[es, €7] = crea (e #0)
[es, €8] = cnes + azey

[e7, es] = aneq + azes + asey
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Que podemos representar por (a;, az, a3) ¥y que es isomorfa a una

de las siguientes:
Less)@ = (1,1,0)

Lses)3) = (1,0,0)

e Terna (4,6,9).

Por ser i = 4 se tiene que [es,e9] = ayes (a1 # 0) y el producto
[es, e6] = 0 por ser j = 6. De las siguientes identidades de Jacobi se

obtienen los siguientes productos:

De (e1,e5,e7) =0 = [es5, e7] = aqeq
De (e, e5,e3) =0 = [e5, es] = aqes + aze,

De (e1,¢e5,e9) = 0 == [e5, €0] = azes + (a1 + 03)es + aqey

De esta iltima igualdad se obtiene que a; = 0 por ser n = 9

impar.

( ) =0=>[es,e7] = azes (a5 # 0) por ser j =6
( )=0= = (a3 4 as)es + ases

De (e1,¢€6,€9) = 0 = [eg, €9] = (1 + 203 + a5)es + (a4 + 06)es + are;
( ) =0 =>[er,es] = (a3 + as)es + ases + agey
( )=0= (1 + 3as + 2as)es + (a4 + 2a6)es+

[677 69] =

+(ar + as)es + ages
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De (e1,es,69) = 0 = [es, €9] = (a1 + 303 + 205)e6 + (s + 206 ) €5+
+(ar + ag)es + ages + aper

De (e7,es,e9) = 0 = obtenemos la relacién 2a; + az +2 = 3a3.

Por tanto las algebras correspondientes a la terna (4,6,9) vienen

definidas por los productos:

en,en) =epm1 (R=3,...,9)
eq, 9] = ares (g #0)

es, €] = azey

es, €9] = (a1 + as)es + aqen
es, €7 = asez (a5 #0)

es, €] = (a3 + as)es + ages

o1 + 203 + as)eq + (4 + ag)es + azes

[
[
[
[es
[
[

[es, €] = (
[e7, e8] = (a3 + as)ea + ages + aser
[e7, 9] = (1 + 3as + 2a5)es + (o + 2a6)eq + (7 + ag)es + ager

(1 + 3as + 2as)es + (g + 2a6)es + (a7 + ag)eq + ages + o€z

[68, 69]

Algebras que dependen de 9 parametros y que podemos repre-
sentar por (a;,as,ay,...,a10), de los que sélo 8 son independientes,

ya que se tiene la relacién: 2a; + az + 2 = 303.

Mediante adecuados cambios de base, obtenemos que estas al-

gebras son isomorfas a las:

£(4,6,9)(a) = (—27 _%7 07 17 17 a7, Oa 07 alo)



Lusoyp =(—2,—3,0,1,0,07,0,0, a10)
Lap9)) = (—1,0,0,1,1,a7,0,0, 0)
Liassya = (—1,0,0,0,1,a7,0,0,0)
Lagoye = (1,-1,0,1,1, a7, 05, 0,0)
Lusoyn = (1,—1,-1,1,1, a7, a5, 0,0)
Lusoyn = (1,—1,-2,1,1, a7, a5,0,0)
Laeso)n) = (1,-1,1,1,0,0,05,0,0)
Liasoyn = (1,-1,0,1,0,0,—1,1,0)
Lissy = (1,-1,0,1,0,0,0,1,0)
L169) k) = (1,-1,0,1,0,0,0,0,0)
Lasoyn = (—2,2,1,1,1,0,0,0,0)
Lissoym = (-2 2,1,1,0,0,as,0,0)
Lasom = (—%,2,0,1,0,0,1,0,0)

L(4,6,9)(0) —:—( 2,2 0,1,0,0,0,0,0)

T 313
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e Terna (5,6,9).

Si [es,e9] = a1e2 (a1 # 0 por ser i = 5) entonces por la identidad
de Jacobi (e, e5,e9) = 0 se deduce que [e5,es] = 0. También de las

siguientes identidades de Jacobi se obtienen:
de (ey,eq,e7) = 0 = [es, 7] = azes (a2 # 0 por ser j = 6)

(
(
e (e1,¢s,
(
(

de (e1,¢eq,65) = 0 => [esq, €3] = aze3 + azey
de (e; e9) = 0 = [es, €9] = azeq + (01 + az)es + g€y
de (e1,e7,e5) = 0 = [er, es] = aaeq + azes + asey

1,€er,€

de (eq,e7,e9) = 0 = [e7, e9] = 20ze5 + (a1 + 2a3)es + (04 + as5)es + ager

de (1, es,e9) = 0 = [es, €9] = 202e6+ (a1 +203)es5+(a+as)ea+asest+arer
Por dltimo, de la identidad de Jacobi (e7,es, e3) = 0 se obtiene que:
20%¢;, = 0 y por tanto a; = 0 en contradiccién con a; # 0 por ser

j =6.

Como por el teorema 12 se verifica: [es,e] € LT = {es, 2},
entonces ha de ser: [es,e9] = ajes + aze; (e # 0) y por tanto
[e5,es] = aze; [es,e7] = 0. De las siguientes identidades de Jacobi

se obtienen:
— [es, 7] = azes (a3 # 0 por ser j = 6)

0

=0 => [es, e8] = (a1 + az)es + a4en
0 = [es, €9] = (201 + a3)eq + (02 + ag)es + aser
0

= ler, es] = (a1 + az)eq + ages + asez
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deb (e1,€7,€9) = 0 = [e7, e9] = (3a1 + 2003)es + (a2 + 204 )eq + (a5 + ag)ea+
+are;

de (e1,es,€9) =0 = [es, e9] = (31 + 2a3)es + (2 + 204 )e5 + (a5 + ) es+
+ares + ages

Y por dltimo de (e, e5,e9) = 0 se obtiene la relacién:

(3a1 + 203)(az — ;) = 0, y por tanto tenemos que o3 = a3 o bien
Q3 = —34;[".
Por tanto las 4lgebras correspondientes a la terna (5,6,9) vienen

dadas por los productos:

[e1,en) =€en-1 (R=3,...,9)
[es, e8] = azeq

[e5,€0] = anes + azes (o # 0)
les, €7] = azea (o3 #0)

[es, e8] =
[
[
[

(oq + as)es + agey
€6, €9] = (201 + az)eq + (2 + as)es + asey
er,es] = (a1 + as)eq + aqes + ager
er, e9] = (

3o + 203)es + (a2 + 204)es + (a5 + a6 )es + azes
[es, eg] = (3 + 2a3)eq + (a2 + 2a4)es5 + (

as + ag)es + ares + agey

Verificindose que a; = a3 6 a; = —33.,
Estas ilgebras las designaremos por (a;,ay,...,0s) Y mediante

adecuados cambios de base, se obtiene que todas ellas son isomorfas

a las:
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Caso a; = as:
L5690 = (1,1,1,0, a5, as,0,0)
Liseo)p) = (1,0,1,0,a5,06,0,0)
Caso a3 = —3—‘2’1:

E(S,G,Q)(c) = (17 17 '—%7 07 s, O, 07 0)

£(5,6,9)(d) = (1,0, —%7 0, s, 06, 0,0)

e Terna (6,6,9).

Por el teorema 12 se tiene que [es,er] € L2 = {ez}, luego
les,e7] = anes  (oq # 0 por ser j = 6), por tanto [eq, es] = azes + aze;
[es, €] = a1€4 + ages + azes. De las siguientes identidades de Jacobi

se obtienen:

de (ey,e7,e5) = 0 => [e7, €5] = a1€4 + a2e3 + s
de (e1,e7,69) = 0 => [er, €9] = 20165 + 202€4 + (3 + Q4)es + asey

de (e1,es,e9) = 0 => [es, 9] = 2066 + 202e5 + (3 + q)eq + ase3 + g2

Por iltimo de la identidad de Jacobi (e7,es,e9) = 0 se obtiene
que: 2a%¢; = 0 y por tanto a; = 0 en contradiccién con «; # 0 por

ser j = 6.
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Luego no hay algebras para esta terna.

e Terna (4,6,10).

Por el teorema 12 se tiene que [eq,e10] € L% = {e3,e2} luego
[e4, €10] = a1e3 + aze; y por el teorema 4 obtenenemos [e4, €9] = oy ea.

Ademas por las siguientes identidades de Jacobi se obtienen:

o

e (e, ¢s, 63) =0= [65, 68] = —Qj€éy

Q. o

(
e (e1,e5,69) = 0 = [e5, €9] = azey
e (e1,e5,€10) = 0 = [es5, €10] = a1e4 + (a2 + a3)es + ager
(

de (e1,¢€q,€7) =0 => [eq, €7] = 1€

Y al ser j = 6 se tiene que [eg,e7] # 0 y por tanto se obtiene que
a1 # 0, luego queda [es, e10] = ajes +aze; (a1 # 0) es decir se deduce
que ¢ = 4. Por tanto, para j = 6 y n = 10 se deduce que : = 4, es

decir, no hay mas terna que la (4,6,10).
Ademas de las siguientes identidades de Jacobi se obtienen:

de (e1,€6,€5) = 0 => [esq, €3] = aseq

o

e (e1,€q6,69) = 0 => [eq, €9] = (a3 + a5)es + ages

ol

e

(
(
(
e (
(
(

Q.

1
€1, €6, €10) = 0 = [eq, €10] = 0165+(a2+2a3+a5)64+(044+016)€3+CY762
e1,er,es) = 0 = [er, es] = ases + agey

1

o

e (e1,er,e9) = 0 = [e7,e9] = (a3 + 2a5)eq + (a6 + as)es + ages
de (e1,€e7,€10) = 0 => [er, e10] = €6 + (2 + 3as + 3as)es+
+(o + 206 + ag)es + (a7 + ag)es + aroez
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de (e1,es,€9) = 0 = [es, 9] = (@3 + 2a5)es + (g + as)es + cges + o169
de (e1,es,€10) = 0 = [es, e10] = arer + (a2 + 4daz + o )es+
+(cq + 3as + 2a5)es + (a7 + 209) €4+
+(a10 + c11)es + azer
de (e1, €9, €10) = 0 = [eg, €10] = a1es + (@2 + a3 + das)er+
+(aq + 3as + 20s)es + (a7 + 209)es+

+(ag0 + a11)es + aizes + ai3e;

Y finalmente de las siguientes identidades de Jacobi se obtienen

las relaciones:

de (e, €9,€10) = 0 = 1(202 + Tas + Tas) =0

de (es, €9, €10) = 0 = 2005 = 3a2 + 3asas y también
a1 (207 + 5ag) = 2aq058 + (das + Has)(as — ag) +
+(3a6 + aq + 205)(as — a3) + (@3 + 2a5)ay.

De donde las algebras correspondientes a la terna (4, 6,10) vienen

dadas por los productos:

[e1,en] = en—1 (R =3,...,10)

[es, €9] = ares (a1 #0)

[eq, e10] = ez + azey

[e5, e8] = —ane9

[es, e9] = agzes

[es, €10] = aneq + (a2 + az)es + aqe,
[66; 67] = ey

[667 68] = (5€3
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[es, €0] = (03 + a5 )e3 + agez

[es, €10] = €5 + (a2 + 203+ a5).e4 + (aa + ag)es + are;

[e7, €8] = ases + agey

[e7, e9] = (a3 4 2a5)eq + (a6 + as)es + ages

[e7, e10] = ares+(az+3as+3as)es+ (s + 206+ as)es+ (ar+ag)es+aoes

[es, e9] = (a3 + 2as)es + (as + ag)es + ages + arre;

[es, €10] = aner + (o2 +4as + 5as)es + (aa + 3a6 + 2as)es + (a7 +2a9) e +
+ (010 + aa1)es + aqzes

[e9, €10] = ares+ (g +4as +5as)er + (ag + 3as + 205)es + (a7 + 209)es +

+(e10 + 011)eq + aizes + agzes
Verificandose las relaciones:

020z + Taz + Tas) =0

0 20505 = 302 + 3azas

o (207 +5a9) = 2a908 + (das + 5as ) (s — as) + (3ae + g + 2a) (s — a3) +
+(as + 2a5)ay.

Las algebras (4,6,10) dependen de 13 parametros, y las designa-
remos por (oi,qs,...,a13). De estos 13 parametros, 10 son indepen-

dientes entre si.

Mediante adecuados cambios de base, se obtiene que estas alge-

bras son isomorfas a estas 28:

£(4,6,10)(1) = (17 _]-47 77 07 '—37 0) a7, O, —%Oﬂ - 70!3, 07 07 12, O)



Liapaoyz = (1,-14,7,0,—3,14, —301 — Sao, 0, ag, 0,0, a2, 0)
Lusos = (1,~14,7,0,-3,14,49,-20,0,0,0,a12,0)
Lisao = (1,-14,7,0,—3, 14, —536, —20,234,0,0,0,0)
Lissaoys = (1,—14,7,0,-3, 14, —536, —20, 234, 0,0, —6320, 0)
L6106 = (1,0,1,0,—1,0, 7, as, — 27 — a5, 0,0, 212, 0)
Ligsiom = (1,0,1,0,-1,2,a7,0, —2a7 — 2,0,0, a13,0)
Lissios = (1,0,1,0,—1,2,5,—2, -2, 0,0, a1, 0)

L (4,6,10)(9) = (1,0,1,0,-1,2,0,—2,0,0,0,1,0)

L (1,6,10)(10) = (1,0,1,0,—1,2,0,—2,0,0,0,0,0)

L(4,6,10)(11) = (17 07 07 07 07 17 _5a s, 27 0) 0) 07 0) (Olg # _1)

£(4,6,10)(12) = (17 01 Oa Oa 07 ]-7 Oa asg, 07 07 07 0’ O)
(ag # -1, baj+ 17ag + 15 # 0)

£(4,6,10)(13) = (]-7 07 Oa 07 07 ]-7 07 asg, 07 07 17 07 O)
(ag #—1, b5a2 + 170z + 15 =0)

86

Ls610)(14) = (1,0,0,0,0,1,0,05,0,0,503 + 17as + 15,0,0) (as # —1)
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L6105 = (1,0,0,0,0,1,—5,—1,2,0, 1, a2, 0)
L6106 = (1,0,0,0,0,1,0,—1,0,0,0, a12,0)
Ls6.10)0m = (1,0,0,0,0,1,0,—1,0,0,3,1,0)
Lise10s) = (1,0,0,0,0,1,0,—1,0,0,3,0,0)
Lise10)09) = (1,0,0,0,0,0,—5,1,2,0, 3,0, 0)
La6.1020) = (1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0)
L6102y = (1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,5,0,0)
Liag10)22) = (1,0,0,0,0,0,—5,0,2,0,1, a4, 0)
La6.10)23) = (1,0,0,0,0,0,—5,0,2,0,0,1,0)
Lse10)2e) = (1,0,0,0,0,0,—5,0,2,0,0,0,0)
Liae10)25) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0)
La6.10)26) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
L6102 = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0)

£(4,6,10)(28) = (17 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, O)
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2.4 Estudio de las ternas: (i,7,25 —2),
(]7]72.7 — 3) y (.71.77.7 + 1)'

En el estudio de las ternas (¢,j,n); (j = 4,5,6) que hemos realizado
se observa que existen ternas a las que no les corresponde ninguna
algebra. Por ejemplo, las ternas (5,5,8), (5,6,10), (6,6,10). Estas
son casos particulares de las (7,5,25 — 2) con : > 4. Este es el caso
limite de la dimensién n. Ya que al ser i > 4, se tiene que ¢ # 4,
y aplicando el teorema 12 se tiene que: [e;,e;11] € L¥72 = L™ = {0}
por tanto obtenemos [e¢;,¢;41] = 0, lo que es contradictorio por la

definicién de ;.

Por tanto si n = 2j — 2, entonces necesariamente ha de ser : = 4.
Luego no hay &lgebras para las ternas (5,7,27 —2); (6,7,25 —2); ...;
(j7ja 2] - 2)‘

Ya vimos que las ternas (4,4,5) y (5,5,7) tienen algebras (una en
cada caso) relativas a dichas ternas y también que la terna (6,6,9)
no tenia algebras. Veamos que en general las ternas (j,7,2j — 3)
para j > 6 no tiene ninguna algebra, y por tanto podemos concluir

que las ternas (j,7,27 — 3) no tiene ninguna algebra para j > 6.

En la terna (3,,27 — 3) al ser la dimensién n = 25 — 3 impar, por
el teorema 12 se tiene [e;,eq;-3] € £/ = {ej_2,...,€3}, ¥y por tanto

[ej, €2j—3] = @j—2€j_2 + -+ + azeq ¥ por ser i = j podemos escribir por
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el teorema 4:

l€j, €2j—4] = aj_zej_3+ -+ + azey

(e),€j+1] = @j_ze2 # 0 por tanto a;_, # 0 por la definicién de j.

De las relaciones anteriores tenemos [¢;,€42] = aj_2e3 + aj_3e3 y

por la identidad de Jacobi (eq,e;11,€+2) =0 deducimos que:

[6j+1> €j+2] = aj_ges4 + aj_se3 + Pires.

De las relaciones anteriores tenemos [ej, e43] = aj_ge4 + aj_3€3 +
+a;_4e; y por la identidad de Jacobi (e, €;41,€+3) = 0 deducimos
que:

(€41, €j43) = 20j_zes + 20j_3€4 + (j_g + B1)es + Paea.

Y de la identidad de Jacobi (ey, €;12,€;4+3) = 0 deducimos que:

[€j+2, €j43] = 2aj_ae6 + 20;_3€5 + (j—a + PB1)ea + Baes + Baez

Y procediendo sucesivamente, obtenemos en general que en el
producto [es, e;] para h,k > j con h # k el primer coeficiente no nulo
es de la forma un nimero natural por o;_, y que corresponde al

vector epir_2j41-

Por tanto, en particular, tenemos:

[er_4, 62]'_3] = ]X’a]'_zezj_e + .- con K € IN

De la identidad de Jacobi (e;, e5;_4, €2;-3) = 0 se obtiene que:

[[ezi—4, €2;-3),¢;] = 0, entonces [Kaj_zes;—6 + ---,e5] = 0, luego
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Kaj_slezj-6,¢] + - = 0, luego —K(a;_2)%*,-5+--- = 0, y por tanto
a;-» = 0, cosa imposible por ser a;_, # 0. Por tanto no hay algebras
en dicha terna siempre que el producto [e;,ez;_¢] sea distinto de
cero, lo que exige que 25 — 6 > j, o lo que es equivalente ; > 6.
Como ya indicamos, la terna (6,6,9) no tiene algebras. Por tanto,

concluimos que las ternas (j, 7,25 —3) no tienen algebras para ; > 6.

La terna (4,4,5) es un caso particular de las ternas (j,5,j +1).

Para estas ternas se tiene por el teorema 12 que:

[€j, €541] = [€n—1,€n] € L? = {en—2,..., €2},

luego [e,—1, €] = i} ena+- 4%y ez y por el teorema 5 tenemos:
len—s2,€4] = pinenz+ - +¢5_ €2, siendo [e,—2,e,] = 0 por ser
i=n—1. De donde ¢}, =--- =c2_,, =0. Por tanto, llamando
a al coeficiente ¢?_, , se tiene que: [e,_1,¢e,] = aes (o # 0 por ser

i =j =n—1). Mediante el cambio de base adaptada:
!
1 _

e,=ze;, (h=2,...,n)

conseguimos que el coeficiente o/ = 1. Por tanto, existe una tnica

dlgebra para la terna (j, 7, j+1) que viene definida por los productos:

L { [er,en] = enr (A =3,...,n)
(4,3,541)

[en—l, 6n] = €2
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