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INTRODUCCION

El estudio de los polinomios ortogonales es un tema cldsico cuyos orige-
nes se remontan a los trabajos de Legendre sobre el movimiento planetario.
Aunque el interés por esta teoria decae en el segundo tercio del siglo XX,
resurge con gran fuerza a finales de los 80 gracias a la creciente actividad
en la teoria de aproximacién y andlisis numérico y de manera secundaria
por la revolucién de los ordenadores, siendo numerosas las nuevas areas de
estudio surgidas en torno a ella. ’

El caso estandar se centra en el estudio de sucesiones de polinomios or-
togonales (py)n en la recta real con respecto a una medida positiva. Estos,
una vez normalizados, satisfacen una relacién de recurrencia de tres térmi-
nos de la forma

(0.0.1) tpn(t) = any1Pny1(t) + bapn(t)anpa-1(t), n >0,

con las condiciones inicial p_1(t) = 0 y po(¢) € R\ {0} y donde a, # O,
Gn,bn € R, n > 0. El reciproco también es cierto y es conocido como
teorema de Favard: dada una sucesién de polinomios que verifique una
relacién de recurrencia como en (0.0.1) con a, # 0 y b, € R, existe una
medida positiva en la recta real con respecto a la que son ortonormales.

A finales de la década de los 80, se comienzan a considerar familias de
polinomios que son ortonormales con respecto a los llamados productos es-
calares de Sobolev discretos: son perturbaciones diferenciales discretas de
un producto escalar estdndar definido por una medida positiva. Estas suce-
siones de polinomios (py), verifican férmulas de recurrencia més generales
del tipo

2N+1

(002) thn(t) = Cn,Opn(t) + Z [cn,lcpn—k(t)cn+k,kpn+k(t)]a n 2 0.
: k=1

La determinacién de la ortogonalidad canénica para familias de polino-
mios verificando dichas férmulas de recurrencia con un ndmero impar de
términos la obtuvo A. J. Duran (ver [D1], [D2] y [DV]). Este resultado, que
supone una extension del teorema de Favard, establecié una estrecha cone-
xién entre polinomios escalares verificando una férmula de recurrencia de
un nimero impar de términos como la expresada en (0.0.2) y polinomios
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matriciales ortonormales con respecto a una matriz de medidas definida
positiva.

Una de las consecuencias més importantes es que este resultado posi-
bilit6 el uso de la ortogonalidad matricial para resolver algunos problemas -
importantes y antiguos de la ortogonalidad escalar estdndar (ver [D2], por
ejemplo).

La ortogonalidad matricial sobre la recta real, que se venia estudiando
de manera esporddica desde los afos 50 { [K], [A], [BB], [B] [Ge}, [Zh]) obtu-
vo asi una motivacién importante que ha generado su estudio exhaustivo y
sistematico en los diez 1ultimos anos. Uno de los grupos méas activos en el
desarrollo de esta investigacién de la ortogonalidad matricial es el que lidera
A. J. Durédn y en él, bajo una beca de proyecto para formacién de personal
investigador del Ministerio de Ciencia y Tecnologia, se han desarrollado
los trabajos que conforman esta tesis —para una visién mads detallada de
algunos de los resultados obtenidos por el grupo durante los iltimos diez
afios sobre polinomios ortogonales matriciales puede leerse el capitulo 1
de esta memoria dedicado a los preliminares necesarios para facilitar su
lectura—.

El contenido de esta tesis se centra en tres aspectos de la ortogonali-
dad matricial: un estudio exhaustivo de las férmulas de cuadratura ma-
triciales, la introduccién y estudio —propiedades algebraicas, extremales y
asintéticas— de las funciones matriciales de Christoffel y el estudio de los
autovalores de las matrices infinitas de Toeplitz asociadas a un peso matri-
cial.

Pasamos a continuacién a detallar los resultados obtenidos.

Una de las aplicaciones més interesantes de los polinomios matriciales
ortonormales es la construccién de férmulas de cuadratura. La importancia
radica no sélo en su uso para la aproximaciéon numérica de integrales ma-
triciales sino también como herramienta de eficacia probada para el estudio
de diversas propiedades asintéticas de las familias de polinomios ortogo-
nales matriciales. En este sentido, en el capitulo 2 se realiza un estudio
exhaustivo de las férmulas de cuadratura matriciales.

Una férmula de cuadratura matricial con grado de precisién r para
una matriz peso W de dimensién N x N consiste en encontrar ntimeros
zg, (reales o complejos) k = 1,...,m, llamados nodos, y matrices G,
k=1,...,m, llamados coeficientes de cuadratura tales que se verifique
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/ P (1) = 3 P (zx) G
k=1

para cualquier polinomio P € P}, », donde P}y, denota el espacio de los
polinomios matriciales complejos de grado menor o igual que 7.

En el caso escalar, para n nodos distintos el maximo grado de preci-
sién es 2n — 1 y las férmulas de cuadratura con n nodos y este maximo
grado de precisién sé denominan gaussianas o de Gauss. En este caso, la
férmula de cuadratura no puede ser extendida a un subespacio del espacio
de polinomios de P?" mayor que P?"~!. Sin embargo en el caso matricial
esta situacién no es cierta y s6lo admite un andlogo cuando la suma de
los rangos de los coeficientes de cuadratura (o equivalentemente, la suma
de las multiplicidades de los nodos) es un miltiplo entero de la dimensién
de las matrices N, es decir, cuando la suma de los rangos de los coeficien-
tes de cuadratura no es un multiplo de N, existen férmulas de cuadratura
con maximo grado de precisién r tales que se siguen verificando para un
subespacio de P!y que contiene estrictamente a Pl x

El estudio de las férmulas de cuadratura matriciales con maximo grado
de precisién comenzé en 1983, con el articulo de S. Basu y N.K. Bose ([BB])
que aplican el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a los autovec-
tores de P, asociados a sus ceros . Posteriormente Ann Sinap y Walter
van Assche encuentran férmulas de cuadratura a través del polinomio de
interpolacién de Lagrange en el caso del soporte de la medida compacto
(ver [SV]) y con nodos los ceros del polinomio matricial n-ésimo. En este
caso, la suma de las multiplicidades de los nodos es nN. Poco después,
Antonio Durdn y Pedro Lépez generan en [DL1] férmulas de cuadratura
matriciales para cualquier matriz de medidas con nodos los ceros del poli-
nomio ortonormal n-ésimo P,. Fue Antonio Durdn en 1996 el primero en
dar una expresién explicita de los coeficientes de cuadratura en términos de
los polinomios ortonormales (ver [D3]), y el que en 1999 junto con Defez da
el reciproco de los anteriores resultados en [DD], esto es, dados los ceros y
nodos de una férmula de cuadratura tal que los coeficientes de cuadratura
Gk, k = 1,...,m, satisfacen ) ;- rg(Gx) = nN, encuentran el polinomio
matricial (combinacién matricial de dos polinomios matriciales ortonorma-
les consecutivos) cuyos ceros son los nodos de la férmula de cuadratura
dada.

En esta memoria se generalizan todos los resultados anteriores para el
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caso general de que la suma de los rangos de los coeficientes de cuadratura
sea un niimero entero cualquiera; esto es,

m
> rgGp=(n—-1)N+h, 0<ASN-L
k=1

Se demuestra en [DD] que en este caso, se obtiene una acotacién superior
para el grado de precisién igual a 2n—3. En la seccién 1 veremos que cuando
h = 0, cualquier féormula de cuadratura con el maximo grado de precisién
2n—3 no es valida para ningtn polinomio matricial de grado 2n — 2 excepto
para P = 0, pero cuando 0 < h < N — 1, una férmula de cuadratura con el
maximo grado de precisién 2n—3 puede seguir verificindose para polinomios

matriciales que pertenezcan a un cierto subespacio de X C IP’?\?X_ ]%, tal que

IP’?\?X_ ]%, tiene codimensién a lo sumo AN en X. Cuando este subespacio tenga
esta maxima codimensién, una férmula de cuadratura con méximo grado
de precisiéon serd llamada una férmula de cuadratura gaussiana.

En la seccién 2 se generan férmulas de cuadratura de Gauss con no-
dos reales; esencialmente estan vinculadas a truncaciones de la matriz de
Jacobi asociada —convenientemente perturbada—. En nuestro caso daremos
expresiones explicitas para el polinomio matricial que genera las férmulas
gaussianas —entre otras cosas sus ceros seran los nodos de la correspondiente
férmula de cuadratura— en términos de dos polinomios matriciales ortonor-
males consecutivos. Este polinomio matricial presenta la singularidad de
tener coeficiente lider singular.

No sdélo se generalizan los resultados del caso escalar, sino que se desarro-
lla una nueva técnica para encontrar férmulas de cuadratura no gaussianas
a partir de las de Gauss, cuya utilidad queda patente en el siguiente ca-
pitulo al ser utilizadas para la demostracién de una importante propiedad
extremal de las funciones matriciales de Christoffel.

En la seccién 3 se ilustran ejemplos numéricos de estas férmulas de
cuadratura de Gauss.

Se concluye el capitulo 2 estudiando en la seccién 4 la forma general de
las férmulas de cuadratura gaussianas con nodos nimeros complejos cua-
lesquiera. Se demuestra también que cuando en una férmula de cuadratura
gaussiana los nodos son reales y los coeficientes de cuadratura son semidefi-
nidos positivos entonces dicha férmula corresponde con una de las férmulas
de cuadratura de Gauss encontradas en la seccién 2.
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En el capitulo 3 se definen y estudian las funciones matriciales de
Christoffel asociadas a una matriz de medidas definida positiva W. Es co-
nocido que en el caso escalar las funciones de Christoffel juegan un papel
importante en la teoria de los polinomios ortogonales. Muchos resultados
sobre series de Fourier e interpolacién se basan en estimaciones y asintdticas
de estas funciones.

En el caso escalar, las funciones de Christoffel vienen dadas por

ne) = min{ [ p(OPdu(0) - € B p(2) = 1

donde z € Cy P*~! denota, como es habitual, el espacio lineal de polinomios
con coeficientes complejos y grado menor o igual que n — 1. En este caso, la
dimensién de los espacios P"~! C P" crece en una unidad, pero en el caso
matricial la dimensién de los espacios IF’K,;IN C Py, v creceen N 2 unidades;
por tanto, para la definicién de las funciones matriciales de Christoffel es

més conveniente tomar infimo en espacios de la forma
XoPyy={Pt)=S@t)+Ct", Ce X CCVN, SePyly.},

n > 1, en lugar de en el espacio PTI(,;IN, n>1.
Asi, dado n € N, la funcién matricial de Christoffel A, x se define como
(0.0.3)

An,x (2)= inf{/Q(t) dW () Q*(t) : Q(z) =Idy, Q€ X GBIP)’;I:}N}'

Se demuestra en la seccién 1, que el espacio X debe ser un ideal a
la izquierda, ya que en caso contrario no puede garantizarse la existencia
del infimo que define la funcién matricial de Christoffel —recuérdese que el
orden matricial no es un orden total-. En este sentido, se muestra con un
ejemplo la existencia de un subespacio X € C¥*¥ que no es un ideal a la
izquierda y para el cual el infimo que define las funciones de Christoffel no
existe.

En la seccién 2 se considera X un ideal a la izquierda y se demuestra que
en este caso, el infimo en (0.0.3) existe y se alcanza, ademds de verificar una
propiedad de homogeneidad que probaremos al final de la seccién. Encon-
traremos una expresién (andloga a la que se tiene en el caso escalar) para
las funciones matriciales de Christoffel en términos de cualquier sucesién
(Pp)rn de polinomios matriciales ortonormales con respecto a W.



Introduccién A%

En la seccién 3 probaremos que las funciones matriciales de Christoffel
también satisfacen la importante propiedad extremal de alcanzar la maxima
masa que puede soportar una matriz de medidas v ~, x W en un punto
cualquiera z € R —salvo en un conjunto excepcional finito—, donde ~ es la -
siguiente relacién de equivalencia en el conjunto de las matrices peso:

(004)  vepx W si / Pt) du(t) Q*(t) = / P(t) dW () Q" (2),

. . . n—1 L.
para cualesquiera polinomios P,Q € X @ P} . Asimismo, se encon-

trard una expresion explicita de la matriz peso que alcanza dicho méaximo
para lo cual se utilizan las férmulas de cuadratura generadas en la seccién
2.2.2 del capitulo segundo. Se determinara el conjunto excepcional finito en
cuyos puntos no se asegura la propiedad extremal, y finalmente daremos
ejemplos que muestran que el maximo no se alcanza en general, en esos
puntos del conjunto excepcional.

Por 1ltimo, en la seccién 4 se estudia el comportamiento asintético de

(Pa(2)) A xa (2)) T P (2),

donde (P,), es una sucesién de polinomios matriciales ortonormales con
respecto a W y X, es un cierto ideal a la izquierda asociado al polinomio
P, (este comportamiento asintético en el caso escalar fue estudiado por
Nevai en [N1, p. 31, th. 11]).

En el caso escalar, para una férmula de cuadratura cuyos nodos son
los ceros de (py,), los coeficientes de cuadratura coinciden con las funciones
de Christoffel en dichos nodos. Esta propiedad en el caso matricial sélo es
cierta cuando los ceros son de maxima multiplicidad N. Esto produce que
muchos de los resultados de la teoria clasica no puedan ser generalizados
de forma inmediata a la teoria matricial, y se requiera entonces de nuevas
técnicas para el estudio de las funciones matriciales de Christoffel.

El capitulo 4 se dedica al estudio de los autovalores de las matrices
de Toeplitz T por bloques para funciones peso asociadas a una funcién
matricial G. Para ello, escribiremos la matriz de medidas dW como

(0.0.5) dW (t) = M(t)dtxW (¢)
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con M (t) la matriz de funciones derivada de la matriz de medidas W res-
pecto a su traza.

En la seccién 1 se definen las matrices de Toeplitz T por bloques para
funciones peso asociadas a una funcién matricial G verificando G(t)M(t) =
M (t)G*(t) para todo t € sop (trW) y las entradas de t"G(¢t) M (t) € L! (ttW),
n € N.

Para cada n € N, se consideran {ﬂ?Gz}?:Nl los autovalores (contando sus
multiplicidades) de la matriz de Toeplitz truncada y (ogn)n la sucesién
de medidas contadoras de dichos autovalores. El objetivo de este capitulo
es estudiar la relacidn asintética entre la sucesién de medidas (ogn)n ¥
la sucesién de medidas contadoras (o,), de los ceros de los polinomios
ortogonales.

En la seccién 2, se prueba esta relacién asintética en el caso de que
la matriz G sea hermitica y se comporten “casi escalarmente con respecto
a la matriz M”, esto es, G(t)M(t) = M(t)G(t) = ¢(t)M(t), con g una
funcién escalar continua. En particular, se tiene el resultado para funciones
de la forma G(t) = g(¢)Idy con g funcién escalar continua y real. Queda
planteado el problema de extender los resultados para funciones matriciales
generales, aunque nuestra conjetura es que no habra en general convergencia,
de la familia de medidas asociada a los autovalores.

Posteriormente, se ilustra un método para generar a partir de la matriz
de medidas, funciones matriciales G que se comportan “casi escalarmente
con respecto a la matriz M”. Se finaliza la seccién con un ejemplo de funcién
matricial hermitica que no es escalar y tal que G(¢)M(t) = M(t)G(t) =
g(t)M(t), con g escalar continua.

Aplicaremos en la seccién 3 los resultados obtenidos en la seccién 2 al
estudio de las funciones matriciales de segunda especie {gn(t)},~, definidas
por la integral

(0.0.6) an(t) = / 1: "_(”;) AW (z), t € C\ sop(trW).

Se estudia el limite cuando n tiende a infinito de
1 n—1
tr <m kz_% qr(t) Py (t)>

en términos de la transformada de Stietjes de la medida limite de la sucesién
de medidas contadoras (o), de los ceros de los polinomios ortogonales.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Consideramos una matriz de medidas W, de dimensién N x N, tal que
tiene todos sus momentos finitos, esto es,

/ t"dW (t) < +oo Vn > 0.
R

Supongamos que dicha matriz de medidas satisface:

¢ Es definida positiva: para cualquier Borel A C R, W(A) es una matriz
numérica semidefinida positiva.

¢ Es no degenerada: [ P(t)dW (t)P*(t) no es singular para cualquier
polinomio matricial P(t) con coeficiente lider no singular.

Se puede comprobar ficilmente que la propiedad de ser no degenerada
es equivalente a lo siguiente:

re ( / P(t)dW(t)P*(t)) > 1g (coeficiente lider de P).

Para una matriz de medidas con todos sus momentos finitos y definida
positiva, son equivalentes el ser no degenerada y que el producto interno
matricial definido por W en el espacio de los polinomios matriciales tenga
una, sucesién (P, ), de polinomios matriciales ortonormales con respecto a
W que satisfacen:

/ Pa(t) dW (8) PL(t) = SpmIdy, mym >0,

donde P,(t) es un polinomio matricial de grado n cuyo coeficiente lider,
que denotaremos por A,, no es singular.

1
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Por simplicidad hemos supuesto a lo largo de esta memoria que la matriz
de medidas W es definida positiva y no degenerada (equivalente, como ya se
ha dicho, a la existencia de una sucesién (P,)72, de polinomios matriciales
ortonormales con respecto a W). Sin embargo, las definiciones y resultados -
de esta tesis, excepto los de cardcter asintético, siguen siendo validos bajo
las siguientes hipdtesis mas débiles para W:

¢ Para cualquier polinomio P € T, la integral / P(t)dW (t)P*(t) existe,

donde T es un subespacio de P}, » de la forma
T=Xeclyly={Pt)=St)+Ct", ce X cC" N sePily},

con X € CV*N un ideal a la izquierda —esto es, si A € X y B €
CN*N entonces BA € X
e Para P T,

rg (/P(t)dW(t)P* (t)) > rg ( coeficiente lider de P).

En este caso se puede asociar a W una sucesién finita (Pg)o<k<n de po-
linomios matriciales ortonormales. Estos polinomios satisfacen lo siguiente:

— El coeficiente lider de Py, 0 < k <n — 1, no es singular,

— P, pertenecea T, y

- fPidWPJ* = Idn0d;; 0 <4,j < n excepto parai = j = n para el cual:

rg < / PndWP;;) = dim(T) — (n — 1)n.

Aunque en la demostracién de algunos teoremas necesitamos usar los
polinomios ortonormales n-ésimo y n + 1-ésimo con respecto a W, estos
teoremas se siguen verificando bajo las hipétesis anteriores més débiles, ya
que no es dificil comprobar que con dichas hipdtesis se puede encontrar una
matriz de medidas V' (la cual no es tnica) que tiene una sucesién completa
(Rn)S2, de polinomios matriciales ortonormales (con coeficientes lideres no
singulares) y veriﬁcando

~[ P(t)dW (£)Q*(t) = [ P(t)dV(t)Q*(t)  para todo P,Q € T,
~Rk=Pk,k=0,---,n—lyPn:oRnconcc*:<Igh Z)

Como consecuencia, los productos internos definidos por las matrices de
medidas Wy V en T coinciden. De esta forma, se puede utilizar la sucesién
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completa de polinomios matriciales ortonormales con respecto a V' cuando
se necesite usar un polinomio ortonormal Py, k > n, con respecto a W.

Al igual que en el caso escalar, la sucesién de polinomios matriciales
ortonormales (P,), satisface una férmula de recurrencia de tres términos:

(1'0~1) tPn(t) = An+1Pn+1(t) + Bn(t)Pn(t) + A;Pn—l(t)) n 2> 0’

donde P_y(t)-= 0, Py(t) € CN*N\ {6} (en lo que sigue, supondremos sin
pérdida de generalidad que Py(t) = Idy), A, son matrices no singulares, y
B, son hermiticas.

Notemos que los polinomios R, (t) = U,P,(t), con U,U,; = Idy son
también ortonormales respecto a la misma matriz de medidas definida po-
sitiva que ortonormaliza a los polinomios matriciales (P, )y, y satisfacen una
férmula de recurrencia andloga a la anterior con coeficientes U,—1A,U,; en
vez de A,, y UpB,U; en vez de B,. Existen por tanto diversas formas de

elegir las matrices A,, de manera que sean definidas positivas, triangulares
o diagonales.

Por ejemplo, para obtener polinomios matriciales (R,), ortonormales
con respecto a W tales que sus coeficientes lideres sean matrices triangu-
lares inferiores, consideramos una sucesién (P,), cualquiera de polinomios
matriciales ortonormales con respecto a W que satisfaga una férmula de
recurrencia de tres términos como (1.0.1) con coeficientes de recurrencia
(An)n ¥ (Bn)n- De dicha férmula de recurrencia se deduce que el coeficien-
te lider de P,, que hemos denotado por A,, viene dado en funcién de los
coeficientes de recurrencia (4,), como sigue

(1.0.2) Ap = (A142...4,)7 .

Considerando Uy = Idy, se elige una matriz unitaria U; de manera que
A,U7y sea triangular inferior (lo cual siempre es posible por la denominada
factorizacién LU), luego se elige Us de manera que Uy AxUs sea triangular
inferior, y asi sucesivamente. Los polinomios Ry (t) = UnP,(t) verifican
que son ortonormales respecto a la matriz de medidas W y sus coeficientes
lideres son, segtn (1.0.2), triangulares inferiores.

Anslogo al caso escalar, podemos definir la matriz de Jacobi N-dimen-
sional, que viene dada por
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By Ay 0 6
At B A 0 ...
(1.0.3) J=109 A5 By Ay ...|

Los siguientes resultados que aparecen en [DL1] relativos a los ceros de
los polinomios matriciales ortonormales son bésicos para es desarrollo de
los tres capitulos que siguen (donde los ceros de un polinomio matricial
A(t) son los ceros de det(A(t))):

Lema 1.0.1. Los ceros de P, tienen multiplicidad a lo sumo N. Es mds, P,
tiene nIN ceros (contando sus multiplicidades) y todos los ceros son reales

(n € N).

Lema 1.0.2. Paran € N, los ceros del polinomio matricial P, son los mis-
mos que los del polinomio det(tIdny — Jn) (con la misma multiplicidad),
donde Jj,n es la matriz truncada de Jacobi (ver (1.0.3)) de dimension nN.

Teniendo en cuenta el lema (1.0.2), que los coeficientes de recurrencia
Ay, pueden elegirse —como se dijo anteriormente- diagonales, el teorema de
los circulos de Gershgorin de localizacién de los autovalores de una matriz,
y que de la férmula de recurrencia de tres términos (1.0.1) se tiene que

Ay = / Pt (AW ()P (1), 1> 0,

B, = / tBa(8)dW () P2 (), n >0,

se puede demostrar ficilmente la siguiente propiedad: los coeficientes de
recurrencia A, y B, en (1.0.1) estdn acotados si y solo si el soporte de la
medida es compacto, donde, para una matriz de medidas W = (u; ;) 1{\’;:1 de-
finida positiva, su soporte viene dado por el soporte de su traza, sop(trW).

Andalogamente a los polinomios escalares, se considera la sucesién de
polinomios matriciales ortonormales de segunda especie (@), definidos
por

(1.0.4) On(z) = / fi(‘;—){—tpl(t—)dwu)
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con W la matriz de medidas definida positiva que ortonormaliza a los po-
linomios (Py)p.

A lo largo de la memoria, utilizaremos las siguientes notaciones:

Dada una matriz A de dimensién N x N, denotaremos por Adj(A) a su
adjunta clasica, es decir, la matriz definida por la propiedad

(1.0.5) AAdj(A) = Adj(A)A = det(A)Idy.

Si P(z) es un polinomio matricial, denotaremos por P*(z) al polino-
mio matricial obtenido de P(z) cambiando cada uno de sus coeficientes
matriciales por su hermitica conjugada, de esta forma, [P(2)]* = P*(2).

Para establecer los comportamientos asintticos necesitamos definir los
siguientes conjuntos: Por A denotaremos al conjunto de los ceros de los
polinomios matriciales P,, esto es, los ceros de det(P,); denotamos también:

(1.0.6) I'= (] My, donde My= [J A,
N>0 n>N

Para nuestro estudio utilizaremos las versiones matriciales de algunas
férmulas clisicas de polinomios escalares ortonormales, la férmula de cua-
dratura y el teorema de Markov que aparecen en [D3]:

Lema 1.0.3. (1) La férmula de Christoffel-Darbouz y algunos casos es-

peciales:
n—1(2)AnPn(w) — P (2) Ap P (w) =
1.0.7 iy
(1.07) = (w—2) Y Pi(2)Pe(w), zweC
k=0
(1.0.8)  1(2)ApPr(2) — Py (2)A Proi(2) =6, z€C.
(1.0.9)

n—1
no1(2)AnPp(2) = Pr(2)AnPr_i(2) = > Pi(2)Pi(2), z€C.
k=0
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(2) Algunos casos particulares de la férmula de Green:

P’;Lk 1(2)AnQn(w) — P*(Z)A Qn- l(w)

(1.0.10) w—z)ng(z)Qk(w), z,w € C.

(1.0.11) () 4nQu(z) - PY) AL Quor() = I, 2 € C.

(8) La férmula de Liouville-Ostrogadski:

(1.0.12) Qn(2)F-1(2) — Pu(2)Qp-1(2) =

Teorema 1.0.4. Sea n un entero no negativo. Escribimos {z,x},-, para
los distintos ceros del polinomio matricial P, ordenados en orden creciente
(m <nN) y 'y para las matrices

_ I (e=1) ( a:
(1.0.13) Ty @t P )™ (onp) (Adj(Pn(t))) (%n,k)@n (Tn k)

k=1,..,m, donde l; es la multiplicidad de z,

(1) Para cualquier polinomio P de grado menor o igual que 2n — 1 se
verifica la siguiente formula:

(1.0.14) /P (H)dW (t) = > P(zn )T
k=1

(2) Las matrices I'y, . son semidefinidas positivas de rango Iy, k = 1,...,m.

Teorema 1.0.5. Supongamos que W es determinada. Entonces

Jm P @@ = [ TR0, sechr,

y la convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de C\ T, donde
I’ viene dado por (1.0.6)
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Consideremos ahora los ceros {mn,k}zg , del polinomio P, (contando sus
multiplicidades). Sea (0y,), la sucesién de medidas discretas dada por

1 nN
(1.0.15) On = N Zéﬂﬂn,k) n>0,
k=1

¥ (ln)n la sucesién de medidas matriciales discretas dada por

1 aN (n-1 .
(1.0.16) Hn = N Z (Z Pi(xn,k)Fn,kPi (Znk 6Zn,k’ n >0,
k=1 \i=0

donde I'p g, k = 1,...,nN, son los coeficientes de la férmula de cuadratura
cuyos nodos son los ceros de P, (ver (1.0.13)). Se tienen entonces los siguien-
tes resultados demostrados en [DLS] sobre el comportamiento asintético de
los ceros de los polinomios matriciales ortogonales:

Lema 1.0.6. Sean (P,), una sucesién de polinomios matriciales ortonor-
males verificando la relacion de recurrencia de tres términos (1.0.1). Su-
pongamos que lim, A, = A y lim, B, = B. Entonces, eziste una maitriz
de medidas definida positiva p tal que la sucesidn de medidas discretas da-
da por (1.0.15) y la sucesion de matrices de medidas discretas dada por
(1.0.16) tienen el siguiente comportamiento asintético:

Jim =y Ji on = 1)
Lema 1.0.7. Sean (P,), una sucesién de polinomios matriciales ortonor-
males verificando la relacién de recurrencia de tres términos (1.0.1). Su-
pongamos que lim, A, = A y lim, B, = B, con A hermitica y no singular.
Entonces

) 1
dm g, = NXA,Ba

donde X 4 p es la matriz peso para los polinomios de Chebyshev de primera
especie definidos por (1.0.18).

También nos serdn de utilidad los dos lemas siguientes que son resulta-
dos generales sobre polinomios matriciales y que se demuestran en [DL1] y
en [D3] respectivamente:
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Lema 1.0.8. Sea A(t) un polinomio matricial de dimensién N x N y sea
a un cero de A(t). Si dim(R(a, A)) = p, entonces

(Adj (A1) (a) =6, para 1=0,...p -2,
y a es un cero de A(t) de multiplicidad al menos p.

Lema 1.0.9. Sea A(t) un polinomio matricial de dimensién N x N y sea
a un cero de A(t) de multiplicidad p, es decir, un cero de multiplicidad p
del polinomio escalar det (A(t)). Sea

L(a,A) = {ve C" : v*"A(a) =0}, R(a,4)={ve CN : Aa)v =0}.

Si dim (L{a, A)) = dim (R(a, A)) = p, entonces (Adj(A())) (a) = 6, para
1=0,..,p—-2y (Adj (A(£))P™V (a) # 0. Ademds, rg(Adj(A(t)))?~Y (a) =
p, y la matriz

(Adi (AP (a)

define una aplicacién lineal de CVN en L(a,A), que es un isomorfismo de

R(a,A) en L(a, A).

Para la acotacion de ciertas integrales, usaremos el siguiente teorema
de Fejer sobre la traza de matrices semidefinidas positivas:

Teorema 1.0.10. Sea A = (ai,j)fvjzl. Entonces, A es semidefinida positiva
si y solo s1

N

Z a; jb;; > 0

i,j=1
para cualquier matriz semidefinida positiva B = (bi,j)gjzr

Asimismo utilizaremos los siguientes resultados generales de andlisis

funcional: el teorema de Stieltjes-Vitali que usaremos para estudiar la con-
vergencia uniforme en compactos de ciertas asintéticas y el método de los
momentos que emplearemos para estudiar la convergencia de medidas, don-
de la nocién de convergencia de medidas (o matrices de medidas) que usa-
mos en la memoria es la convergencia débil usual: una sucesién de medidas
(t4n)n (0 matrices de medidas) en un espacio métrico X converge débilmente
a psi

lim / F(O)dpn(t) = / F()du(),

n—o0
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para cualquier funcién continua y acotada f : X — C (f : X — CNV*¥V
respectivamente).

Teorema 1.0.11. Sea (f,)n una sucesion de funciones analiticas cada una
regular en una regidn abierta G del plano complejo, y sea E un subconjunto
de G con puntos limite en G. Si (fn)n es uniformemente acotada sobre G
y converge en E, entonces (fn)n converge uniformemente sobre G.

Teorema 1.0.12. Supongamos que p, y p son medidas de probabilidad
sobre R, que tienen momentos de cualquier orden y que u es determinada.

S1

n—0o0

lim [ t*du,(t) :/t’“du(t), k=0,1,...
entonces [, — [ débilmente.

Para concluir los preliminares, vamos a definir la clase de Nevai matri-
cial M (A, B) y a enunciar algunos resultados para polinomios matriciales
pertenecientes a dicha clase.

Dadas dos matrices A y B (B hermitica), decimos que una sucesién
de polinomios matriciales ortonormales (P, ), satisfaciendo una férmula de
recurrencia como la dada por (1.0.1) pertenece a la clase de Nevai matricial
M(A, B) silim, A, = A, lim,, B,, = B. Decimos que una matriz de medidas
definida positiva W pertenece a la clase de Nevai M (A, B) si alguna de sus
sucesiones de polinomios ortonormales estdn en M (A, B). Observemos que
una matriz de medidas definida positiva W puede pertenecer a distintas
clases de Nevai, ya que la sucesién de polinomios matriciales respecto de
W no es unica.

Asociamos a la clase de Nevai matricial M (A, B) dos sucesiones de
polinomios matriciales ortonormales dependiendo de la estructura de la
matriz A. Cuando A no es singular, le asociamos los polinomios matriciales
ortonormales (Ux'?),, definidos por la siguiente férmula de recurrencia:

(1.0.17)  tUAB(t) = A'ULE () + BUAB(t) + AUME (1), n>0,

con condiciones iniciales Us"2(¢) = Idy, UP(t) = 6. Esta sucesién es
ortonormal respecto a una matriz de medidas definida positiva que denota-
remos W4 p, y son el caso matricial andlogo a los polinomios de Chebyshev
de segunda especie. Notemos que de la condicién inicial U(fl ’B(t) =1 se

sigue que [ dWy p(t) = Idy. La matriz de medidas Wa,B jugard un papel
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importante en el comportamiento asintético de las funciones matriciales de
Christoffel que se estudiarin en el capitulo 3 de esta memoria.

Cuando la matriz A es hermitica y no singular, asociaremos a M (A, B)
los polinomios matriciales ortonormales (TnA ’B)n definidos por la siguiente -
férmula de recurrencia:

tTPB (1) = V2AT B () + BT (1)
(1.0.18) B @) = ATE () + BTAME( B t) + V2ATP (¢
TPt = ATerlf (t) + BTy B( ) + ATAB (¢ ), n>2,

con condicién inicial T54’B(t) = Idy. Esta sucesién es ortonormal respecto
a la matriz de medidas definida positiva que denotaremos por X4 g, y son
el caso matricial andlogo a los polinomios de Chebyshev de primera especie.
De la condicién inicial se sigue que [dXa p = Idy.

Estos polinomios juegan un papel importante en el estudio de las pro-
piedades asintéticas como muestra el siguiente lema de [DDa] que también
nos serd de utilidad en la memoria.

Lema 1.0.13. Si la sucesién de polinomios matriciales (Py,), pertenece a
la clase de Nevai M (A, B), con A no singular y B hermitica, entonces

lim [ F(z)P,(z)dW (z)P,(z) = /F(x)dXA,B,

n—00

para cualquier funcidn F matricial continua , donde X 4B es la matriz peso
de los polinomios de Chevyshev de primera especie (ver (1.0.18)). Si ademds
la matriz A es definida positiva entonces, para cualquier entero k > 1

Jim. / F(2) Py (2)dW (2) P (2) = / F@)TAB (2)dX a5,

. . - . A,B ,
para cualgquier funcién matricial F continua, donde T}~ es el k-ésimo
polinomio de Chevyshev de primera especie.

En el articulo de Antonio Durdn [D4] se demuestra que si (F,), es
una sucesién de polinomios matriciales ortonormales en la clase de Nevai
M (A, B), entonces

(1.0.19) lim Po_1(2) P71 (2) = Fa (), z€C\T,
n (o]
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uniformemente en subconjuntos compactos de z € C \ I, donde la fun-
cién F4 p satisface la ecuacién

A*Fa p(2)AFap(2) + (B — zIdy)Fap(z) + Idy =6,  z€C\T.

Si la matriz A no es singular se demuestra en el citado articulo que
1 .
Fap(z) = / P dWa,g(t), donde W4 p es la matriz peso para los poli-
z —_—
nomios de Chebychev de segunda especie definidos por (1.0.17).



Capitulo

FORMULAS DE
CUADRATURA
MATRICIALES

En este capitulo realizaremos un estudio exhaustivo de las férmulas de
cuadratura matriciales. Una férmula de cuadratura matricial con grado de
precisiéon 7 para una matriz peso W consiste en encontrar nimeros xg,
(reales o complejos) k = 1,...,m, llamados nodos, y matrices G, k =
1,...,m, llamados coeficientes de cuadratura tales que se verifique

/ dW(t =§:P :Ek)Gk
k=1

para cualquier polinomio P € P, ,, donde P}, 5 denota el espacio de los
polinomios matriciales complejos de grado menor o igual que r (observemos
que esto es equivalente a decir [ P(t)dW =3 pe1 P (zx) GrQ* (k)
para cualesquiera polinomios P, Q que verlﬁquen gr(P)+gr(Q) <r).

El grado de precisién de una férmula de cuadratura matricial estd con-
dicionado por la suma de los rangos de sus coeficientes de cuadratura: en
la seccién 1 se da una cota superior en términos de la suma de estos rangos
para el grado de los polinomios matriciales para el que es valida una férmu-
la de cuadratura. Se demuestra que para N > 1 no todas las férmulas de
cuadratura con el maximo grado de precisién son gaussianas, entendiendo
como tales aquellas férmulas de cuadratura vélidas para el subespacio de

13
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polinomios matriciales de maxima dimensién posible.

En la seccién 2 de este capitulo se generan férmulas de cuadratura
de Gauss con nodos reales y se utilizan como punto de partida para ge-
nerar férmulas de cuadratura no gaussianas. Las primeras tienen interés -
por si mismas y el interés de las segundas radica en su utilizacién para
demostrar una importante propiedad extremal de las funciones matriciales
de Christoffel que se estudian en el siguiente capitulo.

En la seccién 3 se dan ejemplos numéricos de férmulas de cuadratura
de Gauss, mostrando que son ficilmente computables.

Se finaliza este capitulo con la seccién 4 donde se estudia la forma gene-
ral de las férmulas de cuadratura gaussianas con nodos niimeros complejos
cualesquiera. Se demuestra también que cuando en una férmula de cua-
dratura gaussiana los nodos son reales y los coeficientes de cuadratura son
semidefinidos positivos entonces dicha férmula corresponde con una de las
féormulas de cuadratura de Gauss encontradas en la seccién 2.

2.1. Grado de precisiéon de una férmula de cua-
dratura

Fijado un niimero entero no negativo [, consideremos una férmula de
cuadratura para una matriz peso W, con nodos en zx, k = 1, ..., m, y cuyos
coeficientes de cuadratura matriciales Gg, k = 1,...,m, satisfacen

(2.1.1) > rg(Gr) =1

k=1

Se demuestra en [DD] que fijado un ntimero entero no negativo [, el grado
de precisién r para una férmula de cuadratura que verifique (2.1.1) satisface
la desigualdad

m

(/2] + DN < 3 rg (o).

k=1

m
Por tanto, si escribimos z 1gGy = (n—1)N+h,0 < h < N-—1, se obtiene

k=1
una acotacién superior para el grado de precisién igual a 2n — 3.

En esta seccién veremos que para h = 0, cualquier férmula de cuadra-
tura con el maximo grado de precisién 2n — 3 no es vélida para ningin
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polinomio matricial de grado 2n — 2 excepto para P = 6, pero cuando
0 <h <N —1 una férmula de cuadratura con el mdximo grado de preci-
sién 2n — 3 también puede seguir siendo vélida para polinomios matriciales
que pertenezcan a un cierto subespacio X C I[”2 N N tal que P}?\’fx 13:, cx
y P33 tiene codimensién a lo sumo AN en X. Como es habitual, a las
férmulas de cuadratura que sigan siendo vélidas en este espacio X de di-
mensién maxima se les denominard férmulas de cuadratura de Gauss. De
esta manera, cuando Y ;- ,rg(Gx) = (n — 1)N, la férmula de cuadratura
es gaussiana si tiene el maximo grado de precisién (este es siempre el caso
cuando N =1, esto es, para medidas escalares).

Consideremos los siguientes espacios de polinomios matriciales

(2.1.2) X = {P 1gr(P) < 2n-—2, /P(t) dw(t) = iP(mk)Gk}

k=1

[&]

(2.1.3)
Y= {P gr(P) <n—1, /P &) dW (¢ = P(z)GrQ" (z1)
k=1
VQeP .

Si la férmula de cuadratura tiene maximo grado de precisién 2n—3 entonces
se puede escribir X = X & IP%}‘;]‘?‘, V=Y ]P’NxN, con X,Y C CVNxNV y
donde P € Z @ Py, y si P(t) = R(t) + A"+, Ae Z CCNXVN gr(R) <.
El siguiente lema establece una acotacién para la dimensién del conjunto

de los polinomios matriciales de grado 2n — 2 para los que son vélidos la
férmula de cuadratura.

Lema 2.1.1. Sean z, G, k = 1,...,m, los pesos y nodos respectivamente
de una formula de cuadratura tal que > 5 ,19(Gg) = (n—1)N + h y con
mdzimo grado de precision 2n — 3. Sean X y Y los espacios definidos por
(2.1.2) y (2.1.8) respectivamente, entonces:

1. X=Y.

2. dim(X) < hN.
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Demostracion.

1.- Sea P € X, entonces podemos expresar P(t) = R(t) + At**~%, A €
X, gr(R) < 2n — 3. Se tiene que

mP(:c )G = (t)dW (t) R(t)dW (t) + | At*"~2dW (t)
> Plavs = [ P - | /

m

= R(z4)Gy + /At"‘ldW(t)t"‘1

luego

/At”“ldW( )1 ZAz;; LG,
k=1

esto es, A"t € Y, (Q(t) =t"1), y por tanto, A€ Y.

Reciprocamente, sea P € ), entonces podemos expresar P(t) = R(t) +
At 1 A cY, gr(R) <n—2.Sea Q(t) =" + C(t), gr(C) < n—2. Se
tiene que

> Pla)GrQ(ax) = [ POIW0)Q" (0
k=1
= / R(t)dW (£)Q*(t) + / AW (£ Q* ()
i R(z1)GrQ* (k) / At 2w (t) + / AtV W (1) C* (t);

luego

/ A2AW (1) ZAx% e

esto es, At>" "2 ¢ X, y por tanto, 4 € X.
2.- Teniendo en cuenta que X = Y, basta probar que dim(Y) < AN. En
lo que sigue, dentro del espacio lineal @N XN ... xCN XN , consideraremos

—
m
la siguiente relacién de equivalencia

(Al,.‘.,Am)N(Bl,...,Bm)ﬁ(Ak—Bk)sze, k=1,...,m
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Definimos la siguiente aplicacién lineal,

T : Y — CVVNx . xCVxN/~
P — (P($1),,P(£L‘m)),

donde ) es el subespacio lineal de polinomios matriciales definido en (2.1.3)
y CVXN x . x CNVXN/ ~ es el espacio vectorial cociente definido por la
relacién de equivalencia ~ en CVXV x ... x CV*V,

Si demostramos que la aplcacién T es inyectiva, tendremos que

dim(Y) < dim (CV*N x ... x CV*N/ ~) = N> “rg(Gy) = (n—1)N*+hN.
k=1

Por otro lado, Y = IPR,;QN @Y, luego
dim(Y) = (n — 1)N? + dim(Y),

de donde se deduce que dim(Y') < hN.

Falta demostrar que la aplicacién T es inyectiva.

Sea P € Y, P # 6. Tenemos que probar que existe un k, 1 < k < m,
tal que P(zg)Gx # 6. Teniendo en cuenta que la sucesién de polinomios
ortonormales (P;)r<n—1 forman una base del espacio lineal IP’R,;IN, podemos
escribir P = EZ;% CPx, donde (Py)x es la sucesién de polinomios matri-
ciales ortonormales respecto a W. Como P # 6, debe de existir al menos
un k para el que Cx # 0, luego

n—1

/ P(t) dW (5)P*(5) = 3" CxC #6.
k=1

Como P € ), y es de grado menor o igual que n — 1, podemos aplicar
la férmula de cuadratura obteniendo

m

6 # / P(t)dW (t)P*(t) = > P(zx)Gr P* (),

k=1

de lo que se deduce que existe un k, 1 < k < m tal que P(zk)Gg # 0. Esto
demuestra que T es inyectiva.
O



Férmulas de cuadratura matriciales 18

Completamos esta seccién con un lema técnico que nos muestra la es-
truetura del espacio lineal X € CV*" que aparece en (2.1.2). Dicha estruc-
tura juega un papel importante en la definicién de las funciones matriciales
de Christoffel que se estudian en el siguiente capitulo. '

Lema 2.1.2. Sea X C CV*N un ideal a la izquierda, esto es, un subespacio
vectorial que verifica

(2.1.4) siAeX yBe¢ (CNXfV entonces BA € X.

Entonces ezisten m € N y una matriz My € X tales que dim{X) = mN y
rg(My) = m. Es mds, para cualquier M € X con rg{M) = m se tiene que

X={CM:CeC*N}.
Demostracion.

Sea H = {u € CV : u es un vector fila de alguna A € X}. Escribamos
m =dim(H) y consideremos una matriz C € C¥*¥ con 1g(C) = (N — m)
verificando que uC' = 6 si y sélo si u € H. Consideremos la aplicacién lineal
C definida, por la matriz C

C - (CNXN — (CNxN

A —  AC.

Teniendo en cuenta la definicién del espacio lineal H, la eleccién de la
matriz C' y la propiedad (2.1.4) de X (notemos que esta propiedad implica

U 0 0
) 0 U
queparau € H,lasmatrices | . |,{ . ],...,| . | estAnen X) obtenemos
6 0 u

que Ker(C) = X, y por tanto
dim(X) = dim (Ker(C)) = N(N —rank(C)) = Nm.

Elegimos ahora una base ui,...,u, de H. Es ficil comprobar que la
Uy
matriz M; = uén estd en X, y claramente rg(M;) = m.
0
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Por 1ltimo, si tomamos M € X de rango m, por la propiedad (2.1.4)
tenemos que

{CM:CceC” N} CX,
pero dim({CM : C € CV*N}) = Nrg(M) = mN; como ademds dim(X) =
mN, concluimos que
{cCM:cec" N} =X.
O

Nota 2.1.3. Bajo las hipdtesis anteriores, teniendo en cuenta los lemas

que acabamos de demostrar, la mdzima dimensidn del espacio X es hN,
0<h<N.

Nota 2.1.4. Dado un ideal a la izquierda X C CV*N de dimension hN,
eziste una matriz My no singular tal que puede escribirse

(2.1.5) X = {c (Igh z> My : CeCNXN}.

Efectivamente, en la demostracién del lema 2.1.2 hemos elegido m vec-
tores linealmente independientes ug, ..., um,, que forman una base de H.
Ampliamos dicha base con vectores up41,...,uy de manera que los vecto-

u)

Um

res {ui}?f__l formen una base del espacio CV. Sea My = . Se verifica

Um+1

un )

que M)y no es singular, y se tiene que

Ul
_Um _ Idh 0
Mi=1"% “(9 0>M°'
9

Teniendo en cuenta el lema 2.1.2, el espacio X puede escribirse de la
forma (2.1.5) .
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2.2. Formulas de cuadratura

Dado A, 0 < h < N — 1, encontramos en esta secciéon férmulas de
cuadratura (gaussianas en la seccién 2.2.1 y no gaussianas en la seccién -

2.2.2) cuyos coeficientes de cuadratura Gy, k = 1,--- ,m, satisfacen
m
(2.2.1) > rg(Ge)=(n—1)N+h, 0Sh<N-1
k=1
Férmulas de cuadratura gaussianas tales que Z rgGr = (n—1)N (esto
k=1

es, con grado de precisién 2n—3) han sido estudiadas por varios autores (ver
(BB], [SV], [DL1] y [D3]): todas estas férmulas tienen sus nodos en los ceros
de P,_; (el polinomio matricial ortonormal (n — 1)-ésimo respecto a W)
pero los autores utilizan diferentes métodos para hallar dichas férmulas.
Sélo en [D3], se obtiene una expresién explicita para los coeficientes de
cuadratura (ver teorema 1.0.4 de los preliminares). También en [D3] se
muestran férmulas de cuadratura con grado de precisién 2n —4 cuyos nodos
son los ceros de P, 1 — AP,_9 con A una matriz dada tal que A, 14 =
A*Ay 1 (An—1 es el coeficiente matricial en la relacién de recurrencia de
tres términos de (P,)p, ver (1.0.1)); reciprocamente, se demuestra en [DD]
m

que cualquier férmula de cuadratura donde Z rank(Gg) = (n—1)N y con

k=1
grado de precisiéon 2n — 4 tiene dicha forma, teniendo grado de precisién

2n — 3 (el mayor posible) sélo en el caso A = 6.

Nuestra aportacién en esta memoria es por tanto el estudio exhaustivo
del caso 0 < h < N — 1. En lo que sigue h serd un niimero fijado entre 0 y
N — 1.

A partir de ahora, si A es una matrix de dimensién N x N, la dividiremos
por bloques de la siguiente manera:

(2.2.2) A= Gih,l [A]l,z) ’

donde
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[Algy € CN=Pxh 4], € CIN-PX(N=h),

2.2.1. Férmulas de cuadratura gaussianas

En las férmulas de cuadratura gaussianas verificando (2.2.1) que vamos
a generar, los coeficientes de cuadratura serdn semidefinidos positivos y los
nodos seran reales y corresponderdn con los ceros de un polinomio matricial
con coeficiente lider singular, que es combinacién matricial de dos polino-
mios consecutivos de la sucesién de polinomios matriciales ortonormales
con respecto a W.

En la seccién 4 veremos que estos ejemplos son todos los posibles, esto
es, cualquier férmula de cuadratura de Gauss con coeficientes de cuadra-
tura semidefinidos positivos y nodos reales, tiene como nodos los ceros de
cierto polinomio matricial y la expresién de los coeficientes matriciales de
cuadratura es andloga a la de los ejemplos que veremos en esta seccién.

Este polinomio matricial cuyos ceros nos daran los nodos de la férmula
de cuadratura gaussiana se define como sigue. Para una matriz A € CV*V
tal que [ApA]1,1 = [A*A}]11 (ver 2.2.2) definimos el polinomio matricial

Puat = (A Heha) pe

—[AnAly;  [Bn-1]y 2)
+ : 2\ P _ )
( 0 Id(y_p) ()

(2.2.3)

Utilizando la férmula de recurrencia de tres términos, encontramos la
siguiente expresién para el polinomio matricial Py 4

Pua(t) = (udh— [Bn_g1+AnA]1,1 Idi h) Poi(t)
(2.2.4) * ) -
_ ([An—el]l,l [An—él']lﬂ) Pn_z(t).

Indistintamente utilizaremos ambas expresiones (2.2.3) y (2.2.4) de P, a(t)
seglin convenga.

Empezaremos estudiando los ceros del polinomio matricial Py, 4 que,
como ya se ha comentado, serdn los nodos de las férmulas de cuadratura
gaussianas.
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Primeramente demostraremos que los ceros del polinomio matricial P, 4
son reales. Para ello probaremos que son los autovalores de la siguiente
perturbacién de la matriz de Jacobi asociada a (Py,), (ver (1.0.3)) truncada
de dimensién (n — 1)N + h:

(2.2.5)
By A1 ... 0 0
A B ... 6 0
Jin_ _ : : . : :
(n—1)N+h,A ) 0 B, <[An__1]1’1> ;
" [An—1]2,1
0 0 ... (Al [Anoili2) [Buoi + Andlia

Para A = 0 el siguiente teorema es una extensién del resultado que
establece que los ceros de P,_; son los autovalores de la matriz de Jacobi
truncada de dimensién (n — 1)N (ver lema 2.1 de [DL1] o lema 1.0.2 de
los preliminares); aqui, para una truncacién cualquiera en la matriz de
Jacobi, encontramos un polinomio, que es combinacién lineal de dos P,
consecutivos, y cuyos ceros son los autovalores de dicha trucacién.

Teorema 2.2.1. Dada una matriz A € CV*V tal que [ApAli 1 =[A*AL,
se verifica que los ceros del polinomio matricial Py 4(t) definido por (2.2.3)
son los mismos que los del polinomio det(tId(,—1)N1n — J(n-1)N+h,4) Y CON
la misma multiplicidad. Dicha multiplicidad es igual a N—rg(Py, a(a)).
Demostracion.

Sea a un autovalor de la matriz Ji,_1)n4s,4 dada por (2.2.5) y sea

v € ClP—DN+h yn autovector (v # ) de dicha matriz correspondiente al
autovalor a. Escribimos v como vector columna por bloques

Vo
U1
(2.2.6) v=
Un-1
v}
v2
. ] . 1
donde v; € CM, i = 0,...,n — 2, vp_1 € C* y escribimos v; = R



Férmulas de cuadratura gaussianas 23

1
Up-1
Vhoy . _
Un1 = |, . La ecuacién J,_1)N4h,4v = av puede escribirse como
h
. Un-1
sigue
Byvg + Ayvy = avy,
A’{’Uo + Bivy + Aqve = avq,
(2.2.7)

An_
A} _oUp_3+ Bp_ov, o+ ({An ﬂl’l) Un—1 = QUn_2,
n—1l21

([Ar_1din (A5 _1)12) vn2 + [Bno1 + AgAl1 101 = Q1.

De la relacién de recurrencia de tres términos que verifican los polinomios
matriciales P, y teniendo en cuenta que las matrices Ay son no singulares,
de las (n — 1) primeras ecuaciones obtenemos

0N =P1(a)ll)07
V2 =P2(a’)1)0a

(2.2.8)
Vn—2 =P, _2(a)vg,

Id
( gh) Up-1 = n—1(a)’vo-

De aqui se deduce que vy # 0 (en otro caso se tendria que v = ). De
la dltima ecuacién en (2.2.8) se obtiene que las ultimas N — h entradas del
vector P,_1(a)vo son nulas, y por tanto

G,Idh 0 _ G,Idh 0
(229) < 9 0) Pn_l(a)'Uo - < 9 Id(N_h)) Pn—l(a')'UO-

Ahora bien, de la ltima igualdad en (2.2.7) podemos escribir

(4511 (45 1) [Bn-1+ AnAl11 6\ (Idp
( 0 g U2t 0 o) g )Vt

_ (aId, 6\ (Id,
“\Leo o/\g )
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y usando las igualdades (2.2.8) y (2.2.9) se obtiene

aldy — (Bpn-1+ AnA]l,l 0
[( 0 Tdge ) 1
— ([An—el]lrl [An_61]1’2) Pn—-Z(G')} Vo = 07

de lo que se deduce, segin la expresién (2.2.4) del polinomio matricial
Py, 4(t), que el polinomio matricial Py, 4(a) es singular, esto es, @ es un cero
de Py 4(1).

Si llamamos

R(a, Pya(t)) = {v € CN : Py a(a)v =6},

entonces vg € R(a, Py 4(t)). Si V, es el espacio de autovectores a la derecha
de la matriz Ji,_1)N4h,4 Para el autovalor a, entonces W, = {vo : v € V,}
es un subespacio de CV de la misma dimensién que Vj, y Py s(a)vg = 6
para vg € W,. Esto prueba que W, C R(a, Py, 4(t)).

Reciprocamente, sea a un cero del polinomio matricial Py 4(t), hay que
demostrar que a es un autovalor de la matriz Jn-1)N+h,A-

Sea vy € CV tal que P; 4(a)vy = 0. Consideramos el siguiente vector
v € CO=DN+h " egerito como vector columna por bloques como en (2.2.6),

Vo PO (a)vo
1 :
vV = N p—t *
: Pn-—2(a)'U0
Vp—1 (Idy 6) Py_1(a)vo

Para demostrar que el vector v es un autovector de J(;,_1)n4n,a cOrTES-
pondiente al autovalor a hay que probar que se verifican las igualdades de
(2.2.7), pero éstas se deducen sin mas que aplicar la definicién del vector
v a la férmula de recurrencia que verifican los polinomios matriciales P,.
Esto prueba que W, = R(a, Py a(t)).

Como W, = R(a, Py 4(t)) y la dim(W,) =dim(Vs) , se tiene que la
dimensién de R(a, P 4(t)) es también la multiplicidad de a como autovalor
de Jp—1)N1h,A-

Del lema 3.2 de [DL1] (ver lema 1.0.8 en los preliminares) se deduce
que a es un cero de Pj 4(t) de multiplicidad al menos la multiplicidad de a
como autovalor Ji_1)yn1h4-
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Los ceros de P, 4(t) son los ceros de det(Py 4(t)). El grado del determi-
nante de cualquier polinomio matricial R(t) = [T(t)ij]gjﬂ de grado n con
coeficiente lider R,, de rango h es siempre menor o igual que (n — 1)N + h.
Efectivamente, existe una matriz no singular F' tal que FR, tiene sus
(N — h) dltimas columnas iguales a cero. Entonces, el polinomio matri-
cial FR(t) = [S(t)ij]ﬁlj:l satisface que gr(det((R(t))) =gr(det((FR(t))).
Hallamos el determinante de FR(t) por la férmula dada en [HJ] p. 8, esto
es

N
det(FR(t)) = > sgno [[ s(t)ioq)s
o i=1

donde las sumas es en las perturbaciones o del grupo simétrico S(n). Para
cualquier perturbacién fijada, en el producto s(t)15(1), $(t)20(2)s -+ $(t) No(v)
existen a lo sumo h elementos que tienen grado como mucho n, y los otros
(N — h) tienen grado menor o igual que (n — 1). Por tanto, el grado de
det((FR(t)) es menor o igual que nh+ (n —1)(N —h) = (n — 1)N + h.

Como P, 4(t) tiene grado n y el rango de su coeficiente lider es menor
o igual que h (ver (2.2.3)), tenemos que

gr(detP, 4(t)) < (n—1)N + h.

Por otro lado, la matriz Jy,_1)N4p,4 €s una matriz de tamafio (n —
1)N +h x (n—1)N + h y por tanto det(tId(n_1)n+n — J(n—1)N+k,4) €5 UD
polinomio de grado justamente (n — 1)N + h.

Se deduce entonces que gr(detP, 4(t)) = (n — 1)N + h y que los ceros
del polinomio matricial Py 4(t) coinciden (y con la misma multiplicidad)
que los del polinomio det(t/d(,—1yn4n — Jn—1)N+h,4)-

De todo lo anterior, deducimos también que la matriz

Vo
Pr(a)vo
(Idh 0) .P)n—l (a)vo

define una biyeccién entre R(a, P, 4(t)) y el subespacio de autovectores de
la matriz J(;,_1)ny4r,4 @sociados al autovalor a. 0

Para la demostracién del teorema principal de esta seccién, necesitamos
verificar la siguiente propiedad: dado cualquier polinomio matricial P(t) de
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grado menor o igual que (n — 1), siempre es posible la descomposicién en
fracciones simples del polinomio P(¢)F; 1(t).

De acuerdo con el teorema 2.2.1 que se acaba de demostrar, si a es un
cero de Py 4 entonces tiene multiplicidad igual a N—rg(Pp 4(a)), que es la
dimensién del espacio R (a, Pp a(t)).

Si denotamos por p a la multiplicidad de a, segiin el lema 2.2 de [D3]
(ver lema 1.0.9 en los preliminares) se tiene que

(Adj(Pya(1)))Y(a) = 0 para [=0,...,p—2.

Esto significa que a es un cero de multiplicidad al menos p — 1 de
cada entrada de Adj(Pp, 4(t)). Por tanto a es un cero de multiplicidad al
menos p — 1 de cada entrada de P(t)Adj(Ps 4(t)) para cualquier polinomio
matricial P. Por otro lado, de la-estructura de Py 4(t) se deduce que el
grado de cada entrada de las h primeras columnas de Adj(Ph 4(t)) es como
méaximo (n — 1)N + h — n, y cada entrada de sus N — h tdltimas columnas
es de grado a lo sumo (n — 1)N + h — n + 1. Se deduce entonces que si
multiplicamos Adj(P, 4(¢)) a la izquierda por un polinomio matricial P(t)
de grado menor o igual que n — 1, las entradas de P(t)Adj(Py 4(t)) tienen
grado a lo sumo (n—1)N+h—1 para las h primeras columnas y (n—1)N+h
para las entradas de las N — h tltimas columnas. Como det(P, 4(t)) es de
grado (n — 1)N + h podemos hacer la siguiente descomposicién

(2.2.10)

P()P;4(t) = ml’( JAdj(Ph,a(?) kizj P + K,

donde K es una matriz constante cuyas h primeras columnas son nulas.

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema principal
de esta seccién, donde se generan férmulas de cuadratura de Gauss con
nodos en los ceros del polinomio matricial Py 4(t).

Teorema 2.2.2. Sea n € N un entero no negativo, y A una matriz de

dimension N x N que satisface [ApAl11 = [A*A})11. Sean zp, k= 1,...,m,

los diferentes ceros del polinomio matricial Py 4(t) definido por (2.2.3) y
h,A . .

sean I'>" las matrices definidas por

h,A _ lk ; (k—1) T z
(2.2.11) TP (det(PhA()))(lk)(xk)(Ad](Ph,A(t)))l () Qna (),
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donde l, es la multiplicidad de zy,

Quat) = (M Yeha) a0

—[4ndl; [Baoilis),
+( v [ dm_;;) Quoi(t)

(2.2.12)

Y (Qn)n es la sucesidn de polinomios de seqgunda especie definida por (1.0.4).
Entonces

1. Existe un subespacio X C CV*¥N de dimensién hN tal que para cual-
quier polinomio matricial P(t) = R(t) + Ct>"~2 con gr(R)<2n—3 y
CeX,estoes, Pe X @P%‘;jz’,, se verifica la formula de cuadratura

(2.2.13) / P(t)dW (t) = iP(mk)I‘Z’A.

k=1
Es mds, se tiene que

X={C € C"*VN : las diltimas (N — h) columnas de CAZ}, son nulas}.

2. Las malrices I‘Z’A son semidefinidas positivas de rango Iy, k = 1,...,m.
h,A
Por tanto, 3 it rg(Tp") = (n —1)N + h.

Demostracion.

(1).- Sea P(t) un polinomio matricial de grado igual a 2n —2 cuyo coefi-
ciente lider B pertenece al espacio X. Veamos que la férmula de cuadratura
(2.2.13) es valida para el polinomio P.

Consideramos el polinomio matricial

~ [0 0
(2.2.14) Ph,A(t) = Ph,A(t) + <0 tId(N_h)> P,_1(t).

De la férmula de recurrencia de tres términos para (Pp), y de (2.2.3)
se obtiene que el coeficiente lider de Py 4(t) es Ap,_; (donde recordemos
que A, _; es el coeficiente lider de P,_;), que no es singular. Asi, dado el
polinomio matricial P de grado 2n — 2 podemos escribir

(2.2.15) P(t) = C(t)Py A(t) + R(2),
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con gr(C(t)) <n -2, gr(R)<n—1.
De acuerdo con (2.2.10) podemos hacer la siguiente descomposicién en
fracciones simples ‘

m h,A
Ck

(2.2.16) R(t)(Pral)™ =)

k=1

+ K
t— xp ’

donde K es una constante matricial cuyas h primeras columnas son nulas
. h,A _ .
y las matrices C}>" vienen dadas por

(2.2.17) chA = Rlzy)

] Ge=1) ().
= (det(Ph,A(t)))(lk)($k) (AdJ(Ph,A(t)))l 1 (1)

De la propiedad (Adj(Phn,a()))?(zx) = 6, paral = 0,...,lx — 2 (lema
2.2 de [D3] o teorema 1.0.9 en los preliminares) se puede deducir, derivando
la férmula

P a(t)Adj(Pr,a(t)) = Adj(Py,a(t))Ph a(t) = det(Py 4(t))Idn,

que se verifica
(2.2.18)

Pia(zk) (Adj(Pr,a (1)) 4D (2) = (Adj(Pr,a (1)) (24) Pa,alze) = 6.

De (2.2.18) y usando la expresién (2.2.3) del polinomio matricial Py, 4(t)
se obtiene que

(2.2.19)
- ([Ane]l,l [A719]1,2> Pn(mk) (Adj(Ph’A(t))(lk-—l) (mk)

~[4n Al [Ba-ily, _ 1y,
= (T i) s iAo )

De esta igualdad se deduce que las dltimas N — h filas de la matriz
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Pr_1(zx)(Adj(Py 4(2))* =1 (x) son nulas. Por tanto

(2.2.20)
R(zx) (Adj(Pa,a(£))) 1 (z) A
= P(z)(Adj( P a(1)) & (z) — Cak) P a(zk) (Adj(Pr,a(t))) %D (24)
= P(zx)(Adj(Py t)))“k ()
¢ (5 1. h)) P () (Ai(Pr a(9) ()

= P(zx)(Adj(Ph,a(£))) %V (z)

A
Al

)

Usando la propiedad (2.2.18), escribiendo R(t) = (Py a(t))  Pna(t) y
teniendo en cuenta la expresién de las matrices C’,}:’A, obtenemos la siguiente
descomposicién del polinomio P(t)

h,A

P(t) = C(t)Ph,a(t) +z PhA ) + K Py alt)

De la definicién del polinomio Q4 4(t) se sigue que
/ (£)dW (2) /c B a )W ()43 G4 Qs xk)+/KPhA AW (2).
k=0

Por un lado, usando la ortonormalidad de la sucesién (P,), con respecto
a la matriz de medidas W, se tiene

/KPhA £)dW (¢ /[(A ki A"]lf") Pa(t)

—[Andlyy [Ba-1]), ~
+( o Id(Nl_;)Q) Pn—l(t)] dw (t) = 6.

Por otro lado, como grC(t) < n — 2, usando de nuevo la propiedad de
ortonormalidad,
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[ cPuawaw o
- [ewrawar+ [ow (5,0 ) Peaw

- / c) (z . d(fv_h)> Pa1 (AW (2).

Ahora bien, el coeficiente lider B del polinomio P(t) pertenece a X,
esto es, las ultimas N — h columnas de BA;il son cero. Si Hamamos C al
coeficiente lider de C(t), de acuerdo con (2.2.15) y teniendo en cuenta que
el coeficiente lider de P, 4 es A, _1, se verifica que

B =CAp,
o lo que es lo mismo, C = BA;;, de donde se deduce que las dltimas
N — h columnas de C son cero. Esto implica que

) 6
wfon (s uil) n-e

y por tanto, [ C(t)Py 4(t)dW(t) = 0.
Tenemos entonces que

/ P(t)dW (t) = Y CP*Qn.alzx).
k=0

Finalmente, se concluye la demostracién de la parte (1) del teorema 2.2.2
de la definicién de las matrices T/"* (ver (2.2.11), (2.2.17) y (2.2.20)).

Para la demostracién de (2) necesitamos algunas férmulas y resultados
preliminares:

Lema 2.2.3. Sit € R, entonces

(1)

(2.2.21) Qn,4(B)Pr_1(t) — Pr,a(t)Qp_1(t) = (Igh g) '
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(2)
(2.2.22)
. Id, 0 " Id, 6\ ,.
n——2(t)An—1 < 9h 9) Pn—l(t) - n——l(t) ( 9h 0) An—lpn—2(t)
= Pp_1(t)Pn,a(t) — Py 4(t)Pn-1(t).
(3)
(2.2.23) A:L—lfn—Q(t)Q;L,A(*t) + Ph,A(t)Qv*z—2£t)An—1
= A _1Qn-2(t) Py 4(t) + Qn,a(t) Pr_o(t)An—1.
(4)
(2.2.24) Qn,a(t) Py A(t) = Pr,a(t)Qp a(t)-
(5) Para cualquier cero zx, k = 0,...,m, de Py 4, y para cualquier v €
L(zg, Py a(t)) = {v € CN : v* Py a(zx) = 0}, se tiene
(2.2.25)

* * « [Tildp — [Bn—1 + ALA 9
v Qh,A(wk)Pn_z(l’k)An_l = < k< %h [ n—1 n ]1,1 >

0 Idn_p)

(6) Para cualquier cero tx, k = 0,...,m, de Py 4, la matriz Q, 4(zk) define
un isomorfismo de L(zk, Pp 4(t)) en R(zk, Pn a(t)). Su aplicacion inversa
es el isomorfismo definido por la matriz

0 0 i
(9 Id(N—h)) An—lpn“?(xk) -+ Pn—l(l'k)-

Demostracion.

(1).- Aplicando la férmula de Liouville-Ostrogradski, y teniendo en
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cuenta que V n € N P,(t)Q%(t) = Qn(t)Pi(t) t € R,
Qn,a(t)Fr_1(2)

(Igh g) AnQn(t)P,:_l(t)‘*‘(— ol [ff(;_];’f) QP (0)

I

Il

("5 §) 4n (47 + P23 10)

“[AnA]l,l [Bn—1]1,2 *
v (T b gas

=" 5)+ (5 §) amao@ia

‘[AnA]l,l [Bn~1]1,2 *
w (T D) o ana

= (" o)+ Prai@i 0.

(2).-Teniendo en cuenta que la matriz [Bp—1 + AnAl11 es hermitica, y
que t € R,
P 1 (8) P a(t) — Py 4(t)Po1(t)
tldy — [Bn-1 + AnA4] 0
=P (¢ n 1,1
100 p e

. 1d, 6\ ..
~p (T ) AP0

) Pn—l(f)

o tIdy — [Bp—1+ AnA]l 1 0

P ( y ) Pt
. Idy 6

+ Py gAn1 ( 0 0) P (t)

) Idy 9 oo (TIdn O .
=7 (U 0) Bt a0 (1§ ) A5 sPaeat)

(3).- ¥y (4).- Se obtienen sin mds que desarrollar ambos miembros uti-
lizando la expresién (2.2.4) de P, 4(t) y aplicar la férmula de Liouville-
Ostrogradski.

(5).- Fijemos v € L(zk, Pna(t)). Multiplicando la igualdad (2.2.23)
a la izquierda por v*, teniendo en cuenta que para cualquier n € N,
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P,(t)Q%(t) = Qu(t) P (t) y utilizando la férmula de Liouville-Ostrogradski,
se tiene que la siguiente cadena de igualdades que prueban la propiedad (5):

v Qh,a(zk) Py_o(Tk) An—1
= 0" AL _1 Pra(zk)Q} a(zk) — 0" AL Qna(zk) Py 4(Zk)
=v* A5,y (Paoo(zk)Qh alzk) — Qno2(zx) Py 4(zk))

* A% * cpldy — Bn_ +A A 0
=v A _; [Pn—Z(xk)Qn—l(mk)< i [ 91 " ]1’1 Id(Nﬁh))

— Pnoa(zk)Qn_o(zk) An—1 (Igh Z) + Qn—2(t) Fr_o(2k) An— (Igh z)

_Qn—2($k)P;_1(xk) (xkldh - [Bno—l + AnA]l,l 14 0 )}
(N—h)
=" A}y (Po-2(2k)Q5_1 (k) — Qn2(zk) Pr_y (2)) -
) (mkldh — [Bn—l + AnA]l,l 0 )

* Ak ( * )—1 kudh_[Bn—l'i'AnA]l’l 0
n—1 n—1 0 Id(N——h) .

=7

(6).- Sea z un cero de Py 4(t). Consideremos la aplicacién lineal defi-
nida por @}, 4(zk)

Q;,A(wk) : L(:L‘k,Ph,A(t))'—) R(.’L‘k,Ph,A(t)).

Primeramente, notemos que para todo v € L(zk, Py a(t)), teniendo en
cuenta (2.2.24) y v* Py (k) = Py 4(zk)v = 0 se deduce

P aQp alzi)v = Qn,a(@r) Py a(zr)v = 0,
y por tanto la aplicacién estd bien definida.

En segundo lugar, dado v € L(zk, Py 4(t)), multiplicando en (2.2.21) a
la izquierda por v* se obtiene

(2.2.26) v Qn,alzr) Py (zx) = o7 (Igh Z) '
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Como v € L(zy, Py 4(t)), por la propiedad (5), multiplicando la ecuacién

(2.2.25) a la derecha por la matriz (9

se tiene que
4 Id(N—h)) 1

. . o 6 \_ .(0 8
(2.2.27) v Qnalzk) Py _o(zk)An— (9 Id(N—h)> = <0 Id(N_h))'

Sumando (2.2.26) y (2.2.27) concluimos que la aplicacién es inyectiva,
y dado que dim(R(zk, Py 4(t))) = dim(L{zk, Pn a(t))), se deduce que la
aplicacién es un isomorfismo. De (2.2.26) y (2.2.27) se sigue que la aplicacién
inversa de dicho isomorfismo viene dado por la matriz

0 0 .
(9 Id(N—h)) A”_IP"‘Q(‘TIC) + Pn—l(z'k).
0

Ya estamos en condiciones de demostrar la parte (2) del teorema 2.2.2.
Lo haremos en tres pasos:

PASO 1 Las matrices I‘Z’A, k=1,...,m, son hermiticas.

Efectivamente, por (2.2.24), la matriz (P, 4(t)) "1Qn,4(t) es hermitica
cuando ¢ € R no es un cero de P, 4. El paso 1 se deduce inmediata-
mente de la descomposicién

m Fh’A

Z E = (P, 4(2) 7' Qn,al2).

2 —T
k=0 k

PASO 2 rg(TP™) =, k=1,...,m.

Aplicando el lema 2.2 de [D3] (ver lema 1.0.9 en los preliminares)
es facil comprobar que rg(Adj(Ph,A(t)))(l’”—l) (zx) = lx. Como los
autovectores a la izquierda de (Adj(Ph,A(t)))(l’“_l) (zx) asociados al
autovalor 0 son los autovectores a la izquierda de FZ’A asociados al
0 (ver (2.2.11)), sera suficiente demostrar que los autovectores a la
izquierda de FZ’A asociados al 0 son autovectores a la izquierda de
(Adj(Py,a(t))) %Y () asociados al 0.
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Supongamos por reduccién al absurdo que existe un vector v € CV
tal que v*I‘Z’A =0y v (Adj(Ph’A(t')))(lk_l) (zx) # 6. Escribimos
u* = 0" (Adj(Po,a() 7Y (z) # 6.

De la propiedad (Adj(Ph,A(t)))(lk_l)(xk)Ph,A(‘mk) =6 (ver (2.2.18)) y
de la definicién de las matrices I‘Z’A (ver (2.2.11)) se sigue que

(2.2.28) u Pra(zr) =0  u'Qpalzi) =9.

Multiplicando en la ecuacién (2.2.21) a la izquierda por u* se obtiene

L (Idy 6
(2.2.29) 0=u ( p 6).

Teniendo en cuenta (2.2.28) y (2.2.29), de la definicién de Py 4(t) y
Qh,a(t) se deduce que

u Py 1(zk) =0 y uQn_1(zk) = 0.

Multiplicando a la izquierda en la férmula de Liouville-Ostrogradski

Qn-1(zk) Py _o(zk)An—1 — Po1(2k)Qn_2(zk) An—1 = Idn,

tendriamos que u* = 6, que contradice la suposicién. Por tanto, el
paso 2 esta probado. O

Consideramos ahora vectores vy, ...,v;, satisfaciendo las siguientes
propiedades:
- v; es un autovector a la izquierda de la matriz FZ’A asociado al
autovalor a; # 0,4 =1,...,1.
- v;‘vj :(Sij: i,j = ].,...,lk.

PASO 3 Las matrices I‘Z’A, k=1,...,m son semidefinidas positivas.

Para cada i = 1,...,1x, consideramos (v;‘ (Adj(Ph,A(t)))(l""l) (a:k))*
Se verifica que (U; (Adj(Py a(2))) &Y (mk))* € L(zg, Py a(t)) (ver
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la propiedad (2.2.18)). Segin el isomorfismo descrito en el lema 2.2.3
(6) existe u € R(zk, P a(t)) tal que

9 0
u* | Py Ap— + Py (z
(2.2.30) [ 2(2k) An1 (9 Id(N—h)> il ’“)]

= o} (Adj(Ph,a () ().
Como Qp 4(zk) es la aplicacién inversa de

* 0 0 *
Piat@ans (140 )+ Piciteo),

podemos deducir, de (2.2.30) que
v} (Adj(Ph,a(6)) "~ (@4) Qn,a(zk) = u”.

Por tanto, de la definicién de la matriz I“Z’A (ver (2.2.11)) se deduce

que
*

; _ *Ph,A: [
T T (et (Paa ()09 (zx)

y consecuentemente

(2.2.31) u* = a;(det(Py 4(2))) ) (24 )0}

Sea 3; = av;(det(Pp, (1)) ") (1) # 0, entonces, u* = G;v}. De aqui se
deduce que, como u € R(zk, Py 4(t)), entonces v; € R(zg, P 4(t)).

Derivando I;, veces la férmula Adj(Py a(t))Ph,a(t) = det(Ph a(t))Idn
(ver (1.0.5) de los preliminares) teniendo en cuenta la propiedad
(2.2.18)) y segun el lema 2.2 de [D3] (ver lema 1.0.9 de los preli-
minares), nos queda la ecuacién

(det(Py,a(£)") (zx)Idn
= (Adj(Ph,a($))) ") (x) Py a(zi) + (Adj(Pr,a(6) S (k) Ph_a ().

Multiplicando la ecuacién anterior por v} a la izquierda y por v; a la
derecha, teniendo en cuenta que v; € R(zk, P 4(t)), obtenemos
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(2.2.32)
(det(Pr,a(2))) ") (zx) = v} (Adj(Pa,a ()51 () Py, a(oi)v;
_ vk * 0 0 A* / .
= 0t [Proa@) s (5 gy )+ Pia(on)] Phatans
donde en la dltima igualdad hemos utilizado (2.2.30).

De la expresién de P 4(t) dada por (2.2.4) obtenemos que Py 4(z)
viene dada por

’ _(Idn, 8 :Ekfdh—-[Bn._l-i—AnA]l’l 0
Ph,A(ﬂﬂk)—( 0 0>Pn—l($k)+( P Tdy -1

1dn 6\ .,
X Prlz,—l(wk) + ( 0h 0) An—-lpr/z—2(xk)‘

Por otro lado, de la estructura del polinomio matricial P, 4 vemos
que

(I Zh z) Pya(t) = Pra(t) - (Z Id(f,_h) Pt

y por tanto, como v; € R(zy, Py 4(t)) tenemos

* Id, 6 * p¥
(2.2.33) ,Biv,—Pn_l(a:k)< 9” 9> = Biv; Pr_1(=k)-

Teniendo en cuanta lo anterior y (2.2.32), podemos escribir
(det(Pr,a(t))) ) (zk)
= o |Pialo s (g g0 VPhaon) + P00 Pas(a1)
(N—h)

. xpldy — [Bp-1+ A A 0
+Pn—1($k)< kECh [”61 Ji1 Id(N—h)) 1 (Zk)

\ 1d, 6\ ,.
=P (g ) AnaPhaton)]

Por (2.2.33), el tltimo término de la ecuacién anterior es igual a

ﬂiv; ;—1(%)44;-1135—2(%)%7
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y asi, por la férmula de Christoffel-Darboux (lema 2.1 de [D3] o férmu-
la (1.0.9)) y teniendo en cuenta (2.2.33), vemos que

det(Ph, (1)) ™) ()
. o 0 ,
- Bl'u'L [Pn-2(mk)An—1 (0 Id(N—h)) n—l(mk)
+ P,,t__l(mk) (mkIdh - [Bn—l + A’nA]l,l 6 ) TIL—-l(xk)
6 Tdgy_ny

n—1
+ Y Pr(zk) Pi(z) — (mk)An-—lpylp—l(-'Ek)jl V;
7=0

= ~Idy ¢
= B X B ey e + 6 [P oAt (T )

=0

. 2iIdy — [By_y + A A 0
+Pn——1(xk)( el = n91 " ]1’1 Idgy h))] P, i (zk)vi

n—1
= B} Y P} (zk) Pj(zx)v;
j=0

Donde la dltima igualdad es consecuencia de la expresién de Py 4
dada en (2.2.4) y de que v; € R(zk, Py a(t)).

De aqui, teniendo en cuenta (2.2.31) finalmente deducimos

x u*vi
Qi = U, 0 =
(det(Ph,4(8))) %) (k)
_ ﬂzv*vz
1

= >0
T P P (zk) Pj(zk)vi
Por tanto, hemos demostrado que los autovalores a; que no son nulos
de la matriz FQ’A son positivos, luego I‘Z’A son semidefinidas positivas,
con lo que queda demostrado el paso 3, y se concluye la demostracién
del teorema.

O
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2.2.2. Férmulas de cuadratura no gaussianas

En esta seccién se consideraran férmulas de cuadratura que son pertur-
baciones de las férmulas de cuadratura de Gauss. Es importante resefiar
que para la obtencién de éstas, no se sigue la misma técnica usada en la de-
mostracién del teorema de las férmulas de cuadratura gaussianas, método
usado en el caso escalar; en este caso obtendremos las férmulas de cuadra-
tura perturbando adecuadamente la matriz de Jacobi y escogiendo férmulas
de cuadratura gaussianas asociadas a la nueva matriz de Jacobi.

Como se dijo anteriormente, estas férmulas de cuadratura no gaussianas
Jugardn un papel importante en la demostracién de una notable propiedad
extremal de las funciones matriciales de Christoffel que se estudiaran en el
siguiente capitulo. Concretamente, el interés de estas férmulas de cuadra-
tura radica en que para cualquier z € R, excepto para un nimero finito,
podemos conseguir que uno de los nodos de la férmula de cuadratura sea
precisamente el punto £ dado. Daremos una expresién explicita en funcién
de los primeros n polinomios matriciales ortonormales del correspondiente
coeficiente de cuadratura y veremos que éste tiene rango maximo N.

Nota 2.2.4. Recordemos que segin la nota 2.1.4, cualquier ideal a la iz-
quierda X C CNXN tiene necesariamente dimension hN, 0 < h < N, y
puede escribirse siempre de la forma

(2.2.34) X = {0 (Igh z> My : CeCNXN},

con My nonsingular (ver ( 2.1.5).

A cada ideal a la izquierda X le podemos asociar una matriz unitaria
Ux que verifique que la matriz Ux A, My ! sea triangular inferior (la cual
siempre existe: factorizando la matriz MyA;; ! mediante la conocida facto-
rizacién LU ( ver [HJ, pp. 114]) y teniendo en cuenta que la inversa de una
matriz triangular inferior es triangular inferior). ‘

El teorema principal de esta seccién es el siguiente

Teorema 2.2.5. Sean W, (Py)y y X C CV*N una matriz peso, una suce-
sion de polinomios ortonormales con respecto a W y un tdeal a la izquierda
de dimensién hIN, respectivamente. Sea

A = {ceros de P,_1(t)} U {ceros de [UxPy(t)P, 2 (t)(AL) ' Uxli1}s
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donde Ux es la matriz unitaria asociada a X (ver nota 2.2.4). Entonces,
A es un conjunto finito de a lo sumo (n — 1)N + h nimeros reales y para
cada z € R\ A ezisten nimeros reales x;, y matrices semidefinidas positivas
Iy, k=1,--- ,m <nN + h, tales que

NXN

1. Para cualesquiera polinomios matriciales P,Q € X ® P, ", se veri-

fica la siguiente formula de cuadratura
m

[ PO OQ ) = Y- P@irQ (@)
k=1

2. Para cierto kg, 1 <ko<m, zp, =z y

n—1 -
Ty, = (Z Py(2)* Pi(z) + Po(2)* Uk (IZ" Z) UXPn(z)> :
k=0

Demostracién.

Demostremos primero que
A = {ceros de P,_1(t)} U {ceros de [UxP,(t)P L (t)(AL) " U%]11}

es un conjunto finito de a lo sumo (n — 1) N + h ntiimeros reales.
Notemos primero que A es el conjunto de los ceros del polinomio escalar

(2.2.35) det(Po—1(t))det ([Ux Pu(t) P21 (8)(47) " Uxlis) -
Consideramos el polinomio matricial
(2.2.36) det (Po—1(8)) [Ux Pa(8) P21 (1)(A7) T Uk

Este polinomio es el bloque entrada (1,1) del polinomio matricial
(2.2.37)
det(Pa_1 (8))Ux Pa(t) Pty (9/(AL) U =Ux Pa()Adj (Pay (8) (42) " 'Ux.

Teniendo en cuenta que si una matriz no singular C'es el coeficiente lider
de un polinomio matricial P(¢) entonces el coeficiente lider de AdjP(t)
es det(C)C~!, obtenemos que el coeficiente lider del polinomio matricial
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(2.2.37) es la matriz det(An_l)UXAnA;lil(A;;)_l Uk . Por la férmula de
recurrencia de tres términos (1.0.1) se tiene que A,_, = A,A,, de donde
se sigue que el coeficiente lider de (2.2.37) es det(A,_1)Ux A, (A45)71U%.
Por tanto

(2.2.38)
det (Pa1 (1)) Ux Pa (1) P (£)(47) U
= det(An—1)Ux A7 (A5) T Ut DN+ L términos de menor grado.
Entonces,
(2.2.39)
[det (P () Ux Pa(t) P, 21 (1) (A7) " Ux 1
= det(A,_1)[Ux A, (AL~ U, t DN+ L términos de menor grado.

Como la matriz Ux A; 1 (A})~1U% es definida positiva, se verifica que la
matriz [Ux A7 (AX)"1U% )11 tamblen lo es y por tanto, el polinomio escalar

det ([det(Po_1(t))Ux Pu(t) P L () (A%)~ 'U%]1,1) es de grado A{(n — 1)N +
1), ya que

det ([det(Pn—1(t))Ux Pu(t) B2, (8)(AL) 1 U%11)
(2.2.40) = det(An_1)det ([Ux Ay (A%) 7 1U%]1 1) th((R-DN+L)

+ términos de menor grado.

Finalmente, teniendo en cuenta que

det ([det(Pn—1(t))Ux Pu(t) P22 ()(AL) " U%T)
= (det(Pa—1()))" det ([Ux Pn(t) P2 (1)(A5) T UX)11) »

y que el polinomio P,_; tiene (n — 1)N ceros (ver teorema 1.1 de [DL1] o
lema 1.0.1 de los preliminares) se deduce que (2.2.35) es un conjunto finito
de la lo sumo (n — 1)N + h ntimeros.

Son nimeros reales porque la matriz P, (t)P; % (t)(A%)~! es hermitica
para t € R y por tanto, la matriz

det(Pr_y () [Ux Pa () Pty (6)(AL) " U% 11

también lo es, de lo que se deduce que sus ceros son reales.
Demostremos ahora la parte (1).- del teorema 2.2.5.
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Escribimos el ideal a la izquierda X como en (2.1.5)

X:{C(Igh ‘Z)Mo : CeCNXN},

con My no singular y elegimos la matriz unitaria Ux tal que Ux A, My !
es triangular inferior. De ahora en adelante, z denotard un nimero real
z €R\ A N

Si (Ap)n y (Bn)n son los coeficientes de recurrencia de (P, )n, sea (Py)n
la sucesién de polinomios matriciales ortonormales que verifican una férmu-
la de recurrencia de tres términos con los siguientes coeficientes de recurren-
cia

Ay =Ux A U%,  k=0,.,n—1,6k>n+1

- _ (Id 0
An =UxAaUx ( s Idiy_p) ) ’

B, =UxByU}, k=0,.,n—2 6k>n,

9 * * o 0 Ky
Byn_1 =UxB,_1Ux + UxA,Ux (0 R ) UxAUx,

donde si llamamos M a la siguiente matriz

_ -1 ay-17s _ (Ml (M2
(2.2.41) M =UxP,(z)P,_(z)(A}) Uy = ([M]21 (Mo )
las matrices § € C*~P)xh y B ¢ CIN-m)x(N=h) yienen dadas por

(2.2.42) S = [M]s1[M)1],

(2.2.43) R = —[M]o1[M]]{[M]12 + [M]2,2;

(recordemos que z no es un cero de [Ux Pn(t) Pyt (£)(A%)1U%J11 y por
tanto la matriz [M]; 1 no es singular).

Para demostrar que la sucesion (ﬁn)n es ortonormal con respecto a una
matriz peso, tenemos que comprobar que Ay son matrices no singulares y
que By son hermiticas. Se ve directamente que A, no es singular y que su
inversa es
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~ Id 0
2.2.44) At = ( h )U AZU%.
( ) -9 Id(N—h) X X

De la férmula de Christoffel-Darboux
(2.2.45) n—1(8)AnPo(t) — Py (t) A Poo1(t) = 6,

se sigue que cuando ¢ € R, la matriz P,(t)P; Y (t)(AL)™! es hermitica.
Como z es un ndmero real, se deduce que M también es hermitica , y de la
definicién de By_; y (2.2.43) se obtiene que B, _; también lo es. Con esto,
existe W una matriz peso que ortonormaliza a la sucesién (ﬁn)n

De las expresiones de (An)n, (Bp)n podemos escribir la sucesién de

polinomios (Py)i_, en términos de la sucesién (P;)}_, como sigue:

(2.2.46) Py(t) = UxPy(t), k=0,..,n—1.

~ «  [(Idy 6 6 6 «
(2.2.47)  Bo(t) = (_S Ty ) Ux Py(t) — (0 J ) Ux AL Po_1(t).
Sea A, el coeficiente lider de P, (t). De (2.2.47) se tiene que

<~ (Idy 0
(2.2.48) A, = (-s ; d(N_h))UXAn.

Aplicamos ahora el teorema 2.2.2 a la matriz peso w (en lo que sigue,
prescindiremos, por simplicidad, de los superindices {h, A} en las notaciones
referentes a dicho teorema); consideramos el polinomio matricial

P(t) = ([Z"'H]l,l [Z”H] 1,2) Poii(t)

0 0

+ (‘ [And] [E"]1,2> Pat),

0 Idy_p

(2.2.49)

y sea A una matriz que fijaremos posteriormente, que verifique [Zn+1A]1,1 =
[A* A% ]1,1. Entonces, existen ndmeros reales zx, k = 1,....m < nN + h,
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(los ceros del polinomio matricial (2.2.49)) y matrices semidefinidas positi-
vas I'g, £ =1, ..., m, tales que

(2.2.50) / P(t)dW (t) = iP(xk)Fk,
k=1

para cualesquiera polinomios P € Y & IP’%’; ]{, donde
(2.2.51) .
Y = {C € CV*¥ : las ultimas (N — h) columnas de CA;! son nulas}.

Las matrices I'y, k = 1, ..., m, son las matrices

= Lk (P &= (2,)Q(z
(2.2.52) Tk (det(ﬁ(t)))(lk)(xk)(AdJ(P(t))) (zk)Q (k)

donde I es la multiplicidad de zx =rg(T'x) y
= Idy, 6\~ = — A A B ~
Q(t) = ( 9h 0) An+1Qn+1 (t) + [ mH ]171 [ n] 1,2 Qn(t)9
_ 0 Tdy_ny

donde (@n)n es la sucesién de polinomios matriciales de segunda especie
con respecto a w.

Veamos primero que nuestro ideal a la izquierda X C Y, donde Y viene
dado por (2.2.51). Efectivamente, dada cualquier matriz C € X, existe una

matriz E € CV*V tal que C = E (Idh 9) Mjy. Entonces, por (2.2.48)

0 0
tenemos que

U Idy ¢ Id, 8 o 0
-1 o h —177* h
Chn <9 Id(N_h)>_E ( 0 9)M°A" UX< S Id(N_h)>(9 Id(N_h)>
_ o (Idy 6 . (00

Ahora bien, segiin la eleccién de la matriz Uy, por hipdtesis Ux A, M !es
triangular inferior y por tanto su inversa MoA,U% también lo es. Se tiene

entonces que
~ 0 0
-1 _
O (9 Id(N—h)) =%
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es decir, las tltimas (N — h) columnas de CA;! son nulas, de donde se
deduce que C €Y.

Para demostrar la férmula de cuadratura del teorema 2.2.5 basta de-
mostrar los siguientes casos de la férmula de cuadratura para W:

m
(2.2.53) / PAW (@) PH) = SO TP (wk), = 0,.0m—2,
k=1

(2.2.54) /Ct” dw (t) P: szkrk _i(zx), CeX,

(2.2.55)

/Ct"dW( ) PX(t)(AL)7ID* = CZxkf‘kP (z)(AX)~ 1D* C,D e X,
k=1

(para #/, 0 < j < n — 1, la férmula de cuadratura se verifica automética-
mente porque podemos escribir

j J
IdNtJ—ZDP Z

1=1
y por tanto, de (2.2.46) y (2.2.50) se tiene

/tj dW (t) P (t) = D; = D;Ux

m
= [ 640 BrUx = Y allePr (o4
k=1

=" 2T P (z).

k=1

Para probar (2.2.53), (2.2.54) y (2.2.55), escribimos el polinomio matri-
cial Idnt™ en términos de las sucesiones (P,)n ¥ (Pr)n,

n—1
Idyt™ = Y DiPi(t) + AL Pa(t)
(2.2.56) =0

n—1
= > DiP(t) + A Pa(t);
=0
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donde

D; :/t"dW(t)Pi*(t), i=0,.,n-1, A;! :/t“dW(t) * (1),

n—1

l~)i=/t"dW(t)13i*(t),i:O,...,n—l, Z;1=/t”dW(t) Pr_1(1).

De estas igualdades, utilizardo la expresiéon de (ﬁk)}c’zo en términos de la
sucesion (Py,), (ver (2.2.46) y (2.2.47)) se sigue que

(2.2.57) D; = D;Ux 1=0,..,n—2
') ~-1(0 0 *
(2.2.58) Dy 1 =D, 1 Ux - A, 0 R UxA4;,
~ Id 0
. -1 _ A-1 h
(2.2.59) A=A, <—S Id(N—h) ) Ux

Para ¢ = 0,...,n — 2, de la igualdad (2.2.57), la férmula de cuadratura
(2.2.50) y la expresién (2.2.46) de los polinomios (P;)7Z, en funcién de la
sucesién (P,), tenemos que

/t" dW (t) P} (t) = D; = D;Ux

m
= / " dW (t) B ()Ux = Y 2pTk By (2k)Ux
k=1
m

=) xpUy P (zk);
k=1

esto es, (2.2.53).
Para i =n — 1. Como X C Y, para cualquier matriz C' € X se verifica

que CA;! (9 o

9 R) = 6, y entonces, de (2.2.58) tenemos que C'D,_; =
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C’En_lUx. Ahora, usando de nuevo (2.2.50) y (2.2.46), se obtiene que

/ CH"dW (t) P! _1(t) = CDp—1 = CDp_1Ux

- / Ctn dW (t) B, (H)Ux

_szka -1 .’L‘k)UX
—CZJ}kPk -1 .’L‘k

que es la férmula de cuadratura (2.2.54).
Para i = n, de (2.2.59), teniendo en cuenta que X C Y y usando la
férmula de cuadratura (2.2.50) se sigue que

/ Ct™ AW (£) P2 (t)(AL)"LD* = CAZ (A%)~1D*
 (Idy 0
=CA-1 ( h ) Ux(AX)"ID*
v \=5 Idpn x (A7)
- n o - Idh 0 *y—1 y*
_ / C" i () B (1) (_S Ty ) VX(@3)7'D

o) (1 0 e
_ZCSL’ FkP :L'k (_g Id(N h))UX(An) L p*,

Teniendo en cuenta que las tltimas (N — &) filas de P, (z)T'k son nulas
(ver férmula (2.2.19)), y que las matrices I';, son hermiticas, se verifica que

Pkﬁ;{ (z) = Fkﬁ;(mk) (Igh z> , de donde podemos escribir

(2.2.60)

/ Ct" dW (t) P (t)(AX)"'D* = Z(ngrkp*(mk) (Igh z) Ux(An)~1 D"
k=1

De la expresién (2.2.47) del polinomio ﬁn en funcién de P, y P,
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obtenemos
(2.2.61) |

n * *—l*m n * *Idhe *y—1 ;& .
CEdW (£) Py (t)(A5)'D* = CapTw Py (zi)Ux o g )Ux(83)7D"

k=1

Ahora bien, como D € X CY, se tiene que

~ (6 6 6 0
6 = DA! = DASIUS ( )
" (9 fd(N—h)) "UENE Tdyon

y por tanto DA;IU)*( = DA;lU}*{ <Izh Z), de aqui,

*y— * Id 0 * ) — *
Ux(A;)'D* = ( 0 9) Ux(Ay)~'D*.

Se deduce entonces, de (2.2.61) que

Ct™dW (t) Py (t)(Ay) "' D* = >~ CzpTx Py (zi) (Ay) " D*.
n k n
k=1

Esto es, la férmula de cuadratura también se verifica para (2.2.55). Con
esto se concluye la demostracién de la parte (1) del teorema 2.2.5.

(2).- Para demostrar la parte (2) del teorema 2.2.5, consideremos la
matriz A € CV*N dada por

(2.2.62) Ani1A = (zldy — B,) — <[A421,1 g) .

An+1A es claramente hermitica.

Como los nodos de la férmula de cuadratura son los ceros del polinomio
matricial P (ver (2.2.49)), tenemos que demostrar que z es un cero de P.
De hecho, lo que vamos a probar es que P(z) = 0.

Sea E la matriz

(2.2.63) E= ~[fzn+114]1,2 - [Enh,z g Ch*WN-h),

Si vemos que

6 0 =
(2.2.64) (9 Id(N—h)) Pu(z) =0,
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y que

(2.2.65) - Bz) + (g g’) Po(z) = 6,

tendremos que P(z) = 6. Efectivamente, de (2.2.64) se verifica que
P, (z) = <Igh z) P,(z). Por tanto, de (2.2.65) se deduce
~ 0 E\ ~
6 =P(z) + (9 0) P, (z)

— Pla) + (g "3) (Ig” z> Po(s) = P(a).

Queda tan sélo probar (2.2.64) y (2.2.65).
Probar (2.2.64) es equivalente a demostrar

P T Y
(0 Id(N—h,)) Pn($)Pn_}1(a:)(An) —0)

ya que la matriz B} (z)(A%)™" no es singular (An 1o es singular, z no
es un cero de P,_(z), y de (2.2.46) se tiene P,_1(z) = Ux Pr_1(2), luego

z 1o es un cero de P,_1). De la expresion (2.2.47) del polinomio P, en
funcién de los polinomios P,—1 y F,, tenemos que

(2.2.66)

Idp, 0

B@PL@@E (1% 0 ) @PLed)”

6 6 N ~_ v
(5 1) Ura PP @)
Recordemos que habiamos denotado M = Ux Pu(z)P 2 (z)(A) U
(ver (2.2.41)), y que habiamos elegido R y S en funcién de las entradas por
bloques de la matriz M como sigue
S =[Mpa[M]{], R=-[M M| }[Mh+ M2

(ver (2.2.42) y (2.2.43)).
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Teniendo en cuenta lo que acabamos de decir, sustituyendo ahora la
expresién de A-! (ver (2.2.44)), y escribiendo P,_1(z) = UxP,_1(z), la
ecuacion (2.2. 66) queda

N L, el Idh [z Idh - g%
Pn(IL')Pn_l(w)(An) - <-S Id(N_h)) M ( g Id(N"h)

(6 6\ (Idy -5\,
6 R)\ 6 Idy_n)’

Sin mas que sustituir S y R, y operando, se llega directamente a que

(2.2.67)

(2.2.68) Po(z)P7L (z)(AX) ! = <[M6],1’1 Z),

y de aqui se deduce (2.2.64).
Por ultimo, veamos (2.2.65), que es equivalente a demostrar que

P@+ (5 ) Pute )| Bt =

ya que, como se dijo antes, la matriz ﬁ_ (a:)(g*)‘ no es singular.
De la eleccién de la matriz E (ver (2 2.63)) y de la expresién del poli-
nomio P (ver (2.2.49)) se tiene

P+ (5 ) Pt B
= [(Igh z> Api1Byi(z Idh 6) An 1 AP, ()

+(p 1., ) Bole )]P 1 (@) (A2

Por (2.2.64), el iltimo término de la igualdad anterior es §. Usando
ahora la férmula de recurrencia de tres términos de (P,), vemos que

e s 5) o i
(" §) @lin - B Puo) Py @A)

- (Igh Z) - <I;’h Z) Frr AP (2) B () (A)

Il

(2.2.69)
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De la eleccién de A, 1A (ver (2.2.62)) se sigue que
~ 0 E\ = ~_ Tey—
P+ (5 o) Pue)] B
Idy 6\ (MY 6\ 5, o1, . e
=" ( o 9) * ([ i 9) Py (@) B (2)( A7) 7,
de donde, utilizando (2.2.68) se obtiene (2.2.65). _
Por tanto, hemos demostrado que z es*un cero de P (de la médxima

multiplicidad N) de donde se deduce que z es un nodo de la férmula de
cuadratura.

(2.2.70)

Sea ko, 1 < kg < m, tal que z = zy,. Probemos por tltimo que

n—1
Iy, = (Z P R+ Patey Uk (T4 ) UxPn(z>)
k=0

Para ello, usaremos la expresién de I'y, dada por (2.2.52).
Derivando la férmula Adj (]S(t)) P(t) = det P(t)Idy, teniendo en cuen-

ta que P(z) = 0 y la propiedad (Adj(P(t)))®(z) = 6, paral =0,...,N — 2,
(ver teorema 1.0.9 en los preliminares), se obtiene que

N (Ad (ﬁ(t)))(N_” () P'(z) = (det ﬁ(t))N (z)Idy.

Entonces (2.2.52) es igual a

~ -1 . . ~ N\l
(2.2.71) Ty, = (P'(a:)) Q(z), portanto I "= (Q(m)) P'(z).
-1
y P(z).
La aplicacién inversa del isomorfismo definido por Q*(z) (ver (6) del
lema 2.2.3) es

Vamos ahora a buscar férmulas adecuadas para (@(m))

(2.2.72) (cj(g[,-))”1 = P(2) + Py_y(2)An (z T d(i_h)) ;

De la expresién del polinomio P dada por (2.2.49) y de la férmula de
recurrencia de tres términos para (P,),, obtenemos la siguiente expresién
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para P
(2.2.73) N N
Srn tldy, — [Bn + An—HA]l,l ‘ 0 =~ Id, 6 «
P(t) = ( 0 Tdy 1 P,(t) - 0 o AnPn_l(t),,
de donde, derivando se obtiene
(2.2.74)
~ . I'd, 0 zldy, — [En + zzlvn+1A]1)1 7 e’
P = (" §) Pata)+ ( ] L

(1) e
Substituyendo (2.2.74) 'y (2.2.72) en (2.2.71) y simplificando, se tiene
que
(2.2.75)
ri =) (g §) )

S zldy — [En + ZnJrlA]l,l 0 p!
+ P}() < o Idwn Pp(z)

< (Idy 6\ ~ ~ T I N
Fi@ (g g) TP P () 1,0 ) B,

Como P(z) = 0, de (2.2.73) tenemos que
(2.2.76)

zldy — [Bp + Any14]11 0 B Idh 0\ 35
( ; i) o= (7 5) TP

Substituyendo (2.2.76) en (2.2.75) y teniendo en cuenta que las dltimas
(N — h) filas de P,(z) se anulan (ver (2.2.64)), obtenemos

Iyl = Bi(@)Pale) + By (2) Au Pl(a) — Pi(x) A5 Py (5).

Aplicando ahora la férmula de Christoffel-Darboux (ver (1.0.9 de los
preliminares) obtenemos

(2.2.77) Il = P (z) + Z P (z i Py () Pe(x).

k=0
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Usando (2.2.47) y (2.2.64) obtenemos que

2.278) -« Bu(z) = (I‘;” 9)  (z) = (Idh z) Ux Pa().

Finalmente, sin mas que usar las expresiones de los polinomios (2.2.46), se
sigue de (2.2.78) que

n—1 ‘
=3 Pu(e) Pul2) + Pale) U (Ij" z) Ux Pa(2),
k=0

con lo que queda demostrado el teorema. O

2.3. Ejemplos

Vamos a dar en esta seccién ejemplos que muestran cémo aplicar la
férmula de cuadratura de Gauss que hemos encontrado en la seccién 2.2.1.
En ellos se comprueba cémo los nodos y los coeficientes de cuadratura se
pueden calcular de manera sencilla con lo que queda constancia que dichas
férmulas de cuadratura son ficilmente manejables.

Aplicaremos el teorema 2.2.2, comprobando que existe un subespacio
X C C¥*N de dimensién hN tal que para cualquier polinomio matricial
PeXo ]P’%}’X 1:3,, se verifica la férmula de cuadratura

(2.3.1) / Zm: P(zy)TpA,

k=1

Asimismo se comprueba en los ejemplos que dicha férmula de cuadra-
tura es 6ptima, es decir, que no se verifica para polinomios cuyo coeficiente
lider no pertenezca al ideal a la izquierda X que aparece en el teorema
2.2.2. ‘

Daremos dos ejemplos en los que supondremos que la dimensién de las
matrices es 2 X 2, n = 2, h = 1 y la matriz A que aparece en el teorema
222es A=0.

Ejemplo 1.-
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Consideramos la sucesién de polinomios matriciales con respecto a la
funcién peso

1 V/5v/16t2 + 928 — 1742

W) =5 V16 1082 X(-5/2,/2)(t)
3)t|+/16+9¢2 2\/§sign(t) :
X 22 6[¢|+2v/16+9t2 dt,
donde
1, if t>0,
sign(t) =< -1, if t<0,
0, if t=0.

Los coeficientes de recurrencia son constantes matriciales y vienen dados
por (ver [D2, p.331])

10 01
O SR e

En este caso se tiene que el polinomio matricial P} g definido por (2.2.3)

es )
{1+t —t
Pl,a(t)_ ( _4 4t>'
El polinomio P, p tiene tres ceros distintos que son z1 =0, z3 = -2,

z3 = /2, cada uno con multiplicidad igual a 1.
El polinomio matricial Q1,9 definido por (2.2.12) es

Qi(t) = <(t) 2) .

Por tanto, los coeficientes de cuadratura (2.2.11) son

1,0 00 1,0 L2 10 [ 3 V2
= (0 9). - (G F) ee(5 1)
2 4 ] ] 1

Como A; = <(1) 2) , el teorema 2.2.2 nos da la siguiente férmula de

cuadratura de Gauss: para cualquier polinomio P(t) = Ct? 4 Dt + E, con
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10

D,EEC2X2,yCeX={F<O 0

) : Fe C2X2} , se verifica

/ é(t) aw(t) =Y Pz = C (g ‘1)) +D ((1’ (1)) +E.

k=1

Hallando los tres primeros momentos para la matriz peso W se observa
que para cualquier P(t) = Ct? + Dt + E, con C, D, E € C?*?,

/P(t)dW(t):C’(é (%)) +D((1) (1)) +E,

lo cual muestra que la férmula de cuadratura se verifica sélo cuando
CeX.

Ejemplo 2.- Consideramos la sucesién de polinomios matriciales con
respecto a la funcién peso

1 4
WO =V =z !
I-t -1 t—1 -1

Los coeficientes de recurrencia son constantes matriciales y vienen dados
por (ver [D2, p.331])

1 0 11

En este caso, el polinomio matricial P; g definido por (2.2.3) es
(248t 1—¢
Pl,a(t)_< 1 1—¢/"

El polinomio P, g tiene tres ceros distintos z; = 1, To=1—v2, 23 =
1 + /2, cada uno con multiplicidad igual a 1.
El polinomio matricial Q1 ¢ dado por (2.2.12) es

Qu(t) = (t B ! _01> ;

que nos da los siguientes coeficientes de recurrencia
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L 7o\0 1) 72 7 4 \v2 1) 738 ~ a2 \-v2 1 )

Como A; = ((1) _?1> , el teorema 2.2.2 nos da la siguiente férmula

de cuadratura gaussiana: para cualquier polinomio matricial P(t) = Ct? +

Dt+ E, with D E € CQXZ,yCEXz {F<(1) 8) . FECZXQ‘},SQ

verifica

/P(t) dW (t) = gP(xk)Fi’o =C (2 ;) +D G i) +E.

Evaluando los tres primeros momentos de la funcién peso W se tiene
que para cualquier polinomio P(t) = Ct? 4 Dt + E, con C,D, E € C?*2

/P(t)dW(t) —C (3 f) +D (1 D +E,

lo cual muestra que la férmula de cuadratura de Gauss se verifica s6lo
cuando C € X.

2.4. Forma general de las férmulas de cuadratura
gaussianas con nodos complejos

En la seccién 2.2.1 encontramos un procedimiento para generar férmulas
de cuadratura de Gauss cuyos nodos xy, k = 1, ...,m, son niimeros reales,
los coeficientes de cuadratura Gy, k = 1, ..., m, son semidefinidos positivos
y tales que

m
(2.4.1) > 1g(Gr) = (n— 1)N + h.
k=1

Recordemos que dichos nodos eran los ceros del polinomio matricial

Pratt) = (Pt Vo) p

- [AnA]l 1 [Bn_l]l 2)
+ ’ =) Pt (%),

(2.4.2)
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con A una matriz cualquiera de dimensién N x N verificando [ApA]11 =
[A*A7]10.

Veremos en esta seccién la forma general de las férmulas de cuadratura
gaussianas con nodos zg, k = 1, ..., m, nimeros complejos cualesquiera y co-
eficientes de cuadratura Gy, k = 1,...,m, no necesariamente semidefinidos
positivos y tales que verifican (2.4.1). Demostraremos también que cuando
en una férmula de cuadratura gaussiana los nodos son reales y los coefi-
cientes de cuadratura son semidefinides positivos entonces dicha férmula
corresponde con una de las férmulas de cuadratura de Gauss encontra-
das en la seccién 2.2.1, esto es, los nodos (reales) de cualquier férmula de
cuadratura de Gauss tal que sus coeficientes de cuadratura (semidefinidos
positivos) verifiquen (2.4.1) han de ser los ceros del polinomio matricial
Py, a(t) (ver (2.4.2)) para una cierta matriz A € CV*V,

El teorema principal de esta seccién es el siguiente
Teorema 2.4.1. Paran € N, 0 < h < N —1, sean =, € C y Gy €
CNXN k = 1,...,m, los nodos y pesos respectivamente de una férmula
de cuadratura de Gauss para una matriz peso W, esto es,  p=q179(Gr) =
(n — 1)N + h y eziste un subespacio X C CVN*N de dimension hN tal que
para cualquier polinomio matricial P(t) = R(t)+Ct**~2 con gr(R) = 2n—3
y C € X se verifica la siguiente férmula

m

/ P()dW (1) = 3 P(ak)Gr.
k=1
Entonces, eziste una sucesién (Py,), de polinomios matriciales ortonorma-
les para W tal que

1. n<m<(n—1)N+h.

2. T1,...,Tm € C son los distintos ceros del polinomio matricial

Prat) = (M Vo) oy

- [AnA]l 1 [Bn—l]l 2)
+ ) 3 P’I‘L— t

cada uno con multiplicidad 19(Gy), donde A es la matriz

A =" Pu(zk)GiPr_1 (zk)-
k=1
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3. Gk, k=1,...,m, vienen dados por

1
(det(Pp,a(2)))E) (k)

G = (Adj(Po, a ()" (2) Qn,a(zk),

donde Iy, =rg(Gr) =multiplicidad de zy, y

Qr,alt) = ([Ane]l’l M’g“) Qn(t)

_[AnA], [Bn—l],
o (Tt eha) g,

4. Los coeficientes de cuadratura Gy, son hermiticos y los nodos ) son
reales, k =1,...,m, si y solo si [AnAl11 = [A*A} ).

Demostracién.

(1).- Como 1 < rg(Gx) < N, tenemos que
m
Z (Gg) = (n=1)N + h < mN;

por tanto (n——l)N+h§mNyn§m+(l—%) <m.
Para la demostracién de (2) supongamos que el espacio lineal X tiene
la siguiente forma especial:

(2.4.3)
X = {C e C"*N . las dltimas (N — &) columnas de C son cero} .

Consideraremos el caso general més tarde.

Elijamos una sucesién de polinomios matriciales ortonormales (P, ),
asociada a la matriz peso W con coeficientes lideres triangulares inferiores
(lo cual siempre es posible: ver [DV], p. 267 o pagina 3 de los preliminares).

La clave para la demostracién del teorema 2.4.1 serd el siguiente lema
que probaremos al final de esta seccién y que establece la existencia de un
cierto polinomio matricial de interpolacién en los nodos de la férmula de
cuadratura:
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Lema 2.4.2. Suponiendo que el ideal a la izquierda X es de la forma (2.4.3)
y bajo las mismas hipdtesis del teorema 2.4.1, existe un conjunto finito A
de numeros complejos tal que para cada y € C\ A eziste un polinomio
matricial Qy(t) = Y1, Dit', D; € CV*N yerificando:

(a) Para todo y € C\ A, det([Pr-1(y)ly,) # 0.

(b) Las dltimas (N — h) columnas del coeficiente lider D, de Qy son
nulas, esto es,

Id, 6
(2.4.4) Dn:Dn<9h9>.

(c) El polinomio Qy satisface las condiciones de interpolacion

(2.45) {Qﬂ%)i:@ k=1,..,m,
Qy (y) = Idn.

(2).- La demostracién de que los ceros de Pj 4 son los nodos de la
férmula de cuadratura cada uno con multiplicidad rg(G;), i =1,...,m, es
consecuencia de los siguientes pasos.

Primer paso: los ceros del polinomio matricial P, 4 son los mismos y
con la misma multiplicidad que los del polinomio matricial

(2.4 P = Pra(t) + () Paa)

donde E es cualquier matriz en Ch*(V—h),

Segundo paso: los ceros del polinomio de interpolacién @, son los
nodos de la férmula de cuadratura, cada uno con multiplicidad rg(G;),
i=1,...,m.

Tercer paso: existen dos matrices I' € CVNXN E e Ch*(N-h) T no
singular tales que

2.4 Pra) =100~ (5 ) Paa(®)
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Como I' no es singular, los ceros del polinomio matricial ¢y son los
mismos y con la misma multiplicidad que los ceros del polinomio matricial
I'Qy. Eligiendo P(t) = I'Q, en (2.4.6), es suficiente aplicar los pasos uno,
dos y tres para demostrar la parte (2) del Teorema 2.4.1.

Demostracion del primer paso:

De la estructura de Py 4(t) (ver (2.2.3)), se verifica que dado cualquier
Id, 6
vo € R(zk, Pr,a(t)), Po-1(zk)vo = 9" 0

todo vp € R(zg, Py a(t)) se tiene que

)Pn_l(xk)vo. Entonces, para

P(zx)vo = Py a(zk)vo = 6.

Por tanto, z es un cero de P(t) y vo € R(zg, P(t)).

El reciproco es inmediato, porque si z; es un cero de P(t) y vy €

Id, 0
R(zi, P(t)), entonces P,_1(zx)ve = ( Hh 9) Py (zx)vo.

De la demostracién del teorema 2.2.1 sabemos que la multiplicidad de
cualquier cero zx, k = 1,...,m, de Py 4(t) coincide con dim(R(zx, P, a(t))-
Para terminar la demostracién del paso primero basta tener en cuenta que
dim(R(zk, Ph,a(t)))=dim(R(zx, P(t))) y que

gr(det(Pr,4(t))) = gr(det(P(t))) = (n—1)N +h
(ver demostracién del teorema 2.2.1, pag. 23).

Demostracion del seqgundo paso:

Sea y € C\ A y consideramos el polinomio de interpolacién @, dado
en el lema 2.4.2, Q(t) = 3.7 ,D;t' que satisface (2.4.5) y (2.4.4) (para
simplificar la notacién escribiremos aqui @ en lugar de Q). Escribimos
Q(t) = X 1o CiPi(t), donde C; = [ Q(z) dW (z) P} (z).

Usando la férmula de cuadratura y las condiciones de interpolacién
(2.4.5) se obtiene que C; =60, i =0, ...,n — 3. Por tanto, tenemos que

Q(t) = CnPn(t) + Cn—lpn—l(t)'

Se tiene que C,A, = D,. Como D, = D, (Igh g) (ver (2.4.4)),

teniendo en cuenta que de la férmula de recurrencia de tres términos se
tiene que (A,)"t = AZ1 A, y que Ay, i € N, son triangulares inferiores
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(recordemos que habiamos elegido una sucesién de polinomios matriciales
ortonormales (P,), asociada a la matriz peso W con coeficientes lideres
triangulares inferiores), obtenemos que

[DaAZL]L, 6) ,
2.4.8 C, = noh bl A,.
( ) <[DnAnl1}2,1 ¢

Como el polinomio @ satisface las condiciones de interpolacién, se tie-
ne que Q(zx)G; = 0, k = 1,...,m, esto es, las filas de la matriz G} son
autovectores a la derecha correspondientes al cero ;. Sabemos por el lema
2.2 de [DL1] (ver lema 1.0.8 de los preliminares) que la multiplicidad de zg
(como cero de det(Q)) es mayor o igual que rg (Gy); pero entonces

m

(2.4.9) gr(detQ(t)) > imult(mk ng Gr)) =(n—1)N +h.
k=1 k=1

Por otro lado, el grado del determinante de cualquier polinomio matri-
cial R(t) = [r(t)”]l ;=1 de grado n con coeficiente lider R, de rango h es
siempre menor o igual que (n — 1)N + h (ver demostracién del teorema
2.2.1, pag. 23). Como Q(t) tiene grado n y el rango de su coeficiente lider
D, es menor o igual que h (ya que tiene sus Gltimas (N — h) columnas son
nulas), tenemos que

gr(detQ(t)) < (n —1)N + h.

De aqui y (2.4.9) deducimos que gr(detQ(z)) = (n — 1)N + h y que
la matriz Dy, es de rango h, que es igual a rg(D,A;!,) (sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que det( [DnA;ll]l ) #0.)

Demostracién del tercer paso:

Vamos a encontrar primero una expresién concreta del polinomio de
interpolacién Q, y posteriormente encontraremos las matrices I' € CN*V|
E € Ch*(N=h) T pno singular de manera que se verifique (2.4.7).

Al principio de la demostracién del segundo paso vimos que
(2.4.10)

DAY 6
Qn () =CnPn(t)+Cn-1Po-1(t) = (%D"i’i?%l’l O>AnPn(t)+cn_1Pn_1(t),
nSp

(ver (2.4.8)).
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Consideramos el polinomio matricial Q(t) + 0 9 P,_1(t); si
6 tldn_p

aplicamos la relacién de recurrencia de tres términos (1.0.1), teniendo en
cuenta la expresién (2.4.10), obtenemos

(2.4.11)

QW + (4 ﬂd((jv_h)) P ()

DAY 9
mpn AZl ti 9) + <z I d(i_h)ﬂ AnPa(t) + Cno1 Pa_a (1)
0

9 6 0
+ B 1P 1(t) + A:_\P,
(9 Id(N_h)> 1Pn1(2) <9 Id(N_h)) ~1Pn2(t).

Consideramos la matriz

(Dn1],, 0 9 9
(2.4.12) D= <[D A ] 0 + (9 Id(N_h)) )
que es no singular, y cuya inversa viene dada por
D, A 0
(2.4.13) D7l = ( [ ]1 Lo - ) :
- [D"An—1]2,1 [D An-—l]l,l Id(N—p)
De (2.4.12) y (2.4.11) tenemos

Yy
[ (9 ﬂd(?v h)> Fror(t) }

6 0
= A, P,(t)+ D! [Gn* + < )Bn_ } P,_1(t
(t) 1+ \0 Tdyon 1 1(t)

Usando de nuevo la férmula de recurrencia de tres términos (1.0.1) y te-
niendo en cuenta que

(1l ) )
0 Idpy_ny)  \0 Idy-p)’
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se obtiene
1 Id, 6 _1
(2.4.14) | D7Q@t) = 0 0 ApPy(t) + DT Ch_1 Pr_1(t).

Como el polinomio Q verifica las condiciones de interpolacién (2.4.5),
el polinomio D~1Q(t) satisface

D™'Q(y) =D

Vamos a encontrar ahora una expresién explicita de D~1C,_;. Escribimos

D-lC,_, = <[D_IC"—1]1,1 [D_lc"—l]m) )

[D_lc"—l]z,l [D—lc"-l]zz

(2.4.15) ° {D*Q(xk) t=0, k=1,.,m

Para encontrar la expresién de [D~'Cpn_1],, ¥ [D7'Cn-1],,, usamos
la férmula de cuadratura y las condiciones de interpolacién (2.4.15) . Por
la ortonormalidad y usando la férmula de cuadratura:

(Igh Z) _ (Izh g)/Pn_l(m)dW(m) n—-1(2)

- <Igh Z) S Po1(@k)GiPy_y (ah)-

k=1

Entonces,

Idy 6\, .._ . [Id = - .
( 9h 9> (D7'Cpr)* = ( eh )an 1 (k)G Py (2) (D7 Cn1)s
k=1

tomando transpuestas conjugadas en la ecuacién (2.4.14) y despejando

P;—l(xk)C:L_1(D_1)* se tiene que

(0 )eriony = (9 §) S rten Gk[ Q@)D"

=1
N . (Idy 0O
—Pn (mk)An ( gh 0)] .
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Aplicando las condiciones de interpolacién (2.4.15), encontramos

Id, 6\, ._ . Id, 6\ « . L(Idy 6
<9h 9)(D 1C’n—l) :—< Gh 9>I;Pn—l(xk)GkPn(mk)An< 0h 9)

Por tanto, si escribimos A = Y}, Py(zx) G Pr_; (2k), se verifica que
(2.4.16)

(Bt e -(1500)

2,1

Teniendo en cuenta que D™'Q(y) = D~ y que de (2.4.16) se tiene
[D_lCn_1]2 , = 0, de la ecuacién (2.4.14), multiplicdndola a la izquierda

por (9 0 ) y eligiendo ¢ = y se sigue
6 Idy_n g Y g

0 6 0 0
Dl = - Py ;
(0 Id(N—h)) (0 [D 1071*1]2,2) 1(v)

por tanto, sustituyendo D! (ver (2.4.13)),

- [DnAvﬁl}z,l ([D"Avilh,l)—l = [D_lcn—l]z,z [Pr—1(¥)]2,1

E]

Id(N—h) = [D_lcn—1]2,2 [Pn—l(y)]2,2 '

Como y € C\ A, se sigue del lema 2.4.2 que det([Pr-1(y)}52) # 0. Se puede
concluir que

(D7l = (1B @)a)

1 L Idy, 0 .
Multiplicando (2.4.14) a la izquierda por ( 0 [Pn—1(y)]2,2> y tenien-

do en cuenta lo que acabamos de demostrar, se tiene que

Id,, 6 _
( 0 [Pn—l(y)]2,2> pTe)

Id, 6 ~[4n4) [D_lcn—l] 1 2)
= + ' 2| Pp_1(%)-
( ) 9) AnFa(t) ( 0 Id(n_p 1t
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Utilizando ahora la expresién (2.2.3) del polinomio P, 4(t) obtenemos

Id, 0 1
< 0 [Pn—l(y)]2,2>D Q) .
0 [—Bn—l + D“lCn_l]

= Py a(t) + (9 0 1’2) Pr_1(t).

El tercer paso se tiene eligiendo E = [;Bn_l + D‘lCn_l]1 5 € ChX(N‘h),
Id 0
= < h ) D71 € CM*¥N que no es singular.

6 [Pn—l(y)]Q,z
La demostracién de las partes (3) y (4) del Teorema 2.4.1 son andlogas

a las del Teorema 1.2 de [DD].

Para terminar la demostracién del teorema 2.4.1, falta demostrarlo para
el caso en el que el espacio X no es de la forma (2.4.3). Para ello, procedemos
como sigue.

Como X es un ideal a la izquierda, por el lema 2.1.2, existe una matriz
M, rg(M) = h (ya que dim(X) = hN) tal que

X={CM:CeCV"}.

Como rg(M) = h, existe una matriz no singular S tal que las N —h dltimas
columnas de M S son cero.

Consideremos ahora la matriz peso W = S~ W[$~1]*. Vamos a dar
ahora una férmula de cuadratura para W, que también satisface las hipéte-
sis del teorema 2.4.1:

s Los nodos de esta férmula de cuadratura son los mismos zx, k =
1,..,m.

» Los coeficientes de cuadratura son ahora S™1G[S~!]*.
El correspondiente subespacio para esta férmula de cuadratura es
X={Cc:c5'eXx}.
Teniendo en cuenta que X = {CM : C € CV*V} obtenemos

X ={DMS:DeCN*},
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pero como las N — A ultimas columnas de M S son cero, las N — h tiltimas
columnas de DM S también lo son, esto es

X ={D :las N — h columnas de D son cero} .

Podemos ahora aplicar el teorema 2.4.1 a W. De esta, manera, si conside-
ramos una sucesién (P, ), de polinomios matriciales ortonormales asociada
a la matriz peso W, con coeficientes lider triangulares inferiores, los no-
dos de la férmula de cuadratura z,...,z,, € C, son los distintos ceros del

polinomio matricial

ﬁh,g(t) = <[g"8]11 [Z’;]m> P, (%)

+ <_ [E"g] 1,1 [En_l] 1,2) Bu_1(t)

6 Tdiy )

cada uno con multiplicidad rg(S~1Gx[S~1]*)=rg(Gy), donde A es la matriz
o~ m o~ o~
A= Poax) (STIGLISTY) " Pr_y ().
k=1

Consideramos ahora la sucesién de polinomios P, = ﬁnS‘l, n €N,
que es ortonormal con respecto a W. Con esta eleccién, las partes (2), (3)
y (4) del teorema 2.4.1 se comprueban fcilmente teniendo en cuenta que
los correspondientes polinomios matriciales de segunda especie son @, =
QnS*.

a

Concluimos este capitulo demostrando la existencia del polinomio ma-
tricial de interpolacién

Demostracion del lema 2.4.2.

Para cada k = 1,...,m, sea ly = 1g(Gx) y vk,j, J = 1, ..., Ik, un sistema de
filas linealmente independientes de la matriz Gy, (donde A denota la matriz
conjugada de A). El polinomio Qy(t) = 3.7, Dit!, D; € CV*V satisface
las condiciones de interpolacién (2.4.5) y la condicién sobre su coeficiente
lider (2.4.4) si y solo si los coeficientes D;, ¢ = 0,...,n satisfacen
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Dy (v{?1|...|vf,ll) + D, (v§,1|...|v'{,l1) z1+ ...+ Dy (”§,1|---|U§,ll) z7 =0
Dy (vé)ﬂ...lvé,lz) +D (v§,1|...|vé,l2) Z3+ ...+ Dn (vg’ll...]vé’lz) zy =0

Dy (vfn)l |---|Ufn,lm) +Dy (ufn’ll...lvfn’lm)zme . +Dp (vfn)l I"'|U:n,lm)w?n =0

Dy + D1y + ...Dpy™ =Idn

9 9
D, —f
(9 I d(N—h)>

(teniendo en cuenta que G} = C—Z) Por tanto, probar la existencia del po-
linomio matricial de interpolacién es equivalente a demostrar que la matriz
C; dada por

( U1,1 V1,121 AN ’01’1.‘12711
V1,2 V1,271 e ’Ul,gw’f
'Ul,ll 1)1,11.'1,'1 e 7)1711 :E?
Ct = n
Um,1 Um,1Tm e Um,1Tm
Umdm  VmdmTm - - Vi lm Ty
Idy tldy t"Idn
0 o ... (0 Idw-n)

es no singular excepto a lo sumo un niimero finito de nimeros complejos.
Primero, notemos que como

(l1+l2+...+lm):2rg(Gk)=(n—1)N+h
k=1

la dimensién de C; es (n + 1)N x (n+ 1)N.

Recordemos que habiamos elegido una sucesién de polinomios matri-
ciales ortonormales (P,), asociada a la matriz peso W con coeficientes
lideres triangulares inferiores. Como el coeficiente lider A,, de P, lo elegi-

mos triangular inferior, y A, no es singular tenemos que det ([An]m) # 0.
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Si escribimos

. [Pn,—l(t)], [Pn—l(t)]
Fra(t) = ([Pn_l(tnlj Pt (0],

-
—~

S

N’
et

vN -
NN
\—/

entonces

det([Pa—1(t)]y,5) = det ([An_l]m) An=1)(N=h)

+ (términos de grado menor o igual que 7 — 2),

es decir, det([,—1(t)}, 5) es un polinomio escalar de grado (n —1)(N — h).
Por tanto, si ¢ no es un cero de este polinomio, se tiene que det([Pr—1(t)]z2)
#0.

Sea ahora la matriz B, € CV-)Xh yna solucién del sistema lineal

[Pn—l(t)]u By = — [Pn—l(t)]Q,l J

que siempre tiene solucién excepto para las raices de det([P,—1(t)]5 ) que
son un numero finito.
Por tanto, By satisface

' Id
(2.4.17) (0 Idhx(N—h)) Pr_a(t) (B:) =0.
Finalmente consideramos las matrices
G1 .’Ithl RN ZII?Gl
Ai=1Gm zmGm ... G,
Idy tldy ... t"Idy
) 6 (0 Id(N_h))
y By =
PO (.’171) ‘e Po(ivm) 6 0
Pn_g(xl) ce Pn_g(xm) 0 6 ,
R, o(t,z1) ... Rp_o(t,zy) —Idy 0

1dy, B} 0
K Ko _( 0 9) (fdw—h))
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Ay € ClmtONFN-m)x(nt)N B, ¢ Clrt)NX((m+1)N+N~h) (onde

K; = (Igh Bet> Rn_1(t,z), i=1,...m,

Ri(t,z) = Y P} (t)P;(=).
7=0

Para demostrar el lema basta probar ‘que det(B:;A;) # 0 excepto a
lo sumo un nimero finito de nimeros complejos t’s. Efectivamente, si
det(ByA;) # 0 se tiene que A; tiene rango méaximo. Por la parte (1)
del teorema 2.4.1, m < (n — 1)N + h < mN, por tanto (n + 1)N <
((m+ 1)N + N — h) y se tiene que rg(A;) = (n + 1)N. Finalmente, la
matriz C; se obtiene de la matriz A; eliminando las filas de las matrices
G’s que son combinacién lineal de los vectors v’s ( Si una columna de Gj,
lamemos u, es combinacién lineal de v; 1, ..., v;;, entonces, la columna

u
iU

1y

7
z} (I dp, 9) U
de A} es combinacién lineal de las columnas

t t

Vil Vil
Tivi TiViy,
n—1_t n—-1,1
Ty Uiy . Ty Vi, ,
V13 n

de A} y por tanto, cuando eliminamos dichas columnas de A} para obtener
C}, sblo estamos eliminando columnas que son combinacién lineal de las
columnas que quedan).

Concluimos por tanto que rg (A}) = rg (Cy).

Como rg(A}) = (n+1)N y la dimensién de C; es (n+1)N x (n+1)N,
deducimos que det (Cy) # 0.
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Queda demostrar que para cualquier ¢ € C excepto para un numero
finito, la matriz B;A; no es singular. Para ello, usando la férmula de cua-
dratura vamos a demostrar que la matriz B;A; es una matriz triangular
superior por bloques de dimensién N x N cuyos bloques diagonales son no -
singulares.

Recordemos que las hipétesis del lema son que z; € C y Gy € CVXVN
k =1,...,m, son los nodos y pesos respectivamente de una férmula de
cuadratura de Gauss para W, esto es, 3 ;- 1g(Gg) = (n —1)N + h y existe
un subespacio X C CY*¥ de dimensién hN, que hemos supuesto de la
forma (2.4.3), esto es,

(2.4.18)
X ={C e C"*V : las tltimas (N — h) columnas de C son cero},

tal que para cualquier polinomio matricial P(t) = R(t) + Ct**2 con
gr(R) =2n -3y C € X se verifica la siguiente férmula

/ P AW (t) = 3 Plax)Gx
k=1

Parai=1,..,n—1, j <1, podemos aplicar la férmula de cuadratura y
obtenemos:

(BLA);, ZH ()Gl = / Pioy(2)dW (2)a? ™ = 0
Para 1 = n, j < 1, también podemos aplicar la féormula de cuadratura

(B At ZR” o(t $k)Gk:E — tj—IIdN
k=1

= /Rn_g(t, o)dW (2)2? ™t = ¢ dy = 9 Udy — 9 Hdy = 0

Sii=mn+1, j < i, teniendo en cuenta la eleccién de la matriz By,
también podemos aplicar la férmula de cuadratura. El coeficiente lider de

Id, B{
( 0 9t>Rn_1(t,x)

Idy, B\ .,
(6h 9t> n—l(t)An-—l;

es la matriz
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por (2.4.17), se tiene que

1dy B\ .. 6 0\ _
(9 9) n-1() (9 Id(N—h))._g’

y como habiamos elegido A,_; triangular inferior, se verifica que

Idy, B\ . 6 0 B
(0 9) n—l(t)An—l (0 Id(th)> -

Idy, B}
0 6
izquierda X. Por tanto, aplicando la fé6rmula de cuadratura,

esto es, el coeficiente lider de R,,_1(t,z) pertenece al ideal a la

" (Id;, B . Idy, B!\ .i_
(BtAt)'n.-}—l,j = Z ( eh gt) Rn—l(t,iﬂk)kaEi 1 _ ( eh et) H 1 _ (7]

k=1

Probemos ahora que los bloques diagonales son no singulares excepto
para un numero finito de complejos t's.

Si i < n—1, aplicando la férmula de cuadratura,

(Bok)is = 3 P (m) Gzl = / Py (o)W (@)a " = (A7Y)"

k=1

que no es singular.
Si ¢ = n aplicando de nuevo la férmula de cuadratura

m
(B At ZR" 9 t T GkSL'k tn_lfN

k=1
:/Rn_g(t,w)dW(x)x""l—tn_IIN
/Rn L, 7)dW (z / (@) Py (2)dW (z)z™ 1 — "y
=—Pr_,(t) (A2 1) ,

que es una matriz no singular excepto para los ceros del polinomio matricial
P,_1(t), que son a lo sumo (n — 1) N niimeros reales.
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Finalmente, para el bloque (n +1), sea t" = 377  C;P;(t), donde C; =
[ z"dW (z) P} ()

(Bt'At)n—i—l,n—l-l

& (Idy By n (Idn B\ . (9 6
‘H(e f))R’"—l(t’m’“)G”F(o 0 )" T \o Idpy_

n—1 m

> (Idh %)Rn 1(t, 21)Gi P} (a4)C
=0k
+Z <Idh > n— 1(t,$k)GkP7:(.’Ek)C;:
k=1

Id, B} 6 0
( 0 )ZP +(9 Tdy_ h))

Idy, B}
0 6

mos aplicar la férmula de cuadratura

Como el coeficiente lider de ( ) R, _1(t,z) pertenece a X, pode-

(Bt'At)n-i—l ﬁ—!—l

Idy, B *(H)C? ldy, B " n
—Z( ' et)P He; +Z( h 9t>R"_1(x’xk)GkP"(xk)Cn

k=1

< (Idy Bt> . <0 9 )
- C +

Z( i(t)” 6 Id(N h)
-y (1;1,, %) Ro_1(z,2x) Gy P2 (22)C,

k=1

Idy, B{ v 0 0
- ( 6 0 ) P0Gt (9 Id(N—h)) '
Como CpP,(t) es moénico, el polinomio matricial
o [1d
— (Idy BYf) Pu(t) cn( Oh)
también serd ménico de grado n. Concluimos entonces que

det ((BtAt)n+1,n+1) = (—1)Mt" 4 (términos de grado < que hn — 1).
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Esto es, det ((Bt.At)n 11m +1) es un polinomio escalar de grado hn. Por tanto,
si £ no es una raiz de este polinomio, se tendra que

n+1 )
det(ByAr) = [ det(BeAr)is # 0.
=0



Capitulo 3

FUNCIONES
MATRICIALES DE -
CHRISTOFFEL

3.1. Preliminares

En este capitulo definiremos y estudiaremos las funciones matriciales
de Christoffel asociadas a una matriz de medidas definida positiva W.

En el caso escalar, dada una medida positiva x4 en la recta real, con
momentos finitos hasta el orden 2n—2 y con més de n puntos en su soporte,
la funcién de Christoflel A\, se define mediante la férmula

@) =min{ [ pOPau) :p e B p) =1},

donde z € C y P"! denota, como es habitual, el espacio lineal de polinomios
con coeficientes complejos y grado menor o igual que n—1. Las funciones de
Christoffel pueden escribirse en términos de la sucesién (p,,), de polinomios
ortonormales con respecto a yu:

1

= n—1 .
Estas funciones proporcionan una herramienta importante para el estu-

dio de numerosos problemas de polinomios ortogonales, teoria de la apro-
ximacion y analisis arménico y numérico (ver [N2]).

(3.1.1) An(2)

75
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Dado un niimero entero n no negativo y un ideal a la izquierda X C
CVXN (ie. si Ae X, B e CVN*N entonces BA € X), la funcién matricial
de Christoffel A, x se define como

(3.1.2)
/\mX :C — CVxN

hox(@) =int{ [ QAW Q0 Q)= 1w, Qe XeéP’;v;lN},

donde denotamos por X & ]P”]V;IN el siguiente subespacio de polinomios
maftriciales

X oPyly = {Pt)=5(t)+Ct", Ce X CCVV, s e Py, }.

En el caso escalar, la dimensién de los espacios P*~! C P™ va creciendo
en una Unica unidad, pero en el caso matricial la dimensién de los espacios
IP%_XIN C P}, v crece en N? unidades; por tanto, para la definicién de las
funciones matriciales de Christoffel es mds conveniente tomar infimo en los
espacios X ® P 1y, X € CV*N y > 1, en lugar de en el espacio ]Pﬁ,;lN,
n > 1.

Exigimos al espacio X ser un ideal a la izquierda para garantizar la
existencia del infimo que define la funcién matricial de Christoffel; efec-
tivamente, como el orden matricial no es un orden total, el infimo de un
conjunto de matrices semidefinidas positivas no tiene por qué existir (por

. , 20 10 .
ejemplo, el infimo de { (0 1) , (0 2)} no existe).

En el siguiente ejemplo mostramos la existencia de un subespacio X €
CN*N que no es un ideal a la izquierda para el cual el infimo no existe,
esto es, la funcién matricial de Christoffel no esta definida.

Tomemos N =2, n =1, 2y = 1, el subespacio

1= {(5 ) ecel.

(que claramente no es un ideal a la izquierda) y una matriz de medidas W
con los siguientes momentos:

(3.1.3) / AW () = Idy, / LW (£) = 0, / 2aW(t) = ((1) 1‘11)
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Supongamos que la funcién matricial de Christoffel \; x (zp) existe. Por
la definicién (3.2.1), A; x(20) vendra dada por

Mx (20)= inf { [ewawnQ® : ae =1, @exe P?w} |

Por tanto, buscamos el infimo de /Q(t) dW (t) Q*(t), donde Q(z) es,

segun la eleccién de nuestro espacio X, un polinomio matricial de la forma

(3.1.4) Qz) = (‘5 2) 24C,  CeCNV,
y Q(z0) = Ids. o
Si escribimos C = <Cl’1 01’2), de la condicién Q(z0) = Idz2 y de la
€21 €22

expresién (3.1.4) se obtiene

10_a0+c1,101,2
01—0(1 C211 62,2.

Por tanto, podemos escribir el polinomio () como sigue

(3.1.5) Qz) = (8 2) z+ (laa 1 2a) '

De esta manera, teniendo en cuenta (3.1.3) se obtiene

o al? —al?
[avavoeo= (T L0 )

Por tanto, la funcién matricial de Christoffel serd (si existe)
_ laf? + 11 - af? 0 .
(3.1.6) )\1,X(ZO) = inf {( 0 14|a|2 + '1 _ a,l2 rac€ C>.
Como para a € C se verifica

laf?+]1 — af? 0 (Ra)?+(1 — Ra)? 0
( 0 14]af2+|1 — a|2>Z ( 0 14(%a)2+(1—?Ra)2)’
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basta considerar a € R. ;
Para demostrar que el infimo anterior no existe, probaremos en primer
lugar que si existiera, deberia ser la matriz

Ao = (1(/)2 14(/)15>5

posteriormente, daremos una matriz C que es cota inferior en (3.1.6) y tal
que no se puede comparar con Ag.

Para demostrar que si existiera el infimo, éste vendria dado por Ay,
probamos lo siguiente:

e Ay es una cota inferior en (3.1.6), y

e si B € C?*2 es el infimo en (3.1.6) entonces B = Ay.

Efectivamente, se tiene que A es cota inferior en (3.1.6) -

a2 + (1 — a)? 0
<
o= ( 0 14a2 + (1- a)2> , para todoa € R,

ya que, el minimo de las funciones a® + (1 — a)? y 14a® + (1 — a)? son 1/2
y 14/15 respectivamente.
Por otro lado, supongamos que el infimo en (3.1.6) viene dado por la

matriz 5
a
=(5 1)

Entonces, como Ay es una cota inferior, debe pasar que Ay < B, esto es,

a—1/2 B
(3.1.7) ( 7 7_14/15>20,

de donde se deduce que
(3.1.8) (a0 —1/2)(y —14/15) = |B> > 0, a>1/2, v> 14/15.
Ahora bien, como B es el infimo, B es cota inferior y por tanto

a’+(1-a)? -« -3

(3.1.9) ( _3 1402 + (1 — a)? — 7) > 0, paratodoa € R.

En particular, la entrada (1,1) de la matriz anterior debe ser positiva, luego

(3.1.10) a’+ (1 —a)? > o, paratodoa € R.
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De (3.1.8) y (3.1.10) se deduce que a = 1/2. Por otro lado, el determinante
de la matriz (3.1.9) tiene que ser mayor o igual que cero para cualquier
a € R, esto es

(3.1.11)

(a®* + (1 —a)® —1/2)(14a® + (1 —a)® —v) — |6 Z 0, para todoa € R,

de donde, eligiendo a = 1/2 se deduce que 8 = 0. Finalmente, de (3.1.11)
y (3.1.8) se deduce que

14
14a’ + (1 -a)2 >~y > {5 Ppara todo a € R,

luego v = 14/15, quedando entonces demostrado que B = Ag.
Consideramos ahora la siguiente matriz

o=(i/a 113)

Veamos que es cota inferior en (3.1.6) y que no se puede comparar con Ap.
Probamos primero que

1 1
0,2+(1 —1a)2— 3 -3 ) . >0
-3 Ma?+(1-a)?*~3/ =

Teniendo en cuenta los elementos de la diagonal son positivos (recordemos
que el minimo de las funciones a? + (1 — a)? y 14a® + (1 — a)? son 1/2
y 14/15 respectivamente), basta ver que el determinante es positivo. El
determinante viene dado por

1 1y 1 46 8 1
2 2 2 2 4 3 2
_ _Z - Al P —34 —a’—=a+=,
(a +(1-a) 3) <14a +(1—a) 3) 9 30a*—34a”+ 3@ 3a+3
que puede descomponerse como sigue
16 8 1
a?(30a% — 34a + 10) + —g—az ~ 34 + 3

los discriminantes de 30a? — 34a + 10 y 16/3a% — 8/3a + 1/3 son iguales a
—44 y 0 respectivamente, por tanto 30a* — 34a® +46/3a% —8/3a+1/3 > 0,
a € R. Por tanto, deberia de ser

(s 1)< (0 1apss):
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pero el determinante de

(1/2—1/3 ~1/3 )
~1/3  14/15—1/3

es —1/90. Por tanto, el infimo en (3.1.6) no existe.

Sin embargo, demostraremos en la seccién 2 que cuando X es un ideal a
la izquierda, el infimo en (3.1.2) existe y se alcanza; en particular, dado X
un ideal a la izquierda, encontraremos una expresién (andloga a (3.1.1)) pa-
ra las funciones matriciales de Christoffel en términos de cualquier sucesién
(Pn)n de polinomios matriciales ortonormales con respecto a W (recor-
demos que esta sucesidn es unica salvo multiplicacién a la izquierda por
matrices unitarias). Para ello, se usa el hecho de que si Ux es la matriz
unitaria asociada a (P,), y X (ver nota (2.2.4)), entonces el polinomio

n—1
3112 R0 =X Rl Rl + Ealey U (g ) UxPald)
k=0

es un nucleo para W en z con respecto a X & IPR,;IN, esto es, el polinomio
matricial R;1(2)R,(t) € X @ Pily v /P(t)dW(t)Rz(t)* = P(z) para

cualquier polinomio P € X GBIPR,:}N. Asimismo, probaremos una propiedad
de homogeneidad de las funciones matriciales de Christoffel.

En la seccién 3 probaremos que las funciones matriciales de Christoffel
también satisfacen una importante propiedad extremal; consideramos la
siguiente relacién de equivalencia en el conjunto de las matrices peso:

(3.1.13)  venx W si / P(t) dv(t) @ (t) = / P()dW (£) Q*(4),

para cualesquiera polinomios P,Q € X EBIP"](,;lN. Se tiene entonces que dado
z € R, excepto para un conjunto finito A de ndmeros reales, A, x(z) es la
méxima masa alcanzada en z para una matriz de medidas v ~,, x W. Da-
remos una expresién explicita de la matriz peso que alcanza dicho méaximo
y determinaremos el conjunto A. Para probar esta propiedad extremal usa-
remos las férmulas de cuadratura no gaussianas encontradas en la seccién
2.2.2 del capitulo 2.
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Completamos la seccién 3 dando ejemplos que muestran que el maximo
no se alcanza en general cuando z € A.

Finalmente, en la seccién 4 se estudia el comportamiento asintético
de las funciones matriciales de Christoffel; concretamente, estudiaremos el
limite cuando n tiende a infinito de

(3.1.14) (Pu(2)*)  (An x, (2)) 1P (2),

donde (P,), es una sucesién de polinomios matriciales ortonormales con
respecto a W y X, es un cierto ideal a la izquierda asociado al polinomio P,
(este comportamiento asintético en el caso escalar fue estudiado por Nevai
en [N1, p. 31, th. 11]). Los resultados sobre el comportamiento asintético
se demostrardn para polinomios matriciales en la clase de Nevai matricial
introducida en [D4] (ver pigina 3 en los preliminares).

3.2. Expresiéon de las funciones de Christoffel en
términos de polinomios matriciales ortonor-
males

En lo que sigue, supondremos dados un nidmero entero n no negativo y
un ideal a la izquierda X C CV*¥, Consideraremos la funcién matricial de
Christoffel A, x

(3.2.1)
Anx (2)= inf{/Q(t) dW () Q*(t) : Q=) =Idn, Q€ X@P'fv}lzv}-

En esta secciéon daremos una expresién explicita para las funciones ma-
triciales de Christoffel en términos de (P,), a partir de la expresién de un
polinomio nicleo para W en z con respecto a X & ]P’?V;IN.

Recordemos que la dimensién de cualquier ideal a la izquierda X €
CN*N debe ser, segin el lema 2.1.2, un multiplo de N. Supongamos a
partir de ahora que la dimensién del ideal a la izquierda X es hN, con h
un numero fijado entre 0 y N — 1. Al igual que en el capitulo anterior, a

cada ideal a la izquierda X C CV*¥ le asociaremos una matriz unitaria Ux
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verificando que la matriz Ux A, My ! es triangular inferior, y escribiremos

(3.2.2) X = {C’ (I‘;" g) My : Ce CNXN},

con My no singular (ver nota 2.2.4).
El resultado principal de esta seccion es el siguiente

Teorema 3.2.1. Sean W y (P,), una matriz peso y una sucesién de po-
linomios matriciales ortonormales con respecto a W respectivamente. Sea
X C CV*N yn ideal a la 1zquierda de dimension hIN, y Ux su matriz unita-
ria asociada (ver nota 2.2.4). Entonces, la funcién matricial de Christoffel
definida por (3.2.1) viene dada por la férmula

(3.2.3) 1
n—1 -
Anyx (2) = (Z Pu(2)" Po(2) + Pa(2)' Uk (Igh 2) UXPn(z)) .
k=0

La demostracién del teorema 3.2.1 es una consecuencia de los siguientes
lemas:

Lema 3.2.2. Sea T un subespacio lineal de Phon, 2€Cy R, € PRy
un polinomio micleo para W en z con respecto a T, i.e., R; (2)R,(t) € T

y /P(t)dW(t)R:(t) = P(z) para cualquier polinomio P € T. Entonces:

srla) =int{ [QOAVO QWO : Q@) = Tdw, QeT} = R)

y el infimo se alcanza en Q(t) = R, (2)R,(t).

Lema 3.2.3. Sea (P,), una sucesion de polinomios matriciales ortonorma-
les con respecto a W, sea X C CNXN un ideal a la izquierda de dimensién
hN escrito como en (3.2.2) y Ux su matriz unitaria asociada que verifica
que la matriz UxAn My " es triangular inferior (ver nota 2.2.4). Entonces,
el polinomio

n—1
(324)  R.() =3 Pu(e)Pult) + Pul(2)'U (Igh z> Ux Pa(t),
k=0

. . P n—1
es un polinomio nicleo para W en z con respecto a X ® Py -
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Demostracion del lema 3.2.2.

Notemos primero que como R;(z)R,(t) € T, entonces

[ Bttaw R:() = R,
de donde se deduce que R,(z) es hermitica.

Para cualquier polinomio matricial P € T tal que P(z) = Idy, se
verifica

(3.2.5)
o< / (P(t) — B\ (2)R. () dW (t) (P(t) — By 1 (2) R (1))*

- / P(t) dW () P*(t) — / P(t)dW () RS8R (2)

- [ B @R W PO + [ B @R AW RUORS ()
= [ PO ') - PR () - B P () + B ()
- [Poaw e P - £ @)

de donde se deduce que R;!(z) es una cota inferior para

{/ QAWM Q(t) = Qz) = Idy, Q€ T}.

Por otro lado, usando de nuevo que R;1(2)R,(t) € T y que R,(z) es
hermitico obtenemos que

/RZI(Z)Rz(t)dW(t)RZ(t)Rz"l(z) =R, '(2)R.(2)R; " (2) =R; (),
lo cual prueba que R;!(z) es el infimo y se alcanza en Q(t) = R, (2)R.(¢).

Demostracion del lema 3.2.3.

Para probar que el polinomio R,(t) dado por (3.2.4) es un polinomio

nicleo para W en z con respecto a X & IP’](,";N, tenemos que demostrar que
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THRR.(t) € X ®PY Ly v que /P(t)dW(t)R; (t) = P(z) para cualquier
polinomio P € X & HDNxN

Para demostrar que R;(2)R.(t) € X ®P% 'y, como claramente el poli-
nomio matricial R;!(z)R,(t) es de grado n, basta probar que el coeficiente
lider de R;1(z)R,(t) pertenece al espacio X. Ahora bien, como X es un
ideal a la izquierda, se tendra que si el coeficiente lider de R,(t) perte-
nece a .X, entonces el coeficiente lider de R;!(z)R,(t) también estard en

X. Veamos entonces que el coeficiente lider de R,(t), que viene dado por

Pp(z)*Ux (Igh Z) Ux A, pertenece a X.

Efectivamente, por la eleccién de Uy, la matriz UxA,, es igual a una
matriz triangular inferior multiplicada a la derecha por My, i.e. UxA, =
DMy, con D triangular inferior. Pero entonces,

Id, 0 _(Idy 6\ . (Idy 6
(5 5)oxan= (g o) o (g §) e x.

esto es, el coeficiente lider de R,(t) pertenece a X.
Fijemos ahora un polinomio matricial P € X & P}, Nx - Para demostrar
que / P(t)dW(t)R* (t) = P(z) consideramos el desarrollo de Fourier de

P(t), P(t) = > 7 o AiP;(t), donde los coeficientes 4; = [ P(t)dW P}(t),
i=1,.. n, y ApA, € X,

Como A, A, € X, segtin la expresién (3.2.2) del ideal a la izquierda X,
existir4 una matriz C € CV*V tal que

(3.2.6) A, =C (Ig" z) My,

Usando la ortogonalidad de (P,), con respecto a W se obtiene
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(327)
/ P(t)dW R, ()"

n—1 n—1 n—1
- / ST ARG AW Y PLP() + / APa(t)dW Y PE®)PL(2)
1=0 k=0 k=0

= Idy, 6
+ / ZOAiPi(t) dw P;@)U;;( 0" 9> Ux Pn(2)

+ [awnaw iy (9 §) UxPa)

n—1
. (Id, 0
:2 AiPy(z) + A U% ( 9" 9) Ux Pa(2).
1=0

Ahora bien, de (3.2.6) podemos escribir

. (Idy 6 Id, 0 1. (Idy O
AnUX(gh 9) UXPn(Z):C(eh O)M()AnlUX<9h 9) prn(z).

Como por hipétesis la matriz Ux A, My 1 eg triangular inferior, se tiene que
la matriz MyA,1U% es también triangular inferior y por tanto

Id, 6 e (Idy 6 Id, 6 -
<9h H)MOAnlUX<0h 9):<9 9> MyAZU%,

de donde se obtiene que

Idy, 6

(3.2.8) AUk ( p 0) UxPy(z) = AyUxUx Po(2) = AnPpo(2).

De (3.2.7) y (3.2.8) se deduce que

n

/ P()dW R:()) = S APi(2) = P(2),

1=0

lo que concluye la demostracién del lema 3.2.3. D
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Cuando X es un ideal a la izquierda, también se satisface una propiedad
de homogeneidad de las funciones matriciales de Christoffel. Efectivamente,
para A € CNX¥ si escribimos

Anx,4(2) = inf{/ QAW (R)Q* () : Q(z) =4, Qe X GBIP’R,;lN},
entonces

Corolario 3.2.4. Si A € CVN*¥ y X es un ideal a la izquierda entonces

Anx,a(2) = Ay x(2)A".
Demostracién.

Tomemos el polinomio nicleo R,(t) para W en z con respecto a X @
]P]"V;IN. Entonces, por el lema 3.2.2 se tiene que A, x(2) = R;*(2).

Consideremos el polinomio matricial AR;!(2)R,(t) que evaluado en z
verifica AR;1(2)R,(z) = A. Como X es un ideal a la izquierda, el polinomio
matricial AR;'(2)R,(t) € X & P}, y por consiguiente

/ AR (2)R,()dW (1) R} (t)R;  (2)A* = AR;'(2)R,(2)R; (2) A*
= AR; 1 (2)A* = A\, x(2)A".

Para demostrar que para cualquier polinomio matricial P € X @ IP’%,_XlN tal
que P(z) = A, [ P(t)dW (t)P*(t) > A\, x(2)A* basta proceder como en
(3.2.5). O

3.3. Propiedad extremal de las funciones matri-
ciales de Christoffel en la recta real
En esta seccién, fijado un nimero entero h, 0 < h < N, dado un ideal

a la izquierda X C CV*¥ de dimensién hN, consideraremos la siguiente

relacién de equivalencia en el conjunto de las matrices peso en funcién del
ideal X:

(331)  vemx W si / Pl du(t) Q" () = / P(t) dW (1) Q*(2),
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para cualesquiera polinomios P,Q € X @ H"’]‘V;lN.

Demostraremos la siguiente propiedad extremal de las funciones matri-
ciles de Christoffel, donde se hard uso de las férmulas de cuadratura no
gaussianas encontradas en la seccién 2.2.2. del capitulo anterior.

Teorema 3.3.1. Sean X un ideal a la izquierda de dimensién hN y A el
siguiente conjunto
(3.3.2)

A = {ceros de Pn_1(t)} U{ceros de [UxPu(t)P; 2, (6)(AX) tUx)11}

que consta de a lo sumo (n — 1)N + h nimeros reales (ver teorema 2.2.5).
Entonces, para cada x € R\ A, A\, x(z) es la mdzima masa alcanzada en
x para una matriz de medidas v ~, x W, es decir,

(3.3.3) An,x(z) = max {v({z}) : v~y x W}.

Daremos explicitamente la matriz peso v, v ~, x W, que alcanza dicho
maximo.

Nota 3.3.2. Antes de demostrar el teorema, observemos que el conjunto de
matrices peso {v : v~y x W} (ver (8.8.1) para la definicién de la relacion
de equivalencia ~y, x ) coincide con el conjunto de soluciones de un cierto
problema de momentos generado por W. Mds precisamente, si denotamos
por Vy, x al conjunto de matrices peso siguiente

[tPdW (t) = [ dv(t), p=0,...,n.
Vax =4 v: C[t"dWw(t)=C [t"dv(t), CeX, ,
C [t"*24W (t) D* = C [t"*2du(t) D*, C,D € X.

entonces, es facil comprobar que v € Von_g x si y solo siv ~p x W.

Teniendo esto en cuenta, el teorema 3.3.1 es una extensién del teorema
3.1 [DL2, pp. 719].

La nota 3.3.2 nos sera de utilidad en los ejemplos con los que se finaliza
esta seccién que muestran que, en general, el maximo en (3.3.3) no se alcan-
za cuando z €{ceros de P,,_1(t)}U {ceros de [UxPy ()P, 1, (t)(A%) " 1U%]1.1}-

Probemos ahora el teorema 3.3.1
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Demostracién del teorema 3.3.1.

Fijemos z € R\ A y consideremos el polinomio nicleo R, para W en z
con respecto a X & IP’R,XlN dado en el lema 3.2.3. Por el lema 3.2.2 tenemos
que

Anx(z) = R H(x).

Para una matriz de medidas v con v ~, x W, por la definicién de
la relacién de equivalencia ~j, x (ver (3.3.1)), y teniendo en cuenta que
R, € X ® P}, se tiene que ’

O (2)) :/ (8 dW () R /Rz £) du(t) B2 (2),
y por tanto

(Anx(2)) 7" 2 Ra(2)v({z}) By (2) = (n,x(2) ™" v({2}) nx(2))

de donde deducimos que A, x(z) — v({z}) > 0 para todo v ~, x W, esto
es, An x(z) es una cota superior del conjunto {v({z}) : v~y x W}.
Para z € R\ A, tomemos ahora los nodos zx, k = 1, ...,m, y los coeficien-
tes de cuadratura I'y, ¥ = 1,...m, dados en el teorema 2.2.5. Consideramos
la matriz peso p = Y -, I'kds, . De la parte 1 del teorema 2.2.5, se sigue
que p ~p x W,y por la parte 2, se tiene para cierto kg, 1 < ko < m, que

-1
p({z}) =Ty, = (Z Pi(z ) + Pu(2)Uxk (I‘g'h z) UXPn(z)) :

Observemos ahora que la expresién anterior para el coeficiente de cua-
dratura I', coincide con la expresién (3.2.3) para la funcién matricial
de Christoffel A\, x(z) dada en el teorema 3.2.1. Tenemos por tanto que
p({z}) =Tk, = Ay x(z), de donde se deduce que A, x () es el maximo del
conjunto {v({z}) : v ~, x W} td

Veamos ahora que cuando z es un cero del polinomio matricial P,_1(t)
o un cero de la funcién racional matricial [Ux P, (£) P (£)(A%) " Uk 11, €l
maximo en el teorema 3.3.1, cuando existe, puede no alcanzarse.

Consideramos primero el siguiente ejemplo: Tomemos n = 2, Py(t) =
Idy, Pi(t) = tIdy y X = (; Claramente, t = 0 es un cero del polinomio
matricial P (¢).
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Por el teorema 3.2.1, tenemos que

1
Ao,x(0) =Y Pu(0)"Pi(0) = Idn,
k=0 ’

y de la demostracién del teorema 3.3.1 sabemos que Idy es una cota supe-
rior para las matrices de medidas p ~5 x W. Eligiendo

1 1

observamos que el supremo de p({0}), u ~2 x W, es Idy.
Supongamos que existe una matriz de medidas p ~3 x W tal que

p({0}) = Ao,x (0) = méx (1({z}) : v ~ox W) = Idy.

Segitn la nota 3.3.2 u ~2 x W siy solo si p € V3 x, esto es,

(3.3.4) / du(t) = Idy, / Ldp(t) = 6, / 2 du(t) = Idy.

Como p({0}) = Idy, se tendrd que p > §yldy y por tanto
Ty = [ dutt) > [ d(Idnso)(t) = Ta.

Por consiguiente, u = doIdn, pero [t>d(Idndo)(t) = 6 lo que contradice
(3.3.4).

Consideramos ahora un segundo ejemplo mostrando que el maximo en
(3.3.3) no se alcanza cuando z es un cero de la funcién racional matricial
[Ux Po() P, (t)(A2)"1U%]1,1. Tomemos n = 1, h cualquier nimero entero
tal que 0 < A < N y el ideal a la izquierda X dado por

_ Id, 6\ NxN | .
X_{O<9 0).06@ },

Consideremos P;(t) = tIdy (esto es, los coeficientes de recurrencia By = 6
y A1 = Idy).

Bajo estas condiciones, podemos tomar la matriz asociada al ideal X,
Ux = Idy (ver nota 2.2.4).
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Se tiene entonces que Ux Py(t)Py ! (t)(A})"1U% = tIdy, y por tanto
¢t =0 es un cero de [Ux P (t)Py ' (£)(A3) " U%]11-

Por el teorema 3.2.1, tenemos que A1 x(0) = Idy, y procediendo como
en el ejemplo anterior se puede demostrar que el supremo de p({0}), 1 ~1 x
W, esigual a Idy.

Supongamos que existe una matriz de medidas p ~1 x W tal que

1({0}) = A,x(0) = méx {v({z}) : v ~1 x W} = Idy.

Como p ~1 x W, segtn la nota 3.3.2, u € Vi x, es decir,

(3.3.5) / du(t) = Idy, C/tdp(t) =0, CeX,

(3.3.6) C / t?du(t)D* = CD*, C,D € X.
Dado que p({0}) = Idy se verifica que u > §gldy y por tanto

Tdy = / du(t) > / d(Idn ) (t) = Idy.

Se tiene entonces que u = doldy. Pero para cualesquiera C,D € X,
C [#?d(Idnbo){(t)D* = 0 que es una contradiccién con (3.3.6).

3.4. Comportamiento asintético

Nuestro objetivo en esta seccién es dar el comportamiento asintético de

(3.4.1) (Pa(2)") ™ Onxa (2) TP (2),

con X, un cierto ideal a la izquierda asociado al polinomio P,.

El comportamiento asintético se demostrard para polinomios matricia-
les en la clase de Nevai matricial (ver pag. 8 en los preliminares).

Cuando A es no singular, el comportamiento asintético de (3.4.1) viene
dado por la matriz peso para los polinomios matriciales de Chebyshev de
segunda especie (ver (1.0.17) en los preliminares).
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Para establecer los resultados de comportamiento asintético necesita-
mos la siguiente definicién: A, denotard al conjunto de los ceros del poli-
nomio matricial Py, i.e., los ceros de det(P,). Escribimos

T= (] My, donde My= |J A,
N>0 n>N

El resultado sobre el comportamiento asint6tico de (3.4.1) es el siguiente

Teorema 3.4.1. Sea (P,), una sucesidn de polinomios matriciales orto-
normales en la clase de Nevai matricial M (A, B). Elijamos M,, € CN*V
tales que A,M ! es triangular inferior, y consideremos los ideales a la
izquierda generados por My,:

Xn:{C(Izh Z)Mn : CechN}.

(a) Si z € R\T entonces

Hm (Pn(2)*) ™! (Mn,xa (2)) 7 P (2)

n—roo

3.4.2
(342) = AP () A+ (Idh 9) .

6 0

(b) Si ze€ C\R, entonces

lm (Pa(2)") ™ (An,x, (2)) 71 B (2)

n—00
(3.4.3) _ ——A* %FA’B(Z)A—I— Idh 9 ,
Sz g 0

donde la funcion matricial Fy p verifica la ecuacidn
A*Fy p(2)AFap(2) + (B — zIdN)Fap(z) + Idy =0, z€C\T,

y la convergencia es uniforme para z en subconjuntos compactos de C\
1
I'. Es mds, si A no es singular entonces F4 p(z) = /z—deA’B(t)’

donde W4 g es la matriz de medidas que ortonormaliza a los polinomios de
Chebyshev de segunda especie.
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El comportamiento asintético de las funciones de Christoffel dado en
el teorema 3.4.1 es una consecuencia de la asintética del cociente para los
polinomios matriciales en la clase de Nevai (ver (1.0.19) en los preliminares).

Vamos a demostrar el teorema 3.4.1

Demostracion del teorema 3.4.1.

Los ideales a la izquierda X, estdn generados por las matrices M,, que
verifican que la matriz A, M, ! es triangular inferior. Por tanto, podemos
tomar Ux, = Idy en el teorema 3.2.1. Las funciones matriciales de Chris-
toffel asociadas a X, ® P’;,;lN vienen dadas, segin dicho teorema, por

Anx, (2) = <2Pk(z *Pi(z) + Po(2)* (IZ" z> Pn(z))
Entonces,

(Pa(2)) ™ (An,x,(2)) 7 B (2)
R =, . . Id, 0
= (Pu(2)%) ( Py(2) Pk(z)> P; (z)+( ; 9),
k=1

y por tanto, basta demostrar el comportamiento asintético del primer térmi-
no.

(a) Si z € R\T, entonces P(z)* = P*(z). Derivando en (1.0.19) obte-

nemos
(344)  lim [Pl ()P () + Paa(e) (Pr(2) ] = (Fap(2) 4

Usando la férmula de Christoffel-Darboux dada por (2.3) de [D3] en p. 1182
(ver féormula (1.0.9) en los preliminares)

ZP;Z‘ VPe(2) = Pp_1(2)An P (2) — Py (2) AL, 4 (2),

tenemos que

* -1
sag) TG (ZPk (2) P z)) (2)

=P (2) 7 Py _1(2) An Py (2) P (2) — AL Py 1 (2) By (2)-
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Derivando la férmula P,(2)P, *(z) = Idy, obtenemos que
Pu(2)P; ! (2) + Pa(2) (P (2)) = 6,

y por tanto de (3.4.5) se sigue que

(P (z))” (ZP’C ) 1(2)

== Py (2) 7 Pr_1(2)AnPa(2) (B (2)) — ALPL_1 ()P (2).

n n

Usando que P;;_;(2)AnPn(2) es hermitica, z € R\ T, (ver [D3], (2,2) en
p.1182, 0 formula (1.0.8)) en los preliminares) finalmente obtenemos

n—1
x( 3 —1 . _
(3.4.6) (P (2)) (kz—:—o P (2) Py (z)) P7(2)
= A5 [P (2)(P7(2)) + Poa ()P (2)]

Basta ahora con aplicar (3.4.4).

(b) Si z € C\ R, entonces P(z)* = P*(z).

Aplicando ahora la férmula de Christoffel-Darboux dada en (2.1) de
[D3], p. 1182, (ver (1.0.7) en los preliminares)

Pn_l(z)*AnPn(z) — Po(2)*ALP,_1(2)
Z Py(2)" Pi(2 P ;

multiplicando la ecuacién anterior a la izquierda por (P,(2)*)™! y a la
derecha por P;1(z), obtenemos

(Zpk * Py z)) 1(z)

_ (Pa(2)) P (2)* An — AP 1 ()P (2)

z—Z

Basta ahora con aplicar el resultado sobre la asintética del cociente
demostrados en los teoremas 1.1 y 1.2 de [D4](ver (1.0.19) en los prelimi-
nares).

O
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n—1
Si escribimos Z P;(2)" Pj(z) en términos de la transformada de Cau-
7=0
chy de una cierta sucesién de medidas discretas (i )y, se puede dar otra
demostracién alternativa del teorema 3.4.1.

Si usamos la férmula de cuadratura con nodos en los ceros z,, k =
1,...,m, del polinomio matricial P,(t) y coeficientes de cuadratura las ma-
trices I'y, ;, dadas en el teorema 3.1 de [D3] (ver teorema 1.0.4 en los preli-
minares), obtenemcs

(3.4.7)
n—1 n-1 n—1
> Pi(2)*Py(2) =/ Pj(2)"P;(t) | dW(2) (Z Pi(t)*Pi(z))
J=0 Jj=0 =0
:Z z_:Pj(z)*P xnk nk(zp fvnk )
k=1 \j=0

Aplicando la férmula de Christoffel-Darboux (ver (2.1) de [D3] en p. 1182, o
férmula (1.0.7) en los preliminares) en (3.4.7), y usando que P, (zp %)Tnk =
Ly xPp(znx) = 0 (ver parte (4) del teorema 2.3 de [D3] o seguir el mismo
razonamiento que en (2.2.18)) podemos escribir

n—1
> Pi(2)*P(2)
Jj=0
_ i )" AL Pro1(Zn k) — Pro1(2)" AnPr(@n k) Tk
g n’
(3.4.8) k=1 7 Enk
) P;:_1(37n,k)AnPn(z) - P;(xn,k)A;Pn—l (z)
2 —Tnk
_ i Pn(z)*A;Pn—l(mn k)F P 1(37n k)A Pﬂ( )
N 1 IZ — Tp le

Por tanto tenemos
(3.4.9)

nZ_:P](z)*P](z) P;l(z):A;iPn—l(mn,k)FnkP 1(mnk)An.
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Consideremos ahora la siguiente sucesién de matrices de medidas dis-
cretas (), definidas por

m

(3.4.10) o= 0o Poi(@np)TnpPr_1(zng), n2>1,
k=1

entonces, (3.4.9) es igual a

(3.4.11) A / lz—;l—a—zdun(t)An.

La demostracién se sigue de utilizar el comportamiento asintético de
(tn)n como se da en [D2, secciones 2 y 4].



Capitulo 4

AUTOVALORES DE
MATRICES DE TOEPLITZ
POR BLOQUES

4.1. Preliminares

Sea W = (l‘i,j)gjﬂ una matriz de medidas definida positiva, y sea (Pp)n
una sucesién de polinomios matriciales ortonormales con respecto a dicha
matriz de medidas. Teniendo en cuenta la desigualdad 8 < W < (trW) Idy
(donde trW denota la medida traza de W), se tiene que cada medida y; ; es
absolutamente continua con respecto a la medida traza (tri¥). Por tanto,

las derivadas de Radon-Nikodym m ;(t) = %ﬂl—%}(% estdn bien definidas
r

salvo en un conjunto de medida nula para la traza. La matriz de funciones

o (dug)
M(t) = (mi (t))gj=1 - (dtrVTJ/(t))1§i,j§N

se denomina derivada de W respecto a su traza. La matriz M(t) que es
hermitica semidefinida positiva trW a.e., estd formada por funciones medi-

bles e integrables con respecto a trW, y para cualquier conjunto de Borel
A € R se tiene la igualdad

/ ME)deW () = W(A).
A

97
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Escribiremos entonces a lo largo de este capitulo
(4.1.1) dW (t) = M (t)dtrW (¢)

con M (t) la matriz de funciones derivada de la matriz de medidas W res-
pecto a su traza.

A una funcién matricial G : R — CV*¥ | verificando G(t)M(t) =
M (t)G*(t) paratodot € sop (trtW) y las entradas de "G (t) M (t) € L' (ttW),
n € N, le asociamos una matriz infinita de Toeplitz por bloques T definida -
como

(4.1.2) (T ) = / P(OGEMEP} ()daW (£),  i,j >0,

donde Ay; ;1 € CN*N denota el bloque [4, 5] de la matriz A = (A[i»jl)z'j>o'
Para cada n € N, consideraremos la matriz truncada de dimensién nN
de la matriz de Toeplitz , que denotaremos por (1), es decir,

(4.1.3)

(TG')]nN:
[ Po()G)YM )Py (t)dtrW (¢) ... [ Po(t)G()M(t)Pr,(t)dtrW (¢)
JPI)GE)YM (&) Py ()dtrW (t) ... [Pi(t)GE)M )P (t)dirW (t)

[ Poa()GOMEPIOAW () ... [ Paa()GEME)PL ()dtrW (1)

n—1

Sean {a:G,,}:l:]\; los autovalores (contando sus multiplicidades) de la ma-
triz de Toeplitz truncada (Tg)j,n (que son niimeros reales ya que (76)ny
es hermitica). Consideramos (0 n)n la sucesién de medidas contadoras de
los autovalores de (1), esto es,

1 niN
(4.1.4) o= — > Spg m20.

El objetivo de este capitulo es estudiar la relacién asintética entre la
sucesién de medidas (cgn)n y la sucesién de medidas contadoras (o), de
los ceros de los polinomios ortogonales, donde

1 nN
(4.1.5) On=—=3 0, 120,
niN P
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con {z;}7 los ceros del polinomio P, (t). La sucesién de medidas (on)n
corresponde con la sucesién (o), cuando G(¢) = tIdy, ya que, en este
caso, la matriz de Toeplitz truncada (Tg)),y de dimensién nN coincide con
la matriz de Jacobi (ver (1.0.3)) truncada Jj,y de dimensién nN, cuyos
autovalores son los ceros del polinomio matricial ortonormal n-ésimo P, (t)
(ver lema 2.1 de [DL1] o lema 1.0.2 en los preliminares).

El resultado principal de este capitulo, que probaremos en la seccién 2, lo
establecemos para las funciones matriciales G hermiticas que se comporten
“casi escalarmente con respecto a la matriz M”, esto es, aquellas funciones
matriciales G(t) tales que G(t)M(t) = M(t)G(t) = g(t)M(t), con g una
funcién escalar continua. Este resultado es el siguiente:

Teorema 4.1.1. Sea dW (t) = M (t)dtrW (t) una matriz de medidas defi-
nida positiva y (P,), una sucesién de polinomios matriciales ortonormales
con respecto a W. Sea G(t) una funcidn matricial hermitica tal que se com-
porta casi escalarmente con respecto a la matriz M, esto es, G(t) = G*(t)
y emiste una funcidn escalar g continua y acotada en sop(trW) tal que
Gt)M(t) = M(t)G(t) = g(t)M(t). Sean (0Gn)n Y (On)n las sucesiones de
medidas dadas por (4.1.4) y (4.1.5) respectivamente. Si eziste una medida
o tal que la sucesion (o,)n converge débilmente a o entonces

(4.1.6) lim oG, = g loo,

n—o0

donde

(41.7) (@™ 00)(8) = [ aldo(t),
con A C R un conjunto de Borel.

Es claro entonces que el teorema es cierto para funciones G de la forma
G(t) = g(t)Idy, con g una funcién escalar continua.

Veremos en la seccién 2 como construir a partir de la matriz M, fun-
ciones matriciales G que se comportan casi escalarmente con respecto a la
matriz M, completando la seccién con un ejemplo de una funcién matricial
G que no es escalar y tal que G(t)M(t) = M(t)G(t) = g(t)M(t), con g una
funcién escalar continua.

Finalmente, en la seccién 3 aplicaremos los resultados obtenidos en la
seccién 2 al estudio de las funciones de segunda especie matriciales.
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El problema de estudiar el comportamiento asintético de los autovalo-
res de la matriz de Toeplitz asociada a una sucesién de polinomios orto-
gonales (pp)n ¥ a una funcidn real g tiene diversas aplicaciones en fisica y
matemadticas. Por ejemplo, en [GS] se estudia dicha distribucién asintética -
bajo ciertas condiciones en la medida y exigiendo a la funcién g ser continua.
En [N1] y [N3], Paul Nevai estudié dicho problema imponiendo condiciones
mas débiles y demostrando que se tiene convergencia cuando la funcién
g pertenece a L. Posteriormente, Walter Van Assche estudié en [V] la
conexién entre la distribucién de los ceros de una sucesién de polinomios
ortogonales y el comportamiento asintético de los autovalores de la matriz
de Toeplitz asociada a dicha sucesién de polinomios, generalizando asi los
resultados obtenidos por Paul Nevai. Dichos resultados los generalizamos
en la seccién 2 de este capitulo para el caso matricial.

4.2. Demostracion del teorema 4.1.1

Dedicaremos esta seccién a la demostracién del teorema 4.1.1. La de-
mostracion sigue el mismo esquema que hace Walter Van Assche para el
caso escalar en [V], que a su vez procede como P. Nevai en [N3], aunque
aplica un resultado distinto para su demostracién.

Para establecer la relacién entre la convergencia de las medidas (0G5 )n
¥ {(0n)n necesitaremos una tercera familia de medidas que pasamos a definir.
Consideremos las matrices de medidas

n-1
(4.2.1) dun(t) = ﬁlﬁ S P()M(0) B (W (1), n > 0.
=0

Para una funcién G hermitica que se comporte “casi escalarmente con res-
pecto a la matriz M ” con G(t)M(t) = M(t)G(t) = g(t)M(t), y g una
funcién escalar continua, definimos las matrices de medidas G1ov,, n > 0
como

n—1
@22) [ 70d6 ov)t)=y 3 [ HG@ROMOP: OdeW 1),
=0

donde f es una funcién continua y acotada en g (sop(trtW)).

El teorema 4.1.1 serd una consecuencia del siguiente teorema —que
probaremos después— que establece la relacién asintética entre (ogn)n ¥
(G~ o).
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Teorema 4.2.1. Sean (0Gn)n ¥ (G710 vy)y las sucesiones de medidas
dadas por (4.1.4) y (4.2.2) respectivamente. Entonces, en las hipdtesis del
teorema 4.1.1, si existe alguno de los limites lim ogyn o lim tr (G_1 o I/n),
n—oo n—o0
eziste el otro y
(4.2.3) lim ogpn, = lim tr (G’_1 ovy).
n—o0 n—oo

Corolario 4.2.2. En particular, las sucesiones tr(vp)n y (0n)n Son asin-
toticamente equivalentes.

Demostracion. Efectivamente, recordemos que para G(t) = tIdy, las suce-
siones (0G n)n y (04 )n coinciden, y claramente, G~ ! o, = v,,. Basta ahora
aplicar el teorema 4.2.1. O

Estamos ya en condiciones para demostrar el teorema 4.1.1.

Demostracion del teorema 4.1.1.

Por el teorema 4.2.1, se tiene que el limite débil de la sucesién (ogn)n
coincide con el limite débil de la sucesién (tr(G™! o v,)),,. Basta entonces
demostrar que si (oy,), converge débilmente a o entonces (tr(G~! o vy))n
también converge débilmente a o. Para ello vamos a utilizar el método de
los momentos (ver teorema 1.0.12 de los preliminares). Sea [ > 0, por la

definicién (4.2.2) de las matrices de medidas G~! o v, se tiene que
(4.2.4)

/ thdtr(G7 o ) (8) = / g (t)tr (Blﬁnia-(t)M(t)P; (t)dtrW(t)) .
=0

Por el corolario 4.2.2, el limite débil de la sucesién (trvy, ), es el mismo
que el de (oy,),, entonces

(4.2.5)
n—1

dim g (t)tr (nLN > P)M)P; (t)dtrW(t)) = lim ¢! (t)dtrvn (t)
1=0

= lim [ ¢'(t)do,(t) :/g’(t)do(t) :/t‘d(G‘loa)(t),

n—o0

que concluye la demostracién del teorema, teniendo en cuenta que la funciéon
g es continua y que el soporte de la medida es compacto. O
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El resto de la seccién se dedicard a la demostracién del teorema 4.2.1.
La demostracién serd larga y requerird de dos lemas que tienen interés por
si mismos. Los enunciaremos a continuacién y los probaremos al final de la
seccién, de esta forma se podra seguir més comodamente la demostracién -
del teorema 4.2.1.

En el primer lema consideraremos unas funciones vectoriales auxiliares
que seran esenciales en la demostracién del teorema 4.2.1. Se trata de las
funciones que denotaremos por ¢ (t) € CV, k = 1,...,nN, cuyas entradas
son polinomios escalares de grado n — 1, que satisfacen, entre otras, ciertas
propiedades de ortogonalidad. Para definir estas funciones o(t) € C¥,
k = 1,..,nN, y demostrar sus propiedades (lema 4.2.3) serd suficiente
suponer que G satisface G(t)M(t) = M()G*(¢).

Sea (Tg)'n ~ la matriz de Toeplitz truncada de dimensién nN dada por
(4.1.3). Sean {sz}Zﬂ los autovalores de dicha matriz y vy, ..., van € C*V
un sistema ortonormal de autovectores a la izquierda de (7g)|,n- Es decir,

(4.2.6) (TGN = Tavi ¥y vivj =dij, 4,5 =1,...,nN.

Escribimos los vectores v;, i = 1,...,nN, como vectores filas por bloques,
esto es,

vi = (v, 0P Y, i=1,..,nN, v¥FeCV, k=0,..,n—1.

Definimos

(4.2.7) or(t) = Zu Pi(t)eC”, k=1,..,nN.

En lo que sigue, denotaremos por tr(B) a la traza de una matriz B. Veamos
en el siguiente lema que se demostrars al final de esta seccién las propie-
dades de estas funciones.

Lema 4.2.3. Sean i (t), k = 1,...,nN, los polinomios vectoriales definidos
por (4.2.7). Entonces se verifica que:

(1).- Parai,j =1,...,nN,

(4.2.8) / i ()M ()} (1) dtrW () = 6.
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(2).- Para 1,5 =1,...,nN,
(4.2.9) / ()G ()M () (H)dtrIV (t) = 61 jz

(8).- Para cualquier funcidn matricial C, se verifica

niN n—1
(4.2.10) D e(®CH)r () = tr (ZP( )C(t)P; (¢ ))
k=1 ;

En el segundo lema, consideramos otra sucesiéon de medidas vectoriales
(€n)n en este caso en R?:
(4.2.11)

)= oy > / [ ROM @)K 6 M) B ) (e W o),

n >0, con A C R? conjunto de Borel y K, (t,y) = Z?:—ol P} (t)Pi(y).
El interés de las medidas (£,), es que son asintéticamente equivalentes
a las medidas (v,), en el siguiente sentido:

Lema 4.2.4. Sean dW (t) = M (t)dirW (t) una matriz de medidas definida
positiva con sop(trW ) compacto y (P,)n una sucesién de polinomios matri-
ciales ortonormales con respecto a W. Entonces, dadas dos funciones f(t),
h(y), continuas y acotadas en sop(trW )

(4.2.12) lim / / FOR(y)dtren(t,y) = lim / F@)h(t)dtrvn(t).

n—oo

Estamos ya en condiciones de abordar la demostracién del teorema
4.2.1.

Demostracion del teorema 4.2.1.

Para demostrar que las sucesiones tr(G~louv, ), y (0G n) tienen el mismo
limite débil, consideremos f una funcién continua y con soporte compacto;
tenemos que probar que

(4.2.13) ‘ / F(t)docnt) / [ (G 0 ) (8)
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tiende a cero cuando n tiende a oo.

Para ello seguiremos los siguientes pasos:

PASO 1 Encontramos expresiones equivalentes de las integrales que
aparecen en (4.2.18) mds apropiadas para proceder posteriormente a su a-
cotacion. Concretamente probaremos lo siguiente: Si g, k =1,...,nN, son
los vectores dados por (4.2.7) entonces podemos escribir:

()

nN

@211) [ f(0doan(d - NZ [ t@ene M @ei O o),

(b)
(4.2.15)

1 niN
[ 10an& ov)) = =S~ [ Hla®)nOM@)ei )W (@),
1=0

Demostracion del Paso 1.

(a).- De la definicién (4.1.4) de las medidas (og,,) se tiene que

niN
[ 10doca) = ==Y f(zcs)

k=1

Por la propiedad (4.2.8) de los vectores ¢ podemos escribir

[ rtaoan = - Z / F (o) pr M (i (D)W ().

(b).- De la definicién (4.2.2) de las medidas (G~! o v,),, se tiene

n—1
[ e o)) = [ flatenr (ZamM(t)zz*(t)) e (0
1=0

aplicando la propiedad (4.2.10) de ¢, con C(t) = M(t), podemos escribir
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(4.2.16)

[ e tome) = - [ 1ot Zwk (O (1)

nN
1
= 3 [ He®e MW @),
=0
Se deduce ahora del primer paso, [(4.2.14) y (4.2.15)], que

(4.2.17)
T ON z/(f(mc',k) — f(g(®))pr(t) M (t)epy (1) dtr W (2).

Al ser f continua en sop(trW) compacto, es uniformemente continua
luego dado € > 0, sea § > 0 tal que si |t — y| < & entonces |f(t) — f(y)| <e.
Dividimos la integral (4.2.17) en dos:

/ )doga(t) /f Hdtr(G o ) (1)

L .Y |
HN;/{tlxc,k—g(t)K(f} ”N; {t: |zg,k—9(t)| >0}

PASO 2 Procedamos a acotar la primera integral:

(4.2.18)

(4219) Hy= nNZ / F(sar) = Flo®)or®) ML B W ().

t|zg,k— g(t)l<5}

Demostracion del Paso 2.
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Dado que M(t) es siempre semidefinida positiva, se tiene que

1B < NZ / 1 (@6.1) ~ 1 (0(6) e ()M (D)t ()drW ()

t:|zep— 9(t)l<5}

l/\

e Z / expu () M ()t ()t Y (1)

- £ Z [ oM@ 0w ) =
k=1

donde en la tltima igualdad hemos utilizado la propiedad (4.2.8) de las
funciones ¢y . Por tanto, |H;| tiende a cero, haciendo tender ¢ a cero. [J

Acotar la segunda integral en (4.2.18) serd un proceso mas arduo. En
primer lugar tenemos:
PASO 3 S

(4220)  H, = nNZ / Fl@er) — FaE)oe®)M(E)e (dtw (1)

t: oo r— g(t)|>5}

entonces

(4.2.21) |H21<— 9(t) 2o ()M (t) g}, (t)dtrW (¢ chk,

201l

con K = 52

Demostracion del Paso 3.

Como M (t) es siempre semidefinida positiva, @k (t)M ()¢} (t) también
lo es y por tanto, podemos escribir

#15] = nN}j |, Y ax) = Te@en MO W @

t: |$Gk Q(t)|>5}

< gy / Pk M (e (e (0.
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Desarrollando el cuadrado del dltimo término de la igualdad anterior y
aplicando la propiedad (4.2.8) de los vectores ¢ se tiene

(4.2.22)
nN ’
< (Z [ @i+ gter? - 2xc,kg(t)><pk(t)M(t)w;t(t)dtrW(n)
k=1

K niN niN
T AN (Z TGkt Y / 9(t)2 0k (8) M ()}, (1) dtr W (2)
k=1 k=1

niN
23 sax [ g(tm(t)M(t)w,:(t)dtrW(t)) ,
k=1

donde K = 2”({2““’
Para simplificar la expresién anterior, usamos la propiedad (4.2.9) de

Pk

SGx = / ok ()G M ()} () dtrW (1)
(4.2.23)

- / 9(8) o () M (2) g} ()t ().

Sustituyendo (4.2.23) en el dltimo término de (4.2.22) se obtiene (4.2.21) y
queda demostrado el paso 3.1. O

PASO 4 Encontramos ahora ezpresiones adecuadas para las dos ez-
presiones que aparecen acotando a |Hs| en (4.2.21); en efecto, se tiene

(a)
1 nN
(4.2.24) — )zl = (t)g(y)dtrén(t, y),
an;ka //g IR

donde (£p)n son las matrices de medidas vectoriales en R? definidas por
(4.2.11).
(b)

1 nN
4225) 5> [o@PaOMOp 0w = [ POdinno),
k=1

donde (vy)y, son las matrices de medidas definidas en (4.2.1).
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Demostracion del Paso 4.

(a).- Como {IL‘GZ}ZL:]\; son los’ autovalores de (Tg),n, se tendrd que

nN
2
{x%,i}i_l son los autovalores de ((TG)InN) ; entonces

ZzQG'k = tr ((Tc) InN Ztr( (T6)jnn) )[i,z']
= z—:tr ( </P (OGEM )P (t )dtrW(t))

< ([ BcwmMmE )
n—1
Ctr (Z [ [rwcwmer.cvemmuE (y)dtrW(t)dtrW(w) .

Finalmente teniendo en cuenta que por hipétesis
(4.2.27) G(t)M(t) = M(t)G(t) = g(t)M (t),

de (4.2.26) se obtiene (4.2.24), aplicando la definicién de las medidas ({)
dada por (4.2.11)

(b).- Teniendo otra vez en cuenta (4.2.27), aplicando de nuevo la pro-
piedad (4.2.10) de las funciones o (t) con C(t) = G(t)G(t)M(t) y por las
propiedades de la traza tenemos que
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nN

T2 [ (0P MO @)W 0
k=1 :
1 nN
> / ok ()G (1) G () M (£) o} (£)dexW (2)
k=1
n—1
(4228) - = % 2 / tr (P()G (£) G (&) M(t) P (1) dbe W (£))

_ / ( ZP GHM(H)G ()Pi*(t)dtrW(t))
_ / ( i Pi(t) M () P} (t)dtrW (¢ ))

1=0

De (4.2.28) se obtiene (4.2.25), utilizando la definicién de las medidas (vp)n
dada por (4.2.1).

a
PASO 5 El limite cuando n tiende a infinito de |Hz| es cero.
Demostracion del Paso 5.
De (4.2.21), (4.2.24) y (4.2.25), se tiene que
229) 1l < 2= | [ ggyaneay) - [ g2<t>(t)dtwn(t)| ,
basta aplicar ahora el lema 4.2.4, con
&) =9@) vy hy) = 9(v),
teniendo en cuenta que g es por hipétesis una funcién continua.
(]
O

Veamos ahora como, a partir de la matriz M, se pueden encontrar fun-
ciones matriciales G que se comporten casi escalarmente con respecto a la
matriz M. La construccién se hace de la siguiente manera:
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Primero: Elegimos una diagonalizacién de la matriz M(t) con matriz de
paso V (t) unitaria:

pl(t) 0
(4.2.30) Me)=ve)| @ . |ve,

0 pN(t)

y tal que sus autovalores {pj(t)};.v: , estén ordenados de forma cre-
ciente, esto es, para cada t € sop(ttW), p1(t) < ... < pn(t) (lo cual
siempre es posible ordenando para cada para cada t € sop(trW) los
autovalores de M (t)). En este caso, se tiene que sop(p1trW) C ... C
sop(pntrW) y por tanto, si escribimos

Ay = sop(prtrW) \ sop(px_1ttW),

se tiene que
- Si k #14,, entonces A; N A; = 0.

N
- U Ag = sop(trW),
k=1

por lo que (Ax)Y_, define una particién de sop(trW).

Segundo: Consideramos la siguiente funcién matricial G(t):

gl(t) 0
(4.2.31) GH=veyy o |V,

0 ... gn(®

tal que los autovalores {g;(¢) };.vzl, de G(t) sean “esencialmente iguales
con respecto a los autovalores {pj(t)};\’:1 de la matriz M” y tal que
gn (t) sea una funcién continua. Es decir, supondremos que la funcién
G(t) dada por (4.2.31) verifica la siguiente propiedad —que, como que-
da dicho, denominaremos “igualdad esencial de los autovalores de G
con respecto a los de la matriz M7’ :

(4.2.32) sit € sop (pptrW) entonces gx(t) = grr1(t) = ... = gn(2).
Denotamos g4, (t) = ¢i(t), t € sop (pxtrW), i =1,...,N.
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Se verifica entonces, como es facil comprobar, que G ()M (t) =M (t)G(t)=
gn (t)M (t). Efectivamente, por la construccién de G podemos escribir

(4.2.33) G(t) =) 94, ()X, (V) I4V ()", t € sop(trW)
donde
0, 1#57;
Tajj =40, i=7<k
1, i=j>k

Para cada t € sop(trW), se tiene que

Y94 OXa, (O =9n(t) y VOV @) M(t) = M)V () LaV* (1) = M (2);

Teniendo esto en cuenta, y multiplicando en (4.2.33) por M(t), se deduce
directamente que G(t)M(t) = M(t)G(t) = gn(t)M(t), y habiamos elegido
gn continua, por tanto, la funcién matricial G que hemos construido se

comporta casi escalarmente con respecto a la matriz M.
EJEMPLO: Sea

M(t) = Xj-1,(t)
|t| cos? X[, %]( )+(1+|t) sen®t  cost sent (lth[_—2_l

: J(6-1-1)
cost sent (H [Tx’%](t)—l—|t|) It'Sen2tX[:21_’%](t)+(1+|tDCOSzt

[N

’

B 1 cos2tX[ 4] (t) +sen®t  costsent ( [Tl %] () - 1)
G(t) = (t2 ) cost sent X[Tl %](t) - 1) sethX[—Tl ]( )+

1
2

Claramente, no existe ninguna funcién g escalar tal que G(t) = g(t)Idn.
Se tienen las siguientes diagonalizaciones:

M) = cost —sent |t|X[_71’%](t) 0 cost sent)
~ \sent cost 0 (1+[8)X[_1,17(t) | \—sent cost/’
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G(t) = cost —sent (tQ—%)‘X[—Tl,%](t) 0 cost sent
(t) = sent cost 0 (t2 — 1) J \—sent cost/’

y facilmente se compueba que el producto

GHM() = MHG() = G - t2> M),

por tanto, la funcién matricial G se comporta casi escalarmente con respecto
a la matriz M.

Finalizamos esta seccién demostrando los lemas 4.2.3 y 4.2.4.

Demostracidn del lema 4.2.5.

(1).- Teniendo en cuenta la ortogonalidad de la sucesién de polinomios
matriciales (P,), con respecto a la matriz de medidas W, sustituyendo la
definicién de ¢;(t) (ver (4.2.7)) y utilizando (4.2.6) obtenemos

A n—1
[ eawgo = 5o [ reawe roe

1,h=0
n—1
Le 1
= Zvi(vj)* = 05 = 0ij.
=0

(2).- Usando de nuevo la ortogonalidad, (4.2.7) y (4.2.6)

n—1
[ wcwar e o = Y- o [ A6 e RO

1,h=0

= 'Ui(TG)InN'U; = I‘G,i(si’j.

(3).- Sea U la siguiente matriz de dimensién n/N x niN
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que es unitaria (ver (4.2.6)). Por la definicién (4.2.7) de @;(t) se tiene

Py(t) p1(t)
U : = : .
Pn-—l (t) PnN (t)

Entonces, para cualquier funcién matricial C,

Po(t)

U( s )G(t)(Pa(n o P )T
P, 1(t)

e1(t)

(4.2.34) = : )C(t) (O1(t) ... @rn(®)

©nn (t)

e1t)C (1) ... ‘Pl(t)C(t)‘PZN(t))

Pan(B)C)1 () ... onn(B)C()@h N (t)
Por tanto, se verifica

Py(t)
tr | U : Ct) (Pp(t) ... Pr (1)U
(4.2.35) Pra(t)

nN
= e ).
k=1

Por otro lado, para cualquier matriz B y cualquier matriz unitaria V
tr(VBV*) =tr(B), por tanto,

Py(t)
w|lU|  |lew @@ ... P @)U
. Pn—l(t)

Py(t)
(4.2.36) . o (B ... Pr)
Pn—l(t)

n—1

= St (BECEH P ().

=0
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De (4.2.35) y (4.2.36) se deduce (4.2.10), con lo que se concluye la demos-
tracién del lema 4.2.3. 0

Demostracion del lema 4.2.4.

Nos restringimos a funciones continuas en sop(trW). Vamos a demostrar

que
U/fwMWMéww—/ﬂmmmmﬁﬁ

tiende a cero cuando n tiende a infinito. Para ello seguimos los siguientes
pasos:

PASO 1 Se tiene que

(4.2.37)
/ / FOdtrentty) — [ FOaA0 = —
/ / 7(8) R(E))tr (B (t, ) M (8) K (1) M (y)) dixW ()t (3) (2,

donde Ky (t,y) = 207y PF(t)Pi(y).

Demostracién del Paso 1.

Notemos primero que K (t,y) = K,(y,t). Como para cualesquiera ma-
trices B y C se tiene que tr(CB)=tr(BC) y la traza de la suma de matrices
es la suma de las trazas, se verifica que

(4.2.38)
n—1
D Bt M () Kn(t, y)M ()P} (1)) —tr<ZP* yIP ()M () K (t,y)M(y)>
=0
= tr (Kn(y, ) M(8) Kn(t, y) M (y)) =tr (K5 (¢, y) M (t) Kn(t, y) M (y)) -

Teniendo esto en cuenta, y aplicando la definicién de &, (ver (4.2.11)),
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se obtiene
(4.2.39)
1 n—1
[ [ romassien =253
//f M () K, (t,y) M (y) P} (y)) dtrW (t)dtrW (y)
“nN / / F@O)R(y)tr (K5 (8, y) M () Kn (2, y) M (y)) dix W (2)dtrW (y).

Por otro lado, de la definicién de v, (ver (4.2.1)) teniendo en cuenta
que

t)_/Kty V)b (y)
y aplicando de nuevo las propiedades de la traza, se verifica que
(4.2.40)

/ FOAE)dtrun (2)

— Z / PR (P M) P (1)) dorV (1)

nNZ/f )h(t) tr( t)M (1) /Kn(t y)M (y) P} (y)dtrW (y ))dtrW(t)

= / / FOREO (K2 () M) Kn(t, ) M(y)) dxW (6)dte WV (y).
De (4.2.39) y (4.2.40) se deduce (4.2.37). U

Dado € > 0, sea § > 0 tal que si |t — y| < d entonces |h(t) — h(y)| < €.
Dividimos la integral (4.2.37) en dos:

(4.2.41)
/ [ remtdeatt,) ~ [ 1Oy e
-5/ / I (G (6, )M (0) K (1, 9) M ()W (8)dux W (1)

| (/ L )
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PASO 2 Acotacion de la primera integral.

Demostracion del paso 2.

Llamamos

(4.2.42)
H =

1 *
nN / /,{_(;,L(?(y) —h())tr (K (8, y) M () Kn(t, y) M (y))dtrW (y)dex W (2).

Como K} (t,y) M (t) K, (t,y) es semidefinida positiva (ya que M (¢) lo es),
por el teorema de Fejer (ver [HJ], pag. 459 o 1.0.10 de los preliminares), se
verifica que para cualquier matriz A semidefinida positiva,

tr(K5 (8, y) M (1) Kn(t, y)A) 2 0,
en particular, para 4 = M(y), entonces

tr (K (¢, y) M () Kn(t,y) M (y)) 2 0.

Consecuentemente, teniendo en cuenta que

/ / b (K (1, 9) M () Kn (1, 9) M () dtrW (£)dxW (3) = N,

se tiene que

(4.2.43)
lHll <
o7 [ £ OUR) OIS 2.0 M K )M e (0
< e [ [ b0 (30 0)M () Knt) M) decW (s )
= 1flloe;

que tiende a cero haciendo tender € a cero.

PASO 3 Acotacion de la sequnda integral.
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Demostracion del paso 3.

Llamamos

(4.2.44)
Hy =

n—lﬁ / /lf (tl)ﬁg(y)—h(t))tr(ffi{(t, V)M (8) Kn (t, ) M(y)) dscW () dtrW (2).
i—y|>

Entonces, al igual que en la demostracién del paso 2, podemos realizar la
siguiente acotacin:

(4.2.45)
|H2l

<o 1)) B0l (6 )M (Ko 1:0)M () s (e ()
t—y|>
<l o2 oo

[ =0t e MO K t,0) M @) drW (ix )

1 1
=m||f’|002”h|[oo'6—2

S [[ -7 MO M) P; ) de (e (),
=0

donde en la Ultima igualdad hemos utilizado las propiedades de la traza.

Aplicando la férmula de Christoffel-Darboux

Kn(t,y) = Fii(®)4nF ”(yz/i f n (8)Ar Pr—1(y)

b
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se obtiene

(4.2.46)

n—1
$ / (y — 2P (8) M () Kn (£, y) M () P (y)derW (£ derW (y)
=0

= Py nin -P; ; n—
<5 //gy_t)zﬂ(t)M(t) a0 Po ) PO P 0) o,

dtrW (¢)dtr W (y)

n—1
-3 / / (v~ P ()M () (Pry (£) AnPa () — P (£) A% Pacs () M (3) 5 (3)
=0

dtrW (t)dtrW (y);

Desarrollando la dltima expresién obtenida en (4.2.46), por las propie-
dades de ortogonalidad de (F,), y aplicando la férmula de recurrencia de
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tres términos para (P,), (ver (1.0.1) en los preliminares) obtenemos

(4247

> // PR OMO K. (£ )M )P, ) daW (s (1)

= Z ( / / yPi ()M (1) Pr_y (8) An Po(y) M (y) P} (y)dbx W (2)dtr W (y)

/ [ enic 1 (8) An Pa () M (y) P (y)dta W (£) dis W (3)
/ / YR () M) P} (£) A Pa 1 (4) M (y) P} (y)dirW () dtr W ()
+ [[ M ORI 0 4P ) M) B ) (0 )

= [ [ vPr MO P (040 Pal) M) Py ()W (s )
+ / / tPae1 ()M ()P (8) Al P () M (y) Py () drW (2)dexWV (3).

=A, /yP _1(y)dtrW (y)
/ / tP, 1 ()M (8) P} (2)dtxW () A%
= 24, A

de (4.2.45) y (4.2.47) se sigue que

2
|Ha| < —gtr (AnA}),

1 .
donde K = |[f|]oo2||hl|0032—. Por tanto, |H3| tiende a cero cuando n tiende

a infinito, teniendo en cuenta que por hipdtesis sop(trW) es compacto, y
esto es equivalente a decir que los coeficientes A, estdn acotados (ver pag.
4 en los preliminares). O

a

Corolario 4.2.5. Si los coeficientes de recurrencia de los polinomios (Pp)p,
(ver (1.0.1)) verifican que lim, A, = A, lim, B, = B, con A hermitica y
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no singular, entonces, para cualquier funcién matricial hermitica que se
comporte casi escalarmente con respecto a la matriz M, con G(t)M(t) =
M(t)G(t) = g(t)M(t) donde g continua acotada en sop(trW ) se tiene que

, _ 1
(4.2.48) nhféoac’" =g lotr <NXA’B> ,
donde X 4 p(t) es la matriz de medidas que ortonormaliza a los polinomios
de Chevyshev de primera especie (ver (1.0.18) en los preliminares).

Demostracion.

Cuando los coeficientes de recurrencia de los polinomios (P, ), verifican
que lim, A, = A, lim, B, = B, con A hermitica y no singular, se tiene
que la sucesién de medidas (o,), converge a tr(%XA,B), con X4 p(t) la
matriz de medidas que ortonormaliza a los polinomios de Chevyshev de
primera especie (ver lemas 2.1 y 2.2 de [DLS] o lemas 1.0.6 y 1.0.7 de los
preliminares).

Basta entonces aplicar el teorema 4.1.1.

O

Queda por estudiar la convergencia de la sucesién de medidas (oG n)n
para el caso general cuando G es una funcién matricial verificando que
G(t)M(t) = M (t)G*(t). Sospechamos que en tal caso no tiene por qué exis-
tir convergencia aunque no hemos podido encontrar un contraejemplo.

4.3. Abplicacién: Funciones de segunda especie ma-
triciales

Dada una sucesién (pn), de polinomios escalares ortogonales con res-
pecto a una medida definida positiva p, las funciones de segunda especie
{fn(t)},>0 se definen por la integral

z
1t = [ B aw @), 1€ C\sopiu)

Estas funciones aparecian ya en el trabajo fundamental de Stieltjes [S] a
finales del siglo XIX y surgen de manera natural, ya que son los numeradores
del limite de ciertas funciones continuas.
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Las funciones de segunda especie matriciales {gn(t)},>o estin definidas
por la integral -

(4.3.1) | gn(t) = / Pi(fldW(a:), t € C\ sop(trW)

t—=x

Si (@Qn)n es la sucesién de polinomios matriciales de segunda especie
dada por (1.0.4), podemos escribir

i) = [P T gy 4 [Pl gy

t—zx -z

(4.3.2) 1
= Qn(t) + Pp(t) / de(a:), t € C\ sop(trW).

Con esta expresién de las funciones de segunda especie se puede com-
probar ficilmente que la sucesién {gn(t)},, satisface la misma relacién
de recurrencia que la sucesién (P,), (ver (1.0.1) de los preliminares) con

condiciones iniciales g_;(t) = A7! y qo(t) = / t—_lzv—dW(a:) (luego qo(t) es

la transformada de Stieltjes de la matriz de medidas W).

La aplicacién del teorema (4.2.1) a las funciones de segunda especie es
la siguiente

Proposicién 4.3.1. Sean W y (P,),, una matriz de medidas con sop(trW')
compacto y la sucesion de polinomios matriciales ortonormales con respecto
a W respectivamente. Sean {a:z}?i\:(l los ceros del polinomio matricial P,(t),
y sea (opn)n la sucesion de medidas contadoras de dichos ceros, donde re-
cordemos

1 nN
(4.3.3) Op = —— Z z;5 n > 0.
nN i=1

Si existe una medida o tal que la sucesidn (oy)n converge débilmente a o
entonces

n—co

4.3.4) lim ¢ L3 0Pz | = [ —Lodo(z) t e C\ sop(trW¥)
(434) Jin (-5 S al0F 0 — [ 7do(@) teC\sop(u W)

y la convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de C\ sop(trWV).
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Demostracion.

Dado k = 0,...,n — 1, por la ortogonalidad de los polinomios (Pp)n
podemos escribir

(4.3.5)
awPi0 = [ D aw @) pz 0
~ [ 2w @) (B ) - mie + [ aw )z
:/Pk(x)dW(a:)P’: ti:?(‘”) +/f’“_(”;)dW(x)Pg(x)

t—x

= / Pi(z) dW (z)P; (z), t € C\ sop(ttW).

Sea (vp)n la siguiente sucesién de matrices de medidas dada por (4.2.1),
esto es,

(4.3.6) dvn(z) = — ZPi(a:)dW(x)Pi*(x), n>0.

De (4.3.5) se sigue

1 & \ 1
o 2 OB = [ i)

por tanto, para demostrar la proposicién, tan sélo habria que ver que la
sucesién de medidas tr(v,) converge débilmente a la medida o, ya que, para

cada t € C\ sop(trW) la funcién fi(z) = : !

sop(trW).

Pero por el corolario 4.2.3, las medidas tr(v,) y (on)n son asintética-
mente equivalentes, por tanto, como por hipétesis (o,), converge a o se
tiene que tr(v,) converge débilmente a la medida o.

La convergencia en subconjuntos compactos de C \ sop(trWW) se sigue
del teorema de Stieltjes-Vitali (ver teorema 1.0.11 de los preliminares),

es continua y acotada en
x

ya que las entradas de dvy,(z) estin uniformemente acotadas en

—-z
subconjuntos compactos de C \ sop(trW¥).
U



Aplicacién a las funciones de segunda especie matriciales 123

Corolario 4.3.2. Si los coeficientes de recurrencia de los polinomios (Py)n
(ver (1.0.1)) verifican que lim, A, = A, lim, B, = B, con A hermitica y
no singular y B hermitica, entonces,

n—00

lim 4n(OP;(0) = [ —dXas(@), t €T\ sop(uri¥),

donde X 4 p(t) es la matriz de medidas que ortonormaliza a los polinomios
de Chevyshev de primera especie (ver (1.0.18) en los preliminares).

Demostracion. De (4.3.5) se tiene que

P,
)P0 = [ L aw@)Pi@), 1€ C\soplor),
Basta aplicar ahora el corolario 3.3 de [DDa] (Ver lema 1.0.13 de los preli-
minares), teniendo en cuenta que para cada z € C \ sop(trW) la funcién

filz) = t_l

es continua en sop(trW).
T

O
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