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Introduccion

Como es bien sabido los espacios de sucesiones escalares comenzaron a -es-
tudiarse a comienzo de este siglo. Este estudio no sélo fue creciendo desde un
principio, sino que se diversific6 dando lugar a temas de investigacién en otras

direcciones, surgiendo distintas generalizaciones de los espacios de sucesiones.

Los nombres de insignes matematicos como Hilbert, Fréchet, Schmidt, Fis-
cher y Riesz estan ligados a los que se pueden considerar primeros estudios en
este terreno, como son las propiedades del espacio de sucesiones de cuadrado
absolutamente sumable, £2, el espacio de todas las sucesiones numéricas, w, y
los espacios de sucesiones absolutamente p-sumables, ¢7. En la década de los
ahos treinta publican Ko6the y Toeplitz su trabajo sobre dualidad entre un es-
pacio de sucesiones y su a—dual. Mackey, en la década siguiente, introduce el
concepto de par dual y topologia polar. Y aunque esta relacién nc pretende ser

exhaustiva, sino marco para situar el trabajo realizado-en esta memoria, son muy

vil
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importantes en este terreno las aportaciones, entre otros, de Komura-Komura,
Maddox, Ruckle, Valdivia y Vogt.

Orlicz en los ahos treinta da dos definiciones de convergencia incondicional de
una serie infinita de elementos de un espacio de Banach (si cualquier reordenacién
de la serie es convergente, o si cualquier subserie es convergente) y demostré que
ambas definiciones eran equivalentes. En los afios cincuenta y sesenta se empiezan
a estudiar los espacios de sucesiones con valores en un espacio localmente convexo
por los autores Grothendieck y Pietsch, y le siguen, entre otros, De Grande-De
Kimpe, Rosier, Lurje, Florencio y Patl més recientemente. Estos espacios de
sucesiones con valores en un espacio normado o en un espacio localmente convexo,
constituyen una generalizacién de los espacios de sucesiones escalares.

Otra generalizacién consiste en considerar aplicaciones de un conjunto cual-
quiera X, en lugar del conjunto de los nimeros naturales IN, en el cuerpo K de los
numeros reales o complejos. Si X es un espacio de medida y se consideran funcio-
nes medibles, se tiene otro campo de investigacién que también fue iniciado en los
afos cincuenta, entre otros autores, por Lorentz, Dieudonné, Cooper y Halperin.
Si X es un conjunto de indices cualquiera (que en adelante representaremos por
I) se obtiene una familia de escalares.

Quizas fuese Moore en [36] el primero que reemplazé el conjunto IN en la
definicién de sucesién, por un conjunto cualquiera y considerase de esta forma,
por primera vez, familias escalares. En dicho trabajo define una suma general
Emi, demuestra que si esa suma existe, entonces los z; son nulos salvo, a lo
134
sumo, en una cantidad numerable, y demuestra que en ese caso existe Y |z;|.
Cabe sefialar aqui el trabajo, més reciente, de Bierstedt, Meise y .Summe;g Isobre
espacios escalonados. Asi como los de Drewnowski, Florencio y Patl sobre la
tonelacién de espacios de familias vectoriales; y el de Kakol y Roelcke sobre el

mismo tema.

Hildebrandt en [20] indica que la suma general ) _ z; puede extenderse al caso -
134
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en que las z; pertenezcan a un espacio de Banach, manejando d¢ esta manera
familias vectoriales, v si dicha suma existe, entonces también se verifica que los
z; son nulos salvo, a lo sumo, una cantidad numerable de los mismos. En el
estudio de los espacios de familias vectoriales son importantes las aportaciones
de Drewnowski, Florencio y Paiil sobre la tonelacién de espacios de familias aco-
tadas con valores en un respacio normado tonelado, si el conjunto de indices no
es medible. Asi como el trabajo de Kakol y Roelcke sobre la tonelacién de los
espacios #P-suma directa de espacios seminormados (para 1 < p < o0).

En esta memoria trataremos con espacios de familias escalares y con espacios
de familias con valores en espacios normados. Actualmente el estudio de los
espacios de sucesiones estd perfectamente sistematizado y recogido en numerosos
textos. En el caso de los espacios de funciones definidas sobre un conjunto al que
se le dota de una topologia, o bien en el caso de espacios de funciones medibles
definidas sobre un espacio de medida, existen textos donde se recogen también
de manera sistematizada resultados sobre distintos temas. No ocurre asi con los
espacios de familias escalares o vectoriales, de los que existen muchos resultados
pero, la mayoria de las veces, recogidos a continuacién de otro similar en el caso
de los espacios de sucesiones.

Esta memoria es el resultado del trabajo realizado al resolver el siguiente
problema propuesto por los profesores Florencio Lora y Fernandez Carrién: es-
tablecer la tonelacién y ultrabornologia de un espacio A-suma de espacios nor-
mados, siendo A un espacio de familias escalares. Los resultados que recogemos
sobre familias escalares no constituyen una relacién exhaustiva de todos los que
se conocen hasta el momento, sino que sélo sehalamos los que necesitaremos mas
adelante para resolver el problema planteado con familias vectoriales.

Recientemente, Drewnowski, Florencio y Pail han demostrado en [12] que si ]
es un conjunto de indices cualquieray 1 < p < o0, €l espacio £f-suma £7{(E;)} es
tonelado si, y sélo si, todos los espacios normados E; son tonelados. Esto extiende

un resultado que para espacios de sucesiones vectoriales habia establecido Lurje



INTRODUCCION X

en [29]: si cada espacio E, es tonelado, entonces los espacios £?{(E,),}, con
1 < p <€ o0, son tonelados.

Para el caso £$°{(E;)}, Drewnowski, Florencio y Pail han demostrado en [14]
que si I es un conjunto de indices, E es un espacio normado tonelado y card([)
6 card(E) no es medible, el espacio £ {(E;)} es tonelado.

Por otra parte, Kakol y Roelcke en [23] han demostrado también que si (E;)ier
es una familia de espacios seminormados y 1 < p < o0, entonces E’}'{(Ei)} es
tonelado si, y sdlo si, todos los E; son tonelados. Sin embargo, la definicién
que establecen dichos autores para el espacio £°{(E;)} hace que sélo consideren
familias con, a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas no nulas.

Otros resultados conocidos hasta ahora sobre la tonelacién o bornologia de
espacios de familias, se refieren a espacios de sucesiones. Pero hay que sefalar
que en muchos de los casos las sucesiones toman valores en un espacio localmente
convexo.

Marquina y Sanz Serna establecieron en [33] la casi tonelacién del espacio
de sucesiones co(E), siendo F un espacio localmente convexo. En el articulo
de Mendoza [35] se obtiene la tonelaéién del espacio ¢o(E). La bornologia y
ultrabornologia de dicho espacio la estudiaron Marquina y Schmets en [34], y
Defant y Govaerts en [6]. Estos tltimos, como consecuencia de su estudio sobre
espacios CB(X, F).

La casi tonelacién (bornologia) y tonelacién (ultrabornologia) de £o(E), sien-
do E un (DF)-espacio, la establecen Bierstedt y Bonet en [1].

Para un espacio de sucesiones escalares cualquiera A y un espacio normado
E, Florencio y Patil establecen en [16] que A\, {E} es casi tonelado (siendo A, el
subespacio regular de A); y que A\ {E} es tonela&b si, y sblo si, E es un espacio
tonelado. |

Florencio, Paul y Séez en [17] demuestran que si cada espacio normado E, es
tonelado, entonces A, {E,} es tonelado y que si A, es'bornolégico, entonces A, { E, }

también lo es. Sdez, en su tesis doctoral [45, Cap. II Teor. 7.6}, establece que si A
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es un espacio normal de sucesiones tonelado, siendo su dual fuerte su a—dual y £
es un espacio normado, entonces A(E) es tonelado si, y sélo si, E es tonelado. En
la demostracién de este resultado interviene fuertemente el hecho de que se trata
de un espacio de sucesiones. El razonamiento alli empleado no es valido si en lugar
del conjunto de los nimeros naturales IN se considera otro conjunto de indices
I con card(l) > card(IN). Por dltimo, sefalar que Diaz, Fernandez, Florencio
y Pail en [10] han estudiado en distintos casos la bornologia y ultrabornologia
del espacio ce sucesiones vectoriales A{E}, donde A es un espacio de sucesiones

escalares y £ es un espacio localmente convexo.

En esta memoria establecemos la tonelacién, ultrabornologia y completitud
de un espacio A-suma de una familia de espacios normados (E;)ies en los dos

casos siguientes:
1. cuando card(]) no es medible.

2. cuando card(E) no es medible, siendo todos los E; = E.

Como consecuencia de este trabajo obtenemos, ademas, otra serie de resulta-
dos. Algunos son simples extensiones al caso de familias de propiedades conocidas
en los espacios de sucesiones tanto escalares como vectoriales. Otros tienen in-
terés por si mismos. Todos ellos constituyen la presente memoria, que hemos

ordenado en dos capitulos y cada uno de ellos en varias secciones.

En el primer capitulo tratamos de los espacios de familias escalares A. En la
primera seccién recogemos las definiciones béasicas de familia de escalares, espacio
de familias, espacio normal, proyecciones sobre un espacio de familias, espacio a—
dual X\* y subespacios seccionales. También enumeramos una serie de ejemplos
de espacios de familias a los que nos referiremos a lo largo de la memoria.

En la segunda seccién describimos las topologias que vamos a considerar en los

espacios de familias escalares. Estardn definidas por un sistema de seminormas
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sobre el espacio en cuestién, o bien, por lo que Rosier denomina en su tesis [42]
y en [43] un sistema topologizante normal, formado por un determinado sistema
de subconjuntos del espacio a—dual. Las denominaremos 7-topologias y casos
particulares de las mismas son las topologias normal, la de Mackey y la fuerte del
par dual (A, AX), entre otras.

La seccidn tercera recoge los resultados que necesitaremos mas adelante sobre
la completxtud de un espacio de familias escalares. En estos espacios, Como en
los de sucesmnes, se sigue verificando el Teorema de Schur; y en relacion con la
topologia normal se verifica que un espacio es perfecto si, y sélo si, es completo.
Un resultado muy 4dtil en lo que sigue y que recogemos en esta seccién, se refiere a
que si el espacio de familias ) es normal, entonces‘ A% es sucesionalmente completo
con la topologia o(A*, A). Esto implica que si ) es un espacio normal, entonces en
XX se verifica el Teorema de Banach-Mackey. Estudiamos cuando es completo un
espacio de familias y si no lo es, cuél es su completacién. Es interesante resaltar
que en este caso la completacién de un espacio de familias escalares sigue siendo
un espacio de familias y la topologia con que se le dota es una 7-topologia.
Por dltimo, demostramos que si el espacio A es localmente completo, entonces
determinados subespacios de A también son localmente completos.

La cuarta seccién se dedica al estudio de la convergencia de secciones. Se
recuerdan las definiciones de familia y espacio que tiene la propiedad AK y se
demuestra que un espacio de familias con una topologia compatible con el par
dual posee la propiedad AK. Como, si A es normal, las topologias 8*(A,A*) y
B(X,A*) coinciden, interesard estudiar la convergencia de las secciones cuando
se dota al espacio con la topologia fuerte. Surge asi la definicién del subespacio
regular A, como la clausura de ¢; en A con la topologia B(A, A%). Se demuestran a
continuacion algunas propiedades del espacio A, y, entre ellas, que dicho espacio
con la topologia inducida por la fuerte es tonelado. Demostramos a continuacién
una propiedad que tienen las familias que poseen la propiedad AK en un espacio

dotado de una topologia normada o metrizable, como es que, a lo sumo, tienen
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una cantidad numerable de coordenadas no nulas.

En la seccién quinta, con la que termina el primer capitulo, se caracterizan
los espacios normales de familias escalares tonelados. Aqui cabe indicar que una
propiedad caracteristica de los espacios normales de sucesiones que son tonelados,
es que son separables. En el caso de los espacios de familias obtenemos que existe
un subconjunto denso en el espacio (cuando se le dota con la topologia fuerte
B(A,X*)) y con cardinal igual al card(I). Terminamos la seccién demostrando

que si el espacio es casi tonelado, entonces ciertos subespacios también lo son.

Con el fin de hacer mas cémoda la lectura de algunas secciones de este primer
capitulo, se han omitido las demostraciones de algunos resultados de tipo técnico,
cuando las mismas se obtienen por un método similar que las correspondientes
en los espacios de sucesiones, extendiendo simplemente a un conjunto de indices
I lo que alli se dice para IN. En estos casos se hace referencia de dénde se puede
ver la demostracién para espacios de sucesiones. No obstante, en algiun caso se

ha incluido la demostracién y ésta aparece en letra pequena.

El segundo capitulo trata de los espacios de familias vectoriales con valores en
espacios normados. En la primera seccidn se recogen las definiciones de espacio
A-suma de espacios normados: el espacio que representaremos por A{(E;)}. Y
las de espacio normal, proyecciones sobre el espacio, subespacios seccionales y

relacionamos algunos ejemplos.

En la segunda seccién describimos las topologias que consideraremos en el
espacio A {(E;)} y son las que usualmente se definen a partir de la T-topologia
del espacio de familias escalares ), y de la topologia definida por la norma en
cada espacio E;. A continuacién recordamos la definicién de la propiedad AK
para estos espacios y demostramos que el espacio A {(E;)} posee la propiedad AK
si, y sblo si, la posee el espacio de familias escalares \. Se recogen a continuacién
la definicién de subespacio regular (A {(E;)}), y deducimos algunas propiedades

como consecuencia de algunas proposiciones anteriormente demostradas.
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La completitud del espacio de familias A {(E;)} la estudiamos en la tercera
seccién. Demostramos, en primer lugar, que si los espacios E; son completos
'y el espacio de escalares A dotado de una T-topologia es completo, sucesio-
nalmente completo o localmente completo, entonces A {(E;)} dotado con la 7
topologia correspondiente es completo, sucesionalmente completo o localmente
completo, respectivamente. El primer apartado de este teorema generaliza resul-
tados conocidos sobre la completitud de los espacios de sucesiones £{(E, ).}, con
1<p<oo,yco{(En)} (ver [24, §26.8 pag. 359] v [21, §19.4.2 Prop. pag. 427}).
Algtin caso particular de completitud de espacios £7{(E;)} puede verse en [25,
§41.7(1) pag. 197 y en la demostracion de §44.8(9) pag. 293).

A continuacién demostramos que si el espacio A dotado de una T-topologia es
completo, entonces la completacién del espacio A {(E;)} es AM{(E;)}, donde E; es
la completacién de E;. Por iltimo, demostramos que la completacién del espacio
A{(E:)} es M(E;)}, donde A es la completacién del espacio de familias escalares A
y E;esla completacién de cada espacio normado E,. Bierstedt y Bonet en [1, §1.9

Lema] demuestran que para cualquier espacio (gD F)-espacio E, la completacion

~

del espacio £ (E) es topoldgicamente isomorfa a £ (E). Aunque aqui los espacios
E; son normados, sin embargo, A es un espacio de familias. En este sentido puede
decirse que este resultado extiende el anterior.

La seccién cuarta se dedica al estudio del espacio a~dual de A {(E;)}. Se ex-
tiende a espacios de familias el resultado de Florencio, Pall y Saez en [17]. Asi,
en primer lugar, se establece la igualdad entre los espacios A {(E;)}*, \*{(E))} y
A LP{(E!)}. A continuacién demostramos que si el espacio A con una topologia
posee la propiedad AK, entonces en el espacio A {(E;)} con la topologia corres-
pondiente se verifica que su dual coincide con su e—dual. Como consecuencia de
esto deducimos las igualdades anteriores para el subespacio regular.

La tonelacién de un espacio de familias vectoriales se estudia en las dos sec-
ciones siguientes. En la primera, donde recogemos resultados de tipo general,

comenzamos demostrando que si el espacio de escalares A es casi tonelado, en-
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tonces el espacio A {(E;)} también lo es. Esto es una extensién de un resultado
andlogo establecido para espacios de sucesiones por Florencio, Padl y Séez en [17].
Como consecuencia obtenemos algunos resultados sobre la tonelacién del espacio
A{(E;)}. A continuacién demostramos que si el espacio A es normal y tonelado y
los espacios normados E; son tonelados, entonces el espacio A {(E;)}™ es sucesio-
nalmente completo con la topologia o (/\ {(EN}, A {(E,)}) . Por dltimo en esta
seccién, demostramos que si dotamos a A con la topologia fuerte y a A, {(E;)} con
la topologia correspondiente, éste espacio es tonelado si, y sélo si, todos los E;
lo son. Esto extiende el resultado dado para sucesiones vectoriales por Florencio,
Padl y Sdez (ver [17]).

En la seccién sexta recogemos los resultados sobre tonelacién del espacio
A{(E;)} cuando suprimimos la hipétesis sobre la propiedad AK en \. En este
caso exigimos al espacio A que sea localmente completo. Estudiamos en primer
lugar el caso en que el conjunto de indices I tiene cardinal no medible, es decir,
10 es posible definir una medida numerablemente aditiva u en el conjunto de las
partes de I con valores en {0,1}, tal que u(I) =1y p({¢}) = 0 para todo : € I.

El teorema principal de esta seccién establece las condiciones para que de-
terminados espacios de familias vectoriales, A, contenidos en wi{(E;);c1} sin que
tengan que ser espacios A-suma para algin ), sean espacios de Banach-Mackey.
Es decir, si A estd dotado de una topologia localmente convexa y A’ es su dual, se
verifica que todo subconjunto de A’ que es o (A’, A)-acotado, es § (A, A)-acotado.
Como consecuencia obtenemos que si A es un espacio de familias escalares dotado
de una T-topologia respecto de la cual es localmente completo y (E;) es una fa-
milia de espacios normados tonelados, entonces el espacio A {(E;)} dotado de su
T~topologia correspondiente, es un espacio de Banach-Mackey.

De los dos resultados anteriores se siguen los objetivos que nos habiamos
propuesto:

1) Si I es un conjunto de indices con cardinal no medible, A es un espacio

normal de familias escalares con una 7-topologia respecto de la cual es local-
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mente completo y tonelado, y (E;) es una familia de espacios normados, entonces
se verifica que el espacio A {(E;)} dotado de su 7-topologia correspondiente es
tonelado si, y sélo si, todos los E; son tonelados.

2) Si I es un conjunto de indices cualquiera, todos los espacios normados
tonelados E; son iguales a un espacio normado tonelado E con card(E) no me-
dible, A es un espacio normal de familias escalares dotado de una 7-topologia
respecto de la cual es localmente completo y tonelado, entonces A {(E;)} con su
T-topologia correspondiente, es tonelado.

Obtenemos también la tonelacién de los subespacios de A {(E;)} formados por
las familias = = (z;) tales que card({z; : 1 € I}) no sea medible, y aquellos otros
formados por las familias cuyo soporte tiene un cardinal estrictamente menor, o
menor o igual que un determinado nimero cardinal m < card(I).

La dltima seccién se dedica al estudio de la bornologia y ultrabornologia
del espacio A {(E;)}. Obtenemos que si el espacio de familias escalares A es-
bornolégico, entonces A {(£;)} también lo es. Y siguiendo un esquema similar
de trabajo al caso anterior sobre la tonelacién, establecemos en primer lugar las
condiciones para que determinados espacios de familias vectoriales, A, contenidos
en wr{(E;)icr} sean ultrabornoldgicos. Como consecuencia obtenemos que si I
es un conjunto de indices con card(/) no medible, A es un espacio de familias
escalares dotado de una 7-topologia respecto de la cual es localmente completo
y bornolégico, (E;) es una familia de espacios normados ultrabornolégicos, en-
tonces el espacio A {(E;)} dotado de la 7-topol ogia correspondiente, es un espacio
ultrabornolégico. Este resultado extiende el obtenido por Florencio, Paiil y Séez
en [17] que establece que si el espacio de sucesiones A, es bornoldgico, entonces
A-{E,} también lo es, siendo los E, espacios normados; y el de Diaz, Fernandez,
Florencio y Patl en [10] sobre la ultrabornologia del espacio de sucesiones AM{ E},

siendo E un espacio normado. Y aunque no puede decirse que extiende también
los resultados de Marquina y Schmets en [34] sobre la bornologia del espacio de

sucesiones co( E) y el de Defant y Govaerts en [6] sobre la ultrabornologia de dicho
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espacio, ya que en ambos casos E es un espacio localmente convexo, sin embargo,
en nuestro caso A es un espacio de familias. En este sentido, puede decirse que

extiende también esos resultados.



Terminologia y notacion

En esta memoria utilizaremos la siguiente notacion:

1.

El conjunto de los niimeros naturales, enteros, racionales, reales y complejos
se representara, como es habitual, por el simbolo IN,Z, Q,R y C, respecti-
vamente. En lo que sigue, IK representard indistintamente al cuerpo de los

numeros reales o complejos.

Cuando consideremos al cuerpo K como espacio topoldgico, su topologia
sera la definida de manera usual por medio del médulo de los nimeros reales

y complejos.

. Consideraremos que I es un conjunto no vacio de indices con card(l) >

Rg = card(IN). En toda la memoria el simbolo I representara siempre al

mismo conjunto de indices.

. Representaremos por P(I) al conjunto de todas las partes de I, y por Px(I)

al conjunto de las partes finitas de I.

. Una red ser4 representada por {z(*), s € D, >} donde z(*) seran los ele-

mentos de la red en cuestidon y D representard al conjunto de indices s que

estd dirigido por la relacién binaria > .

. El par dual formado por los espacios E; y E, se representara por (Ey, Es).

El conjunto vacio se designara por el simbolo §.
Por x; se denotaré la funcién caracteristica del conjunto J.

XVill
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

El soporte de la familia o (conjunto de indices ¢ € I para los cuales ¢; # 0),

se designard por sop(a).

Por e} se representaré a la familia que tiene todas sus coordenadas nulas
excepto la correspondiente al indice ¢ que vale 1, mientras que e representara

a la familia que tiene todas sus coordenadas iguales a la unidad.
Si E es un espacio normado, B;(E) denotara a la bola unidad de E.

Si Ay B son dos conjuntos A\ B denotara la diferencia conjuntista entre

Ay B.

Si Ty y T, son dos topologias sobre E, indicaremos que T3 es mas fina que

Ty asi: T1 < T.

El final de una demostracién se indicara por el simbolo ",

Esta memoria estd dividida en dos capitulos, cada uno de los cuales estd

dividido a su vez en un numero variable de secciones. La referencia a la seccion

n del capitulo m viene expresada por m.n. Algunas expresiones de esta memoria

estan etiquetadas con dos nimeros entre paréntesis: (p.k). De esta forma, una

referencia (p.k) indica la expresién k—ésima del capitulo p. Las proposiciones,

lemas, teoremas, corolarios y algunos parrafos estan etiquetados con tres niimeros

al comienzo de los mismos. Una referencia del tipo: Lema a.b.c, indica que se

encuentra en la seccion b del capitulo a; el nimero ¢ indica el orden dentro de la

seccidn.



Capitulo 1

Espacios de familias escalares.

En este primer capitulo recogemos algunos conceptos, resultados basicos y
de otro tipo que necesitaremos en el desarrollo de esta memoria, -asi como los
ejemplos a los que nos referiremos y la notacién que emplearemos.

En la primera seccién recordamos los conceptos de espacio de familias, espa-
cio normal, proyecciones, espacio a—dual, subespacios seccionales y recopilamos
algunos ejemplos de espacios de familias escalares.

En la segunda seccién indicamos el tipo de topologia que vamos a considerar
en los espacios de familias, que incluyen, entre otras, a las topologias del par dual
formado por un espacio y su a—dual.

En la siguiente seccién estudiamos la completitud de un espacio de familias
indicando cuédndo es completo y, si no lo es, cual es su completacién. Se recogen
algunos resultados en relacién con la topologia débil y normal. Se indica también
un resultado sobre completitud Jocal de determinados subespacios.

La convergencia de las secciones se estudia en la seccién cuarta. En ella
recordamos la definicién de la propiedad AK, del subespacio regular, y estudiamos
algunas de sus propiedades. Recogemos también la propiedad que tienen las
familias que poseen la propiedad AK y que pertenecen a un espacio dotado de una

topologia normada o metrizable: que poseen, a lo sumo, una cantidad numerable

de coordendas no nulas.
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Y en la dltima seccién de este capitulo caracterizamos los espacios de familias
escalares tonelados. Demostramos también la casi tonelaciéon de determinados

subespacios.

1.1 Espacios de familias.

De los espacios de sucesiones escalares se han hecho varias generalizaciones. Una
de ellas ha sido considerar un conjunto de indices I en lugar del conjunto de
los ntimeros naturales IN. Se obtiene de esta manera una familia de nﬁmeros, en
lugar de una sucesién, y un espacio de familias, en lugar de un espacio de suce-
siones. Los conceptos de espacio de familias normal, proyeccién sobre un espacio,
F-seccién de una familia de escalares, espacio a—dual y subespacio seccional,
se obtienen sin dificultad de los correspondientes conceptos en los espacios de
sucesiones mediante una sencilla extensién de los alli establecidos. Recordamos

a continuacién sélamente los que utilizaremos mas adelante.

Una familia de escalares es una aplicacién « de I en K. Se suele identificar
a la familia & con su imagen y se representa asi a@ = (a;);es © simplemente por
a = {e;) cuando no haya lugar a confusién. El conjunto de todas las familias de
escalares, IK?, que se representa por wj, es un espacio lineal sobre el cuerpo K,
definiendo las operaciones de suma de las familias o y # como la familia (a; + §;),

y el producto de un escalar r por una familia @ como la familia (re;). (Ver [24,
pag. 56)).

Se dice que A es un espacio de familias escalares, o simplemente un espacio,

si es un subespacio lineal de wj.

Sea A un espacio de familias. Se denomina envolvente normal de la familia

a = (;) € X al conjunto

Mea) = {(Tiai)gel :r; €K, |ry| £ 1 para todo i € I}
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Se denomina envolvente normal de un subconjunto A de A al conjunto
N(A) = | N(e)
o€A

Se dice que un subconjunto A del espacio A es normal si coincide con su envolvente
normal N(A). Y se dice que el espacio de familias A es normal si siempre que

a € A, se verifica que N(a) C A

1.1.1 En el espacio de familias w; se define la siguiente relacién:

alfely|f] Viel

Dado un espacio normal de familias escalares A y un subconjunto J de I, se

define la proyeccion P; sobre A asi:
Py:a=(a)€Xr— Psla) = (Biier € A

siendo fi=a;sit € Jy B; =0s11 ¢ J. O sea, Py(a) = (a;xs(1))ier-
Sia € My F € Px(I) se define la seccién F 6 F—secci6én de la familia ¢, como

el elemento Pr(a).

Se denomina suma parcial finita de la familia de nimeros o = (&;) a
Sp = Ea,-, con F € Pr(I)
ieF
El conjunto Px(I) es dirigido por la relacién de inclusién. A cada subconjunto
finito F' € Px(J]) se le asocia la suma parcial Sg, y se dice que la familia o = (o)

es sumable y que S € KK es su suma, si la red {Sr, F € Ps(I), C} converge a S.
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Simbdlicamente esto se expresa asi: Zai = 5. Se verifica, ademas, la siguiente
generalizacién del resultado de Rier;falnn: la familia de mimeros a = (a;) es
sumable si, y sélo si, es absolutamente sumable (ver [25, §44.8(1) pag. 289]). Por
tanto, se suele expresar el hecho de que la familia de nimeros (¢;) es sumable,
por la desigualdad Z || < 4co.

Indicaremos unat epfropieda,d de la que haremos uso mas adelante: si una familia
de numeros es sumable, a Io sumo tiene una cantidad numerable de términos no
nulos (ver [39, pag. 21]).

El conjunto de todas las familias sumables de nlimeros se representa por £} y
es un espacio. Definiendo para cada familia sumable a = (a;) su norma-1:

lled] =3 les|

el espacio ] se convierte en un espacio normado. Este espacio es completo (Ver
[24, pag. 137], [25, §44.8 pag. 289] v [21, §1.7 pag. 26]). Es claro que £} es un

espacio normal. Cuando I = IN este espacio se representa por £'.

Se denomina espacio a—dual del espacio de familias A y se representa por
A%, al conjunto formado por todas las familias de ndimeros n = (7;) tales que
> |eini} < +oo para toda familia a = (a;) € A
« Si an denota a la familia (e;7;), simbdlicamente:

)\X

{n = (ni) € wr: an € £} para toda o € A}

I

{77 = (7;) € wr: E la;n;| < 400 para toda o = (a;) € )\}
i€l

El espacio A* siempre es normal.

Anélogamente se define el espacio dual de A%, es decir (A*)” , al que se repre-

senta por A**. Se dice que un espacio de familias A es perfecto si A** = A.
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1.1.2  En los espacios de familias, como en los espacios de sucesiones, también
se verifica que A\* siempre es un espacio perfecto; y si A; y A, son dos espacios de
familias tales que A\; C Ay, entonces Ay C Af. Estas propiedades se demuestran

de manera analoga a como se hace en el caso de los espacios de sucesiones (ver

(24, §30.1 pag. 406]).

Si A es un espacio de familias escalares y J es un subconjunto del conjunto de

indices I, se define
A= {a_]:: (C!j)jej : 3 (,3,'),'61 € ) con Bj =.a; vV GJ}

Es claro que definiendo en A; las operaciones de suma de familias y producto de
J

una familia por un escalar coordenada a coordenada, se tiene un espacio lineal al

que se denomina subespacio J—seccional de A. Si J es un conjunto finito, Ay se

puede identificar con el correspondiente espacio IK".

Se denomina preimagen candnica de la familia ay € Ay a la familia @y, la cual

coincide con a; para todo j € J y tiene nulas las demas coordenadas.

Se denomina preimagen candnica del subespacio J-seccional Aj, y se suele
representar por XJ, al conjunto que contiene a las preimagenes canénicas de los
elementos de A;. Definiendo en B\ J laé operaciones de suma de familias y producto
de un escalar por una familia coordenada a coordenada, es inmediato comprobar
que tiene estructura algebraica de espacio vectorial sobre el cuerpo IK. Si el espacio

A es normal, Aj serd un subespacio vectorial de \.
La imagen de la proyeccién P; sobre A es A;, y su nucleo es Ap .

Es inmediato comprobar que (A;)* = (AX); y que si A es normal o perfecto,

entonces A; también es normal o perfecto, respectivamente.
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Ejemplos
A continuacién indicamos algunos espacios de familias a los que nos referire-

mos mas adelante en esta memoria:

1. Espacio de familias de soporte finito: ¢;.

Representaremos por ¢; al espacio lineal generado por {e(!) : ¢ € I}, es
decir, las familias de ¢; tienen un ntimero finito de coordenadas no nulas.
Es un subespacio lineal de w; y, por consiguiente, un espacio de familias.
(Ver [24, pag. 53 y 56]). Es claro que (¢;)” = wy, de donde se sigue que
é; es un espacio perfecto, ya que (w;)* = ¢;. Consideraremos la topologia

localmente convexa suma directa en ¢;, respecto de la cual se verifica que

(¢1)' = wr.

2. Espacios de familias p-sumables: £7.

Consideremos ahora el caso en que 1 < p < 400. Se dice que la familia de

nimeros o = (;) es p-sumable si Y _ o] < +0co. Al conjunto de todas las
il

familias p-sumables de niimeros se suele representar por {7 y es un espacio.

Definiendo para cada familia p~sumable de nimeros o = (a;) su norma-p:

ol = (o) "

i€l
el espacio £} se convierte en un espacio normado. Se verifica que es completo
Y que su dual es £7, siendo 2+ 7 = 1(1 < p < +oo) (Ver [24, pag. 137]). Se
verifica, ademds, que (£5)* = £3, de donde se sigue que £} es perfecto. La

demostracién es andloga a la de los espacios de sucesiones (ver [24, §30.1(6)
pag. 407]).

Como caso particular, para p = 2 se obtiéne el espacio £2 que se conoce como
el espacio generalizado de Hilbert de peso card(l) (ver [50, 23.8 pag. 170)
y [15, Cap.IX.8 pag. 191]).
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Si en lugar de considerar el nimero p fijo consideramos la familia de niimeros
reales (p:) tales que para todo 71 € I sea 1l < p; < suppi = M < +oo,

entonces

E(f") = {a = (a,-) € wy: Z |a,~{p‘ < +OO}
el
con las definiciones de suma de familias y producto de un escalar por
una familia coordenada a coordenada, es un espacio de familias escalares.

Definiendo para cada a = (o;) € 47 :

1/M
el = (S 1)
i€l
el espacio f(f‘) se convierte en un espacio paranormado, y utilizando [32,
Lema 1] se demuestra que es un espacio localmente convexo. Como en [31]
se demuestra que (Eg” ‘))X = /%) y que el dual de %) también es 289,
siendo % + 517 =1, si y sdlo si ililfp,' > 1.
Utilizando una técnica similar a la empleada en [24, §14.8(7) pag. 136], .
se demuestra que (E(Ip‘),l-‘(p'_)) es completo. Y basindonos en [44, 1.30

Teor.pag. 20] y en [41, Teor.1 pag. 45] se sigue que f(f‘) es normable.

Estos espacios son una extensién de los espacios de sucesiones £} que han
sido estudiados por varios autores: Bourgin, D.G. [4], Landsberg, M. [27],
Nakano, H. [37], Simons, S. [47] y Maddox, 1.J. [30],[31],[32].

Cuando I = N estos espacios se representan por £ 6 por £(P),

3. Espacio de familias acotadas: £5°.
Se dice que la familia de ntimeros o = (o) estd acotada si existe un numero
real positivo p tal que |a;| < p para todo 7 € I.
El conjunto de todas las familias acotadas de niimeros se suele representar

por £§°, y es un espacio. Es un espacio normado definiendo la norma del

supremo:

ol = sup{lesl : i € T} R EY
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Respecto de la topologia que define esta norma, es un espacio completo.

(Ver [24, §14.8 pag. 137], [5, pag. 177] y [21, §1.7 pag. 26]).

Es inmediato comprobar que es un espacio normal. De la misma manera que
en los espacios de sucesiones, se demuestra que ({3°)* = £} y que (£1)* = £
(ver [24, §30.1(4) pag. 406]). O sea que los espacios £} y £3° son perfectos.
Ahora bien, mientras que (£})' = £%° (ver [24, §14.8 pag. 137]), se verifica
que (€)' # £} (ver [24, §31.1 pag. 424]).

Si (ps)ier es una familia de niimeros reales positivos y acotada: 0 < infp; <

p: <supp; = M < +oo, entonces
£P(pi) == {a = (i) € wy : sup |y < +o0}
1
con las definiciones de suma de familias y producto de un escalar por una

familia coordenada a coordenada, es un espacio de familias.

Definiendo para cada o = (o) € £9(p;) :
oo /M
oy = sup s/

se tiene que £$°(p;) es un espacio paranormado y como en [32, Teor.2(ii)] se

demuestra que este espacio es localmente convexo.

Por otra parte, y extendiendo lo expuesto en [28], se verifica que (£5°(p;))” =
M5 (p;) siendo ’

M (p) = ﬁ {a = () Ewr: Z)ai}Nl/”‘ < oo}.

N=2 \ 34

Como en el caso de los espacios de sucesiones se demuestra que el espacio
(Z‘}"(p,-),l-lf%) es completo (ver [24, §14.7(2) pag. 131]). Y basindonos
en [44, 1.30 Teor.pag. 20] y en [41, Teor.l pag. 45] se sigue que £5°(p;) es

normable.
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Estos espacios son la extensién de los espacios de sucesiones m(p,) que han

sido estudiados, entre otros autores, por Simons, S. {47] y Maddox, 1.J.
[30],[31].

Cuando I = IN estos espacios se representan por £ (también por m) y por

£°(p,) (también por m(p,).)

4. Espacio de familias convergentes a cero: coj.

Se dice que la familia de niimeros « = (¢;) converge a cero (a; — 0), si

para cada € > 0 y arbitrario existe un conjunto Fy € Pr(I) tal que
la;] < e paratodo ¢ Fy

Basindonos en una idea analoga a la utilizada en [39, Prop.1.1.5 pag. 21]
para demostrar que cada familia sumable de niimeros posee, a lo sumo, una
cantidad numerable de términos no nulos, se demuestra que cada familia
de nlmeros que converge a cero contiene también, a lo sumo, una cantidad

numerable de términos no nulos.

Al conjunto de todas las familias convergentes a cero se suele representar
por cor ¥ es un espacio. Es también un espacio normado sin més que definir

para cada familia la norma infinito ( 1.1).

El espacio cor es un subespacio de £ considerando en ambos la norma del
supremo. (Véase (24, §31.1 pdg. 425]). Este espacio es completo y la de-
mostracién es andloga a la correspondiente para espacios de sucesiones (ver
[24, §14.7(3) pég. 131]).

Se verifica que £} C cor C £5°. Por otro lado, (cor)™ = £3. Por tanto, cor es

un ejemplo de espacio no perfecto. Se tiene, ademas, que (co)’ = £} (ver
[24, §31.1 pag. 425)).

Si (p;) es una familia de nimeros reales positivos tales que 0 < inf p; < p; <
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sup p; = M < +o00, entonces
1

o) = {a = (a) €wr: |as — 0}

es un espacio de familias definiendo la suma de familias y el producto de
un escalar por una familia coordenada a coordenada. Se trata, pues, de un

subespacio de (5°(p;).

En este espacio se considera la restriccién de la paranorma | -I‘(’;‘) definida en
£ (p;). Como en [32, Teor.?(i)] se demuestra que es un espacio localmente
convexo. Y como en el caso de los espacios de sucesiones se puede demostrar
que es completo (ver [24, §14.7(3) pag. 131]).

Se verifica que (cor)* = £} si y sélo si inf p; > 0 (ver [31]). Utilizando los
mismos argumentos que los expuestos en los casos de los espacios g(IP-‘) y

2P (p:), se demuestra también en este caso que el espacio cgf,") es normable.

Y como en [31] se demuestra que el dual de cé’}‘) es {7.

5. Espacio de familias convergentes: c;.

Se dice que la familia o = («;) converge al nimero ! € K, si dado un € > 0

y arbitrario existe un conjunto Fy € Px(I) tal que
la; — | <e paratodo ¢ [y

Decir que la familia @ = (a;) converge a ! es equivalente a decir que la
familia o — le converge a cero. De lo anterior se sigue que si la familia
o = (a;) converge a [, entonces contiene, a lo sumo, una cantidad numerable

de términos «; # [, siendo los restantes iguales a [.

Al conjunto de todas las familias convergentes se suele denotar por ¢; y
es un espacio. Es también un espacio normado sin mas que definir para
cada familia la norma infinito ( 1.1). El espacio (cy, ||-||) es un subespacio
de (£%°,||'|), ¥ cor es un subespacio de c;. Este espacio de familias conver-

gentes, ¢, no es un espacio normal. Y andlogamente a como se hace para
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los espacios de sucesiones, se demuestra que (cz, ||-]|) es completo (ver [24,
§14.7(3) pag. 131)).
6. Espacios escalonados de orden p: Ay(I,A).

Siguiendo el articulo de Bierstedt, Meise y Summers [3] recordamos en
primer lugar que un conjunto P de familias n = (7;) con todas sus co-
ordenadas 7; € IR se denomina un conjunto K6the sobre I i se verifican las
siguientes condiciones:

(i) 7 2> 0 para cada i € [ y para cada n € P,

(ii) para cada par (1,£) € P x P, existe v € P tal que max{n;, &} < vy
para todo ¢ € I;

(iil) para cada i € I, existe n € P con n; > 0.

Para n € Py o € wy se define

&(e) = (E (0 ta,-n”)l/p.

tel

y a cada conjunto Kothe P, se le asocian los espacios

Ap (I,P) :={a = (es) €Ewr: ¢f(e) < 00 para cada n € P},
siendo 1 < p < oo;
doo (1,P) = {or = (o) € 1 : g5°(e) 1= supnifas] < o0 para. cada 7 € P},

y
Ao (I,P) == {a= (e;) € wy : pyy; — 0 para cada n € P}

Si P consiste unicamente en la familia e, estos espacios coinciden con

7 (1 <p< o)y cor de los ejemplos anteriores.
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Con el sistema de seminormas {g? : n € P}, A, (I,P) con 1 < p < 00 es un
espacio localmente convexo (Hausdorff) completo, mientras que Ao (I, P) es
un subespacio cerrado de A, (I; P) que serd dotado con el correspondiente

sistema inducido de seminormas. En realidad A (I,P) es la clausura en

Ao (I; P) del espacio ¢;.

SiP= (n(")) es una sucesién creciente de familias estrictamente positivas,
n

entonces P es un conjunto Kothe numerable que se denomina matriz de

Kothe sobre I; los espacios A, (I,P), con p=061 < p < oo, son espacios

de Fréchet con la sucesiéon de normas g, = qf' myyn=1,2,....

Representando por V = (f(”)) a la sucesién decreciente (asociada) de

familias £ = ;{;7, se define

K’P(I’v) = zndn_,ooﬂp (I’g(n)) ’ 1 S p S 00,

ro(1,V) & indn_eoco (1,6M) ;

es decir, £,(I,V), respectivamente xo(I,V), es la unién creciente de los
espacios de Banach £, (I € (")) , respectivamente ¢ (I ,€ (”)) , dotada con la
topologia localmente convexa mas fina bajo la cual la inyeccién desde cada
uno de esos espacios de Banach es continua (esta topologia es mas fina que

la topologia de la convergencia coordenada a coordenada y, por tanto, es

Hausdorff).

Como «,(I,V), para p =061 < p < 00, es un limite inductivo numerable

de espacios de Banach, es un (D F)-espacio ultrabornolégico.

Se dice que A,(1, P) es un espacio escalonado de orden p, y x,(1, V) es el es-
pacio co-escalonado asociado de orden ¢, siendo % + -;— = 1y
1 < p < oo. También k,(I,V) es el espacio co-escalonado asociado al

espacio escalonado A (7, E).
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A estos ejemplos nos referiremos fundamentalmente a lo largo de esta memo-
ria.
Observacién

Todos los espacios de familias escalares A que consideraremos en esta memoria,

supondremos que contienen al espacio ¢;.

Terminamos esta seccién con una proposicién de la que haremos reiterado uso
en lo que sigue, ya que la mayoria de los espacios de familias con que trataremos

seran normales.

1.1.3 Proposicién. Un espacio de familias escalares A es normal si, y sdlo si,
A=L2N

DEMOSTRACION:

Si A es normal y a = (e;) € ) entonces |a| = (e;|) € A también, y definiendo
Bi = Taq 81 @i # 0y B; = 0 en los demds casos, entonces es claro que § = (Bi) € 7

y se sigue que
o= (@) = (B loul) = (B)(laul) € £ N

Por tanto, A C £ - A. Para demostrar que £°- A C A sea v6 = (7:6;) € £ - A con
v € 4P y 6 € X Como |y;] |6 < 6] para todo i € I, se sigue que 76 € X por ser
A normal.

Reciprocamente, si A = £P - A, a = (e;) € Ay v = (%) es tal que || < |al
para todo z € I, entonces la familia 8 = (§;) definida aLsi: Bi=Lsiay £0yB:i=0

en los demds casos, pertenece a £7° y, por tanto, fa = (Lea;) = (1) =7 €A =
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1.2 7-Topologias de un espacio de familias.

En esta seccién describimos las topologias que consideraremos en los espacios de
familias escalares. Estardn definidas por un sistema de seminormas que verifican
determinadas propiedades, o por un sistema de de subconjuntos del espacio a—
dual. Demostramos que las topologias normal, de Mackey y fuerte del par dual

(A, A%) son topologias de este tipo.

Si A es un espacio normal de familias escalares, que como se ha indicado ante-
riormente contiene a ¢z, entonces A y su a-dual A* forman un par dual (A, A¥),

con la forma bilineal
(a,n) = aym; siendo o= (a;) € A, 0= () € X
i€l
Consideraremos en )\, entre otras, las topologias asociadas a este par dual: la

topologia débil o(A,A¥), la de Mackey u(A, A¥), la fuerte B(A, AX), etc... y las

que definiremos a continuacién.

1.2.1 Definicién Diremos que un subconjunto B del espacio ) estd acotado st

Eﬂim

tel

para cadan = (n;) € AX eziste un numero real p > 0 tal que [(B,n)| =
para todo B = (f;) € B.

<p

En realidad la definicién anterior es lo mismo que decir que el conjunto B es

a(A, AX)-acotado. De la misma manera se puede definir cudndo un subconjunto
de A* es o(A*, \)-acotado.

'1.2.2  Sea Q un conjunto de seminormas definidas sobre el espacio de familias

normal de escalares A, que verifican las condiciones siguientes:



1.2 7—TOPOLOGIAS DE UN ESPACIO DE FAMILIAS. 15

i) Sia< B =q(a) <q(f) Vqe.

i1) La topologia determinada por el conjunto de seminormas () es separada, es
decir, para cada familia no nula o € ) existe una seminorma p € @ tal que
p(a) > 0.

iii) Para cada n € AX existe una seminorma q € @ tal que |[{a,n)] < ¢(a) para

todo o € .

Representaremos por 7 a la topologia localmente convexa definida en A por
la familia de seminormas Q).

De la condicién i) anterior se sigue que ¢(|a|) = ¢(«) para toda seminorma
g € Q) y para toda familia & € X, siendo |a] = (|ail);.

Una base de entornos del origen U estd formada por los conjuntos

U={a€): sup ge) <e}
_ 1<k<n

siendoe > 0y ¢x € @ para k =1,2,...,n. De aqui y‘ de i) se sigue que cada U € U
es normal.

Ahora bien, para cada U € U consideremos su polar
U®={n€ X :supl|(e,n)| <1}
134
Y, en general, la familia de subconjuntos de A* :
M={U°:Uel}
Esta familia verifica:

1) cada U° € M es absolutamente convexo, o(A*;\)-cerrado [41, Prop. 9

pag. 34] y o(A*,A)-acotado por ser cada U € U absorbente [41, Lema
2 pag. 45].

!De acuerdo con la definicién dada en el parrafo 1.1.1 de la relacién o < 8.
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2) si U? y U3 € M, entonces U; y U; € U y, por tanto, existe un U € U tal que
U c Uy NU,, es decir, que existe un U° € M tal que upuU;y cUe.

3) si U° € My p > 0 entonces pU° € M, por la definicién anterior de U.
4) sin € XX existe un U € U tal que n € U° € M, por la condicién iii) anterior.
5) cada U° € M es normal.

En esta memoria utilizaremos en algunas demostraciones el hecho de que una
topologia de este tipo también puede ser definida mediante una familia M de

subconjuntos de A* que verifican las condiciones:

1) cada M € M es absolutamente convexo, o(A*, A)—cerrado y acotado;
2) si My y M; € M, entonces existe un M € M tal que M; UM, C M;
3) siM & My p>0,entonces pM € M;

4) sin € Xx, entoncés existe M € M tal que n € M;

5) cada elemento M € M es normal;

y dotar a A de la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de
M. |
En lo que sigue, a una familia M de subconjuntos de A* que verifique las cinco
condiciones anteriores la denominaremos sistema topologizante normal para A.
Una base de entornos del origén de )\, en este caso, estd formado por los

conjuntos

= 1 )

1<k<n 1<k<n
donde cada M), € M para k =1,2,...,n.
Para cada M de M se puede definir una seminorma en ) que seria el calibrador

de M° C A, y que representaremos por gue. En general, podemos considerar la
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familia ) de seminormas gy., que verifican las condiciones i), ii) y iii) anterior-
mente enunciadas, como es inmediato comprobar.

Introduciendo la topologia en ), tanto de una manera como de otra, puede

B

decirse que las seminormas que la definen tienen por expresién

> o

el

= sup Y foul I

(niYeM jer

gme(@) = sup |(a,n)| = sup
neM (niYeM

como es facil comprobar.

En lo que sigue en esta memoria, nos referiremos a estas seminormas represen-
tandolas simplemente por una letra g, o por gye cuando sea conveniente indicar
que la seminorma corresponde al conjunto M de M. Como ya hemos indicado, a
este tipo de topologias que consideraremos definidas sobre A las representaremos
por T; en ocasiones denotaremos al espacio A dotado de la topologia 7 por (A, 7),y
nos referiremos a las propiedades y conceptos de la misma diciendo los conjuntos
7-acotados, el 7-limite, etc.... A veces necesitaremos considerar espacios distintos
A1 ¥ Mg, v las 7-topologias correspondientes que un mismo sistema topologizan-
te normal M define en cada uno de ellos; en estos casos representaremos a la
topologia por 7 (M), y a los espacios por (A1, 7 (M)) y (A2, 7(M)).

Anélogamente, podriamos considerar una familia de subconjuntos de A que
fuese un sistema topologizante normal para A\*; las seminormas correspondientes
se podrian definir sobre \* de manera similar a la aqui indicada para A, y a las
topologias sobre A* de este tipo la representaremos en lo que sigue por 7.

Cuando a un espatio normal de familias escalares se le dota de una T-to-

pologia, se verifica la siguiente propiedad que también poseen los espacios de
sucesiones (ver [24, §30.5(2)]):

1.2.3 Proposiciéon. Sea A un espacio normal de familias escalares dotado de

una T-topologia. La aplicacion v); definida asi:

Yita€d—ile)=a, € K
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es una aplicacion lineal y uniformemente continua, considerando la topologia
usual en el cuerpo IK. Por consiguiente, si {c(®) = (afs));, s € D,>} es una
red T-Cauchy en A, entonces para cada 1 € I la red {ags), s€ D,>} en K es
de Cauchy; y toda red en )\ que sea T—convergente, es convergente coordenada a

coordenada.

DEMOSTRACION:

Como el) € )X, por la condicién 4) anterior existe un M; € M tal que
el) € M;, o lo que es lo mismo, existe una seminorma gme € Q tal que para todas

las familias & = (@), 8 = (8;) € X que verifiquen gpe(a — B) < ¢, se tiene:

(o~ B)| = lai— il = [{a— B,e)| < sup |{a— B,7)]

neM;
= gmp(@—f) <e
De donde se sigue que 1; es uniformemente continua.
Por ltimo, si lared {af®) = (afs))i, s € D, >} en A es Cauchy con la topologia
7 (T—convergente a @ = (&;) € A) en ), entonces para cada ¢ € I la red
{az(.s),s € D,>} en KK es de Cauchy (converge a a; € IK), por ser 1; uniforme-

mente continua. ]

Observaciones

1. Segun la proposicién anterior, cuando dotemos a un espacio de familias A de
una 7-topologia, tendremos un K-espacio, es decir, la inclusiéon A — w; es
continua cuando se dota a w; de la topologia de la convergencia coordenada

a coordenada.

2. Los espacios ¢7, &5 con 1 < p < +o0, €1, cop, ZE,”‘), P(p:) y cg’}‘) son K-

espacios cuando se considera en cada uno de ellos la topologia indicada al

estudiar los ejemplos en la seccién anterior.
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Las principales topologias que consideraremos en el par dual (A, X*), salvo
la topologia débil, son 7-topologias. A continuacién introduciremos la topologia

normal.

1.2.4 Proposicién. La coleccidn N formada por las envolventes normales N(n)
de cada uno de los elementos 7 € X*, es el sistema topologizante normal mds
pequento para A y la T-topologia correspondiente, que en este caso representaremos
por V(A XX}, viene defintda por las seminormas:
gn(e) =) Inial, a=(x)€X n=(1) €N
1€l

DEMOSTRACION:

Es inmediato comprobar que A verifica las cinco condiciones exigidas en la
-seccién 1.2 a un sistema topologizante normal para A :

1) Si n € A, se sigue que N(7) es absolutamente convexo; ademads, N(n) es
o(A*, X)-acotado, pues para cada o = (o;) € A es

Hewm)| < 3 leulIni] = p < 400
i€l
de donde se sigue que para todo v = (v;) € N(n) se tiene
(o, M < D Jeuf byl < D fesl [l = p < oo
i€l i€l

Y N(n) es o(A*,X)—cerrado porque si v = (y;) € 7\-7(—77)1(,\,('/\), entonces existe
una red {7 = ('yt-(s)),s € D,>} en N(n) tal que v = lign ~() en la topologia
o(A*, ). Se sigue que para cada i € I es 4" = lim ~) y como para cada s € D
es v € N(n), es decir, Ivfsjl < |n:| para todo ¢ € I, se sigue que |y;| < |n;| para
todo ¢ € I. Por tanto, v € N(n).

2) Si nlk) = (n,-(k)) para k = 1,2 pertenecen a A\* entonces para cada familia

o = (a;) € X se tiene que Y ¥y
t€l

< +4oo para k = 1,2. Se sigue que
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7= Iﬂ(l)‘ + !nm‘ = (‘nfl)’ + Ian)D pertenece a A* ya que
S (1] + ) lesl < 32 P lest + 2
i€l i€l iel

para todo a = (;) € X. Por tanto, dados N(n¥) con k = 1,2 pertenecientes a
N existe N(y) € N tal que N(nMW)U N(5n@) c N(v).

19| leu] < +o0

3) Si N(n) e NypeIK,p>0,entonces es inmediato que pN(n) = N(pn)

y, por tanto, pertenece a N.

4) Como cada n de AX pertenece a su envolvente normal N(n), se sigue que

N cubre XX,
5) Cada N(7) evidentemente es normal.

A esta topologia se le denomina topologia normal del espacio de familias A.
Por otra parte, M es el sistema topologizante normal mas pequefio para A, en el
siguiente sentido: la topologia normal ¥(A, \*) es més gruesa que cualquier otra
topologia 7 definida por un sistema topologizante normal M para A. En efecto,
si n € X%, entonces N(5) € N y, por tanto, N(n)° es un v(\, \X)-entorno; por
otra parte, existe M € M tal que n € M y N(n) C M, de donde se sigue que

M?° C N(n)°. Como M*° es un 7—entorno, se sigue que N(n)° también lo es.

La topologia normal v(, A*) viene definida por las seminormas

qn(a) = X; lam| o= ()€ A, n=(n)€ A%
1€

1.2.5 Por iltimo, dado 7 € A* si se considera la topologia o(£5°,{}) en {3 y la

topologia o(A*, A} en X*, la aplicacién

T,: B € 1P — T,(8) = By € \¥
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es continua. Como By ({3°) es o({§, £})-compacta, se sigue que T, (B; ({{°)) =
N(n) es o(A*, A)—compacto. Por consiguiente, la topologia normal es compatible

con el par dual (A, A%).

La misma prueba anterior demuestra que, si A es normal, entonces la topologia
v(A*, X) también es compatible.

Si la topologia normal ¥(A, A\*) es la 7-topologia més gruesa que se puede
definir en un espacio de familias escalares A, en el otro extremo de la gama se en-
cuentra la 7-topol ogia definida por la familia formada por todos los subconjuntos
de A* que son absolutamente convexos, normales, o(A*, A)-cerrados y acotados.

Comprobaremos que esta topologia coincide con la fuerte S(A, A*), para ello

demostraremos la siguiente proposicién:

1.2.6 Proposicién. Si M C X* es o(A*,\)-acotado, entonces su envolvente

normal N(M) también es o(A*, A)-acotado.
DEMOSTRACION:

Si M C XX es o(X*,\)-acotado, entonces es acotado con la topologia normal
v(A%, ) porque ésta es compatible con el par dual (AX,X) (ver [41, Teor. 1 Cap. IV
pag. 67]), es decir, para cada seminorma ¢ €  de las que definen la topologia »(A*, A)
existe una constante p > 0 tal que g(n) < p para todon € M. Siy = (7;) € N(M) existe
un 7 = (7;) € M tal que |v;| < |7 para todo i € I, es decir, ¥ < . Y por la condicién
i) que le hemos exigido a la familia de seminormas @ que definen la ¥(A*, A)-topologia
en A%, se sigue que ¢(7) < ¢(n), es decir, que N(M) es v(A*, A)-acotado. De donde se
sigue que N(M) es o(A*, ))-acotado. u
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1.2.7 Proposicién. La coleccidn B formada por todos los subconjuntos de A* que
son absolutamente convezos, normales, o(A*, X)—-cerrados y acotados constituye
el sistema topologizante normal mds grande para \; la T-topologia correspondiente
coincide con la topologia fuerte (A, A*), y viene definida por las seminormas:

qume(a) = sup ) |mles]
(m)eM; '

siendo M € B y a = (a;) € A

DEMOSTRACION:

Es inmediato comprobar que B verifica las cinco condiciones que impusimos
para ser un sistema topologizante normal para A :

La condicién 1) es claro que la cumple; la 2) sigue por ser la unién de dos
~acotados otro acotado [24, §15.6(1)]; si B € By p > 0 es claro que pB € B, por
lo que la condicién 3) también se cumple; la 4) sigue porque si 7 € A* entonces
es claro que B = N(n) € By n € B; la 5) se cumple evidentemente.

Por otra parte, B es el sistema topologizante normal més grande para A en
el sentido de que la topologia que define sobre A es més fina que la que define

cualquier otro sistema topologizante normal. =

A continuacién demostramos algunas propiedades de esta topologia, de las

que haremos uso mas adelante.

1.2.8 Proposicién. Si A C A* es B(A\*, ¢1)-acotado, entonces A es acotado en
la topologia (XX A*X).

DEMOSTRACION:

51 o = (a;) € AX* el conjunto G = {Pr(a): F € Px(I)} es o(¢1, \* )-acotado, ya
que para cada 7 = (7;) € A\* es

> o

1€l

< Z la;mi] < oo.
1€l

e, m)| =
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Es decir, que para cada 7 € A\* existe un nimero real p; > 0 tal que

> i

1€F

< laimi| < p1
ieF

para todo F € Pr(I).

Por tanto, G (o su envolvente convexa) es uno de los conjuntos que definen las semi-
normas de la topologfa B(AX, ¢r). Ahora bien, como A es S(A*, ¢1)-acotado entonces
existe una constante p > 0 tal que g;(83) < p para todo 8 € A. En particular tendremos
que

sup (B, Pr(a))| < p para todo § € A

FePr(I)
es decir,
sup Eﬂ;a; < pparatodo f €A
FePr(l) lseF

de donde se deduce que

'<ﬂ3a>, = Zﬂiai

i€l

<p paratodo § € A

1.2.9 Proposicién. Si ) es un espacio normal de familias, entonces

ﬁ()‘,)‘x) = ﬂ()‘v ¢I)

DEMOSTRACION:
Si M C ¢5 C XX es a(¢1, A)-acotado, entonces es o(A*, A)-acotado. Es decir,
B(A, é1) < B(A,X).

Si gpe es una de las seminormas que definen a la topologia §(A,A*), siendo M C A*
acotado en la topologia o(A*, ), entonces para cada o = (i) € A es

gme(a) = sup Z‘aimd: sup = sup Z|a,~m,~|.
(mi)eM jer (mi)eM FePr(]) jer
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Ahora bien, el conjunto A = {Pgp(m): m € M, F € Px(I)} es claro que esta contenido
en ¢; y es o(¢1, A)-acotado; verificandose para cada o = (@) € A,

gae(a) = sup Z losa;| = sup  sup Z la;mi| = gue(@).
{(0i)€A je1 ~ (mi)eM FePr(I) jeF

Por tanto, las dos topologias coinciden. u

En lo que sigue consideraremos, mientras no se indique lo contrario, sistemas
topologizantes normales M, como los aqui indicados, para definir la correspon-
diente T-topologia en )\, lo cual implica que N' C M C B.

Uno de estos sistemas topologizantes es el que se describe a continuacién y que

define a la topologia de Mackey. Antes demostraremos la siguiente proposicion:

1.2.10 Proposicién. Si\ es un espacio normal de familias y M C A\* es acotado
y cerrado en la topologia o(X*, X), entonces M es compacto en dicha topologia si,
y sdlo si, se verifica que

X — h = )
(A%, Q) FGL}PH;-I(I) Pr(n) =n  uniformemente enn € M.

En particular, si M C X* es o(A*,A\)—compacto, su envolvente normal también

lo es.

DEMOSTRACION:
(<) Supongamos que se verifica que

NOA ~ = i
v(A%,A) F El’}’I?(I) Pp(n) =n  uniformemente en n € M

y sea {n{8) = (nf’)), s €D, Z} una red en M. Como M es o(A*, ¢;)—acotado,

entonces para cada 1 € I el conjunto ¢;(M) estd acotado en IK, siendo ¥; la

aplicacién definida en la proposicién 1.2.3. Por tanto, el cierre v;( M) es compacto
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en KK para cada i € I y, por consiguiente, el producto [[1:(M) es compacto en
i€l
wy con la topologia producto.

Se sigue que la red dada

{n® = (%:(n"V) ,s € D, 2}

en dicho compacto posee un subred

{n) = ($:(0*) , 5, € Dy, 2}

(siendo D, un subconjunto cofinal de D) que converge, con la topologia producto,

a un elemento m = (m;) € [[:(M) € w;. Probaremos que m € M y que la
i€l

subred indicada converge a m con la topologia a(A*, ).

Para demostrar que m € M veremos primero que esta en A*, es decir, que si

o = (a;) es una familia cualquiera de A, entonces la serie Y _ |o;m;| es de Cauchy.
i€l
Para ello tendremos que demostrar que dado un nimero € > 0 y arbitrario existe
un Fy € Pr(I), tal que si F € Pr(I) y es F D Fy, entonces Y |aimi| <e.
i€F\F}
Ahora bien,
{sv)

Z loym;| < Z || fmi — > + Z laim(su)

i€F\F} i€F\F,; 1€F\Fy

Como, por hipétesis, Pr(n) £, n uniformemente en n € M en la topologia
normal ¥(AX,)), entonces dados el o € A y ¢ anteriores podemos asegurar que

existe un Iy € Px(I) tal que

> 'amfs")

i€I\F};

<§ V s, € D,.

Entonces, si F' € Px(I), F O F}, tendremos

> et

iEF\F}

<-§- Y s, € D,.
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Por otra parte, como la subred {5} = (n¢+);), s, € D, >} converge a m = (m,)
con la topologia producto; se sigue que dado el niimero ¢ y el conjunto finito Fj,

existe un s € D,, tal que si s, € D,, s, > 82, entonces se verifica

1
3 hy-card(F\ Fg)

donde F'y Fj son los conjuntos finitos anteriormente indicados y

(sv)

n; -—m‘<

V i € K.

by = max{1, |as| i € F'\ Fy).

De todo lo anterior se deduce que dados a € X y ¢ existe el conjunto Fy €

Pr(I) anterior, tal que si F' € Px(I), F D F, se verifica que

Yo lami < 3 al|m + Y la.ma”)

(sv)

i€F\F} i€F\F i€F\F}
< hy-card(F\ F)E. ! +E=2
v 3 hy-card(F\E]) '3 '3

Demostremos ahora que la subred

{n(&») — (7’[,1.(17(“)) , Sy € DU,Z}

converge a m = (m;) con respecto a la topologia o(A*, A). Tendremos que probar
que dados un @ = (@;) € A y un nimero ¢ > 0 arbitrarios, existe un s5 € D, tal

que si s, € D, es s, 2 9, entonces

1) =[St~ m
1€
Ahora
(an®) —m)| = [Sau(ni™ = m)| <3 Jeul o) — mi
el il

= 2 lail ,8”) mi+ la, e+ D Jeamil.

ieFo tEI\Fo iEI\Fo

Como la serie Y _ |oym;| es de Cauchy, dado € > 0 existe un FY € Px(I) tal que
i€l .

:E:: |C1i77li| < gé.

i€I\FY
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Por otra parte, como ya razonamos anteriormente, la subred

{n(Su) — (77("")1'),51/ eD,, 2}

converge a m = (m;) con la topologia producto, y se sigue que dado el nimero ¢
y el conjunto finito Fy = Fy U FY, existe un s° € D,, tal que si s, € Dy, 8, > 89,
entonces se verifica |

(“’V) _ 1 v i
i ml' <3 3 k- card(Fp) 1 € Fo.

donde h = max{1, || i € Fp}.
De acuerdo con lo anterior, dado o = (o;) € Ay € > 0, existe sJ € D, tal que

para todo s, € D,,, s, > s, se verifica que

fean®) )] = [Soutr) =) < Tt ) - m
i€l i€l
- Tl o+ 5+ 3 o
1€Fp 1ieN\F, 1€I\Fp
< h-card(F)s ——1———+5+5—e
card(Fo) 3 3 (F) 3

Como M es o(A*, A)-cerrado, entonces m € M y M es compacto en la topologia
o(A%, ).

(=) Reciprocamente, si M es o(A*, A\)—compacto, entonces Pr(7) £  uni-
formemente en 7 € M con la topologia v(A*, ). Si no fuese asi, existiria una
familia o = (i) € A y un € > 0, tales que para cada Fy de Pr(I) existiria un
F e Px(I), FD Fy, y un n € M de manera que

> aim| > e
ie\F
Para cada F' € Px(I) representemos por
He={n=(m)eM: Y lamn]|>e}.
iel\F

Esta familia de subconjuntos de M verifica las siguientes propiedades:
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- cada Hp # 0 ya que, al menos, pertenece la familia n de M que le corresponde

a F tal como se indica mas arriba;
- cada Hp es cerrado para la topologia v(A*, A);

- la familia C = {Hr : F € Px(I)} tiene la propiedad de interseccién finita,
pues si F1, Fy € Px(I) entonces Fy U Fy € Px(I); como Fy C F; U F; en-
tonces Hpur, C HF, y por la misma razén Hp,ur, C Hp,; por consiguiente,
Hpur, C Hp, N Hg,; de forma que si Hr, N Hp, fuese vacia también lo seria

Hp,uF, en contra de lo supuesto.

Como M es o(A\X,)\)-compacto, entonces || Hp # 0, es decir, que existe
: FePr(I)

un 6 = () € M tal que Y |eé;| > € para todo F € Pr(I), lo cual estd en
i€I\F :

contradiccién con que ¢ € Ay § € A*.

Por 4ltimo, si M C AX es o(A*, A)—compacto y v = (v;) € N(M), entonces
existe un 7 = (7;) € M tal que |y;| < |7 para todo ¢ € I, de donde se sigue que

S olawl € Y laimil <&

te\F iel\F

Como esto se verifica para todo v € N(M) y las secciones Pr(n) convergen
uniformemente en 7 € M respecto de la topologia V(}\x;)\), de la desigualdad
anterior se deduce que la misma propiedad tienen las familias pertenecientes a
N(M ). Por la primera parte de esta proposicién se sigue que N(M ) es o(A*, )

compacta. |

Observacién

La equivalencia de la primera parte de esta proposicién se obtiene con con-

vergencia uniforme de las secciones para la topologia normal v(A*, ). Para la
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topologia a(A\*,)) se puede demostrar que si M C XX es compacto con la
topologia a(AX, ), entonces las secciones Pr(n) £, 1 uniformemente en € M

con la topologia (A%, )); sin embargo, no se puede demostrar la implicacién en

> |

el otro sentido por no poderse asegurar que la familia

Z ;T

HF={77=(77i)€M¢
te\F

verifica la propiedad de interseccién finita.

Describimos a continuacién la topologia de Mackey como una topologia nor-

mal.

1.2.11 Proposicién. Si A es un espacio normal de familias, la familia K for-
mada por todos los subconjuntos de \* que son absolutamente convezos, normales
y (A%, X)-compactos constituye un sistema topologizante normal para X, y la 7-
topologia correspondiente coincide con la topologia de Mackey p(X,2*), y viene
dada por las seminormas:

gme(a) = sup > Jaun]
(mi)eM jeg :

stendo M € K y o= (a;) € A
DEMOSTRACION:

Es inmediato comprobar que X verifica las cinco condiciones que impusimos
en la seccién 1.2 para ser un sistema topologizante normal para A :

La condicién 1) es claro que la cumple; la 2) sigue porque si My y M,
pertenecen a K entonces la envolvente absolutamente convexa cerrada de M; UM,
es un subconjunto de M; + M, y, por tanto, o(A*, A\)~compacto ([41, Lema 6(ii)
pag. 52 y Lema 7(ii) pag. 53]); la condicién 3),si M € K y p > 0 entonces
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pM € K por [41, Lema 7(i) pag. 53]; la condicién 4) sigue porque si 7 € A*
entonces N(n) € K y n € N(n); la 5) se cumple evidentemente.

El hecho de que la 7-topologia definida por X coincida con la topologia de
Mackey u(A, A*) se sigue de la proposicién 1.2.10. ]

En lo que sigue haremos uso de las siguientes proposiciones.

1.2.12 Proposicién. Si ) es un espacio normal de familias y A C A es acotado
y cerrado en la topologia o(X**,X¥), entonces A es u(A, \)-compacto si, y sdlo

si, se verifica que

p(A, %) = Fel;m(I) Pp(a) =a  uniformemente en a € A.
: F

En particular, si A C X es p(A,A*)-compacto, su envolvente normal también lo

€s.

DEMOSTRACION:

Seguiremos un esquema semejante al utilizado en la demostracion de la pro-
posicién 1.2.10.

(<) Sea {o®) = (o), s € D, >} una red en A. Como A es a(A*, ¢;)-
acotado, entonces para cada i € I el conjunto 9;(A) estd acotado en K, siendo
; la aplicacién definida en la proposicién 1.2.3. Por tanto, el cierre 1;(A) es
compacto en K para cada ¢ € I y, por consiguiente, el producto Hm es
compacto en wy con la topologia producto. «

Se sigue que la red dada

{o = (i) ,s € D, 2}

en dicho compacto posee un subred

{d*) = (i(al**)) s, € D, >}
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(siendo D,, un subconjunto cofinal de D) que converge, con la topologia producto,

a un elemento 8 = (B;) € [[¢i(M) € w;. Probaremos que 5 € Ay que la subred
€] :

indicada converge a (3 con la topologia u(A, A*).

Para demostrar que § € A veremos primero que estd en A, es decir, que si

n = (n;) es una familia cualquiera de A*, entonces la serie Z |Bin:| es de Cauchy.
i€l
Para ello tendremos que demostrar que dado un nimero ¢ > 0 y arbitrario existe
un Fy € Pr(I), tal que si F € Pr(I) yes F D Fy, entonces Y |[Biml <e.
i€EF\F}

Ahora bien,

S 1Bmil < YD ‘5;-&58") Imil+ > |ﬁ,~a§"")

i€F\F} i€F\F} i€F\F}

Sin € A* su envolvente normal N(n) C A* es absolutamente convexa, y o(A*, A)-
compacta y este conjunto define una seminorma gy sobre A de las que definen la
topologia p{A, A*). Como, por hipétesis, Pr{«) £, & uniformemente en a € A
en la topologia p(A, M%), entonces para la seminorma gy y €l nimero ¢ podemos
asegurar que existe un Fy € Px(]) tal que

Z {a,(-"”)ml < % V s, € D,.

i€I\F,

Entonces, si F' € Pr(l), F D Fj, tendremos

> laf's")m

i€F\F}

<§ Y s, €D,

Por otra parte, como la subred {a®¥) = (a(**),), s, € D,, >} converge a # = (§;)
con la topologia producto, se sigue que dado el nimero ¢ y el conjunto finito Fy,
existe un s) € D,,, tal que si s, € D,, s, > 0, entonces se verifica

1
hy - card(F \ Fg)

donde F' y Fg son los conjuntos finitos anteriormente indicados y

!OZSSV) — B

£ .
<'§' VZEFé

hy = max{1, |n;| i € F\ F}.
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De todo lo anterior se deduce que dados o € X y ¢ existe el conjunto Fy € Px(I)

anterior, tal que si F' € Px(I), F' D Fj, se verifica que

Yol <Y Wl|g-e+ T el
iE€F\F} i€F\F i€F\F}
< hi-card(F\ F)E ! +E=09f
ar =7
€ 3 hy-card(F\F}) 3 3

Demostremos ahora que la subred

{a®) = ($i(a*)) ;5. € Dy, 2}

converge a (3 = (f;) con respecto a la topologia p(A, \*). Tendremos que probar
que dada una seminorma cualquiera gp. sobre ) de las que definen la topologia
w(A,2%) y un niimero € > 0 arbitrario, existe un s € D, tal que si s, € D, y es

sy, > 82, entonces

qM°® (a(s") ) =

ﬁ,’l |m,| <E.
(mi)eM zEI

Ahora

Z la(su) B;

Iml—Zla(“) B imid+ X |emil+ X 18ml.

tef\Fo i€\ Fo

Como M C A* es absolutamente convexo, normal y compaéto en la topologia
o(A*, ), entonces Pr(m) £, m uniformemente en m € M con la topologia
¥(A%, \), segiin la proposicién 1.2.10. Es decir, dado 4 € X existe un Fy € Px(I)
tal que

3
> |Bimy| < 3 Ppara todo m = (m;) € M.
i€I\Fy'

Por otra parte, dada la seminorma gps. sobre ) de las que definen la topologia
1(X, X*) v el nimero € > 0 existe un Fj € Px(I) tal que

o {sv) _ y Sy — . _6_
qMm (a ) Pry (oz( ))) = (:};ngAF, ia mlt < 3
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para todo s, € D,, ya que por hipétesis Pr(a) £, & uniformemente en a € A
con la topologia u(A, A*).

Por ultimo, como la subred
{a(su) —_ (a(sv)i)vsv c Dv, —>_}

converge a § = (f5;) con la topologia producto, se sigue que dados el nimero € y
el conjunto finito Fy = FjU Fy, existe un s? € D,, tal que si s, € Dy, sy, 2 s°
entonces se verifica
3 1
< — - ————————
3 h-card(Fp)
donde h = max{1, |m;| i € Fy(m;) € M} ya que M C 3* es o(\*, ¢1)-acotado

o™ — Vi F

De acuerdo con lo anterior, dada la seminorma gps- sobre A de las que definen
la topologia p(X,A*) y € > 0, existe s% € D, tal que para todo s, € D, s, > 55,
se verifica que

Sl = g lmi] = 3| = gllmid + X Jeimi]+ 3 18mil

iel i€Fo ieN\Fo i€N\Fo

< h-card(Fo) S —r cyi

3h-card(Fg) (3737 °¢

para todo (m;) € M. Por consiguiente, se verifica que
qMe (a("") - ﬂ) < ¢ para todo s, > s2.

(=) Reciprocamente, si A es p(X, \X)-compacto, entonces Pr(a) £, o uni-
formemente en a € A con la topologia p(A, A*). Si no fuese asi, existiria una
seminorma gy sobre A de las que definen la topologia u(A,A*) y un € > 0, tales
que para cada Fy de Pr(]) existiria un F € Pxr(I), F D Fo, y un o € A de
Inanera que _

gme (@ — Pr(a)) 2 €.

Para cada F € Px(I) representemos por

Hp = {Of = (O{i) € A:qme (a—Pp(a)) > 6}.
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Esta familia de subconjuntos de A verifica las siguientes propiedades:

- cada Hr # 0 ya que, al menos, pertenece la familia o de A que le corresponde

a F tal como se indica mas arriba,;
- cada Hp es cerrado para la topologia u(A, A*);

- la familia ¢ = {Hp : F € Px(I)} tiene la propiedad de interseccién finita,
pues si F, F; € Px(I) entonces Fy U Fy € Pr(I); como ; C F; U F; en-
tonces Hpur, C HF, y por la misma razén Hp,ur, C HF,; por consiguiente,
Hpup C Hr, N HE,; de forma que si Hg, N HE, fuese vacia también lo seria

HFr,urF, en contra de lo supuesto.

Como A es p(A, A\*)-compacto, entonces (| Hr # 0, es decir, que existe un
FePr(I)
6 = (&) € A tal que gpe (6§ — Pr(8)) > € para todo F' € Px(I). Esto estd en

contradiccién con el hecho de que M C A* sea g(A*, A)-compacto de acuerdo
con la proposicién 1.2.10, pues dada dicha familia 6 € A el que
amMe (5 - Pp(é)) = 8sup E I&,’Tn,‘l Z 3
v (mi)€M ;e \F
para todo F' € Px(I) significa que las secciones Pr(m) no convergen a m uni-

formemente en m € M con la topologia v(A*, A).

Para cada v = (y;) € N(A) existe un o = (&;) € A tal que |vi| < |l para
todo ¢ € I, de donde se sigue que v — Pr(y) < o — Pp(a para F € Pr(I),
(ver parrafo 1.1.1), y‘ de aqin' se deduce que g(y — Pr(y)) < 'q(a — Pp(a)) para
cualquier seminorma ¢ de las que definen una T-topologia sobre A (ver condicién
i) del parrafo 1.2.2.

Si A es p(X, A*)—compacto entonces las secciones Pr(e) convergen a o uni-
formemente en @ € A con la topologia u(),2*) de acuerdo con la primera
parte de esta proposicién. De la desigualdad antyerior se deduce que las fa-

milias pertenecientes a N(A) poseen la misma propiedad. Por tanto, N(A) es

p(A, A*)—compacta. ]
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1.2.13 Proposicién. Sea A un espacio normal de familias dotado de una 7-
topologia. Si A C X es normal, entonces el cierre de A en (A, 7) también es

normal.
DEMOSTRACION:

Sig=(8)c¢€ N(T) entonces existe @ = (o;) € A tal que |8 < |l
para todo ¢ € I, y existe también una red {o®) = (a (8)) s € D,>} en A que
T—converge a a.

Definiendo v; = 5—: sio; #0y 4 =0sia;=0,sea ) = (ﬂf’)) (7 (’)) Se
sigue que la red {8), s € D, >} est4 contenida en A, pues A es normal, y para
cada s € D es !ﬂi(s)l = l'y,-a,(s){ < 'af”' para todo ¢ € I.

Por otra parte,si M e Mys€ D

71(a - az)

(B =B = sup SIB — il Inil = sup Z

(Th)eM 3 ( )

< sup 3| —ai)m| = (IM°(CY( ) - a)
(m)eM ieg v

Por consiguiente, la red {#), s € D, >} converge en la topologia 7 a f; de donde
se deduce que f € A", es decir, A = N(A'). £

1.2.14 Proposicidon. En todo espacio normal de familias A dotado de una 7~

topologia se verifica que la familia de proyecciones {Py: J C I} es equicontinua.
DEMOSTRACION:

Para cada J € P(I) es claro que Pj(a) < o« para toda o € A, segin la
definicién de esta relacién (ver parrafo 1.1.1). Por la condicién i) impuesta a la
familia @) de seminormas que definen la 7—topologia en ) se sigue que ¢(Ps(a)) <

q() para toda g € @ (ver parrafo 1.2.2). u
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Observaciones

1. Como vimos en la seccién anterior, los espacios £7, siendo 1 < p < 00, ¥y

los espacios ¢y, ¢f, E(,p Dy c(()’}‘) son espacios de Banach y su a—dual coincide
con su dual. Por tanto, la topologia indicada en cada caso coincide con la
topologia fuerte, es decir, la topologia con que se ha dotado cada uno de

esos espacios es una 7-topologia.

2. Los espacios {5 y £3°(p;) son también espacios de Banach, pero su a-dual
no coincide con su dual. La topologia indicada en cada uno de estos espacios

coincide con la topologia fuerte.

3. En los espacios escalonados citados en los ejemplos de la seccidn anterior se

verifica que su topologia normal coincide con la topologia fuerte.

4. Si M es un sistema topologizante normal del espacio normal de familias A
y J es un subconjunto de I, entonces la topologia que se suele considerar en

- el subespacio J-seccional A, salvo que se indique lo contario, es la definida
por el sistema topologizante M ; formado, a partir de los conjuntos M € M,

por

My ={B;=(B;)iecs €(N)s:3 (Vi)ie € M con B; =7;V j € J}

Es inmediato comprobar que (M;)° = (M°®);.

O bien, si la topologia en €] espacio A est4 definida por el sistema de semi-
normas @ = {gm-}, entonces la topologia que se suele considerar en el
espacio A; es la definida por el sistema de seminormas Q; = {qu}. A esta
topologia sobre \; se representa también por 7, salvo que exista posibilidad

de confusidn, en cuyo caso se denota por 7.
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1.3 Completitud de un espacio de familias.

En esta seccién estudiaremos cuando es completo un espacio de familias escalares
Ay, si no lo es, cual es su completacion.

Exponemos en primer lugar los resultados sobre este aspecto en relacion con
las topologias débil y normal, a los que haremos referencia mas adelante. A
continuacién reunimos en un teorema lo relativo a la completitud de un espacio
de familias cuando se le dota de una 7-topologia. Terminamos la seccién de-
mostrando que si el espacio en cuestién es localmente completo, entonces ciertos
subespacios también son localmente completos.

En primer lugar indicaremos que en el caso de las familias escalares se verifica

también el Teorema de Schur:

1.3.1 Teorema. (Schur). Cada sucesion de familias en £} que es de Cauchy

respecto de la topologia o(£},£7), es ||-||,~Cauchy.

La demostracion puede hacerse igual que para las sucesiones utilizando una
técnica similar a la conocida como joroba deslizante (ver [24, pag. 283] y [21,
§10.5 Teor. 2 pag. 205]). Para el caso en que €l conjunto I = IN, este resultado
fué probado en 1920 por J. Schur (46, III pag 82].

De aqui se deducen los siguientes corolarios a los que nos referiremos en varias
ocasiones. La demostracién del primero puede verse en [21, §10.5 Cor. 4 pag. 206]
y como en las otras se utilizan técnicas semejantes a las empleadas en las corres-
pondientes demostraciones en los espacios de sucesiones, las escribimos con letra

pequena.

1.8.2 Corolario. (¢}, 0(£},£3)) es sucesionalmente completo.
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1.8.3 Corolario. St A es normal, entonces (A\*,0(A*,})) es sucesionalmente

completo.

DEMOSTRACION:

Sea (77(")) = ((‘f),(n)) ) una sucesién de Cauchy en A\X con la topologia o(A*, A).
Entonces para cada i € I la sucesidén <n§n)> en JK también es de Cauchy por la
n

proposicién 1.2.3 y, por tanto, converge a un cierto 7; € K. Sea n = (771’)3 veamos que
7 € A y que 7= o(A*, A)-lim n™,
n

En efecto, si & = (a;) € A es una familia arbitraria, como cada 7(™) € A%, se verifica
que 7(™a € £} para cada n € IN. Por tanto, (n(")a) = ((n(”)a;) ) es una sucesion

1
en £} que es o(£},£3°)-Cauchy pues si § = (B;) € £, entonces af = (a;f;) € A por ser
A normal (proposicién 1.1.3) y, por consiguiente, existe un ng € IN tal que para todo

ni,ny € INa ny > N2 2 Ng, €8
[(n") — 52, )| = [{r")a— n"2)a, B)] < e.

Como (£}, 0(£},£%°)) es sucesionalmente completo por el corolario anterior, entonces la
sucesién (n(")a)n converge en la topologia o(£},£°) a l = (I;) € £}. Como el € ¢
se sigue que, para cada 1 € I existe un no, € IN tal que para todo n € IN, n > ng,, es
’n,(")a,- - li’ < &. Pero si para cada i € I es 7™ 2 n;, entonces 7™

; o — mia; de
donde se deduce que debe ser l; = 7;0;, es decir, que la sucesién n(™a =5 na € £} en
la topologia débil. Como a € A entonces 1 € AX.

Veamos que la sucesién considerada al principio converge con la topologia o(A*, A)
a la familia 7. Si 7™a - 7o en la topologia o(£},£9°), tomando e € £§° existe un
ng € D tal que para todon € IN, n > ng es

> o(nMei = mies)

i€l

|(1™a = nae)| = > = me

1€l
= | -ne)| <,

es decir, que 7(™ T 5 € XX en la topologia o(A*,A), pues a = (a;) era una familia

arbitraria de . v |
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1.3.4 Como una consecuencia inmediata del corolario que acabamos de de-
mostrar y del Teorema de Banach-Mackey (ver {24, §20.11(8) pag. 254]), se sigue
que si A es un espacio normal, entonces (A, 7) es un espacio de Banach-Mackey
para toda topologia 7 compatible del par dual (A, A*). Es decir, todo subcon-
junto de A* que sea o(A*, X)-acotado es (A%, A)-acotado. Por consiguiente, si el
espacio A es normal, las topologias B(A, A*) y f*(A, A¥) coinciden. Es inmediato

también el siguiente corolario:

1.3.5 Corolario. Si el eépacio normal de familias escalares )\ dotado de una

T—topologia es casi tonelado, entonces es tonelado.

1.3.6 Corolario. Si el espacio de familias escalares )\ es perfecto, entonces es

sucestonalmente completo con la topologia o(A, A*).

DEMOSTRACION:

Como )\* es normal, aplicando el corolario 1.3.3 se sigue que el espacio (A*)" =

A es 0(A, A¥)-sucesionalmente completo. =

En relacién con la topologia normal se verifica la siguiente proposicién:

1.3.7 Proposicién. Un espacio de familias escalares ) es perfecto si, y sdlo si,

es completo con la topologia normal v( A, XX).
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DEMOSTRACION:

Si X es perfecto y {a(®) = (af’)), s € D, >} es una red en A que es de Cauchy en
la topologia v(A, A*), entonces por la proposicién 1.2.3 se verifica que para cada ¢ € /
la red {a,(s), s € D, >} en K también es de Cauchy y, por consiguiente, converge a un
a; € KK para cada i € I. Sea a = (¢;). Veamos que a € A y que es el limite de la red
dada con respecto a la topologia v(A, A¥).

En efecto, si 7 = (7;) es una familia arbitraria de AX, como cada @{®) € X se verifica
que oy ¢ ¢} para cada s € D. Por tanto, {a("’)n, s € D, >} es una red en £} que es
||I-lI-Cauchy.? Como £} es ||-||-completo, entonces converge a l = (I;) € £}. Se sigue que
para cada ¢t € [ es

(5),. _ I;

QT

= -"a(’)n - l“ <e¢

oy — l.'i <y
i€l

i L= o
de donde se deduce que debe ser I; = oy, es decir, que la red of®)y = an € {jenla
topologia de la norma. Como 7 € AX, entonces a € AX* = A,

Veamos que la red a{®) 5 « en la topologia ¥(A,AX). Como 7 es una familia
arbitraria de A* y a(’)'r} - o en la topologia de la norma de £, entonces se verifica

que
In (a(,s) - 0‘) =2,
icl

t€

desde un cierto sp € D. Como para cada i € I es ot 2, a;, entonces ol

a;

il = |o)n—an| <€

desde un cierto sg € D.
Reciprocamente, si (A, v(A, A%)) es completo y o € A**, entonces para cada F €
Pr(I)es Pr(a) € A C AX* ya que ¢1 C X'y, ademds

=p(MX A= 1 P .
@ = V(X X) = Lim Pr(c)

Como las topologias v(A, AX) y v(AXX,AX) coinciden en A, también es

a=v(A\) - Fel%l;l(l) Pr(a).

Como (A, v()X, A%)) es completo, entonces o € A, es decir, A es perfecto. |

Al estudiar la completitud de un espacio de familias respecto de cualquier
otra topologia del par dual de tipo normal, no se puede repetir el esquema uti-

lizado anteriormente para la topologia méis gruesa de este tipo. Entre otras

*Ya que en £} la topologia normal v(£},£%°) coincide con la de la norma.
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razones, y en el caso concreto de la topologia de Mackey, debido a que en el
caso de la topologia normal se puede asegurar que las topologias v(A**, A%} y
v(A,A%), coinciden en A. En cambio, al tratar con las topologias p(A**, %)y
(A, A%) (y més finas que ellas) no se puede asegurar lo mismo. En efecto, la
primera tiene como sistema topologizante normal una familia de subconjuntos
de A* (verificando las condiciones indicadas en la seccién 1.2) cada uno de los
cuales es o(A*, A**)—compacto, mientras que los subconjuntos de la familia que
define la segunda topologia son o(A*,\)-compactos. Como se verifica que la
topologia o(A*, \) es mas gruesa que o(A*, A**), todo subconjunto de A* que sea”
o(A*, A**)—compacto es también o(A*, X)-compacto (ver [41, Lema 5 Cap. III
pag. 52]), pero la reciproca no tiene por qué ser cierta. Por consiguiente, en

general, se verifica que (A, %) < p(X, A*) en A.

'Sin embargo, dado cualquier sistema M de subconjuntos de A\X que verifique
las condiciones 1) a 5) indicadas en la seccién 1.2, se puede considerar como
un sistema topologizante normal para el espacio normal A y también para A**.
En efecto, cada M C A* perteneciente a M es absolutamente convexo, normal,
o(A*,A)~cerrado y acotado. Como A*X es un espacio Banach-Mackey, por el
corolario 1.3.3, entonces M es (A, A)-acotado y por las proposiciones 1.2.9 y

1.2.8 se sigue que M es o(A*, \**)-acotado.

Como ya indicamos, cuando se considere un mismo sistema topologizante nor-
mal M para deﬁnir topologias en espacios distintos, por ejemplo en b y A% la
representaremos por el simbolo 7 (M); y a cada espacio con la topologia corres-
pondiente por (A,7(M)) y por (A**,7(M)). Una base de 7 (M )—entornos del
origen en ) estara formada por los conjuntos M° (tomando polares en el par dual
(A, A%)) cuando M recorre los elementos de la familia AM; mientras que en A**
estara formada por los conjuntos M* (tomando polares en €l par dual (A**, A*)).
Es claro que M*N A = M° con lo que ambas topologias coinciden en A (esta es la

notacién que se sigue, por ejemplo, en el texto de Wilanski [49, 10-1.1. Remark
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pag. 150}).

Teniendo en cuenta estas consideraciones podemos enunciar el siguiente teo-

rema en relacién con la completitud.

1.3.8 Teorema. Si X es un espacio normal de familias escalares dotado de una

7 (M)—-topologia, se verifica:

(1) Si X es perfecto, entonces es T (M)-completo.

(1) La clausura de A en (AX*,7(M)), con la topologia inducida por T (M), es
la completacién A de (A, 7 (M)).
(

)
(iii) La completacion ) de (A, (M)) es un espacio normal de familias escalares.

DEMOSTRACION:

(1) Si A es perfecto entonces (A, »(A, A*)) es completo por la proposicién 1.3.7.
Ahora bien, la topologia 7 (M) es més fina que la topologia normal v(A, A\¥) y
posee una base de entornos del origen que son v(A, \* )—cerrados por [41, Cap. II
Prop. 9(i) y Prop. 8 pag. 34]. Por tanto, (A, 7 (M)) es completo en virtud del
lema de Bourbaki-Robertson (ver [21, §3.2 Teor. 4 pag. 59]).

(ii) Como A** es perfecto, entonces (A**, 7 (M)) es completo por el apartado

(1) anterior. Por consiguiente, la conclusién se deduce inmediatamente.

(iii) Se deduce de la proposicién 1.2.13. -

Observacién
La completacién A de un espacio de familias A es un subespacio lineal de
AXX (ver [24, §15.2(7) pag. 148]), por consiguiente, es un subespacio lineal de

wr y, de acuerdo con la definicién dada anteriormente, es un espacio de familias.
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Ahora bien, si consideramos la topologia 7(M) en A definida por el sistema
de seminormas ¢ = {qm-}, entonces la topologia de su completacion 3\, que

representaremos por 7, viene definida por el sistema de seminormas @ = {gum-},

donde Gpre es la extensién continua univocamente definida de gppe a ) (ver [24,
§18.4(1) y (2) pag. 208, 209]). Para cada @ = (a;) € ) se tendria:

qMo(&) = sup Z I&,-m,-l
(mi)eM e

Ahora bien, como A C X C AXX ge sigue que XX = \X. Por tanto, el mismo sistema
topologizante normal M que define las topologias 7 (M) en A y en A**, define
una 7-topologia 7 (M) en ). Esta topologia vendria definida por un sistema de
seminormas Q = {ar} tal que para cada & = (&) € A :
Gue(&) = sup _|&mi| = Gu+(&)
(mi)EM s
Es claro que las topologias 7 (M) definidas en X y en A\** coinciden en A. Pero

ademads, en este caso, coincide también con la topologia 7. Por consiguiente, la

topologia que consideraremos en la completacién de A es una 7-topologia.

Terminamos esta seccién con un resultado sobre completitud local que nece-

sitaremos en el capitulo siguiente.

1.3.9 Proposicién. Sea I un conjunto de indices cualquiera, m un nimero car-
dinal infinito tal que m < card(I) y A un espacio normal de familias escalares
dotado de una T—topologia, respecto de la cual es localmente completo. Se verifica

que los siguientes subespacios de )
k1= {a € X: card(sop(a)) < m}

Ko={a€MX: card(;op(a)) < m}
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son localmente completos, considerando en cada uno de ellos la correspondiente

topologia inducida.
DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta que en la suma y producto de nimeros cardinales infinitos
se verifica que R, + Rg = R, - Rg = max{R,,Ng} (ver [22, Cap. 1 §3 Teor. 8 y
Cor. pag. 25 y 26]), es claro que cada &, (v = 1,2) es un subespacio de A. Todo
lo que sigue en la demostracion es valido tanto para x,, como para K, y para
evitar repetir los valores de v = 1,2, nos referiremos a ambos subespacios por «,,. -
Si B, es un disco en «,, también lo es en A, por tanto, B, es un disco cerrado

en A. Sea (:z:,g"))n una sucesién en B, C B, C A; como ) es localmente completo,

[ ]

B, es un disco de Banach en A, por lo que, ZQ'"m,(J") converge en A a un elemento
n=1

z de B,. Ahora bien, por una parte, las aplicaciones

Yira=(g)eX— di(a)=a € K

para cada i € I son continuas (proposicién 1.2.3) y la sucesién de sumas parciales

n
(22'3331()3)) converge coordenada a coordenada; y, por otra parte, si considera-
s=1 n

o0
mos T = | Jsop(z(™), entonces
n=1

parav=1 card(T)<Rg-m=m

yparav=2 card(T) < Ny-m=m
ya que m es un numero cardinal infinito, Rg < m < card(]) y
Rg - m = max{Ro, m}

(ver [22, Cap.1§3 Teor.8 y Cor.pag. 25 y 26]). Por tanto, z € B, en cada caso
('U = 1, 2) » e
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1.4 Convergencia de las secciones.

En esta seccién hemos recogido lo relativo a la propiedad AK en espacios de fa-
milias. Comenzamos recordando la definicién de esta propiedad y a continuacién
demostramos que siempre que se dote al espacio con una topologia compatible
con el par dual, el espacio posee esta propiedad. Surge, pues, estudiar el subes-
pacio formado por los elementos que poseen la propiedad AK cuando se dota al
espacio de la topologia fuerte. Se define el subespacio regular y se resumen en
una proposicién sus propiedades mas utilizadas en lo-que sigue.

Después de este estudio demostraremos que si €l espacio estd dotado de una
topologia normada o metrizable, las familias que tienen la propiedad AK tienen,

a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas no nulas.

1.4.1 Definicién Sea A un espacio normal de familias escalares dotado de una
T—topologia. Se dice que el elemento a € A posee la propiedad AK st

= 1 P .
= reprn r(@)

Si todos los elementos del espacio poseen la propiedad AK, se dice que A posee la
propiedad AK.

Al igual que en los espacios de sucesiones también se verifica que si un espacio
de familias A estd dotado de una topologia compatible con el par dual (A, A¥),

entonces posee la propiedad AK. Esto lo demostramos a continuacién.

1.4.2 Proposicién. Un espacio normal de familias ) dotado con la topologia

p(A, ) posee la propiedad AK.
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DEMOSTRACION:

Dada cualquier familia @ = (&;) € A, cualquier seminorma gpo sobre A de las que
definen la topologia u(\,AX), y cualquier nimero ¢ > 0, como M C X* es absoluta-
mente convexo, normal y o(A%, A)—compacto, se verifica que

p ;| =0
FE'P}'(I) () EMge;\F‘ l

en virtud de la proposicién 1.2.10. Pero eso es lo mismo que decir que dada la seminorma
gme y el nimero ¢ > 0 existe F' € Px(I) tal que

gumeo(a— Pr(a)) <c¢€

es decir, Pr(a) L, & en la topologia (A, AX). ' =

1.4.3 Corolario. Un espacio normal de familias X posee la propiedad AK siem-

pre que se le dote de una topologia compatible con el par dual (A, A*).

Sin embargo, si cbnsideramos una topologia no compatible con el par dual,
puede ocurrir que no todos los elementos del espacio tengan la propiedad AK.
Basta considerar el espacio £° con la topologia definida por la norma infinita (ver
( 1.1)) y la familia e € £ (ver [19, Prop. 6.12 y Ejerc. 6.13 pag. 110]).

Si X es un espacio normal de familias escalares y se dota de una topologia
compatible con el par dual (A, AX), entonces posee la propiedad AK de acuerdo
con el corolario 1.4.3. Por otra parte, las topologias S(A, AX) y B*(), AX) coinciden
(ver parrafo 1.3.4). Por consiguiente, si deseamos estudiar la convergencia de las
secciones en un espacio normal, lo consideraremos dotado de la topologia fuerte.
Antes demostraremos la siguiente propiedad de la topologia fuerte de la que

haremos uso mas adelante.

1.4.4 Proposicién. Si A es un espacio normal, se verifica que las topologias
BOAXX, M%) y B(X, M%) coinciden en A.
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DEMOSTRACION:

En general se verifica que S(AX*,A%) < (A, A*) ya que la topologia B(A, AX) estd
definida por todos los subconjuntos de A* que son o(A*,A)-acotados, mientras que
B(AXX AX) estd definida por los subconjuntos de A* que son o(A*,A**)-acotados.

Como A C A**, entonces o(A*, ) < o(AX,A**) y, por tanto, todos los subconjuntos
o(A*, A¥X)-acotados, son o(A*,))-acotados, es decir, B(AX* A%) < B(A, A%).

Por otra parte, si A C M* es o(\¥, A)~acotado, entonces es #(A*, X)-acotado, como
consecuencia del la proposicién 1.3.3 (ver parrafo 1.3.4). Como B(A*,¢r) < ,G(AX‘,A),
entonces A es B(A*,¢r)-acotado y de aqui se sigue que A es o(A*, A**)-acotado por
la proposicién 1.2.8. Por tanto, S(A, AX) < B(AXX,A¥). : |

1.4.5 Definicién Se denomina subespacio regular del espacio normal de familias

A, y se suele representar por A, a la clausura de ¢1 en (X, B(A, X)) :

——B(A %)

)\., = ¢[ n A

En X, se considera la topologia inducida por la topologia B( X, A*).

Este concepto para espacios de sucesiones fue introducido por Komura y
Komura (ver [26]), y para espacios de familias aparece en la tesis doctoral de
Reiher [40]. Las siguientes propiedades son extensiones de las que en este aspecto

se verifican en los espacios de sucesiones.

1.4.6 Proposicién. (i) A, = {a € X: a= (), \*) — bmpep, 1) Pr(a)}.
(i1) A, es un espacio normal.

(iii) cor- A C A

(iv) (A)" =%
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(v) B, = BN 61)la, = B(Ar, 1) = B(Ar, 7).
(vi) (A, B(Ar, XX)) = A%,

(vii) La topologia fuerte en X, = X es B\, \,) = B(AX, ).
DEMOSTRACION:

(i) Para demostrar la igualdad, como es claro que si se verifica que

=BAA) - 1
BN - Jim | Pe(a)

entonces « € A,; bastard ver que si @ € A, se verifica que Pr(a) L, a en la topologia
B(A, A%).

Si @ € Ay, gue €5 una seminorma sobre A de las que definen la topologia B(A, AX)
y € > 0, entonces existe una familia v = (y;) € ¢; tal que gme(a — v) < €. Sea
Fy = sop(7y). Entonces :

gme{a—17) = sup Z|%—%Hma|
(mi)eM 1€l
= sup (Z los = il Imil + 37 el Imi!) <e
(m)eM \ jeFR, iel\Fp

de donde se deduce que sup Z la;||mi| < € y de aqui se sigue para todo F'
(m')eMtEI\Fo
perteneciente a Px(I), F D Fp, que

gme(o— Pp(e)) = sup Y Joillmf <e¢
(mi)€M jenF

es decir, que Pr(a) Laenla topologia B(A, AX).
(ii) Es una consecuencia de la proposicién 1.2.13, ya que el espacio ¢y es normal.

(iii) Sea v = (%) € cor y @ = (e;) € A. Dada cualquier seminorma g sobre A
de las que definen la topologia B(A.A*) y cualquier nimero ¢ > 0, por ser v € coy,
podemos asegurar que existe un Fp € Pr(7) tal que

l7i| < —-——E—() para todo i € I\ Fp

1+ gpe(e
Entonces
gme(ya = Pr(7@)) = sup > |villoimil
(mi)eM iel\Fo
3
S S — am,l_-———-——QMea Le
T o @ o 2 ™S T @ ()
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Por tanto Pr(ya) il va en la topologia S(A, A%), es decir, ya € A,.

(iv) Como ), C X se sigue que A* C (A,)* (ver parrafo 1.1.2). Ahora si 7 € (A;)"
y a € ), se verifica que para cada ¥ € co; es Ya € A, por el apartado (iii) de esta
misma proposicién. Se sigue que yan € £} y de aqui que an € £; por ser (cor)™ = £}
(ver Ejemplos de la primera seccién). Entonces n € AX.

(v) Demostratremos en primer lugar que las topologias S(A, A*) y B(A., AX) coin-
ciden en A,. Como A, C A entonces los subconjuntos de AX que son (A%, A)-acotados,
son acotados en la topologia o(A*, A, ). Por tanto, B(A, A*) < B(A., AX). ’

Por otra parte, si M C AX es o(AX, ), )-acotado entonces es B(A*, A, )~acotado, por
ser el espacio A, normal (ver parrafo 1.3.4). Se sigue que M es o(A\*,\**)-acotado
por las proposiciones 1.2.9 y 1.2.8. Por tanto es acotado en la topologia o(A*,A). Es
decir, que B(A,, A%) < B(X, A%).

Las otras igualdades siguen de esta y de la proposicién 1.2.9.

(vi) Estableceremos una correspondencia biyectiva entre (A, B(A,, A%)) vy AX.
Como AX est4 contenido en (A, B(A,,AX)) estd clara la inmersién del primer es-
pacio en el segundo: si n = (7;) € A* le hacemos coresponder f definido asi:

fra=(a) €A — (o, f) = Za;m € K.
el

Reciprocamente, si f € (Ar, (), A*)) definimos para cada i € I : (e®), £y := m;.
Sea n = (7;). Le haremos corresponder a f la familia 7 asi definida y demostraremos
que pertenece a AX.

Sean a = (a;) € Ay v = (Vi) € ¢g, arbitrarios y § = (;) siendo
{ J—Hz; si yieum; # 0

pi = 0 si viam; = 0

con lo que B = (B;) € By (£f°) y Ba € A porque A es normal (ver proposicién 1.1.3). Se
verifica también que yfBa € A, por el apartado (iii) de esta misma proposicién y, por

tanto, y8a = lim Pg(yBa) en la topologia B(\., A*). Entonces:
FePx(I)

(vBa,f) = (limPr(160),1) = Bm(Pe(z60), )

lim <27iﬂiaie(i)a f> = lim Z7£ﬁfai(€(i), f)
teF 3
= lim>_ naim] < +oo.
1eF

Como v € ¢y, era arbitraria, entonces an € £}y si « era una familia arbitraria de A,
entonces 7 € AX.
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Existe, pues, una correspondencia biyectiva
N (A, B0, A))'
n=(m)—f
tal como hemos definido anteriormente a f y a cada 7;, en cada caso. Es inmediato

comprobar que se trata de un isomorfismo algebraico, y en virtud de él identificaremos

ambos elementos f y 7, y en este sentido entenderemos la igualdad enunciada.
(vii) Es claro que
B, 1) < B, A) < B, A) < B, XX

pero B(A*, A**) = B(A*, ¢;) por la proposicién 1.2.9.
Se sigue que el isomorfismo establecido anteriormente entre (A%, B(A%,A)) y

(AL, B(AL,),)) es también topoldgico. n

1.4.7 Corolario. El espacio (A, p(X,, A*)) es tonelado.
DEMOSTRACION:

Es una consecuencia inmediata del apartado (vi) de la proposicién 1.4.6 anterior

que nos dice que p(A, A%) = B(A, A¥). L

En la siguiente proposicién se muestra una propiedad que tienen las familias
con la propiedad AK, cuando el espacio al que pertenecen estd dotado de una

topologia normada o metrizable.

1.4.8 Proposicion. Si A es un espacio de familias escalares dotado de una

topologia 7 que es normada o metrizable, entonces las familias que posean la
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propiedad AK tienen, a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas distin-

tas de cero.

DEMOSTRACION:

Si a € ) tiene la propiedad AK entonces dada una seminorma g € Q yune > 0
existe un Fy € Px(]) tal que para todo F € Px(I), F D Fy, es ¢(a— Pr(a)) <e.
Entonces para cada valor de ¢ = ¢ > 0, k € IN, existird en cada caso un

Fi € Pz(I), de forma que para todo F' € Px(I), F' D F, se verifica

ol B

g(e — Pr(a)) <

para k € IN. Sea G = U F,. Entonces G es finito o numerable y F,, C G para
nelN
todo n € IN. Por consiguiente,

1
q(a—Pg(a))<; VneN

de donde se sigue que ¢(a — Pg(a)) = 0.
-Si ¢ es una norma se tendria que o — Pg(e) = 0 por lo que o = Pg(a), es
decir, que « tendria, a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas no nulas.
Si la topologia 7 viene dada por una familia numerable de seminormas, (g )n,
razonando de la misma manera que en el caso anterior para cada una de ellas,
podemos considerar la sucesién Gy, Gy, -+, Gy, -, de subconjuntos numerables

de I de forma que para todo H € P(I), H D G, se verifica
gr(a — Py(a)) = 0.

Sea G = | J G,. Entonces G C I es numerable y G,, C G para todo n € IN. Por
n€N
tanto, ©
gn(a— Pg(a))=0 VnelN

de donde se deduce que & — Pg(a) = 0. L
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Observaciones

1. En este caso estan incluidos todos los elementos de los espacios de familias
escalares 2, (1 < p < +o0), cor, &F )y ) indicados en los ejemplos

anteriores.

2. El caso del espacio w; muestra que la conclusién no es cierta en general.

1.5 Tonelaciéon de un espacio de familias.

La propiedad de tonelacién del espacio A serd muy importante en el capitulo si-
guiente. Como trataremos sélo con espacios normales, €l ser casi tonelado implica
ser tonelado (ver corolario 1.3.5) y por este motivo recogemos en esta seccion la
caracterizacién de los espacios de familias que son tonelados. Una variante digna
de mencién es que en los espacios normales de sucesiones que son tonelados, una
de sus caracteristicas es la separabilidad, mientras que en los espacios normales de
familias demostraremos que existe un subconjunto, con cardinal igual al card(]),
que es denso en el espacio cuando se le dota de la topologia fuerte del par dual
(A, A%).

Terminamos la seccién con una proposicién en la que se demuestra que si el

espacio A es casi tonelado, entonces ciertos subespacios son también casi tonela-

dos.

En el siguiente teorema se caracteriza a los espacios normales de familias que

son tonelados.

1.5.1 Teorema. Si A es un espacio normal de familias escalares, las sigutentes

afirmaciones son equivalentes:
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(1) El espacio A con la topologia u(X,\*) es tonelado, es decir, las topologias
p(A, A%) y B(A, M%) coinciden en .

(2) Si B C X es B(\, A\*)—compacto, entonces N(B) es B(A, X*)-compacto.
(3) Para cada o € X, Pp(a) =5 a en B(A, \%), es decir, A = \,.

(4) El conjunto X = {£ = (&) € ¢1: & € Q) es denso en (A, (A, AX)).
DEMOSTRACION:

(1) = (2) Si B C X es B(A, AX)-compacto, entonces es u(A, A* )-compacto, ya
que por (1) las topologias u(A, A*) y B(A,A*) coinciden en A. Como A es normal
se sigue que la envolvente normal N(B) es u(), A*)-compacta en virtud de la
proposicién 1.2.12. Entonces N(B) es A(A, A*)-compacta por la misma razén

anterior.

(2) = (3) Si « € X entonces {a}-es f(X, AX)—compacto, y por (2) tenemos que
N(c) también es compacto en B(X, A*). Por otra parte, si ' € Pr(l), entonces
Pr(a) € N(a), a € N(a), y Pr(a) == aen o(), é1).

Para demostrar que Pr(c) también converge a « en la topologia B(X, AX),
aplicaremos [21, §3.5 Prop. 4 pag. 65]. Para ello tenemos que demostrar que la
topologia B(A, A\*) es més fina que la (), ¢1) y que tiene una base de entornos
formada por conjuntos o), ¢y)—cerrados.

Veamos en primer lugar que B(A, A*) > o(X, ¢1). Se verifica que -
o(X, ¢r) < a(A, A7) < p(A,2%) < (A AF)

donde todas las desigualdades son claras.
En segundo lugar veamos que la topologia A(A, A*) tiene una base de entornos

del origen formada por conjuntos (), ¢;)~cerrados. En efecto, si B C A* es un

3q; . . .
Si las coordenadas &; son nimeros complejos, se entiende, como es usual, que las partes real
€ lInaginaria son racionales,
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conjunto absolutamente convexo, cerrado y acotado en la topologia a(A*,)),

entonces B° es un entorno en B(A, A%)y

B= {aexzua,PF(mm=z|a.»m,~|s1}

mEB FePx(I) 1EF

con lo que B° es (A, ¢1)-cerrado por ser interseccién de conjuntos cerrados en

esa topologia.

(3) = (4) Sia = (a;) € A, entonces Pr(a) £ aen B(X, \¥) por (3). Es decir,
que para cada seminorma g sobre A de las que definen la topologia B(A,A*) en
Ay e >0, existe un Fy € Pr(I), tal que
€

ame(a = Pr(e)) = sup 37 losmi| <5

(mi)eM ieI\Fy

Por otra parte, si M C A* es el o(A*, A)-acotado que define la seminorma gpse

anterior, dado e(®) € X existird un p; > 0 tal que

[(m, e®)

=|m| <p; Vm=(m)eM.

Sea p = max{l, p; : it € Fy}. Dado ¢ > 0 podemos asegurar que para cada ¢ € Fy

existe un §; € @ tal que
€

2pcard(Fp)
Tomando ¢; = 0 para todo ¢ € I \ Fy, sea £ = (§;) € X y se verifica que

| — &l <

qme(a—€) = sup > |y — & my

(mi)eM je;
<  sup Zlai—fiHmJ'*‘ sup Z lom]
(mi)eM R, (mi)EM ;e N\Fy
. € £
< d(F))———————+=-=c¢.
peard(Fo) g Ry T2~ ¢

(4) = (3) Por (4) se tiene que X es denso en A con la topologia B(), AX) y por

la definicién del subespacio regular A, := Eﬁ('\’)x) en A. Se sigue que A = A,.
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(3) = (1) Si para cada o € X se verifica que Pr(a) L, @ en la topologia
B(X, %), entonces A = A, por el apartado (i) de la proposicién 1.4.6; y por el

corolario 1.4.7 se sigue que el espacio (A, u(A, A*)) es tonelado. =

Observacién

Como card(I) = card (Px(I)) segin [22, Cap. 185 Ej. 5.2 pag. 40] y en
X consideramos los elementos de ¢; con coordenadas racionales, se sigue que
card(X) = card(l). Por tanto, si el espacio normal (X, (X, A*)) es tonelado, en-

toces existe un subconjunto X C A con card(X) = card(]) que es denso en A.

Ejemplos

1. Los espacios £ con 1 < p < o0, cor, Egp‘) conl <p;, <M paratodot€ Iy
c((ﬁ‘) poseen la propiedad AK considerando en cada caso la topologia que se
ha indicado anteriormente, que como se ha visto coincide con la topologia

fuerte.

2. Los espacios £ y £2(p;) con 1 < p; < M para todo 1 € I, no poseen
la propiedad AK considerando en ellos la topologia fuerte. Ahora bien, se

verifica que (£3°), = cor y ({P(p:)), = c(();}‘)'

Por dltimo, demostramos la casi tonelacién de ciertos subespacios a los que

nos referiremos en el siguiente capitulo.



1.5 TONELACION DE UN ESPACIO DE FAMILIAS. 56

1.5.2 Proposicién. Sea I un conjunto de indices cualquiera, m un nimero car-
dinal infinito tal que m < card(I) y A un espacio normal de familias escalares
dotado de una T-topologia, respecto de la cual es casi tonelado. Se verifica que

los siguientes subespacios de A
k1 = {a € A : card(sop(a)) £ m}

ks = {a € X: card(sop(a)) < m}

son casi tonelados, considerando en cada uno de ellos la correspondiente topologia

inducida.

DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta que en la suma y producto de niimeros cardinales infinitos
se verifica que R, + Rg = R, - Ng = max{R,,Rs} (ver [22, Cap.l §3 Teor.8 y
Cor.pag. 25 y 26]), es claro que cada ,, v =1,2 es un subespacio de A. Todo
lo que sigue en la demostracion es védlido tanto para ki, como para K2, y para
evitar repetir los valores de v = 1,2, nos referiremos a ambos subespacios por «,,.

Sea N, un subconjunto de . que es B(«., £, )-acotado, y sean
Hy={f=(8):f: €K, card(sop(h)) <my |6 =1sip:#0}

Hy={f=(B):P: € K, card(sop(f)) <my |B]|=1sip:#0}

que son subconjuntos de B; (£3°) y que nos referiremos a ellos por H, de acuerdo
con la observacién hecha anteriormente.
Para cada 8 € H, podemos definir la siguiente correspondencia, que para los

valores de v = 1,2 representaremos por la misma letra:
Jgra= () € A — Jg(a) := (Bie;); = Ba € K,

- Cada Jg es una aplicacién lineal como es inmediato comprobar.
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- Cada Jg es continua, considerando las topologias indicadas en las hipdtesis,
ya que al ser |B;a;| < |a;| para todo ¢ € I, entonces Jg(a) £ @, y basta

considerar la condicién ii) de la seccién 1.2.

Entonces cada N = {foJg: f € N,, B € H,} es un subconjunto-de X', y para

cada subconjunto 7-acotado A de A podemos definir
AH, = {af = (a:8;) : = (B) € Hy, a=(a;) € A}

que, en cada caso, es un subconjunto de k, por ser A normal, por verificar la

condicién acerca del cardinal del soporte, y por estar acotado por estarlo A.
Como N, C &, es (., &,)—acotado, al actuar sobre AH, dard un conjunto

‘acotado, es decir, que existe un nimero p > 0 tal que si af = (a;8;); € AH, y

f € N, entonces

{aB,f)l<p VY BeH, a€A feN,
es decir,
[{Js(a), F)l = {a, fodp)| < p

para todo a € A y para toda f o Js € N:. De donde se sigue que N es B(A', A)-
acotado y como A es casi-tonelado, entonces N es equicontinuo en ). Por con-

siguiente, existe una seminorma gpe en A tal que

(s F o Ja)l < qme ()

para toda f € N,, f € H,. De donde se deduce que cada N, es equicontinuo

en su respectivo k.. =



Capitulo 11

Espacios de familias vectoriales
con valores en espacios
normados.

En este capitulo recogemos los resultados que hemos obtenido relativos a los
problemas que originaron esta memoria sobre la tonelacién y ultrabornologia de
un espacio de familias vectoriales con valores en espacios normados, asi como
otros resultados sobre completitud de un espacio de ese tipo.

En la primera seccién recogemos los conceptos de espacio de familias vecto-
riales, espacio normal, proyecciones, subespacios seccionales e indicamos algunos
ejemplos. En la siguiente seccién definimos €l tipo de topologia con que dotaremos
a estos espacios, y a continuacién definimos la propiedad AK, demostramos que
A{(E;)} tiene esa propiedad si, y sélo si, la poéee A, y definimos el subespacio
regular de A {(E;)}.

En la tercera seccién se establece cudndo es completo un espacio de familias
vectoriales de los que aqui estudiamos y, si no Jo es, cual es su completacién.
En la seccién siguiente se establecen las relaciones algebraicas existentes entre
el espacio a—dual de Kothe generalizado de un espacio de este tipo y su dual
topologico. .

En las secciones quinta y sexta tratamos de la tonelacidén en dos casos: cuando

58
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el card(I) no es medible y cuando se trata de un conjunto de indices cualquiera,
pero las familias toman valores en un espacio normado cuyo cardinal no es medi-
ble. En la ltima seccién estudiamos la bornologia y ultrabornologia de espacios

de familias vectoriales.

2.1 El espacio A {(Ei)ic1}

Sea (E;)icr una familia de espacios normados sobre el cuerpo K. Es usual repre-
sentar por wy{(E;)ier} := [[E: al espacio lineal de todas las familias = (;)ier,
con cada z; € E; (ver [24,t§€%.8 pag. 56]); y por ¢1{(E;)ier} al subespacio lineal de
wr{(E;)e Ik} formado por todas las familias con un nimero finito de coordenadas

distintas de cero (ver [24, §7.8 pag. 57]).

2.1.1 Definicién Si A es un espacio normal de familias escalares, se define la

A-suma de la familia de espacios normados (E;)icr ast

M(Eiier} = {(zi)ier € wi{(Ei)ier} : z: € Eiy y (lzil)ier € A}

El hecho de que ) sea un espacio normal garantiza que A {(E;);¢;} sea un sub-
espacio lineal de wi{(E;)icr} ya que si £ = (z;),y = (y:) € A {(E:)ier} , entonces
z;,y; € E; para cadai € I'y (J|z:ll), (||yi]|) € A De aqui se sigue que

(zilD) + (wl)) = (ll=sll + Hwsll) € A

Como z; +y; € E; y ||z; + wil| < ||zi]| + ||y:]| para cada i € I, al ser A normal
podemos asegurar que (||z; + y;]|) € A y, por tanto, que z +y € A {(Ei)ier} . Si
r€Kyze l{(E)icr} es claro que rz € M {(E;)ier}-

En lo que sigue y siempre que no haya lugar a confusién, en lugar de represen-

tar este espacio por A {(E;)icr}, lo denotaremos por A {(E;)}; y a sus elementos

por (;); o simplemente por (z;).
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En el caso escalar se denomina espacio de familias a todo subespacio lineal de
wr. Ahora tratamos familias vectoriales y se denomina espacio de familias vecto-
riales, o también espacio de familias, o simplemente espacio, a todo subespacio

lineal de wr{(E;)ier}-

2.1.2 Como ) es normal se verifica que A {(E;)} también lo es, en el sentido de

que si z = (z;) € A {(E;)} entonces su envolvente normal:
N(z):={az=(z:):; € K, |u|<1 Vigl}

esta contenida en A {(E;)}.

Las proyecciones se definen de manera analoga al caso escalar.

2.1.3 Definicién Dado el espacio normal de familias A {(E;)} y un subconjunto

cualquiera J de I, se define la proyeccion Py asi
Fyiz=(zi)ier € M{(E:)} — Ps(z) = (yi)ier € M {(Ei)}

stendoy; =x; sit€J ey, =0 sii ¢ J O sea Py(z) = (2;x5(2))ier-

De la misma manera se extienden al caso vectorial las definiciones de
F-seccién de una familia, y de subespacio J-seccional. Si z € A{(E;)} ¥
F € Px(I) se denomina seccién F de z, o F-seccién de z, a Pr(z).

S1 A{(E:)icr} es el espacio A\-suma de los espacios normados (E;)ier, y J €s

un subconjunto del conjunto de indices I, entonces

(M (Edier})s = {(25)jes : 3 (¥i)ier € A {(Ei)ier} cony;=g; V jeJ}
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De aqui se sigue que (A {(E;)icr}); = As{(E;)jes}, donde A; es el subespacio
J-seccional de ), definido en el capitulo anterior. Es claro que definiendo en
M{(E;)jes} las operaciones de suma de familias y producto de un escalar por
una familia coordenada a coordenada, se tiene un espacio lineal. Es decir, el
espacio Aj—suma de los espacios normados (E;);es, que se denomina subespacio

J-seccional de A {(E;)ier}

Se denomina preimagen candnica de la familia z; perteneciente a Aj{(E;);es},
a la familia Z;, la cual coincide con z; para todo j € J y tiene nulas las demas

coordenadas.

Se denomina preimagen candnica del subespacio J-seccional A j{(E;);es},y s€
representa por A J{(Ej )jes},' al conjunto que contiene a las preimagenes canénicas
de los elementos de A;{(E;);es}. Definiendo en él las operaciones de suma de
familias y producto de una familia por un escalar coordenada a coordenada, es
inmediato comprobar que tiene estructura de espacio lineal. Si el espacio A {(E;)}
es normal, entonces )\J{(E)je,]} es un subespacio lineal de A {(E;)} .

—

La imagen de la proyeccién P; sobre A {(E;)} es A\;{(E;);es} y su nucleo es

——

And{(Ei)iens}-

Ejemplos
De los ejemplos de espacios de familias escalares vistos en la primera seccién

del capitulo anterior, y considerando una familia (E;);e; de espacios normados,

se tienen los siguientes espacios de familias vectoriales:

27{(E))} con1 < p < o0, en el qﬁe definiendo para cada z = ()

ol = () "

i€l

se tiene un espacio normado.

'Debe entenderse que la tilde afecta a todo el simbolo.
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Egp‘){(E,-)} conl < p; <supp; = M < +oo, en el que se considera la topologia

definida por la paranorma:

el = (3 nm.-n”*)l/M

iel
(2{(E:)} v cor{(E:)} que son unos espacios normados definiendo para cada familia
z = (z;)

||| := sup ||zi]| -

() {(E)} y cg’}i){(E,-)} con 0 < infp; < p; <supp; = M < +oo, en los que se

considera la topologia definida por la paranorma

/M
]2, = sup [|z|*/ .
1

2.2 7-Topologias en A {(E;)ic1}-

En esta seccién se define una topologia en el espacio A {(E:)} a partir de la
topologia de X y de la topologia definida por la norma en cada E;. Se define
también la propiedad AK y se demuestra que el espacio A {(E;)} dotado de la
topologia definida anteriormente posee dicha propiedad si, y s6lo si, la posee el
espacio A dotado de una T-topologia. Por iltimo, se define el subespacio de

A{(E;)} formado por todas las familias con la propiedad AK.

A partir de la 7-topologia definida en el espacio de familias escalares A por
el sistema de seminormas @ (ver seccién 1.2) y de la topologia definida por la
norma en cada E;, se define la topologia en A {{ E;)} como es usual hacerlo en los

espacios de sucesiones vectoriales (ver [7] y [43]).
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2.2.1 Definicién Sea @ un sistema de seminormas definidas sobre el espacio
normal de familias escalares A que verifica las condiciones 1)-iii) indicadas en la
seccion 1.2 y que define en A una T-topologia localmente conveza y separada.

Para cada seminorma q € () se define:

0y @ = (z:) € M{(E))} — oy(2) = g([lzi]l) € R

Es inmediato comprobar que cada o, asi definida es una seminorma sobre
M{(E;)}. Al conjunto formado por todas estas seminormas lo denotaremos por
S.

Consideraremos en A {(E;)} la topologia localmente convexa definida por el
sistema de seminormas S, a la que se representa también por 7 y nos referiremos
a ella como la topol ogia correspondiente. Al ser separada la 7-topologia sobre

A, la definida de esta manera sobre A {(E;)} también lo es.

Observacién

En el capitulo anterior hemos visto que la topologia que se considera en cada
uno de Jos espacios de familias de los ejemplos anteriores, coincide con la topologia
fuerte. De esta forma, la topologia correspondiente en el espacio de familias
vectoriales, serd, en cada caso, la definida por dicha topologia fuerte y la topologia

de las normas de los (E;);.

2.2.2 Proposicién. Considerando la 7-topologia en el espacio normal de fa-
milias escalares A, la topologia de la norma en cada E;, y la correspondiente

T~topologia en A {(E;)}, se verifica:

i) Para cada i € I la correspondencia

Ytz = (2;) € M(E)} — ¢i(z) :=z; € E;
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es una aplicacion lineal y continua.

ii) Para cada i € I la correspondencia
U, :z; € E; — Vy(z;) := z;et) € A {(E))}

es una aplicacion lineal y continua.

iii) La correspondencia
iz = (z:) € M{(B)} — dalz) = ([lail]) € A

es una aplicacion uniformemente continua.

iv) Siv = (v;) € By {P{(E:)}) la correspondencia
T,:a= (o) € X — Ty(@) i=a v=_(ayv;) € A{(E;)}
es una aplicacion lineal continua.

La demostracién es inmediata.

2.2.3 Proposicién. Si N C X es un T-acotado en X, entonces el conjunto
M = N B, (¢{(E;)}) es un T—acotado en A {(E;)}.
Si M C M{(E:)} es T-acotado, entonces eziste un subconjunto T-acotado

N C A tal que M C N - B; ({F{(E)}).
DEMOSTRACION:
La primera parte es inmediata. Y si M C A {(E;)} es T7-acotado, entonces
N o= a(M) = {(Jaill) € X 2 = () € M}

es 7—acotado por ser la aplicacién v uniformemente continua por la proposicién

2.2.2iii). Y si z = (z;) € M entonces

z = (|lz:]| - v;) € N - By (f?o{(Ez)})
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siendo v; = {2 si || £ 0y v; =0si |jz;|| =0. u
La siguiente proposicién sobre las proyecciones sera utilizada mas adelante.

2.2.4 Proposicién. Si A es un espacio normal de familias escalares dotado de
una T-topologia, A {(E;)} es el espacio A-suma de la familia de espacios norma-
dos (E;)ier dotado de la T-topologia correspondiente, entonces se verifica que la

familia de proyecciones {Py : J C I} es T—equicontinua.
DEMOSTRACION:

Para cada z = (z;) € M{(E:)} y cada J C I se verifica que la familia
(IPs@)) £ ((llzil)),), donde (||Ps(z)||) representa la familia de A que tiene
por coordenadas la norma de cada componente de P;(z) € A {(E;)}. Entonces

para toda g € @ se verifica:

a4(Ps(2)) = ¢ (I1Ps(2)|l) < g (([l:]]);) = o4(2)

A continuacidn se da la definicién de familia de vectores con la propiedad AK,
se relaciona la propiedad AK del espacio A {(E;)} con la de A, se caracteriza el
subespacio de A {(E;)} formado por todas las familias cuyas secciones convergen

a la familia en cuestién y se estudia su estructura.

2.2.5 Definicién Sea A {(E;)} un espacio de familias de vectores dotado de
una 7-topologia. Se dice que la familia = € X {(E;)} posee la propiedad AK si

T = 1i}I?n Pr(z).
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Si todas las familias del espacio poseen la propiedad AK, se dice que A {(E;)}
posee la propiedad AK.

2.2.6 Proposicién. Si ) es un espacio normal de familias escalares dotado de
una T-topologia y A {(E;)} es el espacio de familias vectoriales A\-suma de la
familia de espacios normados (E;)cr, dotado de la T-topologia correspondiente,

se verifica que A {(E;)} tiene la propiedad AK si, y sdlo si, la tiene A,
DEMOSTRACION:

Si A {(E;)} posee la propiedad AK y @ = (;) es una familia de escalares arbi-
traria perteneciente a ), dada cualquier seminorma gy € @ sobre A y cualquier
niimero € > 0, basta considerar en cada E; un y; € E; con [|y:|| = 1 y se sigue que
ay = (o4y;) € M{(E;)}. Como a la seminorma gpp € @ le corresponde una semi-
norma o, € S sobre ) {(E;)} y como este espacio posee la propiedad AK, podemos
asegurar que existe un Fy € Pr(I) tal que para todo F € Px(I), F D Fp, se
verifica que

sup 3 fnlles = sup o il Jesw]

(m)eM ien\F (n)€M je\F
= oy(ay - Pr(ay)) < ¢

gmo(a — Pr(a))

de donde se sigue que o = T—li}n Pr(c), es decir, que X posee la p’ropieda,d AK.
Reciprocamernte, si A tiene la propiedad AK y z = (z;) € A{(E;)} es una

familia de vectores arbitraria, entonces dada cualquier seminorma o, € S en

A{(Ei)} y cualquier nimero € > 0, como (||z;]|) € A, para la seminorma ¢ € Q

existe un Fy € Px(I) tal que para todo F € Px(I), F D Fy, es

“0q(z = Pr(z)) = g((l:ll) — Pr((l=:))) <

es decir, que z = 7lim Pp(z); luego X {(E;)} tiene la propiedad AK. n
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De acuerdo con el corolario 1.4.3, siempre que dotemos al espacio de familias
escalares A con una topologia compatible con el par dual (A, AX), este espacio
) posee la propiedad AK. En este caso, y de acuerdo con la proposicién que
acabamos de demostrar, cuando dotemos a A {(E;)} de la 7-topologia correspon-
diente, este espacio también posee la propiedad AK.

De la misma manera que para los espacios de familias escalares interesara
estudiar el caso en que se dote a A de la topologia fuerte S(A, A*) y a A {(E;)} de

la topologia correspondiente que representaremos por (B).

2.2.7 Definicién A la clausura de ¢1{(E;)} en el espacio X {(E;)} cuando se
dota a éste con la (B)-topologia, se representa por (A{(E;)}), y, por analogia

con el caso escalar, se le denomina subespacio regular de A {(E;)}. Es decir,

78

MEID, = e{(E)} T en A{(E)}-

A (M{(E))}), lo dotaremos con la topologia inducida por la (B)-topologia.

Esta definicién del espacio A, {(E;)} es la extension natural de lo que se con-
sidera en el caso de sucesiones vectoriales (ver [16, 3.1 pag. 156] y [38, 4.9.7
pag. 147]).

Se verifica que
M{(ED), = S LB = {z € M{(E)} : 2 = (B) - lim Pr(z)} = A-{(E:)}-

La igualdad segunda se justifica porque si z € A {(E;)} es tal que en la topologia
(B) es z = li}gan(x), entonces es claro que z € (A {(E;)}), = ¢I{(E,-)}(B). Para
demostrar la otra inclusién basta tener en cuenta la aplicaciéon uniformemente

continua

Yaiz = (2;) € M{(E)} — ¥alz) := (Jlzi]]) € A
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definida en la proposicién 2.2.2. Se tiene que ¥)(¢r{(E:)}) C ¢é1 y por ser v,

continua se verifica:

o> (FAEN®)  BEAEN ™ c 7 =,

con lo que si z € (A {(E;)}), entonces ¥(z) € A,, es decir, que en la topologia
BA,A) es (|lzi]]) = h}gan((nx,H)), de donde se sigue que r = (B)-li}rrn Pr(z)
como es inmediato comprobar.

La tercera igualdad sigue de la proposicién 2.2.6.

Teniendo en cuenta que ), es un espacio normal (ver apartado (ii) de la
proposicién 1.4.6) y el parrafo 2.1.2, se sigue que el espacio (A {(E:)}), = A-{(E:)}

es un espacio normal de familias de vectores.

2.3 Completitud de A {(E;);c1}.

La hipétesis de completitud juega un papel muy importante en los resultados
sobre tonelacién de A {(E;)} que vamos a exponer a continuacién. Aunque fun-
damentalmente trataremos la completitud local, reunimos en esta seccién otros
resultados sobre este tema. Demostramos que el espacio completado de A {(E;)}

es M(E;)}, siendo X el completado de A y E; el completado de E; para cada i € I.

2.3.1 Teorema. Sea A un espacio normal de familias escalares dotado de una
T—topologia y A {(E;)} el espacio \—suma de la familia de espacios de Banach
(Ei)ier, dotado de su T~-topologia correspondiente. Se verifica:

i) Si X es completo, entonces X {(E;)} es completo.

ii) Si X es sucesionalmente completo, entonces A {(E;)} es sucesionalmente com-

pleto.

iii) S X es localmente completo, entonces A {(E;)} es localmente completo.
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DEMOSTRACION:

1) Sea {m(s) = (mﬁs)) ,s€D 2} una red 7—Cauchy en A {(E;)}, es decir, dada
cualquier seminorma o, en A {(E;)} y cualquier niimero ¢ > 0 existe 5o € D tal

ue para Sj, 8, € D, s; > 89, 82 > Sg, se verifica
b ki ) b

o, (x(sl) - x(ﬁz)) =g ((“‘”581) — gl

) <e

Como la aplicacién 9 : A {(E;)} — ) es uniformemente continua, segin iii) de
xfs)“) ,s €D, _>_} en A es —-Cauchy,

y como A es 7—completo dicha red converge a una familia o = (o;) € A. Es decir,

la proposicién 2.2.2, se sigue que la red {(

que dada cualquier seminorma ¢ en A y cualquier nimero € > 0 existe un s; € D

)) <e

tal que para todo s de D que sea s > s;, es ¢ ((a,') - (”a:fs)

Como para cada ¢ € [ la aplicacion
itz = (z:) € M{(E:)} — di(z) == zi € E;
es continua, segiin 1) -de la proposicién 2.2.2, se deduce que la red
{z¥,se D, >}

en cada E; es ||-|[-Cauchy, y como cada E; es completo entonces para cada ¢ € [

(

existe y; € E; tal que y; = ||| — lignx,-s), es decir, dado un € > 0 existe sg, € D

tal que para todo s € D que sea s > sg, €s ”y,- - :c,(-") < €. Seay = (y)-

Veamos que y = (y;) € A {(E:)} y quey = 7-lim z®). En efecto, de lo anterior

se sigue que para cada t € [ es

sl - |

para todo s € D que sea s > sg,. De donde se deduce que para cada 7 € I la

2] < - <

<€

red {“.’cfs) “ ,$€D, _>_} tiende a ||y;|| . Pero por lo expuesto anteriormente la red

(=

que para cada ¢ € [ la red {

)i ,$€D, Z} tiende a @ = (q;) € A y por la proposicién 1.2.3 se verifica

xl('S)li , 8 €D, 2} tiende a ;. Por consiguiente, para

cada ¢ € I es ||yi]| = ey, es decir, y = (y;) € M {(E))}.
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Para ver que el limite es y distinguiremos dos casos: a) y =0, b) y # 0 y nos

basaremos en que una red

2 2 0en M {(E)) & (”x,(s)“)t —+0en A
pues para cada ¢ € () se verifica que

mgs) SL'SS)

(a9 = 0) = o(e®) =

))=a((=]).-9)-

a) Siy=0¢€ A{(E;)} entonces y; = 0 € E; para cada ¢ € I y, por tanto,
o =0 € A En este caso la red {(“zf")“) , $€ D, 2} en ) tiende a 0 € A, y por
lo anterior se sigue que la red {z(®),s € D,>} en X {(E:)} tiende a 0 € X {(E;)}.

b) Si y # 0 definimos la red {z®*) = z(9 — y, s € D, >} que claramente
es 7—Cauchy, y como xfs) —5 y; € E,, entonces zi(’) —5 0 € E;. Entonces
la red {z(*), s € D, >} estaria en las condiciones del apartado a) anterior y, por
consiguiente, z(*) — 0 € A {(E))} . Se sigue que () = y+(z ) —y) > y+0 =y
en A {(E;)}.

ii) La demostraciéon es andloga a la del apartado i) anterior, considerando
como conjunto D el conjunto IN de los nimeros naturales dirigido por la relacion
de orden <.

iii) Segln (38, Prop. 5.1.6 pag. 152] A {(E:)} serd localmente completo si, y
sblo si, cada disco cerrado B en él es un disco de Banach; y segtn [38, Prop. 3.2.3
pag. 83] si B es un disco tal que para cada sucesién (x(”))n' en B la serie i2_"x(")
converge en A {(E;)} a un elemento de B, entonces B es un disco de é:l;ach.

Sea, pues, (a:(”))n una sucesién de elementos del disco cerrado B de A {(E;)}.

Como B es acotado entonces (a:(”))n = ((zﬁn))t)n es una sucesion acotada, es

decir, para cada seminorma o, en A {(E;)} existe una constante p > 0 tal que

ot (e =a((|27])) <o

para todo n € IN es

o
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Sea M = {(||z;]|); : ¢ = (z;) € B} C A. Teniendo en cuenta la proposicién 2.2.2
es claro que M es acotado en A, pues B loes en A{(E;)}.
Sea D la envolvente absolutamente convexa y cerrada de M. Entonces D sera

un disco cerrado en A, y como A es localmente completo, D serd un disco de

Banach en A. Por tanto, como la sucesién (a("))n = ((“.’rfn) ”)1)” C D, se verifica

o0
que la serie 22‘" (
n=1

" N) converge en A a un elemento a = (a;) € D C A Asi

22'"(

Por la proposicién 1.2.3, se tiene que

1 (n)

), =a en (A7) (2.1)

S 27z (2.2)
n=1
Abora bien, para cada ¢ € I la serie 22'"375”) es ||-||[-Cauchy en E;, pues como la

n=1
sucesion (m(”)> = ((xfn)) ) estd acotada entonces para cada ¢ € I la sucesion
(xgn))n C E; esta acotada por la proposicién 2.2.2 (iii); y como la serie ,22’" es
' 1
convergente, dado cualquier nimero £ > 0 existe un n; € IN de manera que para

todos los m,n € IN, m > n, posteriores a ese n, se verifica que

22- < 22"“

()“<p22 <p—-6

o0

Como cada F; es completo, entonces cada serie 22"":2:,(”) converge a un z; € E;,
n=1
es decir,
oo
Song =g, (2.3)
n=1

Sea z = (z;). Veamos que z = > 27"z y que z € B.
n=1

De (2.3) se sigue que para cada z € I es

k oo
5i- Y2 = T 9

n=1 n=k+1



2.3' COMPLETITUD DE A {(E;)icr}- 72

de donde se deduce que para cada ¢ € [ es

k oo
-3 2‘":1:5”) Z 2"":c,(~")
n=1 n=k+1

M (2.4)

5%2'"&:

n=k+1

Denotando por ﬁ,»(k) = f_: 27" ” (n )“ paracadai € Iy %) = (,3( )) , se verifica
n=k+1

que ﬂ,(k)‘ < |oy| para cada i € T por la ecuacién (2.2) y, por tanto, B*) € X por

ser A un espacio normal.
Sea ¢ una seminorma cualquiera sobre )\ y sea ¢ cualquier niimero positivo.

Por verificarse (2.1) podemos asegurar que existe un k¥ € IN tal que

TR CUNEHCURE =

n=k+1
Teniendo en cuenta la-condicién (i) impuesta a las seminormas que definen la

T-topologia en A (ver parrafo 1.2.2) y la relacién (2.4), dada una seminorma
cualquiera o, sobre A {(E;)} (correspondiente a la seminorma g sobre A) y un
numero € > 0, podemos asegurar que existe un k € IN tal que

oo (o= Soma) = o famTma]) ) <a((6))

n=1

= q (,B(k)> <eEe.

De donde se deduce que 22’%(” =
n=1

Por 4ltimo, z € B porque al ser B absoluta,mente convexo, cada suma parcial
k

22"":5(") pertenece a B y de lo anterior se deduce que z € B, pero como B es
nz=1
un disco cerrado entonces z € B. u

Observaciones

1. Con el apartado (i) de este teorema se generalizan una serie de resultados

conocidos para espacios de sucesiones vectoriales, como son los del tipo:
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si los E, son espacios de Banach, entonces ##{(E, )}, con 1 < p < oo,y
co{(E,).} son completos, recogidos, por ejemplo, en [24, §26.8 pag. 359] y
en [21, §19.4.2 Prop. pag. 427).

2. Como los espacios £f con 1 < p < oo son completos (ver [24, §14.8 pag. 137]),
se sigue que si (E;);cs es una familia de espacios de Banach, entonces cada

7{(E;)} es completo. Algin caso particular de este tipo se puede ver en

[25, §41.7(1) péag. 197 y §44.8.dem(9) pag. 293].

3. Como los espacios Eg-p 2 P(p:) y c(()’}‘) son espacios completos respecto de la

topologia que en cada uno de ellos define la paranorma correspondiente, se
deduce de lo anterior que si (E;);er es una familia de espacios de Banach,
entonces los espacios &7 {(E;)}, £2°(p:){(E:)} v 5 {(E:)} son completos
respecto de la topologia que en cada uno de ellos define la paranorma corres-

pondiente.

A continuacién trataremos de la completacién del espacio de familias escalares
A, de cada E; y del espacio de familias vectoriales A {(E;)}. Recuérdese que en
la seccién 1.3 vimos que la completacién A de (A, 7 (M)) es la clausura de ) en
(XX, 1 (M)), con la topologia inducida por 7 (M). En la Observacién 1 de esa
misma seccion y en el apartado (iii) de la proposicién 1.3.8 vimos que X es un
espacio normal de familias.

Segin el teorema anterior el espacio A{(E;)} es completo. Demostraremos que
en efecto es la completacién del espacio A {(E;)} . En primer lugar demostramos

el siguiente teorema:

2.3.2 Teorema. Si )\ es un espacio normal de familias escalares dotado de una

7—topologia respecto de la cual es completo, y (E;)ier es una familia de espacios
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normados, entonces se verifica que la completacién de A {(E:)} es M(E:)}, donde

E; es la completacion de E; parai € 1.

DEMOSTRACION:

De acuerdo con el teorema anterior se verifica que AM{(E;)} es completo. De-
mostraremos que A {(E;)} es denso en A{(E;)}, es decir, dada cualquier familia
de vectores T = (Z;) € /\{(E’,')}, cualquier seminorma &, en A{ (E:)} y cualquier
numero € > 0, existe una familia de vectores z = (z;) € A{(E;)} tal que
Gt —z)<e.

En efecto, si & # 0, Z = (3;) € M(E;)} entonces Z; € E; para cadai € I'y
a = (a;) = (||Z;]|) € A. Se puede asegurar que existe una constante r > 0 tal que
g(res)i) <e.

Como ¢(a) > 0 y cada E; es denso en E;, podemos asegurar que para cada

i € I existe un z; € E; tal que ||Z; — ;]| < ra;. Sea z = (z;). Como
lzill < llzi = &l + [|Z:]] < rei + i = (1 + ) (2.6)

para cadai € I,y @ = (¢;) € A, se sigue que ((1 +r)a;); € A también, y como A
es normal, de la ecuacién (2.6) se deduce que (||z;]|); € A.

Por tanto, z = (z;) € A{(E;)} . Ademas

o~ f~

54(Z — z) = ¢((|Z: — zill):) < a((res)i) = g(ra) <e.

2.3.3 Teorema. Sea A un espacio normal de familias escalares dotado de una
7—topologia, (E;)ie; una familia de espacios normados y consideremos A {(E;)}
con su T-topologia correspondiente. Se verifica que la completacidn del espacio
M(E)} es M(E})}, donde X es la completacion de A y E; es la completacidn de
E; para cada 1 € I.
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DEMOSTRACION:

En virtud del teorema 2.3.1 apartado i) el espacio M(E:)} es completo, y
por el teorema 2.3.2 es la completacién del espacio 2{(E;)}. Basta probar que
A {(E:)} es denso en A{(E:)}.

Dado cualquier elemento z = (z;) de A{(E;)} se verifica que cada z; € E;
y siempre podremos expresarlo asi: z; = &;y;, siendo y; € E; con |jyi|l £ 1y
(;) € X. Por tanto, dada cualquier seminorma ¢ sobre ) y cualquier nimero

€ > 0, existe un elemento o = (a;) € A tal que

ga —a) = (@ — ai)i) = §((|&i — «il);) <. (2.7)

Dado cualquier elemento z = (z;) € A{(E:)}, cualquier seminorma @, sobre
dicho espacio y cualquier niimero € > 0, podemos asegurar que existe una familia
z = (z) siendo cada z; = o;y;, que evidentemente pertenece a cada E; y (||2l])

pertenece a ), ya que \ es normal y para cada ¢ € ] es

llzill = foswil] = les| lall < leu,

tal que
Gz —2) = q((JJzi = zll);) = T((Nesy: — euwill);)
= §((la: — ail flwall);) £ (1 — ewil);) < e
)
Observacién

Bierstedt y Bonet establecen en [1, §1.9. Lema] que para cualquier (¢DF)-
espacio E, la completacién de £o, (E) es topolégicamente isomorfa a £e,(E). Aunque
aqui los espacios E; son espacios normados, sin embargo, €l espacio de familias
escalares es cualquier espacio normal A. En este sentido puede entenderse que

este teorema extiende ligeramente dicho resultado.
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2.4 El espacio a—dual de Kothe generalizado
de A {(Ez)zel} .

En esta seccién se define el espacio a—dual generalizado de A {(E:)}, y se es-

tudia la relacién algebraica existente entre los espacios A {(E:)}*, A {(E:)}* ¥

AA(ED} )

2.4.1 Definicién Sea ) un espacio normal de familias escalares y A {(E;)} el

espacio A\-suma de la familia de espacios normados (E;)ic1. Se define el a~dual

de Kothe generalizado de A\ {(E;)} ast:

ME)Y = {u= () u € By Y [(zow)| <oo ¥ 2= (z:) € M{(E)}).

1€l

2.4.2 Teorema. Sea ) un espacio normal de familias escalares y sea A {(E;)}
el espacio A-suma de la familia de espacios normados (E;)ies. Se verifican las

sigutentes igualdades:
MDY = NL(ED} = X - LP{(E)}-
DEMOSTRACION:

Demostraremos las igualdades por las inclusiones de izquierda a derecha y
cerraremos el circulo.

1) Siu= ()€ M(E;)}* entonces u; € E! para cada i € I, de acuerdo con
la definicién anterior, y debemos demostrar que ([|u;]|); € A*, es decir, que si

a = (e;) € X es una familia de escalares arbitraria se verifica que

2 lel flusll < +oo.

el



2.4 EL ESPACIO a-DUAL DE KOTHE GENERALIZADO DE A {(E;)ier} . —— 77

Sean J={i€l:q;#0}y N={i€ J:|uwl| >0} Como
luil] = sup{|{z:, ui)| : zi € By, ll]| =1},

para cada i € N existe un z; € E; con [|%]| = 1, tal que |(z;,u)| > 0. Por
tanto, |a;| |[{2i,u:)] > 0 para todo ¢ € N. Para ¢ € I\ N tomamos 2; € E;
cualquiera con {|z]| = 1 y representamos por z = (z;) € w{(E;)}. Es claro que
az = (;z;) € M{(E;)}, y como u = (u;) pertenece a A {(E;)}* , entonces

> ez wi)l = le] |(zi, )] < 400

i€l i€l
es decir, (|a||{zi,us)|)s € £}. Por tanto, dicha familia de £} tendrd a lo sumo
una cantidad numerable de coordenadas distintas de cero, es decir, N debe ser

numerable y, por tanto, lo denotaremos por
N=1{i, €J:|lu] >0con € N}.

Se tiene

D leslflwill = 3 oo Tlui, |l

icl in€N
Por consiguiente, para cada n € IN podemos asegurar que existe un y;, € E;, con

ly:ll = 1y tal que

1
Ninll < ¥, win )| + o]
de donde se sigue que
1
Zlai| ||u:|| = }: |ainl ||u,,,H < E Ia,-n| |(yimui,,)l + Z ,27
i€l nelN neN neN
= Z |<ainyin’ uin)l +1 < 4o0.

nelN

Por tanto, (Jlu]]); € A* y u = (v;) € AX{(E!)}.

2) Si u = (u;) € A*{(E!)} basta considerar v = (v;) siendo v; = s

luil # 0 y v; = 0 si flus]| = 0, y se tiene que u = (v;) = (u;|l - v:) = (Jusl]) -i(v;),

que es claro que pertenece a A\* - {P{(E!)}.
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3)Sin-v €N -LP{(ED}, conn= () € N yv=(v;) € LF{(E])}, entonces
cadav; € El'y (JJui]]) € £, es decir, que existe un namero r > 0 tal que fjv;]| < r
para todo ¢ € I. Si z = (z;) € A{(E;)}, como v; € E] para cada ¢ € I entonces
n;v; € E! para cada 1 € I y se verifica:

Sz mv)l = 3 Il laiyos)] < 3 Il il ol

el el tel
< ry_Inlllei) < 4oo
et
por ser (7:) € A* y (||zil) € A. Por tanto, nv = (nivi) € M{(E:)}*. -

2.4.3 Teorema. Sea A\ un espacio normal de familias escalares dotado de una
7—topologia respecto de la cual posee la propiedad AK. Sea X {(E;)} el espacio
A-suma de la familia de espacios normados (E;);e; con su 'r‘—topologz'a correspon-
diente. Entonces se verifica que M{(E;})}* = (M {(E))},7) .

DEMOSTRACION:

Estableceremos una correspondencia biyectiva entre los espacios A {(E:)}* y
(M(E)}, )
Si u = (u;) € M{(E:)}” le hacemos corresponder el siguiente elemento f de

(A {(E;)}, )" definido asi:

fro=(z:) € M{(E)} — (2, f) = 3 (20, w) € K.
i€l
En efecto, f estd bien definida pues

E(wi’ui)

iel

ez, )l = <D Naoud < 3 el flusll < +o0

el el

va que (z:]]): € Ay (lusf)); € X*.
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Es claro que f es lineal.

Ademés f es continua porque si (Jju;|]) € XX, entonces por la condicién 4)
impuesta al sistema topologizante normal M que define la 7-topologia en A,
existe un conjunto M € M tal que (J|u;||) € M. Existe, por tanto, la seminorma

gme en A y la correspondiente o, en A {(E;)}, y se verifica

iz, A1 < Dol 2]l < supMZImHlxill

i€l (mi)eM 4e1

= que(([l:]}):) = o,(2).
Reciprocamente, si f € (A {(E;)},T)’ consideramos la aplicacién lineal continua
Y,z € Ef — V() := zie® € M {(E)}
y definimos para cada ¢ € I la aplicacién u; = fo U,
v, !
u; B, — M{(E)} — K

z; — zieD — (2, 0;) = (Vi(zi), f)

Cada u; € E! por ser composicién de aplicaciones lineales continuas. En la
correspondencia que estamos considerando, entre A {(E)}* y (M {(E:)},7) le
~ haremos corresponder a f € (A {(E:)},7)’ la familia u = (v;) que demostraremos
que pertenece a A {(E;)}*.

Sean z = (z;) € A {(E:)} y @ = (&;) € co, arbitrarios, y 8 = (f;) siendo

é. _ { loilziu)] ai{zi,u;) # 0

ai{zi,ui)
0 si oz, u;) =0

con lo que B = (f;) € By ({7°) . Entonces Sz € A {(E;)} porque A {(E;)} es normal
(ver 2.1.2), afz € A{(E;)} por el apartado (iii) de la proposicién 1.4.6 y, por

tanto, se verifica que ¢ffz = lim Pr(afz). Entonces:
q B FePon r(afz) S

(afz, f) = <1i}r?an(aﬁ:c), f>=liP1;n(Pp(aﬂx), £
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= li}l;n-<2\11;(aiﬂ,-xi),f> = hIgnZ(aiﬂixiaf ° \II,)

ieF ieF
= lim) (efizi,u) = lim > aifilzi, w)
F leF ieF
= li;,nZ lai{zi )| = D Je] 1z, )| < o0
ieF el

y como a = (;) € co, era arbitraria, entonces (|(zi,u)|)i € £}; y si z = (z;) era
una familia arbitraria de A {(E;)}, entonces u = (u;) € A {(E)}".

Existe, pues, una correspondencia biyectiva

ME)Y «— O{(E)},7)

tal como hemos definido anteriormente a f y a cada u;, en cada caso. Es in-
mediato comprobar que se trata de un isomorfismo algebraico, y en virtud de él
identificaremos ambos elementos f y u, y en este sentido entenderemos la igual-

dad del teorema enunciado. »

Observaclones

1. Aunque X {(E;)} no tenga la propiedad AK, la misma definicién de [ a
partir de u = (u;) € A{(E;)}* dada en la demostracién del teorema 2.4.3,

nos permite definir un funcional lineal continuo sobre A {(E;)} :
fra=(z:) € M(E)} — (z,f) i= D _(zi,w) € K.
i€l
La demostracién hecha alli sirve para probar que esta f asi definida pertene-
cea (M {(E))},7) . Puede decirse que X {(E;)}* est4 contenido en el espacio

(A{(E:)},7). Sin embargo, la otra inclusién, en general, no es cierta como

muestra el ejemplo (£5°)' # £3.
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2. Este teorema es una ligera extensién del resultado obtenido por Florencio,

Patil y Séez para el caso de sucesiones en [17]. La demostracion es semejante.

2.4.4 Corolario. Sea X es un espacio normal de familias escalares dotado de la
T-topologia B(X, X*); sea XA {(E;)} el espacio A\-suma de la familia de espacios
normados (E;);c; dotado de la (B)-topologia correspondiente. Considerando en
)\,-{(Ei)} la topologia inductida por la (B)-topologia, se verifican las siguientes
igualdades: ’

MAE)Y = ME)Y = N{(ED) = 3 - £P{(ED} = M(E)Y
DEMOSTRACION:

Ya que A} = A* por el apartado (iv) de la proposicién 1.4.6, y por el teorema
2.4.3. ]

2.5 Tonelacién de A{(E;)cr}: resultados gene-
rales.

En las dos secciones siguientes estudiaremos la tonelacién de un espacio A-suma
de una familia de espacios normados (E;);e;. En esta primera seccién dedicada
a este tema comenzamos demostrando que si el espacio normal de familias esca-
lares A es tonelado, entonces el espacio A {(E;)} es casi tonelado.? Teniendo en

cuenta los resultados anteriores sobre el espacio A, {(E;)} y sobre la completitud

2Recuérdese que si A es normal y casi tonelado, entonces es tonelado en virtud del corolario
1.3.5. Como el espacio A debe ser normal para garantizar que A {(E;)} sea un espacio lineal,
en todos las proposiciones que siguen acerca de la tonelacién impondremos directamente la
condicién que A sea tonelado.
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de A {(E;)}, deducimos varios corolarios sobre la tonelacién del espacio A {(E;)}
y A{(E:)}. A continuacién demostramos que si el espacio de familias escalares
A estd dotado de una T-topologia respecto de la cual es tonelado y posee la
propiedad AK, entonces el espacio A {(E;)} es tonelado si, y sélo s, todos los E;

son tonelados.

2.5.1 Teorema. Si A es un espacio normal de familias escalares dotado de una
7—-topologia, respecto de la cual es tonelado, (E;)ier es una familia de espdcios

normados, y consideramos en A {(E;)} la correspondiente T—topologia, entonces

M(E:)} es casi tonelado.

DEMOSTRACION:

Sea N C M{(E;)} acotado en § ()\ {(EDY A {(E,)}) . Consideremos el sub-
conjunto ‘

H={v=(v):veE, |u|=1 Viel}

contenido en la bola unidad de £§°{(E;)}, que nos va a permitir definir la siguiente

aplicacion lineal para cada v:
T,:a= (a,-) €EN— Tv(a) = (a,-v;) € A {(E.)}

que es continua por la proposicién 2.2.2 (iv).

Entonces para cada f e Nyve Hes foY, € X, por lo que
N ={foY,:feN, veH}CX
Si A es un subconjunto de A que es T-acotado, entonces el conjunto
AH ={ov= (ayv;) :a=(e;) € A, v=(v;) € H}

estd contenido en A {(E;)}, pues cada oyv; € E; y (jesvs]]) = (Jeu]) € X, y estd

acotado ya que

og(aw) = g((llewwill):) = ¢((Jeil)i) = g(@) < pa
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para todo v € H y para todo a € A, porque A es T-acotado.

Ahora bien, como N es ()\{(E;)}’,/\{(E;)})—acotado, al actuar sobre el
conjunto AH estard acotado, es decir, que existe un nimero p > 0 tal que
Hav, f})] £ p para todo av = (osv;) € AH y f € N. Pero esto se puede es-

cribir también asi

[{ew, )l = {Tola), Al = Ka, foTu)[ < p

para todo o € A y para toda f oY, € N*. Por consiguiente N* es acotado en
B(A',A) y como X es tonelado, entonces es casi tonelado y se deduce que N* es
un subconjunto equicontinuo de ), es decir, que existe una seminorma ¢q € @) en

A tal, que
I(vf OTv)! < Q()

para toda f € N y para todo v € H.

Se sigue de aqui que N es un subconjunto equicontinuo de A {(E;)}’, pues si
u = (u;) € A{(E;)} se puede escribir u = (||u;]| v;) siendo v; = —%— sies u; # 0
y si es u; = 0 se toma como v; cualquier elemento de E; tal que Hv,-zll = 1. De esta
forma v = (v;) pertenece a H y para cualquier f € Ny u = (w;) € M {(E;)} se

verifica

[y £ = {Cllwill v)is S = K llelDss f © Tl < q((lill)) = o4 (x)

Observacién

Obsérvese que de esta prueba se deduce que la (B)-topologia de ) {(E;)}*

como espacio de familias vectoriales, coincide con la topologia que induce en ese

espacio el dual fuerte de A {(E;)}.
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2.5.2 Corolario. Si A es un espacio normal de familias escalares dotado con
la topologia B(A,A*) y (E;)iecr es una familia de espacios normados, entonces el
espacio M {(E;)} dotado con la topologia inducida por la (B)-topologia es cas

tonelado.

DEMOSTRACION:

Es una consecuencia inmediata del teorema que se acaba de demostrar y del

corolario 1.4.7. o

2.5.3 Corolario. Si X es un espacio normal de familias escalares dotado de una
r-topologia respecto de la cual es tonelado y localmente completo, y A {(E;)} es
el espacio A-suma de la familia de espacios de Banach (E;)ier dotado de la 7-

topologia correspondiente, entonces A {(E;)} es tonelado.

DEMOSTRACION:

En efecto, si A es localmente completo, entonces A {(E;)} también lo es por
el apartado (iii) del teorema 2.3.1. Si X es tonelado, entonces A {(E;)} es casi
tonelado por el teorema 2.5.1. Si A {(E;)} es localmente completo y casi tonelado,

entonces es tonelado (ver [38, Cor. 5.1.10 pag. 153]). n

2.5.4 Corolario. Si )\ es un espacio perfecto de familias escalares dotado de una
T-topologia respecto de la cual es tonelado, y A {(E;)} es el espacio A-suma de la

~ familia de espacios de Banach (E;)ie; dotado de la T—topologia correspondiente,
entonces A {(E;)} es tonelado.
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DEMOSTRACION:

Si /\b es perfecto, entonces es completo por el apartado (i) del teorema 1.3.8; se
sigue que A {(E;)} es completo por el teorema 2.3.1 1). Si A es tonelado, entonces
M {(E;)} es casi tonelado por el teorema 2.5.1. Entonces A {(E;)} es tonelado por
[38, Cor. 5.1.10 pag. 153]. : |

Observaciones

1. En [17, Remark pag. 216] se establece que si (E,), es una sucesién de espa-
cios normados y (A,7) es un espacio de sucesiones escalares casi tonelado,
entonces (A{(Er)n},7) es casi tonelado. La proposicién que acabamos de

demostrar es una ligera extension de este resultado.

2. La demostracidn, que sigue el mismo esquema que la de la proposiciéon 1.5.2,
se basa en la idea utilizada en la prueba del teorema 4 del mencionado

- articulo [17} ¥ en la demostracién del teorema 1 de [13).

A continuacién demostramos que el espacio A {(E;)}” es sucesionalmente com-
pleto con la topologia o (/\ {(B)}Y, A {(E,)}) . Resultado que utilizaremos en la

demostracion del Ultimo teorema de esta seccidn.

2.5.5 Lema. Si A es un espacio normal de familias escalares y (E;)ier €s una
familia de espacios normados tonelados, entonces el espacio M {(E;)}” es suce-

stonalmente completo con la topologia o ()\ {(E)}Y, X {(E,)}) X

DEMOSTRACION:

Sea <U(n))n = ((uz("))i)n una sucesién de elementos de A {(E;)}* que es
o ()\ {(E)H} ,)\{(E,-)})—Cauchy. Como ¢; C A entonces para cada ¢ € I la
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sucesion (u(-n))n de elementos de E; es o(E}, E;)-Cauchy. Como todos los E;

son tonelados, se sigue que cada E! es o(E’, E;)-casi-completo (ver [24, §23.6(4)

pag. 305]), de donde se deduce que cada E! es o(E’, E;)-sucesionalmente com-

pleto. Por tanto, cada sucesién (u(")

(2

)n es o( E., E;)-convergente a un elemento
u; de E!. Representaremos por u = (u;);e; ¥ demostraremos que u € A {(E;)}* y
que v = lim u™ en la topologfa o ()\ {EH} A {(E,)}) .

En efecto, si z = (z;) pertenece a A {(E;)} entonces para cada n € IN es
o) = ((u,("),x;))i € &} y (o), es una sucesién o(£},£5°)-Cauchy, pues si
B = (B;) € £y entonces Bz € X {(E;)} por ser A normal (ver 2.1.2) y se verifica

que

l(a(m) - a(ﬂ)ﬁ)' -

S (u™ —u”, fizi)

€]

ngm) —u™, )i

i€l
= l(u(m) - u("),ﬂx)‘ <e€

desde un cierto ng € IN en adelante, por ser (u(")> una sucesion de Cauchy en
la topologia o ()\ {(EHY*, A {(E,)}) . Por €l corolario 1.3.2 del Teorema de Schur
1.3.1 podemos asegurar que (oz("))n es o(£}, % )-convergente a algin a = («;) de
4.

Entonces para cada i € I es a; = lim (u;,z;) y como ul™

!
;Y — u; en o(EL,E;)
se sigue que

o = lim (u™, ;) = (u;, z;)

para cada 7 € I. Es decir, que ((u;,:));c; € £} con lo que u € A {(E:)}™.
Por dltimo, u = liyxlnu(") en la topologia o ()\ {(EH}*, A {(E,)}) pues si ¢ =
(z:) € M{(E3)}

() — )] = [ = um)] < X, 2 — (s )
i€l i€l
= 2lal” - aif = o —af <&
i€l

desde un cierto ng € IN en adelante. u
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2.5.6 Teorema. Si A un espacio normal de familias escalares dotado de la topo-
logia B(X, \*), entonces se verifica que el espacio A {(E;)} dotado con la topologia
inducida por la (B)-topologia es tonelado si, y sdlo si, todos los espacios norma-

dos E; son tonelados.
DEMOSTRACION:

Como (A, B(Ar, A*)) es tonelado por el corolario 1.4.7, entonces A {(E;)} es
casi tonelado por el Teorema 2.5.1. Sera tonelado si el espacio A {(E:)} es
o (M {(E)Y, M\ {(E;:)})-sucesionalmente completo (ver [24, §20.11(8) pag. 254]).

Ahora bien, en virtud del Teorema 2.4.3 se verifica que

AM{(EDY = AA(E)}

Entonces el espacio A, {(E;)} es tonelado por el lema 2.5.5.
Reciprocamente, si A, {(E;)} es tonelado entonces E; es tonelado para todo

t € I, pues cada F; es un cociente de A\, {(E;)}. -

Teniendo en cuenta que el espacio (A, g\, AX)) posee la propiedad AK por la

proposicion 1.4.2, es inmediata la siguiente conclusidn:

2.5.7 Corolario. Si el espacio normal de familias escalares A dotado de la topo-
logia u(A, A*) es tonelado, entonces el espacio A {(E;)} con la topologia corres-

pondiente es tonelado si, y sdlo si, todos los espacios normados E; son tonelados.

2.6 Tonelacion de A {(E,;)ic;}: cardinales no me-
dibles.

En esta seccién vamos a estudiar cuindo es tonelado el espacio A {(E;)} su-

primiendo 1;; hipétesis anterior relativa a la propiedad AK del espacio A. Para
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la demostracién que vamos a realizar necesitamos introducir una condicién de
completitud: exigiremos que A sea localmente completo.

Estudiaremos la tonelacion del espacio A {(E;)} en estos dos casos:
1. consideraremos que el conjunto de indices I no sea medible; y

2. supondremos que todos los espacios normados E; son iguales a un espacio

normado E cuyo cardinal no es medible.

Recordemos que el conjunto I, o el nimero cardinal card(]), se dice que es
medible si existe una medida numerablemente aditiva p en P(I) con valores en
{0,1}, tal que p(J) = 1y u(i) = 0 para todo ¢ € I. Es un problema abierto
el saber si existen cardinales medibles. Como indican Gillman y Jerison [18,
pag. 165-166], no se puede demostrar (con el sistema de axiomas estandar—de
Zermelo Fraenkel—de la teoria de conjuntos) que existan esos cardinales.

Antes de estudiar la tonelacién del espacio A {(E;);er} en el caso en que card(])
no sea medible, vamos a demostrar que ciertos espacios de familias vectoriales, A,
que verifican determinadas condiciones que enunciaremos a continuacién, y que
estan contenidos en wr{(E;)}, sin que tengan que ser espacios A-suma para algian
A, son espacios de Banach-Mackey. Es decir, si A estd dotado de una topologia

localmente convexa y A’ es su dual, se verifica que todo subconjunto de A’ que es

o (A', A)~acotado, es 3 (A’, A)-acotado.

2.6.1 En el espacio de familias wi{(E;);c;} se define la siguiente relacion:

lzll < llyll < llz:|l < ||| para todo i € I.
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Sea A — wr{(E;)icr} un subespacio normal de familias vectoriales de wi{(E:)ier},
tal que ¢7{(E;)} C A, y sea R un conjunto de seminormas sobre A que verifica:

las siguientes condiciones:

(1) Siz,ye Ay |lz| £ |lyll = o(z) < o(y) para toda o € R.

(2) La topologia determinada en A por el conjunto de seminormas R es separada,
es decir, para cada familia no nula z € A existe una seminorma o € R tal

que o(z) > 0.
(8) Para cada ¢ € I la correspondencia
‘zp,- cz = (z;) € A — Yi(z) :=z; € E;
es una aplicaciéon lineal continua.
(4) Para cada ¢ € I la correspondencia
U, :z; € E; — Yy(z;) = z;e® e A
es una a,plicacién lineal continua.

Consideraremos en A la topologia 7 localmente convexa definida por la familia
de seminormas R. Un caso particular son los espacios A {(E;)} con la topologia
definida en ellos como se indicé en la seccidén 2.2.

De la condicién (1) anterior se sigue que o(z) = o(y) para toda ¢ € R y para
todas las familias z = (z;),y = (y;) € A tales que ||z|| = (Jlz:]|) = (lg:]l) = llvll»
teniendo en cuenta la definicién dada en el parrafo 2.6.1.

Para un espacio normal de familias A — wr{(E;)} se define la proyecciéon Py,
siendo J C I, como en la definicién 2.1.3 y se sigue verificando que la familia de
proyecciones {P; : J C I} es equicontinua (ver proposicién 2.2.4).

En virtud de [8, Lema y Prop. de §2] se verifica el siguiente lema, del que
haremos uso tanto en el estudio que sigue de la tonelacidén como en la seccién que

dedicaremos al estudio de la ultrabornologia.
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2.6.2 Lema. Sea A — wi{(E;)} un espacio normal de familias vectoriales do-
tado de un topologia localmente conveza, T, definida por una familia de seminor-

mas R que verifica las condiciones (1) a (4) anteriores y la condicidn :

(C) Si (M), es una sucesién acotada en A y (a))y es una sucesion
oo
de £*, entonces la serie Zakz(k) converge en A.

k=1

Entonces €l conjunto D = {Zakz(k) ca= () € By (Zl)} es un disco de Ba-
k=1 )
nach.

Demostraremos a continuacién el teorema principal de esta seccion:

2.6.3 Teorema. Sea I un conjunto de indices con card(I) no medible; sea (E;)ier
una familia de espacios normados tonelados; y sea A — wi{(E;)ier} un espacio
normal de familias vectoriales dotado de una topologia localmente conveza T,
definida por una familia de seminormas R que verifica las condiciones (1) a (4)

anteriores, y tal que verifica la siguiente condicidn:

(%) Si (Ju)new €s una sucesidon decreciente de subconjuntos de I con

N J. =0, ("")pen es una sucesion acotada en A tal que sop(z™) C
n€N .

Jn para cada n € N, y (@n)nen es una sucesion de £}y, entonces la

[e o]
serie Zanz(“) converge en A.
n=1

Entonces los subconjuntos de A’ que son o (A', A)—acotados, son acotados en

la topologia B (A',A) .2
DEMOSTRACION:

La prueba que realizaremos seré por reduccién al absurdo y estd dividida

en dos partes. En la primera, de suponer que existe un subconjunto de A’ que

3Es decir, A es un espacio Banach-Mackey (ver [49, pag. 158)).
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es o (A',A)-acotado y no B(A’, A)-acotado, se sigue que es posible definir una
funcién de conjunto en P(I) con valores en [0,+oco] que verifica una serie de
propiedades. En la segunda parte de la prueba, y basandonos en la funcién de
conjunto definida anteriormente, construimos un ultrafiltro sobre el conjunto I
que nos determinara una medida en I, finitamente aditiva y con valores en {0,1}.
La hipétesis de ser card(]) no medible resulta primordial pues nos permitiré llegar

a una contradiccion.
1. Construccién de una funcién de conjunto en P(I).

Si un conjunto G C A’ es o (A’, A)-acotado pero no es 3 (A’, A)-acotado, se

puede asegurar que existe un conjunto acotado A C A tal que
sup{|{a,u)|: v € G, a€ A} =+o0 (2.8)

Consideremos el conjunto B = | ] Pj(A); como A es acotado y el conjunto de
) JeP(I)
proyecciones {P; : J C I} es equicontinuo por la proposicién 2.2.4, entonces el

conjunto B también es acotado.
Estos conjuntos G C A’y B C A nos permiten definir una funcién de conjunto

fe en P(I), con valores en [0,+00] C R, de la siguiente manera:

fGB(J):{Zup{Hz,u)I:uEG, z € B, sop(z)CJ} :i:;;:ég

que verifica las siguientes propiedades:
(i) feB es una submedida,

(ii) no decreciente,

(i) fon({j}) < +oo para cada j € I,

(iv) fea(I) = oo,y
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(v) si (J)n es una sucesién decreciente de subconjuntos de I tales que para cada

n € N es fgp(Jn) = +00, entonces se verifica que fgg | [| Jn | = +oc.
neN

En efecto,

(i) foB estd univocamente definida y es subaditiva, es decir,

fes(J1UJ2) < fep(J1) + fer(J2)

siendo J; y J; subconjuntos disjuntos de I; pues si sop(z) C J; U J, entonces
T = PJ1($)+PJ2(CC) Yy
[z, u)] < (P, (z),w)| + (Py(z),u)| < feB(Nr) + fen(J2)

de donde sigue que fgp(J1 U Jy) < fep(Ji) + fer(J2).

(i) La funcién fgp es no decreciente, pues si J; C J; entonces

fe(J1) < fep(J2)
como se deduce inmediatamente de la definicién dada de fgg.

(ii) Si j es un indice de I, se verifica que fgp({j}) < +oo. En efecto, si
sop(z) C {;} entonces = € Py;; (A). La proyeccién Pyjy (A) es isomorfa al espacio

E;. La aplicacién
‘Ifj 1x; € Ej —_ \Ilj(xj) = :z:je(j) €A

es una aplicacién lineal y continua por la condicién (4) que hemos exigido a la

familia R de seminormas que definen la topologia en A, y la composicién
‘I’J u
voV¥;: B, —A—K

para cada v € G es una aplicacién lineal y continua, por ser composicion de

aplicaciones de ese tipo. Por consiguiente, €l conjunto L = {uo ¥; : u € G}
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contenido en E7, es o (E;, Ej)—acotado, porque G lo es por hipétesis. Como E;
es tonelado, entonces L sera (E;, Ej)-acotado.
Al ser B un subconjunto acotado de A, el subconjunto P(;;(B) de E; formado

con las correspondientes proyecciones de los elementos de B
Py(B) = {Py)(z) = z; € Ej : 2 = (2;) € B}
es acotado. Por tanto, se puede asegurar que existe una constante p > 0 tal que
sup{|(zj,uo¥;)|:u € G, =z;€Py(B)}<p
de donde se sigue que
sup {!(P{J}(z),u)i u€G, z€ B} <p
es decir, que fep({j}) < +co.

(iv) Por la relacién (2.8) se verifica que fgp(l) = +0o0.

(v) La harefnos por reduccidn al absurdo y nos basaremos en la propiedad que
tienen los toneles de absorber a los discos de Banach.

Como G es o (A’, A)-acotado, entonces su polar G° es un tonel en A; sin embar-
go, construiremos un disco de Banach a partir de algunos elementos del conjunto
acotado B anteriormente considerado, tal que el tonel G° no lo absobera.

Si existiese una sucesion decreciente (J,), de subconjuntos de I, tales que

feB(Jn) = 400 para cada n € N y, sin embargo, fgs ﬂ Jn> < 400, en-
nelN

tonces los conjuntos J, = J, \ ( ﬂ Jn> formarian una sucesion decreciente con
» . 7 ne]N
interseccion vacia y feg(J)) = +oo para cada n € IN. Por tanto, si suponemos

que es fgp ﬂ Jn | < +00, podemos considerar que la sucesién original tiene
: ., \neN
interseccion vacia.

Ahora bien, como para cada k € IN es

feB(Jix) = sup{|(z,u)| : v € G, z € B, sop(z)C Ji} = +oo,
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podremos encontrar un 2k = (ka))iel € B con sop(z(k)) c Ji yun ut®) € G,
tales que
(), u®)| > k. (2.9)

La sucesién (z(*)), asf obtenida esta acotada por estar contenida en el conjunto

acotado B. Ademds, como la sucesién (Ji)x es decreciente y con [} Jx = 0, se
nelN
verifica que dado un 7 € I fijo, 6 bien ¢ ¢ J;, é bien existe un tdnico n; € IN tal

que i € J,,, pero ¢ ¢ Ji para todo k > n;, de forma que en ambos casos
Pi(z™) =0 V k>n. (2.10)

Consideremos el conjunto

D= {gakz(k) ‘o= () €B, (el)}.

Por la condicién () y el lema 2.6.2, se verifica que D es un disco de Banach.
Como G° es un tonel en A entonces debe existir un ntimero p > 0 tal que

D C pG°. En concreto, para cada k € IN tendria que ser z(¥) € pG®°, pero tal

como elegimos los elementos z(*) (ver la relacién (2.9)) es claro que 20 ¢ kG®

para cada k € IN, con lo que se llega a una contradiccién.
2. Definicién de una medida en I finitamente aditiva.

Basandonos en esta funcién fgp de conjunto en P(I) vamos a definir un
ultrafiltro en P(I) y al considerar la medida correspondiente en I, llegaremos a
una contradiccién con la hipétesis de que card(/) no es 2-medible.

A partir de la funcién fgp definimos
F={JClI: fea(J%) < +oo}

donde J¢ representa el conjunto complementario de J en I. Se verifica que F es

un filtro, pues:
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Es una familia no vacia de subconjuntos de I, ya que para cada : € I es

fea({i}) < +QO luego {1}¢ € F.

Si J € Fy K es un subconjunto de I tal que J C K, entonces K¢ C J°y
como fgp es no decreciente, fep(K°¢) < fep(J¢) < +0o0 'y, por consiguiente,

KeF.

0 ¢ F ya que fgp(l) = o0

SiJy,Jy €F entonces se verifica que (a) 1NJ # By (b) shNJ, €F, pues:

si fuese J; N J, = § entonces J; C J¢, es decir, que seria

feB(J1) < fen(J5) < 400

y llegariamos a la contradiccién de ser
Jes(I) = feB(J1 U J}) < fep(J1) + foB(Ji) < +o0
Y JiNJy, €F yaque

fee (N 2)) = fea(JfUJ5) < fep(Jf \ J3) + fe(J3 \ Ji)
+ Jfe(JsNJ5) < fep(J5) + fer(J3) + foB(J7) < +oo

Sea U el ultrafiltro generado por F. A partir de &/ definimos la siguiente
aplicacién u en P(I) con valores en {0,1}: siJ C I

1 siJel
"(‘7)‘{0 siJgu

que es una medida finitamente aditiva, ya que

- la aplicacién p est4 bien definida porque dado cualquier J C I, 0 bien es J € U ,
en cuyo caso u(J) =1, 6 bien J° €U y p(J) = 0.

- u(0)=0yaqued ¢ U
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- u(I) =1 por ser I €U, ya que I € F al ser fep(I°) = fep(0) = 0.

- p({i}) = 0 por ser {1} ¢ U para cada i € I, ya que fgp({1}) < 400, es decir,
{1}¢ € F y, por tanto, {:}° € U.

- Si J; y J, son dos subconjuntos disjuntos de I, entonces Jy UJ; € U si, y sdlo si,

exactamente uno de los subconjuntos J;,J, pertenecen a U, en cuyo caso,

siJreUyd¢U,
phUz)=1=1+0=p()1)+p(J)

Si JyUJ, ¢ U, entonces J; € U y J, ¢ U (los dos subconjuntos no pueden

pertenecer a U porque son disjuntos), en cuyo caso

Ahora bien, como el conjunto I no es medible, entonces p no es numerable-

mente aditiva, es decir, existe una sucesién (Ji); de subconjuntos disjuntos de J
o0

de medida nula, p(J;) = 0 para todo k € IN, y tal que g U Ji | = 1. A partir
k=1
de ella formamos esta otra sucesién:

L=Uds L=UJs L=UJ L=k
k=1 k=2 k=3

k=n

verificandose que

a) la sucesién (I,), es decreciente;
- ,
b) NI, =0;
n=1
c) para cada n € IN es p(I,) = 1 pues u es finitamente aditiva y se tiene que

1 = u(UJk)zu(LUJQU'--UJn_lUJk)

k=1 k=n

= p(J1) + pu(J2) + -+ p(Jnoy) + (D Jk)

k=n

= 0404 +0+ p(l,) = p(,)
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De aqui se sigue que fgp([,) = +oo para cada n € IN, pues si fuese finito entonces
I¢ € F para cadan € IN y se tendria que IS € U, es decir, que para cada n de IN
seria I, ¢ U y, por tanto, u(I,,) = 0 pa todo n € IN en contra de lo anterior.

Obtenemos, pues, una sucesién decreciente (I,), de subconjuntos de I, tales

que fep(l,) = +o0o para todo n € IN y, sin embargo, fog ﬂ IL.| = fee(0)=0
nelN
en contra de la propiedad (v) de fgp demostrada anteriormente.

Por tanto, el espacio (A,7) es de Banach-Mackey. |

Observacion

La técnica empleada en la demostracién de la primera parte del teorema an-
terior ha sido utilizada en numerosas ocasiones, por lo que la idea primitiva ha
resultado fructifera. Diaz, Florencio y Paiil la utilizan en {8, §3] para establecer
la tonelacién del espacio normado L*(yu, E), y remiten a Bierstedt y Bonet en {1,
§1.8. Cor.] donde estos autores caracterizan la tonelacién y ultrabornologia del
espacio de sucesiones £o,(E). Aqui se indica que la técnica empleada es la que De-
fant y Govaerts usan en [6, 1.2] para demostrar la ultrabornologia de un espacio
C(X, F). Posteriormente Bierstedt, Bonet y Schmets generalizan esta técnica en
[2, 10. Lema)] para obtener un resultado parcial en el estudio de la tonelacién de
los espacios CB(X, E). Y también ha sido utilizada en otras ocasiones como, por
ejemplo, en [9], [11] [10] y [14] para demostrar, como en el caso que nos ocupa,

que determinados espacios son de Banach-Mackey.

Como un caso particular del teorema 2.6.3, si el espacio A es un espacio A\-
suma de una familia de espacios normados (E;);; verificindose las condiciones

que a continuacién detallamos, obtenemos que A {(E;)} es un espacio de Banach-
Mackey.
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2.6.4 Corolario. Si I es un conjunto de indices con card(I) no medible; X es
un espacio normal de familias escalares dotado de una T-topologia respecto de
la cual es localmente completo; y (E;);cr es una familia de espacios normados

tonelados; entonces A {(E;)} con la T-topologia correspondiente es un espacio de

Banach-Mackey.

DEMOSTRACION:

Basta aplicar el teorema 2.6.3 a este caso en que A = A {(E;)}; la topologia
T = 7 esta definida por una familia de seminormas S (ver seccién 2.2) que es
inmediato comprobar que verifica las condiciones (1) a (4) exigidas a la familia
de seminormas R. Comprobemos que la condicién () se cumple. Sea (Jn)n una

sucesién decreciente de subconjuntos de I tal que () J, = 0, sea (2", =
nelN
((zfn)),-)n una sucesién acotada en \{(E;)} tal que sop(z(™) C J, para cada

n € N,y (o). € £1. Veamos que entonces la serie zanz(") converge en A {(E;)}.

n=1
En efecto:

- dado un z € I fijo, o bien ¢ ¢ J;, 6 bien existe un tnico n; € IN tal que ¢ € J,,,

pero ¢ ¢ J, para todo k > n;, de forma que en ambos casos

Py () =0 V k>n (2.11)

-siEesla completacion de E;, para cada i € I, como ) es localmente completo
entonces A{(E;)} es localmente completo por el teorema 2.3.1 (iii).
Ahora bien, esto equivale a decir que cada subconjunto acotado de M{(E;)}
estd contenido en un disco de Banach ([38, Prop. 5.1.6 pig. 152]). Como
(), es también una sucesién acotada en A{(E;)} se verifica que si (a,)n

es de £, entonces la sucesién de sumas parciales (Sn), = Zakz(k) es
k=1

n

un subconjunto acotado de A {(E;)} ya que

Uq(Sn) = 0o, (i akz(k)) S iaq (akz(k))
k=1 k=1



2.6 TONELACION DE A {(E;)ies}: CARDINALES NO MEDIBLES. . 99

Z akl"q <p

para todo n € IN y, por tanto, estd acotada en M(E))}. De donde se sigue
que la sucesién de sumas parciales esté contenida en un disco de Banach.
Como es una sucoi:si(')n de Cauchy, como es inmediato comprobar, se sigue
que cada serie Eanz(") ‘converge a un elemento de )\{(E,)} que repre-
sentaremos por Zi (2:)ic1. No obstante, cada 2; pertenece al E; correspon-

diente, pues fijado un : € I,

z = Pglz) =Py (Z akz(")) =3 a Py (z*)
1 k=1
= Z akP{, E E;

por la ecuacién (2.11) y llegar en el dltimo miembro a tener una combinacién

lineal finita de elementos de E;.

Del teorema 2.6.3 y del corolario 2.6.4 se sigue facilmente una de las genera-

lizaciones anunciadas: la tonelacién de A {(E;)} cuando €l card(]) no es medible.

2.6.5 Corolario. Sea I un conjunto de indices con card(I) no medible; sea A
un espacio normal de familias escalares dotado de una T-topologia respecto de la
cual es localmente completo y tonelado; y sea ) {(E;)} el espacio A-suma de la
familia de espacios normados (E;)ic; dotado de la T-topologia correspondiente.
Se verifica que el espacio de familias vectoriales A {(E;)} es tonelado si, y solo si,

todos los E; son tonelados.

DEMOSTRACION:
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Si A es tonelado, entonces A {(E;)} es casi tonelado por el teorema 2.5.1.
Ademis, si todos los espacios normados E; son tonelados, entonces A {( E;)} es un
espacio de Banach-Mackey por el corolario 2.6.4. Es decir, A {(E;)} es tonelado.

Reciprocamente, si A {(E;)} es tonelado entonces cada E; también lo es por

ser isomorfo a un cociente de A {(E;)}. n

Observaciones

1. Drewnowski, Florencio y Paiil demuestran en [14] la tonelacion del espacio
£(S, E), siendo E un espacio normado y S un conjunto no medible. Es
la primera vez que al estudiar la tonelacién de un espacio de familias con
valores en un espacio normado se supone que el cardinal del conjunto de

indices es no medible.

2. Del corolario 2.6.5 se deducen como casos particulares importantes, la to-

nelacién de los espacios £5{(E;)} con 1 < p < oo, siendo I un conjunto no

medible.

3. Sien [9, §2 Cor. 1 del Teor. 1} tomamos como caso particular 2 =N, & =
P(IN), u es la medida cardinal, las proyecciones son las definidas en 2.1.3 y
E = M(E,)x}, entonces el corolario citado demuestra que si X es tonelado
y localmente completo, y los espacios normados E,, son tonelados, entonces
M(En)n} es tonelado. Sin embargo, si en lugar del conjunto de indices IN
consideramos otro conjunto I, siendo card(/) no medible, no es aplicable
el razonamiento anterior porque la medida cardinal ahora no seria o-finita

como se pide en dicho articulo.

A continuacién vamos a obtener la generalizacién en el otro sentido que in-
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dicdbamos al comienzo de esta seccién. Es decir, el conjunto de indices serd
cualquiera, mientras que supondremos que todos los espacios E; son iguales a un
espacio E al que le vamos la imponer la condicién de tener cardinal no medible.
Entonces supondremos que card(I) es medible (si existe alguno), porque en caso

contrario bastaria aplicar el corolario 2.6.5.

2.6.6 Corolario. Si I es un conjunto de indices cualquiera; todos los espacios
normados tonelados E; son iguales a un espacio normado tonelado F, tal que
card(E) no es medible; ) es un espacio normal de familias de escalares dotado de
una T-topologia respecto de la cual es localmente completo y tonelado; y conside-

ramos en M (E)} la T-topologia correspondiente; entonces M(E)} es tonelado.

DEMOSTRACION:

Si A es tonelado entonces A{(E)} es casi tonelado por el teorema 2.5.1. Para

demostrar que A{(E)} es un espacio de Banach-Mackey demostraremos que si
H C M(E)} es o (M(E)}, A (E)})-acotado, entonces para toda sucesién aco-
tada (x(")>n = ((:cf"))') contenida en A{(E)} es
sup{‘(h,:z("))f :heH, ne IN} < +4o00.
Definimos la aplicacién
p:i€l — @)= (") € [[E. cnE,=E VneN.
" neN

A la imagen de ¢ la representaremos por J

J = (p([) = {go(z) = (.’E,(-n))n 11 E I} C H E,
n€N
y se verifica que card(J) no es medible [18, Teor. 12.5 pag. 164].
Considerando a.J como conjunto de indices, la apliacacién ¢ hace correspon-

deracadaze€ Junte J:

p:t€l —p(i)=teJ
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con lo cual {¢~}(t) : t € J} constituye una particién del conjunto de indices I.
Para cada t € J es p~1(t) # 0 pues de acuerdo con la definicion dada de ¢, al
menos, existe un 7 € ¢~ (t).

Aplicando el axioma de eleccién le podemos hacer corresponder a cada t € J
un unico indice ¢; € ¢~ '(t) C I. Representaremos por I’ al subconjunto de [/
formado por los indices 7, € ¢™'(t) C I cuando t recorre J.

Consideremos los espacios de familias vectoriales wp{(E)} y wi{(E)}. Defini-

mos entre ellos la siguiente aplicacion:

o Wilier € wr{(E)} — o (Wilier) = (@2)ser € wi{(E))

donde z, = y;, para todo s € p*(1).

Sea
Y ={y=)ier € wr{(B)} : olv) € M(B)}}

y Tepresentaremos también por p a la restriccién de la aplicacién anterior al
conjunto Y'; ahora p serd una aplicacién lineal inyectiva de Y sobre o(Y') contenido
en M(E)}. Ademss, para cada n € IN existe un y™ € Y tal que g(y™) = z(™.
Para dotar de una topologia a Y consideramos la familia de seminormas S
que define la T-topologia localmente convexa separada en A{(E)}. Para cada

seminorma o, € S definimos

G:yeY — 5(y) := o,(0(y))

y es inmediato comprobar que cada & es una seminorma sobre Y. Representaremos
por 5’ al conjunto formado por todas estas seminormas. Consideraremos en Y la
topologia localmente convexa Z' definida por la familia de seminormas S’. Al ser
separada la 7-topologia sobre AM{(E)}, es claro que I’ sobre Y también lo es.
Considerando estas topologias se sigue que la aplicacién g, ademds es bicon-
tinua. Por 1ltimo, podemos aplicar €l teorema 2.6.3 a este caso en que tenemos:

el conjunto de indices es I’, cuyo cardinal no es medible; A = Y; la familia de

seminormas R = §' verifica:
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(1) siz,y €Yy |z|| < |ly| entonces &(z) < &(y) para toda & € S
(2) la topologia I’ es separada;
(3) para cada 1; € I’ la correspondencia

Yiiy=() €Y — i (y) =y €E

es una aplicacién lineal y continua por ser igual a la composicién de dos

aplicaciones de este tipo:
B Y 5 M(B) S E
(ver proposicién 2.2.2 (i));
(4) para cada i; € I' la correspondencia
Uy, iy € E— Ty (yi) = yie®™ €Y

es una aplicacién lineal y continua por ser igual a la composicion de dos

aplicaciones de este tipo:
b, EZu (B} >V
(ver proposicién 2.2.2 (ii)).

Y se verifica la condicién (*): sea (J.), una sucesién decreciente de subconjuntos

de I' con () J; =0, sea (), = ((zft”)) el'> una sucesién acotada en Y tal
nelN t n
que sop(z(™) C J! para cada n € IN, y sea (e,), una sucesién de £!, entonces

la serie Zanz(") converge en Y, pues como I' C I se tiene que (J}), es también
) n=1
una sucesién decreciente de subconjuntos de I con interseccién vacia [ J,, = 0;
. nelN
teniendo en cuenta como hemos definido la topologia en Y podemos asegurar

que ((z™)), es también una sucesién acotada en A{(E)}. Recuérdese cémo ests

definida la aplicacién g, de forma que para cada n € IN

o) = (), ) = (=),., € M(B)}
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siendo z{™ = z,(t") para todo s € ¢7(1).

Si E es la completacién de E, como X es localmente completo, entonces
M(E)} es localmente completo por el teorema 2.3.1 (iii). Esto equivale a decir
que cada subconjunto acotado de A{ (E’)} estd contenido en un disco de Banach
[38, Prop. 5.1.6 pag. 152]. Como (o(z(™)), es también una sucesién acotada en

~

M(E)}, se verifica que si (a,), € €' entonces la sucesién de sumas parciales

(Sn)p = (Zakg (z(k))) es un subconjunto acotado de A{(E)} y, por tanto, de
k=1 n

M(B))-

Se sigue que dicho conjunto de sumas parciales estd contenido en un disco
de Banach y, como es una sucesién de Cauchy como es inmediato comprobar,
podemos asegurar que cada serie iang(z(")) converge a un elemento de M{(E)}
que representaremos por z = (:cs)’:—; En esta familia se verificara que, fijado un
indice t € J, para cada s € ¢~1(t) todas las coordenadas z, serdn iguales. Fijemos

un t € J y el ¢, € I’ correspondiente. Como (J},),, es una sucesion decreciente de

subconjuntos de I’ con [} J,, = @, o bien i, ¢ J;, 6 bien existe un tnico n;, € IN
neN
tal que i; € ']r,z.-n pero i; ¢ J, para todo k > n;,, forma que en ambos casos

Puy (z®) =0 V k>, (2.12)

Se sigue que fijado un ¢ € J, para i; en ¢~!(t) también es Py} (Q (Z(k))) =0

para todo k > n;,. Se tiene que
zi, = Puy(z) = Puy (j:j axp (z(k))) = f‘, ok Py (9 (z(")))
=1 k=1
= iakP{,-t} (g (z(k))) € E
k=1

por la ecuacién (2.12) y llegar en el 1iltimo miembro a tener una combinacién

lineal finita de elementos de E.

[e o]
Por consiguiente, la serie > c,2(™ converge en Y al elemento z = g~(z).

n=1
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Aplicando el teorema 2.6.3 se deduce que Y es un espacio de Banach-Mackey.
Si H C M(E)} es o (M(E)}, {(E)})-acotado, entonces
H ={uocp:ue H}

es un subconjunto de Y’ que es o (Y'Y )-acotado por ser H acotado en la
topologia o (AM{(E)}’, \{(E)}) ; de donde se sigue que H' es B(Y"', Y )-acotado.

Como (y("))n C Y es una sucesiéon acotada entonces existe una constante

p > 0 tal que

sup {|(y" uogl wueHneNp<p
pero

(¥, w0 0)| = [(e(u™), u)| = |(z", )
de donde

sup{](x("),u)| XY E H ne ]N} <p
es decir, H es B (A{(E)}, \{(E)})-acotado y, por consiguiente, A{(E)} es tone-

lado. ' -

Por dltimo, daremos dos resultados relativos a la tonelacién de ciertos sub-

espacios de A{(E)} : el de las familias cuya imagen o cuyo soporte tienen un

cardinal no medible.

2.6.7 Corolario. Sea I un conjunto de indices cualquiera; A un espacio normal
de familias escalares dotado de una T-topologia respecto de la cual es localmente
completo; E un espacio normado tonelado ; M{(E)} el espacio A-suma con la

T~topologia correspondiente; y sea m un cardinal infinito no medible. Si los sub-

espacios de A{(E)} :

X, = {:z = (z;) € M(E)} : card({z; : 1€ I}) < mx°}



2.6 TONELACION DE A {(E;);er}: CARDINALES NO MEDIBLES. 106

X, ={z=(z;) € M(E)} : card({z;: i € I}) nc es medible }

son cast tonelados, entonces son tonelados.
DEMOSTRACION:

Todo lo que sigue en la demostracién es valido tanto para X; como para X,
y para evitar repetir los valores de v = 1,2, nos referiremos a ambos subespacios
por X,.

La demostracién es andloga a la del corolario anterior. Sea H C X un
subconjunto (X!, X,)-acotado y sea (z(™), = ((xﬁn)))n una sucesién acotada
contenida en X,,.

Definimos la aplicacién

@:1€]— oi):=(z™), € II {z{™:iel}.
neN
A la imagen de ¢ la representaremos por J :

J=p()={e@):iel}c [[{z":1e D}

neN
y se verifica que card(J) no es medible en virtud de [18, 12.5 Teor. pag. 164].
A cada t € J le podemos hacer corresponder un indice i, € ¢~}(t) C I. Sea

I' C I formado por todos los indices ¢; cuando t recorre J.

Definimos la siguiente aplicacién:

0 (Wi)ier € wr{(E)} — 0 ((8i)ier) = (2a)ser € wi{(E)}

donde z, = y;, para todo s € p™1(t).

SeaY = {y = (Yi)i,er €Ewr{(E)} : 0(y) € Xu C )\{(E)}} y representaremos
también por p a la restriccién de la aplicacién anterior al conjunto Y; ahora p
sera una aplicacién lineal inyectiva de Y sobre o(Y) y para cada n € IN existe un

y™ €Y tal que o(y™) =z,
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Definiendo una topologia en Y como en la demostracién del corolario 2.6.6,
se llega a que la aplicacién g es bicontinua. |

Podemos aplicar el teorema 2.6.3 a este caso tomando A = Y'; el conjunto de
indices es I’ cuyo cardinal es no medible; la familia de seminormas R = S’ definida
de manera anédloga a alli indicada y que verifica las condiciones (1) a (4) por las
mismas razones expuestas en la demostracién de dicho corolario 2.6.6; y se cumple
también la condicién (*). Se sigue que Y es un espacio de Banach-Mackey.

Si H C X! es o(X],X,)-acotado, entonces H' = {uop:u € H} es un
subconjunto de Y’ que es o (Y, Y)~acotado por ser H acotado en la topologia
o (X,,X,). Se sigue que H' es (Y, Y )-acotado.

Como (y™),, C Y es una sucesién acotada entonces existe una constante

p >0 tal que

sup{)(y("),uo g)’ ru€e Hyne ]N} <p
pero |

(5", w0 0)| = [(o(y™), w)| = |(=™, )]
de donde

sup{|(z("),u)’ cu€H,ne IN} <p

es decir, H es f(X], X,)-acotado y, por consiguiente, X, es tonelado. =
Observacién

Entre las hipétesis del corolario anterior .ﬁgura que X, sea casi tonelado.
Téngase en cuenta que si A y E son espacios normados, entonces A {{ E;)} también
lo es. Los subespacios X, también serian normados y, por consiguiente, casi-
tonelados. Este es el caso, por ejemplo, de £°°{(E)} con E normado. En [14, §3]

se estudia la tonelacién de algunos subespacios de £3°{(E)}.
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2.6.8 Corolario. Si I es un conjunto de indices cualquiera; m es un nimero
cardinal infinito no medible, tal que m < card(I); A es un espacio normal de
familias escalares dotado de una T-topologia respecto de la cual es tonelado y
localmente completo; y (E;)ier una familia de espacios normados tonelados, en-

tonces se verifica que

X = {z € M(E)} : card(sop(z)) < m}

X, = {z € M{(E))} : card(sop(z)) < m}
son subespacios tonelados de A {(E;)}.
DEMOSTRACION:

Como en las Proposiciones 1.3.9 y 1.5.2 representaremos por
k1 = {a € A : card(sop(a)) < m}

y por
k2 = {a € X : card(sop(a)) < m}

a los correspondientes subespacios de X, y abreviadamente por ,, v = 1,2.
Con lo que podemos escribir que X, = x,{(E;)} v=1,2.

Si X es casi-tonelado, entonces k. es casi-tonelado por la proposicién 1.5.2.
Si X es localmente completo, entonces ., también lo es por la proposicién 1.3.9.

Por el corolario 2.6.5 se sigue que X, es tonelado, para v = 1,2. n

De este corolario se sigue que si F es un espacio normado tonelado, los subes-

pacios de {{°{(E)} formados por familias de soporte numerable, son tonelados.

Observacién
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En esta seccién tratdbamos de dar respuesta a la siguiente pregunta: Si A es un
espacio de familias escalares dotado de una r—topologia y A {(F;)} es el espacio
A-suma de la familia de espacios normados (E;)ie; dotado de la T-topologia
correspondiente, ;se verifica que

Ay E; tonelados = X {(E;)} tonelado?

Como hemos indicado anteriormente, el espacio A debe ser normal para garan-
tizar que A {(E;)} sea un espacio lineal. La pregunta queda formulada entonces
de esta manera: jse verifica que

A normal y tonelado y E; tonelados = X {(E;)} tonelado?.
Una primera respuesta la dimos en el teorema 2.5.6 en el que demostramos:
A normal, AK, y tonelado y E; tonelados = X {(E;)} tonelado.

Intentamos suprimir la condicién de que A tuviese la propiedad AK, pero fué
necesario exigir la completitud local de A; asi en €l corolario 2.6.5 demostramos,
que si el conjunto de indices tenia cardinal no medible y:

A normal, localmente completo, y tonelado y E; tonelados = X {(E;)} es tonelado.

Para esclarecer en lo posible la conjetura buscamos algin ejemplo en el que
no se verificase alguna (o algunas) de las hipétesis indicadas. A continuacién
describimos el

ESPACIO DE SUCESIONES CON SOPORTE DE DENSIDAD CERO:

En este caso consideraremos que €l conjunto de indices I = IN. Para cada
M C INyn €N se define

d,(M) = %ca,rd (MA{L,2,...,n}) = %;XM(Z')
Si li’1;n d.(M) = 0 se dice que el conjunto M es de densidad cero. A la familia de
todos los subconjuntos de IN de densidad cero se representa por Z.

Si A es un espacio normal de sucesiones, Z( ) representa al subespacio formado
por todas las sucesiones de A que tienen su soporte en Z. (Ver [11, Remark 1]).

Considerando el caso en que A = £*°, se verifica que el espacio Z(£*°) es un

subespacio tonelado de ¢~ [11, Cor. 7 y Prop. 6]. No obstante, este espacio
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Z(£*°) no posee la propiedad AK, ni es localmente completo.
Por otra parte, si E es un espacio normado y tonelado entonces el espacio
{>°{(E)} es tonelado [29].

En resumen, si consideramos:

- A = Z(£*) que es un espacio tonelado, pero no posee la propiedad AK, ni es

localmente completo;
- E = a un espacio normado y tonelado,

como Z ({{(E)}) es tonelado (ver [11]), entonces el espacio Z ({>*{(E)}) =
Z (£=){(E)} es tonelado.

En este caso se verifica que A es normal y tonelado, el espacio normado F es
tonelado, y A{(E)} es tonelado. Es un ejemplo que nos podria inclinar a pensar
que puede ser cierta la conjetura: si A es un espacio normal de familias y tonelado
y todos los espacios normados E; son tonelados, entonces el espacio A {(E;)} es
tonelado. No obstante, es este un problema que queda abierto.

En cambio si parece conveniente sefialar que con el teorema 2.5.6 y los coro-
larios del teorema 2.6.3 demostrados anteriormente, se abarca una amplia clase de
espacios de familias, ya que la mayoria de los que usualmente se manejan verfican

que son normales y poseen la propiedad AK, o bien son normales y localmente

completos.

2.7 Bornologia de A {(E;)ics}-

Concluimos el segundo capitulo, y esta memoria, estudiando la bornologia del es-
pacio de familias vectoriales A {(E;)} . Comenzamos demostrando que si el espacio
A es bornoldgico, entonces A {(E;)} también lo es. A continuacién y haciendo un

desarrollo paralelo al seguido en el estudio de la tonelacién, vamos a demostrar
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que ciertos espacios de familias vectoriales A que son bornoldgicos, que verifi-
can determinadas condiciones y que estan contenidos en wr{(E;)}, sin que sean
espacios A\-suma para algin ), son espacios ultrabornolégicos. Después estable-
ceremos cudndo un espacio A-suma de espacios normados es ultrabornolégico.
Sin embargo, en el caso de la bornologia no hay unas condiciones apropiadas
que exigidas al espacio ) nos garanticen que dicho espacio sea bornolégico. Por
ejemplo, si (A, f(A,A*)) posee la propiedad AK entonces es tonelado, mientras

que existen espacios A, que no son bornologicos (ver [26]).

2.7.1 Teorema. Si A es un espacio normal de familias escalares dotado de una
T—~topologia respecto de la cual es bornoldgico, y A {(E;)} es el espacio A-suma de
la familia de espacios normados (E;)c1, dotado de la T-topologia correspondiente,

‘entonces ) {(E;)} es bornoldgico también.
DEMOSTRACION:

Si A es bornolégico entonces es casi tonelado y, por el teorema 2.5.1, se sigue
que A {(E;)} es casi tonelado también (y por consiguiente lleva su topologia de
Mackey). Teniendo en cuenta [24, §28.1(3) pag. 379] serd suficiente demostrar
que si f es un funcional lineal localmente acotado sobre A {(E;)}, entonces f es
continuo.

Si

U={ael:{av,f)|<1 V ve B {P{E)}}

se verifica:

- U es absolutamente convexo, porque si o, § € U y r,s € KK tales que |r|+|s] < 1,

entonces ra + sf € U ya que

[{(re+sB)v, f)] l(raw + sBv, )] = Ir{av, f) + s(Bv, f)]

< rlaw, A1+ sl (v, Al < Irl +1s] < 1
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para todo v € By ({{(E:)}).

- U es bornivoro pues si N C ) es acotado entonces M = N - B, ({(F{(E:)})
es un acotado en A {(E;)} (ver proposicion 2.2.3), y como f es localmente

acotado entonces para todo x = av € M con @ € N y v € By ({F{(Ei)}) es

{z, N = (v, Y[ < p.

(—j—v,f)' < 1 para todo v € B; ({({(E:)}), por
tanto, £ € U, o lo que es lo mismo, a € pU. Es decir, N C pU.

1
Se sigue que — |{av, f)| =
p

Como ) es bornoldgico, entonces U es un entorno del origen en (A, u(A, A)).
Se sigue que existirad un elemento de la base de entornos que define a la topologia
p(A, A%) contenido en U, o lo que es lo mismo, existird una seminorma g sobre
A de las que definen la topologia p(A, AX), tal que si ¢{a) < 1, entonces o € U,
es decir, [(av, f)| < 1 para todo v € B; ({f{(E;)}) . Ahora bien, la seminorma ¢
define una seminorma o, sobre A {(E;)}, y se tiene que si o (z) = ¢ ((J|z:]])) < 1,
entonces |{(]|z:]|) v, f)| £ 1 para todo v € By ({{(E;)}).

Teniendo en cuenta [41, Lema 2 Cap. I pag. 13] se sigue que f es continua
porque si z = (z;) € A {(E;)} entonces z = (||z;]| v:) con v; = %— sillzil] #0y
v; = 0 si ||z;]| = 0, es decir, (|jzi]|) € A y (v;) pertenece a B; (£§°{(E,)}) con lo

cual

[z, 1)1 = [{(l:ll vi), F)] < og(2)-

Observacién
Este resultado extiende al caso de las familias el resultado de Florencio, Patl y
Séez en (17}, y el de Diaz, Fernéndez, Florencio y Paiil en [10] sobre la bornologia

del espacio A{E}, siendo E un espacio normado.
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2.7.2 Teorema. Sea I un conjunto de indices con card(I) no medible; sea (E;)ier
una familia de espacios normados ultrabornoldgicos; y sea A — wi{(Ei)ic1} un
espacio normal de familias vectoriales dotado de una topologia localmente conveza
T, definida por una familia de seminormas R que verifica las condiciones (1) a
(4) de la seccidn 2.6, respecto de la cual el espacio A es bornoldgico, y tal que

vertfica la siguiente condicion:

(%) Si (Jn)new €s una sucesion decreciente de subconjuntos de I con

N J. =0, (z™),en es una sucesidn acotada en A tal que sop(z™) C
n€N
J. para cadan € IN, y (an)n €s una sucesion de £, entonces la serie

[e o]
Zanz(”) converge en A.
n=1
Entonces el espacio (A, T) es ultrabornoldgico.

DEMOSTRACION:

Recuérdese que si A es bornolégico entonces cada subconjunto de A absolu-
tamente convexo que absorbe los subconjuntos acotados en A, es un entorno del
origen en A. Y -es ultrabornoldgico si cada subconjunto absolutamente convexo
que absorbe los discos de Banach de A, es un entorno del origen en dicho espacio.
Si representamos por I a la familia de 7-entornos del origen en A; por B a la
familia de subconjuntos absolutamente convexos que absorben a los 7-acotados
de A; y por D a la familia de subconjuntos absolutamente convexos que absorben

a los 7—discos de Banach, en general, se tendra la relacién:
UCBCD. (2.13)

Por tanto, es bornolégico si U = B; y es ultrabornolégico si if = B = D.
Haremos la demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos entonces
que A es bornolégico, pero no es ultrabornolégico. Segin la relacién (2.13) esto

quiere decir que

U=B#D
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esto és, que existe un subconjunto T de A que es absolutamente convexo, que
absorbe los discos de Banach de A y, sin embargo, existe un subconjunto acotado
A de A tal que T no lo absorbe

Consideremos el conjunto B = U P;(A); como A es acotado y el conjunto
JEP(I)
de proyecciones {P; : J C I} es equicontinuo por la proposicién 2.2.4, entonces

el conjunto B también es acotado. Ademés, T' tampoco absorbe a B.

A partir de los subconjuntos 'y B definimos:

F ={J CI:T absorbe a Pj(B)}

-

donde J° representa el conjunto complementario de J en 1.

Se verifica que F es un filtro, pues:

- F es una familia no vacia de subconjuntos de I. En efecto, para cada ¢ € I la
proyeccién Py;3(A) es isomorfa a E;; Py;y(B) es isomorfo a un determinado
subconjunto acotado C de E; y, por tanto, C estd contenido en una deter-
minada bola cerrada H de E; (que es un disco de Banach); la proyeccion
Py(T) es isomorfa a un subconjunto T; de E; que absorbera a los discos de
Banach de ese espacio. Se sigue que T; absorbe a H y, por tanto, a C; es
decir, P(;y(T) absorbe a Pg;3(B) y, por consiguiente, T absorbe a Pgy(B).
Por tanto, {i}° € F.

- Como T absorbe a Py(B) = {0}, entonces I € F, mientras que § ¢ F ya que
T no absorbe a P;(B) = B por hipdtesis.

- SiJ € Fy K es un subconjunto de I tal que J C K, entonces K¢ C J°y
como T absorbe a Pjc(B), entonces absorbe también a Pge(B). De donde

se sigue que K € F.

- Si Ji,J; € F entonces se verifica que (a) J; NJ, # By (b) J1NJ; € F, pues:
si fuese J; N J; = () entonces J; C J§, es decir, T absorbe a Py, (B) y como
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Ji € F, entonces T absorbe también a Pje(B), es decir, que T absorbe a B

en contra de lo supuesto al principio.
Y JyNJ; € F ya que
(iNJe)* = Jiuldy = (JP\J5) U(Js \ ) U (Jy N Jg)
de donde se sigue que
Pinan)e(B) = Preuwig(B) € Pre(B) + Pig(B).

por tanto, cada & € Pyeuje(B) con sop(z) C JfU J3, se puede escribir como
T = z; + 7 siendo z, € Pje(B) con sop(z;) C Jf,y 22 € P;e(B) con
sop(z3) C Js5. Como T absorbe a Pje(B) y a Psg(B), entonces T absorbe a
Pieuss(B) y 1N J2 € F como queriamos probar.

Sea U el ultrafiltro generado por F. A partir de & definimos la siguiente
aplicacién p en P(I) con valores en {0,1}: si J C [

1 siJel
"(J)“{o siJ ¢ U

que es una medida finitamente aditiva, ya que

- la aplicacién yu estd bien definida porque dado cualquier J C I, 0 bienes J € U,

en cuyo caso u{J) =1, bien JC e U y u(J) = 0.

- Como I € F sesigue que I € U y, por tanto, u(I) = 1. Como U es un ultrafiltro,
se sigue que I° = ¢ U, es decir, u(#) = 0.

- Como {3}° € F entonces {i}° € U y, por tanto, {i} ¢ U por lo que u({i}) =0
para cada ¢ €

- SiJy y J, son dos subconjuntos disjuntos de I, entonces J; UJ; € U si, y sblo si,

exactamente uno de los subconjuntos J;,J; pertenecen a U, en cuyo caso,

si Jl EUYJQ ¢U,

p(J1UJ2)=1=140= pu(h)+ p(Js):
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Si JyUJ, ¢ U, entonces J, ¢ U y J, ¢ U (los dos subconjuntos no pueden

pertenecer a U porque son disjuntos), en cuyo caso

p(J1U ) =0=0+0=p(J;) + p(J2).

Ahora bien, como €l conjunto I no es medible, entonces ¢ no es numerable-

mente aditiva, es decir, existe una sucesién (J;)ren de subconjuntos disjuntos de

I de medida nula, p(J;) = 0 para todo k € IN, y tal que u UJk) = 1. A partir
k=1
de ella formamos esta otra sucesién:

L = UJk; L= UJk; Iz = UJk;"';]n= UJk§"’
k=1 k=2

k=3 k=n

verificindose que

a) la sucesién (I,)nen es decreciente;
o0

b) NI, =6
n=1

c) para cada n € IN es p(J,) = 1 pues p es finitamente aditiva y se tiene que

1 = u(U Jk)=p<J1UJ2U-~UJn_1 U,Jk)

k=1 k=n

= p(Jy)+u(Je) + -+ p(Jpo1) + 1 (D Jk)

k=n

= 040440+ p(l) = pu(l)

Se sigue que cada I, € U y, por consiguiente, T' no absorbe a Pr_ (B) para cada
n € IN, pues de lo contrario cada IS perteneceria a F, es decir, cada IS € U, lo
cual no es posible porque I/ es un ultrafiltro.

Obtenemos, pues, una sucesién decreciente (I,,), de subconjuntos de I, tales
que T no absorbe a P; (B) para todo n € IN. Es decir, para cada k € IN existe
un 2® = (sz));ef € B con sop(z™*)) C I tal que z(*) ¢ kT.
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La sucesién (z(k))kem asi obtenida estd acotada por estar contenida en el
conjunto acotado B. Considerando el conjunto

D= { az®) o= (ar) € By (51)}.
k=1

se verifica que D es un disco de Banach por la condicién (*) y por el lema 2.6.2.
Como T absorbe a los discos de Banach por hipétesis, entonces I’ debe absorber
a D, lo cual esta en contradiccién con que z*) ¢ kT para cada k € IN.

El espacio A, por tanto, es ultrabornolégico como queriamos demostrar. =

Como un caso particular, cuando A sea un espacio A-suma tenemos:

2.7.3 Corolario. Si I es un conjunto de indices con card(l) no medible; A es
un espacio normal de familias escalares dotado de una T—topologia respecto de la
cual es localmente completo y bornoldgico; y (E;)ier es una familia de espacios
normados ultrabornoldgicos; entonces A {(E;)} con la T-topologia correspondiente

es un espacto ultrabornoldgico.

DEMOSTRACION:

- 51 A es bornolégico entonces A {(E;)} también lo es por la proposicién 2.7.1.
Y razonando como en la demostracién del corolario 2.6.4 se prueba que con las
hipétesis enunciadas el espacio A {(E;)} verifica las condiciones del teorema 2.7.2,

por tanto, es ultrabornoldgico. -

Observaciones

1. Este resultado extiende al caso de las familias el resultado obtenido por
Diaz, Fernéndez, Florencio y Paill en [10] sobre la ultrabornologia del es-

pacio de sucesiones A{E}, siendo E un espacio normado.
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2. Del corolario 2.7.3 se deducen, como casos particulares dignos de mencién,
la ultrabornologia de los espacios £7{(E;)} para 1 < p < oo, siendo [ un

conjunto de indices no medible.
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