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INTRODUCCION

Una sucesién de polinomios ortogonales p,(t) (n = 0.1,2,...) en la
recta real con respecto a una medida positiva p siempre satisface una

relacién de recurrencia de tres términos de la forma

(1) tpn(t) = an-l—lp'n—l-l(t) + b'npn(t) + a'llpn—l(t)?

con la condicién inicial p_,(t) = 0, y siendo a, y b, dados por

ay = / tpn—1(t)pn(t)du(t) # 0.
R

b= [ w00 € R
R

El reciproco es también cierto: una sucesién de polinomios que verifique
la relacién de recurrencia dada por (1) con a,4+3 # 0y b, € R es siempre
ortonormal con respecto a una medida positiva en la recta real. Este
reciproco fue dado por Favard en 1935 ([F]), pero era conocido antes y
aparece ya en los libros de Stone ([S, teorema 10.27, pag. 545-546]), Perron
([P, §36, teorema 4.6/4.7]) y Wintner ([W, §32 y §37]), quien atribuye
el caso del soporte finito a E. Heine ([H, §108]). De forma elemental
(careciendo del teorema de representacion de Riesz) el resultado estd en el
trabajo de Stieltjes [St, §11] de 1894, y aparentemente el resultado era ya
conocido por Chebyshev [C] cuando el soporte de la medida p es finito.

Recientemente (a finales de los anos 80) el estudio de un tipo de
ortogonalidad més amplia que la definida por ‘medidas positivas ha
concentrado gran interés: son los llamados productos escalares de tipo

Sobolev. Los polinomios ortogonales con respecto a un producto escalar
f Typeset by AS-TEX

rii



viii INTRODUCCION

de tipo Sobolev discreto no verifican nna relacién de recurrencia de tres
términos, pero si otro tipo de relacién mds general donde aparece un
nimero impar de términos mayor que tres. Sin embargo, no todas las
familias de polinomios que verifican una relacién de recurrencia de este
tipo son ortogonales con respecto a un producto escalar del tipo Sobolev
discreto.

Sorprendentemente, la relacién de recurrencia de (2N + 1) términos
equivale a la ortogonalidad con respecto a una matriz de medidas, de la
que los productos de Sobolev son un caso particular (véase [D1], [D2]
y [DV]). Esta relacién entre polinomios que satisfacen una férmula de
recurrencia de (2N + 1) términos y polinomios matriciales ortogonales
sobre la recta real ha dado impulso al estudio de estos ltimos. Ahi esta
el origen de esta tesis.

Los polinomios matriciales ortogonales han sido estudiados en la altima
mitad de este siglo de manera esporddica: Krein obtuvo algunos resultados
sobre problemas de momentos matriciales desde el punto de vista de la
teoria de operadores ([Kr]). M4s recientemente, en los anos 80 han sido
relacionados con la teoria de la dispersién por Geronimo ([Gl]) y se ha
establecido un anilogo del teorema de Favard para férmulas de recurrencia
matriciales (Aptekarev-Nikishin, [AN]). Algunos resultados algebraicos y
sobre los ceros fueron establecidos por Zhani ([Z]). Por tltimo, durante los
anos de realizacién de esta tesis, algunos resultados sobre ceros y férmulas
de cuadratura han sido desarrollados por Sinap y Van Assche desde el
punto de vista computacional ([SV]).

Sin embargo, sorprende que no se haya llevado a cabo un estudio
sistemédtico de los polinomios matriciales ortogonales sobre la recta real.
para determinar qué grado de analogfa y diferencia existe con el caso
escalar (si hay un estudio més sistemdtico para polinomios matriciales
ortogonales sobre la circunferencia unidad, véase [DGK] y [G2]). La
intencién de esta memoria es dar los primeros pasos en ese sentido.

Concluimos esta introduccion resumiendo su contenido:
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En el capitulo 2 se estudian en detalle las topologias vaga y débil
definidas sobre el espacio de las matrices de medidas definidas positivas, y
se prueba que al igual que en el caso escalar, el conjunto de soluciones de
un problema de momentos matricial es compacto y convexo para ambas
topologias, que coinciden sobre dicho conjunto: ,

En el capitulo 3 se estudian las propiedades bésicas de los ceros de una
familia de polinomios matriciales ortonormales y la existencia de formulas
de cuadratura asociadas. Los resultados guardan cierta analogia con el
caso escalar, aunque el caracter matricial produce algunas diferencias.
Asi por ejemplo, mientras que los ceros de los polinomios matriciales
ortogonales son como en el caso escalar reales, no son necesariamente
simples, pudiendo darse multiplicidad; si bien esta estd acotada por el
tamaiio de los polinomios matriciales. La prueba de los resultados dados
es simple y se basa en las propiedades de la matriz de Jacobi asociada.

En el capitulo 4 se generaliza el teorema de Blumenthal, que describe
el soporte de una medida positiva cuando los coeficientes de la relacién de
recurrencia de tres términos tienden a limites finitos, al caso matricial.
Se considera una sucesién de polinomios escalares que satisfacen una
relacién de recurrencia de (2N + 1) términos de modo que las sucesiones
de recurrencia que aparecen en dicha relacién sean convergentes, y se
prueba que el soporte de la medida que ‘ortonormaliza a la sucesién de
polinomios matriciales asociados es un intervalo cerrado y quizds dos
sucesiones tendiendo a los extremos de dicho intervalo.

En el capitulo 5 se definen los espacios £P(y) asociados a una matriz
de medidas p definida positiva. Hasta donde sabemos, estos espacios
sélo aparecen en la literatura para el caso p = 2 ([R], [DS]). Probamos
que estos espacios son espacios de Banach (Hilbert en al caso p = 2)
y que el dual de L£P(u) es L9(u), siendo ¢ el exponente conjugado de
p. Las demostraciones dadas son més simples que las que aparecen en
las referencias citadas (para p = 2). También probamos las inclusiones

naturales entre estos espacios y damos un resultado bésico de interpolacién
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que es una generalizacion de un conocido teorema de Marcinkiewicz.
Completamos el capitulo dando un resultado parcial sobre densidad de
polinomios en £!(u1) que es una generalizacién del conocido teorema de
Naimark ([N]), que caracteriza las medidas solucién de un problema de
momentos para las cuales los polinomios son densos en su espacio £!(jt)
como aquellas que son extremales en dicho conjunto de soluciones.

Por ultimo, en el capitulo 6 se estudian cuestiones de densidad
para el problema de momentos matricial truncado y se describe con
detalle el conjunto de matrices de medidas positivas de Va,—3 (conjunto
de soluciones del problema de momentos matricial truncado de orden
2n — 2) para las cuales los polinomios hasta grado n — 1 son densos
en el correspondiente espacio L£?(y). Estas matrices de medidas son
exactamente las extremales del conjunto V,,_1, y hay tantas como matrices
A verifiquen que la matriz A, A es hermitica. Estas matrices de medidas
son discretas y los puntos del soporte y los pesos se obtienen al desarrollar
la expresién (P,(A) — AP,_1(A)"H(Qn(N) — AQ,—1(A)) en fracciones
simples (P, son los polinomios ortogonales asociados al problema de
momentos y @, son los correspondientes polinomios de segunda especie).
A diferencia del caso escalar, donde todas estas medidas alcanzan en todos
sus puntos del soporte la méxima masa posible en Va,_s, los pesos que
los ceros soportan en el caso matricial no tienen porque ser los méximos,

v s6lo lo son cuando el correspondiente peso es una matriz invertible.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Una matriz de medidas u de tamafio N x N sobre la recta real es una
matriz cunadrada de tamafio N x N cuyas entradas son medidas complejas

de Borel sobre la recta real, es decir

/,L1,1 P .ufl,N

KEN1 -.. HNN

Se dice que la matriz de medidas u es definida positiva si para cualquier
conjunto de Borel A la matriz numérica p(A) = (. ]-(A));i\;-:1 es
semidefinida positiva. Si p es definida positiva, entonces las medidas p; ;
que aparecen en la diagonal son todas medidas positivas, y el resto son
medidas complejas, siendo tij = H.i- Todas las matrices de medidas
que manejamos se suponen definidas positivas, salvo que se especifique lo
contrario.

Para una matriz de medidas p definida positiva se define el soporte de

p (sop()) como el soporte de la medida traza de p (7p), es decir

(1.1) sop(p) = sop(T) = sop(pi1.1 + p22 + - + N N)-

Un polinomio matricial de grado n es una aplicacién P : C — C¥**

de la forma

P(t) = Apt" + Apqt™ U At o+ Ao,

Typeset by ApS-TEX



2 CAPITULO 1

donde Ay, A1,..., A, son elementos de C¥*N y A, # 6 (en lo sucesivo. §
representa la matriz nula, el tamano de la misma queda determinado por
el contexto). Este polinomio matricial se dice ménico cuando 4, = I. la
matriz identidad.

El espacio de polinomios en la variable ¢ con coeficientes en C¥*~
se denota por CV*V[t]. Dado n un ntimero natural, CY*¥[f] denota el
subespacio de CV*¥[t] formado por todos los polinomios matriciales de
grado menor o igual que n.

Obsérvese que mientras que definimos el polinomio P*(¢) como

P*(t) = En:A;;t’*

k=0

tenemos que
n * n
Py =S At ] =Y 4 =P(.
k=0 =0

Se dice que un punto ty es un cero del polinomio matricial P(#) si
det(P(tg)) = 0, es decir si ¢y es un cero del polinomio escalar det(P(¢)).

Se dice que una sucesién (P,)5L, de polinomios matriciales con grado
de P, igual a n es ortogonal con respecto a una matriz de medidas definida

positiva p si
/RP,l(t)d,u(t)P_,fl (t) =0, paran,m > 0,n #m,
y se dice que (P,)22, es ortonormal si
Lp,l(t)du(t)P,i(t) = 0pmi, paran,m > 0.

Obsérvese que si (FP,), es una sucesién de polinomios matriciales
ortonormales con respecto a i y (Ap), es una sucesién de matrices
unitarias, es decir A, A} = I, entonces (A, P,), es también una sucesién

de polinomios matriciales ortonormales con respecto a pu.
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Si (F)22, es una sucesién de polinomios matriciales con grado de P,
igual a n y el coeficiente lider A, de P, es no singular para todo n.
entonces cualquier polinomio matricial P(t) de grado m puede expresarse
como P(t) = Y7 ,apPi(t), siendo ey ciertas matrices. La prueba
es sencilla por induccién: si P(t) es de grado 0, entonces P(t) es una
matriz C' constante, es decir P(t) = C, y por tanto es posible expresar
P(t) = CA; ' Py(t), pues Py(t) = Ap. Supuesta ahora la propiedad para
polinomios de grado m — 1 y dado P(t) de grado m, se tiene que P(t)
es de la forma P(¢) = B,t™ + Q(t), siendo Q(¢) un polinomio de grado
menor o igual que m — 1. Asi, P(t) = B, A;! P (t) + R(t), siendo R(t)
otro polinomio de grado menor o igual que m — 1 que por hipdtesis de
induccién puede expresarse como una combinacién lineal de Py, ..., P, 1.
teniéndose el resultado.

Se dice que una matriz de medidas u con todos sus momentos S, =
Jg t"dp finitos es no degenerada si el dnico polinomio P(t) de CN*N[¢]

que verifica
/ P(t)du(t)P*(t) =6
R

es P(t) = 8. De la definicién es inmediato que para una matriz de medidas
1 no degenerada se tiene que el primer momento Sy es una matriz numérica
definida positiva.

Para una matriz de medidas definida positiva p con todos sus momentos
finitos, son equivalentes el ser no degenerada y el tener una sucesion
(Pr)52, de polinomios ortonormales, siendo P, de grado n y con
coeficiente lider no singular, para todo n. En efecto, si tal sucesién existe,
podemos escribir cualquier polinomio P(t) como una combinacién lineal
finita de los polinomios P,,: P = ZZ:O a P, siendo todas las matrices

oy nulas sdlo cuando P = 8. En consecuencia
ki3
/ P)du(t)P*(t) = Y axa}
R k=0

que es distinto de cero si algin aj no es 6.
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Por otra parte, si x no es degenerada, expresando P(t) = ¥, Vit', la
definicién de no degenerada equivale a decir que para todo n natural la
igualdad

n
Z YiSip; Y7 =0
i,j=0
sélo es posible cuando todas las matrices cnadradas Y; sean 8. Ademds.
es claro que las matrices Y; pueden sustituirse por vectores fila y; y la
definicién es la misma.
Es posible definir un producto escalar sobre el espacio de polinomios

CN*N[t] de la forma siguiente:

(P.Q) = /R P()du(t)Q" (1)

Este producto escalar tiene las siguientes propiedades, que se verifican
facilmente:
(1) (P,Q)=(Q,P)
(2) Si C1,Cy € CV*V | entonces (C1 P, + CoP2,Q) = C1(P1,Q) +
C2 (P2, Q)
(3) (tP,Q) = (P,tQ), para t € R.
Para un polinomio P(t) = 3 I, a;t' y un vector columna z en C" se
tiene que
n
z*(P,P)z = Z T SiyjeT
i.j=0
y por tanto por ser u no degenerada se tiene que
7
Ker(P, P) = (| Kera;.
i=0
De esta forma, si un «; es invertible, entonces (P, P) es invertible.
Ortonormalizando la sucesién I,tI,t2I,... se obtiene una sucesion

P, (t) de polinomios matriciales ortonormales con respecto a u: Hamamos
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Ro(t) =1 y paran > 1,

n-1
R.(t) = "I = (t"I, Ry)(Ri, Ri) " Ru(t).
k=0
Puesto que (Ry,Ry) = So es invertible, podemos definir ; con esta

férmula, y si (R, Ry) es invertible para 0 < k < n—1, podemos definir R,,.
que verifica que (R,,, R,) es invertible por ser el coeficiente de la potencia
n la matriz identidad, de esta forma se tiene definido R, (¢) por induccién.

Veamos ahora que si ¢ # j, entonces (R;, R;) = . En efecto,
(R1, Ro) = (tI, Ry) — (tI, Ro)(Ro, Ro) ™ (Ro. Ro) = 0.

Supuesto ahora que (R;, R;) = 0, para 0 < 4,5 <m — 1, i # j, tenemos
que para 0 <k <n -1,

n—1
(Rn, Ri) = ("I, Ri) — Y _(t"I, R;)(Ri, Ri) ™" (R, Ry)
=0
= (tnI, Ry)— (tnI, Rk)(Rk,Rk)~l(Rk,Rk) =@,

es decir; los polinomios R, son ortogonales. Para obtener una sucesion
. _1 . ,
ortonormal basta definir P,(t) = (R,, R,)™ % R, (t), cuyo coeficiente lider
_1 . .
es (R, R,)™ 2, que es no singular, y ademds es claro que (P, Pn,) = 0n.m .

para n,m > 0.

Los polinomios escalares ortogonales en la recta real satisfacen una

simple relacién de recurrencia de tres términos de la forma

tpn(t) = an+1p11+1(t) + bnpn (t) + anpn.——l(t)

siendo p_1 = 0, a, # 0y b, € R. El teorema de Favard prueba que esta
relacién de recurrencia es equivalente a la ortonormalidad (véase [Ch. cap.
Iv]). o
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Una relacién de recurrencia similar, pero ahora con coeficientes
matriciales, es valida para polinomios matriciales ortonormales. Si (P, ),
es una sucesién de polinomios matriciales ortonormales con respecto a una
maftriz de medidas p definida positiva y no degenerada, es posible expresar

el polinomio tP,(t) como una combinacién lineal de los polinomios
PO»v--,Pn+1:

n+1
tP,(t) = Y _ a;Pi(t), donde a; = (tP,, ).

=0

La propiedad (3) del producto escalar (-,-) da que (tP,, P;) = (P,.tP;) =
f,81i+1<n-1,yportanto a; =8 sii <n—2, locual da

tPa(t) = pg1 Pt (t) + nPu(t) + ano1 Paoy (8).
Llamando A,41 = (tPy, Pot1) ¥y Bn = (tPn, P,) se tiene que
ano1 = (tP, Pac1) = (PoytPacy) = (tPh-1, Py)" = A,
y por tanto se obtiene la relacién de recurrencia de tres términos
(1.2) tPn(t) = Ang1Png1(t) + BoPo(t) + AL Py (t)-
La matriz B,, es hermitica puesto que
B, = (tP,, P,) = (P, tP,) = (tP,, P,)" = Bj,.

Ademds, A, esinvertible, pues por ser el grado de R, 41(t) —tR,{t) menor
o igual que n se tiene que (R,41 — tR,, Ry41) = 6, de lo cual se deduce
que (tR,, Rpt1) = (Rapt1, Rog1) y por tanto

An—l—l = (tPn,an—Jrl) = (Rn» R‘n)_%(tan Rn—}-l)(R‘n—{—lsRn-l‘l)—%
= (R-nan)_%(Rn-}-LRn—{-l)%



PRELIMINARES 7

que es invertible. La descomposicién polar de una matriz permite tomar
A,, definida positiva.

Esta relacidn de recurrencia también caracteriza la ortonormalidad con
respecto a una matriz de medidas, es decir, st una sucesién de polinomios
matriciales (P,), verifica una relaciéon de recurrencia de la forma (1.2).
entonces existe una matriz de medidas u definida positiva respecto de la
cual los polinomios (P,),, son ortonormales (véase [AN] o [D2]).

Dada (P,), una sucesién de polinomios matriciales ortonormales con
respecto a u, se definen los correspondientes polinomios de segunda clase
Q. (t) como

Qn(t) = ‘/Rwdu(x), n > 0.

t—x

Los polinomios de segunda clase Q,(t) también verifican la relacién de

recurrencia (1.2), con las condiciones iniciales Qo(t) = 8, Q(t) = AT

Muy recientemente ha sido establecida una relacién muy estrecha entre
polinomios matriciales ortonormales (o polinomios matriciales verificando
una relacién de recurrencia de tres términos) y polinomios escalares
verificando una relacién de recurrencia de mas términos (ver [D1}, [D2] y
[DV]). Asi, en [DV, §2] se prueba el siguiente teorema:

Teorema A. Supongamos que p,(t) (n = 0,1,2,---) es una sucesion de
polinomios escalares que satisfacen la siguiente relacién de recurrencia de
2N + 1 términos

(13) thn(t) = C'n‘Opn(t) + Z (mpn—-k(t) + C‘yl—{»k.kpnﬁ-k(t)) .
k=1

donde ¢, 9 (n = 0,1,2,---) es una sucesién real y ¢, (n = 0,1,2,--)
son sucesiones complejas para k = 1,--- | N, con ¢, x # 0 para todo n

y con las condiciones iniciales py(x) = 0 para k < 0 y pi polinomios de
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grado k dados, parak = 0,--- , N —1. Definimos la sucesién de polinomios

matriciales (P,), como

Ry o(pnn)(t) . Ry no1(pan)(t)
R.'\",O(pn_f\" )(t) R."'.."\"—— PnN )(t)
(14)  Pu(t) = NAE ) 1(, !
Rxo(pan+n-1)(t) ... Ryn-1(Pnven-1)(t)

donde el operador Ry, (m =0,--- , N — 1) estd definido por

(nN+m)
) . ¥4 (0) n
R./\’.nl(p)(t) - - m

de modo que
p(t) = Ryo(p)(t™) + RN (t¥) + -+ + ¥ TRy v ().

Entonces la sucesién de polinomios matriciales definida por (1.4) es
ortonormal en la recta real con respecto a una matriz de medidas definida
positiva y satisface una relacién de recurrencia de tres términos.

N-1 ..
m,j=0 €S una sucesion

Reciprocamente, supongamos que P, = (Pp ;)
de polinomios ortonormales matriciales o equivalentemente que satisfacen
una relacién de recurrencia matricial de tres términos (sin pérdida de
generalidad es posible suponer que el coeficiente lider de P, es una matriz

triangular inferior), entonces los polinomios escalares definidos por
N-1 ‘

PaN+m(t) = Z tJPn,m?j(t"\'), (neN,0<m<N-1),
= ,

satisfacen una relacién de recurrencia de 2N + 1 términos de la forma
(1.3).

Dada una sucesién de polinomios matriciales (P,), verificando la

relacién de recurrencia de tres términos (1.2):

tPn(t) = An—%—lpn—}—l(t) + Ban(t) + Azpn-—l(t)
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con Po(t) = Iy P-1(t) = 0, es posible suponer (véase la prueba del
teorema anterior en [DV]) que las matrices A4, son matrices triangulares
inferiores con det4, # 0y B} = B,. Se tiene que la expresién de las
matrices A, y B,, en términos de los coeficientes de recurrencia que

aparecen en (1.3) es

Ca NN 0 0 P 0
CaN.N—1 CaN+1.N 0 ... 0
An — CAnN.N-2 OCnpN+1,N-1 CapN42 N ... 0 s
CpN.1 CnaN41,2 CnN+42.3 -+ CpN4N-1I.N
Yy
CaN,0 CnN+1,1 CaN+$+2.2 cee. CuN4N-1.N-1
CnN+1,1 CnN+1.0 CaN+2,1 ceo CpN4N-1.N-2
B, = ChN4+2.2 ChN+2.1 CaN42.0 cor CuN4N-1.N-3
CaAN+N—1N-1 CupN4N-1,N-2 CpN4{N-1,N-3 ... CnN4+N-1.0

En [D3, §3] se prueba que para una familia de polinomios matriciales

ortonormales (P,), verificando la férmula de recurrencia de tres términos
tpn(t) = An—}—lpn—{—l(t) + Bnpn(t) + A::Pn—l(t)»

si A es una matriz de tamaino N x N de modo que 4,,A = A* A}, entonces

la descomposicién en fracciones simples
(1.5) (Pa() = APy () TTRQ) = ) =

es siempre posible si R es un polinomio matricial de grado menor o
igual que n — 1, independientemente de la multiplicidad de los ceros x,,
de det(P,(A) — AP,_1(\)) = 0, y siendo G,.; determinadas matrices
numéricas cuyo valor se da explicitamente:
o
(det(Pp(t) = AP??—l(t)))(lk)(xn.,k)
(Adj(Po(t) = AP, 1 (O "Dz )R(z0k), k=1,....m,

Gnuk =
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siendo i, el orden de z,; como cero del polinomio P,(A) — AP,_1(}).
En el caso particular R(A) = @n(A) — AQn-1(A), las matrices G, 1
(k = 1,...,m) son semidefinidas positivas y el rango de G, coincide
con la multiplicidad del cero z,, 1.

Ademas, si se define la matriz de medidas p,, como

m

Hn — Z Gn,ké.l’n"\.a

k=1

entonces p, verifica

/tkdun:/tkdu, parak=0,...,2n -2,
R R

y

(1.6) /R%l = =(Po(X) = AP,y (A))HQn(X) = AQu_1(X))-

Para demostrar el teorema principal del capitulo 6 se hard uso de
un resultado de Kochubei que aparece en [K]. Dado que este articulo
estd escrito en ucraniano, incluimos la demostracién traducida para hacer
la memoria m&s completa. Aprovechamos la ocasién para agradecer
al profesor Alexander Aptekarev su colaboracién para traducir este

resultado.

Dada una matriz de medidas definida positiva g con todos sus
momentos finitos se denota por V,, el conjunto de matrices de medidas

definidas positivas cuyos momentos hasta grado n coinciden con los de pi.

Lema K.
Si pg es una matriz de medidas extremal en el conjunto V,,_1. entonces

o tiene a lo sumo nIN? puntos en el soporte.
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Demostracién

Supongamos por el contrario que pg tuviera un ndmero mayor o igual
que nN? + 1 de puntos en el soporte. Entonces es posible escoger
nN? + 1 intervalos disjuntos Ay, ..., A, x> de modo que po(A;) # 8, para
0 <7 < nN2. Llamemos

nN?

Annepr =R\ | AL

Puesto que Ag C A, n241 se tiene que po(A,n241) # 6.
Dado un vector (ay,...,a,x241) en R™ ! con a; > 0 para 1 <4 <

nN? + 1, es posible definir la matriz de medidas p como

nNZ41

pA)= > aim(ANAy).
i=1
Llamemos W,,_; al conjunto de vectores (ai, ..., a,x241) de R*Y *+1 tales
que la matriz de medidas correspondiente p pertenece a V,_1.
Se tiene entonces que la matriz de medidas asociada al vector (1..... 1)
es fp v por ser esta matriz de medidas extremal en V,_; se tiene que
(1,...,1) es extremal en W,,_;.

El conjunto W, _1 estd caracterizado por las ecuaciones
a; >0, paral <i<nN?+1

(17) nN? .
Z a,/ t dpg(t) = S, para0 <k <n-—-1,

que determinan un sistema de nN? ecuaciones en las nN? + 1 incégnitas
a;. Es posible por tanto escoger una solucién (hy, ..., hyx24;) del sistema
homogéneo (esto es, sustituyendo Sy por 8) de modo que {h;} < 1 para
1<i<naN?24+1.:

Definiendo Ay = (1 4+ hy,..., 14+ hyneaq) y Ao = (1 — Ry, ... 1 =
hnnz=41), €s claro que Ay y A_ verifican (1.7), y ademds A = (AL +A_).

por tanto A no es extremal en W,,_1, lo cual es una contradiccién.
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t

En el capitulo 4 se hace uso de los polinomios de Chebyshev de primera
y segunda clase. Los polinomios de Chebyshev de primera clase estan
definidos por
T, (t) = cos(karcos(t)), para k > 0,

y son ortonormales en [—1, 1] con respecto a la medida

2
2(1 -2 dt.
i

Los polinomios de Chebyshev de segunda clase estdn definidos por

sen((n + 1)arcos(t))
arcos(t)

Ui(t) = , para k > 0,

y son ortonormales en [—1, 1] con respecto a la medida

J§u—ﬁﬁﬁ.
s

Para més detalles véase [Ri].



CAPITULO 2

TOPOLOGIAS EN LOS ESPACIOS
DE MATRICES DE MEDIDAS

En este capitulo estudiamos. algunas propiedades topoldgicas de los
espacios de matrices de medidas que se usaran a lo largo de la memoria.
Como conclusién se probard que el conjunto de soluciones de un problema
de momentos matricial es, al igual que en el caso unidimensional, un
conjunto compacto y convexo. Este dltimo resultado garantizard la
existencia de puntos extremales del conjunto de soluciones. lo que serd
de cierta utilidad cuando se estudie la densidad del espacio de polinomios
en el espacio £ de una matriz de medidas.

Denotamos por. My el conjunto de matrices de medidas definidas
positivas (ver preliminares, pag.1), y por M3 el conjunto de matrices
de medidas definidas positivas que tienen momentos de cuﬂquier orden y
que son no degeneradas (ver preliminares, pag.3).

Dada p € MY, consideramos el conjunto [] dado por

ul =< v e My talesque [ t"v ;= [ t"dug ;.
N q o j i
R

para todon € Ny para todo 1 <4,5,< N}

es decir el conjunto de matrices de medidas definidas positivas que tienen
los mismos momentos que p, o lo que es lo mismo, el conjunto de soluciones
del problema de momentos definido por p.

La topologia vaga sobre My se define como la més fina para la cual

todas las aplicaciones pu — fR fdp son continuas, donde f € C.(R) es

Typeset by ApS-TEX
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arbitraria. C.(R) denota el conjunto de las funciones continuas de soporte
compacto en R.

La topologia débil sobre M se define como la més fina para la cual
todas las aplicaciones p — fR fdp son continuas, donde f € Cp(R) es
arbitraria. Cp(R) denota el conjunto de las funciones continuas y acotadas
en R.

Puesto que C.(R) estd incluido estrictamente en Cp(R) es claro que la
topologia vaga es més fina, es decir tiene menos abiertos, que la topologia
débil.

Si A C C.(R) es un conjunto arbitrario que genera C.(R) entonces la
topologia vaga es también la més fina para la cual todas las aplicaciones
u— fR fdu son continuas, donde f recorre todo A. Esta observacién es
usada para A = CH(R).

Para Ho = (ﬂO.i,j)lS'i,jS./\" los COllleltOS

<€,

.n, 1<4,j <N}

donde fi,..., fn € CF(R), € > 0 forman una base de entornos de yo para
la topologia vaga. Analogamente se construye una base de entornos de p
para la topologia débil, tomando fo,..., f, en Ci (R).

La topologia vaga es Hausdorff porque si u # v, existe f € CF(R) de
modo que [, fdu # [ fdv. (Esto se tiene a partir de la unicidad en el
teorema de representaciéon de Riesz). Si se considera entonces € tal que

| s - / fdvij] >

Como primer resultado establecemos la relacién existente entre la

— maX
1<i,j<N

v

entonces Vi< ()N Vi s (v) =

convergencia débil y la vaga.
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Teorema 2.1. v

Dadas (fa)aca ¥ 1t en My finitas (es decir Tpua (R) < 0o y T(R) < o0)
se tiene que po — p débilmente si y sélo si po, — p vagamente y
limg, 7o (R) = 7u(R).

La demostracién del teorema 2.1 sigue de los siguientes lemas.

Lema 2.2.
Sean (fta)aca. it €0 My, jia — p vagamente y g : R — [0,00) una
funcién continua. Entonces

a) Si limsup / gdT e < 00 entonces
acd R

/ngu <ooy lim/ fdpai; = / fdui g,
R * JR R

para cualquier f € o(g) y para todo1<4i,j < N.

b) Si lim / gdT e = / gdTp < oo entonces
a€A R R

lilll/fdllfa,i,j :/fd#'i-,jﬂ
« R R

para cualquier f € O(g) y para todo1 <¢,j < N.

Demostracién
a) Escogemos ¢, € C.(R) verificando X{—nn] < ¢n < 1. Tenemos

entonces:

/gdru: lim /gq’)ndfu
R nN—r0C R
= lim lim / gPndT e
R

n—oo a€A

Slimsup/ gdT s < 00.
a R

Supongamos ahora que f € o(g) y € > 0 son dados. Existe un conjunto

compacto K tal que |f(z)] < eg(z), para cualquier z € KC¢. Sea
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¢ € CF(R) verificando xx < ¢ < 1. Tenemos entonces |f|(1—¢) < egy

por tanto:
/ fduij — / fdpai;
R R

/R fdpij - /R fbdyss 5| + ‘ /R Fbdpis - /R Fbdpias;
/Rf(ﬁdﬂa‘i,j_/f;fdﬂ-a,i.j

<

+

Sé/gdlui,j|+l/ fod(pi; — taij) +€/gdlﬂa,i.j|
R R R

+ e/ gdTpig.
R

Se/gdfwr ‘/ fod(pij = taig)
R R
Tomando ahora lim sup,, obtenemos

/fdui,j—/fd#a.,i,j
R R

y puesto que € era arbitrario deducimos que

/fdlbi,j—/fdua,i,j
R R

1iln/fdﬂa,i,j —_-/fd#“i«,j"
Q R R

b) Supongamos ahora que lin}x/ 9dT phe = / gdrp < oc. Sea f € O(g)
ced Jr R
y € > 0 dado. Existe una constante C y un conjunto compacto Ky de

< e(er + ¢2)

lim sup
(a3

lim sup =90
(e

y por tanto

modo que |f(z)] < Cg(x), para cualquier z € K§ . Podemos elegir X un

conjunto compacto, con Iy C K y siendo

/ng,u—e</ gdtp
R K
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Si elegimos ahora ¢ € CH(R) tal que xx < ¢ < 1, entonces

/Rg(l —@)drp < ey |fl(1—¢) < Cg(l - ¢).

Como antes, tenemos
[ sais = [ S,
R R

/R fui s - /R fdui;

<

+ l‘/i‘r;f(bd#‘i,j - /Rffﬁdua‘.i.j

/f(}s(lﬂa‘i.j_/fdﬂ'a.i.j
R R

-+

< [ 110 = o1+ } [ 15 = i | + € [ ot o)

5/}}{”]“ ~ ¢)drp + ‘/qu‘)d(ui,j — Pa.ij) +C’/Rg(1 — )T pta

<Ce+ | /R fod(pi; — tais)| +C /R g(1 - $)drpta.

Tomando lim sup, obtenemos

/R Sdpij - /R fdiass

1ié11/ﬂ{g(1 — )T pa = '/Rg(l —¢)dru < €

lim sup < 2Ce
4

porque

por tanto el lema 2.2 estd probado.

El siguiente lema es consecuencia del anterior:
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Lema 2.3.
Supongamos que u, — p vagamente. Se tiene que

a) Silimsup, 7ua(R) < o entonces Tu(R) < oo y

lim/fd,ua,i,j =/fdﬂi.j’
« 3 R

para cualquier f € o(1) y para todo 1 <4,7 < N.
b) Silim, 7pa(R) = Tu(R) entonces

lilll/fdlllcx,ij:/fdp’id’
Q R R

para cualquier f € O(1) y para todo 1 <i,j < N.

Demostracion del teorema 2.1

Es claro que si g, — p débilmente entonces p, — pu vagamente, y
ademads, puesto que T, — T débilmente, tomando f = 1 en la definicién
de convergencia débil se tiene que 7uq(R) — 7u(R).

Por otra parte, si g, — p vagamente y 7uqa(R) — 7u(R), de (b) del
lema 2.3 y puesto que toda funcién de Cp(R) es acotada y por tanto de
O(1), se deduce que ft, — p débilmente.

U

Es de interés saber si la topologia vaga en My es metrizable, pues en
tal caso las nociones topoldgicas pueden ser expresadas en términos de

sucesiones en lugar de redes. Se tiene el siguiente teorema
Teorema 2.4. My es metrizable para la topologia vaga.

La demostracién no difiere mucho de la dada en [B] para el caso
unidimensional. En los problemas 1.1 de la seccién 7.7 y 2 de la seccion
7.8 de [B] se prueba que dada una sucesién de funciones D = (1), en
C.(R) que verifican: : ‘

(1) Para cada conjunto compacto K € R existe un entorno U

relativamente compacto tal que cada funcién f € C.(R) con
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suppf C K es uniformemente aproximable en R por funciones
de D cuyo soporte estd en U.
(2) Paraese K y U, existe una 7, con 0 < xx <n, <1.

se tiene que una sucesion f,, de medidas converge vagamente a u si y sélo
si
lim / ndu, = / ndy, paracada n € D.

R R

n—00
} )

p es una métrica en M; y la correspondiente topologia es la topologia

Ademas, si se define

x>
1 .
plp,v) = Z o Inin {1, |/l;nnclu - /Rnndl/

n=1

vaga. De forma analoga se prueba que My es metrizable, definiendo para
dos matrices de medidas u= (,u,i,j)lsl'_’js_,\r, v = (Vi.j)lﬁi.jSN

>
1 .
plu,v) = E %mm{l, max /Und,u;.j —/7),,,(11/,—,]- }
= R R

1<i <N
p es una métrica en My y la topologia correspondiente es la vaga.

n=1

A continuacién probamos que el caracter definido positivo de las

matrices de medidas se conserva por limite débil y vago:

Teorema 2.5. :

Si (ftn)n son matrices de medidas en My finitas y gt = (pij)r<ij<n €5
una matriz de medidas finita, y se tiene que u, — p vagamente, entonces
1 es definida positiva. Es decir el caracter definido positivo se mantiene

por limite vago.
Para la demostracién usamos el siguiente lema.

Lema 2.6.
Dada p = (i j)1<i j<n una matriz de medidas finita, las siguientes dos

propiedades son equivalentes:
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a) Para cada conjunto de Borel A la matriz numérica (pi j(A))i1<ij<
es semidefinida positiva.

b) Para cualquier f € CF(R), la matriz numérica

(/ fdui,j)
R 1<i,j<N

es semidefinida positiva.

Demostracién

b)—a) Dado un intervalo (a,b) C R, consideramos f, una sucesion
creciente de funciones de CH(R) tales que f, — X(as) puntualmente.
Consideramos ademas la descomposicién de Hahn de la matriz de medidas
popo= pt —p?+i(u® — p*), donde todas las medidas que aparecen en
las matrices de medidas ;' son medidas positivas. Puesto que todas estas
medidas estan acotadas por la medida Tu, el teorema de la convergencia

monétona da entonces que para 1 <i,5 < N,

1.5 ((a, b)) :/RX(a,b)(t)d#i,j(t)

- /R X (B)died () - /R Xy (D)dp2 5 (8)

n (/R X(a,b)(t)d“:i},j(t) - LX(a.b)(t)(lH?,j(t)>

= lim /fn(t d/LlJ — hm /f,l (l,u,]

(hm /fn du ;(t) - hm /fn(t)dp,l] t)>

= Jim [ a(00dGa - 5+ 42 - )0 = i [ £t
R R

y por tanto

(@) = [ xon(Odutt) = Jim /R fut)da(t).
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Por ser todas las matrices numéricas f, f,,(t)du(t) semidefinidas positivas
se deduce que p((a,b)) también lo es.

Usando ahora la regularidad de p se deduce que u(A) es semidefinida
positiva, para cualquier conjunto de Borel A. ‘

Supongamos ahora a) y probemos b). Supongamos por el contrario que

existe f € CF(R) tal que la matriz numérica ( / fcl;b,;j) no es
R 1<i j<N
semidefinida positiva, es decir existe un vector no nulo ¢ = {c¢1,....cx)

tal que ¢ (/ fdui,]) ¢* # 0. Llamemos
R

d = dist {c (/ fd/,Lv,'_j) c{reRz > 0}} >0
R

Es claro que
Se (/ fdu,i.,j> ¢
R

Puesto que f € CIF(R), podemos encontrar una funcién simple
ko
fo= g aiXA,, con ag > 0, que aproxima a f de la forma siguiente
k=1

(2.1) d>

I = folloe < g

7 max |cl} Jnax Hu,]!}

De la igualdad

c </R fdui,;) - =c (/R(f - fo)du-zf.j) < +e </Rfodui,j) <

teniendo en cuenta que

(/(f o) duz;)

21\/2121a<x |c,| max N;z,}}mf - follx

VAN
VRS
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y que

ko

ko
c ( / fodu»i.j> ¢ =c (Zakui,jmk)) ¢ = akepi(Ap)e” 2 0
R k=1

k=1

se deduce que

Qe (/ fdui:j> c”
R

Se( [ = iy )
¢ ( - fo)dm.j) &

lo cual es una contradiccién con (2.1).

1
< < £
- -2

[

Demostracidén del teorema 2.5

La demostracidn es similar a la del lema 2.6. Supongamos que p,, — fo
vagamente, siendo p, € My. Tenemos que probar que la matriz de
medidas pg es definida positiva. Supongamos por el contrario que pg no

es definida positiva, entonces por el lema 2.5 existe f € CH{(R) tal que la
matriz numérica ( / f(l,uo> no es semidefinida positiva. Como hicimos
R

antes, Hamemos

d= dist{c (/ fduo) c{reRz> 0}} > 0.
R

Hs claro que

d>

~~
o
8]

~—

Je ( /R fdﬂo) .

Para cualquier ntimero natural n tenemos

(2.3) c </R fdu()) ¢ =c (/R fduo — /a%fdﬂ“) c+ec (/R fdun> c*
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(o)

max
l<z KN

/fd#()tj /fdﬂnz_p

Como p,, — pg vagamente y f € Cc(R), existe un nimero natural ng tal

N? max |el’.
1<i<N

que para cualquier n > ng, tenemos

d
/fd.uo,'i.j”/fdﬂn,-i.j <
R R

max ]
2N2? max el
1<iEN

1<i,j <N

y por tanto

(2.4)

NCRE=W

C</ fd#»o,i,j—/fdun,i,j) | <
R R

Ahora, de las igualdades (2.3) y (2.4), y puesto que

c (/R fd,u..n> ct>0

se deduce que para todo n > ng

e < /R fclm)c ~%¢ ( /R fdoss - /R fdﬂ.n_.,,j) &
c( | s - / fdun,,-.j) ¢

lo cual es una contradiccién con (2.2).

d
< =
-2

O

Para finalizar el capitulo probamos que el conjunto de soluciones de
un problema de momentos matricial es débil y vagamente compacto y

convexo.
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Teorema 2.7. ] es un conjunto compacto y convexo en la topologia
débil y vaga que coinciden en [p].

Este resultado es consecuencia inmediata de los siguientes tres lemas.

Lema 2.8.
El conjunto {p € Mx : Tu(R) < 1} es vagamente compacto.

Demostracién

Dada (g, )nen en {s € My : Tu(R) < 1}, es posible descomponer y,, =
pl —p? +i(pd ~ pd), siendo pi, matrices de medidas en las que todas las
componentes son medidas positivas. Puesto que |y i ;| < 7o, para todo
n se deduce que todas estas medidas estdn acotadas por una constante
fija, y puesto que el conjunto de medidas positivas {¢ > 0,||pl| £ a} es
vagamente compacto (véase por ejemplo [B]) podemos encontrar pg =
(1o.i.5)1<i.j<~ tal que pn — pro vagamente. Por el teorema 2.3, o es una
matriz de medidas definida positiva .

Tenemos que probar ahora que 7ug(R) < 1. Pero p, — po vagamente
implica que 7p, — Tuo vagamente. Consideremos ¢, una funcién en
CH(R) tal que ¢p(z) = 1,81 |z| < py dp(x) =0, si |z| > p+ 1. Tenemos
que: '

7o (R) —un/% )dr po(2)

:sup{lnn/q‘)p AT pa (: )}
PEN

§sup{lim/d7,ua(:c)}
peN (2€AJR
=sup { hé]}1 Tpa(R) }

pEN
<1.
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]
ot

Lema 2.9. Dada p una matriz de medidas en M,

(1] es un conjunto vagamente relativamente compacto.

Demostracion

Para cualquier v € [u], puesto que

o(R) = /E; drv(z) =1 ( /R (lz/(a:)) =r ( /R du(x)> = ru(R)

Tv(R) tiene el mismo valor positivo T7u(R). Por el lema 2.8, el
conjunto {v € My : T{R) < 7u(R)} es vagamente compacto, y por tanto
vagamente cerrado. Tenemos que [p] C {v € My : Tv(R) < 7p(R)}, asi

que tomando cierre tenemos {u] C {v € My : Tv(R) < 7u(R)}. Ahora el

conjunto [y} es un conjunto cerrado dentro de un compacto y por tanto

compacto.

1

Lema 2.10. Dada ;i una matriz de medidas en M. el conjunto [u] es

un conjunto vagamente cerrado.

Demostracién
Si p, — p vagamente, entonces por el teorema 2.4 p > 0, y teniendo
en cuenta que todas las matrices de medidas g, tienen los mismos

monientos, deducimos que limsup / t™odrpu, < oc y por tanto para
R

n

cualquier polinomio p(t) > 0 tenemos que lim sup / p(t)ydrp, < oc.
' R

n
Dado un ntunero natural ng consideramos el polinomio

p(t) = (L+*") (1 +¢7).

Es claro que t"® € o(p(t)) y por tanto el lema 2.2 da

lim/ t"dp, 5 = / t"°dp; ; paratodo 1<4,j<N
R R

n

y por tanto los momentos de y son los mismos que los de p,.
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t

Demostraciéon del teorema 2.7

Las topologias vaga y débil coinciden en {u] pues si pq y i pertenecen
a [u], ¥y ta — p vagamente, al ser los momentos de 7, igual a los de 7yt
la condicién Tu(R)s — Tu(R) se satisface trivialmente, y esto implica que
[ha — i segun el teorema 2.1.

De los lemas 2.9 y 2.10 se sigue que [u] es compacto. Por iltimo, es claro
que [p] es convexo, pues si p; y po pertenecen a [p]. todas las matrices de

medidas del segmento tug + (1 — t)pa, t € [0,1] estan en [p].
L]



CAPITULO 3

CEROS Y FORMULA DE CUADRATURA

En este capitulo estudiamos las propiedades basicas de los ceros de
una familia de polinomios ortogonales matriciales y la existencia de
féormulas de cuadratura asociadas. Veremos que guarda una sugestiva
analogia con el caso escalar, aunque el cardcter matricial introduce
importantes perturbaciones. Estas propiedades se deduciran de la férmula
de recurrencia matricial a través de la matriz de Jacobi asociada. Como
aplicacidn, las usamos para derivar una nueva demostracién de la versién
matricial del teorema de Favard.

Partiremos pues de una sucesién de polinomios matriciales de tamaiio

N x N que satisfacen una relacion de recurrencia de tres términos de la

forma
(31) tpn(t) = An+1Pn+1(t) + BnPn(t) + Azptz—-l(t)
siendo Po(t) = Iy P-1(t) = 0, donde P,(t) son polinomios matriciales

con coeficientes en CV*¥

y los coeficientes de recurrencia A, 41, B, son
también matrices de tamaiio N x N, que verifican det A, 0y B} = B;..
Como consecuencia de la férmula de recurrencia P, es un polinomio de
grado n con coeficiente lider no singular.

La sucesién de polinomios (P, ), induce un producto escalar para el que
son ortonormales: en efecto, si P y @ son dos polinomios matriciales de

tamafio N x N, podemos escribir

Pty=>Y DAt y Q@)=Y AP()
1 l

Typeset by ApS-TEX
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y se define
< P,Q >(pn): ZF{A;‘
!

que es un producto escalar para el que la sucesion (P, ), es ortonormal.

Recordemos que, por definicién, un punto zp es un cero del polinomio
matricial P(z) si det(P(xzg)) = 0, es decir, zy es un cero del polinomio
escalar det(P(z)), y la multiplicidad de zy como cero de P(z) es la que
tenga como cero de det(P(z)).

Consideremos la matriz de Jacobi asociada a los polinomios I, , esto es,
la matriz infinita que se obtiene al situar las matrices (A )k, (Bi)r ¥ (A7) k-
que aparecen en la relacién de recurrencia (3.1) en las tres diagonales
centrales de la matriz J:

By 4
‘ Al By A
(3.2) J= Ay By As

La N-matriz de Jacobi juega un papel fundamental en el estudio de los
ceros y férmula de cuadratura para los polinomios matriciales { P, ), mds
atn, el teorema principal de esta seccién es una consecuencia del siguiente

lema.

Lema 3.1. Para n '€ N, los ceros del polinomio matricial P,(t) son
los mismos que los del polinomio det(tl,y — J.~) (con la misma
multiplicidad), donde I~ es la matriz identidad de tamago nN y J,~
es la N-matriz de Jacobi truncada al tamano niN:

By A4

A} By  A;

Jon = . .

A:_Q B11—7 An—-l
*
) An——l B,—1

Para probar el lema 3.1, necesitamos el siguiente lema que es interesante

por sf mismo. Para una matriz cuadrada dada A = (aij)i<ij<,
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denotamos por Adj(A) la matriz de tamafio N x N cuya entrada (4, j)
es el valor del determinante de la matriz obtenida al eliminar en A la fila ¢

y la columna § multiplicado por (—1)**7. Esta matriz verifica la propiedad

AAdj(A) = Adj(A)A = det(A)].

Lema 3.2. Sea A(t) un polinomio matricial de tamafio N X N y sea a un
cero de A(t). Llamamos

R(a,A)={veC¥ :‘A(a)v = 9},

esto es, los autovectores a la derecha de la matriz A(a) asociados a cero.
Si dim(R(e, A)) = p, entonces

O]
(Adj(A(t))) () =0, paral=0,....,p—2,

y a es un cero de A(t) de multiplicidad al menos p.

Demostracién del lema 3.2:

Consideremos las siguientes notaciones. Llamamos A; ;(t) al polinomio
matricial de tamaio (N —1)x (N —1) obtenido de A(t) quitando la i-ésima
fila y la j-ésima columna. Denotamos por 7; ;(t) = det(A4; ;(t)). es decir,
el menor correspondiente a la entrada (i, ) del polinomio matricial A(t).
Salvo un signo, r; ; es la entrada (7,¢) del polinomio matricial Adj(A(#)).
Tenemos que probar que 7,”])(a) =0paral=0,...,p—2.

Llamamos  A; j.(m,.ky).....(mn.ka) () al polinomio matricial obtenido

derivando k4 (kg > 1) veces la columna my (d = 1,...,n < N) de A; ;.

T os ento la siguient i6 ra i) ):
enemos entonces la siguiente expresién para r; ;(a):

1) A
r@ = Y kG G0 (A ny k). tma o (@)

ikd =1
d=1
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para ciertos enteros no negativos Q(m, ky)...(my.k,)- Ll resultado

O]
(Adj (A(t))) (a) =9, paral=0,...,p—2

se tiene si probamos que para 0 <[ <p—2, Z kg = [ implica
d=1

det (Ai,j,(1n1,k1) ..... (111,1,k,.)(a)) =0

Consideremos el subespacio U de R(a, A; ;) definido por
u e U st y SélO sl Umy =" = Uy, = 0’

donde u,, denota la componente m-ésima del vector u. De la definicién

de A, ;, es claro que
dim(R(a, A; ;) > dim(R(a. A)) - 1.
Tenemos entonces que
dim(U) > dim(R(a, A ;)) —n > dim(R(a,A)) —n—-1=p—-n-—-1

—_—p—l—ilzp—l—ikd-‘—ll—l"lz1-
d=1 d=1

Por tanto, podemos tomar u € U, u # 6.

La matriz A; ;. (my.ky).....(mn.kn) (@) difiere de A; ;(a) sélo en las columnas
my,...,M,. Bl vector u tiene estas componentes iguales a 0 y puesto que
u € R(a, A; ;) se sigue que

Ai,j,('rnl,kl) ..... (mn,kn)(a’)u = Azﬂj(a)u =0

De u # 0, tenemos que
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Derivando la férmula Adj(A(£))A(t) = det A(t)] y teniendo en cuenta

lo que ya hemos probado, obtenemos que
O]
(Adj(A(t))) (a)A(a) = (det A1) ()], paral=0,---,p—1.

Puesto que A(a) es singular, deducimos que (det A(t))“) (a) = 0,1 =
0,---,p~1, y por tanto a es un cero de A(¢) de multiplicidad al menos p.

U

Probamos ahora el lema 3.1

Demostracion del lema 3.1:
Sea a un autovalor de la matriz J,x, y sea v un autovector (v # ) de

esta matriz correspondiente al autovalor a. Escribimos v como un vector

columnas:
Vg
(251
(3.3) v = . ,
Un-1

donde v; € CV. La ecuacién J,, yv = av puede escribirse
Bovg + Arv; = avy,

Ajvg + Byuy + Agvg = avy,

¥
An—l'vn-—Z + Bh_1Vn1 = vy -1,
lo cual a partir de la relacién de recurrencia de tres términos para P, v

usando que A,, es no singular da sucesivamente
vy = Py(a)vy,

vy = Pyla)vy,

Up-1 = Pn—l(a)UOa

6 = P,(a)vy.
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Esto prueba que vy # 6 (en caso contrario v = §), y por tanto P,(a) es
singular, es decir a es un cero de P,.

Si V, es el espacio de autovectores a la derecha de la matriz J, x5 para
el autovalor a, entonces W, = {vp : v € V,} es un subespacio de C* de la
misma dimensidn que V,, y P,(a)vg = 8, para vy € W,. Esto prueba que
W, C R(a, P,), donde con R(a, P,) denotamos el espacio de autovectores
a la derecha de la matriz P,(a) para el autovalor 0.

Reciprocamente, si P, (a)vy = 6 para algin vy € CV, y definimos v, =
Py.(a)vg, k= 1,--- ,n — 1, entonces v definido por (3.3) es un autovector
de J,~ correspondiente a a. Esto prueba que W, = R(a, P,). Entonces.
concluimos que la dimensién de R(a, P,) es también la multiplicidad de «
como autovalor de J,, . Del lema 3.2 deducimos que a es un cero de P,(t)
de multiplicidad al menos la multiplicidad de @ como autovalor de J, .

Los ceros de P, son los ceros de det P,. Puesto que las matrices (A )
son triangulares inferiores y no singulares, de la relacién de recurrencia
de tres términos se sigue que det P, es un polinomio de grado justamente
nN. La matriz J,5 es una matriz de tamaino nN x nN y por tanto
det(tl,n — J.n) es un polinomio de grado justamente nN, asi que del
resultado probado antes, se sigue que los ceros del polinomio matricial
P, coinciden con (y tienen la misma multiplicidad que) los del polinomio
det(tl,n — Jon). Mds ain, la matriz

Po(a)
Pi(a)

(3.4) Ay =
-Pn —-.1 (Cl)

define una biyeccién entre R(a, P,) y el subespacio de autovectores de
la matriz J,n asociados al autovalor a.
Ahora podemos enunciar y demostrar el teorema principal de este

capitulo
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Teorema 3.3.

(1)

(2)

(4)

(6)

Los ceros de P, tienen una multiplicidad 1o mayor que N.
Ademds P, tiene nN ceros (contando las multiplicidades) y todos
los ceros son reales (n € N).

Si a es un cero de multiplicidad p de P,, entonces rango(P,(a)) =
N —p. '

Si Hamamos x, 1 (K = 1,--- ,nN) a los ceros de P, ordenados
en orden creciente (y teniendo encuenta sus multiplicidades),

entonces
Tnilhk < Tok < Tnyrkeny parak=1,.--,nN.

Sia es un cero de P, y P,41, entonces P,(a) y P,y1(a) no tienen
ningin autovector asociado a cero comiin.

Si Zn 1 es un cero de P,, de multiplicidad N, entonces P,(a) = 6.
Mads atin, cada valor complejo de mi‘_k es un cero de los N
polinomios escalares consecutivos p,x(t), - ,Pnn+n-1(t) (para
la definicién de los polinomios escalares asociados a P,, véase los
p1_‘eh'm1'11ares). En este caso el mimero real z, j no puede ser un
cero del polinomio matricial P,y;.

Férmula de cuadratura. Cada cero =, (que se repetira de
acuerdo con su multiplicidad) del polinomio matricial P, (k =
1,---,nN) tiene asociada una matriz B, ; de tamaio N x N

semidefinida positiva y de rango 1 de modo que

nN

<P.Q>p)= > P@ni)BuisQ (zar)
k=1

para P, Q polinomios matriciales cualesquiera verificando gr(P)+
gr(Q) < 2n — 1, donde < -,- >(p, denota el producto escalar
matricial definido por los (P,)x. ‘
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La demostracién de estos resultados es muy simple, y se deriva del
hecho de ser los ceros de P, autovalores de la matriz hermitica J, ~.

Otras férmulas de cuadratura para polinomios ortogonales matriciales
han sido encontradas recientemente y por otros métodos por Sinap y Van
Assche (véase [SV]). La demostracién dada aqui para la férmula (3.5)
deberia compararse con la dada por ellos.

Debemos reseiiar que en un trabajo atin por aparecer, Antonio J. Durdn
ha completado el teorema 3.3 dando nuevas propiedades de los ceros de los
polinomios ortogonales matriciales y una expresién cerrada para los pesos
de cuadratura. Estos resultados han sido usados para extender el conocido
teorema de Markov a una sucesién de polinomios ortogonales matriciales
(véase [D3]).

Demostracion del teorema 3.3:

Del lema 3.1, y teniendo en cuenta que la matriz J,~ €s una matriz
hermitica de tamafio nN x nN de (2N + 1) diagonales, se tiene (1) del
teorema 3.3.

. Hemos probado en el lema 3.1 que la multiplicidad de a coincide con
la dimensién de R(a, P,), el espacio de autovectores a la derecha de la
matriz P,(a) asociados al autovalor 0. Y la dimensién de este espacio es
justamente N — rango(P,(a)).

Para probar (3) del teorema 3.3, es suficiente observar que la matriz
Jnn se obtiene de Ji,, 41~ eliminando las ditimas N filas y columnas. de
este modo el principio de inclusién para matrices hermiticas [HJ, p. 189)
da las propiedades de separacién para los ceros de P,.

Para probar (4), obsérvese que si P,(a) y P,+i(a) tuvieran un
autovector comin v, la férmula de recurrencia implicaria que a es un
cero de P, 1, y entonces v seria también autovector de P,_;(a) asociado
a 0. Procediendo sucesivamente llegariamos a que a es un cero de I, que

es una contradiccién porque I es no singular.
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Probamos ahora (5) del teorema 3.3. Si 2, s un cero de P, de
multiplicidad N, deducimos del punto (2) de este teorema que R(z,.x, I%)
tiene dimensién N, es decir, cada vector u de C es un autovector de
P, (z, 1) asociado al autovalor 0, asi, P,,(z, ) = 6. Si suponemos que
Tp.p €s también un cero del polinomio matricial P, 4, tendriamos que
necesariamente P,(Zn.x) ¥ Pnt+1(2n.x) tendrian un autovector comun. en
contra de (4).

El resto de (5) se sigue de la relacién existente entre los polinomios
ortogonales matriciales y los polinomios escalares que satisfacen una
relacién de recurrencia de (2N+1) términos (ver preliminares).

Por iltimo probamos (6), es decir, la férmula de cuadratura. Ast.
consideremos un cero z,;4+1 de P, de multiplicidad m < N. Podemos
suponer que Tpiy1 = Tp 4+ = ‘*° = Tnpi4m. YA probamos que la
matriz A, ., (véase (3.4)) establece una biyeccién entre el subespacio
R(zp 141, Py) yel subespacio de autovectores de la matriz J,~ asociados
al autovalor z,;+;. Ahora, elegimos una base {viy1,---,V4m} en
R(2y,141,P,) de modo que los vectores A, .. vi41, Az, 41 Utm
formen una base ortonormal del subespacio de autovectores asociados
al autovalor z, ;41 de la matriz J,n. Procediendo de esta forma para
cada cero del polinomio matricial P,, y puesto que los autovectores
correspondientes a diferentes autovalores son ortogonales, obtenemos una

base ortonormal ,
en C™V. Si usamos estos vectores como las columnas de una matriz B, es
inmediato que esta matriz de tamaio nN X nlN es unitaria. La formula
de cuadratura para los polinomios (2, ), esta implicitamente contenida en
esta propiedad de la matriz B, como se probard a continuacion.

De acuerdo con la definicién de las matrices A, , (véase (3.4)).
podemos escribir la matriz B como

(30) B = (Pk(m‘rr,,l)vl)kzo.--- n—1,

{=1,-- nN
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donde Py(z,)v es una caja de tamafio N x 1. Ahora, consideramos la

matriz C de tamafio nN? x nN definida por

U1 9 9 .. 9

8 vy 8 ... 0
C=1. . . . .

6 & 6 ... v,~

Si consideramos la matriz C'C* dividida en cajas de tamano N x N,

podemos escribirla como una matriz diagonal por cajas

Bn,l
cor = ,
Bn.n_?\"

donde las matrices .Bn,k estan definidas por B, 1(i,7) = vr.ilkj, 1,7 =
1,---,N. Asi, estas matrices son semidefinidas positivas y de rango 1.
Segun la definicién de la matriz B (véase (3.6)) y C, la condicién BB* =1
puede escribirse como
Py(zni) ... Polznnwy) Py(zni) ... Pri_i(zna)
S : cerl i L
P, 1(zni) o Poci(zaan) Pi(xpnn) - Pi_i(Taax)

Si separamos las matrices

PO(a:‘n,l) e Po(fl;n.n.'\")

Rl—l(mn,l) s Rz—l(xn.n.’\’")

en el producto anterior, en cajas de tamaiio N x nlN, a partir de la

definicién de las matrices B, (k =1,--- ,nN), tenemos

nN

(3.7) Z Py(2n.i)Brni P (#n) = bkidnx v

=1

para 0 < kI <n-1.
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Por definicién de los vectores (v;)i=1... nn, tenemos que P (zn:)v; =
viPiHzn) =6,i=1,---,nN. Esto da '

Px):(wn,l)
(38) (Pn(xn,l)y to aPn(a:n,n_f\")) C=29 y c* ' =4.
P,): (zn,ni\")
Asf, para k =0,--- ,n — 1 tenemos que
( P:(wn.,l)
(Pk(a;n,l)x"' 7Pk(xn.1u’\"))co* = 0-.
Pr(: ‘nnN
(3.9) ()
Pk (l‘-n.l)
t(-Pn(mn,l)w e ,Pn (-rn,n_/\")) CC* = 0
L P;:(xn.n:\")
De (3.7) y (3.9), obtenemos
nN
Z Pk(x1l,i)Bll,iP[*(w7l,i) = 6k.II.'\"><N
=1

parak=0,---,n—-1yl=0,--- ,no0k=0,---,nyl=0,---,n—-L La

ortonormalidad de los polinomios (F,),, da que

nN

/ Pk(t)dﬂl(t)P[*(t) = 5k,lI.7\"X.7\" = ZPk($71,i)Bll,iP[*(:ri1.i)
R i=1
parak=0,---,n—1yl=0,---,n,0k=0,-- nyl=0,---,n—1. Es
decir, la férmula de cuadratura (3.5) para los polinomios (P)rZo. (P
0 (Pi)p—o> (P2 . Por linealidad, la férmula de cuadratura se tiene para
todos los polinomios P, Q que satisfagan gr(P)+gr(Q) < 2n — 1.

[l

Observacién 3.4.
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Procediendo como en la demostracion del lema 3.1 es posible probar
que los ceros de ciertas perturbaciones de los polinomios matriciales P,
son también reales, y también es posible dar una férmula de cuadratura
a partir de los mismos. Sea A una matriz de tamaho N x N. Si
A,A = A*A% entonces

(1) Los ceros de P, — AP,_; tienen una multiplicidad no mayor
que N. Ademéas, P, — AP,_; tiene nN ceros (contando las
multiplicidades) y todos los ceros son reales (n € N).

(2) Si a es un cero de multiplicidad p de P, — AP, _;, entonces
rango(P,(a) — AP,_1(a)) = N — p.

(3) Férmula de cuadratura. Cada cero z, ; del polinomio matricial
P, — AP,_; (k = 1,...,nN) tiene asociada una matriz B, ; de

tamaiio N x N semidefinida positiva y de rango 1 de modo que
niN

(3.9) < P, Q >p)= ZP(l'n,k)Bn,kQ*(xn.k)

k=1
para P Q polinomios matriciales cualesquiera verificando gr(P) +
gr(@Q) < 2n — 2.

Estas perturbaciones de los polinomios (P, ), jugardn un papel esencial
para describir las medidas extremales correspondientes a un problema de
momentos matricial truncado (véase capitulo 6).

Demostracidén

Sea @ un cero del polinomio matricial P, — AP, _;, y sea vy un autovector
de la matriz numérica P,(a) — AP,-1(a) asociado a 0. Definamos
v = Pr(a)vg, K = 1,...,n — 1, y v como en (3.3). Entonces, usando
la relacién de recurrencia de tres términos (3.1), es facil mostrar que v es

un autovector de la matriz
BO A1
Al By A

A;:__Q Bn—2 An—l
A 1 B'n——]: + ‘4"44

n-—
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asociado a a. Puesto que A, A es hermitica a debe ser real. El resto de
(1) y (2) se tiene igual que en la demostracién del lema 3.3.

La demostracién de la férmula de cuadratura es igual que en el teorema
3.3, salvo que para estas perturbaciones no se tiene la férmula (3.8)
y por tanto la igualdad sélo se da para polinomios Py (J tales que
gr(P)+gr(Q) < 2n —2.

‘ L

La parte final del capitulo estd dedicada a la construccién de una medida
ortogonalizante para la sucesién (P, ),, usando la férmula de cuadratura.
Esto proporciona una nueva demostracién para la versién matricial del
teorema de Favard (para otras demostraciones usando diferentes técnicas
véase [AN], o [D2]).

A partir de las matrices semidefinidas positivas (B, k)n.k que aparecen
en la férmula de cuadratura (3.9), podemos definir una sucesién de

medidas discretas y definidas positivas como

nN

Un = Z B?Z,kégvn‘k b
k=1

donde %, (k =1,--- ,nN) son los ceros de P,,. En analogia con el caso
escalar, una medida ortogonalizante para los polinomios matriciales (‘P,,,)n
puede obtenerse como un punto limite de estas matrices de medidas.-

Para obtener este punto limite bastaria aplicar el lema 2.8, teniendo
en cuenta que la topologia vaga es metrizable. Haremos sin embargo aqui
otra construccién ligeramente distinta.

En primer lugar, necesitamos recordar algunos resultados bien conoci-
dos. Para a,b € R, a < b, denotamos por C([—a,b], C¥*¥) el espacio
de las funciones continuas del intervalo [—a,b] con valores en el espacio
vectorial del matrices complejas de tamafio N x N. El espacio dual
C'([~a,b],C¥*N) es el espacio de matrices de tamafio N x N cuyas
componentes son medidas de Borel. Es claro que la bola unidad de

C'([~a, b],CN*¥) es débil compacta (teorema de Banach Alaoglu).
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Abora, para a,b € RY, consideramos la matriz de medidas

nN

Fnp_a sy = Z By 16z, -
k=1

T,k E[—-d.b]

La norma de una matriz de medidas g = (g j)1<i j<~ se define como

el = S el = 3 lwis(R).

ij=1 ij=1
Todas las matrices de medidas p, tienen igual el primer momento.
Ademaés, sabemos que todas las matrices de medidas definidas positivas
estan acotadas por su traza. Por ello, cualesquiera que sean n € N y

a,b € R* tenemos que

N N
“:u'"-|[—a,b]H = Z Un.,i,j“_aﬂ < Z ”/J'n.i.j”

i.j=1 i.g=1

~ ,
= i s|(R) < Nrpun(R).
ij=1

N27u,(R) no depende de n por ser 7u,(R) la traza del primer momento
de pin, que no depende de n. Es decir, tenemos que cualesquiera que
sean n € Ny a,b € R, las medidas Hny_., €stdn en una bola de
C'([~a,b],CN¥*YN) de radio constante, y por tanto podemos aplicar el
teorema de Banach Alaoglu.

Dadas dos sucesiones crecientes (a)r, (br)x, para las cuales ay, by —
+oc cuando k — +oo, llevando a cabo un procese diagonal y
teniendo en cuenta la débil compacidad de la bola unidad del espacio
C'([~a,b],C¥*Y), obtenemos una sucesién creciente de enteros no
negativos (nm)m, y para cada kA € N una matriz de medidas e
C'([~ax, bp], CYXN) tal que para todo k € N, p,, converge débilmente
a ¥ en C'([~ak, b], CY*N), es decir

(3.11) lim /[_ zb] F(t) dptn, () = /[_ b]f(t)dn“‘"(tx

M= o0
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para toda f € C([—ax, bx], C¥*¥). Ademas es claro que también podemos
obtener u®) = u*) en [—ay,by] para k < k.

Puesto que las matrices de medidas p,,, son definidas positivas, los
resultados probados en el capitulo 2 (véase teorema 2.5) prueban que las
matrices p{*) son también definidas positivas, k € N.

Dado un conjunto de Borel A C R, se define

u(A) = lim p® (AN [—ax, be))-
k—o0
Debemos probar que este limite existe para cada conjunto de Borel A.

Obsérvese que puesto que u*) = 1) en [—az, be], se tiene que
P /

pF (AN [=ak+1, bit])

= 1B (AN [=ak, b)) + (AN [~arrr, bipa] \ [—ak, b))

y por tanto la sucesién de matrices numéricas pFA N [—ax, b)) es

creciente. Ademés, esta sucesién estd acotada, pues

pE (AN [—a, be]) <p®((—ax, bi])

= lim i, ([~ax, bi])

m-—00

< lim_ i, (R)

mM—00
que es una constante pues las matrices f,, tienen igual el primer
momento. Asi, u(A) estd bien definida.
Ademds, por ser las matrices pw®) definidas positivas, p es también
definida positiva.

Ahora, probamos que

m-—+0o0

(3.12) / t"Idu(t) = lim / t"Idu,, (t), paratodon €N,
R R

donde I es la matriz identidad de tamafo N. Para un n € N fijo, la

férmula de cuadratura (3.9) da para ny,, nm: > n que

/“VMm4w=/f7@%Aw
R R
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Si llamamos A,, a esta matriz, debemos probar que A, = / t"Iduit). Sea
R

Il - l2 la norma espectral definida por

||A]l2 = max {\/X : A es un autovalor de A*A} .

Para n,, > n, tenemos

b
[* e o

—ay

by
/ tnI(l}J(t) - / tn Id.u'nm (t)

—ag R

2

by by
/ rIdu(t) — / £ I, (£)
e

—ag

L

< +

2

H [ et / t"Idun.m(t)! .
oo b, 2

Dado € > 0, puesto que p = u(k) en [—ax,bi], para n, suficientemente
grande, (3.11) da

bi by,
/ t"Idu(t) — / t"Idy,,, (t)

—Qk —Qk

< €

2

Ahora, si tomamos un entero no negativo ! tal que 20 > n, tenemos que

t2l i 2l-n
t" = < 28 parat & [—ag. bi]-
1= 1l < () et E

Por tanto, tenemos las siguientes desigualdades de matrices (como es
usual A < B si B — A es semidefinida positiva)

2l—n —ag [aS)
1 o / 2
I . S ¢ t = Idy,, (t
(min{ak,bk}) </_oo Tdpn,n (6) by tom (V)

—ay _ 0
< / P Idg (1) + [ £ Tdpn, ()
o br

' 2l—n —
1 el Qg o0 .
< it an bal 2 ZII n .
- (min{ak,bk}> (/_oo t* Idpsn,,, (1) +/ t"Idp m(t))

by
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Como t2! > 0, para t € R, y la matriz de medidas y,,, es positiva definida,

se sigue que la matriz

1 2l—n —ag o o o
(min{ak,bk}> (_/_Oo t Id'“"m(t)"'/bk t Idlbnm(t)>

es también definida positiva. Por la definicién de la norma espectral || - ||

obtenemos

—akg [>)
“/ t”Idunm(t)-i-/ t"Idpn,, (t)

by

1 2[—71
Pl P —
- (min{ak,bk}>

1 2l—n
Pl 21 )
- (min{ak,bk}> H/Rt dptn,, (D)l

1 2l-n
- (W) l|Azi]2

Tomando k — oo, se tiene (3.12).

2

—ay >
i / t* Idpta,, (£) + / t* Idyin,, ()
—00 b

k 2

De (3.12) y de la férmula de cuadratura (3.9). se sigue que los
polinomios (P, ), son ortonormales son respecto a la matriz de medidas.
definida positiva p. Obsérvese que p puede no ser unica puesto que hemos
seleccioniado sélo un posible limite débil de la sucesién de medidas discretas

dada por la férmula de cuadratura.



CAPITULO 4

EL TEOREMA DE BLUMENTHAL
PARA POLINOMIOS MATRICIALES ORTOGONALES

En este capitulo generalizamos a polinomios matriciales ortogonales el
teorema de Blumenthal: si los coeficientes de la relacién de recurrencia
asociada a una sucesién de polinomios ortogonales escalares en la recta
real tienden a limites finitos, digamos nli_l}go an=ay "lin;o b, = b, entonces
el soporte de la medida ortogonalizante es el intervalo [b—2a,b+2a], y
posiblemente dos sucesiones que tienden a los extremos del intervalo.

Comenzamos por una sucesién de polinomios que satisfacen una

relacién de recurrencia de (2N + 1) términos de la forma

N

(4.1) N pa(t) = caopn(t) + Y @ibnok(t) + catrkPati(t))
k=1 :

donde ¢, o (n = 0,1,2,---) es una sucesién de nimeros reales y c,
(n=0,1,2,---) son sucesiones complejas para k = 1,'~ --,N,conec, v #0
para todo n y con las condiciones iniciales pp(z) = 0si & < 0y p»
polinomios de grado k dados, si & = 0,---,N — I. Suponemos que
los coeficientes de esta relacidn de recurrencia tienden a limites finitos.

Denotamos estos limites por ¢y, - ,cn:

cp= lim ¢pp, K=0,---,N.
n—oo

Puesto que la sucesién (¢ 0). es real, el nimero ¢y es también real.
Typeset by ApS-TEX

AA
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Es conveniente plantear el problema en términos matriciales. Para ello
consideramos los polinomios matriciales (P, ), asociados a los polinomios
escalares (p,), como se describi6 en los preliminares. Estos polinomios
matriciales satisfacen una relacién de recurrencia de tres términos. de la

forma,
(42) tPn(t) = An—{—an-’f-l(t) + BnPn(t) + Aflpn—l(t)

con Py(t) = Iy P_y(t) = 6, donde los coeficientes de recurrencia A, 41, B,
son también matrices de tamano N x N.

Teniendo en cuenta la relacién, dada en los preliminares, existente entre
los coeficientes matriciales de la relacién de recurrencia de (P,), y los
coeficientes escalares en la relacién de (2N + 1) términos verificada por
(pn)n, la hip6tesis de la convergencia de las sucesiones que aparecen en la
férmula de recurrencia (4.1) es equivalente a lo siguiente: los coeficientes
matriciales (Ay)r, (Br)r tienden a las matrices limite A = (A; )i j=1.... ~-
B = (Byj)ij=1.... N, que satisfacen

(4.3)
parai < j, A;; =0,

param=0,--- N —-1, Aipmi=Aj4mj tJj=1,-,N-m,
param=0,--- N =1, Biymi=Bjtmj,tj=1,---,N-m,
y param = 27 s N7 Bl,m = A.’\"—m-}—?,l

es decir, la matriz limite A es triangular inferior, A y B tienen el mismo
valor en cada diagonal (son matrices de Toeplitz finitas) y el valor de la
i-ésima diagonal superior de B es el mismo que el de la (N + 2 — i)-ésima
diagonal inferior de A.

Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema 4.1. Sea (F,), una sucesién de polinomios matriciales veri-
ficando una relacién de recurrencia como (4.2), y supongamos que las
sucesiones de matrices (A,)n ¥ (Bp)x convergen respectivamente a las

matrices limite A y B, verificando estas (4.3). Definamos el polinomio
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trigonométrico

(Z 2R (e )Tr(cos(x)) > (Z 2sen(x)3( ¢y, )Ur—1(cos(x) )

1

donde (Ti)r y (Ur)r son los polinomios de Chebyshev de primera y
segunda clase, respectivamente. Sea p la matriz de medidas definida
positiva respecto de la cual los polinomios matriciales (P,), son
ortonormales. Entonces el soporte de jt (ver (1.1) para la definicién del

soporte de ) es el intervalo compacto

co+ inf  t(z),co+ sup t(m)}

ze[—m.mw z€[~-m. 7]

v, posiblemente, dos sucesiones de nimeros reales fuera de este intervalo

que tienden a los extremos del mismo. Mads concretamente

l:co—{- inf  #(z),co+ sup t(x)}Csop(,u),
]

z€[—7m.7) r€[~7,w

y para cada € > 0 el conjunto

sop(p) \

co+ inf tz)—-e€co+ sup t(z) + €
z€[-m. 7] ' re[-m.7]

es finito.

Demostracién

Procederemos en dos pasos. Primero reduciremos el problema al calculo
del espectro de un operador definido en el espacio de Hardy H? y segundo

calcularemos explicitamente este espectro.

PRIMER PASO
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Consideramos Ja N-matriz de Jacobi asociada a los polinomios

matriciales (P,),, es decir

By, A
A* B, A,
J= 5 By As ,
donde
CnN.N 0 0 Ce 0
CaN,N=—1 CnN41.N 0 ) 0
An P CaANN-2 CnpN41,N-1 OCaN42 N  --- 0 ,
CnpN,1 CaN41,2 CaN42,.N -+ CuN4N-1.N
Yy
CaN.,0 CaN+1,1 CpN+42,2 v CaN4EN—-1.N-1
CnN+1,1 ChN+1.0 CaN+21 cor CpN4N-—-1.N-=-2
B, = CaN+2.2 CnN+2,1 CaN+2.0 cor CaN+N-1.N-3
CAN+N—-1.N-1 CpN4N-1,N-2 OCaN4N-IN-3 --- CaN4+N-1.0

Las sucesiones en las diagonales de esta niatriz infinita, es decir
(Cpnikt)n, K = 0. Ny (¢ak)n, k = 1,---,N, son por hipétesis
sucesiones convergentes, con limites ¢ = limy o0 Cnk. K = 0,--- , N. Esto
implica que el operador asociado a la matriz J en el espacio de Hilbert 2

y definido por

J . g-g e [2
J((a’n)n) = (an)n'}a
es acotado.

En [D2, Sect. 3], se muestra como obtener una matriz de medidas

ortogonalizante ‘para (P,), a partir de la resolucién de la identidad de
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cualquier extensién autoadjunta del operador J. Puesto que el operador
J es acotado, J tiene una unica extensién autoadjunta, y por tanto la
matriz de medidas que ortogonaliza a los polinomios matriciales (P,), es
unica, y ademds su soporte coincide con el espectro de J. Asi, vamos a
determinar este espectro. Procedemos como en [MNYV, Sect. 4].

Usando el siguiente teorema de H. Weyl (véase por ejemplo [RIN, §134.
p. 367]), sustituimos la matriz J por una mds simple.

Teorema (Weyl). Sean T y U operadores autoadjuntos acotados en un
espacio de Hilbert, siendo U compacto. Entonces el espectro esencial de
T y de T + U coinciden.

El espectro esencial de un operador se define como el conjunto de
puntos limite de su espectro. Llamemos Jy a la matriz infinita de
(2N + 1) diagonales cuyo valor en cada diagonal es el valor limite de

la correspondiente diagonal de la matriz J:

Co Cy Ca ce CN 0

cy Co C1 oo CN-—3 CN

[y o ... CN-—2 Cn-1
Jo =

N CN-1 CN-2 ... Co ¢

0 ET CN—-1 .- El— [#4)

Puesto que las diagonales de la matriz infinita de (2N + 1) diagonales
J - Jo' tienden a cero, el operador definido por esta matriz es compacto,
y por tanto J y Jy tienen el mismo espectro esencial.
El teorema 4.1 seguird si probamos que el espectro de Jy es el intervalo
compacto
co+ inf #(z),co+ sup t(x)
zg[—m.7 se[—w.7]
Podemos suponer que cy # 0. Si no, tendriamos que determinar el
espectio de un operador definido por una matriz infinita de (2M + 1)

diagonales, con M < N, en lugar del de una con (2N + 1) diagonales.
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Consideremos el operador Jy actuando sobre el espacio de Hardy H?, es

decir, el espacio de Hilbert de las funciones analiticas f en el disco unidad
o0

D, f(z)= Z a;z’, con los coeficientes de Taylor (a;); en £%, dotado de

Jj=0
la norma

1t

WA= 1> la;}
j=0

Teniendo en cuenta el isomorfismo
o0
) )
(aj);20 — E ajz
=0

entre £ y H?, la imagen por Jp de una funcién f de H? se obtiene
multiplicando la matriz Jy por la derecha por el vector cuyas componentes
son los coeficientes del desarrollo de f y expresando después el resultado
en funcién de f. De esta forma se obtiene la siguiente expresién para el

operador Jy:

(Jof)(z) = en2™ f(2) + -+ cr2f(2) + co f(2)

RN
o w\ (G ox fAYoer
_f(0)<%++%>_f(0)<?++zi\—l)——m—;\_

SEGUNDO PASO Calculo del espectro de Jy.

Recordemos que un nimero complejo A pertenece al espectro de Jy siel

operador Jy — Al no tiene una inversa acotada (I es el operador identidad)

en H2.
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Consideremos la ecuacién (Jo — AI)f = g, donde ¢ € H? estd dada.

Esta ecuacion puede escribirse como

(c.,\,-z"v+--'+clz+co—>\+c;l-%-'--—*-&i—l:.)f(:)

Resolviendo la ecuacién para f(z) obtenemos:
(4.4)
; N Do
z-'\g(z)+f(0)(az-'\-1+---+‘ct\7)+~--+f ()'“ Nl

f(2) = -1
T en2®™ 2N 4 (o = NN eV bt TR

Llamemos px(z) al polinomio del denominador, esto es,
p,\(z)_—_c_l\erN+---+clz"\7+1+(co—/\ R S EPPPR e

El siguiente lema serd la clave para determinar cudndo la ecuacién (4.4)
define un operador acotado en H>.

Lema 4.2. Para cada g en H? la funcién f dada por (4.4) queda

univocamente determinada por la funcién g si y sélo si exactamente N

de las raices de py(z) estdn dentro del disco unidad D = {z : |z] < 1}.
Demostracién
Obsérvese que las 2N raices del polinomio py(z) son de la forma
1 1
Tlye ooy TNy T=y-o 0 T2
T rN
1 1
Supongamos primero que ninguna de las raices zy,....Zx, —.... —

T1 TN
tiene médulo 1. Entonces N de estas raices estdn dentro de D. Podem%

suponer que estas son xi,...,rxy. La funcién f definida por (4.4) es
analitica en D si y sé6lo si x1,--- ,zx son también ceros del numerador

n (4.4). Esto da un sistema lineal de ecuaciones con las N incégnitas

FED(0)

F(0),..., m siendo el nmimero de ecuaciones ignal al numero de

raices diferentes en z1,...,zx.
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Caso 1. Si todas estas raices son diferentes tenemos un sistema lineal

cuadrado cuyo determinante es

— N-1 — = N-1 S — N-1
cizy -+ CTN Cexy 4o+ CNT1 ... CNT

det :
N1 — — N-1 S e N1
Ty te-+ TN TaTy -+ TNIN ... CNTN

Para simplificarlo, se suma en primer lugar la N-ésima columna (es decir

PR T C; s, .
la ltima) multiplicada por — — a la columna i-ésima, paral <1 < N—1.
CN
En un segundo paso se suma la columna (N — 1)-ésima multiplicada por
2.

Cit1 s .
——’_i— a la columna ¢-ésima, para 1 < i < N —
CN

Enel paso N -1y

CN-1

iltimo se suma la segunda columna multiplicada por — a la primera.

CN
Después de estas simplificaciones el determinante queda reducido a

1 =z ... x‘i\'_l

N Ty ... a7t
e~ det | | . ) . \

1 =z~ ... :c:_l

que es un determinante de Vandermonde con valor x5 H (z; — ).
: 1<i<EN

Si todas las raices zi,...,zn son diferentes, entonces para cualquier ¢

’ ’ I g

dada en H? podemos determinar univocamente la correspondiente f en
H2

Caso 2. Veamos ahora que ocurre si la multiplicidad de alguna de las
raices Z1,...,Txn €5 mayor que 1. Supongamos que tenemos p raices
diferentes z1,...,x, con multiplicidades Ny,...,N,, respectivamente, y
Ny +---+ N, = N. En este caso, para compensar las raices de px(z)
forzamos que el numerador de (4.4) tenga un cero de orden justamente
Ny, en z,,, (param = 1,--- ,p). Entonces de nuevo obtenemos un sistema
lineal cuadrado con las mismas incégnitas que antes.

Teniendo en cuenta que la derivada de orden 7 del numerador de (4.4)
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es
N G (N-1)V .o e
(z¥9(2))" + £(0) ((N—j._ l)'clz\ Il ileN T )
-1y (N - 1) o
G L O N =D avein g<jen,
(N-D(N—-j—1)!
el determinante de este sistema queda
q
erry ! A cray
(N - Dzl 2+ +er7 (N —Dewey =2
N-1) S No1)l —— N
(—(\,—_T)ﬁcll’l Y (N - DenTa T(—\——-;—)TC\«Q;I\ .
det :
L R ] T A
(N —lerzl =2 +---+ex (N =1)e~ ;
N1yl — . (N-1)! N-N
((\1 \)). 1z p 1 +(J\’p—1)!C_,\=—Np+1 -(—\———ﬁ—c cNzp
Después de llevar a cabo simplificaciones anédlogas se convierte en
O
1 = :1:1\1 xl\\ gyt ‘
0 1 Nlar"l\'l‘l N 3:1 pl cee (N = l).zr'l\—2
s i N1 Np—Np+1 (N—1)! N-X
0 0 Nl’ (v—\—;TZTIT‘ ! mll t
N . . . .
e~ det : : : :
T, ) zp? ay !
0 1 Nzt N, 11'} - (N = Da; 72
N i l (N-1)} _N-X,
0 0 0 ‘Z\IP' mll)

de Vandermonde:

que podemos expresar en términos de derivadas parciales del determinante
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N—-1
Loy o oy
. G+ N1 =1+l 4N -1 1 g ... yé“’—l
CN =y N, det | . . .
Oy -+ Oyt ™ - QYyn—n,+1° - OYn" oo :
N-1
1 YN N
con
Y1= = YN; =T, -0 YN-N,F1 = = YN = Tp
esto es
) Gl N1 =14l N, — 1
62\7_‘\/ Ny—1 P Np—1 H (y] - y')
Fya2 - 'a'!/_r\n "'ay-'\"—-'\"p+1 3J~ 1<i<j<N
con
Y1 = =yYN; =1, -+ HYN-Np+1 = " = YN = Tp.

Observemos que podemos expresar

H (v; — v:)

1<i<GEN
= I @-w 11 (v — i)
1<i< <N, N1 +1<i< <N +Ns
11 ) I wi-w)

N—_f\"p+1§i<jﬁ\‘ . (i.7) resto

Al derivar con respecto a las variables y; aparecen varios sumandos.
Para que al realizar las sustituciones y; = --- = yn, = 1.
YN-N,41 = -+ = yv = Zp uno de estos sumandos no se anule, los p
productos primeros de los p + 1 del desarrollo anterior deben aparecer
derivados con respecto a todas sus variables el maximo ntimero posible de
veces, pues en caso contrario al realizar la sustitucién quedaria 0. De este

modo el valor del determinante es
e (N =) (Np H (yj — vi)
(z j) resto
con

Y= = YN, T L1, - YN-Np+1 = - F YN = Tp,
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gque no es cero.

De nuevo, dada ¢ cualquiera en H?, podemos determinar univocamente

la correspondiente f en H2.

Por otro lado, si A es tal que alguna de las raices zi,...,zx del
polinomio px(z) tiene médulo 1, entonces debemos compensar las raices
del denominador en D y también las que estan sobre el circulo unidad T,
de modo que la funcién f definida por (4.4) pertenezca a H?. Pero en
este caso obtenemos un sistema lineal de ecuaciones con N incdgnitas y

mas de N ecuaciones (recordemos que las raices de py(z) son z1,--- , 2w,
1

= ’E_:) La matriz de coeficientes para este sistema es como antes
(plero no u-}la matriz cuadrada), y por tanto el rango de esta matriz es N.

Sin embargo, teniendo en cuenta que los términos independientes
dependen del valor de ¢ y algunas de sus derivadas en los puntos
x1,...,TN, €s claro que una eleccién apropiada de la funcién g da una
matriz aumentada para este sistema justo con rango N + 1, y por tanto,
para esta funcién g, la ecuacién (4.4) no tiene una solucién en H>. Para

este X, el operador Jy — AI no tiene una inversa acotada en H>.

De este lema y del teorema de la aplicacién abierta se deduce que para
un A dado, la ecuacién (4.4) define un operador acotado en H? si y sélo
si el polinomio

pa{z) = en2?N 42N 1 (o — /\)z"\/' +ee T -ty

tiene exactamente N raices dentro del disco unidad D = {z : |z| < 1}. Por
tanto el espectro de Jy es el conjunto de los A para los cuales pa(z) tiene
al menos una rafz en T = {|z| = 1}.
Pero decir esto es lo mismo que decir que la ecuacion
N 1 1
(4.5) co— A= —cn2" —CN—x — -Gz -C1T

z N
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tiene una solucién en T'. Si escribimnos

1

h(z) = —enz™ TR =~ a1z — T,
z- z

entonces la ecuacién (4.5) tiene una solucién en T si y sélo si

inf / <ep— A< z).
inf W(z) < ¢ _igglz( )

Por tanto deducimos que el espectro de Jy es el intervalo compacto

I =|co—suph(z), co— inf h(2)].
zeT z€T

Pero de acuerdo con la definicién de los polinomios de Chebyshev de

primera y segunda clase, concluimos que para z = e'® = cos(x) + isen(x).

z € [—m, 7]

N 1
h(z) = —exz™ —ex— — - —eaz—T- =
& z

N N
= - Z c(cos(kz) + isen(kz)) — z"ci(cos(l;a:) —isen(kz)) =

k=1 k=1
= - Z(Ck + @ )cos(kz) — ¢ Z(ck — Tr)sen(kr) =
k=1 k=1
= — Z??R(ck)Tk(cos(m)) + (Z QSen(:L')%'(ck)Uk_l(cos(:r))) =
k=1 k=1
= ~i(z)

Y por tanto la prueba del Teorema 4.1 estd acabada.

La hipétesis hecha sobre la convergencia de las sucesiones en la férmula
de recurrencia de (2N + 1) términos impone algunas restricciones a las
matrices lmite (ver (4.3)) cuando planteamos el problema en términos

matriciales.
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Parece natural intentar extender el teorema 4.1 eliminando estas
restricciones. Para ello habria que considerar la hipdtesis, natural para
el problema matricial, de la convergencia de las sucesiones de matrices
(An)n ¥ (Bn). a matrices cuelesquiera A y B sin la condicién (4.3).

Teniendo en cuenta los resultados de Van Assche y Geronimo ([GV])
sobre el soporte de medidas ortogonalizantes de polinomios verifi-
cando férmulas de recurrencia con sucesiones de coeficientes finitamente

periédicas, es posible conjeturar lo siguiente:

Conjetura.

Sea (P,), una sucesién de polinomios matriciales verificando una
relacion de recurrencia como (4.2), y supongamos que las sucesiones de
matrices (Ap)n.y (Bn)n convergen respectivamente a las matrices limite
Ay B. Seaula matriz de medidas definida positiva respecto de la cual
los polinomios matriciales (P,), son ortonormales. Entonces el soporte
de p es una unidn finita de intervalos y posiblemente un nimero finito de

sucesiones que tienden a los extremos de los intervalos.

A continuacién damos un ejemplo mostrando que en una hipotética
extensién del teorema 4.1 no es posible esperar que el soporte de p sea
esencialmente un intervalo compacto.

Ejemplo.

Recordemos que se denomina clase de Nevai M(a,b) al conjunto de
medidas positivas con momentos finitos tales que los coeficientes de la
relaciéon de recurrencia de tres términos que verifican sus- polinomios

ortogonales

tpn(t) - a'n-l—lpn—’rl(t) + bnpn(t) + anpn—l(t)

verifican

lim a, = -g y lim b, =0

n—oo N—r00
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Sean p; y pe dos medidas positivas en las clases de Nevai M(a.b) y
M(ad', V'), respectivamente, donde a # o/, y b # V. Llamemos (p,.1)n.
(Pn.2)n alos polinomios ortonormales asociados a p; y po respectivamente.

Definimos la matriz de medidas definida positiva v como

_ (w0
V= .
0 po
Si escribimos las relaciones de recurrencia para (pp.1)a, (Pn,2). como

an+l.1pn+1,1(t) + bn,lpn,l(t) + an,lpn—l,l(t) = tpn,l(t)x
an+1,2pn+1.2(t) + bn.2pn.2(t) + an,?pn—l.?(t) = tpnAZ(t)s

entonces es claro que los polinomios matriciales ortogonales con respecto

_(pk1 O
Fie= ( 0 Pk,2>

y que los coeficientes matriciales de recurrencia para estos polinomios

a I son

matriciales son

(a1 O (b O
Ak_( 0 ak,'2>’ Bk_( 0 bk,?).

Estos coeficientes matriciales tienden a las matrices

0 B_ (b O
a | o v )

2

A=

(=R R

Pero el soporte de v es [b — a,b + a] UV — o,V + a'] y, quizds.
dos sucesiones tendiendo a los extremos de estos intervalos. Tomando
b+a < b —d’, el soporte de v no es un intervalo, aunque si; esencialmente.

una unién finita de intervalos.



CAPITULO 5

LOS ESPACIOS ¢
DE UNA MATRIZ DE MEDIDAS

Definiremos en este capitulo los espacios de funciones donde de manera
natural los polinomios matriciales serdn usados para aproximar. Se trata
de los espacios L2 (i), 1 < p < oo, n > 1 (n serd el némero de filas de una
funcién f en el espacio £2(u)). Salvo el espacio L£3(i), que fue definido en
la década de los 60 ([R], [DS]), el resto de los espacios LP(u) no parece
haber sido considerado hasta el momento. Probaremos que estos espacios
son de Banach (Hilbert para p = 2) y que el dual de £8(p) es L), con
Py g exponentes conjugados. Para el caso p = 2, las demostraciones son
nuevas y mds simples que las ya conocidas ([R], [DS]).

Completamos el capitulo con un resultado sobre densidad del espacio
de polinomios matriciales en £1(x). Este resultado se puede considerar
una extensién del clasico debido a Naimark ([N]) para el caso escalar. No
es sin embargo exhaustivo por lo que el caso general queda como problema
abierto.

Sea p = (pi,j);f\szl una matriz de medidas deﬁnidavpositiva. Teniendo
en cuenta la desigualdad 0 < p < (7p)l, se tiene que cada medida g, ;
es absolutamente continua con respecto a la medida traza 7p. Asi, las

Hi 5

) . d — .
derivadas de Radon-Nikodym m; ; = ; = estdn bien definidas salvo en
: drp

un conjunto de medida nala para la traza. La matriz de funciones

~ dpi :
M= (?71,',_7‘).1"3':1 = ( dTNJ)1<- .<.\.;
SHJSN,

Typeset by AuS-TEX-

ro
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se denomina derivada de u respecto a su traza. M estd formada por
funciones medibles e integrables con respecto a 7y, y para cualquier

conjunto de Borel A se tiene la igualdad
[ Maruo = )

En ([R]) se prueba la desigualdad 0 < M(t) < I, que se verifica en casi
todo t (7).

Dado p, 1 < p < o0, y » un nimero natural fijo, definimos el espacio
L2 (1) como el conjunto de matrices de funciones de tamafio n x N

F iR — Mayn(C) tales que 7(F(E)M()% f(£)*)3 € LP(rp), y definimos

f(t)*)%dm) ”

o ho

1l = I CFOMWE £ H s = ( JRECIT

y sip = oo, decimos que f € £(u) si 7(f(£)f(£)*)F € L™(74) y entonces
definimos ‘

[ llsoe = T (FOFE)2 oo

En ambos casos, identificamos f(t) con g(t) si (f(t) — g(t))]\if(t)% =46.
De la definicién de £2°(u) se deduce facilmente que una funcién f =
(fij)i<i<n.a<j<n pertenece al espacio £ (u) si y s6lo si cada componente
fi.; pertenece al espacio L™ (7p).
Sin embargo, para los espacios L2 (u), conip > 1, esta propiedad no se
cumple. Vemos a continuacién un ejemplo de esto.
Ejemplo

Consideremos la matriz de medidas

1 1 t—1
h=g <t 11 ) x[0.1)(t)dm

donde dm denota la medida de Lebesgue. Por ser el determinante de M (t)

icual a 24(2 — t), que no es negativo en [0, 1], la matriz de medidas g es
<) 1 q 5
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definida positiva. Su traza es x,1)(t)dm es decir la medida de Lebesgue

en [0, 1].

La descomposicién en valores singulares de la matriz M(t) en [0. 1] es

1

._p<

2

2t

M(t) = .

y por taunto

1

7

1
11

0
t

(5)

>P*, siendo P =

1 217 .
=P (2-87 0_ ) p*.
27 0 t»
11 ) ’
-, 1T | tenemos que
te tr

2 15
[rena)? sey]
2 1 5
_ 1{)}(_1I %> 1 1 (2-1)» Qz I -1 t%
92 2 \t? ¢P -1 1 0 te 1 1 T
tP
[l gy (0t o) (D) e
2923 tp 0 t Y
que por ser constante es integrable con respecto a Tu = xo.qj(t)dm.

Asi, f € LY(u), para p
componentes de f(t) per

Obsérvese que si f

tenemos que para p > 1

(M) f(t %:(Zf, )M (t

rtenece al espacio LP(Tp).

> 1. Sin embargo, es claro que ninguna de las

I

= (fij)ici<ni<i<n, y llamamos f; a las filas de f.

(M

i(t)”

by \._4-/

fl

(Z Il f:(t)M(2) HE)
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2 ;
que es la norma - en R del vector
p

(I OMOF I, M3 )

y donde || - ||g denota la norma 2 en RY.
2 T
Usando ahora que las normas — y 1 soun equivalentes en RY, existen

dos constantes positivas Cy y Cs tales que

E

2

€1y MM < (Z Iiom? n'fg)

<G Y HEME)FIE,

i=1

y de esta férmula se obtiene integrando que

CL Y NElE . S UAIEL < C D NI,
i=1 i=1

Esta propiedad es interesante pues reduce el estudio de los espacios de
matrices de funciones £2 (1) al de vectores de funciones £4(u). Por ejemplo
para estudiar cuestiones de densidad en los espacios L£E(u): dada una
matriz de medidas definida positiva, el espacio de polinomios C***[x] es
denso en L () si y sélo si el espacio de polinomios C™[z] es denso en el
espacio L5 (u), pues si es posible aproximar en norma p todas las filas de
una funcién f por polinomios, entonces es posible aproximar en norma p
la funcién f por un polinomio, y viceversa. Al espacio £ (1) lo denotamos
por LP(pu).

Probamos en primer lugar que || - ||, es una norma en £ (u). Necesi-
tamos varios lemas técnicos, que incluimos al no haberlos encontrado en

la bibliograffa:
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Lema 5.1. Si M es una matriz numérica semidefinida positiva, entonces
define un producto escalar en M, x ~(C) dado por (a,b) = 7(aMb*). Mds
atn, ||allar = (a, a)? es una seminorma en M, x(C).
Demostracién

(a) Para probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz, llamemos A;.
1 < i < N alos autovalores de M y v;, 1 < ¢ < N a una base de C
formada por autovectores de M, tales que v; es un autovector asociado a
Ai. 1 <i SNy vv] = 6 5.

Dados a y b en M, x ~(C), podemos expresar

]\7 _,’\:'
E ay v E by iv;
=1 i=1

N ) N ’
§ Qp,;V; § bn.i'ui
i=1

i=1

donde a;; y b;; son niimeros complejos. Tenemos entonces

n N
T(aMb*) = Z Z (lj,iz;—i)‘z

j=1i=1

N=

N N -

lallarlbllar = | 305 lasih || D05 el

=1 j=11i=1

3

por tanto es suficiente aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz a los
1 1 1 1
vectores (ay,1Af,...,01,NA %o - .. VO dAT G NAR) Y
1 i i 1
(DA, - binAZ, . b AT b N AT,

(b) Para la desigualdad triangular, tenemos

lla+ b))% = [lal® + Bl + (a, ) + (b.a)

(lall + 101 = lall® + 1Bl + 2ljalliibl,
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por tanto basta observar que
(a,b) + (b,a) < [(a,b) + (b, a)] < |(a,b)] + |(b, )] < 2f[alllib]]-

1

A vpartir de ahora, si a € M,x~(C), M es una matriz numérica
semidefinida positiva y p > 1, usamos la siguiente notacién: |lajjas, =
T(aM %a*)% Como consecuencia del lema 5.1, || - |7, €3 una seminorma
en M, «n(C).

1
Lema 5.2. Si M es una matriz semidefinida positiva.p > 1y — + - = L.
] q
entonces para cualesquiera vectores a, b en M, x~(C) tenemos que

|7 (aMb)] < llallarplibllarg-

Demostracién
La demostracién es similar a (a) del lema anterior, aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwartz a los vectores
1 i 1 1
(a11A7 o 7a1"’\”\‘§71 ...... y O 1 AT e an,_.\r)\_,(,l)
v (braA] b N AL, A b v AR
‘ 0

Lema 5.3. (Desigualdad de Holder). Sil < p < oc. %+% =1, feLl(u)
y g € L3(u), entonces 7(f(¢)M(t)g(¢)*) € L (rp), y

I7(F Mg Wy S W llp.sellollq -

Demostracidn

Si f=6o0g=20,ladesigualdad es trivial. Asi que podemos suponer

f#0yg#0.

Supongamos primero que 1 < p < co. Entonces 1 < ¢ < oo y tenemos

I
la desigualdad cd < Ep- + —q— para c,d € R, ¢, d > 0.
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Para cualquier ¢ € R, ponemos

C—-HM\;ILP_ _ lg@®llarq
= e T lelan

De la desigualdad anterior tenemos que

17 Olepllg@®llarg o MO, oMz
Hf”pe;t“g“q,# N P”f“g,u CJHQHE,H ’

y usando el lema 5.2,

Ir(fOM()g())] < N ENarpllgarg-
De ambos hechos tenemos que

(Mg WO, | Ne®l,
“f“p:ﬂ“gnqey - p”f”gu (I”gHg-# '

Ahora es claro que 7(fMg*) € L(rp), y, mas aiin, integrando. obtenemos

Mg Mo 1,1

Hpr.,;Lllqu,p. i

. que da el resultado.
Para el caso p = 1, ¢ = oo, es suficiente observar que para cualquier

ntmero real ¢,

Ir(FOM ()] < I Olacallg®lle < NS Olarallglioc e

de 1o cual deducimos que 7(fMg*) € L*(Tp) y que

I (fM g™ rp S N hsellglioo.s
]

Estamos ya en condiciones de probar que {|-||, . es una norma en £}, (11).
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Teorema 5.4. || ||,,. es una norma en L2 ().

Demostracion

Ya sabemos que ||f]l, = 0 si y sélo si f =0, para 1 < p < oo, porque
identificamos f(¢t) con ¢(t) si ((f(¢) — g(¢))M(t) = 0.

Probemos ahora la desigualdad de Minkowski: si f,g € £P(u), entonces
frgelb(w)y If +9llps SN Fllpw + lgllp.n-

Si p = o0, de IIf(8) + 9Bz < Dz + l9lle en casi todo ¢
deducimos que || + glloos < |l + gl

Y si 1 £ p < o, obsérvese que

@ + g, U Ollarp +lg®)llarp)
<P (O, + l9ON5,,) € L ()
y por tanto f 4+ g € L2 (p). Més ain,
£+ 9O, = 1) + 9 laplLF (D) + 97,
< N FOlarpll £ + 9O, + loO)llarp 1) + gOIRE-
Sabemos que ¢ = ;—?—1— y por tanto, ||f(¢) + g(£)|127L € Le(rp). Ahora,

AM.p
usando la desigualdad de Hélder, obtenemos

/Hf(t arpllf() + g(t Hupdrp,

< Wl [ 1510+ o0 ) = 17l + 1

y analogamente,

/R oL £ + 9O 2 < lallp sl f + gl

Por tanto,

I f +ng P = < (1, p T gllp. )l f +g”p n= = (Ifllp.p + Hgilp IS +9”; g

de lo cual deducimos que

ILf + !]”p-,u < ”f“p,u + ng'pzw .

A continuacién probamos que LE (1) es un espacio de Banach.
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Teorema 5.5. Si 1l < p < oo, el espacio LE(u) es un espacio de Banach.

y sip=2, L2(u) es un espacio de Hilbert.

Demostracién

Dada p = (lh,j)?fj:l

una matriz de medidas definida positiva y M =
(mqj )I\JZ , su derivada de Radon-Nikodym , los autovalores X;(t) asociados
a M(t) son reales y no negativos porque M(¢) es semidefinida positiva
para cualquier nimero real t. Més atn, de 0 < M(t) < I deducimos que

0 < A\(t) £ 1, para cualquier autovalor \;(t) de M(t).

Llamemos 0 < A(t) € - < An(t) £ 1 a los autovalores de
M(t) y v (t),...,un(t) a una base de C¥ formada por autovectores de
M(t) asociados a Ai(t),...,Ax(t) respectivamente. Podemos elegir los
autovectores verificando v;(t)v;(t)* = 6, ;.

Dada una funcién f : R — M,x~(C), podemos expresarla de la forma

siguiente:

N
Z al,,'(t)'u,- (t)
1=1

S an (i)
=1

siendo «;;(t) funciones medibles, 1 <7< N, 1<j<n.

Obsérvese que si para M(to) los primeros k autovectores v;(ty).
..y ur(to) son los asociados al autovalor 0, entonces los valores
aji(to),-..,a;x(to) no son importantes porque a efectos de los espacios
LP(p), 1 < p < o0, vi(ty) puede ser identificado con el vector nulo.
1<i<h

Supongamos prnnelo que 1 < p < co. Segin la definicién, f € U,’,( )
siy s6lo si T(f(£)M(£)7 f(£)*)7 € LP(rp).



LOS ESPACIOS £F ... 67

Tenemos que

(5.1)
£
n N ) -
—2- B 2 2 2
T(FOME)F ()7 = | D Y M7 lag (O (D)
j=1i=1
N 5
= (S @)
1=11=1
que es la norma % de la matriz de tamano n x N
AM(O)]ar (P .o Ao ()P
M(Olan (WP ... Ax(Olan (8P

2

Por ser las normas 2 y 1 equivalentes en R**¥, existen dos constantes

positivas C; y C tales que

1uhs

& S Ml ()P ZZJ\ HIOL

j=1i=1 j=li=1

<C"ZZ)\ Yevji ()

7=1i=1

y por tanto, f € LB () es equivalente a /\;(t)%aj,i(t) eEP(rp)1<i<N,
1 < j < n. Si consideramos el espacio

N
0, = P LP(Tpxp 201, C)
i=1

cuyos elementos son matrices de funciones (h;i)i<j<na<i<y tales que

hji € LP(Tpx(n.20))s Vi, J, podemos definir un operador T, : £ (1) — O,
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de la forma siguiente: si

E Oélv,i(t)'v‘i(t)
i=1

HOE :
N
Z & 27901 (t)vi(t)
1=1
definimos
M (87 a1 (t) A ()7 arx(t)
Tp(f) = : . :
MEFani(t) ... An(t)Fan(t)

Es claro que T, es lineal y biyectivo entre L2 (1) y ©, , y si consideramos

en el espacio ©, la norma || - ||le, dada por

Ihllo, = AN £l = ( /R r(h(t)hm*)%mf ..

tenemos que T, es una isometria:

ITpflle, = </R ||Tpf(t)”%dw(t)> g
7n N g %
= /R (Z Z)‘i(t)%!ay‘.i(t)l?) drp(t)

= ([t} sy iarun)
:”f“pw-
Por tanto, tenemos que LF (i) es isométrico a ©,,.

Para p = oo, de la expresion (5.1) deducimos que f(t) € L7 (n) siy
s6lo si | ;(¢)]? € L=(rp), para 1 <1< N, 1< j <n.
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Ahora podemos considerar el espacio

Oco = EP L™ (Tpxir, 20, C")

i=N

y definir el operador T, como

Ofl_l(t) cen Ofl‘j\r'(t)
Tw(f) = S :
an,l(t) .. a,l.g\r(t)

que como antes es lineal y biyectivo. Si consideramos en el espacio O la
norma || - ||e.., dada por

wnd
Ihllo. = ROl Ellry = supT((R(£)A(2)")>,
teR
tenemos que T, es una isometria:

1T fllo.. =sup (Toe Nl

(=TT

=sup | > Z oo (1)

teR

=sup ||r(f(1)f()")}]]
tcR
:”f”oow

por tanto L£3°(u) es isométrico a O.

Puesto que los espacios ©, son espacios de Banach para 1 < p <
(Hilbert si p = 2), tenemos que los espacios L% (1) son espacios de Banach
para 1 < p < oo (Hilbert si p = 2).

U

Vemos a continuacién como esta identificacién permite calcular de una

manera simple el dual de los espacios LF ().
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Teorema 5.6. Sil < p < > y ¢ es su conjugado, es decir % + = =1,
g € L3(u) y definimos Ay : L2 () — C como

(5.2) Af = /T(fMg YdTu, para todof € LF(u)

entonces A es una aplicacion lineal y continua, y ||A]} < |lgllq-
Ademds, si A : L2(pu) — C es lineal y continua, entonces existe una
tinica g en L£%(u) de modo que A se expresa como (5.2) y , |All = ligllq. -
Si T es o-finita, entonces este resultado es también cierto para L3°(1t)

Demostracién

Es claro que A es lineal, y usando la desigualdad de Holder

Af] < /R Mt ldri < 1yl

Maés aun,
1Al = ” sup [Af] < Hlgllg.p-

p.u<1

Veamos ahora que para 1 < p < oo, cualquier aplicacién lineal y
continua de LF(u) en C puede ser representada como en 5.2, para una
cierta funcién Gnica g € LI (p).

Supongamos primero que 1 < p < ooy A : L2 () — C es una aplicacién
. lineal y continua. T, es una isometria, por tanto la composicién AT p“l :
- ©, — Ces también una aplicacidn lineal y continua. El espacio dual de ©,
es isométrico a ©4, por tanto existe una funcién G = (Gj.i)i<j<n.1<i<N €

©, tal que para cualquier funcién F = (Fj;)i<j<n.i<icy € ©, tenemos

que
ATV (F) = /(ZZF],GJ,)CZT,LL
j=11i=1
y |Glle, = ||AT'1H Por tanto, para cualquier funcién f € LP(p),

f = (fii)1<icn1<i<n tenemos que

63 MH=ATTN = [ (SN 1, T

j=1l1i=1
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Llamemos g = T, 1(G) € L (p) es decir G = Ty(g). (5.3) puede expresarse

ahora como

A(f) /(ZZA f]?J]l dT/J

]111

= O A fdrn

j=11i=1

:/ T(fMg*)drp,
R
y ademés

A= sup JA(f)|= sup [|AT,H(F)
”fnp,nzl ”F“epzl

=IAT ) = [|Glle, = ITy(9)lle, = llgllg.s-

Asi que el espacio dual de L£P (1) es isométrico a £3 ().

Probamos ahora que si 7u es o-finita, entonces el espacio dual de
L1 (1) es isométrico a L£3°(p). Supongamos que A : LL(g) — C es
una aplicacién lineal y continua. Como en el caso anterior, AT ' :
©,; — C es también una aplicacién lineal y continua. Por ser 7p o-
finita, el espacio dual de ©; es isométrico a B, y por tanto existe una

funcic’)n G = (GJ,)1<J<n 1<i<nN € O, tal que para cualquier funcién

AT Y(F) = /(ZZFJ,G” dry,

j=11i=1

v IGlle. = ||AT;Y||. Ahora, poniendo g = TZHG) € L2°(x) tenemos

como antes que para cualquier funcién f € L1 (u)

M) = [ oMy )i
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y ademas deducimos que
A= sup [A(H)l= sup |ATTH(E))
i, p=1 Flle,=t
=AY = 1Gllo = Ty (9llon = lglloc.s-

Es decir, el espacio dual de £} () es isométrico a £2°(u).

0

Finalizamos esta primera parte completando el estudio de los espacios
L2 (). Probaremos la continuidad de las inclusiones LP(p) C LI(p)
(¢ > p) cuando 7u(R) < co y el andlogo al teorema de Marcinkiewicz.

Teorema 5.7. Si p es una matriz de medidas definida positiva tal que
Tu(R) < oo, entonces
(a) L(n) C L1 (w) y ademds la inclusién es continua. pues para toda

funcion f de L°(u) se tiene que

Wl < 7@ flloo -

(b) Sil1 <p<q, LB(n) C LI(p) y también en este caso la inclusion es
continua, pues para toda funcién f de L8(u) se tiene que

1_

1l < (RSl

Demostracion
(a) Teniendo en cuenta que 0 < M? < M < I tenemos que dada una

funcién f en L£57(p),

IUM=LﬂMFFﬁ&u

:T[L(R)Hf”oo,;z-
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(b)) Dep>qy 0< M < I sededuce que 0 SM?vL < M7, Dada f una
funcién en L (), tenemos que la funcién ’T(fM% 5% e Le (Tu), y puesto
que Tu(R) < oo, la funcién constante 1 € L5 (T) (-P;%a es el exponente
conjugado de %). De la desigualdad para M y usando la desigualdad de

Holder en el caso unidimensional se deduce que

e / (M Y drp

M? f*)%d

< [ rteadpytany

< (Adfu) ’ (/RT(fAéf%f*)g‘dru) ’
=ru(R) | FlI2,.-

Tomando ahora rafz g-ésima se obtiene la desigualdad buscada.
En el caso general, es decir, si 7u(R) = oo, las inclusiones anteriores no

son ciertas.

Teorema 5.8. Si p = (pij)i1<ij<n €s una matriz de medidas definida
positivay 1 < p < g < oo, entonces LP(u) N L4 (1) C L}, (). para todo r
~ tal que p < r < q. Ademds, existe una constante positiva C' tal que para
toda funcién f € LB (u) N L3 (u) se tiene que

Hf”" H = C“fnp ;Lnf”q FI

siendo 6 el niimero real entre 0 y 1 que verifica —} = % + 1—;—9.

Demostracién
a) supongamos primero que ¢ < oc. Dada f € L2(p) N Li{p) la

expresamos Como

S e (ui(t)
i=1
i) =

N : |
Z an,'i (t)vt(t)
i=1
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Tenemos que
M= [ r@MOF e Fdrue)
Obsérvese que
n N 2

COIOOREEN DIPIPICHIHGI S

2 . ~
que es la norma = de la matriz de tamano n x N

()"i(t)‘aj:i(t)(.r)lst'rz,lSigN :

D) . N .
Por ser las normas = y 1 equivalentes en R**N existe una constante

positiva C; de modo que

(5.4) T(f(OM(H)* f(£)")F < Cy ZAI Neg. (D)

j=1i=1

A continuacién expresamos cada sumando A;(t)]a;.q(t)|" como
(5.5) N(Dles (O = M(0) F a0 () lag. (5]

siendo 6 el niimero real entre 0 y 1 que verifica % = %—{— 1—53. Counsideramos

ahorap' = L y ¢ = (—l_q—e)—r, que son conjugados:
11 @ 1-0 g (1-46 1
—/+7=l+£———)—?:=7‘<—+———( )>:7'—:1.
p q p q P q T

)\i(t)'gpl lot;.:(£)|°" pertenece al espacio LP' (1) porque

(/\i'(t)%’['aj.i(t)!er)pl = Ai(t)|aji ()}

que pe1tenece a L(rp) por ser f € LB(u). Analogamente se tiene que

A (t) la ()39 pertenece al espacio LY {rp) porser f € ll?l(,u)
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Asi, integrando en (5.4) y usando la desigualdad de Holder se obtiene
(5.6) Hfllw <

63T ([ olasstopanuty ) ( [ roastransto)

j=11i=1

—d)r
q

que es el producto escalar de las dos matrices

<(/R Ai(t)laj!i(t)lpdT”(t))g;r_) o
((/R Ait)]ey.i (t)ldau(t)> E—TBE)

y por tanto menor o igual que el producto de la norma p' = £ de la

primera por la norma ¢’ = eEr 45 de la segunda, por ser p’ y ¢ conjugados.
Asf:

11, <G (

23

<3

> Z [ o ara )

=1
(a-8)r

(}j}j/ (Ol (Dlda(t) ) q

j=11i=1

(/( Zw a4(0) )dw(t)) -
j=1i= \ - oo
(/ (ZZ)\(t)iaﬁ( )dnt(t))

J=11:=1
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n N

Z Z Ai()|a;.i (1) es la norma 1 de la matriz

j=1i=1

s e . . _’_)

que es menor o igual que una constante positiva por la norma "

de la matriz. Andlogamente para el segundo multiplicando, que es
S 2 1

. oy 2 .
menor o 1gual que una constante positiva por la norma 7 de la matriz

1A, < Co / ZZA(t oy | dru(t)
j=11i=1
1/ S MO0 | drate)

=1 i=1

= Gall Flly NSO
de lo cual se deduce que
Il < Call fllp w1 £1135°

b) En el caso ¢ = oo se tiene que % = % y por tanto § = £.p' =1y
q' = oo. La descomposicién (5.5) es ahora

A (D))o (] = N(O)]ag (O ey ()]
Ai(t)|ej i (8)|P estd en L'(rp) por ser f € L2(u). y |aji(t)]"™P estd en

L= (rp) por ser f € L (p).
La desigualdad (5.6) queda ahora

ufnmscl}j'z( / (OO dra(t) )fgglaj,f(t)}“”-

1=11=1
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~1

-1

Razonando como antes se obtiene

. .
111 < Call I sup, - max ey ()7

Ademds, usando de nuevo la equivalencia de las normas en R**-,

r—p

X

r—p< .
15 o017 <03 s 33 b o

1=1i=1

=G|\ fllsch-

Tomando raiz r-ésima y puesto que £ =y “=2 = 1— £ = 1—§ se obtiene
T T T

que

”f”"# — C4”f“p /.1”f”oo "
O

En la segunda parte de este capitulo extendemos el teorema de Naimark
sobre densidad de polinomios en £} (u). El teorema de Naimark establece
que los polinomios son densos en L'(u), 1 medida positiva con momentos
finitos, si y sélo si p es un punto extremal del con;unto convexo {v > 0:
ftrdv = ft"du, n > 0}.

Sea pues p una matriz de medidas definida posm\a y con momentos
finitos para que los polinomios estén incluidos en L1 ().

En el caso escalar la traza de p coincide con p y entonces la matriz de
derivadas de Radon-Nikodym es M (t) = 1. Obsérvese que los autovalores
de M(t) se reducen en este caso a 1. En el caso matricial los autovalores
de M(t) tienen una estructura més complicada. Para extender el teorema
de Naimark al caso matricial necesitamos como hipétesis adicional que los

autovalores de M(t), como ocurre en el caso escalar, no se aproximen a 0:

Teorema 5.9. Dada una medida definida positiva p = M({t)drpu.

lamamos 0 < A (¢):- < -+ < Ax(t) £ 1 a los autovalores de la matriz
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M (t) ordenados en orden creciente. Si existe € > 0 tal que A\;(t) > €. para
todo t del soporte de p, entonces son equivalentes:

a) Los polinomios son densos en el espacio L} (p).

b) u es una medida extremal del conjunto [u] (véase la definicidn de [1]
en el capitulo 2).

Demostracidon Basta probar el teorema para n = 1.

Para probar que a) implica b), supongamos que los polinomios no son
densos en £}(1) y probemos que x no es extremal en [u].

En tal caso, podemos encontrar un funcional no nulo A del espacio dual
de £!(p), por ejemplo de norma 1, de modo que A(p) = 0 para cualquier
polinomio p. Por el teorema de dualidad de £!(u) podemos representar
este funcional con una funcién ¢ = (gy,...,g9~) de L%(u) y de norma 1
como

A(f) = /Rf(t)M(t)g(t)*dTu(t), para toda funcién f € L£L(p).

Por ser A(p) = 0 para cualquier polinomio p deducimos que las medidas
que aparecen en M(t)g(t)*drp tienen todas momentos nulos, y ademds
alguna de ellas no es cero pues de serlo todas tendriamos que A = 0.
Escribamos d(t)drp para la parte real o imaginaria no nula de una de
estas medidas, y supongamos que es la obtenida al multiplicar la fila iy de

. M(t) por el vector g(t)*. Obsérvese que

ld(t)] < |mig 2 (Bgr(E) + - - - + Mg x (Egn (O] < N

porque [m; ;| <1y |g| <1, para0<4,5<N.

Descomponemos 1 de la forma siguiente:

I =% {(ﬂ/[(t) + 5-6]—\7d(t)1) drp + (M(t) - 2;, (l(t)I) (lru}

1
:§(N1 + p2)
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Por la construccién, es claro que p; y po tienen ambas los mismos
momentos que p. Veamos ahora que estas dos matrices de medidas son
definidas positivas. Para ello basta ver que en cada punto ¢ del soporte de
w las matrices numéricas M () + gﬁd(t)l son semidefinidas positivas.

_;\/'

Dado un vector ¢ cualquiera en CV lo expresamos como ¢ = E civi.

i=1
donde v, ..., v, es una base ortonormalizada de autovectores de C, v;

asoclado a A;. Se tiene entonces que

c(M() S=dl®) I)e* _Zic,m (t):&:m\,d(t Zlc, ?
ZeZlc,'IQ——%NZIC,-IQ
2221611220

y por tanto ambas medidas son definidas positivas.

Para probar ahora que b) implica a) supongamos que p no es extremal
en el conjunto [p] y probemos que entonces los polinomios no son densos
en el espacib LY ().

Supongamos pues que g admite la descomposicién gy = %(,ul + p2)
donde g, y po son dos matrices de medidas del conjunto [u] ninguna de
ellas igual a p.

Puesto que p1 < 2u < 27ul y ps < 2p < 27ul (estas desigualdades se
entienden para cada conjunto de Borel), podemos expresar 1y = M;(t)drp
y p2 = Ms(t)dru, siendo las matrices M;(t) y Ma(t) las derivadas de
Radon—Nikodym de las medidas p; y p2 respecto de 7 respectivamente,

es decir

w=M(t)drp = %(Ml (t) + My (t))drp.
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Puesto que p no es igual que p; tenemos que M (t) no es igual que M (t)
y por tanto existe un vector e;, = (0,...,1,...,0), donde el 1 estd en el
lugar ip de modo que M(t)e; # Mi(t)e;,.

Definimos los operadores 7'y T} sobre £}{(x) como

1) = [ foMOc,arn v T = [ FoOMoe b

Es claro que ambos son lineales y que T es continuo porque e;, es un
elemento de £(u).

Para ver que T7 es también continuo, observemos primero que por ser
M, < 2M < 21 se tiene que M. 12 < 41. Ademads, por ser A\; > € se tiene que
M > €l y por tanto M? > €2I. Por tanto si llamamos C = ;2 tenemos

que CM? > 4I > M}. De esto y del lema 5.2 tenemos que

100 =| [ om0

S/If(t)Ml(t)efoldm
< / (FOME)F(£)*)? (eie ME()el, )2 drpe

<vact [(HeBmI ) har
=30 fllp-

Por tanto si definimos R = T —T}, R es un operador no nulo sobre £(x) y
que se anula sobre los polinomios, por tanto los polinomios no son densos
en L£1(u), como querfamos probar.
L
La existencia de puntos extremales estd garantizada pues como se probé
en el capitulo 2 el conjunto [u] es compacto y convexo. La cuestién general
de si son estos puntos extremales los que tienen el espacio de polinomios
denso en sus espacios L'(u), sin condiciones sobre la estructura de los .
autovalores de su matriz de derivadas de Radon-Nykodym, queda por

tanto abierta.



CAPITULO 6

CUESTIONES DE DENSIDAD PARA EL
PROBLEMA DE MOMENTOS MATRICIAL TRUNCADO

Sea v = (Vi j)icij<n € My, es decir v es una matriz de medidas
definida positiva con todos sus momentos finitos, y no degenerada (ver
Preliminares, pag. 3 para la definicién de no degenerada).

Para n > 0 denotamos por V, el conjunto de matrices de medidas
definidas positivas cuyos momentos hasta grado n inclusive son finitos
(denotamos esta clase por My ,,) y coinciden con los de v, es decir:

Vo = {M = (fijhi<ij<n € My : / tPdp; ; = / tPdy; 5,
R R
para0<p<nyl<ij<N}.

Como es habitual denotamos por (P,), la sucesién de polinomios
matriciales ortonormales asociados a v, siendo Py(t) = [y P_y(t) = 0.

Estos polinomios satisfacen una relacién de recurrencia de la forma
(61) tpn(t) = An—}-an—}-l(t) + BnI)n(t) + A:Pn—-l(t)~ n Z 0

siendo detA4, #0y B} = B,.

Debemos senalar que dado que sélo imponemos que las matrices de
Von—o tengan momentos finites hasta el grado 2n — 2, sélo tendremos
asegurado, para p € Va,_o, que los polinomios de grado menor o igual
que n — 1 pertenecen al correspondiente L3 (p). En cualquier caso.
los polinomios (Pr)r=o
Von—s.

n—1 son ortonormales para cualquier medida de

Typeset by ApS-TEX
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Se denota por Q,(t) la correspondiente sucesién de polinomios de
segunda clase, que también verifican la relacién de recurrencia (6.1). con
condiciones iniciales Qo(t) = 8, Q. (t) = AT".

En este capitulo caracterizamos las matrices p de V5,5 tales que los
polinomios de grado menor o igual que n — 1 son densos en L3 (u): p es
una matriz extremal (en el sentido de la convexidad) de V,,_;. También
probamos un teorema de estructura para estas matrices de medidas: son
las matrices de medidas discretas con masas en los ceros del polinomio
(Po(XN) = AP,—1(X\)) y pesos los restduos de (P (A) = APy -1 (X)) HQ, (M) —
AQ,-1(A)) en dichos ceros, variando la matriz numérica A entre aquellas
que verifican A, A= A*A},

Antes de abordar el teorema necesitamos algunas férmulas y resultados

técnicos que agrupamos en dos lemas:

Lema 6.1.

Supongamos que X (z) = (Xn(2))75g e Y(y) = (Ya(2))3%o (z,4 € C)
son dos soluciones arbitrarias de la sucesion de recurrencia matricial de
tres términos

tPy(t) = App1Puys(t) + BuPu(t) + ASPa1(t), >0
siendo Py(t) =1 y P_1(t) =0, detA, 0y B, = B,. y kdeﬁnamos
(6.2) wyp = X3 (T) Ant1Yns1(y) — X5 (@)A1 Y (v)-
Se tiene entonces que
(6.3) Wp = Wno1 + (¥ — ) X0 (T)Yly)

y como consecuencia que

n—1

(‘)4) (y —-7) Z X:(?)Yk(y) = Wnp—1 — Wo-
k=1



CUESTIONES DE DENSIDAD ... 83

Como caso particular de esta férmula se deduce la formula de Christoffel-

Darboux

(6.5)
n-—1

P (w)ApPr(v) = Pr(u)A) Pro1(v) = (v—u) ZPE u)Pp(v), u,veC.
k=0

con sus casos particulares

(67)  Proy(:)AnPa(2) = PL()ALPacs(z) =0, z€C

y
n-1

(6.8) Pi_1(2)AnPu(z) = Pr(2)ALPs_y(2) =Y Pi(2)Pi(z). ze€C.
k=0

y la férmula de Green

(6.9)
n-1

Pr_1(u)A,Qn(v) — Py ()AL Qn—1(v) = I + (v~ ) Z Pi(u)Qr(v),

u, v €C

Demostracién

De la relacién de recurrencia (6.1) se tiene que

A11+1Y;1+1(y) = (y - Bn)y;l(y) - A;KI—l(y)

Xon (@A = X(T)(E - By) — X,1(T)An

de donde se deduce que

Wn = X;:(E)[(y - Bn)Y;l (y) - A::y;z—l(y)}
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= y X3 (@)Yn(y) — X3 (F)AnYn-1(y) - TXL(T)Ya(y) + X5 (3)AnYa(y)
= (y = D)X, (@)Yaly) + w1
La fé6rmula (6.4) es ahora inmediata sumando en (6.3) entre 1 y n — 1.

Para probar (6.5), basta tomar X, = Pi(u), Yi = Pr(v). Se tiene

entonces que

n—-1
Pr_y(u)An Po(v) = Pr(u) A5 Pa_y(v) —wo = (v —u) Y P (u)Pe(v),

k=1

y puesto que

wo =P (@)A1 Pa(v) = P (@ AT Fo(v)
=447 (v = Bo) = (@ - By AT 4]

=Uv—-U

y Py (u)Py{v) = I se deduce que

n—1

Pr_y(u)AnPa(v) = Pr(u) AL Paci(v) = (v —u) > P (u)Pelv).
E=0
La férmula (6.7) es inmediata tomando u = v = z en (6.5), (6.8) es
inmediata también a partir de (6.5),y la demostracién de (6.9) es similar
a la de (6.5) tomando X; = Qr(u) e Yy = Pi(v) y comprobando que
Wp = —1.

U

Lema 6.2. Si A es una matriz de tamafio N x N tal que A, A = A* A%,

entonces
(@n(N) = QrotVAT(Pr () = Pr_y (M)A
= (Pn()\) - APn—I()\))—l(Qn()\) - AQ11—11()\))

para A € C que no sea un cero de det(P,(\) — AP,_1(A)) = 0. En
particular, para A € R que no sea un cero de det(Pp(A) — AP,—1{A)) =0
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se tiene que la matriz (Q%(\) — Qf_;(MA*)P(N) — Pi_(MA*)"! es

hermitica.

Demostracién

Veamos primero que
Pn )‘ - Pn X % -
R - X

que serd usado después. A partir de la férmula de recurrencia de tres

términos (6.1) tenemos que para z € R,
Pr_y(z) = (ePi(e) = Pi_y(9)AL 4y — Pr(2)BYAT

Usando ahora la ortonormalidad de P, con respecto a cualquier polinomio

de grado menor que n tenemos que

P.(\)-P,(x
[ 282200 @

- / B = Pale) g 0P (@) - Py ()45 — Pr@) B AT
R

A—2
n - I)ﬂ * N
_ /R f_(_)‘%t_w_@du(a:)xpn(x)z‘inl
_ / D) = Pol@) 0y = P2 (@) A
R A—x

:/(Pn(ac) — P,(\)du(z)Pr(z)At = AL
R

Puesto que A,A = A*A,, se tiene que AJ'A* = AA,*:I, y por tanto que

/ Pn(’\) - P'1($)
. .

r; — Pz
P du(z) Py i (z)A" = A/an—l(a:)(lu(x)M,

A—x

Usando esto y de nuevo la ortonormalidad de P, con respecto a cualquier

otro polinomio de grado menor que n tenemos que

(RL(A) - APn—l()‘))_l(Qn(/\) - AQn—l()‘))
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= (Pa()) = AP, 1 (M) /R ) Ay -t = ARl g
— (Pn()\) _ Al)n—l()\))—l / (Pn()‘) - APn—l(/\)/z : ((:P"(;L‘) - AP”_I(Q:))(I[L(J?)
R xr

[(Pr(N) = PRy (M)A = (Pr(2) = Pr_y () AP (V) = Py (M)A =

—(Pa(A) = AP, 1(N) / Pu(Y) = Pule)

- P*
A ()

n—1

(2)A*(Pr(N) = Pi_y (M)A~}

= (Pa(A) = AP, (W)™ /R (Pa(A) = APa—1(N)) = (P () = APa_y(2)]du(r)

(Pr(A) = Pr_i(MA) = (Pa(z) — Iy _1(z)A")]
A—zx

(Pr(3) = Pioy(n)An -

~(Pa0) = APua A [ Paca@dise) = (P ) - Py

= /Rdu(;r) (Py(A) = Py_1(MA") = (P (z) = Pr_,(x)A”)

_ - .
P (Pr(A) = Pr_y(MA")

= (Qn(N) — Q1 (MANPr(N) = Py (M)A

U

Estamos ya en condiciones de establecer el principal teorema de este
capitulo:

Teorema 6.3. Para una matriz de medidas g en V3,_» las siguientes
aserciones son equivalentes:

(1) t es una medida extremal del conjunto V,,_;.

(2) Los polinomios hasta grado n — 1 son densos en el espacio £3-{p).

(3) Existe una matriz cuadrada A de tamaino N x N de modo que

m

AA = AAY yu= ZG'i(S*"i’ donde z;, 1 = 1...., m son los distintos
i=1

ceros del polinomio (P,: (AY = AP,,_1(\)) y G; son las matrices hermiticas

semidefinidas positivas que aparecen en la descomposicién en fracciones



CUESTIONES DE DENSIDAD ... 87

simples siguiente

(6.10)  (Pu(A) = APy 1(A)) HQa(X) — AQu—1(X Z _C_I

(ver (1.4) en los preliminares para la descomposicién (6.10)).

Demostracion

(1)—(2) Si p es extremal en V,_y, se prueba en [K] (ver preliminares.

pag. 10) que p es discreta y por tanto tiene la forma

e,
i=1

siendo g un cierto ntmero natural, z; ntmeros reales y G; matrices
numéricas semidefinidas positivas.

Razonamos por reduccién al absurdo. Si los polinomios hasta el grado
n—1 no son densos en el espacio L3 (1) entonces por el teorema de Hahn-
Banach existe un operador no nulo A definido en £3 (1) de modo que se
anula para cualquier polinomio de grado menor o igual que n — 1. Por

el teorema de dualidad podemos representar este operador mediante una
q
dnica funcién ¢ = Z A6y, de L (p). Para cualquier funcién f en L3 (1)
i=1 v
el operador A estd definido como
M) = [ A0 (0) = 3 r( G,
: i=1

Por ser A(p) = 0 para cualquier polinomio p hasta grado n — 1 tenemos

que la matriz de medidas no necesariamente definida positiva

Ho = i Gi Al by,
=1



83 CAPITULO 6

tiene momentos nulos hasta grado n — 1.

Considerando

q q
H *
Ly = E (GiAi + A;Gyb,, = E H;b,,
=1 i=1
obtenemos una matriz de medidas hermitica con momentos nulos hasta
grado n — 1. Llamemos «; al mas pequeno autovalor no nulo de la matriz
G (recordemos que G; son semidefinidas positivas) y elijamos un ntimero

positivo C tal que

C lnﬁl?éxq Ml < 11%1}2(1 -

Descomponemos la matriz de medidas i de la forma siguiente

1 1) 1 1 g
M—§<M+“C‘No)+§<ﬂ*‘5m))~

y probamos a continuacién que las matrices de medidas p £ Fuf son
definidas positivas, para lo cual es suficiente probar que las matrices
numéricas G; %H ; son semidefinidas positivas. Para ello, si v es un

vector de CV ertenece a Ker(G,;, entonces
p i

v (Gi + %H,) ¥ = (Gi + %(G,-Af + AiGi)> =0

y si v no estd en KerG,; entonces

) (G,- + —é—H,) v* =vGpv* £ -é—'uH.,-v*

>lpolPa; — S Ellol?

. 1 \
> iy = & s 1A ) el > 0,

Por tanto concluimos que la matriz de medidas p no puede ser extremal

en V,_1. lo cual es una contradiccién.
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(2)—(1) Supongamos ahora que los polinomios hasta grado n — 1 son
densos en L3 (p) y por reduccién al absurdo que i no es extremal en el
conjunto V,_1, es decir u puede descomponerse como f = apg + (1 —a) .
siendo 0 < < 1y py y 49 dos matrices de medidas diferentes en V,_;.

Definimos entonces los operadores Ty Tj en L3 (1) como:

T(f) = /R f(fdul) y Tuf) = /R (fdua ).

. . . 9
Ambos son claramente lineales y T es continuo puesto que I estd en £3-{).

Para T} tenemos:

[ rtran

(fd(p— (1~ a)pu2)])
A |

124

IA
Qi
VS
m\
\‘
—~~
S
=
=
~—
*
N’
(X1

()

1
asi que tomando ¢ = - </ dru> tenemos |T1(f)] < ¢l fll2... es decir T
* \UR

es un operador continuo. Definiendo ahora U = T — T3, U es un operador

[0

lineal y continuo definido en £3%; (1) tal que U no es el operador nulo pero
se anula sobre todos los polinomios hasta grado n — 1, as{ que concluimos
que los polinomios hasta grado 7 — 1 no son densos en el espacio L£3-(ft).

Obsérvese que la demostracién dada para (2)—(1) sirve también para
un problema matricial de momentos no truncado, teniéndose entonces que
si ;1 es una solucién del problems de momentos y los polinomios son densos
en el espacio £ (1), entonces p es extremal en el conjunto de soluciones

de dicho problema de momentos.

Para probar (3)—(2) necesitamos dos lemas:
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Lema 6.4. Si p = M(t)drp es una matriz de medidas definida positiva
y no degenerada y (Pi)2, es una sucesién de polinomios matriciales
ortonormales asociados, siendo gr(P,) = k y con coeficiente lider no
singular, entonces para cualquier f en L3(p) y cada n natural, la mejor

aproximacioén de f en £%;(u) por un polinomio de grado n es la dada por

> (f: PP
k=0

la serie de Fourier

donde
(5.7 = [ FOMOP Odrate).
R

Demostracién

Cualquier polinomio matricial P de grado n puede expresarse como
n

P(t) = E ar Py, siendo o matrices en CVY*¥,  Para un polinomio
k=0

"

P(t) = Z oy P tenemos que

k=0
n 2 n n *
’lf—ZakPk :/T(f—ZakPk) M (f—ZakPk) drp
k=0 2.0 R k=0 k=0

=T (/ fMfrdrp — Z/ M Py drpag, — 2/ o, PLM f*drp + Z aka'i.)
R =0 /R —JR

k=0

:7—(/ fl\/[f*d'ru—z [, Pr)a zak [P +Za1\a;\)
R k=0

"T</fodTH+Zak—(ka (Ofk—(ka Z(fpk)(fpk))
k=0
2

+ 3 e = (F, P))ow = (. Pr))*

2.1 k=0

f=> (PP

k=0

que es minimo cuando oy = (f, Px), es decir cuando se aproxima con la

serie de Fourier.

-
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Lema 6.5.

Para una matriz de medidas definida positiva de la forma

= i Gié.ri
i==1

siendo q un cierto niumero natural, x; nimneros reales y G; matrices
numéricas semidefinidas positivas, son equivalentes
NNXNT Y >< N 2
(a) C [z] = L3 (1)

(b) S 1g(G1) = .
=1

Demostracién
Para una matriz de medidas como esta (discreta y con soporte finito),
es claro que todos los espacios L& () son isomorfos, para 1 < p < oc, y

cualquier funcién f de L5 () puede representarse como

donde F; son matrices numéricas y x; los puntos del soporte de p. Puesto
que identificamos f con 8 si F;G; = 8, parai = 1,....q. es claro que los F;
que dan todos los valores posibles de f(xz;) como funcién de ﬁ:,%\,-'(u) estan
en biyeccién con la imagen de la aplicacién definida por G; (que también
denotamos por G;), G; : CM*N — C¥*N dada por Gi(F) = FG;. Y

teniendo en cuenta que dim (ImG;) = Nrg(G;), tenemos que

q q
(6.11) dim(L% (p Z =N z 1g(G
i=1 i=1

(a)—(b)
Si € *N[2] es denso en [, (p podemos representar cualquier funcién
f de El\,-( } como

n—1

f=3 APi(t)
k=0
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siendo A; matrices de tamafio N x N cualesquiera; si

n—1 n—-1

Z AkPk(t) = Z ALP;,-(t),
k=0 k=0

basta usar la ortonormalidad de P,...,P,_; para obtener inmediata-
mente que Ay = A, parak=0,...,n— 1.
De este modo, al variar las matrices Aj, en Mxy x(C) se obtiene todo

el espacio L% (1) y por tanto deducimos que
(6.12) dim(L% () = nN%

Teniendo en cuenta ahora (6.11) se tiene que

q
Z rg(Gi) = nN.
i=1
() (a) ‘
Dados P, Q en (C;?_xl"\' [z], P # @Q, podemos escribir
n—1 n-1

P=% AP, Q=) Bl
k=0 k=0

con By # Ay para algin k entre 0 y n — 1, por tanto P # Q en L3 (p).
Como CXY*N[a] C L2 (1), obtenemos que dim(L3(p)) > nN2.

-1

Ademds, de (6.11) obtenemos
| q
dim(L% () = N (Z rg(GJ) =nN?,
i=1

N x N . R .
por tanto C> >V [z] = L3 (1), y en consecuencia los polinomios hasta grado

n — 1 son densos en LA (1).

U

Volvamos ahora a la demostracién del teorema, probando
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(3)=(2)
Sea A una matriz numérica verificando A, A = A*AY, vy consideremos

la descomposicién en fracciones simples -

(Pa(3) = AP, ) (@ulX) — AQua () = 3 12
=1

i
— Ty '

Estd probado en [D3] (ver preliminares, pag. 9) que el rango de G;
coincide con la multiplicidad de z; como cero de P,{(A) — AP,_1(A). En
q q
consecuencia, Z rg(G;) = Z multiplicidad{z;) = nN. Del lema anterior
i=1 i=1
deducimos que (3) — (2).

(2)—=0)

NxN
Supongamos ahora que p € Voo, vy que C XA

n—1

L% (). Por ser esta condicién equivalente a la extremalidad de g en

[2] es denso en

Va-1, en virtud de los resultados probados en [K], podemos expresar
= Zle Gb.,, con G; matrices numéricas semidefinidas positivas y x;

nimeros reales que vamos a determinar. Procedemos en varios pasos.

PRIMER PASO: Para 1 <i,5 < g, se tiene la siguiente férmula

Gi(Praa

("L'j)An—Pn(xi) - P:(Ij)A:Pn—l(Ii))Gi =4.
En virtud del lema 6.4, y puesto que por hipétesis Ch % [z] = L3 ().

para toda funcién f de £% () tenemos que

n—1

J=3 (PP
k=0

en L2 (), siendo (f, I) el coeficiente de Fourier de f asociado a P. es
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decir
n—1 2
0= !f = > (£, PPy
k=0 2.p

q n-—-1 n—1 *
=37 (f(ivi) - (f Pk)Pk(-’Di)> Gi (f(x'i) - >, Pk)Pk(fUi)>
im1 }e=0 k=0

lo cual equivale a que

n-—1

f(2:)Gi =Y (f, P)Pu(:)Gi, paral<i<q.

k=0

I
Para A € C\ R, llamamos f\(t) = P Puesto que f) es acotada,

f € £%(u). Calculamos sus coeficientes de Fourier:

(fro Br) = /R ; f )\d,u(t)P,j‘(t)
B Pr(t) = PE(N) du(t) .
= [ autn = — +/Rt__APk(A)
= Qr(A) + w(N P (M),

siendo w()) la transformada de Hilbert de f, es decir

Tenemos por tanto que para 1 <i< gy A € C\R,

n—1
= 5 = 2 (Qh(V) + WV PLN)Pi(x:)Ci
k=0

T; —

n—1 n—1

=3 Qr(NPu(2)Gi +w(N) D PN Pe(:)Gi

k=0 k=0
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lo cual da
n—1
0= —T+(z; — \) Z QN Pr(zi)| Gi
k=0
n~—1
+w(}) [(xi - Z PN Pe(z:)| G
k=0

paral <:<gyAeC\R.
Usando las férmulas (6.5) y (6.9) se obtiene
(6.13) 0= [ o1 (MARP, () — Q’;(}\)A:Pn_l(xi)] G,
+ w(>‘) [Rf.-](A)AnApn(mf) - R:(A)A:Pn—l(l'z)] Gi

pual<i<qgyAeC\R
Multiplicando (6.13) por (z; — A) y tomando limite cuando X tiende a

q .

J, para j # i, y teniendo en cuenta que w(A) = Z : 3 se obtiene que
. Iy —
i=1

para 1 <4,7 < q,1# 7],

(6.14) G(Pr_y(27)AnPa(w:) = P () A5 Paca (2:))Gi = 6

paral <i,5 < q, 1 # . :
Puesto que P;_, (z;)An Py (z)— P (z;) AL Py 1 () = 6 (formula (6.7)).
la igualdad (6.14) se tiene para todo 1 <4,5 < gq.

SEGUNDO PASO: definicién de la matriz A.

A es la matriz que representa a una aplicacién lineal A : C¥ — CV que
definimos como sigue:

Si v, w son vectores de CV y v = P,_;(z;)G;w, entonces definimos
Av = P, (x;)G;w, es decir, A estd definida sobre la imagen de la aplicacién
que define la matriz P,_;(x;)G; al multiplicar por la derecha.

Probamos en primer lugar que A estd bien definida, es decir que si

un vector v estd en la imagen de P,_1(2,)G, y de P,_1(24)Gy. 0 estd
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representado en la imagen de P,_;(z,)G, por dos vectores, entonces las
dos definiciones coinciden. Supongamos pues que v = P,,_1(2,)Gpw, =
Ph_1(zq)Gqwq, donde p # ¢, 0 si p = ¢, entonces w, # w,. Probemos que
P (zp)Gpwp = P (24)G qwy.

En (6.14), poniendo 7 = p y multiplicando a la derecha por w, se obtiene
(6.15)

G Py (@) AnPu(wp)Gpwy — G Pr(xj)Ajv =0, paral<j<gq.

Poniendo en (6.14) ¢ = ¢ y multiplicando a la derecha por w, queda
(6.16)
GiPy 1(2;)AnPa(zg)Gqwy — GjPr(zj)A,v =10, paral<j<q.

Restando (6.15) y (6.16) se obtiene
(6.17)
G n— l(wj)Aﬂ(P7l($P)GPwP - P"(xq)G'qu) = 97 para 1 SJ S q.

Multiplicando por P,_;(z;) en (6.17) por la izquierda y sumando en j

se obtiene

q
> Py (2)GPiy(25) | An(Pa(p)Gpwp — Pa(ag)Gpw,) = 0.

i=1

Teniendo ahora en cuenta que

q
> Paca(@)GPia(e) = [ PaalOn(OP1(0) =

j=1

y que A, es invertible se deduce que P,(z,)Gpwp = P, (x)Gpy.
Veamos ahora que A estd definido sobre todo CV. Llamemos
T; a la aplicacién lineal de CV en CV representada por la matriz
P,_1(z:)GiP}_(z;), 1 <1i<gq. A continuaciéon probamos que la suma.de
las iidgenes de las aplicaciones T; es todo C¥. Llamemos A; a una base

de Im(7}). Si el espacio generado por los elementos de A; (1 <7 < ¢), es
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decir < Aq, ..., A, > tiene dimensién menor o igual que N -1, existe un
vector no nulo v ortonormal a < Ay,..., A, > y por tanto perteneciente a
Ker(T;) para todo i, es decir Tyv = 8 para todo 7. Sumando en ¢ se obtiene
como antes que v = @ lo cual es absurdo.

Por tanto, cualquiera que sea el vector v en CV, existen vectores w; en

CN, 1< i< g, de modo que v = an—l )GiP;_y(zi)w;. Llamando

i=1
¢

v = Pr_(xi)wi, queda v = E P, _1(x;)G;v;, y por tanto la suma de las

i=1
imégenes de los operadores T} es todo CV, con lo cual la matriz A estd

definida en todo C*.

TERCER PASO: A, A = A*A?.

Dado un vector cualquiera v en CV, lo expresamos como v =
p
i Puov(2:)Giv;, siendo v; vectores en CV. Multiplicando en (6.14)

a la derecha por v; y sumando en i se obtiene que
Gi(Pr_a(z5)AnA = Pr(z;) AL )v = 6.

para cualquier vector v en C, por tanto se deduce que
GiPr_y(zj)AnA — G P (z5)A, = 6.

Multiplicando ahora en esta férmula a la izquierda por v} y sumando se
obtiene que
v A A—-vTATAL =0

para cualquier vector v de CV, y por tanto A, A = A*A%.
CUARTO PASO: Para A € C\ R,

w(A) = —(Pa(X) = AP-1(N))7HQu(N) = AQn—1(N)).
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Retomamos ahora la fé6rmula (6.13)
0= [Q;—I(A)Anpn(xi) - Q:(A)A;Pn-—l(wi)] G
+w(A) [Pr_1(N)AnPal@i) = P (VAL Pooi(2i)] G

para 1 < 4 < ¢q. Multiplicando a la derecha por w y Hamando v =
P,_1(2;)G;w, tenemos que Av = P,(z;)G;w. Teniendo en cuenta que
todo vector de CV se puede escribir como suma de vectores de la forma

Ph_q(2:)Giw, i =1,..., ¢ (ver segundo paso), obtenemos que
0 = [Q;_1(NAA - QL(NAL] v+ w(N) [P, (MARA = Pr(M)AT] v

para todo v de CV y todo A € C\ R. Como A, es invertible deducimos
que

0 = [Qnoi(VAA4; T - QaV] Asv
+ o) [Proy(NAA4, ™ = PV Al

para todo vector v de C¥ y A € C\ R. Usando que A, A = A*A% se

obtiene que

0 =[Qr (NA" = Q]+ WP (VA" = Pi(V)]. AeC\R
que despejando da

w(A) = =(Qn(N) = QL (NMAT)(Pr(A) ~ Pi_i(MAT) ™ A€ C\R
y que gracias al lema 6.3 es

w(A) = =(Pu(N) = AP, 1 (M) 1 Qn(X) — AQ.—1(X)). A e C\R.

q
. G;
Teniendo en cuenta que w(A) = E 3

T —

i=1 "

fracciones simples de (P, (A) — AP,—1(A)) 1 Qn(A) — AQu-1(})) (ver
preliminares, pag. 9), el teorema queda probado.

y la descomposicién en
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4

Conviene comparar el teorema 6.4 con su version escalar. La
representacién de las medidas de Vs,,_o extremales en V;,_; en términos
de los polinomios p, — apn,—1 €s casi trivial en el caso escalar, debido a

Pa(T:)

. D Pn-1(x:)
visto, la estructura matricial introduce complicaciones que hacen que el

que es posible despejar y obtener directamente a = Como se ha

resultado para el caso matricial sea més laborioso de obtener, requiriendo
nuevas ideas.

Estas diferencias de estructura entre el caso matricial y el escalar
generan discrepancias importantes como se verd a continuacién. En el
caso escalar, los puntos del soporte de las medidas extremales soportan la
méxima masa posible en Vi, _o; en efecto, en el caso escalar si i € Vo, 9
es extremal en V,,_;, es bien conocido (véase por ejemplo [A]) que si

T; €s0pu, entonces

p{z:}) =

n—1

> pi(=)

k=0
y p({z:}) = v({z:i}), cualquiera que sea v € Va,_».

Esta propiedad no es cierta en el caso matricial. En efecto. las
medidas de Vb,_o extremales en V,_; no tienen porqué soportar la
maxima masa posible en V5,,_9; esto ocurrrird sélo cuando la masa
soportada corresponda a una matriz invertible, en cuyo caso el polinomio
P,(\) — AP,_1()) tiene en ese punto un cero de multiplicidad méxima
(N), y reciprocamente, en este caso la matriz A vendria dada por
A = P,(a)P;}(a), siendo a el punto que soporta la mdxima masa.

Dedicaremos la parte final del capitulo a demostrarlo:

Teorema 6.6. Sipu € Vs,_o es una matriz de medidas extremal en V,, _1.

pongamos
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donde z; son los ceros de P, (A) — AP,_1()\), para cierta A tal que

A, A = A* A%, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) p alcanza en x;, la mdxima masa posible en Vi,_5, mds
concretamente,

n-1 -1
Gio = (Z PI:(wio)Pk(xio)> .
k=0

(2) Gi, es invertible.
(3) P,(A\) — AP,-1()) tiene en z;, un cero de multiplicidad maxima
(N).
(4) Po_1(xy,) es invertible y A = Po(zi )P (T40)-
Demostracién

Veamos en primer lugar que de (1) se deducen (2), (3) y (4). La maxima
masa posible para pu € Vo,,_2 en x;, es

n—-1 -1
(Z PI:(’\O)Pk(AO)) :
k=0

puesto que

n—1 n-—1 n—1 *
> Pi(io) Pi(wio) = / (Z P;(x.fupk(t)) dp(t) (Z Py (i, >Pk<t>)
k=0 R \x=0 k=0

n—1 n—1 *
= /R " (}: P;‘(:uio)Pk(t)) dp(t) (Z P,j‘(;z:io)Pk(t)> +

k=0 k=0
n—1 n—1 *
+ (Z Plj(wio)Pk(xio)) B (z PE<$io)Pk(xio))
k=0 k=0

donde se denota por B la masa de la matriz de medidas p en z;,. Tenemos
por tanto que

n-1 n—1 n—1 *
> Pi(wi)Pulei,) 2 <§: Pz(:c,-o)Pk(:v.io>) B (Z Pif(a:f0>Pk<xio>)
k=0 k=0 k=0
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y por tanto

n—1 n—1 -1 n—-1
> Pi(wi)Pilxi) (Z P (i, Pk(m,0)> ~B| > P(i)Pilxi,)
k=0 k=0 k=0

de donde se deduce que

-1 -1
(Z P (ziy ) Pe(zy, )) -B>0.
k=0

Este hecho aparece también probado en [Z].

Asi, si p soporta en z;, la maxima masa posible, esta viene dada por

n—1 -1
= (Z P} (wio) Pe(ig )) :

k=0
que es una matriz invertible por ser la inversa de una matriz invertible:

n-1

> Pi(@io) Pulwie) > P (mio) Polwio) = 1.
k=0

La relacién entre el rango de G;, y la multiplicidad de z;, (recuérdese
que estos dos valores coinciden) nos dice que P,(A) — AP,_{(}) tiene un
cero de multiplicidad maxima en x;;, es decir de multiplicidad N. En
este caso es facil dar una expresién de la matriz A; en efecto, puesto que
P,(X) — AP,_1()) tiene en z;, un cero de multiplicidad NN, deducimos
de la observacién 3.4 (2) que Py(z;,) — AP, —1(z;,) = 0, y por tanto que
P, (z:,) = AP, _1(24,). S1 Pnp—1(zi,) fuera singular se tendria que z;, serfa
un cero de P,_1()) y de P,(A), y ademés P, (z;,) y Pa-1(xi,) tendrian un
autovector comun asociado a 0, lo cual contradice el teorema 3.3 (4). En
consecuencia, P,,_1(x;,) es invertible y por tanto A = P,(z;,) P, 1( o)-

Para probar el reciproco vemos que (2) implica (1). Multiplicando

(6.13) por (z; — ), tomando limite cuando A tiende a z; y teniendo en

cuenta que w( Z se obtiene que para 1 <i < ¢

i==1

Gi( Py (@) An Py (i) = Pr(mi) AL Py (2:))Gi = G,
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que usando (6.8) y particularizando para i = iy se trasforma en

n-—1
Gi, = Giy (Z P (io) Pr (i, )) Giy-
k=0

Puesto que por hipétesis G;, es invertible es posible despejar G,
obteniéndose
n—1 -1
Gig = <Z Pg(x‘io)Pk(mio)> :
k=0

es decir, la maxima masa posible.
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