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Resumen

Se presentan en esta memoria resultados que pueden ser enmarcardos dentro de

los problemas de clasificacion de algebras de Lie.

En la primera parte se da un algoritmo que genera, en tiempo polinomial,
familias de leyes de 4lgebras de Lie filiformes de dimensién n. Se obtiene, de la
aplicacién del algoritmo a través de su implementacién en un lenguaje formal, una
parametrizacién del conjunto algebraico afin formado por la familia de leyes fili-
- formes de dimensi6n 11; posteriormente, se presenta también una parametrizacién

de la familia de leyes filiformes de dimensién 12.

Cuando se considera la filtracién natural que produce la sucesién central
descendente de un 4lgebra de Lie nilpotente, se obtiene un dlgebra graduada finita
que, en cierto modo, constituye el “esqueleto” del dlgebra que se considera. Estas
dlgebras graduadas estan determinadas en el caso filiforme. Las algebras casifi-
liformes son las que tienen una sucesién caracteristica inmediatamente inferior a

las filiformes.

En la segunda parte de esta memoria se obtiene la clasificacion de las
algebras graduadas casifiliformes en cualquier dimension finita. Los resultados
dan una explicacion al diferente grado de dificultad en la clasificacién de las
algebras de Lie filiformes y casifiliformes, en términos del nimero de algebras

graduadas no isomorfas que se obtienen.
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Introduccion

La importancia de la teoria de grupos de Lie y dlgebras de Lie en Matematica
Aplicada ha ido aumentando en los iltimos afios. Continda siendo una poderosa
utilidad en el estudio de las ecuaciones diferenciales y en la teoria de perturba-
ciones. Su presencia en la fisica del estudio de las simetrias que se originan en
la mecénica clasica o cuantica, modelizando sistemas dindmicos donde el estado
del sistema puede ser descrito por puntos o en términos de espacios de Hilbert, la
han llevado a ser considerada la matematica de la simetria. La teoria de grupos
y algebras de Lie encuentra aplicaciones no sélo en la fisica de las particulas ele-
mentales o en fisica nuclear, sino también en diversos campos como la teoria de
la relatividad, la fisica del estado solido, la mecédnica continua, cosmologia, teoria
de control, etc.

El estudio de los aspectos constructivos se ha desarrollado enormemente
con el uso de los ordenadores. Se tiene una poderosa herramienta que permite
observar pruebas de conjeturas tedricas sobre las representaciones de algebras
de Lie. Este irea de la teoria de algebras de Lie augura un rapido desarrollo
[6] en un futuro préximo. Entre los aspectos constructivos que primero pueden

considerarse estarian los relacionados con problemas de clasificacion.

La clasificacion de élgebfa.s de Lie, bajo isomorfismo, es un problema fun-
damental. Probablemente, es uno de los primeros problemas que se encuentran
cuando se quiere comprender “el conjunto” de algebras de Lie. Clasificar las
algebras de Lie equivale a fibrar el conjunto que las tiene como elementos, corres-
pondiendo las fibras a las clases de isomorfia.
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La clasificacion de las dlgebras de Lie ha quedado reducida al problema
abierto de la clasificacion de las &dlgebras de Lie resolubles y, en particular, a
las nilpotentes (véase [18]). Las mds estudiadas de entre las ilgebras de Lie
nilpotentes son las filiformes. Los iltimos resultados publicados, que sepamos,
proporcionan la clasificacion de las dlgebras de Lie filiformes para las dimensiones
8, 9y 10 [2], [13] y [7]. A medida que aumenta la dimensién, adem4s de tener
que ir afinando cada vez mas en la seleccién de invariantes, se tropieza con la

dificultad creciente de los célculos implicados.

No puede ser ignorado el empuje recibido en la capacidad de célculo, via
ordenador, en ninguna rama de las matematicas. Con los sistemas de célculo
formal pueden ser considerados algoritmos que resuelvan problemas planteados
en términos de un lenguaje simbélico o, al menos, se pueden considerar algorit-
mos que permitan convertir el ordenador en un “asistente” matematico para la
resolucion de tales problemas. Asi, con éstas técnicas, se han podido determinar
explicitamente las 8 componentes irreducibles cuya unién constituye el conjunto
de algebras de Lie nilpotentes de dimensién 8 [28] y [4]. En el Capl'tulo I de esta
memoria se continia en ésta linea y se se desarrolla un método para el tratamiento

efectivo de la obtencién de familias de leyes filiformes.

Se presentara en la Seccién 1.3 un algoritmo que, construido para ser
implementado en un lenguaje simbélico, permite la generacién de familias de
algebras de Lie filiformes de dimensién finita. En la Seccién 1.5 obtendremos,
como aplicacion, una parametrizacién del conjunto de leyes de dlgebras de Lie
filiformes de dimensién 11 y también una parametrizacién del conjunto de leyes

de algebras de Lie filiformes de dimensién 12.

Se ha utilizado el software Matemathica en la implementacién del algo-
ritmo. Ademas de sus capacidades de lenguaje de programacién y de célculo
simbélico, disefado especialmente para hacer matematicas (ver [31]), permite
un tratamiento computacional interactivo que, junto con la teoria de bases de

Grobner [8], facilita los célculos en la resolucién de los problemas planteados.

La ayuda que proporciona la capacidad de calculo del ordenador no debe



ser confundida con las ideas y resultados matematicos que subyacen en la elabo-
racién de un algoritmo: el modo que permite decir a un ordenador como obtener
resultados es, en si mismo, un resultado mas. Un algoritmo es independiente del
ordenador y del lenguaje empleado en su implementacion y, en este trabajo, se
enfatiza en las propiedades de las dlgebras de Lie filiformes que permiten generar
familias de leyes y facilitar su determinacién. No se hace, pues, un estudio “in-
formatico” y ni siquiera se proporciona el cédigo del programa elaborado que,
como aplicacién del algoritmo, se utiliza en la obtencién de las familias de leyes
filiformes. Es mas, como los resultados en dimensiones concretas obtenidos son
independientes del algoritmo, pueden ser verificados incluso a mano (desde luego,
llevaria su tiempo. .. ), aunque la mejor forma de hacerlo es, l6gicamente, imple-

mentar el algoritmo en algin lenguaje formal y utilizarlo.

El Capitulo II de la memoria esta dedicado a la clasificacién de las algebras

de Lie casifiliformes graduadas.

La sucesidén caracteristica de un algebra de Lie nilpotente es un invariante
que ha permitido la clasificacién de las 4lgebras de Lie nilpotentes de dimensién
7 [3]. Es un invariante que, para cada dimensién, efectia una particion del
conjunto de algebras de Lie nilpotentes en subconjuntos, determinados por las
distintas sucesiones caracteristicas que pueden ser consideradas y que se ordenan
lexicograficamente. Las algebras filiformes tienen la mayor sucesién caracteristica
posible, que refleja el hecho de que son las de indice de nilpotencia maximal,
entre las de su dimensidn; es decir, son las algebras “menos nilpotentes” entre las
nilpotentes. Las dlgebras que tienen una sucesién caracteristica inmediatamente
inferior a las filiformes se han denominado, en este trabajo, casifiliformes.

Sobre las dimensiones para las que es conocida su clasificacién (véase [18]),
puede comprobarse que aparecen “mas fibras” en las 4lgebras casifiliformes que
en las filiformes. Ello traduce la mayor dificultad que presenta el estudio de tales
algebras.

La sucesién central descendente de un 4lgebra de Lie nilpotente g produce
una filtracién de g que le asocia, de forma natural, un algebra de Lie graduada
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grg. En general, g y grg no son isomorfas, pero el conocimiento de las algebras
filiformes para las que g = grg ha permitido obtener resultados relevantes so-
bre las dimensiones de las componentes irreducibles de la variedad de 4lgebras
de Lie nilpotentes [30] o en la descripcién del conjunto de élgebras filiformes
caracteristicamente nilpotentes [19] y [17]. Al pretender avanzar en el estudio de
problemas similares para dlgebras no filiformes, nos ha parecido natural el estudio
de las algebras graduadas casifiliformes.

M. Vergne [30] obtuvo que habia dos algebras filiformes graduadas dis-
tintas para cada dimensién par y una sola cuando la dimensién es impar. Se
mostrara como para las élgebras casifiliformes aparece también una familia finita
de algebras graduadas para cada dimensién, pero el niimero de lgebras de la
familia no es constante en cada dimensién n, de la misma paridad: a partir de
n = 10 se evitan comportamientos extraiios y se tienen (3n — 8)/2 4lgebras, si n

es par, y 3n — 9 algebras, si n es impar.

En la Seccién 2.3 se estudia y justifica la necesidad de considerar, para las
algebras casifiliformes, una generalizacién de la graduacién natural, que hemos
llamado p-graduacién. El hecho de que para las algebras filiformes no caben ser
consideradas p-graduaciones, aclara la simplicidad de la obtencién de las gradua-
das filiformes, que por otra parte, proporcionan la caracterizacién de las slgebras
casifiliformes 1-graduadas. En la Seccién 2.4 se determina la estructura que deben
tener las algebras p-graduadas y en las siguientes secciones se estudian los distin-
tos tipos de p-graduaciones que producen algebras no isomorfas y se obtiene su
clasificacién.

La lista de las algebras p-graduadas de dimensién n, dada en funcién de
los productos no nulos, salvo antisimetria, en una base {Xo, X1, ..., Xn-3, Yo}, €s

la siguiente:
Sin > 4, el dlgebra

Li1®C={ [Xo, Xi]=Xipn 1<i<n-3.
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Sin > 7y n es impar, el dlgebra

[Xo, Xi] = Xip 1<:<n-3,
[Xiy Xn-2-i] = (-1)""Xp—2 1<i< 7
Sin > 5, para 2 < p < n -3, las dlgebras
[XO’Xi]=Xi+1 1 SZSTI.—3,
(np) =
[Y(),Xi]=Xi+p ISlSn—Q"P-
Sin > 5y n esimpar, para 2 < p < n - 3, las algebras
( [Xo,Xi]=Xi+1 1<:<n-3,
B(n,p)= < [}/;)7Xi]=Xi+p 1 stn_z—p,
: -3
| o Xoand] = (<17 Ky 1SS T
Sin > 5, para 3 < p<n-—2y pimpar, las algebras
[Xo,Xi] = Xin 1<:<n-3,

c("’»p) =

[Xi, Xpoi] = (-1)7'Y, 1<i< ’%1.

Sin > 7yn esimpar, para 3 < p <n-—4y pimpar, las dlgebras

' [Xo0, Xi] = Xina 1<i<n-3,

Xi X, ] = (=1}, <i<P=l

D(ﬂ,p) = 9 [ 3] P—i] = (_1) 0 1<5:< T,
Ko Xozodl = (- Koy 158222
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Sin > 6y n es par, el algebra

( [Xo,X,’]=X.‘+1 1§z$n-—3,
n—4
D/OaXI] = Xn—2
T("’"_a) = , i—1 . n—4
[Xia Xn—3-t'] = (_‘1)2_ (Xn—3 + }/0) 1<:< 5
an—2-2 n—4
| [Xi, Xnoami] = (-1 3—22———’Xn-2 1<ic? "

Sin > 7y n es impar, el dlgebra

[ [Xo, X:] = Xinn 1<i<n-3,
Yo, Xi] = n—5Xn-4+£ 1512,
Tonmety = 4 Xiy Xncacd] = (=1 (Xooa + Yo) 1<is 222,
X Xooi] = () 2222 X, 1< 220
| [Xo, Xnoami] = (<1) (i = 1) "———23—3—")(,._2 2<i< = 3

En la Subseccién 2.6.3 se vera que las dimensiones 7 y 9 son casos parti-
culares que se comportan de forma excepcional, ya que aparecen, ademas, otras

algebras (n — 4)-graduadas.

Cada uno de los capitulos se cierra con una seccién en la que presenta-
mos algunas conclusiones y problemas abiertos, que pensamos contribuyen a fijar
el alcance y la posible prolongacién de los temas estudiados y de otros temas
mencionados.

Se concluye con una seccién donde se cita la bibliografia empleada, asi
como algunas referencias basicas que se han utilizado para el desarrollo de este

trabajo.

Por dltimo, no sé si es éste el mejor lugar para referenciarlo, pero esta
memoria ha sido escrita usando el TEXde Knuth y, mas concretamente, se ha
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usado mayoritariamente el conjunto de macros ATgXde Lamport; sus manuales
[23] y [24] son la consulta obligada que permite ficilmente la transcripcién para
la presentacion final de la tesis.
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Capitulo 0
Preliminares

En este capitulo se darin las nociones y definiciones generales que seran uti-
lizadas a lo largo de esta Tesis. Se referencian algunos textos introductorios sobre
algebras de Lie, alli donde creemos pueden consultarse aspectos generales, pero

importantes, aunque sean suficientemente conocidos para el especialista.

Si el lector no esta suficientemente familiarizado con los tépicos que se

tratan, podria recurrir a los textos que se citan a continuacion.

Podrian ser considerados basicos los textos de Jacobson [22] o Humphreys
[21] y el “survey” de Belifante y Kolman [6]. Mas recientemente, con un enfoque
muy actual, puede ser consultado el texto de Bauerle y Kerf [5]. Un texto muy
reciente pero imprescindible, dedicado especialmente a las algebras de Lie nilpo-
tentes, objeto de estudio en esta Tesis, es el de Goze y Hakimjanov [18]. Para
fijar la terminologia en los tépicos relacionados con Geometria Algebraica podria
consultarse el primer capitulo del Hartshorne [20]. También muy recientemente
se ha publicado un excelente texto de Adams y Loustaunau [1] sobre bases de
Grobner que puede ser consultado como texto basico y que cubre perfectamente
las aplicaciones de dicha teoria en Geometria Algebraica, que se han usado en el

primer capitulo de esta memoria.



2 Capitulo 0. Preliminares

0.1 Notaciones y terminologia

Un dlgebra de Lie (g, p) sobre un cuerpo K es un un espacio vectorial g sobre K
con una aplicacién bilineal u : g x g — g, llamada producto o ley del dlgebra, que
cumple, para todos los elementos z,y, z de g, las propiedades

/‘(mam) =0

y la identidad de Jacobi, que se expresa como

u(z, p(y, 2)) + u(y, (2, 7)) + p(z, p(z,y)) = 0.

Se suele designar pu(z,y) por [z,y] y, asi, ¢ es conocido en la literatura
como producto corchete; por otra parte, g designa el algebra o el espacio vectorial
indistintamente, segin el contexto. A la dimensién del espacio vectorial subya-
cente g se le llama también dimension del dlgebra. Las algebras de Lie, en este
trabajo, seran consideradas sobre el cuerpo C y de dimensién finita. Es habitual
en la literatura sobre 4lgebras de Lie usar la notacién {X;,Xs,...,X,} para una
base del algebra y expresar los elementos del algebra en letras maytsculas, con
lo que el producto corchete de dos vectores genéricos aparece como [X,Y]. En el
Capitulo II de esta memoria seguiremos tal convenio, es mds las bases seran de-
notadas, por conveniencia, como { Xy, X1,...,Xn-2,Y5} . En el Capitulo I hemos
respetado la notacién que sobre el ordenador resulté mas cémoda en la imple-
mentacion del algoritmo que se presenta, debido a las peculiaridades del lenguaje
simbdlico que se utilizo.

Si A = Clzy,z3,...,2,) es el anillo de polinomios en n variables sobre C,
interpretaremos los polinomios f € A como funciones del espacio afin C" en C.

Si T C A, el conjunto de cerosde T es
Z(Iy={PeC": f(P)=0, VfeT}.

Si a es el ideal de A generado por T', entonces Z(T') = Z(a) y como A es noethe-
riano Z(T') puede ser expresado como el conjunto de ceros de un conjunto finito

de generadores de a.



0.1. Notaciones y terminologia 3

Un subconjunto Y de C" es un conjunto algebraico afin o conjunto al-
gebraico si existe T C A de modo que Y = Z(T). Los complementos de los
conjuntos algebraicos son el sistema de abiertos de la topologia de Zariski en C™,
menos fina que la topologia euclidea. Un conjunto algebraico es irreducible si
no puede ser expresado como una unién de subconjuntos propios de €l, que a
su vez sean algebraicos. Una variedad algebraica es un cerrado irreducible en la
topologia de Zariski. Cada conjunto algebraico puede ser expresado de forma
unica como una unién de variedades algebraicas, tal que ninguna esté contenida

en otra, que se llaman componentes irreducibles.

El Nullstellensatz de Hilbert, en nuestro caso, dice que si a es un ideal de
A = C|zy,23,...,Z5] ¥ un polinomio f de A se anula para todos los puntos de
Z(a), entonces para algin mimero natural n se verifica f* € a. El radical del
ideal a esta definido como

Va={f € A: f* €a, para algin n}

y es una consecuencia inmediata del resultado anterior que para todo ideal a se
tiene que

{f € A: f(P)=0, VP € Z(a)} = V/a.

Una base de Grébner de un ideal a de A = C[z,z3,...,2y,] €s un sistema
generador que tiene la propiedad de que la “divisién” sobre €l proporciona un
resto nulo, cuando se toma un polinomio f € a como dividendo. El algoritmo de
Buchberger [8] u otros mejorados [1] proporcionan bases de Grobner de un ideal,
en un analogo del algoritmo de Euclides para varias variables, que también puede
ser interpretado como una generalizacién de la eliminacién gaussiana en el caso

no lineal.

Si suponemos elegido en N™ un orden total cumpliendo las propiedades,
para cada a, B1, B2 € N", siguientes:

0fa y bfiipe=>h+talfta

como pueden ser el orden lexicogrifico, el diagonal, etc. podemos definir el ezpo-
nente privilegiado de un polinomio no nulo f € A = Clz,,z,,...,z,] (respecto al



4 Capitulo 0. Preliminares

orden elegido), como

exp(f) = max {a € N": f, #0},

an

donde f = ¥, fo X*y se ha denotado para & = (ay, ..., ay,) el término 27, - - -, 22
del polinomio por X°.

Si a es un ideal no nulo de A, se define el conjunto de exponentes del ideal
como
E(a) = {exp(f): f € a}
y, claramente, se tiene que E(a) + N* = E(a). Los subconjuntos no vacios de
N" con esta propiedad se llaman ideales de N*. Una base de Grobner o base de

division de a es una familia finita f;,..., f, de elementos de a tales que

r

E(a) = U (exp(f:) +N").

=1

Se tiene, entonces, que

1. Todo ideal a de A posee una base de Grobner.
2. Una base de Grobner de a es un sistema generador del ideal.

3. Existe una divisién en A de un polinomio entre una familia de polinomios
de modo que un polinomio f € a si y sélo si es nulo el resto de dividirlo
entre una base de Grobner del ideal.

4. Existen algoritmos que permiten encontrar bases de Grobner de un ideal a

definido por un sistema generador.

El sistema de cédlculo formal Mathematica viene con una eficiente imple-
mentacion de un algoritmo de cilculo de bases de Grobner, que ha sido utilizado
para la reduccion de las restricciones obtenidas sobre las constantes de estruc-
tura proporcionadas en las aplicaciones que, del algoritmo ALFIL, se hacen en el
Capitulo I y en la obtencién de ejemplos de algebras graduadas, que se utilizaron
en el Capitulo II.



0.1. Notaciones y terminologia 5

Si llamamos B?(C") al espacio vectorial de las aplicaciones bilineales de
C" x C" en C" y fijamos una base {e;,ez,...,¢e,} de C*, podemos determinar un
elemento a € B*(C") por sus constantes de estructura: el conjunto de escalares
{CE}, definidos por las férmulas a(e;,e;) = iz, Ck ex; de este modo, BX(C")
puede ser dotado con estructura de espacio afin. Asi, también podemos considerar
un algebra de Lie g como un elemento de B?(C"); el conjunto £, de leyes de

algebras de Lie sobre C" es, entonces, un conjunto algebraico afin inmerso en
3
w3

C

, definido por las relaciones polinomiales

1. Cf =-Ck

3%

Z ;Cu+C; L Ch+Chi Ci=0,

y parametrizado por las (n® — n?)/2 constantes C,.

Un algebra de Lie no abeliana g es simple si no tiene ideales propios y
semi simple si no tiene ideales propios abelianos. Las 4lgebras semisimples son
sumas directas de algebras simples y éstas son perfectamente conocidas desde los
trabajos de KILLING y CARTAN y estan clasificadas (puede verse en [18] 6 [21]).

Si g es un algebra de Lie y se pone
D°g=g,
D'g = u(s,9),
Dk+1g =u (Dkg,Dkg) . kE>1,

la sucesion de ideales
g=D%>D'¢g>..->DgD---

se llama sucesion derivada de g y si existe un entero k para el que D*g = {0} el
algebra se dice resoluble; en tal caso, el menor k que lo cumple se llama indice de
resolubilidad de g.
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El Teorema de Lévi (véanse, por ejemplo, [18] 6 [22]) nos dice que toda
algebra de Lie g admite una descomposicién en suma semidirecta de su radical (el
ideal resoluble maximal del 4lgebra) y una subéilgebra semisimple (la subdlgebra
de Lévi)

Si denotamos

Cog =4,
C*lg=u(C*gg), k>0,
la sucesién de ideales
g=C%>C'gD>---DCgD---

se llama sucesién central descendente de g y si existe un entero k para el que
C*g = {0} el algebra se dice nilpotente; en tal caso, el menor k que lo cumple
se llama indice de nilpotencia de g. Un éalgebra de Lie g se dice filiforme si
dimcClg=n—-1—iparal <i<n-1.

Si g es un algebra de Lie y = € g, se denota por ad z la aplicacion adjunta
asociada a r, es decir, el endomorfismo de g definido por
y — u(z,y).
La aplicacién
ad: g — gl(g)
es una representacion de g, llamada representacion adjunta del dlgebra. El Teo-

rema de Engel nos dice que un algebra de Lie g es nilpotente si y sélo si adz es
nilpotente para todo z € g.

Un endomorfismo f de g se dice que es una derivacion del algebra si

u(f(z),y)+p(z, fy)) = f(u(z,y)), Vz,y€s.

Si todas las derivaciones de un algebra son nilpotentes, el dlgebra se dice ca-
racteristicamente nilpotente. El conjunto de las derivaciones de g, denotado por
Der(g), es un algebra de Lie sobre C, definiendo

p(f,g)=fog—gof.
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Se tiene que, para todo z € g, el endomorfismo ad z es una derivacién
que se dice interna del dlgebra. El conjunto de las derivaciones interiores, ad g,
es un ideal de Der(g). Méddulo el estudio de las derivaciones de las algebras de
Lie resolubles, la clasificacién de las dlgebras de Lie se reduce, via el Teorema de

Levi, a la de las resolubles y en particular a las nilpotentes (véase [18]).
. [ ]

El decidir si dos algebras nilpotentes son no isomorfas no es una cuestién
facil, por lo que recordamos los invariantes mas comunes de un algebra, es decir,
las propiedades que se conservan bajo isomorfismos, de entre las que la dimensién
y el indice de nilpotencia del algebra son las més simples. Son también invariantes

las dimensiones de los ideales que nos proporcionan la sucesién derivada
g=D D> D'gD>--- D> DPg= {0}

la sucesion central descendente
g=C’%>C'gDd---D>C’g={0}

asi como la sucesidn central ascendente que se define como

{0} =Co(g) c Ci(g) C--- C Cs(g) =g

donde :
Co(ﬂ) = {0} ’

Ci+1(g9) = {z € g: p(z,9) C Ck(g), k=0}.

Es decir, si ponemos
d; = dim(D'g), ¢ =dim(C'g), ¢ = dim(Ci(g)),
entonces la sucesion de dimensiones
(n,dl, ceydpr /. e, ,c,_l)

es un invariante de g. La clasificacién de las algebras de Lie nilpotentes de

dimensiones menores o iguales a 6 se puede obtener utilizando estos invariantes.
Recordemos que la subalgebra derivada de g es

p(g,9) = C'g= D'g
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y que el centro del algebra esta definido como
ceng = Ci(g).

A veces, es suficiente para descartar algebras no isomorfas estudiar las dimen-
siones de estos ideales, o de algunos obtenidos, a partir de ellos. Por ejemplo, si

bh es una subalgebra de g, €l centralizador de §) en g se define como

{z€g: p(z,h) =0}

y su dimensién es también un invariante de g. Un invariante més potente la
sucesion caracteristica, con el que puede obtenerse la clasificacién de las algebras
de Lie nilpotentes de hasta dimensién 7, sera utilizado en el Capitulo II (ver la

Subseccién 2.2.4) para definir las dlgebras casifiliformes.



Capitulo 1

Generacién de leyes de Algebras
de Lie

En este capitulo se estudian algunas propiedades de las dlgebras de Lie filiformes
que conducen a la presentacién un algoritmo, que permite generar familias de
leyes de este tipo de algebras. Se obtuvo una implementaciéon en el lenguaje
simbdlico del sistema Mathematica y se ha utilizado en la determinacién de las

familias de algebras filiformes de dimensiones 11 y 12.

1.1 Introduccién

La determinacion de listas exhaustivas de algebras de Lie se torna un problema
mas y mas complejo, conforme aumenta la dimensién. La clasificacién de las
algebras de Lie nilpotentes es un problema abierto que ha sido abordado por
distintos autores, pudiéndose ver en los trabajos de Dixmier [10] y Vergne [29] las
listas completas para dimensiones n < 5 y n = 6 respectivamente; en Ancochea y
Goze [3] 0 en Romdhani [27], por otro procedimiento, se obtienen las de dimensién
n = 7. En el caso de las algebras de Lie filiformes, definidas por M. Vergne [30], la
clasificacién para las de dimensién n = 8 fue obtenida por Ancochea y Goze [2].

9
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Echarte y Gémez han obtenido la clasificacién de las algebras de Lie filiformes
de dimensién n = 9 [13] y Boza, Echarte y Niiiez han obtenido las de dimension
n =10 [7].

El interés se va desplazando a responder otras cuestiones que plantea la
Geometria Algebraica, como la determinacién de los conjuntos algebraicos de
leyes de algebras de Lie y sus componentes irreducibles. Con métodos con-
vencionales parece dificil aportar nuevos resultados, ya que la dificultad de los
calculos implicados los hace practicamente inaccesibles. Ancochea, Gomez, Goze
y Valeiras [4], [28] han probado que el conjunto de leyes de algebras de Lie nilpo-
tentes de dimensién 8, N, es la unidén de 8 componentes irreducibles; las han de-
terminado explicitamente, haciendo uso del ordenador como asistente matematico
y empleando algoritmos desarrollados sobre paquetes de calculo simbdlico.

Es posible, abundando en la idea de utilizar lenguajes de calculo formal,
obtener un uso inteligente del ordenador como asistente matematico, hasta el
punto de implementar algoritmos generados para familias de dlgebras, en las que
la dimensién sea un elemento mas del conjunto de datos. Vamos a desarrollar
un algoritmo que permita generar, sobre un lenguaje simbdlico, las familias de
leyes de algebras de Lie filiformes. Utilizaremos el sistema de calculo formal
Mathematica para obtener una implementacién del algoritmo y avanzar en el

estudio de las algebras de Lie filiformes.

1.2 Resultados preliminares

Pretendemos en esta seccién encontrar, a partir de resultados conocidos, una
base del algebra de Lie filiforme en la que podamos encontrar un buen nimero de
productos nulos que involucren a sus elementos; ello permitira definir el dlgebra,
en funcién de una tal base, con un nimero considerablemente menor de constantes

de estructura no nulas que si partimos de una base arbitraria.

Al elegir la base B = {ey,¢€,...,¢e,}, para determinar el 4lgebra de Lie
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filiforme g, se intentara obtener el mayor nimero de productos u(e;, e;) nulos. Asi,
se tomara e; de entre los vectores del conjunto {z : z ¢ C'g} y los otros elementos

mediante la asignacion de ad e; segiin el siguiente teorema de estructura:

Teorema 1.1 Sea g un dlgebra de Lie filiforme de dimension n. Eziste una base
B = {ej,e3,...,e,} de g, con e; € g\C'yg, tal que

1. pler, &) =€p1, 2<i<n-—1,

2. ceng =<e, >,

3. pleien1)=0, 2<i<n-2.
Diremos que B es una base adaptada del dlgebra.

Demostracién Sin méis que considerar el cambio de bases adecuado, puede verse
una demostracién en [16, pags. 59-64]. O

Si B es una base adaptada del dlgebra g, entonces la matriz del endomor-
fismo ad e; con respecto a la base B tiene un bloque de Jordan de orden n — 1;
ademads C'g es el espacio vectorial generado por {€i+2,€i43y- .}, 1 <7< =2,
y se tiene finalmente C*~1g = {0}.

Se pueden conseguir més productos nulos, recurriendo a las propiedades
de los C'g. En efecto, la proposicién siguiente se sigue de forma inmediata de la
relacién p (C'g,Cig) C Cititlg,

Proposicion 1.2 Sea B una base adaptada de g. Entonces

1. plee))= > cfjek, 5<i+jij<n+1;
k=i+j-1

2. plei,e;) =0, n+2<i+j.
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1.3 Generacion de leyes de algebras de Lie fi-

liformes

1.3.1 EIl descenso de un vector

La clave del método para generar algebras de Lie filiformes esta en obtener una
formulacién recursiva para los productos de los elementos de una base adaptada
del algebra que, partiendo de los resultados de la seccién anterior, no son nece-
sariamente nulos. A cada r € C3g le serd asociado un vector, en funcién de la

base adaptada de g, como se indica en la siguiente definicién.

n

Definicién 1.3 Si B es una base adaptada de g y z € C3g, conz = Y% ( z'e;,

llamaremos descenso de z al vector

n
Zm'e;_l siz#0,

Desz =<{ i=s
0 siz=0.

No hay dificultad en comprobar que para todos los vectores z,y € C3g se
verifica -
Des(az + fy) = a Desz + f Desy

es decir

z+ Desz

es una aplicacién lineal. Si conviene considerar aparte el hecho de que si un
vector z € C3g es la imagen de otro y € C?g mediante la aplicacién ade;, es
decir z = ad e;(y), se tiene que el vector y es una combinacién lineal del descenso

de z y del vector e,.

Lema 1.4 Sean g un dlgebra de Lie filiforme, x € C3g y B una base adaptada
de g. Entonces, si z = u(e1,y), siendo y € C?g, existe un escalar a € C tal que

y=Desz+ae,.
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Demostracién. Sean los vectores y € C?gy z = Y75 z' ¢; tales que

/‘(ela y) =Z.

Entonces, si y = 3", y' ¢;, por el Teorema 1.1 se tiene la igualdad

n
plen,y) = v e
=5
Asi, se verifica
yl=1', 5<i<n

y se obtiene el vector y expresado como

y=Desz + y"e,. (]

Ahora estamos en condiciones de poder expresar el producto u(e;, ;) me-

diante una relacién recursiva, utilizando la relacién de Jacobi que deben verificar

los vectores e;,e2 y e3.

Proposicién 1.5 Sean g un dlgebra de Lie filiforme y B una base adaptada de

g. Sean i,j nimeros enteros cumpliendo que 2 < 1 < j<n—2,1+j < n.

Entonces, para algin c}; € C se tiene

p(ei,e;) = Des(p(eis1,€;)) + Des(p(es, €j41)) + cj en-

Demostracién. Si z,y,z € g, denotaremos como J(z,y,z) = 0 la identidad

de Jacobi asociada a los vectores correspondientes. Para cada par de enteros ¢, j

con 2 < i< j,t+j < n, se obtiene de la relacién de Jacobi J(e,e€;,€e;) = 0 la

igualdad
pler, plei €5)) = pleir, €5) + ples, €j41).-

Esto implica que a los vectores

y= l‘(ei’ej) € 029
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z = peit1,€5) + plei ej41) € Cog
se les puede aplicar el Lema 1.4, de donde se obtiene el resultado llamando c}; al

a correspondiente. O

1.3.2 El algoritmo ALFIL

Utilizando los resultados de esta seccién y de la seccién anterior es posible dar un
algoritmo que genera la familia de leyes filiformes de dimensién n. El conjunto de
condiciones que deben verificar los pardmetros, obtenido por el algoritmo de las
relaciones de Jacobi, puede permitir la eliminacién de algunos de ellos; es decir,

el numero de parametros que proporciona la salida no es minimal.

Teorema 1.6 Eziste un algoritmo polinomial que genera el conjunto de leyes de
dlgebras de Lie filiformes de dimension n.

Demostracion. El algoritmo es el que se describe:

ALFIL

Entrada

La dimension n(> 5) del algebra de Lie filiforme g.

Salida

El conjunto de leyes u de algebras de Lie filiformes para una base adaptada

B ={ej,ez,...,en}.
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Método

Paso 1 Se introduce la dimensién n del dlgebra. Se establecen las propiedades

que definen a g (bilineal alternada) y al descenso (linealidad).

En un lenguaje simbélico se pueden definir objetos o funciones median-
te un conjunto de reglas de forma que, en la obtencion de valores, se
tengan en cuenta. Se establecen estas propiedades de las aplicaciones
i y Des para poder obtener valores en vectores arbitrarios en funcién
sélo de los que toman en los elementos de una base lo que, en el caso

de u, determina la ley del dlgebra (véase la Seccién 1.4).
Paso 2 Asigna los u(e, €;) no nulos obtenidos del Teorema 1.1.
Paso 3 Asigna los p(e;, €;) nulos obtenidos del Teorema 1.1 y de la Proposicién 1.2.

Paso 4 Obtiene los u(e;, e;) del apartado 1 de la proposicién 1.2, aplicando la

recurrencia obtenida en la proposicién 1.5.

Puede hacerse mediante un doble for-next variando en el bucle ex-
terior j desde j = n — 2 hasta j = 2, y variando en el bucle interior 1
desde ¢ = min{n — j — 1,7 + 1} (el primer indice que no sea necesa-
riamente p(e;,e;) = 0) hasta i = 2. Asi se hizo en la implementacién
con el lenguaje Mathematica que luego fue utilizada en la obtencién
de los resultados de las secciones siguientes.

Paso 5 Calcula las condiciones que, obtenidas de las relaciones de Jacobi, deben

cumplir los paridmetros c}; para que p sea algebra de Lie.

Una vez que se tiene la ley del ilgebra en funcién de los parametros
proporcionados por el paso anterior, se seleccionan los coeficientes no
idénticamente nulos de los vectores resultantes de todas las condiciones
de Jacobi; éstas pueden ser obtenidas mediante un triple for-next. Se
obtiene un conjunto de ecuaciones polinémicas que definen al conjunto
algebraico afin F,, de leyes de dlgebras de Lie filiformes que tienen
dimensién n.

Paso 6 Responde dando la ley y las relaciones polinomiales de los parametros.
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El tiempo que toman los pasos 2 y 3 es O(n?). Para ver cuintas opera-
ciones se realizan en el paso 4 basta observar que el descenso de un vector lleva
O(n) y que, en el doble bucle (O(n?) ejecuciones), cuando se realiza un célculo,
ya se conocen los productos u(e;41,€;) y p(ei,ei+1), que son los vectores en los
que se aplican los descensos de la recurrencia; por tanto, calcular p(e;,e;) solo
cuesta O(n) y, en total, una cota del tiempo invertido en el paso 3 es O(n3). En
el paso 5 el niumero de relaciones de Jacobi, los productos necesarios para obtener
cada una de ellas y la seleccién de los coeficientes no nulos dan O(n®) como cota

del tiempo.

En total, el algoritmo se ejecuta en tiempo O(n®). O

1.4 Implementacion del algoritmo

Se ha realizado una implementacién del algoritmo ALFIL para el sistema de
calculo formal Mathematica del cual, entre otras ventajas, podemos sefialar

Interactividad: el sistema debe ser imaginado como un ordenador que sabe
de dlgebras de Lie, mas que como un “artilugio” que lee datos e imprime
resultados. La interaccién humana en el desarrollo de los calculos es indis-
pensable para poder completar algunos de los resultados obtenidos en las

secciones posteriores.

Portabilidad: Mathematica, asi como el software que se desarrolle con él, se
ejecuta sin cambios en muchas plataformas informaticas distintas. La mayor
parte del trabajo la hemos realizado en un ordenador personal con micro-
procesador 80386/87 a 33 MHz, 8MB de RAM y un disco duro de 105Mb.
Por otra paerte tenemos acceso a sistemas Mathematica instalados en
VAX/VMS, VAX/UNIX y estaciones de trabajo SUN. Evidentemente la

mayor capacidad de estos sistemas daria una solucién mas rapida de los
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calculos planteados y permitiria abordar otros mas complicados. Hemos
preferico un PC por tener un mejor interface de usuario que lo hacia mas

amistoso que en los sistemas mayores.

Expresividad: El lenguaje mixto procedural/de reglas/funcional de Mathe-
matica hace que su cédigo sea muy expresivo y legible, lo que disminuye
sensiblemente el riesgo de errores de programacion. Asi la parte del codigo
en donde se definen las propiedades que definen al del descenso de un vector,
Paso 1 del algoritmo ALFIL, y la parte donde se obtienen los productos
no nulos del Paso 4 del algoritmo, se pueden escribir en el lenguaje Ma-
thematica como

(* Propiedades del descenso *)
Des[0, base_:x]=0;
Des[a_ base_[i_], base_] := If[i>4, a baseli-1], 0];

Des[x_ + y_, base_] := Des[x, base] + Desl[y, base];

(* Productos no nulos generados en el PASO 4 *)
For[k=2, k<dim-2, k++,
For[j=Min[k+1, dim-k-1]; i=j, i>1, i--,
mufbase[i], base[dim-k]] =
Des[mu[base[i+1], base[dim-k ]], base] +
Des[mu[base[i ], base[dim-k+1]], base] +
c[i,dim-k] base[dim]

No desarrollamos el cédigo completo del programa, ya que el algoritmo
puede ser implementado ficilmente en cualquier lenguaje formal que permita
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calculo simbdlico. Las lineas de cddigo mostradas sélo pretenden dar una idea de
la sencillez y claridad de expresién que se consigue en el entorno Mathematica.

1.5 Aplicaciones del algoritmo ALFIL

Usando la implementacién del algoritmo ALFIL que se ha realizado para este
trabajo, hemos podido utilizar la salida proporcionada en los casos n = 11 y
n = 12 para determinar la parametrizacién que se expresa en el teorema enunciado

a continuacion y en el anilogo que se obtendra en la Subseccién 1.5.2.

1.5.1 El conjunto de leyes de dlgebras de Lie filiformes

de dimensién 11

Vamos a considerar en esta subseccién el conjunto de leyes de algebras de Lie
filiformes de dimensién 11. Podemos encontrar una expresién para la familia

como se expresa en el teorema siguiente:

Teorema 1.7 El conjunto de leyes de dlgebras de Lie filiformes de dimension 11
puede ser parametrizado por los puntos de un conjunto algebraico afin Fy; C C'S.
Ademds, si g = (C', i) es un dlgebra de Lie filiforme, entonces eziste una base
B = {e1,€z,...,e11} de g tal que:

1. pler, €)=, €41 2<:<10

2. plez,e9) = c29€11

3. p(es,es) = cagen

4. pez,es) = (c29+ c3s) €10 + C28 €11
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5. ples,e7) = cqzen
6. p(es,er) = (cas+car)ern+ cazen
7. u(ez,er) = (c20+2c3s +car)ea+ (c28+ car) €10+ c27en
8. pu(es,es) = cs6€en
9. puleq,eq) = (ca7+ cs6) €10+ Ca6en
10. p(es,ec) = (cas+2caz+ cs6) €9+ (€37 + €a6) €10 + €3 €11
11. p(ez,e6) = (cz9 + 3cag+ a7+ cs6) € + (Ca,8 + 2 €37 + Ca6) €9 + (o7 +
C3,6) €10 + C2,6 €11
12. p(eq,es) = (ca7+ c56) €9 + Cag €10+ Casen
13. p(es,es) = (cag+3ca7+2cs6) es+(c37+2¢46) €0+ (Cag+cas)erotcssen
14. plez,es) = (coo+4css+6car+3cse)er+ (c2s8+3csr+3cag)es+ (c27+
2c36+ Ca5) €9+ (26 + C35) €10 + Ca5 €11
15. p(es,eq) = (cag+3car+2cs6)er+(car+2cs6)es+(cae+cas)eotcasernt
€34 €11
16. p(ez,e4) = (coo+5cas+9cs7+5cs6)es+ (cas+4c37+5c46)er+ (c27+
deag+2cs5)es+ (c26+2c35) €9+ (€25 + €34) €10 + C2a €11
17. p(ez,e3) = (c29+5cas+9car+5cs56) €5+ (cas + 437+ 5cags) s+ (ca7+

dese+2cus5)er+ (cop+2c35)es+ (c25 + €3q) €9 + a4 €10 + C23 €11

stendo el resto de los productos nulos y con los ¢;; € C verificando las siguientes

cuatro ecuaciones: P, =0,1 <1< 4, donde

PIZ

2 2
—4c37° —8czgcag + 2cr9Ca5 + 3czgcas + 3casCa6 — C37Ca6 + SCae’ +

deg7eq7—6c3gcar+1lcascar+2c7¢656—5caecs6+ Dcascse
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Py: —Tcarcag+2c9cae—3cascast3cagcar—6c3rcar+3cascsetesreset
5 C4,6 C5,6
. 2
Ps: —3c3s®+2cr9¢c47 —3c3gcar—6cagesg—9carcs6— Hese
. 2 2
Py: —4czgear—6c47° +2c29¢c56+5c3sc56+6ca7¢56+ 5¢56

Demostracion. Denotando, por simplicidad, las constantes de estructura s

como c; ;, se obtiene como salida del algoritmo ALFIL en el caso n = 11:

Ley del algebra

10.

11.

12.

13.

. Il(el, 62) = €3

pler, e3) = ey
ﬂ(el,e«i) = €5
pler,es) = es

”’(el ’ eG) = €7

. ”(elae'f) = €g

#(61, 68) = €9
per, e9) = exo

#(61, 610) =e€n

ll(es, 69) = C39 €11

pez,e9) = cager0 + c29 €1

ﬂ(64, 68) = C8€11

p(es, es) = (€390 + cq8) €10 + Cag €11
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14. p(ez,es) = (2¢39 + cas) €9 + (c20 + c3s) €10 + 28 €11

15. p(es,e7) = cs7en

16. p(eq,e7) = (ca8+ c5,7) €10 + caren

17. p(es,e7) = (c39+ 2cas + c57) €9 + (cas + €4,7) €10 + €37 €11

18. u(ez,e7) = (3cao+3cas+cs7)es+ (co9+2cas+car)eg+(cas+caz)ero+
C2,7 €11

19. p(es,es) = cs5,7€10 + Cs6€11

20. p(es,e6) = (cas+2c5,7) €9+ (caz+ C56) €10 + Ca6 €11

21. p(es,e6) = (cao+3cag+3cs7)es+ (cag+2¢47+Cs6) e+ (caz+cag)erot
C36 €11

22. plez,e6) = (4ezo+6cas+4csz)er+ (cao+3czs+3car+cs6)es+ (c28+
2¢c37 + cag) €9 + (c27 4+ c36) €10 + C26 €11

23. p(eqres) = (cag +2cs5,7) eg + (Ca7 + C56) €9 + Cag €10+ Cay5 €11

24. p(es,es) = (cao+4cag+5cs7)er+(cag+3car+2cs6)es+(caz+2ca6) s+
(ca6+ ca5) €10+ €35 €11

25. p(ez,e5) = (5ca9+10cas+9cs7)es+(coot+4cas+6car+3cse)er+(cost
3ear+3cag)es + (c27+2c36+ cas)es+ (26 + C35) €10 + C25 €n

26. p(es,eq) = (cao+4cas+5cs7)es+(cas+3car+2cs6)er+(car+2cap)es+
(c3,6+ ca5) €9+ C35 €10+ C34€11

27. p(ez,eq) = (6c3p+ 14cqs + 14c57) €5 + (c29+ 5eag + 9car + Hese) €6 +

(c28+4car+5cag)er+ (c27+3cze+2ca5)es+ (c26+2¢35) e+ (c25 +

3,4) €10 + C2.4 €11
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28. [1,(62, 83) = (6 C3,9 + 14 C48 + 14 65,7) e4 + (62'9 + 563,8 + 964,7 + 565,6) es +

(c28+4c37+5csg)es+ (co7+3cap+2cqs)er+ (co6+2cas)es + (c25 +

€34) €9 + €24 €10 + €23 €11

donde las constantes de estructura c;; tienen que verificar las ecuaciones polinémicas
Ji =0, con 1 < k < 20, siguientes:

Expresiones polinémicas

J]’

Jz'

Ja

J4:

J5:

Js'
J7 :

Js‘

Jo

2

—4c37° —8capgcags—8cascag+2c9css +3cagcas+3cagcas—Cazcas+
2

dcse” tdcorcar—6cgear+1llcascar+5cr6ci8—12c35¢cs8+2co7C56—

dcaeCse+9csscs6+5¢c6¢57—14essesy

-7 C3,7C38— 7 C3,6 C3,9— 7 C39 C4,5+2 C2,9C46— 3 C3,8C4,6 +3 C2,8C4,7— 6 C3,7C4,7+
4ca7c48—10cagcag—14cascas+3cascset+carcsetDeaecse+6cearesr—

6 C3,6 C5,7 — 12 C4,5 C5,7

2 ’ 2
-3 C3g” — 6 C3,7C39 — 12 €39Ci6+ 2 C29C47 — 7 C3,8C4,7 — 6 cq7° + 3 C28C48 —

9cs7Ca8—2TcasCag+2C29¢56—C3sC56—3carC56+6c28cs7—18csgcsr

2
—3c3°—6c3rc39— Tezocae+2 C29C47—3cC3gCa7+3C28Cs8—6c37Ca8—

2
14cqpcas—6c3gcse —9carcse— 556> +3cagesy—4carcsy — ldcagcsy

2
—Sc3gcss—4cagcar—6cs7’° —3czrcas—13capcagt2cr9cs6+5cagCs6+

2
6cqrcse+Scs6” +3ca8cs7+4csrc57 —4cagcsa
2 2
-2 C39" — 7 C39C48 — 14 C48° — 14 C48Cs5,7
2
—3c48”+2c39¢C57 —3cag sy

—5¢C38¢39 — 15¢c39¢ca7 + 2¢39¢48 — 9czgcas — 39cy7cas — 10cagcsg ~
28cspcs6t4ca9csr—3czgesr—33curc57—26c56C57

—dcsgc3o—1lczocyr+2 629 Cs8—6c3pa8—23 CazCas—6ca9C56—15cCssCs6+
2 C2,9C57 — 6 C3,8C5,7 — 27 C4,7C5,7 — 19 Cs5,6 C5,7
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Jio: —4 €39 C4,7—3 c3,8Cs8—9 C4,7C48—6 €39 Cs6—15 C48 65,6+2 C3,9C5,7—4 C4,7C3, 7
14 Cs5.6 C5,7

S~

—4c39cq7—3cagcas—16c 7 cag—4c3ocsg—13cagcs6+2c957+3 Cagcs7—

6 C4,7C5,7 — 7 Cs5,6 C5,7

Jiz: =5 c3gc3o—7 C3,9 C4,7+2 C2,9 04,8—3 c3gCasg—14dcy C4,s—6 C38 05,7—23 C4,7C5,7—

Scse Cs,7
Jiz: —Tegrcag+2c39cs56+2cagcse+3cagess—2carcsr+ Tesgcst
J14 =2 63'92 —16 C39C48 — 32 64,82 -20 €39C57 — 80 C48C5,7 — 50 C5,72
J15 : =2 C;_),,g2 -13 C39C48 — 23 64,82 —14 C3,9C57 — 53 C48C57 — 32 C5,72
Jie: —3czocas —9cas® —6c3gcsy —27cascs7 — 185,72
Jir: —3czocis—6 C4,s2 —8c39c57—24cqsc57— 18 65,72
J13 : =2 63,92 —-10 C3,9C48 — 17 C4'82 -6 C39C57 — 29 C48C57 — 14 C5'72
Jio: —3czgcss—3cag® —6czgcsr— 15cagcsy — 14 cs57°

. 2
J2o: —4cagcsy —6cagcsy —4csy

La familia resultante es el nuevo punto de partida para expresar una
parametrizacién del conjunto algebraico afin de las 4lgebras de Lie filiformes de
dimensi6n 11.

Denotemos por C[X] = Clcy,3, 2,4, €25, C2,6, €2,7, C2,8, C2,9, €345 3,5, C3.65 €3,75
€3,8,C3,9, C4,5, C4,65 C4,7, C4,8, C5.,6, C5,7] ¥ sea a el ideal de C[X] generado por el con-
junto de polinomios {J; : 1 < i < 20}. Una base de Grébner del ideal de C[X]
generado por {J; : 15 < i < 20} viene dada por el conjunto de polinomios
{GB; :1 <i < 6}, siendo

GB] : C5,73

. 2
GB2 - C48C57
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GB3 : 364,82 - (—6 C48 — 205‘7) Cs.7

GB,: 2 C3,9C5,7 — (—3 Cq8 — 2 05,7) C5,7

GBs : c3gocas+2cs57°

GBG : 3 (!3,92 —C57 (21 C48 + 35 C5,7)

de donde se deduce que c39 = 0, c48 = 0y c57 = 0 en el conjunto algebraico afin
definido por a. Asi, el conjunto de leyes de 4lgebras de Lie filiformes de dimensién
11 es el conjunto algebraico afin F;;, determinado en C® por la imagen de /a

en el anillo cociente C[X] /< c39, ¢4, ¢5,7 >, que seguiremos denotando por 1/a.
Un sistema minimal de generadores de V/a viene dado por P, P;, Ps y P,. O

1.5.2 El conjunto de leyes de algebras de Lie filiformes
de dimensién 12

Vamos a considerar ahora el conjunto de leyes de algebras de Lie filiformes de

dimensién 12, que podemos determinar en un teorema analogo al anterior.

Teorema 1.8 El conjunto de leyes de dlgebras de Lie filiformes de dimension 12
puede ser parametrizado por los puntos de un conjunto algebraico afin Fiz C C2.
Ademds, si g = (C'?, 1) es un dlgebra de Lie filiforme, entonces eziste una base
B = {ey,e3,...,€12} de g tal que:

1. pler, &) =€ 2<i<11

2. p(es,e1n) = —(cs7€12)

3. u(ez,e10) = —(ce7€11) + €2,10 €12

4. ﬂ(e4, 69) = Cg,7€12
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5. p(es,e9) = cagerz
6. p(ez,e9) = —(ce7€10) + (c2,00 + C39) €11 + 29 €12
7. p(es,es) = —(cs,7€12)
8. pleq,es) = cag €12
9. p(es,es) = (cao+ cag)enn + cagern
10. p(esz,es) = —(cere9) + (c2,00 + 2 39 + cag) €10+ (C20 + cag) €11 + c28 €12
11. p(es,e7) = co7 €12
12. p(es,e7) = cs 71z
13. p(es,e7) = (cas + c5,7) €11 + caz €12
14. ples,er) = (cao+2cas + c5,7) €10 + (Ccag + €a7) €11 + 37 €12
15. plez,er) = —(co7€8)+(c210+3c39+3cag+cs7) ea+(c29+2cas+car) €10+
(c28+caz)en +carers
16. p(es,es) = cs7e11 + Csge12
17. p(es,e6) = (cas+2c57) €10 + (ca7 + c56) €11 + Ca €12
18. p(es, es) = (cap+3cag+3cs57) €9+ (c3s+2ca7+C56) €10+ (€37 + Ca6) €11+
C3,6 €12
19. p(ez,e6) = —(cs7€7)+(c210+4c39+6csg+4cs7)es+(cao+3cag+3car+
cs6) €9+ (c28 +2¢37 + ca6) €10 + (c2,7 + c36) €11 + c26 €12
20. p(eq,es) = (cas+2¢57) €9 + (a7 + C56) €10 + Cag €11 + Cay5 €12
21. p(es,es) = (cao+4cas+5cs7)es+(cas+3car+2cs6)e9+(car+2cag) €10+
(cae +cas)en +casers
22. p(ez,e5) = —(ce7€6) + (200 + 5c3o + 10cas + 9cs7) er + (c29 + 43 +

6car+3cse)es+ (cas+3ca7+3cae) s+ (c27 4+ 2¢36 + Ca5) €10 + (C26 +
ca3s) e + Ca5 €12
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23. p(es,eq) = (cspt4cag+5cs7)er+ (cag+3car+2cs56) es+(car+2 Ca6) €9+

(c36 + cas) €10 + C35€11 + C34 €12

24. plez,eq) = —(co7es) + (ca00 + 6cap + 14 cag + 14 cs7) e + (c20 + 5c3s +
9cs7+5cs6) €7+ (co8+4cazr+5cap)es+ (ca7+3 36+ 2c45)e9 + (co6 +

2¢35) €10 + (25 + C34) €11 + C2,4 €12

25. plez,e3) = —(co7ea) + (c2,0 + 69 + 14 cag + 1dcs7) €5 + (c20 + Sesg +
9ca7+5cs56) €6+ (c28+4c37+ 5cag)er+ (co7+3 c36+2cys)es+ (ca6 +

2¢35)e9 + (62,5 + c34) €10 + Cc24€11 + C23€12

siendo el resto de los productos nulos y con los ¢;; € C verificando las siguientes

ocho ecuaciones: P, = 0,1 < i < 8, donde

. 2
Py : —4c38?—8csre30+2c310c06—3 C39Cs6+3Cr9Ca7—6c3gCsr+4co8Cs8—
10c37cas+3c20c56+2cagc56+9 ca7Cs6+5¢c562+6c8¢57—5car cs7+

5 C4,6 C5,7

Py: —Tczge3ot2 €2,00 C4,7—8 C3,9 C47+3 C2,9 €48—10 c3 8 c4 8—16 €4,7€4,8+2 2,30 C5.6—

C3,9C5,6 —3CagCs6+6cr9¢57+ c3scs7+ Hese Cs,7

. 2 2 -
Ps: —3cao®+2cr0c48—11c39ce5—16 cag”t4cr10057—4ca9cs7—23cyg 57—

2
9 Cs,7
. 2 2
Py: —4 c39Cq48 — 10 Cs8° + 2 €2,10¢5,7 + 3 C39C57— O €1,8C5,7+ 9 Cs,7

Ps: —9c37c38—9c36ca39+2¢010 Ca5+4 €39 cCast+3crocast+dcagcar—Scarcyr+
ldcsecartberrcag—11lczecast16cys Cag+2C2,8 C5,6—5 C3,7 C5,6+5 Ca6 5.6+
Sca7Cs7— ldezgesy+ 1 eqscsr + 2 €2,6C67+ SC35¢C67

Fos: —5czgcar—4cagcag—16cy7cag+2 2,10 C5,6+6 €39 C56+11 s 8 c5.6+3 €29 €57+
9c3gcsr+19¢csgcs7—2ca8c67— Tearcer— T C4,6 Co,7

. 2 2
Pr: —4c45°+3 €3,9C57 — C48C5,7+ 5Cs57° —2¢c38¢c67 — T €4,7C6,7 — I C5.6 C,7

Ps: 2¢i00c67+9capcer+ 16c4s ce7+ 14cs57¢co7
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Demostracion. Denotando, como en la seccién anterior las constantes de es-
tructura ¢'; como ¢;j, se obtiene como salida del algoritmo ALFIL en el caso
n=12:

Ley del algebra

1. p(er,e2) = e3
2. pler,e3) = ey
3. pler,eq) = e5
4. ple,es) = es
5. p(er,e6) = €7
6. p(er,er) = eg
7. u(er,es) = eg
8. p(er,e9) = €0
9. p(er,e10) = en

10. p(er,ern) = erz

11. p(es, e10) = c30€12

12. p(ez,e10) = €310 €11 + 2,10 €12

13. u(eq,e9) = cagerr

14. p(es,e9) = (€310 + ca9) €11 + a9 €12

15. p(ez,e9) = (2¢3,10 + €a9) €10 + (€210 + €39) €11 + 2.9 €12

16. p(es,es) = cs3 €12

17. p(eq,es) = (ca9+ cs8) €11 + cagera
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18. p(ea,es) = (cap0+2ca9 + Cs8) €10 + (€30 + Cas) €11 + €38 €12

19. p(es, e8) = (3czi0+3 cao+Cs8) e+ (cz,00+2 €39+ Cas) €10+ (C2.9+ Ca8) €11+
C2,8 €12

20. p(es,e7) = cs €12

21. p(es,er) = (css + ce7) €11 + Cs5,7 €12

22. p(eq,er) = (ca9+2c58 + Co7) €10 + (Cas + €5,7) €11 + ca7 €12

23. p(es,er) = (c3n0+3cap+3css+ co7) €9+ (cao +2cas + Cs7) €10 + (Cag +
Cs7) €11 + €37 €12

24. p(ez,er) = (4czpo+6cso+4css+cer)es+(c210+3ca9+3cas+csr)es+
(c20+2¢c38+ caz) €10+ (c28 + c3,7) €11 + Ca.7 €12

25. p(es,ee) = (cs,8 + co,7) €10 + Cs,7 €11 + Cs.6 €12

26. p(eq,e6) = (Cao+3css+2c67) €9+ (cas+2cs,7) €10+ (Ca7+Cs6) €11+ Ca6 €12

27. p(es,e6) = (cajo+4cao+6cs8+3cer)es+ (cao+3cas+3cs7)eo+ (cas+
2c47+ c56) €10 + (€37 + €ag) €11 + Cag €x2

28. p(e2,e6) = (5c3,10+10 cap+10cs8+4 co 7) er+(c210+4 c39+6cast+4cs7) es+
(c29+3cag+3car+cese)eat(Cas+2car+cag)ero+(car+cag) 11+ 6 €12

29. pleq,es) = (ca9+3css+2ce7) es+(cag+2 cs,7) ea+(car+cs6) €10+ Ca6 €11+
C4,5 €12

30. u(es,es) = (czpo+5cao+9csa+5cer)er+ (cso+4cas+5cs7)es+ (cag+
3ca7+2¢s56) €9+ (€37 + 2¢46) €10 + (3,6 + Ca5) €11 + Ca5 €12

31. p(ez,es) = (6cap0 + 15ca9 + 19¢cs58 + 9co7) €6 + (€200 + Heag + 10cqs +

9cs7)er+ (coo+4cag+6 ca7+3csg)es+ (c28+3car+3 Ca6) €9+ (c27 +
2¢c36 + Ca5) €10 + (C26 + c35) € + C25 €12
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32. p(es,eq) = (c3p0+5ca9o+9css+5cs7)es+(cao+4cas+5cs7)er+ (cas+
dca7+2c56) €8+ (c37+2 Ca) €9+ (36 + Cas5) €10 + €35 €11 + €34 €12

33. p(ez,eq) = (Teapo+20cap + 28¢cs8 + 14 ce7) es + (cz10 + 6 cap + 14 css +
l4csr)es+ (c20+5¢c3s+9¢car+5cs6)er+ (cas+4caz+5 cip)es+ (co7+
3cae+2c4s5) e+ (c26+2¢35) €10 + (c2,5 + c3a) €11 + 24 €12

34. p(ez,e3) = (Tean0 +20ca0 + 28¢58 + 14 co7) €4 + (2,00 + 6 cag + 14 cap +
14cs7)es+ (cao+5c3s+9cs7+5c56) €6+ (Cog+4car+5cag)er+ (co7+
deag+2css5)es+ (co6+2¢35) €9 + (c2,5 + c34) €10 + C24 €11 + C23 €12

donde las constantes de estructura c;; tienen que verificar las ecuaciones polinémicas
Ji =0, con 1 £ k < 34, siguientes:

Expresiones polinémicas

Ji: =9¢37¢38—9¢36Ca9—9 ¢35 3102210 Cas+4 Ca9 Cas+3 oo Captacascar—
dce3zcartld ey car+Dcyrcas—11cap cast16cyscas+6ca6cao—18cascoot
2c28¢56—9C37C56+5Ca6Cs6+DCp7C57—14cacs7+14ca5c57+9¢C26C58—

28c3scs58+5ca6c67— 14 c3s5c67

Jy: —4 03,82 -8 c37C39—8cC3g c310—8 €310C4,5+2 €2,10 C4,6 — 3 C39Cq6+3 C29C47—
6cagcartdcagcag—10c37cast5 o7 ca9—150c36Ca9—20cCy5Cant+3capcs et
2c3s¢56+9ca7Cs6+ 5562 +6cr8057—Besresy+Hcagcsz+10c7658 —
16 c36 c58 — 26 ca5 58+ 5o 67— 9cagcer — 14 cy5 Con

Ja: —Tezsc39—Tc37¢a,00—14 €310 Ca6+2 Co,10 C4,7—8 Ca Ca7+3 €9 Cag—10ca g Ca—
16 c47 cast4cz,8a,9—13 €37 c49—38cs6Ca0+2c2,10C56—C,9C56—3 Ca8Cs6+
6coocsrtcagcsr+5cs66s7+10c8¢58—6¢37c58—42¢a6C58+6Cogco7—
18 Cq,6 Ce6,7

Ja: —6c3p0cs6—5ca9cs7—4c3scas—16ca7Ca8—3 a7 Ca9—18 CagCant2ca 056+
6csocsetllcyscsetdcyocsr+5cagesr+19cs6csr+4c8cs8+4ca7 cs8—
14cqpcs58+2C28C67 —9caeCor
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J52

Js:

J7:

Jg:

Jg:

JlO :

J12 .

J13 :

J14 .

-7 C38C3,9— 7 C3,7 63,10—8 €3,10 C4,6+2 €2,10 C4,7—3 €39 C4,7+3 C2,9 C4,8—6 c38Cqs8+
dcogcao—10c37ca0—20cs6 Cap—TCa9Cs6—14CagcCset+3cr9C57—4C3,8C5,7—
l4csgcs7+6c28c58 —10c37¢58 —28capcs8+4Ca8Ce7 —9CasCor

—5¢3,9 €3,10—8 €3,10 C4,8+2 2,10 C4,9—3 €3,9 C4,9—20 Ca.8 C4,9—T €39 C58—42 C4,8 C5.8—

ld4cs7c58 —14cq 6,7
—2¢310% — 83,10 €49 — 20 cq9° —28cy9Cs8 — 14 a9 ce7

2 2
—3c392—6cagc310—18¢310Cs7+2¢210cs8— 11 cagcag—16ces°+3 29 Cai0—
12c3gca9 — 54 carca9 — 12¢310¢56 — 39ca9Cs6 + 4C20057 — 4c39C5,7 —
2
23cygcs7—9¢cs7°+9crpcss—94caress—45¢cs6cs58+6 co9ce7+6cagcer—

18 C4,7C6,7 — 18 cs6 Ce,7

2 2
—3c39? —6c3gcsio—13c310ca7+2¢200Ca8—TCa9Ca8—6cap” +3c29Ca9—
9c3gca9—33 a7 Ca9—TC310C56—21 Ca9 Cs.6+2 €30 C5,7— T €3,9¢57—18 Cqy8 C5,7—
2
1dcs 72 +6c0c58—4cagesg—38ca7c58—28c¢s6¢58+3C29C6,7— C38C6,7—

18 c47cer — 14 cs6C.7

—5c310C47~4 CagCag—6cys®—3cagcan—13cazrca9—Tc310c56—21 cagcs6+
2¢z30C57—4 cagcsr+3cagcss—10cy7c58—28cs6cs8+3 ca9Co,7+D €38 Co,7+

Sca7c7— 9C56C6,7

) 2 :
—3c39°—6c38c310~8¢300C47+2C200Ca8—3C39Ca8+3C29Cs9—6cC38Cs9—

2
20cy7ca9—Teczgcsr—14cagesr—14es?+3c29cs8~4c3gcs8—~28ca7C58—
6cagcer —23ca7co7—C56Ce7

2
~5c310C47~4 C39Cag—10ca8°~3 35 Ca,9—21 4,7 C49—5 €310 C5 6—18 49 C5.6+
2co10¢s7+3capcsr—Bcsgcsr+5c57° +3co9cs8+4cascss—16cq 758 —

17¢s56c58 + 3cz9c67+ TcC38C6,7 —4C56C6,7

2 2
~4cqp® ~ 8cy7C490+2c310C56 + 3Ca9Cs6+ 3Ca9C57 — Ca8Cs7 + dc57° +
4c3gcss—6cgress+ 1lesgess+ 2cagcer —9CarCe7+5C56C6,7

~5¢3,9 €30 — 20 C3,10 Ca,8 + 2 €230 €49 — 1239 €49 — 68 a8 C49 — 25 3,10 €5,7 —
92cq49cs7 + 6c210¢58 — 6cagesg — 84cygesg — 126c57¢58 + 4czp0C67 +
c3,9C6,7 — 36 Casce7 —D9Cs5,7Co7
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Jis i —~5cs9cato — 16¢310Cas +2 62,0049 — 9Ca9Ca9 —45Ca8Ca9 — 17 C300C57 —
55 cy0Cs7 + 420058 — 8Capcss — 62cugcss — 8457658 + 2210087 —

4capcer — 33 cagcer ~ 465767

Jie: ~Besocao — 12310648 +2c200¢49 — 6capcao —29cascap — TCa10657 —
21 cy.9 C5.74+2 €230 C5,8— T C3,9 C5,8—46 €a 8 €5,8—42 C5,7 €586 C3,9 Co,7—29 €48 Co,7—
28c5,7¢6,7

Jiz: —4c310cas — 3cag9can ~ Ycascan — TC310657 — 21 CapCs7 + 2¢200C58 —

4cagesg—28cszcs8 —6eagcer — 15cagcer — 2865767

Jig: —4czjocas — 3cagcan — 16 C48C49 — 10 c3 0 ¢5,7 — J4c49cs57 + 2 €210C58 —

C39Csa—16cqacs8—~420Cs7C58+2C210Ce,7+2C39 Co,7—4Ca8 67— 18c5.7 ce,7

Jiot —4csgocas — 3cagcas — 23csg a9 — Beapocsy — 3T capcsr + 2¢c31065,8 +
2 a0 Cs8—22 Ca C5,8~42 5,7 €5,8+2 2,00 Co,7+D Can o1 —3 Cags ce7—13 5.7 C,7

Joo: —Tesgcag+2caiocsr—3capcsr+3cagocsg—b6cagcsgtIcancertascert
S Cs5,7Cs,7

J2i 1 =D €3,10C5,7 — 10 C49C57 — 463,9 Cs8 — 6C4,8 C58 — l4cs7¢58 + 262,10 C,7 t+
Scaocer+ 10csgcer+ 3577

Jag : —3cs10C49 — 3cae? —Tesr0c58 — 21 capcs8 — 28 cs8® — 14csa¢er

) 2 2
Joz : —2¢z10t—11cs10€19—23 cap’—T 310058~ 49 Cancs8—28C58°—14 a0 06,7~
14cs8 6,7

) 2
Jog: —3cs0° +2c310C58 — Tcaocss —6cs8® +2¢310C6,7 — Ca9Ce7 — 3C58C67

J25

—2¢3,10%~20 3,10 €4,0—50 ¢4, 92 —36 €310 ¢5,8—180 cq,9 €5,6—162 cs,82—20 ¢310 Co,7—

100 c4,9 co,7 — 180 ¢5,8 ca,7 — 50 c6,7

Jag 1 —2¢3,102—17 €310 C4,9—38 c4,9°—27 €310 €5,8—126 c4 9 €5 5—108 csa2—14 ¢330 Co,7—
67 cq0 o7 — 11755 co7 — 32c67°

Jar : =3 ca10ca9—12ca9°—9 €300 58— 34 Cy 9 C5.8—54 c5,82—6 ¢3,10 C6,7—33 Ca,9 C6,7—
63 c5,5 cg,7 — 18c6,7
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st :

J29 .

Jao:

J31 :
J32 :

J34:

—3¢3,10 €a,9—9 a2 —11 €310 C5,8—47 4,9 €5,8~48 €582 —8 €310 Co,7— 32 C4,9Ce7—
60 c5,8 ce,7 — 18 cg,7*

~2c330°—14 ¢330 C49—29 c49>— 16 ¢330 c5,8— T C4.9 c5,8—60 c5. 82 —6 €3,10 C6,7—
3549 ce,r — 57 cs5,8 6,7 — 14 c.7°

2 2
-3 3,10 C4,9— 6 C49" — 9 €3,10C58— 30 C4,9C58— 32 C58 — 6 C3,10C6,7— 21 C4,9 C6,7—
2
43 csgcer — 14 cer

2 2
—4c310 csg—6ciocs8—4 cs8°—6 ¢3,10C6,7 — 19 ¢q9 ce7— 20 Cs5,8 C6,7 — 9cq,7

2 2
-3 C49° + 2 €3,10C5,8 — 3 C49C58 — 6 C49Ce,7 — 9 Cs58Ce,7 — ) Ce,7

: —4czn06s,8—10cs9 58— 10¢58% —4 €330 Co,7— 10 cap9 co,7 — 14 c5,8 Co.7 — 4 Co,7°

—4cs9cs8 —6c58% + 2310067 + 5Cap o+ 658 e+ 5cer?

Como en el caso de la anterior dimensién, la familia resultante es punto

de partida para expresar una parametrizacién del conjunto algebraico afin de las

algebras de Lie filiformes de dimensién 12.

Denotando ahora por C[X] = C[cp 3, €24, €2,5, C2,6, €2,7, C2.85 €2,9, 2,10 C3,4, C3,5,

€3,65 C3,7, €3,85 C3,9, €3,10; €4,5, C4,65 C4,7, C4,8, C4,10, C5,6, 5,7, C5,8, C6,7] ¥ sea a el ideal de
C[X] generado por el conjunto de polinomios {J; : 1 < i < 34}. Una base de
Grobner del ideal de C[X] generado por {J; : 22 < i < 34} viene dada por el
conjunto de polinomios {GB; : 1 < i < 9}, siendo

GB, :
GB, :
GB;s:
GBy :
GBs :

GBG .

ce,7(cs,8 + Cfs,'r)2

(cs,8 —2ce,7) (c5,8 + 66,7)2

(ca9— co,7) co,7(c5,8 + co,7)

(cs,8 + c6,7) (Ca 58 — Ca9 o7 + 2 Co,7%)

3cao® +12c49c55 +11c582 +6cq9 ce;7 + 1055 co7 + 2 co,7°

—4c49c58 — 6 65,82 +2c310067+ 5cq9c67+6c58c67+ 5 C(;,72
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GB7: 2c310¢s58+9csgcsg+ 11 cs g’ + cs8c67 — 3co7°
GBg: 6c310C40 —45ca9cs8 — 43 cs82 — 12cq9C67 + €58 6,7 + 17 co.7°

GBy : 03,102 +4 C49C58 — 8 65,82 -5 C4,9C6,7 — 34 C5,8 C6,7 — 18 06,72

de donde se deduce que ¢330 = —Cg,7,C49 = Co7 ¥ C5,8 = —Ce,7 €n €l conjunto
algebraico afin definido por a. El conjunto de leyes de dlgebras de Lie filiformes
de dimensién 12 es, entonces, el conjunto algebraico afin F2, determinado en C?!
por laimagen de \/a en el anillo cociente C[X] / < ¢3,10+¢6.7, C49—C6,7, C5 8+ Co,7 >,
que continuaremos denotando por \/a. Un sistema minimal de generadores de

V/a viene dado por Py, P, Ps, Py, Ps, Ps, P; y Ps. 0

1.6 Conclusiones y problemas abiertos

En un primer momento, al iniciar el trabajo se tenia la idea de que podria ser
posible observar pautas en las familias generadas que permitieran una mejor com-
prensién de su estructura y que hicieran mas facil seguir su evolucién y el estudio

las propiedades geométricas al aumentar la dimensién del algebra.

Es de reconocer que las familias presentadas, de dimensiones 11 y 12 (asi
como el estudio previo de las familias de dimensién 13) no aporta resultados que
permitan conjeturar una “formula” que dé directamente la familia de leyes de
algebras de Lie filiformes para una dimensién determinada (jo quiza es todavia
prematuro?) con el minimo nimero de pardmetros. Parece que la férmula no es

alcanzable o, en otro caso, debe ser considerado una cuestién abierta.

Quedan pendiente, ademas, abordar de forma efectiva los problemas de
clasificacién, determinacion de componentes irreducibles, etc., que ayuden a com-
prender la geometria que subyace en los conjuntos algebraicos obtenidos, y que
definen a las familias de leyes de algebras de Lie filiformes para las dimensiones
estudiadas.



Capitulo 2

Algebras de Lie Casifiliformes

Graduadas

En este capitulo se aborda un problema de clasificacién de algebras de Lie nilpo-

tentes graduadas de dimensién finita, que no son filiformes.

El primer problema que surge es que la filtracién natural produce una
graduacion en la que la dimensién de los subespacios que se obtienen no determina
todas las posibilidades de obtener las 4lgebras graduadas, al contrario de lo que

ocurria con las algebras filiformes [30].

2.1 Introduccién

En el estudio de la cohomologia de las 4lgebras de Lie nilpotentes que hace M.
Vergne y que aplica al estudio de la variedad de leyes de dlgebras de Lie nilpo-
tentes [30], la clasificacion de las dlgebras filiformes graduadas desempefia un
papel importante al permitir expresar un algebra filiforme de una forma simpli-
ficada. En efecto, Vergne obtiene que hay sélo dos dlgebras filiformes graduadas
no isomorfas cuando la dimensién es par y una cuando la dimensién es impar.

35
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Encuentra una base en la que la expresién de las graduadas es “cémoda” y la
filtracion natural proporciona el resto de los productos necesarios que deben ser
conocidos, para determinar cualquier dlgebra filiforme a partir de las graduadas.
Asi, las algebras graduadas aparecen como la estructura béasica de un algebra

filiforme.

Vergne obtiene en este trabajo [30], entre otros resultados, que cada com-
ponente irreducible del conjunto algebraico de algebras de Lie nilpotentes, que
corte al abierto de las filiformes, contiene siempre una de las algebras filiformes
graduadas y proporciona, ademas, una mayoracién de la dimensién de la compo-

nente irreducible en funcién de la dimensién del espacio vectorial subyacente.

Las algebras filiformes pueden ser caracterizadas por tener sucesién carac-
teristica (n—1,1), y cabe entonces interesarse por las algebras graduadas de otras
sucesiones caracteristicas para ver si es posible obtener resultados que aporten
nuevos datos en el estudio de la variedad de las algebras de Lie nilpotentes.

Sin embargo, el planteamiento del problema que origina la bisqueda de
nuevas algebras nilpotentes graduadas surgié cuando se intentaba extender la
caracterizacién de las dlgebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes
obtenida por M. Goze y Y. Hakimjanov [17] a otro tlpo de algebras de Lie nilpo-
tentes distintas de las filiformes.

Si g es un algebra de Lie de dimensién finita, sobre un cuerpo de carac-
teristica nula, caracteristicamente nilpotente, es decir, con todas sus derivaciones
nilpotentes, entonces es necesariamente nilpotente. En efecto, ya que todas sus
derivaciones interiores son nilpotentes el teorema de Engel (véase [18] o [21] nos

asegura que el algebra es nilpotente.

La definicién y el primer ejemplo de un algebra de Lie de este tipo la
dieron Dixmier y Lister [11]. Los trabajos de Dyer [12], Favre [15] y Luks [25]
describiendo ejemplos de estas algebras en dimensiones pequefias y la no exis-
tencia de ellas en dimensiones menores que 7, como resultado de la clasificacién
de las dlgebras de Lie nilpotentes sobre un cuerpo de caracteristica nula [11] y
[26], hacian suponer que la clase de las 4lgebras caracteristicamente nilpotente
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era relativamente escasa.

Echarte, Gémez y Nifiez [14] han caracterizado las éalgebras de Lie fi-
liformes caracteristicamente nilpotentes como aquellas que no son derivadas de
ninguna otra algebra de Lie. Prueban, ademas, que dicha caracterizacion no tiene

sentido para las algebras de Lie nilpotentes que no son filiformes.

El conjunto de las dlgebras de Lie filiformes caracteristicamente nilpotentes
ha sido finalmente descrito por Goze y Hakimjanov [17]. Establecen que toda
componente irreducible de la variedad F,, de leyes filiformes contiene un abierto
de Zariski no vacio constituido de 4lgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes
a partir de n > 8, generalizando el resultado que obtuvo Hakimjanov [19] para
un tipo particular de componentes. En la obtencién de los resultados utilizan el
concepto de dlgebra de apoyo de un algebra de Lie filiforme g en funcion de la
clasificacién que obtuvo Vergne de las dlgebras de Lie filiformes graduadas.

Parece natural, entonces, al abordar el problema del estudio de algebras
caracteristicamente nilpotentes no filiformes, tratar de determinar la estructura
de las dlgebras graduadas de la clase que se consideren. Se ha iniciado el problema
cuando la sucesién caracteristica del dlgebra es (n — 2,1,1), dlgebras que hemos
llamado casifiliformes, al ser las “menos nilpotentes” de entre las nilpotentes no
filiformes.

La filtracion natural es suficiente para la clasificacion de las algebras gra-
duadas filiformes [30], para las que

g=g1+92+- -+ gn-1-

En este capitulo se pone de manifiesto que tal filtracién no basta para determinar
las algebras graduadas no filiformes, de sucesién caracteristica (n—2,1,1), cuando

se tiene

g=g +9g2+ -+ Gn-2.

Se ha tenido que considerar, entonces, una generalizacién de la filtracién

natural, que hemos llamado p-filtracién, para que permita caracterizar las dlgebras
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graduadas que eran objeto de estudio. La caracterizacion obtenida permite dis-
tinguir las dlgebras graduadas producidas por la filtracién natural de entre las
algebras graduadas que, ademds de las anteriores, son determinadas por las p-

filtraciones.

Una vez que se precisa la estructura general de las algebras p-graduadas
en cualquier dimensidn, se procede a obtener la clasificacion de las algebras casi-
filiformes p-graduadas y que no son algebras graduadas por la filtracién natural.
Finalmente, se obtiene la clasificacién de las dlgebras casifiliformes graduadas
naturalmente. Es clave para proceder, en éste tiltimo caso, un conocimiento pre-
vio de la clasificacién de las dlgebras graduadas obtenidas cuando la filtracion
natural coincide con algunas p-filtraciones particulares: las correspondientes a
los dos valores mayores de p, en los que es posible tal coindicencia, para cada

dimension.

La estructura que presentamos, con un desarrollo que sugiere una “forma
natural” de obtener los resultados es, sin duda, una consecuencia que produce
el conocimiento completo de la solucién del problema y que permite presentarlo
de una forma tan elaborada que puede dejar oculta la dificultad que presenté
encontrar pautas para su resolucién. No quisiera que esa impresién llevara a
engaio. Cuando se comenzd y se presentaron las primeras dificultades reales, era
dificil prever la sencillez en que puede resumirse el resultado final, asi como el

camino que debiamos seguir para su obtencion.

En el desarrollo de los trabajos se ha hecho uso intensivo del ordéna,dor,
creando y modificando programas que nos permitieran generar ejemplos de las
algebras que se estaban considerando. Esto ha sido fundamental para la com-
prension de la estructura de los objetos (se necesitaban ejemplos en dimensiones
suficientemente grandes) que han permitido la obtencién paulatina de los resul-
tados. La observacion en dimensiones pequefias era a veces frustrante y sélo per-
mitia aventurar el comportamiento que seguia un tipo de algebras cuando se iden-
tificaban los problemas que producian comportamientos que parecian anémalos,
bien fuese por las peculiaridades de la dimensién o por las de la p-graduacién (o

ambas, incluso). Se podian tomar entonces nuevos puntos de partida y, a medida
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que se conocia mas de las lgebras que se estaban considerando, probar o refutar
las conjeturas que los datos obtenidos permitian formular. Esencialmente se ha
usado el lenguaje Mathematica para la generacién de familias de dlgebras gradua-
das que, en ejemplos concretos, se determinaban, haciendo uso de las capacidades
de calculo simbdlico del sistema formal, hasta poder proceder a su clasificacién.

Y se han tenido que obtener un nimero razonable de familias. ..

Los resultados que se han conseguido van en la linea de generalizar el teo-
rema de clasificacion de M.Vergne con un nuevo conjunto de algebras graduadas,
que determinan la estructura sobre la que se sustenta cualquier algebra de Lie
casifiliforme. No es un unico mimero de 3lgebras para cada dimensién, c6mo en
las filiformes, pero si un nimero finito de ellas, que aumenta con la dimesién; es

decir, la familia de p-graduadas es localmente finita para la dimensién.

2.2 Notacion y preliminares

En esta seccidn se recuerdan los conceptos basicos sobre 4lgebras de Lie filtradas
y graduadas que pueden ser consultados en los textos de Jacobson [22] o Goze
y Hakimjanov [18]. Se precisan las graduaciones que van a ser consideradas, las
graduaciones asociadas a la filtracién del dlgebra por la sucesién central descen-
dente y se recuerdan los resultados obtenidos por M. Vergne sobre las dlgebras
graduadas filiformes. Finalmente, la sucesién caracteristica de un algebra de Lie
nilpotente nos permitird definir el conjunto de dlgebras cuyas graduadas seran
objeto de estudio en este capitulo.

2.2.1 Algebras de Lie graduadas

Un algebra de Lie g se dice Z-graduada si puede ser descompuesta vectorialmente
como

9=@9i

{4
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donde los g; son subespacios que verifican [g:, g;] C @i+, para todo ,7 € Z.

Diremos que @;cz 9: 6 @D g; es una Z-graduacién del dlgebra y usaremos,
en lo que sigue, el término graduacién como sinénimo de Z-graduacion. Si es
finito el conjunto de indices ¢ para los que g; # {0} la graduacion se dice finita.

Un algebra de Lie g se dice Z-filtrada si existen subespacios S;, siendo

¢ € Z tales que

1. g= US,'
1€l

2. [Sia SJ] - SH'J" L,J€L

3. S;iCS;, sii>j (sedice, entonces, Z-filtracién descendente).

Diremos, entonces, que (S;)iez 6 (Si) es una Z-filtracién del algebra y
usaremos, en adelante, el término filtracién como sinénimo de Z-filtracion. Una

filtracién descendente (S;)icz es finita si existen ny,n, € Z, tales que

Si=ga t<m y
S,'={0}, ZZTI.Q

Si un &lgebra de Lie es graduada y es g = @;cz 8i, puede considerarse
definida una filtracién asociada a la graduacién tomando Sk = @i>k 9i

Si g es un algebra de Lie filtrada, con g = {J;cz Si, puede construirse,
a partir de ella, un algebra de Lie graduada, (con espacio vectorial subyacente

isomorfo a g), poniendo

Si
grg=Dai, congi=-—,
i€ 1+1
y definiendo en grg el producto [X,Y] = [X,Y], donde [X,Y] es la clase del
elemento [X,Y] € Siy;, cuando X e Y son representantes en S; y S; de las clases

X e Y respectivamente.
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2.2.2 Ejemplo de graduacién

Sea g un algebra de Lie nilpotente. La sucesién central descendente formada por
los ideales C'g es finita y si k es el indice de nilpotencia del dlgebra se tiene

g=C%>C'gD---D>C* gD {0}.

Esta sucesion define una filtracién finita (descendente) sin mas que con-

siderarla de la forma siguiente

g sii<0,
Si1=4 Cig  sil<i<k-1,
{0} sii>k.

Se dird en lo sucesivo que (S;) = C*~'g es la filtracion natural de g. La correspon-
diente algebra de Lie graduada que se obtiene de la filtracién natural poniendo
Ci-lg

gr9=§39a, con i =~

es un algebra de Lie graduada y finita, que serad denotada, en lo sucesivo, como

gra=01000 O

Definicién 2.1 El élgebra g se dice que es de tipo {p1,ps,...,ps} si

i-1
dim (CC,-;) =p, 1<i<k

Se sabe que dim(C°g/C'g) > 2 y que las algebras g y gr g tienen el mismo
tipo; pero, en general, g no es isomorfa al algebra graduada gr g, como se puede

observar en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 2.2 Sea g el dlgebra de Lie de dimensién 6 definida por

( [XI,X2] = X3
[X1, Xa] = X4
< [XlaX'l] = X5
[XI,-XS] = X6
L [ X2, X3) = X
donde {Xi,...,Xe} es una base de g y el resto de los productos corchetes para

los elementos de la base es nulo, salvo antisimetria.

Se tiene que la sucesién central descendente esta formada, para el algebra
considerada, por

C’g =g,
Clg =< X3, X4, X5, X6 >,
C?g =< X4, X5, X6 >,
C3g =< X5, X6 >,
Cg =< X¢ >,
C°g = {0},
siendo < X; > el subespacio engendrado por los X;.

Si denotamos de nuevo por X; a la clase a la que pertenece dicho vector

en cada uno de los correspondientes subespacios g; = C*~1g/C'g, se tiene

g =< X],Xz >,
g2 =< X3 >,
g3 =< Xy >,
gs =< X5 >,

95=<X6>.
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Entonces gr g, el algebra graduada que se obtiene, es la que estd definida por los

corchetes
[ [X1,X2] = Xs
[X1, Xa] = X4
[X1, X4) = X5
| (X1, Xs] = X

y puede verse en la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién 6,
obtenida por Cerezo [9], que grg y g aparecen como algebras no isomorfas, como
demuestra directamente el hecho de que el centralizador de C'g tiene dimensién

4 y el centralizador de C'(gr g) tiene dimensién 5.

Consideraremos en esta seccién las algebras de Lie en las que por la gra-

duacion precedente se obtiene un dlgebra de Lie isomorfa a la de partida.

Definicién 2.3 [30] Se dice que un algebra de Lie nilpotente g es o esta graduada
naturalmente si es isomorfa al dlgebra graduada grg, obtenida de la filtracion
natural del algebra.

Es decir, g es un algebra graduada naturalmente si, siendo

Cn‘-—lg
grg=¢pPa; con g; = —
.@ , 8= o

se tiene

g=grg.

e Se considerara, a partir de ahora, que las algebras graduadas seran algebras
graduadas naturalmente.
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2.2.3 Algebras de Lie filiformes graduadas

Las algebras filiformes graduadas han sido determinadas por M.Vergne [30]. En

esta seccion se recuerdan sus resultados.

| Un algebra de Lie filiforme es la que tiene tipo {2,1,1,...,1}. Si g es un
algebra de Lie filiforme graduada de dimensién n tenemos, de la definicién, que

dim(C'g) = n — 2,
dim(C'g)=n—-i—1 si 2<i<n-1.
Se tiene, con la notacién precedente, que

dimg; =1 para 2<:i<n-—1.

El primer paso para determinar las dlgebras graduadas filiformes es en-

contrar una base de g que permita expresar el dlgebra de una forma sencilla.

Lema 2.4 [30] Eziste una base {Xo, Xy,...,Xn-1} de g, que se dird adaptada
al dlgebra, tal que
[Xo,X,']=X,'+1 si 1 Sl Sn—2

Se deduce de la determinacién para el vector X, del operador adjunto

ad Xo, en el lema anterior, que
g1 =< Xo, X1 >,
g =< X; > si 2<:1<n-1.
El algebra de Lie filiforme g es, entonces, graduada si y sélamente si

[Xi, X5] = aij Xiyj
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siendo las {a;;} constantes que verifican las condiciones algebraicas obtenidas de

las ecuaciones de Jacobi.

El resultado principal lo obtiene Vergne viendo que en una base adap-
tada un algebra graduada filiforme puede ser expresada de tal forma que permite

obtener como corolario el teorema siguiente:

Teorema 2.5 [30] Si g es un dlgebra de Lie filiforme graduada de dimensidn
n(> 3), entonces se puede encontrar una base {Xo, X1,...,Xn-1} de g de forma
tal que g =L, sin es impar, y g = L, 6 g = Q,, cuando n es par, siendo, si se

omiten los productos nulos,

L, el dlgebra definida por

[Xo, X = Xipa 1<i<n-—2.

Qn el dlgebra definida, si n =2q, q > 2, de la forma

[Xo, Xi] = Xina 1<i<n-2,
[Xi, Xpo1mi) = (=1)7' Xy 1<i<g-1

Obsérvese que {Xo, X1,...,Xn-1} es una base adaptada de g y resulta,
como corolario, que en cualquier dlgebra de Lie filiforme puede encontrarse una
base en la que se tengan los corchetes de L, 6 @,, segin la paridad de la di-

mension, mas los corchetes

n—-l—i—j;

[Xi,Xj] = Z C:-chg+j+k.

k=1
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2.2.4 La sucesidén caracteristica

Vamos a considerar ahora otro tipo de algebras de Lie nilpotentes no filiformes
que resultan, de modo natural, al considerar como invariante la sucesion carac-
teristica. Es un invariante basado en conceptos elementales relacionados con la
forma canédnica de Jordan y aparece utilizado explicitamente por primera vez en
los trabajos de Ancochea y Goze [2] y [3]).

La sucesién caracteristica se define como el maximo de los simbolos de
Segre de las aplicaciones lineales nilpotentes ad X, siendo X un elemento del

complementario de la subalgebra derivada.

Definicién 2.6 [2] Sea g un dlgebra de Lie nilpotente compleja de dimensién
finita n. Para todo X € g — [g,g] se denota

o X) = (a(X),e(X),...,1)

la sucesién en orden decreciente de las dimensiones de los subespacios carac-
teristicos del operador nilpotente ad X. Ordenando el conjunto de estas suce-

siones por el orden lexicografico se define

c(g) = sup{c(X): X € g —[g,0]}

y se le llama sucesion caracteristica.

Evidentemente c(g) es un invariante para los isomorfismos y, por con-
struccién, existe al menos un X € g — (g, g] tal que ¢(X) = ¢(g); un tal vector se

dice caracteristico del algebra.

El dlgebra abeliana tiene por sucesién caracteristica (1,...,1), las dlgebras
metaabelianas tienen sucesiones de la forma (2,...,2,1,...,1) y el digebra de
Heisenberg (2,1,...,1).

Se deduce directamente de la definicién de algebra de Lie filiforme la si-

guiente caracterizacion, en términos de la sucesion caracteristica.
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Lema 2.7 El dlgebra de Lie g de dimension n es filiforme si y solo si tiene por

sucesion caracteristica c(g) = (n — 1,1).

Asi, el Teorema 2.5 determina las dlgebras graduadas de sucesion carac-
teristica (n — 1,1) y tiene sentido preguntarse por la caracterizacion de algebras

graduadas cuya sucesion caracteristica no sea la de las filiformes.

2.3 Algebras casifiliformes

El tipo de algebras de Lie que se van a considerar quedan precisadas como las

que tienen sucesién caracteristica inmediatamente inferior a las filiformes.

Definicién 2.8 Un algebra de Lie nilpotente g de dimension n se dira que es

casifiliforme! si tiene por sucesién caracteristica ¢(g) = (n — 2,1,1).

El objeto del resto del capitulo es abordar el estudio y determinacién las

algebras casifiliformes que admiten una graduacién

0=0199:0 - D @n-2
en la que se tiene g; # {0}, paratodo 1 <i<n -2

Veremos que éstas algebras no siempre son graduadas naturalmente, es

decir, habra algebras g que admitan tal graduacién y para las que se tendra

gFgrg.

1E]l nombre fue propuesto por M. Goze en una sesién de trabajo en Mulhouse (Francia).
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Sera necesario para estudiarlas considerar una generalizacion de la fil-
tracién natural en un sentido que se precisara. Se obtendran de las nuevas filtra-
ciones un tipo de algebras, que llamaremos p-graduadas, entre las que, como caso

particular, estaran las graduadas naturalmente.

2.3.1 Algebras casifiliformes graduadas naturalmente

Sea g un algebra casifiliforme de dimensién n. Si X es un vector caracteristico

del algebra, existe una base en la que el operador ad X, esta determinado por la

matriz
(0000 00 0)
0 00O 0 00
0100 0 00
0010 0 00
0000 --- 000
0000 --100
L0000 000
Denotando la base como { Xy, X1,...,X._2, Yo}, los productos del vector

caracteristico Xy por los restantes elementos de la base los podemos expresar

como

[XO,Xi]=Xi+1 1 stn_37
[X07 Xn—2] = 0)
[X07 YE)] = 0.

Una tal base sera llamada, en adelante, base adaptada del algebra. Por
tanto, en una base adaptada, la sucesion central descendente verifica las siguientes

relaciones de inclusion:

Clg o< Xg,...,Xn_z >,

C2g o< X,y Xnm2 >,
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C"'sg o< X2 >

En éstas condiciones podemos resaltar el resultado siguiente:

Proposicion 2.9 Si {Xy, X),...,Xn-2,Y0} es una base adaptada del dlgebra g,
entonces el vector X1 ¢ C'g y el vector Yo & C" 2.

Demostracion. Los condiciones de Jacobi para los vectores Xo, X; y X, que
denotaremos por J(Xo, X;, X;) = 0, implican

[XO’ [XHXJ]] = [Xi+l’ XJ] + [Xian+l]1 1 S 1 < .7 <n-— 27

[XO, [Xi,Xn—ZH = [Xi+17 Xn—2]7 1< 1<n-—2.

Pueden, entonces, obtenerse los diferentes productos corchetes entre los

elementos de la base del dlgebra con la ayuda del proceso recurrente
[Xn-3, Xn-2], [Xn—1, Xn-2], [Xn-1, Xn=3],- - ., [Xt; Xn=2], - - -, [Xt, Xeg1], - - -

Sea (r,s) con r < s tal que [X;, X,] es el primer producto que contiene X; como
sumando, con coeficiente no nulo, en la combinacién lineal en que se expresa.
Las relaciones anteriores de Jacobi muestran que tiene que ser r = 1 y de las
condiciones de nilpotencia se tiene que es imposible que X; esté en un producto
[X1,X,]. Tampoco puede estar X; en un producto (Y5, X;],con2 >i>n—2,ya
que de la relacién de Jacobi J(Yp, Xo, Xi-1) = 0, cuando 2 < i < n—3, se tendria
X1 en la imagen de ad Xo; las condiciones de nilpotencia aseguran, entonces, que
X; no puede estar en la imagen de ad Yp. Luego X; no estd en la subdlgebra
derivada de g.

Para probar que Y, ¢ C™2g, basta considerar que si Yo € C"2g, entonces
g tendria que ser un algebra de indice de nilpotencia n — 1 y, por tanto, seria
filiforme; la sucesion caracteristica de g deberia ser (n — 1,1). (]

\
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Obsérvese que si se identifica cada vector a su clase, se obtienen las rela-

ciones de contenido

C°
— Xo, X
C‘g o< Ao, A1 >
y Ci—l
-g O<X;>, 2<i<n-2
Cig

En alguno de los cocientes debe estar el vector Yg, y ello motiva la consi-
deracién de notaciones distintas, relacionadas con el subespacio al que pertenece,

para las algebras graduadas que se obtienen de la sucesién central descendente.

Asi, dada un 4lgebra de Lie casifiliforme g, de dimension n, se obtiene por
la graduacién asociada a la filtracién natural un algebra graduada, que denotare-

mos gr, ¢, para indicar:

e En el caso ¢ = 1, que el tipo del algebra es {3,1,1,...,1}; es decir,

. C’°g ) C""lg )
dlm(al—g—>=3 y dlm(C"g):l’ 2<:1<n-2.

e En los casos 2 < ¢ < n — 2 indicamos, para cada ¢, que el tipo correspon-
diente al algebra es {2,1,...,1,2,1,...,1}, donde el segundo 2 esta situado
en el lugar ¢-ésimo; es decir, se tiene

0 g-1 i.—l
dim (gl_z) =2, dim (ch;) =2 y dim (CC'_;‘) =1, sii#l,q.

Nota 2.10 Un algebra de Lie casifiliforme g graduada naturalmente serd de

ahora en adelante, en la nueva notacién, un algebra para la que se tiene g = gr, g.

Denotaremos, en lo que sigue, una base de un algebra de Lie g de dimensién
n como {Xo,X1,...,Xn-2,Y0} y expresaremos el algebra, como hemos venido

haciendo, dando los productos no nulos, salvo antisimetria.
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2.3.2 Algebras casifiliformes p-graduadas

El ejemplo siguiente muestra que, si se toma una base adaptada de un algebra de
Lie casifiliforme g, la graduacién obtenida de la sucesiéon central descendente pro-
duce un algebra gr, g no isomorfa a g; pero una leve modificacién de la filtracién
nos encuentra una graduacién finita de g, con el mismo nimero de subespacios

que producia la filtracion natural.
Ejemplo 2.11 Un &lgebra g, de tipo {3,1,1}, para la que g # gr, 8.

Sea g el algebra definida, en funcién de la base {Xo, X3, X2, X3,Yo} por

[Xl), Xl] = X2
ag= [X05X2] = X3

[YEMXI] = X3

El dlgebra es casifiliforme y la base considerada es una base adaptada. Si ponemos,

identificando cada elemento a su clase,

CO

g = b—% =< Xo, X1, Yo >,
o .

d2 = C_zﬁ =< X2 >,

C?g
*7 C3g 3

entonces, el algebra graduada que se obtiene,

grig =g D92 ®gs,
esta definida como
gr, g = { [XO)XI] = X2
8=
[Xo, X2] = X3
y claramente g y gr, g son no isomorfas, sin mas que considerar las dimensiones

de sus centros.



52 Capitulo 2. Algebras de Lie Casifiliformes Graduadas

El resultado g # gr, g obtenido en el ejemplo anterior puede considerarse
consecuencia de que el elemento Yy no queda “bien situado” por la graduacién
precedente, obtenida de la filtracion natural (.5;), en la que para cadal <: < n-1

se estd obligado a tomar S; = C*~!g.

Puede observarse en el algebra g, del mismo Ejemplo 2.11 considerado,
que < X5, X3,Yp > es un ideal de g, que en el subespacio S; =< X;, X3 > se
tiene (Yo, 5] = {0} y que (Y5, 51] C S3. Entonces, poniendo

(S1=C’=g,
S, =< X3, X3,Y >D Cl'g =< X3, X3 >,

S, =< X3 >= C?g,

| Sy =C% = {0},

se obtiene (S!), que es una nueva filtracién de g. Esta no es, obviamente, la
filtracién natural, pero si identificamos cada elemento a su nueva clase en el
algebra graduada

01 Dg Das

que resulta y que denotaremos g(s 2), tenemos ahora que

S
=g =< Xo, X1 >,
2

52
$=7 =< X1,Yp >,
3
S’
g3 = Ez =< X3 >,

y entonces si que se tiene el isomorfismo. Es decir,

g = 8(,2)

y hemos encontrado, por tanto, una graduacién para el dlgebra g.
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Obsérvese que el tipo del dlgebra g es {3,1,1} y la nueva filtracién lo que
ha hecho es considerarlo como {2,2,1}. La base adaptada en el dlgebra graduada
gr, g, obtenida de la filtracion (S;), en realidad, es

Xo = Xo+ < X2, X3 >,
X=X+ < X3, X5 >,
Yo = Yo+ < X2, X3 >,
X; = X+ < X3 >,
Xz = Xa.
La base adaptada de g(s,2), sin embargo, es

Xo = Xo+ < X2, X3,Ys >,

X1 = X1+ < Xz, X3, Y0 >,

Yo = Yo+ < X3 >,

Xz = Xo4 < X3 >,

X3 = Xs.

La tnica diferencia para las clases distintas a las anteriores es la consideracién de
Yo como nuevo elemento de la clase nula correspondiente, es decir, como elemento
del ideal sobre el que se efectda el cociente en la filtracién y que produce el
elemento X; # 0 en la nueva graduacién; excepto para la clase del propio vector
Yo, que se obtiene eliminando de la clase nula del cociente, al que Y, pertenecia
inicialmente, los vectores necesarios (en éste caso, sélo X;) para que la operacién
anterior de adjuntar Y; a ideales en los que no estaba, tenga sentido en la nueva

filtracion.

Légicamente, un procedimiento semejante no siempre tiene por qué dar
lugar a una filtracién del dlgebra. De nuevo en el dlgebra g del Ejemplo 2.11, pode-
mos ver como la consideracién también de Y; en el subespacio S3 =< X3,Yp >,
para modificar el tipo del dlgebra a {2,1,2} no tendria éxito. En efecto, seria
X1 € 51, Yy € S} y tendriamos

[Yo, X1] = X5 ¢ S; = {0},
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luego (S?) no es una filtracién de g.

Asi, cuando un algebra de Lie es casifiliforme, una filtracién relacionada
con la sucesién central descendente que coloque el vector Y, de una base adaptada
de forma conveniente, puede dar lugar a que se obtenga un algebra graduada

isomorfa a la de partida. Ello motiva la definicién siguiente:

Definicién 2.12 Sean g un algebra de Lie casifiliforme de dimensién n y p un
entero, con 1 < p < n — 2. Se dird que (S;)iez es una p-filtracion o una filtracion

de indice p del algebra si los S; son subespacios tales que

(S =C% i <1,
$;>C" g 2<i<p, (p>1)

S;=C"'g p+1<i<n-2, (p<n-2)

k5,'={0} 1>2n—1;

y se verifica que (5;);cz es una filtracién finita de g, cumpliéndose:

Sip=1,

dim (g—:) =3

-

&m(——)=L 2<i<n—2.

Sig<p<n-2,
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Se verifica, entonces, que las p-filtraciones se obtienen tomando la filtracion

natural que produce la sucesién central descendente, y cuando se tenga

. (C"g
dlm( Cig ) #1,

1—1
dim(CC.,;‘) =1, ¢+1<i<n-2

se aumenta en una unidad (si ¢ < n — 2) la dimension de los subespacios

Cig, C*g, ..., CP g

de forma que, llamando NC’g, para ¢ < ¢ < p — 1, a los nuevos subespacios

obtenidos, se tenga que la sucesién (S;), con
{S,-=C"lg sii€Z—{q+1,q+2,...,p},

S;=NC*-'g siie{g+1,9+2,...,p},
es una filtracion del dlgebra en la que se verifican las condiciones de dimensién

impuestas en la definicion.

Nota 2.13 Observando que la filtracién natural nos da el tipo del algebra, una
p-filtracién puede ser interpretada, como hicimos en el Ejemplo 2.11, del siguiente
modo:

Caso ¢ = 1. El tipo del algebra es

I
{3, ,1,...,1, 17, 1,...,1}

y la p-filtracion lo considera
lugar
{2,1,1,...,1, % ”,1,...,1}.

Caso ¢ > 1. El tipo del algebra es

lugar lugar
{2, ,1,...,1, 2°1,...,01, 1.1,.. ,1}

y la p-filtracion lo considera

lugar I
{2, 1,1,...,1, 1.1,....1, 97" 1,...,1}.
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Fijaremos la notacién para el dlgebra graduada que se obtiene al considerar
una p-filtracion de un algebra de Lie, para distinguirla de la que produce la

filtracién natural.

Nota 2.14 El algebra graduada asociada a la p-filtracién, que se obtiene de la

forma usual, poniendo
gi= =
" Sin

sera denotada, de ahora en adelante, por g, ), donde n y p son, respectivamente,

la dimensién del dlgebra y el indice de la filtracién.

Abordaremos, en el resto de este trabajo, el estudio y determinacién de las
algebras de Lie casifiliformes en las que, por la graduacién precedente, obtenida
de una p-filtracidn, el dlgebra graduada que se obtiene es isomorfa a la de partida.

Dichas élgebras serdn llamadas p-graduadas y las definimos con precisién.

Definicién 2.15 Sean g un algebra casifiliforme de dimensién n y p un entero,
con 1 < p<n-—2. Sedird que g es un algebra p-graduada o que es un algebra
graduada de indice p cuando es isomorfa al 4lgebra graduada g(»,y), obtenida de
una p-filtracion.

Es decir, si (S;)iez es una p-filtracién de g para la que se obtiene

G(np) = 6992@“'@&;@“'@91:—2,

siendo

entonces se tiene
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La filtracién natural, que produce la sucesién central descendente, es el
caso mas simple de p-filtracién, lo que establece una primera relacion entre las
algebras casifiliformes graduadas naturalmente y las p-graduadas, que se muestra

en la proposicion siguiente:
Proposicién 2.16 Si el dlgebra g = gr, g, entonces g es un dlgebra p-graduada.

Demostracién. En efecto, basta observar que si g = gr, g, tomando la propia
sucesién central descendente como p-filtracion, se tiene que g es p-graduada, ya

que se verifica

9= 9(np) = &, 8 O

Las algebras 1-graduadas se corresponden, obviamente, con las que tienen
el tipo {3,1,1,...,1} y son graduadas naturalmente, ya que S; = C*~lg, para
todo i, y la 1-filtracién coincide con la filtracién natural. También es claro para
un algebra de tipo {2,1,1,...,2}, que la tnica p-filtracién posible es la filtraciéon
natural.

Cuando 2 < p < n—2, entre las algebras p-graduadas estan las que tienen
el tipo {2,1,...,1,2,...}, con el segundo 2 en el lugar p-ésimo (el adecuado para
que g = gr, g) y son graduadas naturalmente. Pero, en general, para un algebra

. [Crg
1$d1m( Cra ) <2

p-graduada se tiene

y pudiera ser
g9=8r,8 =9y, congqg<p.
Esto se corresponde con €] Caso p > 1 de la Nota 2.13, cuando g fuese graduada,

p-graduada y p # ¢. En su momento, veremos que tal situacién sélo puede darse
cuando ¢ = 1 (ver Proposicién 2.25).
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Si g es un algebra p-graduada y elegimos una base adaptada, de acuerdo
con la Proposicién 2.9, podemos determinar los subespacios g; como se especifican

en la proposicion siguiente:

Proposicién 2.17 Si {Xo, X1,...,Xn-2,Yo} es una base adaptada del dlgebra

9 = 9(np), entonces se tiene la descomposicion

9=91®92@"'@9p@"'€99n—2

con
[9:,85] C gisj, 4,7 €1,

y el vector Yy € g, siendo:

gl =< XO’XI,K) >,

Si p=1,
g =< X; > si 2<:<n-2.
g1 =< Xo, Xi >,

Si p#1: g, =< X, Y >,

9 =< X; > si 25:1<n—-2, i1#p.

Demostracién. Sip=1o0sip>1y Crlg =< X,,Xp41,...,Xn-2,Y >, la
conclusiéon es inmediata.

Sean C*7'g =< X, Xp41,...,Xn-2 >, con 1 < p < n—2,y (S;) una
p-filtracién del lgebra. Suponiendo

Sp =< Xp, Xp41,. .., Xn-2,X; >, conl<j<p,

es decir, tal que
Sj =< Xj,Xj+1,...,Xp,... >,

se tendria que
(X0, X;] = Xj41 € Spia;
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pero eso es imposible, ya que p+1 > j + 1 y se tienen

Sp+l = Cpg =< Xp+l,XP+2)- .. 7Xn—2 >, si p <n- 31

Sp+1={0}, si p=n-—-2.

Si ponemos

Sy =< Xp, Xpt1, - - -y Xu—2, Xo >,

obtenemos la misma conclusién considerando el producto [Xp, X;] = X; € Sp+1-

Luego la unica posibilidad de que (S;) sea una filtracién del algebra es
poniendo
Sp =< Xp,Xp+1’ veey Xn-2,Y0 >

y entonces, como
Spi1 = CPg =< Xpt1, Xpt2y- oy Xn2 >

y el algebra g es p-graduada se tiene la conclusién. O

La sucesién caracteristica (n — 2,1,1) de un élgebra casifiliforme g tiene
sentido para n > 2. Si n = 3, el dlgebra sélo puede ser la abeliana de tal
dimensién. Vamos a utilizar la proposicién anterior para estudiar, en el caso en

que g sea de dimension n = 4, cuindo el algebra es p-graduada.
Ejemplo 2.18 Algebras p-graduadas de dimensién 4.

Sélo caben considerarse las graduaciones de indices p=1y p = 2.

~ Si p = 2, entonces, en una base adaptada {Xp, X1, X3, Yo}, el tinico producto
no nulo de g, entre los elementos de la base, es [Xo, X;] = X; y por tanto

a=Lyd <Yy, >.
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~ Si p =1, en una base adaptada se tendria

[Xo, Xl] = Xz
[Yo, Xl] =alkX,
Haciendo el cambio de base
Yol = Yo — a Xo,
X! =X; 0<:<2,

se tendria que

[)/(),7X;] = D/E) - aXo,X,-] =aX,—-aX; =0;

por tanto, podemos suponer @ = 0 y obtenemos el mismo resultado que en el
caso p = 2.

Se tiene, entonces, que sélo hay un algebra casifiliforme p-graduada de
dimensién n = 4 que es escindida, es decir, suma directa de otras; en concreto,
suma directa del algebra abeliana de dimensién 1 (C) y del dlgebra de Heisemberg
de dimensién 3 (Ls).

El ejemplo anterior muestra que L3 & C es la 1inica algebra p-graduada (en
este caso graduada) de dimensién 4. Para estudiar las dlgebras p-graduadas de
dimensiones superiores, expresaremos las condiciones de la Proposicién 2.17 en
términos de la forma que adopta la ley del dlgebra, en funcién de los productos, no
necesariamente nulos, en una base adaptada. Podemos establecer la proposicién

siguiente:
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Proposicién 2.19 Sean g un dlgebra de Lie casifiliforme p-graduada de dimen-
sion n y {Xo, X1,-..,Xn-2,Yo} una base adaptada del dlgebra. Entonces se tiene

[ [Xo, Xi] = Xipa 1<:<n-3,
[Yo, Xi] = a; Xisyp 1<i<n—-2-p (p<n-3),
=) [Xi, X5] = a5 Xiy; 1SiSl'"—§—3J,i<an-2~i,j¢P—i;
| X Xpoil = aipi X, + 1Yo 1<i< (252 (p23)

siendo, segin el caso, las {a;}, las {b;} y las {a;;} constantes que verifican las

condiciones algebraicas obtenidas de las ecuaciones de Jacobi.

Demostracién. En efecto, basta considerar la descomposicién

£|=91€9'-'€ng€9'“699n-2

de la Proposicién 2.17 e imponer las condiciones generales para que se cumpla
que g sea un algebra de Lie y se verifique

[0:,8;] C Givj, 4,j€Z. O

Separando en una nota los casos en que algunos de los productos desapare-
cen, debido a las propiedades del vector Y; en las p-filtraciones correspondientes
a los casos extremos, aclaramos el significado de los paréntesis en la expresién de
g de la proposicién anterior.

Nota 2.20

o Sig es un dlgebra (n — 2)-graduada, en la Proposicion 2.19 se pone:
[ X0, Xi] = Xi 1<:<n-3,
g=1 [XiX;] = ai; Xiy; 1<i< |58 i<i<n—2—j

[Xi Xaoaei] = Gincaci Xoca + b Yo 1< < |25,
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En efecto, ya que se tiene Y € cen g, porque en la (n — 2)-filtracion es Yy € Sy,—5,
(8;)={0}, parai>n—2,y

[Xi, Yo] € [Si, Sn—2] = Sn-24i, 121
Por tanto, como [Xo, Yp] = 0, se tiene [Yp, g] = {0}. O
o Siges I-graduada o 2-graduada, en la Proposicion 2.19 se pone:
[Xo, Xi] = Xita 1<i<n-3,
g=1 [Yo,Xi] =a; Xisp 1<i<n-2-p,

X,',X':G,"XH.' 1<:< 1‘;3,5<j<n—-2—z'.
J J J 2

En efecto, en los casos p=1y p =2, el vector Y, € C'g. o

2.3.3 Algebras 1-graduadas

Entre las dlgebras de tipo {3,1,1...,1} estdn L,—; ® C y Q,-1 & C, que puede
verse directamente que son p-graduadas, para cualquier indice 1 < p < n — 2.
Podemos usar el segundo resultado expresado en la nota anterior para probar que

son las unicas algebras 1-graduadas que existen.

Se tiene el siguiente resultado de clasificacién:

Teorema 2.21 Si el dlgebra g = g(,1), entonces

Loo1®C si n=2,
g= .
Ln—l @ C 6 Qn—l @ C Si n # 2.
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Demostracion. Sea {Xo, X1,...,Xn-2,Y0} una base adaptada de g. Si consi-
deramos la relacién de Jacobi J(Xp,Ys, X;) = 0, siendo 1 < ¢ < n — 4, que se
expresa

[XO, [YO’ Xt]] + [YO, [Xi’ XO]] + [Xia [XO, Y;)]] =0,

y sustituimos los corchetes interiores por su valor, segiin la Proposicién 2.19, se

obtiene

[Xo, a; Xi+1] + [Yo, —Xi+1] + [Xi, O] =0,

de donde se deduce
(@i — @iy1) Xiy2 = 0.

Haciendo variar 7 desde 1 hasta n — 4, tenemos
Ap-3 = AQpg=-""=0a2=aq
y el algebra g viene expresada, en la base adaptada, como
[Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-3,
g=1 [¥5,Xi] = a1 Xina 1<:<n-3,

[X,-,Xj]=a,~jX,-+j 1<i<[n—':§J,i<an—2—i.

Si se realiza el cambio de base definido por las relaciones
Yo' = Yo — a1 X,
X=X, 0<i<n-—2

se puede suponer que a; = 0. Se tiene, entonces, que el algebra viene expresada

como

[XO7X1'] = Xi+1 1< : <n- 3’
[Xo Xjl=ai; Xip; 1< |52, i<j<n—2—4
luego se verifica que Y, € C'g y, ademads, Y, € ceng, lo que prueba que

g=00 <Y >,
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siendo g’ el algebra < Xy, X1,...,X,-2 >. Pero en g’ el vector X tiene sucesién
caracteristica ¢(Xo) = (n—2,1), asi g’ es un algebra de Lie filiforme de dimensién
n — 1 graduada naturalmente ya que

gl_-___@ i

<Y >

y la restriccion de la 1-graduacién a los cocientes prueba

[ge gj] Hivj
<Y>"<Y> <Yy >’

i,jel

Podemos, en esas condiciones, aplicar el Teorema 2.5 y se obtiene directamente
el resultado. 0

Como se tiene que g = g(»,1) es equivalente a g = gr, g, el teorema anterior
indica que las dlgebras casifiliformes graduadas naturalmente de tipo {3,1,...,1}
son unicamentes algebras escindidas con una parte filiforme graduada de di-
mension n — 1 que, segin la paridad de la dimensién, queda determinada por
las que obtuvo Vergne [30].

Nota 2.22 Diremos, en lo sucesivo, para referirnos a L,_; ®C y Qn-1®C que

son las algebras graduadas escindidas y usaremos la notacién
g=LQ
para indicar que
g=L,,6C sin=2,
g=L,106C 6 g=Q,-19C sin#2.
El Teorema 2.21, con la nueva notacién, se enunciaria:

Si el algebra g = g(n,1), entonces g = LQ.
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Dado que la definiciéon de ilgebra p-graduada, cuando p > 1, lo esta en
términos de una filtracién relacionada con la sucesién central descendente me-
diante inclusion, puede parecer que un algebra casifiliforme podria ser a la vez
graduada de distintos indices. El siguiente teorema muestra que sélo es posible

tal resultado para las dlgebras graduadas escindidas.

Teorema 2.23 Sig es una dlgebra de Lie de dimension n casifiliforme p-graduada
y p'-graduada, con p # p, entonces existe un dlgebra filiforme g', de dimension

n — 1, graduada naturalmente, tal que
g=90C
Demostracién. Supongamos que p < p’. Por la Proposicién 2.17 sabemos que
existen dos descomposiciones
=01 000 - DgH DD Pn-2,
procedente de una p-filtracién (S;), y
0=0,90,0 09,6 - Og, & Dg,_,,

procedente de una p’-filtracién (S?), tales que si las bases adaptadas son, respec-
tivamente, {Xo, X1,...,Xn-2,Yo} ¥y {X(’,,X{, cen X, YE,’}, se tiene que

6 =< Xo,X1,Yo> 6 g,=<X,,Y0>

g;; =< X;r,}/g >.

Supongamos p > 1.

Como [gi,8;] C gi4;, se tiene que Yy & [gi,9;] para todo i,5 € Z que
cumplan 2 < ¢ +j # p. Si existen 4,7, con i + j = p, tales que [g;, ;] = gy,
entonces existen X € C'~!g, Y € C’~'g de forma que [X,Y] = Y, por tanto se

. [Crlg
dlm( Cra ) = 2;

tiene
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como p < p' y los subespacios S; = C*~1g, para p+ 1 < i, tiene que ser

. (CP-1g
dlm( Cva ) =1.

Luego, si ¢, son tales que i + j = p/, sera
l9:,05] =< X, >C gy =< X,,, Y5 >;

pero eso significa que Y; ¢ C'g y entonces g tiene que ser un algebra de tipo
{3,1,1...,1}, lo que contradice que la dimensién de C?~'g/CPg sea 2. Luego
no puede ser p # 1 y el dlgebra es 1-graduada, por lo que el Teorema 2.21 nos
garantiza que g = LQ ysesetieneg =g ®C,donde ¢ = L,_1 6 g = Qn-1-
0

Podemos utilizar la determinacién de las 4lgebras filiformes graduadas del
Teorema 2.5 para precisar, como corolario, las dlgebras casifiliformes que pueden
admitir dos p-graduaciones distintas.

Corolario 2.24 Las unicas dlgebras de Lie casifiliformes de dimensidn n que son

simultdneamente p-graduadas de indices distintos son:
1. Sin=2, el dlgebra L,_, & C.
2. Sin#2, las dlgebras Lny ®C y Qn_1 ®C.
Demostracién. En efecto, si el dlgebra g = £Q, es claro que g esta graduada

para cualquier indice, ya que Ypceng; por tanto del Teorema 2.23 se tiene la
equivalencia

8=0np) =0Bmyp) CONPFDP <<= g=LO.

Queda claro entonces que la hipotética situacién que planteamos en el
comentario de la pagina 57 no puede darse, como destacamos en la siguiente
proposicion.
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Proposicién 2.25 Si un dlgebra g = gr g es de tipo {2,1,...,1}, no puede

obtenerse una p-filtracion para la que g = g(np) con p > gq.

Demostracién. En efecto, tenemos ¢ # 1 y @ = gr, g. Si se obtuviera g = g(s,)
significaria que el algebra es ¢-graduada, segin la Proposicién 2.16 y p-graduada
de indices ¢ # p. Segin el Corolario 2.24, tendria que ser g = LQ y se contradice
con el tipo supuesto del algebra. o

Seria bueno dejar constancia de que hemos encontrado un invariante de

las algebras p-graduadas no escindidas.

Proposicion 2.26 Exceptuando las dlgebras graduadas escindidas, el indice de

un algebra casifiliforme p-graduada es un invariante.

Demostracién. En efecto, sélo estamos diciendo que si g # LQ y p # P, no
puede ser g = gny) ¥y 9 = A(n.p')- 0O ‘

Cuando el indice de un élgebra casifiliforme p-graduadaesp=n—2y el
algebra estd graduada naturalmente, entonces la filtracién natural coincide con
la (n — 2)-filtracién, si el vector Y5 “no ha sido llevado” desde C°g. Como se ha
observado en la Nota 2.20, el vector Y; es un elemento central en las dlgebras
casifiliformes (n — 2)-graduadas. Ello permite asegurar que para éste indice,
cuando la dimension de la subdlgebra derivada sea n — 3, las tnicas 4lgebras

graduadas naturalmente también son las graduadas escindidas.

Proposicién 2.27 Si el dlgebra g = gr(,_,) g tiene dim(C'g) = n — 3, entonces
g=LO.

Demostracién. Si g = gr(,_,) 8, la Proposicién 2.16 nos dice que g = g(n n-2)-
Entonces, tenemos dim(C'g) = n—3 y el 4lgebra es g = g(n,n-2). Puede verse en
la Nota 2.20 que Y; es central y, por otra parte, Yp no puede estar en C'g, ya que



68 Capitulo 2. Algebras de Lie Casifiliformes Graduadas

C'g contiene a los n — 3 vectores { X3, X3,...,Xn—2}. Se tiene, entonces, que la

sucesién central descendente es una 1-filtracién de g tal que g = g, 1), luego

g= g(n,n—Z) = g(n,l)

y el Corolario 2.24 impide que los indices de la graduacién sean distintos, excepto

enel casodeserg=LQ. O

La dimension de la subalgebra derivada nos ha determinado facilmente las
algebras (n — 2)-graduadas que eran escindidas. La clave es el vector Yp, ya que
cuando se tiene Y, € C'g, entonces se tiene Yy € CP1g y la filtracién natural y la
p-filtracion son la misma. Ello permite dar una condicién necesaria facil para que

un algebra sea simultdneamente graduada y p-graduada, cuando no es escindida.

Proposicién 2.28 Seq el dlgebra g = gy tal que g # LQ. Si g estd graduada

naturalmente, entonces dim(C'g) = n — 2.

Demostracién. Sea el dlgebra g = g(,.,) graduada naturalmente. Entonces se
tiene que g = gr, g y el Teorema 2.21 nos dice que p # 1, ya que las tnicas
algebras 1-graduadas son g = £Q. Por tanto, se tiene g = Inp)> 8 = B, 8 Y
g > 1y la Proposicién 2.25 nos dice que tiene que ser ¢ = p. Entonces g = gr, 9

y p> 1, luego
Crlg

d =2

im ( - )
y o

g

dim (C_lg) = 2,

con lo que se verifica que dim(C'g) = n — 2. o
Obsérvese que, por ahora, pudiera darse el caso de ser g = Bnp) ¥

dim(C?'g/C%) = 2, para algin 2 < ¢ < p. Entonces, se tendria g # gr,e y
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dim(C'g) = n — 2, pero la p-filtracién, obviamente, no serfa la filtracién natural.
Veremos mas adelante, que también tal situacién es imposible y se verifica el
reciproco de la proposicién anterior, es decir: si un algebra p-graduada no esta
graduada naturalmente, tiene que ser precisamente de tipo {3,1,1,...,1} (ver
Proposicién 2.35).

Podemos precisar ahora que, cuando la p-filtracién no coincide con la
filtracion natural, las dlgebras graduadas escindidas son las tnicas algebras si-
multaneamente p-graduadas y graduadas naturalmente, lo que damos en forma

de caracterizacién.
Proposicién 2.29 Una condicidn necesaria y suficiente para que g = g(n,y) €@
un dlgebra graduada naturalmente es

g=gr,g 6 g=LQ.
Demostracién. Como gr, g, L.—1 ®C y Qn-1 @ C, son algebras graduadas
naturalmente, que la condicién es suficiente es evidente.

Veamos que la disyuncidn es condicién necesaria para que si admitimos
g = @(np) s€ tenga g graduada naturalmente. Distinguiremos tres casos segin los

valores del indice de la graduacién.
Caso p = 1.

Si @ = @g(n,1), entonces el Teorema 2.21 nos dice que ambas afirmaciones en la

disyuncién son ciertas, es decir

g=grg y g=LOQ.

Caso p=n —2.

51 g = g(n,n-2), entonces la Proposicién 2.27 nos dice que cuando dim(C'g) = n—3
se tiene g = £Q. Si dim(C'g) = n — 2 y estd graduada naturalmente se tiene
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9 = @(nn-2) Y 8 = gr, @ para algin ¢ # 1, luego la Proposicién 2.25 nos implica
que ¢ = n — 2 y se tiene

g= gr(n—2) g.

Casol<p<n-2.

Si el dlgebra g = gny), con 1 < p < n — 2, esté graduada naturalmente y
g = gr, g, entonces si ¢ = 1 el Teorema 2.21 nos dice que g = £Q. En otro
caso tenemos @ = §(np), § = 8,8 ¥ ¢ # 1; nuevamente la Proposicién 2.25 nos

implica que ¢ = p y se tiene

g=gr,g. O

Por tanto, si tenemos 1 < p < n — 2 y el subespacio C?~1g/CPg tiene
dimensién 1, p-graduada significa no graduada naturalmente. Veremos posterior-
mente, haciendo uso de nuevos resultados en la estructura que tienen las algebras

p-graduadas, cémo se podra ser cada vez mas preciso.

2.4 Estructura de las dlgebras p-graduadas

En esta seccién vamos a obtener algunos resultados que nos van a facilitar la de-
terminacién de las algebras p-graduadas. De hecho, nos van a permitir reducir el
nimero de constantes de estructura que definen el dlgebra en una base adaptada
y determinar, de forma precisa, una caracterizacién de las algebras g = B(n.p)
para las que g # gr,g. Presentaremos también, en esta seccién, ejemplos de
algebras casifiliformes p-graduadas, no escindidas, a las que nos referiremos pos-

teriormente.
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24.1 Loscasos p=2yp#2

El argumento utilizado en la prueba del Teorema 2.21, como caso particular en el
estudio de las dlgebras casifiliformes 1-graduadas, lo podemos aplicar a cualquier
tipo de p-graduacién.

Sea g es un algebra p-graduada de dimensién n, con p > 1. Entonces, en
una base adaptada {Xo, Xi,...,Xn-2, Yo}, segin la Proposicién 2.19, se tiene

[ [Xo, X:] = Xia 1<i<n-3,
[Yo, Xi] = ai Xiyp 1<i<n-2-p (p<n-3),
= [Xi, X;] = aij Xiyj ISiSlﬂ;—sJ,i<an—2—i,j#P—i;
| X Xl = aipi X, + 1Yo 1<i< (B2 (p23).

Y podemos asegurar el siguiente resultado:

Lema 2.30 Cualquiera que sea el indice p de la graduacién, 2 < p < n —3, se
verifica que

a; = ay, 1<i<n—-2-p

Demostracion. En efecto; si p = n — 3, sélo existe a; y no hay nada que
demostrar. Sea ptal que 2 < p < n—3. De la relacién de Jacobi J(Xo, Yo, X;) = 0,
cuando 1 < ¢ < n — 3 — p, se obtiene

(@i — aiy1) Xigpp1 = 0;

haciendo variar ¢ entre 1 y n — 3 — p la conclusién es inmediata. o

Veamos ahora que también hay una relacién entre las constantes b; y

podemos, en el peor de los casos, reducirlas a solo una. En adelante usaremos



72 Capitulo 2. Algebras de Lie Casifiliformes Graduadas

la notacién a;; para referirnos a la constante a;;, cuando la complejidad en la

expresion de los enteros 7,j pueda inducirnos a error.

Lema 2.31 Cualquiera que sea el indice p de la graduacidn, 3 < p < n —2, se
verifica que

b= (=1)"1b, 1<i< [?J

Demostracién. De nuevo podemos observar que si [(p — 1)/2] = 1, sélo existe
bi. Sea p tal que |(p—1)/2] > 2. Tomando i demodo quel <: < [(p—1)/2] -1,
se verifican las desigualdades

t1<t+l<p—-1—-:1<n-4

y puede considerarse la relacién de Jacobi J(Xo, X, Xp-1-:) = 0, de la que se

obtiene directamente
[Xo, @ip-1-i Xp-1] + [Xi, = Xp-i] + [Xp-1-i, Xita] = 0.
Desarrollando, segin la ley del dlgebra, queda la igualdad
Gp1-i Xp—Gip_i Xp — b; Yo — @i1p-1-i Xp — biz1 Yo =0
y de ella se deduce que si

1Sisl.£:_lj_1’
2

entonces
{ @i p—1—i — Qip—i — Git1,p-1-i = 0,

b; + biy; = 0.

El lema se obtiene, de forma inmediata, cuando en la segunda relacién se hace
variar i entre 1 y |[(p —1)/2] — 1. o

Si el indice p de la graduacién es par, entonces podemos asegurar més

todavia determinando, incluso, el valor de b,.
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Lema 2.32 Si p =2, entonces b; = 0.

Demostracion. Si p es par, entonces
=)=
2 ] 1 2
y el producto [X;, X,—;] esté definido, para i = |(p — 2)/2], como
[Xg-la X§+1] =ap_1,241 X, + (—1)%_151 Yo.

Considerando la relacién de Jacobi J(Xo, X -1, X 5;) = 0 y desarrollando, segiin

la ley del dlgebra, se obtiene la expresién
ag_1,2 Xp — ag_1,241 Xp — (—l)g—lbl Yo=0

y por tanto

Se tiene, a la luz de de los resultados precedentes, que podemos mejorar
la estructura de las 4lgebras p-graduadas que obtuvimos en la Proposicién 2.19,
respecto de una base adaptada, y expresarla como queda reflejada en el teorema
siguiente:

Teorema 2.33 (Estructura de las dlgebras p-graduadas) Toda dlgebra de
Lie casifiliforme p-graduada de dimension n, con 2 < p < n — 2, es isomorfa a

un dlgebra g de alguna de las familias siguientes:

1. CASO p=2

Sip=n-2:
[Xo0, Xi] = Xipa 1<:<n-3,
[X,—,Xj]=a,~jX.~+j ISZ'S[P—;EJ,Z.<]'STL—2—1:.
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$12<p<n-3:
[Xo, Xi] = Xinr 1<i<n-3,
[Yo, Xi] = @ Xiyp 1<i<n—2-p,
(X0 Xl = ai; Xy 1<i< |52, i<j<n—2—-i.

2. CASO p#2

Sip=n—-2:
[Xo, Xi] = Xina 1<:<n-3,
[X:, X;) = ai; Xigj 1<i<23icj<n—-2—j,

[X;, Xn-2-i] = @Gin—a-i Xn—a +(=1)""1bYs 1<i< 23
Si13<p<n-3:
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
[Yb,X,-]:aX,q,p 1<:<n-2~-p,

[Xo Xl =ai; Xip; (i+5#p) 1<i<|%?],i<i<n—-2-i,

L [Xi,Xp—i] = Qip—i Xp + (—l)i—l bYE) 1 < ] < tl

donde, segin el caso, a,b y las a;; son constantes que verifican las condiciones

algebraicas obtenidas de las relaciones de Jacobi entre los vectores de la base

{XO,XI,- .. ,Xn—2a}/0}-

El Teorema de Estructura (2.33) de las dlgebras p-graduadas, junto con el
Teorema 2.21, permite expresar de forma mas precisa que en la Proposicién 2.29,
la relacion de las algebras casifiliformes p-graduadas con las graduadas natural-

mente.

Proposicién 2.34 Una condicion necesaria y suficiente para que g = g(np) Sea
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un dlgebra graduada naturalmente es

(P#2 v dim(C'g)=n-2) ¢ g=LQ.

Demostraciéon. Supongamos que se verifica la condicién dada. Si g = £Q,
entonces es graduada naturalmente. Por otra parte, si {Xo, X1,...,Xn-2,Yo} €s
una base adaptada del algebra g del Teorema de Estructura (2.33), se tiene que
si dim(C'g) =n -2y p # 1 es impar, entonces tiene que ser Yo € C?~1g y por
tanto la p-filtracién coincide con la filtracién natural, luego gy = gr,g. Esto

completa la prueba de que la condicién es suficiente.

Si @ = @(n,p) cuando p es par o cuando p es impar y dim(C'g) =n — 3, de
nuevo el Teorema de Estructura garantiza que Yy € Clg; luego si g es graduada
naturalmente tiene que ser 1-graduada y segin el Teorema 2.21 es g = £Q, de

donde se concluye la necesidad de la condicién. a

Obsérvese que cuando p es impar y el algebra es p-graduada, si se tiene
Yo € C'g, entonces el Teorema de Estructura (2.33) nos asegura que se tiene
Yo € CP~1g. Tenemos, por tanto, el reciproco de la Proposicién 2.28, pudiéndose
ahora excluir la hipétesis g = £Q al quedar eliminadas las algebras graduadas
escindidas por la condicién de dimensién de la subalgebra derivada.

Proposicién 2.35 Si el dlgebra g = g(,,,) tiene dim(C'g) = n — 2, entonces g

estd graduada naturalmente.

Demostracién. Sea el dlgebra g = g(n,) con dim(C'g) = n — 2. Entonces
tomando una base adaptada de g tiene que ser Y5 € C'g y no se puede tener
9 = LQ. El Teorema de Estructura (2.33) nos garantiza que p es impar. Entonces
COMO g = G(np), dim(C'g) =n — 2y p # 2, la Proposicién 2.34 nos asegura que
el algebra estd graduada naturalmente. o
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Los resultados que relacionan las dlgebras casifiliformes graduadas natu-
ralmente con las p-graduadas se pueden reunir en uno global que constituye el

siguiente teorema de caracterizacion:

Teorema 2.36 (Caracterizacién de las dlgebras p-graduadas) Si se tiene
un dlgebra g = g@(np), entonces o bien g = gr,g o bien es un dlgebra de tipo
{3,1,...,1} en la que 1 < p < n —2; y la disyuncion es exclusiva.

Demostracion. Sea el dlgebra g = g(,.). Es claro que las dos condiciones no
pueden darse simultineamente ya que sig = gr,gy 1 < p < n — 2, el tipo
del 4lgebra no puede ser {3,1,...,1}, ya que se tienen dim(C?'g/C?g) = 2 y
dim(C°g/C'g) = 2. Probaremos, entonces, que las negaciones de cada una de

las afirmaciones de la disyuncién conducen a que se verifique la otra.

°g#gr,g.

Entonces por la Proposicién 2.35 se tiene que dim(C'g) = n — 3 y, por
tanto, tiene tipo {3,1,1,...,1}. No puede ser g = g(n,;) i tampoco g = G(nn-2)
porque el Teorema 2.21 y la Proposicién 2.27, respectivamente, nos dicen que, en
ambos casos, p-graduada equivale a graduada naturalmente y estamos suponiendo
9 # gr, 8. Entonces, g es un élgebra de tipo {3,1,...,1} yse tienel < p < n—2.

e g no tiene tipo {3,1,...,1} onoesl <p<n-—2.

Si g no el tiene tipo exigido, entonces es que dim(C'g) = n — 2, y como

es p-graduada, la Proposicién 2.35 implica que g = gr, g.

Si g es un dlgebra de tipo {3,1,...,1} y no se tiene 1 < p < n — 2, como
es p-graduada, de nuevo el Teorema 2.21 y la Proposicién 2.27 nos precisan que
tiene que ser g = LQ y, por tanto, g = gr, g. (]
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2.4.2 Las algebras A(,;), Bnyp),Cnp) ¥ Dinyp)

Estamos en condiciones, ahora, de presentar ejemplos de dlgebras p-graduadas no
escindidas y que apareceran en las siguientes secciones.

Definicién 2.37 Sean n > 5y 2 < p < n — 2. Llamaremos A, ) al algebra

[Xo, Xi] = Xina 1<:<n-3,
A(n,p) = '

[Y(),X,']=X,'+p 1$i$n—2—p.

Si n # 2, designaremos por B(np) al dlgebra definida por

[XQ,X,'] =X,'+1 1 Sz Sn—3,
B(np) néﬁ [YE)aXi]=Xc'+p 1< ..<_n_2—p’

n—3

[Xi, Xn—2—i] = (=1)7 Xz 1<:< 3

Seann >5y 3 < p<n—2 siendo p # 2. Llamaremos C(np) al dlgebra

43 [Xo, Xi] = Xipa 1<:<n-3,
)

C(nvp) p= . —_
[Xi, Xpui] = (=1)71Yy 1<i < 3—2—1.

Sin#2y3<p<n—4, designaremos por D(n,p) al algebra definida por

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,

2, nt F . p—- 1
Dy P27 [Xi, Xpoil] = (-1) 7 Yo 1<i< B,
| (X Xaoaoi] = (1) Xy 18— 3,

2



78 Capitulo 2. Algebras de Lie Casifiliformes Graduadas

Nota 2.38 Es claro, que las dlgebras consideradas son casifiliformes y también
p-graduadas. Soélo hace falta considerar la base {Xy, X;,...,Xn-2,Y0}, que es
adaptada, y particularizar, en cada caso, las constantes de estructura en el Teo-
rema 2.33; se comprueba, entonces, directamente que se verifican las relaciones

de Jacobi en cada una de las dlgebras definidas.

Ademas, se tiene que las dlgebras A(np) ¥ B(n,p) son del tipo {3,1,...,1},
luego segun el Teorema 2.36 no son graduadas naturalmente ya que, en ambos
casos, Yo & ceng y no pueden ser isomorfas a L,_; @ C ni a Q,_; & C. Por otra
parte, C(np) ¥ D(n,p) si son algebras graduadas naturalmente.

Las algebras L; & C, Apz y Cs3) son algebras casifiliformes, de
dimensién 5, p-graduadas de indices 1, 2 y 3, respectivamente. Veamos cémo
éstas son las unicas dlgebras p-graduadas de tal dimensién.

Ejemplo 2.39 Algebra.s p-graduadas de dimensién 5.

Sea g = g5 ¥ {Xo,X1,X2,X3,Y0} una base adaptada. Pueden ser

consideradas las graduaciones de indices p=1,p=2y p = 3.

- Si p =1, entonces el Teorema 2.21 nos dice que

g=L;®C 6 g=Q,0C.

- Sip=2, se tiene
(
[Xo, Xa] = X

[XO, X2] = X3
[YO,XI] =aXs

L [Xl,le =a12 X3
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ya que se verifican trivialmente las relaciones de Jacobi

de bases dado por
Y;)’ = YO7

X{ =X; — anXo,
Xl=X;, 1#£1,
se puede suponer a;, = 0 y, por tanto, tenemos
[Xo, X1] = X2
g=1{ [Xo,Xo] = Xs

[Yb, Xl] =aX;

Puede ser a = 0, en cuyo caso se tendria

g=Lso®C.
Si a # 0, el cambio de bases
Y= 1%,
{ X=X
nos permite suponer a = 1 y tenemos
[Xo, X1] = X,
g=Ap = [Xo, X2) = X3 |
[Yo, Xl] =X
— Si p =3 se tiene que
[Xo, X1] = X,

g= [Xo, X2] = X35
(X1, X2)=a12 X3+ bY,

. Si se realiza el cambio

al verificarse trivialmente las relaciones de Jacobi. El primer cambio de bases del

caso p = 2 permite, también en este caso, suponer a;2 = 0 y, por tanto, tenemos

[XO') Xl] = X2
g= [XO, X2] = X3

X1, Xz] = bY,
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Si se verifica b = 0, se tendria
En el caso de ser b # 0, el cambio de bases

)/o' = bYO’
X! =X,

nos permite suponer b = 1 y tenemos

[Xo, X1] = X,
a= 6(5,3) = [XO, X2] =X3 .
[XI,X2] = YE)

Como quiera Ly y Q4 son isomorfas (L, y @» no son isomorfas para di-
mensiones mayores), se tiene asi que un algebra de Lie casifiliforme p-graduada
de dimensién 5 es Ly ® C, A(s2) 6 C(s3) que son no isomorfas al tener indices de

p-graduacion distintos.

Podemos considerar simultianeamente los distintos tipos de entre las alge-
bras p-graduadas A,), Bnyp), Cinp) ¥ Dnp) que la dimensién n del algebra
y el indice p de la graduacién permita; si n > 6, podemos asegurar que no son
isomorfas.

Teorema 2.40 Sin > 6 y 1 < p < n—2, las dlgebras p-graduadas A(n ), B(np),
Cinip) ¥ D(np), asi como L1 ®C y Qn_1 ®C, que puedan ser consideradas, segin

los distintos valores y paridades de n y p, son no isomorfas entre st.

Demostracion. Puede verse en la siguiente tabla que siempre se pueden encon-
trar dos invariantes distintos, de entre los que figuran, para cada cualesquiera dos

algebras que puedan ser consideradas simultaneamente.
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g dim(C'g) | dim(cen g) dim(D?g)
L,.,.®C n—3 2 0
Qn-186C n—3 2 1

An.p) n—3 1 0
lzf;g')) n—3 1 1
(o ne2 |2 |0(p=361(p25)
el I 2 |1(p=362(p25)

2.5 Algebras p-graduadas de tipo {3,1,1,...,1}

En el Teorema de Caracterizacién (2.36) hemos obtenido que, si se exceptian
L, 10C y Q-1 ®C, las tnicas algebras p-graduadas y no graduadas natural-
mente tienen el tipo {3,1,...,1} y el indice de la graduacién verifical < p < n—2.

El objeto de esta seccién es estudiarlas.

Es decir, vamos a estudiar y determinar cuéles son las dlgebras casifilifor-

mes que admiten una descomposicién

8=01DGgG2D - DPn-2

en la que se tiene

9 = Q(nyp) 7 8, 0

Estas seran las dnicas algebras p-graduadas que se consideren en toda la
seccion y a ellas nos estaremos refiriendo al decir que g es o puede ser p-graduada.
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La sucesion caracteristica nos ha permitido encontrar una forma facil de
caracterizarlas: la dimension del subespacio g; es 3 y solo pueden ser obtenidas
desplazando un vector, que no esta en la subalgebra derivada de g y elegido
de forma conveniente, a alguno de los subespacios g;, con 2 < i < n—2. El

desplazamiento se produce a través de lo que hemos llamado una p-filtracién.

Si para algin 2 < p < n — 2 se tiene la descomposicién de g, hemos
obtenido en la Proposicién 2.26 que ésta es 1nica en el sentido de que no existe

otro posible p’ # p que produzca una descomposicién similar.

En la seccién anterior hemos presentado una familia finita de algebras
casifiliformes p-graduadas, para cada dimensién; a saber:
sin=2
{'A(n,p): 2Sp<n—2};
sin#2,
{A(n,p): 2§p<n—-2} U {B(n,p): 2Sp<n—2}.

Resulta, entonces, que el conjunto de algebras casifiliformes p-graduadas es, al

menos, una familia localmente finita para la dimensién.

Probaremos que un algebra casifiliforme p-graduada es isomorfa a una

Anp) 6 B(np), de la familia correspondiente a su dimensién.

Teorema 2.41 Si {Xo, Xi, ..., Xu_2, Yo} es una base adaptada de un dlgebra
p-graduada g, con g # gr, g, entonces eziste a € C tal que

[Xo, Xi] = Xita 1<:<n-3,
a= [},(),Xi]=Xi+p ]-stn—z_p’
n—3

[Xiy Xn-2-i] = (=1)laXpe 1<i< cona=0 si n=2.

2 ’
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Demostracién. Si el dlgebra g = g(ny) €5 g # gr, 9, segin el Teorema 2.36,
tiene que ser con 2 < p < n — 3 y dim(C'g) = n — 3. Luego se debe tener
Y, € C'g; por otra parte, no puede ser Yp € ceng ya que se tendria g = £LQ y
serfa g = g(n,1) ¥ § = gr; 8- El Teorema 2.33 nos dice, entonces, que el algebra g

tiene que ser de la familia
[Xo, Xi] = Xipa 1<i<n-3,
[Yo, Xi] = a Xisp 1<i<n-2-p,
[Xi, Xl = ai; Xep; 156|552, i<ji<n—2—14
con a # 0. El cambio de bases
Yy =a71Y,,
{ X=X, 0<:<n-2,
nos permite suponer a = 1. Tenemos, entonces, que
[Xo, Xi] = Xis1 1<i<n-3,
g=1 [Yo,Xi] = Xisp 1<i<n-2-p,

[X,-,Xj]=a,-jX,~+j ISiSln—;'s'J,i<an-—2—i.

Nos queda probar que los productos
(X Xj|=ai; Xy 1<i< |22, i<j<n—2-4

se pueden reducir a

n—3
2

[Xi, Xn-2-i] = (1) laXp, 1<i< , cona=0 si n=2.

Se hara por induccién sobre la dimensién del algebra g. Los primeros casos
para considerar son:
- dimg=>5.

El ejemplo 2.39 muestra que el dinico indice a considerar es p = 2, en cuyo
caso g = A(s 9 y verifica la hipétesis de induccién con a = 0.
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- dimg=6.
Sig=g06pY 0 # gr, g, tiene que ser p =2 6 p = 3 y tenemos
[Xo, Xi] = Xita 1<i<3,

g=1 [Yo, X:) = Xia 1<i<4—p,

In |
o

(X1, X;] = a1; X145 1<y
De la relacién de Jacobi J(Xp, X1, X2) = 0 se obtiene
G122 =a13=C

y el cambio de bases

Yy =Yo,
X! = X; — a Xo,
X'=X; i#l,

nos permite suponer a = 0, lo que significa que
g= A(s,z) 6 g= A(e,a)

y se vertifica la hipétesis de induccién.

Supongamos cierto que para toda algebra de Lie p-graduada, no graduada
naturalmente (2 < p < n — 3) y de dimensién n, se tiene

[Xo, X = Xepn 1<i<n-3,
[YE)aXi]=Xi+p ISZSn—Q—P,
n-—3

[X:i, Xn-2-¢] = (—1)"'1 aXn_z 1<:i< cona=0s n=2

2 ?

Sea el algebra g = @(n41,5), N0 graduada naturalmente. El Teorema 2.36
nos asegura que tiene que ser 2 < p<n-—2.
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Tenemos que considerar dos casos, dependiendo de la paridad de la di-
mensién, n+ 1, del lgebra; en cada uno de ellos distinguiremos el caso particular
p = n — 2 debido a que al efectuar un cociente sobre el ltimo subespacio de la
graduacién no podremos aplicar directamente la hipStesis de induccion.

CASO n+1#£2.
® Sea g = Q(nt1,n—2), €8 decir
0=<X0, X1 >0 <Xo>® - D<X;-3>0 < Xp-2,Y0> b < Xpn1 >,

con dim(Clg) = n -2y C"%g =< X,-; >. Entonces, {Xo,...,Xn-2,Yo0} es
una base adaptada del cociente

g
Cn—2g

=< X0, Xi>0<Xe>® - P< Xpn-3>0 < Xp-2,Ys>.

Pero, como g/ < X,-; > es un algebra (n — 2)-graduada de dimensién n, par,
con dim (C*(g/ < Xn-1 >)) = n — 3, la Proposicién 2.27 nos dice que

=L,.16C
Cu—2g 1 69
Y, entonces, tenemos
[Xo, Xi] = Xia 1<i<n-2,
B(n+1,n-2) = [Yo, Xh] = Xs

n—2
2

La relacién de Jacobi J(Xo, X;, Xn—2-:) =0, cuando 1 < ¢ < (n — 4)/2, implica

[Xi, Xn-1=i] = @i n1-i Xn—1 1<:<

Qitl,n-1~(i4+1) = —&i,n—-1-i

y poniendo @y,,—2 = a y haciendo variar ¢ entre 1 y (n — 4)/2, se tiene

n—2
2 b

Gin-1-i = (-1)"la, 1<i<
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por lo que queda probado
[Xo, Xi] = Xia 1<:<n-2,

Y(n+1,n-2) = [YE)a Xl] = Xn-—l

[Xi,Xn—l—i] = (—1)'._1 aX, 1 1<:<

cuando n + 1 es impar.

o Seag=gmt1p) con 2 < p<n—3,es decir
§=<X0, X1 >0< X250 0<Xp,Yo0>®- D < Xp2>0 < Xp1>,

con dim(C'g) = n — 2y C*%g =< X,_; >. Entonces, de nuevo se tiene que
{Xo,-..,Xn-2,Y5} es una base adaptada del cociente

g
Cn—2g

=< X0, X1 >0 <X2>9 <X, Y0>P - D < Xp2>.

Pero, como g/ < X,—; > es un algebra p-graduada, no graduada naturalmente,

de dimensién n, par, la hipdtesis de induccién nos dice que

g [Xo, Xi] = Xiya 1<i<n-=3,
Cn-—2g =

[Y(),X,']=X,'+p 1§i_<_n—2—p.

Y, entonces, tenemos

[Xo, Xi] = Xita 1<:<n-2,
It = § Yo Xil = Xisp 1<i:<n-1-p,
n-—2

[Xi, Xn1-i] = @Gino1-i Xnmn 153 <

De nuevo, poniendo a;,,-2 = @, de las relaciones de Jacobi J( Xy, X;, Xn-2-i) = 0,
cuando 1 <z < (n —4)/2, se obtiene
n—2

2 ’

Gin-1-i = (-1)T"e, 1<i<
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y queda probado

[Xo, Xi] = Xisa 1<i<n-2,
B(n+1,p) = (Yo, Xi] = Xisp 1<i<n-1-p,
n—2

[XiaXn—l—i] = ("1)i-l aXnq 1<:<

para 2 < p <n -3, cuando n 4 1 es impar.

CASO n+1=2.

® Sea g = g(n41,n-2), €s decir
0=<Xo, X1 >8<X2>9 - ®<Xn3>P < X52,Y> O < Xpn1 >,

con dim(C'¢g) = n — 2y C*%g =< X,_, >. Entonces, {Xo,...,Xn-2,Y0} €s
una base adaptada del cociente
g
Cn-1g
Pero, como g/ < X,,—1 > es un algebra (n — 2)-graduada de dimension n, impar,
y dim (C'(g/ < Xsu-1 >)) = n — 3, la Proposicién 2.27 nos dice que
g g

=< X0, X1 >B<Xo0>P - BH< Xp3> D < Xp2, Y0 > .

Cntg = L,..®C 6 Cotg = @Qn-1@C,
que podemos poner en la forma
g [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
Crg { Xi, Xnco—i] = (-1 aXaey 1Si<2%2, a=06 a=1.
Y, entonces, tenemos
[ [Xo, Xi] = Xia 1<i<n-2,
[Yo, X1] = Xas

I(nt1,n—2) = 1 . . ,
[Xi, Xne2-i] = (1) T a X,z 1<:< "2;3, a=06 a=1,

| (X, Xno1-i] = @in-1-i Xy 1<:< [l;'zj = 223
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La relacién de Jacobi J(Xp, X nss, X a1 ) = 0, nos produce la igualdad

n=5

@n-3 ng1 = (-1)7 «
y la relacién de Jacobi J(Xo, X;, Xp-2-i) =0, cuando 1 < i < (n — 5)/2, implica
Qin-1-i = ('-1)'._1 O = Gig41,n-1-(i4+1)*

Haciendo variar : desde (n — 5)/2 hasta 1, se tiene

n=7 n-7
Qn=s a3 = (—1)7_0—022:3,2_-2& = (-1)7 2aq,
Gn ngs = (—1)"_;20—(12;_5'2_-2& = (—1)127_9301,
i ign=1-2:

Qi n-1—i = (—1) la - Qit1,n=1-(i+1) = (—1) ! _'—é_aa
n—7

a3,n—4 = (1)’ — a4,n-5 = (—1)2 ) a,
n—295

a2,n-3 = (1) @ — a3,n-4 = ("1)1 2 a,

a1,n-2 = (-1)°a—az,n-3 = (-1)° z ; 3 a.

De la relacion de Jacobi J(X;, X n=s, Xa1 ) = 0, se obtiene la igualdad

n-5§ n_3

(-1 3 a’=0

y por tanto a = 0, por lo que se prueba

[XO,X:'] = Xin 1<i<n-2,
9(n+l,n—2) =
[)/07 Xl] = X'n—l
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cuando n + 1 es par.

e Sea g = gnt1,p), con 2 < p < n -3, es decir
§=<X0, X1 >0 <X2>®--- < X,,,Yo> DB < Xp2 > < X1 >,
con dim(C'g) =n— 2y C*%g =< X,,_; >. Entonces {Xo,...,Xn-2,Y0} es, de

nuevo, una base adaptada del cociente

g
Cn-2g

Pero, como g/ < X,-1 > es un algebra p-graduada de dimensién n, impar,

=< X0, X1 >0<X2>8--- < X,,,Y0>P - B < Xn2>.

podemos aplicar la hipé6tesis de induccién y sera

[Xo, Xi] = Xin 1<:1<n-3,
Cf_zgz [Yo, Xi] = Xisp 1<i<n-2-p,
[Xi, Xn-2-i] = (=1)" @ Xz 1<:< z ; 3
Y, entonces, tenemos
[ [ X0, Xi] = Xina 1<i<n-2,
[Yo, Xi] = Xy 1<i<n-1-p,
G(n+1,0) = § (Xe Xoaoi] = (_1)‘.__1 o Xy l<i< n ; 3,
| [Xi, Xn-1-i] = @in-1-i Xn1 1<:< = ; 2-

Y otra vez las relaciones de Jacobi J(Xo, X;i, Xn—2-i) = 0, cuando consideramos
1 <1< (n—3)/2, nos permiten expresar
i1 M — 1—2 . n—3

! — s % 1<:< 5
y la relacién de Jacobi J(X],an;ii,Xg_El) = 0, obliga a que a = 0, con lo que

@in-1-i = (—1)

queda probado
[X07Xi] = Xi+l 1< J <n-— 2,
B(n+1p) =
[Yo,Xi]=Xiyp 1<i<n-—1-p,
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para 2 < p < n—3, cuando n + 1 es par.

Asi, supuesta cierta la hipotesis de induccién para las algebras p-graduadas
de dimension n, hemos probado que si un agebra g = g(n+41,) DO estad graduada

naturalmente, entonces 2 < p < n — 2 y se tiene

[ [Xo, Xi] = Xipa 1<i1<n-2,

g =9 [Y;hXi]:Xi«l—p 1<i:<n-1-p,

‘ (X, Xn-1-i] = (1) T a X, ISiSn—-2—-——, cona=0 si n+1=2.

lo que concluye la demostracién del teorema. o

Corolario 2.42 Si el dlgebra g = g(np) no estd graduada naturalmente, se veri-

fica:

1. Sin=2, entonces g = Anp)-

2. Sin#2, entonces g = Arnp) 6 8= Bnp)-

Demostracién. Se obtiene de forma inmediata del teorema anterior si, cuando

a # 0, se efectiia el cambio de bases

X(,)=X0’
X/=a1X;, 1<i<n-2,
Yy =Y. O

La notacion para las algebras casifiliformes 1-graduadas nos ha permitido
expresar comodamente el comportamiento distinto que se tiene cuando la di-
mension del algebra es par o impar. El resultado obtenido en el corolario anterior
lo podemos expresar de forma anéiloga.
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Nota 2.43 En lo sucesivo, usaremos la notacién
g = AB,
para indicar que
{ 8= Amnp) sin=2,
g0=Awnp 6 §=DBpy. sin#F2

Asi, hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 2.44 Si un dlgebra castfiliforme graduada es

g=01DgD - DGn-2

y dim(C'g) = n—3, entonces o se tiene g = LQ o, en otro caso, eziste un entero

p, con2 < p<n-—3, para el que

g = AB,.

Demostracion. Se toma una base adaptada del dlgebra g y si es un algebra
graduada naturalmente el Teorema 2.21 o la Proposicién 2.27, segin sea el indice
1 6 n — 2, nos implica que es g = £Q. En otro caso, serd dimg, = 2 para algin
2 <p<n-3 Yy, por tanto, el algebra es graduada de indice p; es decir, se tiene
8 = G(np), CON @ # gr, @y, entonces, el Corolario 2.42 nos dice que tiene que ser
el algebra g = AB,, a

2.6 Algebras p-graduadas naturalmente

En el Teorema de Caracterizacién (2.36) hemos obtenido que, si se exceptian
las algebras g = LQ, entonces las ilgebras p-graduadas que son graduadas
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naturalmente tienen el tipo {2,1,...,1,2,...}, donde la posicién del segundo 2
viene determinada por el indice de la graduacidn; indice que verifica3 < p < n-2

y p # 2. El objeto de esta seccién es estudiarlas.

Vamos a estudiar y determinar, por tanto, cuales son las algebras casifili-

formes que admiten una descomposicién

g=01Dg2D--- D Gn-2

en la que se tiene ahora
8= Q(np) = 8 G-

Estas seran las unicas algebras graduadas que se consideren en toda la
seccion y a ellas nos estaremos refiriendo al decir que g es o puede ser p-graduada,
aunque a veces para enfatizar recordaremos que son algebras graduadas natural-

mente.

La sucesién caracteristica nos ha permitido caracterizarlas: cuando la di-
mensién del subespacio g; = C%/C'g es 3, el Teorema 2.21 nos proporcioné la
solucion g = £Q. Cuando la dimensién del subespacio g; es 2, segin el Teo-
rema 2.36 tiene que ser g = g(np), cumpliéndose ademas la condicién p # 2.
Como se tiene g = gr, g, la p-filtracién coincide con la filtracién natural y por

tanto se debe tener
Cr-lg

dim( Cra

)=2.

Entre las dlgebras casifiliformes p-graduadas que presentamos en la Sub-
seccion 2.4.2 para cada dimensién, estaban las dlgebras graduadas naturalmente
siguientes:
sin= ?,

{C(n,p): 3<p<n-3, p#i};
sin#2,

{C(n,p): 3<p<n-2, p#2} U {D(,,,p): 3<p<n-—14, p;é2}
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De nuevo el conjunto de algebras casifiliformes p-graduadas naturalmente es
también, como en las estudiadas en la seccién anterior, al menos, una familia

localmente finita para la dimension.

Los resultados seran un poco mas complicados que en la seccion anterior.
Probaremos que cuando 3 < p < n — 2, un algebra casifiliforme p-graduada
naturalmente es isomorfa a C(n ) 6 D(np), segin las condiciones que vienen siendo
habituales obtenidas de la paridad de la dimensién del algebra. Pero en los casos
en que el indice seap =n —2,p=n—3 6 p = n — 4, siempre que proceda su
consideracién por la paridad de la dimensién del algebra, el comportamiento es

anémalo, en el sentido siguiente:

o Sip=n—2,sélo existe el dlgebra C(, -2, lo que era de esperar, dada la

imposiblidad de definir Dy, »,_3) aunque n sea impar.

o Sip=n-3,laexclusién de D, n-3), estd motivada por el hecho de que
n es necesariamente par; aparece, ademés de C(nn—3), un algebra que se ha

denominado terminal y denotado por Ty, n—3).

e Sip=n—4, ademés de las dlgebras Cinn-4) ¥ Din,n-4) (tiene que ser n
impar), también aparece un algebra terminal T n—a4)-

El édlgebra T(,,), con p = n —3 6 p = n — 4, segin la paridad de su
dimensidn, la hemos llamado terminal porque es consecuencia de que no es posible
conseguir una relacién de Jacobi que conduzca a C(nyp) 6 Dnp), debido a las
posiciones finales de los subespacios de la graduacién, en los que se encuentra el

vector involucrado (por supuesto, el vector Yp).

Estudiaremos previamente estos casos, n —4 < p < n — 2, y probaremos
los resultados descritos anteriormente, determinando las dlgebras no isomorfas
que se obtienen, siempre que las dimensiones sean suficientemente grandes para
que puedan ser consideradas.
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2.6.1 Algebras de indice p=1n —2

El hecho de que el elemento Yy, de una base adaptada al algebra, sea del centro del
algebra provoca que sea especialmente facil de estudiar este caso. Loégicamente

la dimensidén n del dlgebra que se considera debe ser mayor o igual que 5.
Teorema 2.45 Si el dlgebra g = gr(,_;) @, entonces g = Cy,n-2)-

Demostracién. Si {Xo, X1,...,Xn-2,Y0} es una base adaptada del algebra
8 = gr(,_2) 8, como se tiene que dim(C"~3g/C"~g) = 2, se verifica Yo € C'g y
tenemos del Teorema de Estructura (2.33) que el indice p = n — 2 es impar y
algebra g tiene que ser de la familia

[Xo, Xi] = Xita 1<:1<n-3,
(X, X;] = ai; Xiyj 1<i<232 i<j<n—2—14,
[Xi, Xno2-i] = @inonei Xna + (=1)710Y0 1< <258,
con b # 0. El cambio de bases
Yg = bYa,
{ Xi=X;, 0<i<n-2
nos permite suponer b = 1. Tenemos, entonces, que g viene expresada como
[Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
[ Xi, X;) = ai; Xiy; 1<i<22 i<j<n—2—1,
[Xi, Xn-2-i] = Ginozei Xnz + (=1)"'Ye 1<i< 23
Podemos poner
0=<X0, X1 >0<X2>0 D < Xp-3>P < X;-2,¥p >

con dim(C'g) = n — 2 y C"3g =< X,_3,Y, >. Entonces, {Xo,..., X, -3} es
una base adaptada del cociente

g
Cn—3g

=< X0, Xi >0 <X2>0-- B < Xp3>.
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Pero, como g/ < X,_2 > es un algebra filiforme graduada de dimensién n — 2,

impar, el Teorema 2.5 nos dice que

R .

Cn—2g

y tenemos

[X07Xi] =Xt'+1 1 SZ Sn_3’
[Xi, Xn2-i] = Gipogmi Xnez + (=1)71Y, 1 <3< 258,

La relacién de Jacobi J(Xo, X, Xn-3-;) = 0, cuando 1 < i < (n — 5)/2, implica

Qif1,n-2-(i+1) = —qi,n-2—-i

y poniendo a; ,-3 = a y haciendo variar ¢ entre 1 y (n — 5)/2, se tiene

n-3

Gin-2-i = (=1) e, 1<i<——,

por lo que queda probado
[Xo,X,'] =X,‘+1 1 _<_Z Sn—3,

[Xi’ X‘n—2—i] = (—l)i-l (a Xn—2 + YO) 1< t <
El cambio de bases
Y;), = aXn-2 + YO’
Xi=X;, 0:<n-2,

nos proporciona finalmente, al ser Y, central, que g = C(nn-2)- o

2.6.2 Algebras de indice p=n —3

Como el indice de la graduacién tiene que ser impar y es p = n — 3, se obliga a
que la consideracién de este caso suponga que la dimension del algebra sea par.
El teorema siguiente, donde se define el élgebra terminal g = 7y »—3), determina
las 4lgebras casifiliformes graduadas de este indice.
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Teorema 2.46 Si el dlgebra g = gr(,_3) 9, con n > 8, entonces g es una de las
dos dlgebras no isomorfas Cinn-3) 6 Tinn-3), siendo el dlgebra

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<n-3,
n—4
[YO, Xl] = Xn—2
T(n,n—3) = . n—4
[Xi,Xn—3—i] = (_1)'_1 (Xn—s + Yi)) 1 _<_ : S 9 ’
[Xi, Xn—2-i] = (=1)" E’_%?_ZX’” 1<ig s ; -

Demostracién. Si {Xo, Xi,...,Xn-2,Ys} es una base adaptada del algebra
g = gl(,_3) §, como se tiene que dim(C"*g/C"3g) = 2y el indicep=n—3J es
impar, tenemos del Teorema de Estructura (2.33) que el dlgebra g tiene que ser
de la familia

[ [Xo, Xi] = Xia 1<i<n-3,
[YB,X1]=¢1X -2
| (X, X;]=ai; Xiy; (G+7#n-=3) 1<:< [i‘—;éJ, i<j<n-2-—1,
| [Xi, Xnos—i] = Ginogmi Xuoz + (=1)710Y 1 <0< 254,

conb#0y |[(n—3)/2] =(n—4)/2. El cambio de bases
Y;),=b},01

nos permite suponer b = 1, donde la constante a estd denotando ahora el anterior

producto ab. Tenemos, entonces, que el algebra g sera
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
[},0) Xl] = aXn—Z

[Xi, Xj]l = aij Xiy; (i+j#n-3) 1<i<® i<j<n—2—14,

IA

7
| [Xi, Xn-s—i] = @in-3—i Xns+ (=1)"'Yo 1<i< 24
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La descomposicion que produce la graduacién sera
0=<X0, Xi >8<X2>0 - ®< X3, Y0 > P < Xp2 >

con dim(C"*g) = 3 y C"3g =< X,.2 >. Entonces, {Xo,...,X,-3} es una

base adaptada del cociente

Y

_C—'T-_3§=< X0, X1 >0 <Xo> @ @® < Xpo3,Y0 >

que es un algebra (n — 3)-graduada naturalmente de dimensién n — 1, impar, y
con dim(C'(g/ < Xn-3 >)) = n — 3; luego el Teorema 2.45 nos dice que existe
un a € C tal que

[Xo,Xi] = Xi1 1<:1<n—4,
g _
n—3m R -4
T K Kncaed = (1) @Xars +¥e) 1< 2
Y tenemos, entonces, el algebra
' [Xo,Xi]=Xi+1 1<1<n-3,
[Yo, Xl] =aX,_3
8= . n—4
[XiaXn—S—i] = ("1)'—1 (a Xn-3 + YO) 1< t < 2 ’
-4
L [Xi,Xn—2—-i] = Qi n-2-1 Xn—2 1 S : S z 9 .

De las relaciones de Jacobi J(Xp, X;, Xp-3-;) = 0, cuando 1 < i < (n —4)/2 se
obtiene g — 9 4
EL_2_-_Z a, 1<i< n 5

Como la dimensién de g es mayor o igual que 8, se tiene, al menos, una relacién
de Jacobi, no trivial, de la forma J(X;, X;, Xpn—3-;) =0, con 2 < i < (n —4)/2.

Estas relaciones de Jacobi producen las igualdades

Qin-2—{ = (_l)i—l

(1) (aayp-3—a)=0,
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de las que se obtiene sustituyendo el valor de a; 3, hallado anteriormente, en

cualquiera de ellas

Las restantes relaciones de Jacobi se verifican trivialmente, por lo que hemos

probado que el dlgebra

[ [Xo, Xi] = Xis1 1<i<n-3,
Yo, X1) = 222 o2 X,
8= 4 n—4
[Xiy Xn—3-i] = (=1)""! (@ Xn-3 + Yo) 1<i<——,
| [Xi, Xn-2-i] = (=1)"? n_:%:&axn_2 1<:< z ; 4-

Si a = 0, entonces se tiene

a= c(n,n—3) .

En caso de tener a # 0, el cambio de bases

X = Xo,
Yy =a"’Ya,
X{:a‘lX,-, 1<:<n-2,

nos demuestra que

a= ﬂn,n—S) .

La demostracion concluye sin mas que observar que las dimensiones de los

centros de Cy n-3) ¥ (n,n—3) son dintintas, luego no son isomorfas. 0O

La demostracion del teorema anterior ha exigido que el algebra g que se
consideraba fuese, al menos, de dimensién 8. En una nota dejamos constancia de

las dlgebras graduadas que se obtienen cuando la dimensién es 6 y el indice es 3,
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que es el unico caso excluido en el Teorema 2.46 de entre los que tiene sentido la

consideracion del indice p = n — 3.

Nota 2.47 Si el algebra g = g(e3) esta graduada naturalmente y es g = gry g,
entonces

g= c(e,s) 6 g= 7i6,3)-
El resultado puede obtenerse directamente de aplicar al algebra g el Teorema 2.33

y clasificar la familia resultante, con los cambios de bases adecuados.

2.6.3 Algebras de indice p=n — 4

Como el indice de la graduacién tiene que ser impar y es p = n — 4, la dimensién
del algebra es también impar. El teorema siguiente, donde se define el algebra
terminal g = T, n—4), determina las algebras casifiliformes graduadas de este

indice.

Teorema 2.48 Si el dlgebra g = gr(,_4) 8, con n > 11, entonces g es una de

las tres dlgebras no isomorfas siguientes: Cnp-sg); Dnn—4) 0 T(nn-q), donde el

dlgebra
[ [Xo, Xi] = Xia 1<i<n-3,
n—>5 .

Yo, Xil = —— Xa-ssi 1<i<?2,
: ._n-—95
727;,1;-4) = 4 [Xi, Xn—4—i] = (—1)‘—1 (Xn-4 + },o) 1 S 7 S 2 ,
[Xi’ Xn—3-1'] = (—l)i-l %&Xn_g 1 S ) S e ; 5,
X Xaramil = () (- )20 Xy 25220
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Demostracién. Si {Xo, Xi,...,X,-2,Y0} es una base adaptada del dlgebra
g = gr(n—4) 9, de consideraciones analogas al caso p = n — 3, podemos empezar
suponiendo que el algebra g tiene que ser de la familia

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-3,
Yo, Xi] = a Xp—qyi 1<:<2,
| [Xi, Xjl=ai; Xiy; (i+j#n—4) 1<i<22 i<j<n—2—14,
| [Xi, Xntmi] = Ginosi Xnoa + (1)71Y0 1<6< 255

La descomposicion que produce la graduacién sera

§=<X0, X1 >8<X2>0 O < X, Y0>0< Xn3>D < Xn2>
con dim(C™®g) = 4 y C*3g =< X,-; >. Entonces, {Xo,...,X-3} es una
base adaptada del cociente ‘

g

C’n—SB =< XO’XI >@<X2 >®"'@<Xn-—4a},0>®<xn-3>

que es un algebra (n — 4)-graduada naturalmente de dimensién n — 1, par, y con
dim(g/ < X,-3 >) > 10, luego el Teorema 2.46 nos dice que

9 g
Cn—3g = C("-lv"‘4) Cﬂ_sg = 7211,-—1,71,—4)-

o Siel dlgebra g/ < X,_2 >= C(n-1,n—4), €ntonces se tiene

[ [Xo, Xi] = Xit1 1<:<n-3,
g={ [Xi, Xn-s-i] = (1) 'Y, 1<i<l ; 5,
[Xi, Xn-2-i) = @ine2—i Xn-2 1<i< 2 ; 3




DO FETES TN A Ty BT
UNIVERSIDAD U

FAITULTA

£

2.6. Algebras p-graduadas naturalmente 101

De las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, X;—3-i) = 0, cuando 1 < i < (n — 5)/2, se
obtiene

Aig1,n~2—(i+1) = —CGi,n-2—i-

Las restantes relaciones de Jacobi se verifican trivialmente, por lo que poniendo

@1,n—3 = a hemos probado que el algebra

[ [Xo, X:] = Xin 1<i<n-3,

: . _n-=5

=1 [X; Xnosni] = (-1 X 1<i< i,
: -3

[Xi, Xnogmi] = (<1 " aXny 1<i<— —

Si a = 0, entonces se tiene

a= c(n,n—4)'
Cuando a # 0, el cambio de base
Xj = Xo,
Y;), = a2 YE),

X{=a‘1X.-, 1<:1<n-2,

nos prueba que

a= D(n,n—4) .
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e Sieldlgebra g/ < X,_2 >= T(n_1,4-4), €ntonces se tiene

[ [Xo, Xi] = Xita 1<i<n-3,
n—>5 .
[Y;), Xc] = Xn—4+i 1 <:< 2,
) ) -5
g=1 (X Xaosmi] = (1) (Xnea + o) 1<is—,
[Xi, Xn—S—i] = ('_1)"_l 2'_—_32___2Z_Xn-3 1 S t S z ; 57
[Xi, Xn-2-i] = @in—2-i Xn—2 1<:< = ; 3

Como la dimensién de g es mayor o igual que 11, se tiene, al menos, una relacion
de Jacobi, no trivial, de la forma J(X3, X;, Xn-4-:) =0, con 3 < i < (n — 5)/2.
Estas relaciones de Jacobi producen las igualdades

(_l)i—l (a2,n—4 - = -2_ 5) = 0,

de las que, en cualquiera de ellas, se obtiene

n—>5
A2 n-4q4 = )

La relacién de Jacobi J(Xo, X1, Xn-4) = 0 nos proporciona, entonces, el valor
A pn-3 = 0.

De las relaciones de Jacobi J(Xp, X;, Xp-3-;) = 0, cuando 2 <7 < (n —5)/2 se
obtiene 39
. on—3-2
@it1,n-2-(i+1) = (—1)'" g~ Gin2-
y haciendo variar ¢ desde 2 hasta (n — 5)/2 se tiene finalmente

. —3—i -
Ginoami = (FD =)0, 2gig 3,

Las restantes relaciones de Jacobi se verifican trivialmente, por lo que hemos

probado que
g= Tn,n—4)
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lo que concluye la demostracién del teorema ya que 7, .—4) no es isomorfa a

C(n,;n—4) Di @ D(n,5—q), cOmo se deduce de las dimensiones de sus centros. o

Como en la demostracién del teorema anterior se ha necesitado que el
4lgebra g que se consideraba fuese, al menos, de dimensién 11, de nuevo en una
nota dejamos constancia de las algebras graduadas que se obtienen para los casos
excluidos en el Teorema 2.48 de entre los que tiene sentido la consideracién del

indice p = n — 4.

Nota 2.49 Algebras casifiliformes (n — 4)-graduadas naturalmente de dimen-

sionesn=7yn=09.

e Si el dlgebra g = g(73) estéd graduada naturalmente, entonces es g = C(7.3)

8="Dg3), 8= T3 6g= 5(7,3), siendo

([Xo, Xi]=Xipn  1<5i<3,

[Yo, Xi] = X34 1<:L2,
gy =1
X1, X2]=X5+ Yo

L [ X, Xi]=Xipn ) 3<:1Z4.

e Siel dlgebra g = g(g,5) esta graduada naturalmente, entonces es C(g 5), D(o,5),
9= 7'(9,5), g= 8(19,5) 6 g= 839,5), siendo
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[Xo, Xi] = Xita 1<:L5

[Y;h Xt] = 2X5+i 1<:< 2’
(X1, X4 =Xs+ Yo

[X],X5] - 2X6

[Xl,XG] = 3X7

[X2, X5] = ~Xs - Yo

[X2,X4] = _XG
. [X27X5] = '_X7
y 4
[Xo, Xi] = Xin 1<:<5,
[Yo, Xi] = 2 X544 1<:<2,

[X1,X4)=Xs+ Yo
[X1, X5] = 2X6

Ebsy = [X1, Xel = X7
[X2,X3] = -X5 - Yo

[X23X4] = —XG
[X2, X5] = X7

. [X3,X4] = —2X7

Los resultados expresados en la nota anterior pueden obtenerse como el de
la Nota 2.47 aplicando, en cada caso, al dlgebra g el Teorema 2.33 y clasificando
la familia resultante, con los cambios de bases adecuados.
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2.6.4 Algebras con indice 3<p<n-35

Estamos ahora en condiciones de abordar el iltimo de los resultados que an-
ticipAbamos al comienzo de la seccién: un algebra p-graduada naturalmente, con

indice 3 < p < n — 5 podra ser unicamente C, ;) 6 Dy )

La demostracién tendra una estructura parecida a la del Teorema 2.41,
légicamente con las variaciones oportunas, debidas a las peculiaridades derivadas
del hecho de que al hacer el cociente habitual en un algebra de indice p = n—35, nos
encontramos con un algebra cociente, que puede ser terminal. Esta seré la parte
técnica mds engorrosa y, por otro lado, es digno de destacar como es necesario
el conocimiento del comportamiento terminal de las graduaciones estudiadas en

ésta seccion para la obtencién del resultado.

Sin duda el teorema que sigue, donde se enuncia la estructura de las
lgebras que se consideran y que lleva implicito el resultado final de clasificacién,
merece el comentario de que su prueba ha sido durante un tiempo “pruden-
cial” (jsubjetivamente eterno, a veces!) el objetivo final para la conclusién de
esta memoria. Paradéjicamente le estoy agradecido y aqui le muestro mi re-
conocimiento, porque la bisqueda de pautas que permitieran abordar su de-
mostracién me condujo a descubrir la belleza que subyace en la estructura de las
algebras p-graduadas.

Teorema 2.50 Si {Xo, Xi, ..., Xn-2, Yo} es una base adaptada de un dlgebra
p-graduada g, con g = gr,g y 3 < p < n — 5, entonces eziste o € C tal que

( [XO,X;']=X£+1 1S2$n—3,
g=4 [Xi,X,-i] = (-1)"'Y, 1<i< ’%1,
{ [Xi, Xn-2-i] = (1) " aXpz 1< < 2 ; 3, cona=0 si n=2.

Demostracién. Si el algebra es g = gr,g, con 3 < p < n — 5, se tiene
que dim(C?"'g/CPg) = 2, luego dim(C'g) = n — 2 y por tanto no puede
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ser g = L£Q, asi que la Proposicién 2.34 nos dice que tiene que ser p # 2.
Si {Xo,X1,...,Xn-2,Y0} €s una base adaptada del algebra, de consideraciones

analogas al caso p = n — 3, podemos empezar suponiendo que g tiene que ser de

la familia
( [Xo,X,']=X,'+1 ISiSn—3,
[Yb,X,‘]:dX,H.,' 1<:<n-2-p,

-3 .. .
[X,',Xj]=a,'jX,'+j (Z+]7ép) ISiSln2 J,z<]$n—2—z,

L [Xi7Xp—i] = Q4,p—i Xp + (_]-)i-l }/0 1 S 7 _<_ T

Tenemos que probar que a = 0 y que los productos
[Xi, Xj]=ai; Xoy;  1<i<|%?], i<j<n-2-4,

se pueden reducir a

n—3

7 cona=0 si n=2.

[Xi, Xn-2-i] = (=) a Xy 1Zi<

La prueba se hara por induccién sobre la dimension del algebra g. Los

primeros casos que tiene sentido considerar son:
- dimg=8.

Sig=gr,g, con3 < p<n-—25, sélo podemos obtener p = 3. Tenemos,

entonces, el algebra g(s3) = grz g, que serd de la familia
[ [Xo, Xi] = X 1<i<s5,
[Yo, X} = a Xs4s 1<i<3,

[X;,X,-]=a,-jX.-+j (Z+]§é3) 12152, 1<3<6—1q,

| [X1, Xe] =012 X3+ Yo
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con las restricciones obtenidas de las relaciones de Jacobi siguientes:
( aiz —aiz = 0

d13—aj4—az3=0

a14 —a15— 824 =0

RJ = «
azz3 —azy =0

a(a1p—a1s—azy) =0

| a13a24 —a15a23+a=0
El sistema de ecuaciones RJ, es equivalente a
RJ = { @12 = 413 = Q14 = 415
a3 =azs=a=>0

por lo que tenemos

[Xo, Xi] = Xi 1<:<5,

g=1{ [X1,X2] =012 X3+ Yo
(X1, Xi] = a12 Xina 3<i<5.

El cambio de bases L
X: = Xi1 — a12 X,
Yy =Yo,
X =X;, 1#1,
nos prueba que

g =Cgg)

y se verifica la hipétesis de induccién con a = 0.

- dimg=29.

Sig=gr,g con3 < p<n—35,sélo podemos obtener de nuevo el indice
impar p = 3. Tenemos, entonces, el dlgebra g3 = grag, y la descomposicién
g (9.3) = ET3
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que produce la graduacién sera
§=<X0, X1 >0<Xo0>h< X3,Y0>9< Xy>D---P< X7>

con dim(C?g) = 6 y C®g =< X7 >. Entonces, {Xo, ..., Xe} es una base adaptada
del cociente

—9—-=<X0,X1>69<X2>@<X3,Y(,>GB<X4>®<X5>GB<X6>

Ctg

que es un algebra 3-graduada naturalmente de dimensién 8, luego

Cog = G
y, por tanto, sera
[Xo, Xi] = Xia 1<:<6,
=1 [X1,Xe] =Yo
[Xi, X7-i] = ai7-i X7 1<4 <3,
con las restricciones obtenidas de las relaciones de Jacobi siguientes:
ar16+azs =0
{ azs +azqs =0
por lo que poniendo a;¢ = a se tiene
[Xo, Xi] = Xia 1< <6,
g=3 X, X5| =Y,
(Xi, Xri] = (1) 'aX, 1<i<3,

y se verifica la hipétesis de induccidn.

P

& g RS i VMN\

Supongamos, entonces, cierto que para toda algebra de Lie p-graduada de
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dimensidén n, graduada naturalmente, con 3 < p < n — 5 se tiene

[ [ X0, Xi] = Xina 1<i<n-3,
. -1
p=1{ (X X-] = (-1)'Yo 1<icBos,
[Xiy Xn-2-i) = (1) 'a X2 1<i< z ; 3, cona=0 si n=2.

Sea el 4lgebra g = g(n41,), siendo g = gr, g con 3 < p < n — 4. Entonces
se tiene que dim(C?~1g/CPg) = 2, luego dim(C'g) = n—1 y, por tanto, no puede
ser g = £Q, asi que la Proposicién 2.34 nos dice que tiene que ser p impar.

Tendremos que considerar los dos casos que pueden presentarse, dependi-
endo de la paridad de la dimensién, n+ 1, del dlgebra g. Cuando n+1 sea impar,
se podra aplicar directamente la hipdtesis de induccién en el algebra obtenida
del cociente sobre el ultimo subespacio de la graduaciéon. Cuando n + 1 sea par
tendremos ademas que distinguir el caso particular p = n — 4, en que el cociente

obtenido puede, en principio, ser un algebra terminal.

CASO n+1#2.

Sea g(n41,5) = ET, @, s decir tenemos para el lgebra g la descomposicién
<Xp, X1>0<X2>D - O< Xnus>0< Xp3>0< X5 2>D < Xpm1 >

y no puede ser p = n — 4, ya que p tiene que ser impar y la dimension, por
hipétesis impar, del algebra implica que n — 4 es par; luego {Xo, ..., Xn-2, Yo} €s
una base adaptada del cociente

g

—C—;-_-§E=<X0,X1>€9<X2>€B---€B<X,._4>€B<X,._3>€B<Xn_2>.

Pero C"~2g =< X,-; > y tenemos que g/ < X,_1 > es un ilgebra p-graduada
naturalmente de dimensién n, par, con 3 < p < n—35, a la que se le puede aplicar
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la hipétesis de induccion, luego

[Xo,X,‘] =X,'+1 1 SZ Sn—3,

n—2 = . —_ 1

e [(Xi, Xp-i] = (-1)"Yo  1<:i< p_2__

Y, entonces, tenemos

([ [ Xo, X:] = Xina 1<i<n-2,

: ) -1

g=14 X, X =(-1)""Y 1<i< p_2_’

.._.n—2
\ [Xi,Xn—l—i] = 0i,n-1-i Xn-1 1<:< 5 -

Poniendo a;,,-2 = a, de las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn—2-i) = 0, cuando
1 << (n—4)/2, se obtiene

; -2
Gino1oi = (=1) e, 1<ig ™ 2
y queda probado

[ [Xo, Xi] = Xia 1<i<n=-2,
. -1
8,8 = 9 [Xi’XP—i] = (_1)‘_1Y0 1< P“'é—,
; -2
[Xi, Xn—-l—i] = (—1)'_1 aX, 1< 1 5

para 3 < p < n —4, cuando n + 1 es impar.

CASO n+1=2.

Sea el dlgebra g(n41,) = gr,8. Obsérvese que ahora hay que considerar aparte
P = n—4, ya que la dimensién, por hipdtesis par, del algebra implica que n—4 es
impar y al efectuar el cociente g/ < X,,_; >, tenemos un ilgebra p-graduada na-
turalmente de dimension n a la que no podemos aplicar directamente la hipétesis
de induccién al no tenerse 3 < p < n —5.
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e Sea, entonces, g(n41,) = 8,09, con 3 < p < n — 6. Tenemos para el algebra
¢ la descomposicién

<X, Xi>0<Xo>P - B<Xpy>0< X300 < Xp2 >0 < Xpm1 >

Entonces, {Xo,...,Xn-2, Yo} es una base adaptada del cociente
g
Cn—2g
Pero C"~%g =< X,-; > y tenemos que g/ < X,_; > es un algebra p-graduada
naturalmente de dimensién n, impar, con 3 < p < n — 6, a la que se le puede

=< X0, X1 >0 <Xo0>PD - D< Xy OB < Xp3>PD< X2 >

aplicar la hipétesis de induccién, luego

[ [Xo, Xi] = Xinr 1<i<n-3,
i ._p-—1
Gz = | o Xomil = (F)7% 1<ig 22,
. . -3
[Xi, Xaami] = (1)@ KXoy 1SS0S
Y, entonces, tenemos
[ [Xo, Xi] = Xia 1<i<n-2,
) -1
[X:, X,—i] = (=1)"'Y, 1<isie,

g =1

[Xi,Xn-Z-i] = (—l)i_l aXn—Z 1< 1 <

2 2
Una vez mas, las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xn-2-:) = 0, cuando se considera

[Xia Xn—l—-i] =G4, pn-1-4 Xn—l 1< 1 < [n — 2J = n- 3,

1 <t < (n—3)/2, nos permiten expresar

_ln‘_]é—2la, 1<z§n;3,

y la relacién de Jacobi J(Xl,Xp;_S,an;l) = 0, obliga a que a = 0, con lo que

ain-1-i = (1)’

queda probado que
[Xo, Xi] = Xin 1<i1<n-2,

gr,g= | »
[Xi, X,—i] = (1), 1<i<P,
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para 3 < p < n —6, cuando n + 1 es par.

® Sea Q(nt1,n-a) = 8l(n—q) P, €s decir tenemos para el dlgebra g la descom-

posicién

< X0, Xi>0<X;>F - B< Xug, Y0 >P< X3 >P< Xy2 DB < X1 > .

Entonces, {Xo,..., X,-2,Yo} es una base adaptada del cociente

g
Cn—29

=< X0, X1 >0 <X2>P P < Xn-t, Y0 > D < X3 > P < Xp2 > .

El algebra g/ < X,,_; > es (n — 4)-graduada naturalmente de dimensién n y, por
tanto, el Teorema 2.48 nos dice que es Cinin—1)s Dinn-1) 6 T(nn-v)-

Veamos primeramente que el dlgebra g/ < X,-1 > no puede ser Tin,n—a)-

En efecto, si lo fuera, se tendria

( [Xo, Xi] = Xita 1<1<n-3,
n—35 )
[YO, Xt] = Xn—4+i 1 <:< 27
_98 . 1= i-1 ._n—3
Cn—2g = ¥ [Xn Xn—4—t] - (—1) (X'n—4 + %) 1 S ] S 2 R
. -3 -2 —
[Xiy Xn-s—i] = (1) 2_%_zX"‘3 1<ig s 2 5,
[Xi,Xn—2—i] = ("l)i (l - 1) E‘—zi——z X,._z 2 S 7 < n -2— 3
\
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Y, entonces, deberia ser

( [Xo, Xi] = Xia 1<i<n-2,
n—25 .

[1/0, Xt] = Xu—4+i 1 S ? S 2’
[Xiv Xn—4—i] = (_l)i—l (Xn—4 + YO) 1 S : S z ; 57
9= 32 5
X Xaosi] = (F)TP 2222 X,y 18 B2,

2 2

. — 93— _ -3
X Xaaid = (1 (- D) 20 X 220225,
[Xi, Xn—1=i] = @iyn—1-i Xn-1 1<:< 2 ; 3

Las relaciones de Jacobi J(Xo, X;, Xy-2-;) = 0, cuando 2 < ¢ < (n — 3)/2, nos
permiten expresar

@in-1-i = (-1)° ((2i—1)n;3—i2), 2<i< n_3,

y la relacion de Jacobi J(Xo, X1, Xs-3) = 0 nos proporciona
3n - 17

Q1,n-2 = A2, n-3 = 2

y es imposible que g sea un algebra de Lie, porque no se verifica la relacién de
Jacobi J(X;,X 23, Xna ) = 0, al producirse la igualdad
n3ln—-—5n-33n-17
1= =
S B R

que, evidentemente, es falsa cuando la dimensién del 4lgebra es mayor que 5.

=0

Por tanto el algebra g/ < X,_; > tiene que ser Cinn-v) 6 Dinpn-q), ¥

podemos poner

[ [Xo, Xi] = Xina 1<:<n-3,

g _ ) 1 i-1 ,_Nn—395

C"—2g = { [Xan—4-t] = (_1) },0 1<:< 5
Xy Xl = (-1 a Xy 15i<220 0206 a=1
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Y, entonces, sera
[ [Xo, Xi] = Xita 1<i<n-2,
[Xi, Xn—ai] = (—1)"1Y{, 1<:< zt_;_S’

[Xi, Xn-2-i] = (-1)"aXes 1<i<22 a=0, 6 a=

| X Xnoao] = @i X 1< < 252 = 252

Con los mismos argumentos empleados en el caso anterior, cuando era n + 1 par,
se deducen a@ = 0y a; n-1-; = 0 para todo 1 <7 < (n—3)/2, por lo que tenemos
probado

[Xo, Xi] = Xina 1<i:<n-2,
gr(n—4)g = )
[Xth—i] = (_1)‘_1% 1< : < _2_’

cuando n + 1 es impar.

Asi, supuesta cierta la hipétesis de induccién para las dlgebras p-graduadas
naturalmente de dimensién n, con 3 < p < n—>5, hemos probado que si un agebra
9 = B(n+1,p), €sta graduada naturalmente y 3 < p < n — 4, entonces existe o € C

tal que
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<n-2,
i-1 . p—1
g =1 [Xi,Xp-i] =(-1)""Yo 1<:< T"
i-1 .. n—2 . ;
L [(Xiy Xno1-i] = (-1)"a X,y 1<i< , cona=0 si n+1=2.
lo que concluye la demostracién del teorema. O

Corolario 2.51 Si el dlgebra g = gr, g tiene dimensidn n y 3 < p < n—25, se

verifica:
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1. Sin =2, entonces g = C(nyp)-

2. Sin# 2, entonces g = Cinp) 0 8="Dmy)-

Demostracion. Se obtiene de forma inmediata del teorema anterior si, cuando

a # 0, se efectia el cambio de bases

X6=Xo,
Xl=a1X;, 1<i<n-2,
Yb’:a—zﬁ), O

Nota 2.52 Usaremos la notacion habitual
g=CD,
para indicar que

g= C(n,p) sin= 2,
80=Cnyp) 0 8=Duy)- sin # 2.

Asi, hemos obtenido el siguiente resultado:

Teorema 2.53 Si un dlgebra casifiliforme graduada es

0=0199:0 D -2

de forma que dim(C'g) = n — 2 y dim(C"3g) = 3, entonces existe un entero
p#2, con3<p<n-—25, para el que

g =CD,.
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Demostracién. Como la dimensién de C'g no es n — 3, no puede ser g = £Q
ni tampoco puede ser g = AB,, para ningin p, luego g tiene que ser un algebra
p-graduada naturalmente. La Proposicién 2.34 nos garantiza que p es impar y
como dim(C"~%g) = 3, tiene que ser 3 < p < n — 5. Entonces, el Corolario 2.42

nos dice que tiene que ser el algebra g = CD,,. D

Los resultados obtenidos en esta seccion junto con los obtenido en la
seccion anterior nos permiten enunciar el teorema final de clasificacién de las

algebras casifiliformes graduadas que admiten una descomposicion

0=0190:0 - DPn-2
con g; # {0} y cuyo enunciado resume los resultados obtenidos en este capitulo

de la tesis.

Teorema 2.54 (Clasificacién de las dlgebras casifiliformes p-graduadas)

Si g es un dlgebra casifiliforme graduada de dimensién n tal que

g=g1Dg2D - D Pn-2, )

con g; # {0}, para 1 < i < n — 2, entonces se verifica una y sélo una de las

igualdades siguientes:

g= c(n,n—?)
8= 7—(n,n—3)
g= 7271,11-—4)

g=CD, (3<p<n-3,p#2)

g=AB, (2<p<n-3)
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Nota 2.55 Evidentemente, si la dimensién del algebra es 7 6 9, se tienen que
considerar ademds las dlgebras g = £(73) 6 g = Ey5) ¥ 8 = Efy 5, Tespectivamente

de la Nota 2.49.

Corolario 2.56 El nimero de dlgebras casifiliformes p-graduadas no isomorfas

de dimension n > 10 es:
3n -8
2 b
3n -9, sin#2.

sin =2,

2.7 Conclusiones y problemas abiertos

Podemos interpretar el Teorema 2.54 en el sentido de una ampliacion del conjunto
de dlgebras nilpotentes graduadas conocidas (las filiformes), a las que admiten

una descomposicion

8=0199:20 - Ognm

donde m viene determinado por la longitud de la sucesion
(P1;P2; .-+, Pm)

que se obtiene del tipo del 4lgebra (p,, # 0) cuando dimg —2 < m < dimg — 1.

Obsérvese que O(g) = p1 — 2 ha resultado ser una obstruccién a que
el dlgebra sea graduada naturalmente, cuando no es escindida. En efecto, para
m = dimg—1, el lgebra graduada g es filiforme y se tiene O(g) = 0: las algebras

obtenidas por Vergne [30] son graduadas naturalmente.

Para m = dimg — 2, el 4lgebra g es casifiliforme y cuando es un algebra
graduada no escindida se tiene:

1. Si O(g) = 0, entonces cualquiera que sea g la p-filtracién coincide con la
filtracién natural, luego esta graduada naturalmente.
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2. Si O(g) =1, entonces para algin 1 < p< n—2es g=AB, y el algebra no

esta graduada naturalmente.

Cuando se piensa en una posible clasificacién de las dlgebras graduadas de
una sucesion caracteristica distinta surge entonces, de modo natural, la pregunta
#qué tipo de graduaciones serd preciso considerar? Parece que debe ser una
cuestion basica a resolver si se pretenden abordar estos u otros problemas mas

generales como pueden ser:

e La determinacién de la estructura de las algebras graduadas de una sucesién

caracteristica arbitraria o, en particular, estudiar:

— Si en alguna sucesién caracteristica aparecen familias de dlgebras gra-

duadas dependientes de parametros para cada dimension.

— Si es posible, mediante éste invariante, la determinacion y clasificacién
de las algebras nilpotentes graduadas.

Las algebras graduadas obtenidas aclaran cémo aumenta la dificultad, en
los problemas de clasificacion, cuando se consideran algebras casifiliformes en vez
de filiformes: se proporciona de forma precisa la complicacién desde la estructura
basica sobre la que éstas algebras se sustentan. Asi, las familias obtenidas pueden
ser un punto de partida y se esta ya, pues, en disposiciéon de abordar e iniciar
nuevos problemas abiertos como:

e Estudiar la posible aplicacién geométrica que las dlgebras graduadas obteni-
das pueden tener en la determinacién explicita o cotas de la dimensién de
las componentes irreducibles de la variedad de leyes de dlgebras de Lie
nilpotentes.

o El estudio de las algebras de Lie caracteristicamentes nilpotentes que se

“apoyen” en los tipos dlgebras casifiliformes p-graduadas obtenidas.

e La determinacién de las algebras de derivaciones de las dlgebras graduadas
obtenidas, que permitiran, como corolario, la clasificacién de las dlgebras
resolubles de nilradical casifiliforme graduado.



Apéndice A

Algebras casifiliformes

p-graduadas

El Teorema 2.54 nos proporciona la clasificacién de las algebras casifiliformes
graduadas de dimensién n tal que g = g; @ g2 @ - - - ® Gn-2, con g # {0}, para
1 < i < n—-2 Una tal dlgebra es p-graduada y sélo puede ser una de las
que se relacionan a.continuacién, expresadas en funcién de los productos, salvo

antisimetria, en una base {Xo, X1,...,Xn-2, Yo} para cada dimension.

e g= 7?11,1;—3)-

Sin > 6y n es par, el algebra

( [Xo,Xi]=Xi+1 1<i<n-3,
-4
(Yo, X1] = “5— Xn-s
7211.,11—3) = 1 ) n—4
[Xi, Xn—3—i] = (_1)‘-1 (Xn—3 + YO) 1 S : S 9 ’
{ [Xi9Xn—2—i] = (—l)i—l uxn—2 1 S : S n_4

2

119
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¢ g= Tn,n-4)-

Sin > 7y n es impar, el dlgebra

[ [Xo, X:] = Xipa 1<i<n-3,
[Yo, Xi] = P——;—EX,,_H.- 1<i<?,
Toumey = 4 [Xis Xnoai] = (1) (Xoos + Yo) 1<is 222
KXo = (() 2022, 1gic 228
| o Xooand = () G-D P X, 25ic 220

* g= c(n,n—?)-

e g=CD, (3<p<n-3, p#£2).

La expresion g = CD, denota que
9="Clnp) sin=2,
{ 0=Cnyp) 6 9=Dpnp. sin#2.
Sin2>5, para3 <p<n-—2y pimpar, el slgebra
[Xo, X} = Xina 1<:<n-3,
Cnp) =

[X,',Xp..,'] = (—l)i-1 Yo 1 << —2—

SinZ7ynesimpar,pa.ra3SpSn—4ypimpar,elé.lgebra

[ [Xo, X:] = Xina 1<i<n-3,

X, X,_i] = (1)1, 1<icP=!

Dinpy = § [Xis Xp-il = (1) Yo SiS =,
K Xomai] = () Xy 1582230
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o g=LQ.

La expresion g = £Q denota que
g=L,,6C sin=2,
g=L,160C 6 g=Qu19C sin #2.

donde L,_; y @,-; las dlgebras filiformes graduadas obtenidas por
Verne [30] de dimensién n — 1, expresadas en este trabajo como:
Sin > 4, el dlgebra

Loy ={ [Xo,X]=Xips 1<i<n-3.

Sin > 7y n es impar, el dlgebra
[Xo’Xi]=Xi+1 1<:<n-3,
Qn—l =

[Xi’ Xn-2—i] = (—l)i-l Xn—2 . 1< ? < z ; 3-

o g=AB, (2<p<n-13).

La expresién g = AB, denota que
9= Ay sin= ?,
{ 9=Awnp 6 8=DBny)- sin#2.
Sin > 5, para2 < p<n-3,el dlgebra
{ X0, Xi]=Xipn 1<i<n-3,
Anp) =
Yo, Xi] = Xip 1<i<n—-2-p.
Sin > 5y n esimpar, para 2 < p < n — 3, el dlgebra
[ [Xo, Xi] = Xipa 1<i<n-3,

. B(n'p)=< [YO,X,']=X.'.H, lsz‘sn_2_p,

n—3

2

| X, Xpomdl = (1)1 X, 1< <
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L J 8(7'3) .

Siendo n = 7 y el dlgebra

( [Xo,X,'] = Xi+1 1

IN
IN
o

-

(Yo, Xi] = X344 1

INA
IA
o

-

8(7,3) = 9
(X1, X2]=X3+ Yo

{ [X1, X =Xin ) 3<i<4.

o £y (i=16i=2)

Siendo n = 9, el 4lgebra

[ [Xo, Xi) = Xina 1<i<5,

(Y0, Xi] = 2 X5, 1<:<2,

[X17X4] = X5 + YE)
[X17X5] = 2X6

8(19’5) = {
[Xl’ XG] = 3X7

[X2, X3] = ~ X5 — Yo
[X2, X4] = - X6

| [Xs, Xs) = =Xy
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y el algebra

8(29'5) = <

[Xo, Xi] = Xisa 1£:1<5,
[Yo, Xi] = 2 X554 1<:1<2,
(X1, X=X+ Yo

[X3, X5] = 2X6

[X1, Xe] = X7

X2, X3l =-X5 - Yo

[X2,X4] = —Xe

(X2, X5] = X7

[X3, X4] = —2X»
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