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Capitulo 1

INTRODUCCION

Basandonos en una muestra (que también llamaremos datos) de tamanon, X;, ..., Xy,
procedente de una cierta poblacién, el objetivo del anélisis estadistico es extraer toda
la informacién posible que conlleva la muestra. Esta informacién nos permite de-
ducir las propiedades requeridas de la poblacién que ha dado lugar a los datos, y
que suponemos que es generada por una distribucién F' desconocida, llamada dis-
tribucion de interés. La propiedad o la caracteristica de la poblacién requerida por
el analista, generalmente, puede ser representada como una funcién de la poblacién,
digamos 6 = t(F'), y se lama pardmetro de interés. Por ejemplo si se desea estimar
la media de la poblacién 8, entonces t(F') se refiere a la media de la poblacién gen-
erada por F. Fl an4lisis, generalmente, est4 basado en unas funciones de la muestra
T, =T(X;,..., X,), lamados FEstadisticos, o a veces, Estimadores si el proposito de
los mismos es aproximar de forma razonable algin pardmetro desconocido. Fstos
Estadisticos se seleccionan de acuerdo con unos criterios, como es el de maxima
verosimilitud, de suficiencia o de minima varianza. Por ejemplo, en muchos casos,
la media muestral X es preferida, entre cualquier estimador, para estimar la media
de la poblacién. El Estadistico seleccionado para el anélisis serd llamado Estadéstico
de Interés.

Por ser unas funcién de la muestra, un Estadistico es una variable aleatoria que
tiene una cierta distribucién de probabilidad denominada Distribucién muestral del
Estadistico. En la mayorfa de los procedimientos estadisticos, se necesita cierto
conocimiento de la distribucién muestral del estadistico seleccionado para llevar a
cabo los anélisis. El grado de conocimiento requerido depende del tipo de andlisis.
Por ejemplo, la construccién de un intervalo de confianza, o un contraste de hipétesis,
necesitan el conocimiento de la distribucién muestral misma o por lo menos de sus
cuantiles estratégicos. '
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Por otro lado, en problemas de estimacién, es imprescindible saber algo sobre
la precisién del estimador, puesto que cada estimacién puede tener un error de es-
timacién. En este caso, el conocimiento de ciertas medidas de precisién, como la
varianza, el sesgo o el error cuadratico medio, es requerido. Evidentemente, estas
medidas de precisién del estimador son caracteristicas de su distribucién muestral.
Dichas medidas de precisién, también, nos ayudan a elegir entre varios estimadores
candidatos. Fn general, la distribucién muestral de un estadistico tanto como sus
caracteristicas dependen de la distribucién de la poblacién F, por lo que son de-
sconocidas y se tienen que ser aproximadas a partir de los datos disponibles.

Lamentablemente, en la mayorfa de las situaciones es muy dificil, o es imposible,
tener expresiones explicitas en funcién de los datos para las medidas de precisién,
como es €l caso de la varianza de un estimador dado. Tradicionalmente, cuando es
posible obtener una expresién explicita tedrica de cierta medida de precisién, o una
expresién aproximada, entonces dicha medida se aproxima sustituyendo las canti-
dades desconocidas, en su expresién, por sus andlogas empiricas. Los procedimientos
tradicionales también utilizaban aproximaciones asintéticas para aproximar medi-
das de precisién. Eso si, este dltimo método es vélido cuando el nimero de los
datos es bastante elevado. En la préctica, no es siempre posible obtener muestras
suficientemente grandes que para usar métodos asintéticos. Por este motivo los
métodos tradicionales se encontraban muy limitados. Asf, los investigadores siem-
pre se preocuparon por ofrecer soluciones més flexibles y aplicables en situaciones
més dificiles. .

En 1949, QUENOUILLE introdujo un método, que posteriormente fue llamado
Jackknife, para estimar el sesgo de un estimador. Dicho método se basa en el
remuestreo, eliminando en cada paso un dato de la muestra original. Una década
después, concretamente en 1958, TUKEY adapté el método Jackknife para estimar
también la varianza de un estimador. Desde entonces, el Jackknife ha tenido éxito
y se establecié como herramienta principal, usada por los estadisticos para estimar
el sesgo v la varianza en situaciones complicadas cuando los métodos tradicionales
fallaban. En 1979, BRADLEY EFRON generalizé el concepto del Jackknife ofreciendo
asf un nuevo método de remuestreo, nos referimos al Método Bootstrap. La idea del
método Bootstrap es esencialmente la misma idea del método Jackknife, la cuél
es bastante evidente de modo que podrfa haber aparecido muchos anos antes. Sin
embargo, si hubiera sido asf, el nuevo método no habrfa tenido el éxito que tuvo
en los anos ochenta y que sigue teniendo hasta ahora. La razén es que el método
bootstrap se basa en el uso intensivo del ordenador. Y en los afios sesenta y setenta
el mundo de informética no estaba suficientemente desarrollado como para llevar a
cabo la idea del método bootstrap.
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Como hemos dicho, el bootstrap es un método, o més bien, una herramienta muy
itil de la inferencia estadistica que se basa en la computacién intensiva. La revolu-
cién informética que empezd a finales de los setenta y a principios de los ochenta
ayudé mucho a que‘el método saliera adelante con todo el éxito que merece. Asf, el
bootstrap desperté un gran interés entre los investigadores durante toda la década
de los ochenta, por lo que, el método fue adaptado a muchas situaciones de interés
estadistico, como es la estimacién, la construccién de intervalos de confianza, el con-
traste de hipétesis, la regresién etcétera. El método bootstrap es capaz de responder
a muchas cuestiones en situaciones complicadas sin necesidad de célculos tedricos
ni de férmulas previas. Por ejemplo, este método nos permite obtener gran infor-
macién sobre un estadistico dado, como su sesgo, su varianza o su error cuadrético
medio, usando sélo los datos disponibles, la muestra. También nos permite construir
intervalos de confianza de un pardmetro o decidir entre dos hipétesis, sin necesidad
de aproximaciones asintéticas.

1.1 Notaciones

En esta seccién presentamos las notaciones mds comunes usadas en esta mermoria.
Los pardmetros desconocidos serén notados generalmente por las letras griegas 0 y
B. Las letras F'y f serdn reservadas respectivamente para la funcién de distribucién
de la poblacién de interés y su funcién de densidad que suponemos desconocidas par-
cialmente (como en el caso paramétrico) o totalmente. Las letras X e Y serdn usadas
para variables aleatorias generalmente desconocidas. Asi mismo, X, Xs, ..., X, de-
notard una muestra de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
(iid) de tamafio n, escribiremos X, Xs, ..., X, ~ F iid para declarar que la mues-
tra proviene de la distribucién F. A veces usaremos X, para notar una muestra de
tamano n. Asfmisme, con datos nos referemos a la muestra o a una realizacién de
la misma.

ConAén = @(X 1y ---y Xn) O simplemente 0 denotaremos un estimador del pardmetro
0. Por F' denotaremos la distribucién estimada de F, que puede ser el estimador no
paramétrico que serd la distribucién empirica, Fj,, asociada a X1, X3, ..., Xy, 0 €l
estimador paramétrico, Fj, de F' en situaciones paramétricas cuando F' = Fy. Para
el estimador de  usaremos también la notacién T,, = T(X1, ..., Xpn) = 8, para reflejar
la dependencia de § = T, de los datos X1, Xy, ..., X, o bien la notacién T, = T(F)
para reflejar la dependencia de 0 de una distribucién estimada F, concretamente
cuando 0 tiene la representacién § = T'(F'), para un cierto funcional 7. Con G, ¥ gn
denotaremos la distribucién y la densidad de T, el estadistico de interés o de una
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variable aleatorfa R,,(75, ) (0 R,(X,, F')), variable de interés, que es funcién de T,
como por ejemplo la variable estudentizada basada en 7T, o simplemente la variable

T, — 8.

La esperanza, varianza, probabilidad etc serén notadas como es usual por F(.),
Var(.), P(.) etc. Cuando necesitemos apuntar a que los célculos de dichas cantidades
se hacen respecto a una distribucién H, escribiremos Fy(.), Varg(.), Pu(.) etc, y
si H = H; es parametrizada por el pardmetro ¢, escribiremos simplemente E(.),
Varg(.), P¢(.) etc. en lugar de Ey,(.), Varg,(.), Pa,(.) etc.

Las variables con una estrella como X* y Y* denotaran variables aleatorias con
distribucién F* = F , la estimada de F. Entonces, X7, ..., X sera una muestra ex-
trafda de [ y se llama muestra bootstrap. Las notaciones como E*(.), Var*(.) v P,(.)
serdn la esperanza, varianza y probabilidad bajo la distribucién estimada F* = E
ie, B*(.) = Ez(.), Var*(.) = Varp(.) y Pu(.) = Pp(.) etc. Estas tltimas notaciones
también corresponden a la esperanza, varianza y probabilidad COl’ldlClOl’lal siendo
conocida la muestra original X1, ..., X,,. Asimismo, notaciones como " = =T corre-
sponden a T'(X7, ..., X}) la réplica del estadfstico § = T), = T(X1, ..., X;,) calculada
usando la muestra X7, ..., X;. La letra B serd usada para el ntimero de simulaciones
usadas, por lo que es el ntimero de replicas de T, notadas como 77!, ..., T*B. Cuando
hablamos de los estadisticos ordenados ponemos los indices entre paréntesis como
Xy <..<Xmyo T;(l) <..< TJ(B). Reservamos la letra Z para denotar la variable
normal estdndar, N (0, 1), cuya distribucién sera por @ y su densidad ¢. Las letras )
6 (2, generalmente denotarén variables pivotes como variables estudentizadas cuya
distribucién es conocida. Una distribucién degenerada en el punto z sera notada
por 4, como es usual. A menudo usamos y = ppy = Uy, ¥y ¥ = vg = Ux para notar
la media y la varianza de una poblacién representada por X cuya distribucién es
H. Y como es usual X = X—lzlleSQ—Sg—lzzl( ; — X)? son la
media y la varianza muestrales. Fl signo ~ en expresiones como X ~ F' donde X
es una variable aleatoria y F' es una funcién de distribucién, significa que X esta
distribuida ”aproximadamente” como F. El signo ~ en ecuaciones como A ~ B
significa que A es ”aproximadamente” igual a B, y el signo =, como es habitual,
significa "equivalente”. El signo # como en #A, donde A es un conjunto significan
”Cardinal” de A, es decir, el nimero de los elementos de A, y el signo I en [4 es
el ”Indicador” del conjunto A, es decir la funcién definida por T4(y)=1 si y es un
elemento de A y I4(y)=0 en caso contrario.
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1.2 Estimacidon de una distribuciéon

Sea X1,..., X, una muestra iid con distribucién F. Por el papel fundamental que
juega la ”distribucién estimada” de la distribucién de interés en la teorfa del Boot-
strap, definiremos aquf los principales estimadores utilizados usualmente en dicha
teorfa. Las principales estimaciones de F' se restringen al estimador no paramétrico
F,, que es la distribucién empirica asociada a los datos X3, ..., X,, ¥ el estimador
paramétrico F cuando F' = Fj pertenece a una clase paramétrica, parametrizada

con el parametro 8, donde S es un estimador consistente de 8 y seuele ser el esti-
mador de méxima verosimilitud

1.2.1 Distribucién empirica

La distribucién empirica asociada a la muestra X1, ..., X, se define como la funcién
de distribucién de una variable aleatoria X* que toma los n valores { X7, ..., X,, } con
igual probabilidad n™!. Es decir

1
X* s Fy=> P{X* = X;} = =, j=1,.,m.

Entonces, para cualquier punto z,

_#i X<}

Fo(z) n

(L)

Podemos expresar a F,(x) en términos de distribuciones degeneradas en z; o en
términos de los indicadores de {X; < z} como sigue

1 < 1<
Fufz) =~ > ox,(@) = ~ > Iixi<ay
7=1 7=1

 Esta distribucién juega un papel muy importante en la teorfa bootstrap, ya que
cuando no hay suficiente informacién sobre la distribucién de interés F, siempre se
recurre a F,.

1.2.2 Estimador parameétrico

Supongamos que sabemos que la muestra X, ..., X,, proviene de una cierta distribu-
cién Fp con forma funcional conocida salvo el paramétro S5 que es desconocido.
puede ser un escalar o un vector de pardmetros. Primero, estimamos 3 mediante



6 MOHAMED GHEZIEL

un estimador consistente [3 = /?(Xl, ..y Xn) por ejemplo el estimador de méxima
verosimilitud o el umvue de 5. Después, sustituimos el parametro § en la expresién
de Fp por su estimacién 3, obtendremos el estimador de F' = Fp,

F=F, (1.2)

Este estimador es un estimador paramétrico de F'. Cuando B es el estimador de méx-
ima verosimilitud de (3, entonces Fj es también el estimador de méxima verosimili-
tud de Fj. Este estimador paramétrico juega un papel muy importante en la teoria
bootstrap siempre cuando un modelo paramétrico para la distribucién de interés
esté disponible.

1.3 Introduccién al bootstrap

En esta seccién introduciremos el método bootstrap mediante dos ejemplos muy sen-
cillos en los que los cédlculos teéricos son féciles de llevar a cabo. Esto nos permitirg
comparar los resultados del método bootstrap con los teéricos. Nuestro objetivo
de esta seccién es la introduccién al método bootstrap mediante una ilustracién
numérica sencilla, aunque la explicacién del método se hard en capitulos posteri-
ores. El primer ejemplo consiste en datos para los cuales un modelo paramétrico
parece ser adecuado. Al contrario, en el segundo ejemplo ningtin modelo para los
datos esta disponible. ‘ )

Ejemplo A. En una fébrica de componentes eléctricos se ha medido el tiempo de
vida de 12 bombillas seleccionadas de forma aleatoria. Los resultados obtenidos son:

135, 20, 7, 86, 420, 5, 45, 103, 230, 10, 94, 100. (1.3)

Entonces la muestra X, ..., Xi, consiste en estos n =12 tiempos de vida de las 12
bombillas. La fabrica esta interesada a estimar el tiempo medio, u, de vida de sus
bombillas. A este tipo de datos se le puede asociar un modelo exponencial. Es decir
que podemos suponer que la muestra en (1.3) proviene de una cierta distribucién
exponencial con media, u,

1T —exp(—x/p), siz>0
Fu(m):{ O( /1) e (1.4)

Aquf la expresién explicita de la distribucién de interés F), es conocida excepto el
pardmetro u. La Figura 1-1 muestra la representacién de los valores de la muestra
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ordenada en el eje vertical en frente de los cuantiles de la distribucién exponencial
estdndar en el eje horizontal

1, J J
Fl = —log(l — ——).
“(n+1)F1 o8 n+1?

En la figura, la recta corresponde a los cuantiles del modelo Fy frente a los de la
distribucién exponencial estandar.

4001 '
300
2004 Rt
100§ R ACEN

.raip
U'/"{."

0085 1 15 2 25 3
Figura 1.1

Podemos ver que los datos se ajustan razonablemente al modelo elegido, F'g, aunque -
en nuestra situacién el tamano de la muestra es bastante pequeflo como para confiar
en el modelo. Este tipo de graficos en la Figura 1-1 nos permiten verificar el ajuste
de los datos al modelo elegido. Otra alternativa més evidente es dibujar la funcién
de distribucién empirica junto con el modelo paramétrico elegido para los datos.

Evidentemente, el pardmetro de interés es = p. Sea 8 = T(X1, ..., X13) = X €l
estadfstico de interés. Su valor observado es X = 104.58 Ahora bien nos queda la
incertidumbre sobre la eleccién de dicho estadistico como estimador de p.

Por lo general en esta memoria, siempre suponemos que la seleccién del estimador
de interés ya esté hecha. Nuestro objetivo es estudiar sus medidas de precisién cormo
€s su varianza v = v, y su $esgo § = $,, o construir un intervalo de confianza para
¢ por lo que necesitamos calcular la distribucién, G, de 8. Todo esto, el método
bootstrap es capaz de ofrecerlo sin necesidad de férmulas explicitas para v,, S, ¥
(,, como veremos més adelante.

Fn esta seccién nos limitamos a ofrecer resultados numéricos obtenidos por los
métodos bootstrap vy mediante ciertos métodos teéricos. Los detalles de la estimacién
bootstrap serdn presentadas en el Capftulo 3 con més cuidado. En nuestro ejemplo,-
las férmulas tedricas para la varianza y el sesgo de 0 vienen dadas por

var, X, u?

v:var”X':-—u—-:Eys:sesg#(X):E,‘(X)—uzo (1.5)
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ya que bajo [, la varianza de X; es 1%, A partir de estas férmulas podemos concluir
por lo menos que el estimador elegido es insesgado. La férmula de la varianza en
(1.5) es exacta pero desconocida porque u lo es. Es natural pensar en estimarla, a
primera vista, por el estimador natural ;
2
U= 17 = 911.4728 (1.6)

Ahora veremos que este estimador no es nada mas que el estimador bootstrap teérico
bajo el modelo paramétrico. En la teorfa bootstrap, primero se estima la distribucién
F, por F'; y luego para hacer célculos consideremos que la muestra proviene de F'y
en lugar de F),. Es decir, para estimar por ejemplo la varianza v y el sesgo s de @,
consideremos una muestra X7, ..., Xj, iid con distribucién F'y y estimamos a vy s
respectivamente por la varianza, v*, y el sesgo, s*, de § = T(X3, .., X5H) = X
Obtendremos

verx(X) _ X2 9114728 y

v* = var g (X*) >

(1.7)

s* =sesgp(X*) = Eg(X*) - X =0.

Antes de todo, notemos que el método bootstrap nos ofrece la misma conclusién que,
tedricamente, tenemos sobre el sesgo. Es decir, la férmula del sesgo en (1.7), al igual
que en (1.5), nos dice que 0" es insesgado, lo que guiere decir que nuestro estimador
original es insesgado. Por otra parte, el estimador bootstrap de la varianza v* en
(1.7) es exactamente el mismo estimador que el estimador paramétrico natural ¢-de
v en (1.6).

Como hemos dicho antes, en este sencillo ejemplo, la obtencién de férmulas
explicitas para las medidas de precisién del estimador de interés es inmediata. Sin
embargo, en la mayorfa de las situaciones ésto no es posible. Supongamos, por ejem-
plo, que nuestro interés en este ejemplo fuera la estimacién del pardmetro § = log(u)
usando ¢l estadistico 0 = log(X ). Entonces, la obtencién de férmulas explicitas para
la varianza, y el sesgo de 0 como en (1.5) no es f4cil. Entonces, encontrar estimadores
intuitivos como hemos hecho para obtener a © en (1.6) es imposible. Aunque pase-
mos a trabajar bajo el modelo F'; con el fin de obtener estimadores para la varianza
v €l sesgo de 0, como hemos hecho para obtener v* y s* en (1.7), no lograremos fér-
mulas explicitas. Fn esta situacién, los métodos tradicionales usan el método delta
para aproximar v y §. Sin embargo, el uso del modelo F's por el método bootstrap,
aunque no nos ha llevado a férmulas exactas para v* y s* como en (1.7), siempre nos
permite aproximarlas mediante muestreo multiple a partir de F'g, como veremos en
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el Capitulo 4. En el Capitulo 6, presentaremos un método basado sobre los desar-
rollos ortogonales para aproximar v* y s*, este método mejora considerablemente el
método bootstrap estandar.

Volviendo a nuestro ejemplo, donde § = u y # = X. Con el fin de comparar
el método de muestreo multiple, para aproximar v* y s*, con los valores exactos
en (1.7), hemos simulado B = 20 muestras de tamafio 12 a partir de F'g, y hemos
calculado las B = 20 replicas de = X correspondientes a cada muestra, digamos

%1

~ — ~ %20 ~

0 =X .,0 =X% (1.8)
Tomamos a la varianza muestral, 9y,0 9, ¥ al sesgo muestral, §}¢ 99, correspondi-
entes a la muestra en (1.8) como aproximaciones a v* y s* respectivamente. Los
resultados numeéricos nos han dado

,LA)MC,QO == 720.262 y §}=\40120 - ""2438

Usando la misma muestra de replicaciones que en (1.8) los métodos ortogonales del
Capttulo 6 nos han dado las aproximaciones

;L}OTT,,QO = 911.4:7279 y §O7‘t,20 == 10—7.

Comparando estos tltimos resultados con los valores thedricos en (1.7) se ve que son
précticamente iguales. Los resultadoes para diferentes niimeros de simulaciones estén
resumidos en la Tabla I-1, donde B = oo corresponde a los estimadores bootstrap
exactos v* y s* en (1.7) que llamaremos estimadores bootstrap ideales.

B @Xﬂc 667‘# §7V!C g*Ort
10 | 466.808 | 911.47276 | 5.334 | 1077
20 | 720.262 | 911.47279  -2438 | 0
50 | 727.32 | 911.47279 | 4759 | 10~
100 | 900.666 | 911.47279 | 0.031 0
200 | 877.649 | 911.47279 | -1.345 | O
o | 91478 0

Tabla 1-1.

7

Comparando numéricamente 0%, y U5,, al estimador bootstrap tedrico v* =
911.4728, y 83,c ¥ 55, 8l estimador bootstrap tedrico s* = 0 se ve claramente que
los estimadores obtenidos mediante métodos ortogonales son muy exactos respecto
a los estimadores bootstrap estandares, aun cuando el nimero de simulaciones es
muy bajo (por ejemplo B = 10). Generalmente los estimadores estandares como
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Uyic ¥ 8¢ se aproximan a sus valores esperados, que son los estimadores ideales v*
y s*, a medida que el nimero de simulaciones crece. Por lo tanto, para ndmeros de
simulaciones no suficientemente grandes podemos obtener aproximaciones no fiables.
Sin embargo, hemos notado, que el uso de métodos ortogonales de los capitulos 6
"y 7 nos dan aproximaciones muy exactas aunque con nimero de simulaciones muy
bajo.

En la Figura 1-2 hemos calculado cuatro replicas de ¥};c 5 ¥ 83s¢ p repitiendo
cuatro veces las simulaciones a partir Fg, para cada uno de los ocho niimeros B =
10, 20, 50, 100, 200, 300,400 y 500. Notemos como varfan las estimaciones para cada
una de las cuatro repeticiones. A medida que el ndmero B crece las estimaciones se
acercan a las lineas horizontales que representan la estimacién bootstrap ideal.

1200¢ -
woot ¢ : ’
A S A
BOOF .,

200 . ’
2004

10+,

e

g 100 200 p 300 400 500

Figura 1-2.

Nota. FEn el ejemplo A hemos usado el estimador paramétrico, Fg, para la dis-
tribucién de interés porque este estimador nos permite aprovechar la informacion
que tenemos sobre el aspecto de F,. Sin embargo, nada nos impide usar el esti-
mador no paramétrico I, de F,. Bajo el modelo no paramétrico I, obtendremos las
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siguientes estimaciones bootstrap ideales para v y s :

12

varg, (X7) 1 Z 50

—2 2l = — ) (X; - X)°=1081.34 y
12 124

s* = Bp (X" —-X=0.

*

Lo mismo, para aprozimar v* y s* cuando faltan férmulas explicitas podemos usar
F, para hacer simulacion.

Ejemplo B. En este ejemplo los datos consisten en n = 49 pares. Cada par
Y; = (U;, X;) consiste en los nimeros de habitantes de una ciudad i elegida al azar
en USA en 1920, U;, y 1930, X;. Los datos estdn registrados en la Tabla 1-2

138 93 61 179 48 37 20 23 30 2
143 104 69 260 75 63 50 48 111 50

b

U 67 71 25 28 74 50 161 256 94 36
X 67 79 57 317 93 58 232 288 85 46
U 76 381 387 78 60 507 50 77 64 40
X 80 464 459 106 57 634 64 83 77 60
U

120 172 66 46 121 44 64 56 40 116
X 115 183 8 65 113 58 63 142 64 130

U 36 46 243 43 43 38 45 136 87
X 54 53 291 61 50 52 53 139 105

Tabla 1-2.

El niimero total de habitantes en 1930 seré estimado por el ndmero total de habi-
‘tantes en 1920 multiplicado por la razén de las medias § = E(X)/E(U). En esta
situacién no parece claro la disponibilidad de un modelo paramétrico para la dis-
tribucién conjunta de Y = (U, X). Es natural estimar entonces § con =X /U,
el cociente de las medias muestrales. Pero ;Cémo de preciso es nuestro estimador
8 de 87 Es decir que una vez seleccionado el estimador queda incertidumbre sobre
él. Para responder a la cuestién anterior tenemos que estudiar ciertas medidas de
precisién de T, como es su varianza, v, y su sesgo, .

Si tuviésemos un modelo paramétrico para la distribucién de X, entonces los
célculos teéricos, como en el ejemplo A nos podrian llevar a estimar v y s. Sin
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embargo, el modelo no paramétrico, F),, estd siempre disponible para llevar a cabo
los célculos.

Por conveniencia, consideremos las primeras diez observaciones de pares (u, z) en
la Tabla 1.2. Trataremos de estimar ciertas caracteristicas de 8, como su varianza,
v, Su sesgo, S, ¥ su distribucién, @, simulando a partir del modelo no paramétrico
Fig que es la distribucién empirica asociada a dichas diez observaciones. La Tabla
1.8 muestra los resultados correspondientes a la simulacién de 9 muestras a partir
Flg, cada muestra es de tamatio n = 10.

; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u 138 93 61 179 48 37 29 23 30 2
x 143 104 69 260 75 63 50 48 111 50
Ntmero de apariciones de cada observacién
Estadistico
Datos 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 #=1520
Replicas
1 1 2 0 1 0 1 1 1 2 1 #=15%
2 1 1 0 1 1 2 1 2 0 1 6,=1484
3 0 1 1 2 1 0 3 0 1 1 B8=158
4 2 3 0 2 1 1 0 0 1 0 &,=1.32
5 1 0 2 1 1.2 0 1 0 1 & =153
6 0 1 0 3 0 1 0 2 1 2 f§,=16T8
7 0 1 2 0 1 2 0 2 2 0 6,=1717
8 0 0 2 0 1 1 0 4 1 1 &5=1.900
9 1 0 0 1 2 3 1 0 2 1 6,=165
Tabla 1-8,

La estimacién de la varianza y del sesgo de 8 basandonos en las 9 réplicas registradas
en la ultima columna de la Table 1-2 ha dado

vg = 0.026 y s = 0.0868.

Podemos, por ejemplo, también aproximar la distribucién de g por la distribucién
empirica, (75, asociada a las 9 réplicas éz, b=1,..,9enla Tabla 1-3. Otra aprox-
imacién alternativa para G§, puede ser la normal N (s, v{), aunque esta dltima
no la podemos considerar precisa debido al pequeno nimero, 9, de réplicas de 0
disponibles en este ejemplo.
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Notemos también que podemos usar las mismas simulaciones, obtenidas anteri-
ormente, para aproximar la distribucién de § — 8 o de Q = (0 — 6)/0. En la Figura
1-8, podemos ver los histogramas bootstrap correspondientes a o y @Q*. Podemos
notar, por ejernplo, que el histograma de 0* no es simétrico y que tiene la cola larga
a la derecha, por lo que podemos juzgar a que la aproximacién normal N (s§,vs),
dicha antes, es imprecisa.

RN N

o000 e
O b T 00— F) e 033 00

0.35 ]
0.3 -
0.25 '
0.2
0.15

01 ]
0.05 ‘ L

5 4 2 0 2

Figura 1-3.

Para el histograma de Q* = (8" — ) /U* hemos usado la estimacién delta de la
‘varianza (Ver Capittulo 2) '

Las estimaciones de la varianza y el del sesgo bootstrap de 0 basadas sobre diversos
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14
nimeros de simulaciones B estan registrados en la Tabla 1.8.
B e | Vore | Farc | Som
70 0.050 | 0.046 | -0.020 | 0.043
200 0.055 | 0.048 | 0.045 | 0.039
500 0.049 | 0.048 | 0.042 | 0.038
Ideal (B=10000) 0.0479 0.0363
Tabla 1.5.

En el Capftulo 7 veremos que el error cuadrético medio cometido usando los es-
timadores 95, y §5,,, basados sobre métodos ortogonales, es menor que el cometido
usando los estimadores U}~ v 8}, basados sobre el método bootstrap estédndar.



Capitulo 2

METODOS TRADICIONALES

Probablemente, el paso critico en el anélisis estadistico es el uso de los datos para
estimar o aproximar ciertas medidas de precisién, como la varianza, el sesgo o el error
cuadratico medio, de un estimador dado. En este capitulo, veremos los métodos
més comunes usados en los procedimientos tradicionales para estimar o aproximar
medidas de precisién. En el procedimiento tradicional, generalmente, una medida
de precisién se estima por la andloga empirica de una férmula explicita tedrica de la
medida en cuestién, calculada bajo el modelo de interés (desconocido). Cuando la
obtencién de una férmula exacta es dificil, se recurre a la buisqueda de una férmula
aproximada para la medida. A menudo, se consideran expresiones asintéticas para
las medidas de precisién. Como ilustracién, consideremos la estimacién del sesgo y
la varianza.

2.1 Sesgo y Varianza

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria (m.a.) de variables aleatorias (v.a.) indepen-
-dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con funcién de distribucién F' y funcién
de densidad f desconocidas. Suporigamos que queremos estimar una caracterfstica
¢ de la poblacién generada por F. Sea T, = T'(X3, ..., X,.) el estadistico seleccionado
para estimar 6. Tedéricamente, el sesgo y la varianza de T, como estimador de 6
vienen definidos por:

k3

sesg(Th,) = / T(z) [[dF(z:) - 0 (2.1)

=1

15
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var(Th) = /

respectivamente, donde z = (21, ..., Zn) Y ¥ = (Y15 oy Yn)-

Cuando 7, tiene una expresién sencilla es posible obtener una expresién explicita
para su sesgo y su varianza aunque quizas dependiendo de ciertos valores descono-
cidos relacionados con F), como se vié en el ejemplo A. La estimacién del sesgo o de
la varianza de T, se hace entonces sustituyendo dichas cantidades desconocidas por
sus estimaciones. Por ejemplo, si T}, = X2 entonces su varianza viene dada por

H dF (z;) (2.2)

T(z)— /T(y)HdF(yj)

. 4442 4
var(X?) = S L ﬂ,
n n n? ns

(2.3)

con = EX;ymy = FE(X;—p)* k=2,3,4. En este caso, los valores desconocidos
son, evidentemente, u y my k = 2, 3,4. Estos valores pueden ser estimados por

N B o \k
po=X,y my, = -ﬁ;(){z X)F, k=234
Desafortunadamente, las férmulas como en (2.1) o (2.2) no siempre son ttiles

que para obtener férmulas como en (2.3). Un ejemplo sencillo para ello lo tenemos
en el ejemplo B. Para la mayoria de los estadisticos que aparecen en la préictica, la
férmula de la varianza (2.2) es demasiado complicada como para llevar a cabo la
estimacién de var(T},), buscando férmulas explicitas. Consideremos por ejemplo, la
estimacién de la varianza del estadistico Media Trimmed definido como:

n—[naj

Vo 1
Ko = n — 2[na] Z X

1={nal+1

donde [z] representa la parte entera de . Una expresién explicita para la varianza

de este estimador no existe. Sin embargo, para esta situacién los métodos tradi-

cionales ofrecen otras alternativas para calcular la varianza de tal estimador. Dichas

alternativas consisten en intentar buscar expresiones aproximadas para var(7,), o

més bien, considerar expresiones asintéticas para var(7,,). Bajo ciertas condiciones
de regularidad, a menudo, se puede establecer que

lim [n.varp(Ty,)] = v(F) = v(9), (2.4)

n—oo .
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donde v(-) es una funcién simple de F' o de un pardmetro ¢ desconocido, como
ocurre en situaciones paramétricas. Por ejemplo si T, = X2, se puede ver, ademés
de (2.3), que lim,_, 0 n var(Ty,)= 4myu?, por lo que se puede aproximar var(7T,) por
dmey i /n que es simplemente el termino lider en la parte derecha de (2.3). En el caso
de la media trimmed, una expresién explicita de la varianza no existe, pero se puede
probar que (2.4) se verifica con

_ 2 Fri-e) 2 “1(1 _ o
o(F) = E U@ $dF (@) + oF (1 - )|,

(1-2a

donde
F(t) = inf{x: F(z) > t}.

Entonces podemos estimar var(X2) por v(F)/n con [ una estimacién de F, por
ejemplo la empirica F,.

2.2 Aproximacién normal

Muchas aproximaciones, en los procedimientos clasicos, se basan en la teorfa normal.
Consideremos la estimacién de la distribucién G,(z) de una variable aleatoria R, =
R, (X, F) relacionada con el estadistico de interés T},. Por ejemplo, R,, puede ser la
diferencia 7,, — 0 o la variable estdndarizada (T, — 0)/S,, donde S, es una estimacién
de la desviacién estandar de T,. En muchas situaciones, concretamente para los
pardmetros de localizacién, la estimacién de (G, se basa en la teorfa normal. Asf,
G(z) se aproxima por una cierta distribucién ¥, (z) que posiblemente depende de
algtin pardmetro desconocido o relacionado con la distribucién de interés F. Por
ejemplo, cuando R, = T, — 0, ¥, (z) suele ser ®(z+/n/0), con ¢ la distribucién
normal estandar, y cuando R,, = (T, — 0)/S,, U,(z) suele ser la distribucién ®(z).
La estimacién de G, (z) se reduce, entonces, a la estimacién del pardmetro o por un
_cierto estimador consistente & dando lugar a G’n(x) = Us(z) como una estimacién
de G, (z).-En particular, la construccién de un intervalo de confianza para 6 suele
estar basado en la aproximacién ®(x) a la distribucién de R,, = (T, — 8)/Sn. Esto
da lugar al intervalo estdndar de confianza 1 — 2¢,

Tn - Snza S 0 ..<_ Tn + Snza (25)

donde z, es el cuantil o de la distribucién normal ®. Sin embargo, este tipo de
aproximacién es bastante débil en muchas situaciones sobre todo cuando el tamafio
‘muestral n no es suficientemente grande, como suele ocurrir en préctica.
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Sea Xj, ..., X, una muestra aleatoria simple procedente de la familia ex_p(2)>
y T, = X,,. Los Gréficos en la Figura 2-1 muestran como la densidad de X, se
aproxima a la densidad normal a medida que n crece.

05
05
0.4
03 \\\
0.2

0.1

n=5

43]
i=N
8]

01 0 1 2
0.8

n=10
0.6

0.4

0.2

g1 0 1 2 3 4 5

1.4 | n=50
1.2
1.
0.8
0.6]
0.4
0.2

005 1 1 2 25 3 35

Figura 2.1

En la Figura 2-2 se compara la verdadera densidad de X con n = 10 frente a
la aproximacién normal representada por los puntos, y la aproximacién Bootstrap
basada en 500 replicas representada por el histograma. Observamos que la aproxi-
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macién Bootstrap es més precisa que la aproximacién normal.

0.8

0.6

0.4

0.24

]
Figura 2.2

2.3 Estadisticos definidos mediante un funcional

Sea X1, ..., X,, una muestra #id con distribucién desconocida F, y F la clase convexa
de todas las distribuciones que contiene a F'y a todas las distribuciones degeneradas.
Muchos pardmetros de interés, €, pueden ser definidos mediante un cierto funcional
T definido sobre F. Es decir 6 es de la forma.

6=T(F),

y que quiere decir que @ es una caracteristica de la poblacién generada por la dis-
tribucién de interés F. Por ejemplo, la media de la poblacién puede ser escrita como
p = T(F) con T(G) = [zdG(z) para toda distribucién G en F. s natural, en-
tonces, pensar en estimar la caracteristica 8 de la poblacién generada a partir de
I por la misma caracteristica, definida por T, de la poblacién generada por una
distribucién ¥ , siendo F' una estimacién razonable de F. Es decir estimar 0 por

0 =1T(EF).

La relacién que une el estadistico T), = 0 a I es la misma relacién que une a ¢ con
F y estd definida por 7. Por tanto si F' converge hacia F, y T() es continuo en
algun sentido, se tiene que 0 = T(F) converge hacia 8 = T'(F'), lo que significa que
¢ asf definido es consistente. Por ejemplo, si consideramos como estimacién de F
la distribucién empirica F' = F,,, entonces podemos ver que la media muestral X,
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viene definida por T definido anteriormente como sigue

p=T(F,) = /xan(x) =Y mP{X* ==z} = -)-(n— =X,

=1 i=1

donde X* ~ F),. Este tipo de estimacién generalmente se llama FEstimacidn por
sustitucion.

Mas generalmente, sea T,, = T,,( X3, ..., X») un estadistico simétrico en Xy, ..., X,
es decir que su valor no dependera del orden en que se considera la muestra. Esto
significa que 7, s6lo depende de los estadfsticos ordenados X1y < ... < Xy, 0
equivalentemente, que 7, sélo dependera de la distribucién empirica F,, asociada
a X1,..., X, Asi, T, puede expresarse de la forma T,, = T'(F,) con T un fucional
definido sobre F.

Notemos, sin embargo, que no todos los estadisticos usuales son de la forma
T, = T(F,). Por ejemplo, el estimador usual insesgado de la varianza © = (n —
)73 (X — X)? no es exactamente de la forma © = T(F,) sino 9 = nT(F,)/(n—
1) donde T es el funcional varianza. Y de la misma forma el estimador usual de
la mediana no necesariamente coincide con T(F,,) = F;*(3). No obstante, en estos
casos podemos ver que ¥ = t,(F,) con t, un funcional que tiende a 7' cuando n
tiende a infinito.

2.4 Meétodo delta

2.4.1 Caso paramétrico

En situaciones paramétricas, a menudo, es posible representar un estimador 7, en
funcién de estadfsticos fundamentales U1, ..., U, tales como la media muestral X, o
la varianza muestral S%. Es decir, que es posible escribir T,, = g(Us, ..., U,,). Consid-
eremos el caso unidimensional 7,, = g(U) y supongamos que U es aproximadamente
normal

U~ N (8,n7'0%(0)) . (2.6)
Podemos, entonces expresar U mediante las expresiones formales:
U=0+0,1)yU=0+n"20(0)Z + O,(n™}), (2.7)

donde Z es la variable normal estdndar. La primera expresién de (2.7) representa
el cardcter consistente de U, y la segunda declara su aproximacién a la distribucién
normal ademds del orden de convergencia. Supongamos que g(-) es una funcién
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regular (suave), es decir suficientemente derivable, y que g(6) # 0. Entonces se tiene
que
var(T;,) ~ ¢g*(8)var(U). (2.8)

En efecto, puesto que g es regular, entonces T,, = g(U) es consistente para g(#) ya
que

g(U) = g(0 + 0,(1)) = g(6) + 0,(1).
Ademés, aplicando el desarrollo de Taylor de primer orden a g en § obtendremos

g(U) = g(6) + (U — 0)g'(0) + 0, (n" /%),

ya que el resto del desarrollo es proporcional a (U — 8)?. Ademés, a partir de (2.7)
podemos ver que

g(U) = g(0) + n"Y20(0)d' (0)Z + 0,(n~Y?). (2.9)
Entonces, tendremos la aproximacién
var (g(U)) = n”'o*(0)g"(0)

lo que prueba la aproximacién en (2.8).
Consideremos, ahora, el desarrollo de Taylor de segundo orden

L )
9(U) = g(6) + (U = 0)'(6) + 54" (0)(U — 0) -+ op(n ).
Ignorando el resto del desarrollo, tendremos la aproximacién
1
E(g(U)) = g(6) + g (O)E(U = 0) + 5¢"(O)E (U ~ 6)".

St suponemos que U es insesgado de 8, entonces obtendremos una aproximacién del
sesgo de 17, : ‘

sesg(T,) %g"(@)var(U) = = ¢'(6)(0). (2.10)

2.4.2 Caso no paramétrico

Consideramos, en este apartado, la aproximacién de la varianza, de estadfsticos
definidos mediante un funcional, 7,, = T(F), con T definido sobre F. En estas
situaciones podemos extender el método delta visto en la seccién anterior, para
aproximar var(7,). Supondremos que el funcional 7" es regular en algtn sentido.
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Definimos la derivada Gateaux de T en F' como

Lo, F) = lim L0 = +20) = T(F) 2.11)

e—0 £

donde &, es la distribucién degenerada en z. Notemos que, si h(e) =T (F +¢&( 6, — F)),

entonces Lr(z, F') es simplemente la derivada habitual, #'(0), de h en 0.
La forma lineal del desarrollo de T'(-) es

ﬂ@gﬂm+/mijm@ (2.12)

Si G = I en esta dltima expresién, se puede ver que la derivada Ly (z, F') satisface
la ecuacién [ Lr(z, F)dF (z) = 0. La funcién Ly(z) = Lr(z, F') se llama la funcién
de influencia de T. Notemos por {(z) = Ly(z, F) la andloga empfrica de Lr(z).
I(y), Namada funcién de influencia empirica y sus valores I; = [(z;), j = 1,...n, son
los valores de influencia empiricos. Sustituyendo G por F;, en (2.12) tendremos la
aproximacién lineal del estadistico T, = T'(F,)

T@Jgﬂm+/¢ﬂ@mﬁmm:ﬂm+%iy@m¢m. (2.13)

Sea X una variable aleatoria con distribucién F. Notemos por vy, (F) = n“lva.r(LTv(X ).
Aplicando el teorema central del limite a la suma en (2.13), tendremos la aproxi-
macién: '

Tn~ N (0,vL(F)).
Y puesto que Er (Lr(X)) = [ Ly(z, F)dF(z) = 0, v (F) tiene la expresién
1
vmm:E/@@jwm@

Esta expresién nos va a permitir estimar la varianza de T, sustituyendo F' por [,
obteniendo

1
vp(Fo) = = > 1, (2.14)
i=1
a la que nos referiremos como la aprozimacidén delta no paramétrica de la varianza

de T,,.

A partir de (2.13) podemos notar que los valores de influencia empiricos satisfacen

1 "
— E lj = 0. (2,15)
4

=1
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La funcién de influencia de los estadisticos lineales, cuya forma general es T'(F') =
[ a(z)dF(x), viene dada por

LT(QS) = a(:c) — Ep (a(X)) .

Un ejemnplo habitual, es la media muestral cuya funcién de influencia es Ly(z) =
x — p, donde p =T(F) = Ep(X).

M3ds generalmente, si T(F) = o (T1(F), ..., Tn(F')), entonces la funcién de influ-
encia viene dada por '

(2.16)

Ejemplo 2.1 Sea X = (U, V) un vector aleatorio bidimensional y ., = E(U"V?)
son sus momentos, entonces el coeficiente de correlacion entre U y V' viene dado
por

H11 — Hiolbor
p(F) = . (2.17)
(1120 — 130) (k02 — £ )IM?
Puesto que los funcionales p,,(F) = ., son lineales en el sentido mensionado
anteriormente, podemos probar facilmente que la funcidn de influencia es

Ly, (u,v) = w'v" — ., conr+s< 2.

Aplicando la férmula (2.16) al funcional p(-) en (2.17), y dertvando parcialmente
con respecto a los funcionales momentos, obtendremos

1
LP(U:U) = UgVs — i(ug + ’U2>7

donde us = (u— p10)/(ptag = 130)"* ¥ Vs = (v = pon)/ (op — 18:) />
Cuando el estimador estd definido por una ecuacién Y ¢(z;,T") = 0 de modo que
[ e(=,0)dF (z) = 0, entonces la funcién de influencia del estadistico unidimensional

T viene dada por

oc()
06

=,9) , donde, ¢(-) =

Lrle) = oz oy

Por lo que, los valores de influencia empiricos serfan

- —nc(z;, T)

TN e, T) (2.18)
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Entonces la estimacién delta de la varianza de T, serfa

R o(z;, T
vL_;[Z?zl S T (2.19)

Consideremos el estadistico § = X /U usado en el ejemplo B del capitulo 1. T,, =6
es la solucién de la ecuacién > c(y,T) = 0 con ¢(y, ) = = — Ou donde y = (z,u).
Entonces segtn (2.18) los valores de influencia empiricas son

y segin (2.19), la aproximacién delta de la varianza de §=X/U es

A 2
1 e iEj—G’U,j
j=1

Nota 1 Cuando es dificil evaluar tedricamente la derivada en (2.11), podemos usar
la aproximacion numérica
T (F +eo(d, — ) = T(F)

LT(LE, F) ~ o y

con gq elegido bastante pequerio, por ejemplo, ¢ = (100n)~1. La misma aprozimacion
puede aplicarse a Lr(X;, Fy,) con el fin de aproximar los valores de influencia em-
piricas l; necesarios para la aprozimacion de la varianza.

En algunas situaciones, es més conveniente considerar la aproximacién cuadrética

de T, = T(F,),
T(F,) = T(F) +/LT(CL' FYdF,(z) + = //QT z,y, F)dFu(z)dF,(y),

donde Qr(z,y; F) es la segunda derivada del funcional T’ en'F, definida por

82T[(1 — &1 — EQ)F + 615 -+ 525 ]
F
Q (37 Y ) 861852 R
Esta funcién satisface [ Qr(z,y; F)dF(z) = [Qr(z,y; F)dF(y) = 0, aunque en

general [ Qr(x,x; F)dF(z) # 0. Los Valores ¢;j = Qr(z;,z;; F) son los valores de
influencia andlogos a l; y correspondientes a la segunda derivada Qz(-, - F). La
aproximacioén delta basada en desarrollo cuadrético es mas precisa.
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2.4.3 Desventajas de los métodos tradicionales

e A veces la obtencién de férmulas explicitas tedricas es muy dificil o incluso
imposible.

o Las férmulas tedricas o sus aproximaciones estdn basadas en el modelo de in-
terés, el cudl es desconocido. Si el modelo es erréneo, los estimadores obtenidos
pueden ser totalmente inexactos.

e La aplica,cién de los procedimientos tradicionales a diferentes problemas de es-
timacién supone el célculo de diferentes férmulas para las medidas de precisién
en los respectivos problema. El cédlculo puede resultar muy dificil y tedioso.

¢ Los métodos tradicionales suponen que el analizador de datos tiene un conocimiento
amplio en matemédticas y en la teoria de la estadistica, para poder llevar a cabo
la busqueda de férmulas o aproximaciones explicitas.

e A menudo, se necesita un tamafnio de muestra n bastante grande con el fin
de obtener estimaciones aceptables para las medidas de precisién. Desafortu-
nadamente, en la practica n no siempre puede ser suficientemente grande, por
varios motivos como por ejemplo el elevado coste que eso supone en algunas
situaciones.

o La varianza limite de los estadisticos que son funcionales de procesos empiri-
cos es un funcional de procesos Gausianos. Entonces la expresién de aquella
varianza como una funcién simple de los pardmetros del modelo es muy com-
plicada.

o A veces las férmulas tedricas resultardn muy complicadas como para ser ttiles
en la estimacién de las medidas de precisién.



Capitulo 3

DESARROLLOS
ORTOGONALES Y
TRANSFORMADAS DE
FOURIER

Es este capitulo presentamos algunas herramientas mateméticas que serén de gran
utilidad en capitulos posteriores. Fn primer lugar veremos como una variable aleato-
ria, concretamente un estimador, puede expresarse en términos de un sistema ortog-
onal de variables aleatorias. Estos desarrollos nos permitirdn obtener expresiones
formales para el sesgo y la varianza. En segundo lugar, recordamos ciertos resultados
sobre las transformadas de Fourier descritas y los algoritmos répidos que nos permi-
tirdn obtener dichas transformadas a partir de una sucesién de nidmeros complejos
dada.

3.1 Desarrollos ortogonales

3.1.1 Existencia

Sea X una variable aleatoria. Veremos que existe una sucesién de variables aleatorias
ortogonales { X} }x>0 y una sucesién de nimeros escalares {a}r>0 tal que X puede
expresarse como

X = aX; (3.1)

27
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Este desarrollo es muy 1til ya que nos permite obtener una expresién de la varianza,
de X en términos de los ay y las varianzas de Xj.

Teorema 2 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con soporte £} C
R? y densidad f respecto a una medida o-finita v, tal que E(X) =0 y var(X )<co.
Entonces, existe un sistema de variables aleatorias { Xy} incorreladas y una sucesion

de escalares {ay} tal que
X = Za'k:Xk

var(X) = Zaivar(Xk).

k>0

con

Ademds, la serie ., ., axX) converge en media cuadrdtica y casi seguro.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que v es la medida de
Lebesgue. Consideremos los espacios L*(2) y L*(f) de funciones medibles u sobre
Q tal que

ull? = /|u|2dx < o0,
I

Jul|3 = /I]ulzfdm < 00,

respectivamente. Los espacios L*(Q) y L*(f) son espacios de Hilbert separables
(KINGMAN & TAYLOR (1966)) con normas cuadrdticas ||u|| y ||ul|s respectiva-
mente. El funcional Ty definido sobre L*(Q) por

Tou = f"3u (ue L}(Q))

es una isometria lineal de L*() a L2(f) cuya inversa es T;' = Ty-1 es decir

Tf—lv = Tf~1'U = f%v (ve L)),

[Tyl = -

Sea {uy}r una base ortonormal de L*(Q), entonces {vx} definida por

Vp = Tfuk = f’éuk, keN,
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es una base ortonormal de L*(f). Consideremos, ahora, la funcién
h(z) =z, =€ R%
Puesto que E(X) =0 y var(X)<oo entonces h € L*(f). De hecho,

1A|12 = /Ix2f(93)dm ~ var(X) < oo.

Entonces h tiene el desarrollo siguiente en L*(f)

h = Z AUk,

k>0

il = ai.

k>0

con

29

(3.2)

La serie en (3.2) converge en L*(f). Reemplazando z por X, y definiendo Xy =

vk (X)) obtendremos

X = Zaka

k>0

(3.3)

ya que h(z) = z. Esta ultima serie converge casi seguro puesto que la serie en (3.2)
converge en L*(f). Sin perdida de la generalidad, podemos elegir ug = f1/%, entonces

v = 1 y para cualquier k,

E(Xi) = /Q ve(@) f (%)dz = /Q vo(@)ok (@) f(z)dz = (vo, vi)s = 0.

FEntonces

cor(Xi, X)) = B(X,) = [ wleoy(o)f(@)de = afdus

donde dy; es la delta de Kronecker, i.e., §i; = 0 si § # k y ;3 = 1 para todo j.

Entonces si k # j tendremos
COV(X]C,XJ') =0.

Ademds

var(X) = |A]} =

= > ailluliz

;o k20

E GV

k>0

= z aZvar(X).

k>0
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3.1.2 Expresién de un estimador

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria procedente de una familia paramétrica Fyp con
9 € © C R? un vector de pardmetros desconocido. Sea S, = S(X,.., X,,) un
estadistico con distribucién F,, 4(s) y densidad f,(s) respecto a una cierta medida
o-finita v. Supongamos que queremos estimar una funcién & = h() del pardmetro
0 mediante un estimador & = T.(S,) que es funcién del estadistico S, Notemos que
si€ es insesgado y tiene varianza finita, y si ademds S, es suficiente y completo para
la familia {Fp}s entonces ¢ sera simplemente el UMV UE de h(0). Supongamos que
¢ tiene varianza finita. Para cada 8 € ©, consideremos los espacios '

L, = {T : R — R medible // IT(5)|” fro(s)dr(s) < oo} (3.4)

Ln= () Lis
e
Como es usual en L 5, dos funciones T} y Tj serdn consideradas iguales si son iguales
en casi por todo respecto a la medida v. Evidentemente, para cada § € ©, el espacio
Lf_%@ es un espacio de Hilbert completo considerando el producto escalar

(11, Th)e = /Tl(S)TQ(S>fn’9(S)dI/(S).

Ademis, considerando la norma inducida por el producto escalar, ||T]|s = (T, )¢
el espacio L2 4 es un espacio de Banach.

En L?%g es posible extraer un sistema ortogonal de funciones {1y (s, 8)}x>0 tal
que cualquier funcién T en Li,e admite un desarrollo convergente (en la topologia
natural de L2 ;) de la forma

T(s) = cknl(0)Pun(s,0), (3.5)

1/2
3

con cxn(0) = (T,4y,,)0 son los coeficientes de Fourier asociados a T'. Sin pérdida
de generalidad podemos elegir ¢, = 1. Por comodidad, notaremos ¢ ,, = ¥ y
Ckn = Cx sin olvidar que aquellas cantidades dependen del tamano muestral 7.

La expresién del estimador como en (3.5) es muy 1til para varios propésitos. Por
ejemplo nos permite caracterizar el conjunto de las funciones UMV U estimables en
familias para las cuales existe un estadistico suficiente y completo. En esta memo-
ria, utilizaremos estos desarrollos para estimar el sesgo y la varianza del estimador
T(S,) usando el método bootstrap como veremos en el Capftulo 6. Para muchas
familias de distribuciones de interés préctico, el sistema de funciones ortogonales
correspondiente, es perfectamente conocido. '
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3.1.3 Sistema ortogonal en familias NEF
Familias NEF

Sea v una medida de Radon definida sobre los Borel de R? y que no esté concentrada
en un hiperplano afin. Consideremos la transformada de Laplace de v, que es la
funcién L, : 0 € R — R definida por

L,(6) = / exp((6, 2))dv (z). (3.6)

Sea D, el conjunto de los puntos 6 tal que L,(f) es finita, y © es el interior de
D, que supondremos no vacfo. Denotaremos por k,(6) = log(L,(8)), que estd bien
definida, puesto que exp((#,z)) > 0 y v no esta concentrada en un hiperplano affn.
La Familia Ezponencial natural (NEF) se define como la familia de distribuciones,
Fy, con densidad respecto a v de la forma, (BROWN (1986)),

dP(9,v) = exp ((#,z) — k,(9))dv, 6 € ©. (3.7)

Denotaremos por fp(z) la derivada de Radon-Nikodim dP/dv = exp ({6, z) — k.(9)) .
Por las propiedades de la transformada de Laplace la funcién k,(8) es analitica en
todo ©. Para la familia NEF' se verifica que

u = Eo[X] = K,(60) y V(6) = k,(0),

donde V() es la matriz de varianza covarianza del vector X = (X3, ..., X;). Nétese
que V(0) = k(#) es siempre una matriz semidefinida positiva. Es més, dado que
exp ({0,z) — k,(0)) > 0, V8 € O, cada probabilidad Py no estd concentrada en un
hiperplano afin, por lo que el vector X tendrs matriz de varianza-covarianza definida
positiva.

En las condiciones anteriores la aplicacién k!, : R — R? es una aplicacién
inyectiva. La prueba es inmediata ya que &.(.) es definida positiva. Entonces, si
denotamos por My = k/,(©) C R¢, denominado el espacio de medias de la familia
-Fy. La aplicacién kl, : © — My es un difeomorfismo entre © y Mp lo que permite
reparametrizar la familia por sus medias como sigue:

By = {fu(@, p)dv = exp[(y, (1), 2) — ko (v, (w))]dv, p € Mp}. (3.8)

con ¥, (p) = (k,)"(u), para cualquier u € Mp.

Para un vector aleatorio X cuya distribucién pertenece a esta dltima familia y
cuya matriz de varianzas y covarianzas es V (i), notaremos X ~NEF (V (1), Mp)
o simplemente X ~» (V(u), Mp). El par (V(u), Mp) se lama funcién de varianza
la cual caracteriza una familia NEF entre todas las familias NEF.
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Construccién de un sistema ortogonal

Dada una familia NEF generada por una medida v, y con funcién de densidad
respecto a v

fla, i) = fo(z, 1) = expl{, (1), z) — K (¥, (1)), (3.9)
definimos las funciones
Inl
Po(a, ) = {gﬁm,m} /f(@,), neN (310)

y Po(z, 1) = 1, entendiendo que
n| =mn1 +..+ngy a" = a..z}* para todon € N¢y z e R%

Dado que f(z, u) es analitica, tenemos para todo p en un entorno de p, se verifica

Sl = Y0 L b (o, ) i, o)

neNd
con n! = nl..ngl. Las funciones P, = P,(xz,u) verifican la siguiente relacién de
recurrencia b o
e ( 5 )l(x - N’) y (311)
Pn—l—ei = bu—ipn+PnPei

donde (V71); es la i-ésima fila de la matriz V' (u). Nétese que
¥, () = (k)T (W] = (@ ()7 =V ().

Se dice que una familia NEF, F,, es una familia con funcién de varianza cuadrat-
ica (NEF-QVF) si cada componente de la matriz V(1) = {Vi; (1) }s,5, es un polinomio
en u de grado 2 a lo sumo. Y se dice que una tal familia NEF tiene varianza
cuadrética simple (NEF-SQVF) si existe a € R tal que V(1) es de la forma

d
Vij(w) = app; + Zbi,jk/% + Cigs
k=1 ’
es decir, el tnico elemento de orden 2 en Vj; es ay;u; con a € R. En el caso unidi-
mencional esto es equivalente a decir que

V(1) = vop® + v + vo. (3.12)

MORRIS (1982) estudio diversas propiedades en este tipo de familias de distribu-
ciones univariantes, v las clasificé en seis grupos, salvo transformaciones lineales y
potencias de convolucién,
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e Normal. La familia de distribuciones normal N(y,¢?) con o > 0 conocido,
donde Mp =Ry V(u) = o°.

¢ Gamma. La familia de distribuciones Gamma Ga(c, %) con a > 0 conocido,
donde My = (0, +00) y V(1) = u?/c.

e Poisson. La familia de distribuciones de Poisson Po(u), donde Mp = (0, +00)
y Vi{p) = p.

e Binomial. La familia de distribuciones binomiales Bi(N,s/N), con N € N
conocido, donde My = (0, N) y V() = —p?/N + p.

e Binomial Negativa. Lafamilia de distribuciones binomiales negativas BN (IV, 1/ (u+
N)), con N > 0 conocido, donde Mp = (0, +00) y V(1) = pi*/N + p.

¢ Secante Hiperbélica Generalizada. Lafamilia de distribuciones GHS(r, arctan(u/r)),
con 7 € N conocido, y donde Mp = Ry V(i) = p?/r +7.

CASALIS (1994) Clasificé las familias exponenciales de varianza cuadratica sim-
ple en R?. El resultado fué las siguientes 2d + 4 familias

o d+1 familias de Poisson. Corresponde ala familia de distribuciones (Xj, ..., Xg)
con X;..., X4 independientes, las k primeras componentes siguen una ley de
Poisson y las d — k ultimas siguen una ley normal de varianza A. La funcién
de varianza viene determinada por

Ve(p) = diag (ty, oty A 0 A)
Mp = (0,400)* x R&* k=0,..,d

Obsérvese que la familia Normal Multivariante de media p y matriz de varianza
I; constante esta incluida en esta familia tomando k = 0.

e d+1 tipo multinomial negativa-gamma. Corresponde a la familia de dis-
tribuciones (X7, ..., X4) donde las k primeras componentes siguen una Multino-
mial Negativa de pardmetro A\, Xz, condicionada a Xj, ..., Xi es una Gamma
de pardmetro de la forma Zf:l X+ Ay Xias, ..., Xq condicionados a X1, ..., Xg11
sigue una ley Normal de varianza Xj.1. La funcién de varianza viene dada por

1 .
Ve(u) = spd + diag (o 1y O By o ioen)
Mpr = (0,+00)f x R&F1 k=0, ..,d
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¢ Tipo Multinomial. Corresponde a la familia Multinomial de N experimen-
tos, N € N\{0}, con d + 1 posibles resultados, cada uno con probabilidad
pi=mw/N ,i=1,..,N,ypys1 = (N =N 1)/N. La funcién de varianza
viene dada por '

1 ,
Vi(u) = —gpmt’ + diag(pa, - pa),

d
Mr = {,ueRd:,ui>0y ZM’<N}-

=1

¢ Tipo Hiperbdlico. Esta familia estd compuesta de los vectores (X7, ..., X4)
donde (X1, ..., X4-1) sigue una Multinomial-Negativa de pardmetro A y X,
condicionada a X1, ..., X4, sigue una ley de coseno hiperbélico de pardmetro
Zf:_ll Xi + A. La funcién de varianza viene dada por

d—1
1 .
Velp) = sup' +diag (m:-~-aud—1>2‘““>’
=1

Mz = (0,+o00)* ! xR.

Cuando F' es una familia NEF-QVF, entonces cada funcién P, definida en (3.10)
es un polinomio multivariante en « de grado n. Ademds, si 4 € Mp es tal que Vip)
es una matriz diagonal entonces cada polinomio es de la forma

Pu(z,p) = ana™ + > By’

k| <in|

o = (diag(V (1)) ™ = Vs (1) ™. Vaalp) ™.

Definicién 8 Sea F' una familia NEF y me Mgp. Diremos que una familia {P, } es
p-ortogonal st [ PP, f(z, u)dv(z) = 0 para k # n, en otras palabras el sistema es or-
togonal en el espacio de Hilbert inducido por la medida f(x, u)dv(z). Por otra parte,
diremos que {P,} es p-pseudoortogonal si [ PuPy f(x, u)dv(z) = 0 para |k#|n|.

Teorema 4 Sea (V(u), Mp) una faomilia NEF' con varianza cuadrdlica y p, €
Mp. Entonces los polinomios {Pn(z, i) tnena construidos como en (3.10) forman
una familia py-pseudoortogonal. Ademds, si la familia (V(n), M) tiene varianza
cuadrdtica simple y p, es tal que V(ug) es diagonal entonces dicho sistema de poli-
nomios es [gy-ortogonal.
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Teorema 5 Sea F' una familia NEF-QVF simple, con Vij(p) = app; + Rig (1) v o
tal que V (u,) sea diagonal, entonces

1P w2, = nlanDiag(V (1)) ™", (3.13)
con
inj-1
Ay = H (1+ja).
7=0

La demostracién de estos resultados puede encontrarse en POMMERET (1996,
1997).

Notemos que para obtener un sisterna ortogonal es necesario buscar un punto p,
que diagonalice la matriz de varianza-covarianza V(u). Dicho punto, incluso puede
ser que no exista. Para solventar este hecho, es posible hacer un cambio de base, o
bien generalizar la definicién de los polinomios P, en (3.10) como vamos a ver més
adelante.

Si X es un vector aleatorio con distribucién NEF-QVF(V(u), Mp) v pg € Mp
cualquiera, existe A una matriz tal que AV (uq)A* sea diagonal, debido a que V{1,)
es definida positiva. Asi, en la familia AF, el punto Apy € Marp hace la matriz
de varianza covarianza diagonal y su correspondiente familia de polinomios es Apg-
ortogonal.

Otro método consiste en generalizar la definicién de los polinomios B, en (3.10)
derivando respecto a un cierto vector Ay donde A es una matriz no singular. Es
decir, consideramos

Panlesn) = 5ol | 1o ) (3.14)

donde derivamos n; veces respecto a Aju, ng veces respecto a Agu, etc, con A;
representa la i-ésima fila de la matriz A.
Obsérvese que, si g(p) = f.(z, 1), entonces

8|n| a‘n[
SRy ) = graeo) = g7 A e A7)

donde el dltimo término de la ecuacién representa derivar n, veces en la direccién
A7le;, my veces en la direccién A e, etc.

De las propiedades de la transformada lineal de una familia NEF (Ver LETAC
& MORA (1990)) deducimos que

fV($> ,LL) = fAu(Am; AH)



36 MOHAMED GHEZIEL

Asf, notando por P, (x, 1) los polinomios definidos normalmente, i.e comoen (3.10),
para la familia AF), obtendremos

Sinl .
PA,n(m) :u‘) - _—anV(A$> A,U.)/ fAV(Aw7 A/u) = Pn(AQI, A/'L) (315)
O(Ap)
Nuestro interés es el sistema {P4,(z, )} cuando AV {(ug)A* es una matriz di-
agonal. En resumen, se tiene el siguiente resultado (ver POMMERET (1996)):

Teorema 6 Sea F' una familia NEF-QVF y uy € My cualquiera. Sea A un matriz
dx d no singular tal que AV (ug)A® sea diagonal, entonces, el sistema {Pa ,(z, 1g)}n
es po-ortogonal en la familia F, y ademds

1Pan( to)I* = nlanDiag (AV (1) A") "

Formas explicitas

Para las familias NEF el estadistico media muestral X es suficiente y completo.
En dichas familias, donde la media p es desconocida, si consideramos la estimacién
de un pardmetro ¢ = h(u) usando un estimador funcién de X, digamos & = T(X)
entonces segun (3.5) sabemos que dicho estimador tiene una expresién de la forma

T(X) = ch,n(:u)Pk,n(X7 P’)'

k>0

En lo que sigue daremos la expresién explicita de los polinomios Py, en el caso
unidimencional, d = 1, en cada una de las familias que componen la familia NEF-
QVE.
Distribuciéon Normal

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria que sigue una distribucién normal N (u, o?),
con 4 € Ry o > 0 conocida,

1 1 /x—p 2 '
T U) = ——exp| —= , zeR
o) = o= p< 16 ))
En este caso V(1) = o? y el estadfstico suficiente y completo X, tiene la funcién de
densidad dada por

Falsyp) = ﬁa exp [i (““ﬁ)? (3.16)
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El sistema de polinomios mdénicos ortogonales respecto a (3.16) es

ok ns— U
P,C,n(s,pc) = WHk <\/; o ) y k Z O, (317)

donde Hy son los polinomios de Hermite cuya expresién explicita viene dada por

tk/2] - —9j
— By (=1) (22)"*

§=0

(3.18)

notando por [s] la parte entera de s. La norma de los polinomios (3.17) en el espacio
Li, .. Viene dada por

klo2k
| Penlls = — (3.19)

Distribucién Gamma
Sea X3, ..., X, unam.a. con distribucién G(a, 1/0) donde § > 0y a > 0 conocido,
y con funcién de densidad

1 T

f(m, 9) = mxa—l exXp (—5) , > 0.

En este caso p = af y V(u) = p?/a, con u € (0,+00). La funcién de densidad del
estadfstico suficiente y completo X, viene dada por

nne " ns
(5,0) = g™ (—-—-) , > 0. 3.20
fa(s,0) T 0 s exp s (3.20)
[l sistema de polinomios ortogonales respecto a (3.20) viene dado por
(—1)FEW* a1y (RS
= _ k>0 3.21
Pk,n(sa :U‘) (TLOA)’C L]c U ’ - 7 ( )

con Lg’) los polinomios de Lagerre generalizados, definidos anteriormente, y cuya
expresién explicita viene dada por

k .
)= Z‘ (k—j> i
7=0
La norma de los polinomios (3.21) en L , viene dada por

o K (na+ k)
| Bl = no) P Tna) (3.22)
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Distribucién de Poisson
Sea X1, ..., X, una m.a.s. que sigue una distribucién de Poisson Po(u), u > 0,
cuya funcién de probabilidad es

z

flaw =erts seN

La funcién de probabilidad del estadistico suficiente y completo X,, viene dada por

oy ()T 12
n\<; = s 3 :0)_:_;"' 3.23
flo) = e a0 (3.23)

El sistema de polinomios ortogonales respecto a (3.23) viene dado por
1
Pin(s, 1) = EO,E"“) (ns), k>0, (3.24)

con C‘,(Ca) los polinomios de Charlier, dados por
YUk (s .
SEOEDY ( ) ()ﬂ(—a)’“‘]-
—~\j)\J
j
La norma en L2 , de los polinomios en (3.24) es
- klpk
1Bl = S (3.25)

Distribucién Binomial
Sea X1, ..., X, una m.a.s. que sigue una distribucién Bi(N,p),p€ (0,1)y N > 1
un entero conocido, y cuya funcién de probabilidad viene dada por

N xT —T
flz,p) = (w>p ¢ £=01,.,.Nyqg=1-p.

En este caso V' (u) = pu— u?/N y i = Np. La funcién de probabilidad del estadistico
suficiente y completo X, viene dada por

niN 1 2
_ [ ns (N =~s) —0.= 2 3.26
fa(s,p) (m)p q , $=0,—,—, (3.26)

y el sistema de polinomios ortogonales respecto a (3.26) es

k! .
Pk’n(s, ,U,) = }'szfk’Nn’u/N (’TLS) y k= 0, 1, ceny TL]\/, (327)
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con Ky nvp el k-ésimo polinomio de Krawtchouk,
b T N-—-z C
o= (2 ) ()
o \FTJ J
La norma en ng, ., de los polinomios (3.27) viene dada por

o KID(nN + 1)(pg)*
WPl = Fan =5y Dot

(3.28)

Distribucién Binomial Negativa
Sea X1,..., X, una m.a.s. con distribucién BN(r,p), p € (0,1), r un entero
conocido, y cuya funcién de probabilidad es

z+r—1
T

flz,p) = ( )prqx, z=0,1,..

con ¢ = 1—p. En este caso, u = rqg/p yﬁV(u) = u+u?/r, y la funcién de probabilidad
del estadistico suficiente y completo X, es

SAnr+ns—1 1 2 :
= g =0, - = .. 3.29
fn(s,p) ( s )p %, §=0,—,~, (3.29)

El sistema de polinomios ortogonales respecto a (3.29) viene dado por

1 k
Pk,n(sap) = ’)’L—k <§> Mk,m‘,q(ln’s), k .>.. 07 (330)

con Mg . es el k-ésimo polinomio de Meixner de primera especie,

k
Minele) = (=143 (j) ( o ) .,
La norma en L2, de los polinomios (3.30) es

IPenll = SR L (3.31)

Distribucién Secante Hiperbdlica Generalizada
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Sea X1, ..., X, una m.a.s. con distribucién GHS(r,9), |8| < % y r > 0 un entero
conocido. La funcién de densidad de dicha distribucién viene dada por

S, 2) = (1 4+ 22 explztan (\))f(z,7,0), 2 >0,

donde

o= 2511 (14 (25) )

y A = tan(f). En este caso u = rAy V(u) = ‘iri + 7 con p € R. La funcién de
densidad del estadistico suficiente y completo X,,, viene dada por

Ful(s, X)) = n(1 + X)™™/2 exp[ns tan™1(\)] f (ns, nr, 0), (3.32)

y el sistema de polinomios ortogonales respecto a (3.32) viene dado por la relacién
de recurrencia

P = 1, P,=5—r)
k 2 E—1
aﬂm::<am_%?>am_lﬂjjl<pbzr>&ﬂm k> 13.33)

n
La norma de estos polinomios en Lfl’ .. viene dada por

KL (nr + k)

HP’C,TLH?L = anF(m‘)

(14 A%)*. (3.34)

Para el caso d = 2, podemos encontrar la expresién explicita de los polinomios
Pyn(z, 1) en CASALIS (1994) o POMMERET (1996) para cada tipo de familias
NEF-SQVF multivariantes.

3.1.4 Polinomios ortogonales en otras familias

Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria simple con distribucién F' no necesariamente
paramétrica, y sea S, = S(X,...,X,,) un estadistico con densidad f,(s) respecto
a una medida o-finita v. Supongamos que S, tiene momentos finitos de todos los
ordenes myn, kK > 0, y que la distribucién de .S, es tinicamente determinada por los
{myn}. En este caso el conjunto de funciones

{gx(s) = 5%,k > 0}, (3.35)
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es completo en el espacio

2= {T ‘R —R| /IRTQ(S)fn(s)du(s) < oo} .

Entonces el método de Gram Schmidt nos permite construir un sistema ortogonal a
partir de (3.35). Otra alternativa, es el método basado sobre el determinante de la
matriz de los momentos, como explicaremos a continuacién (Para més detalles ver
CHIHARA (1978)). Consideremos la matriz de momentos

M = [mi+j,n]i,j:o,...,k-» k>0,

y sea d,, = dim(L2). Entonces una condicién necesaria y suficiente para la existencia
de un sistema ortogonal de polinomios es que

App = det(My,) #0, k=0,..,dy—1.

En este caso el k-ésimo polinomio ménico ortogonal es

Pen(s) = A1), Qrn(s), k=0,.,dn—1, (3.36)
donde
i mMomn mMin - Min ]
Min Mon - TMgtln
ka(s) = det . . .
Mig—1,n Mip - Tk-1n
1 s .. s* |

La norma en L? de los polinomios P, en (3.36) es, ver CHIHARA (1978),

”Pk,nH? = A’-g_—l-lAk (337)

3.2 Transformadas de Fourier

En el Capitulo 8 veremos un método basado sobre las férmulas de inversién, cuales
son directamente relacionads a las transformadas de Fourier, para aproximar la
densidad y la distribucién de la media muestral. Para ello, en esta seccién vamos a
presentar un resumen sobre las transformadas de Fourier.
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3.2.1 Operador discreto de Fourier

Sea n un entero positivo y consideremos los espacios
0 -
= {2 = {2} %%, 2 € C | Zpin =, Yk},

de sucesiones bilaterales periédicas con periodo n. Entonces una sucesién z de
II,, estd totalmente determinada por los elementos de un periodo, por ejemplo,
Z0y -y Tn—1- Definimos la suma de dos sucesiones = = {zx} e y = {yx} de IL, como

( + Yk = Tk + Yk,
y la multiplicacién de una sucesién por un escalar ¢ como
(cx)y = cmy,.

Entonces, es evidente, que II, es un espacio vectorial. Cualquier elemento de
I, puede expresarse en términos de las n sucesiones de II,,, e™ = {e m)} m =
0,1,. — 1, donde

(m) 1, sik=mmodn
0, si k % m mod n.

Y puesto que los €™ son linealmente independientes, el espacio I1,, es de dimensién
n. Ademés, si definimos la norma,

Nzl = (lzo|? + |z [* + ... + |on]?)*?

dicho espacio serd un espacio vectorial normado completo, i.e. un espacio de Banach,
ya que es isomorfo a C".
Definimos el operador lineal F,, de I, a II,, por

Frx =y € 1l,,
donde

n—1

(Faz)i =y = 7 Z_: zjw, (3.38)

(271‘2’)
wn = Uy = eXp —_— .
T

con
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El operador F, se llama Operador discreto de Fourier. J, es una isometria de II,
a Il,, es decir de un espacio de dimensién finita a sf mismo, por lo que F, ! existe
y es el.operador adjunto F,, a F,. Es decir, para y € 11,

_ 1 n—1 . -
(Fw)e = (Fabde = —= > s (3.39)
7=0

La suma en (3.38) y (3.39) respecto a 7 puede ser extendida a cualquier conjunto de
enteros diferentes médulo n, por ejemplo

n—1
1 .
Fnl)p = —= E z_uk,
( )k \/7_’}: pare J

3.2.2 'Transformadas Rdpidas de Fourier, FFT

Para z € I1,, consideremos el problema de calculo de la transformada y = F,z. Evi-
dentemente, basta con calcular los elementos de un perfodo completo, por ejemplo,
Yo, -+ Yn—1, Puesto que y € I1,,. Supongamos que las potencias de w, en (3.38) ya esta
formadas, entonces para cada k = 0,1,...,n — 1, el célculo y; mediante la férmula
(3.38) necesita n— 1 multiplicaciones complejas (hemos excluido las multiplicaciones
triviales correspondientes a j = 0). Por lo que el cédlculo de una transformada com-
pleta necesita n(n — 1) multiplicaciones complejas. En préctica, como por ejemplo
en el andlisis de series temporales, se necesita n bastante elevado como n = 2'4, en-
tonces necesitaremos n(n — 1) 2~ 2.68 10® multiplicaciones complejas. Por lo que el
tiempo requerido para formar una tnica transformada parece ser bastante elevado,
y eso puede impedir la aplicabilidad del método de Fourier.

El objetivo de esta seccién es la descripcién del método de transformadas rép-
idas de Fourier FFT del ingles (Fast Fourier Transformation). Este método nos
permite calcular una transformada de Fourier y = F,z con una reduccién dréstica
en el tiempo respecto al uso directo de (3.38), sobre todo para n que admiten la
descomposicién en varios factores como por ejemplo n = 2.

Supongamos que n = gp con q,p € N positivos. Para z € II,, consideremos las
subsucesiones ) cuyo fndice es = a 7 mod p

29 = (&} = (zj4mp}, 7=0,1,.,p— L.

Evidentemente
eV ell, j=0,.,p—1.
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Supongamos que las p transformaciones
y(J) :{yl(cj)} :qu(j)) 7=01,..,p—-1,

ya estdn formadas, i.e. conocidas. Nuestro objetivo, es intentar expresar a y = F,z
en términos de los ¥, Para todom = 0,1, ...,n — 1, tenemos

1 n—1 1 p—1 1 g1
_ —mk _ =m(j-+hp)
Y = —= D _mew, ™ == =z, :
Y puesto que wk = w, se tiene que
—1 g—1
1% { 1 1
v = =SS g ™| g
P00 Vi
1 2L .
- _p %(%)rwr—bmy. (3.40)
5=0

Puesto que yﬁﬂ;) son conocidas, el cdlculo de una transformada y = F,z en base de
(3.40) sélo necesita n(p — 1) multiplicaciones.

Supongamos, ahora, que n puede ser compuesto en [ factores
= N1N9...7y,

entonces podemos usar la férmula (3.40) de forma recursiva. Es decir, para calcular
Fnx, necesitamos n, transformaciones de periodo g = ny...n;, y para calcular estos
dltimos, se necesita niny transformaciones de periodo ¢ = ns...n;, y asi sucesivamente
hasta llegar a n1...n; = n transformaciones de periodo 1, Fiz, las cuales son triviales
ya que Fiz = z. El ntmero total de multiplicaciones necesario para hacer dicho
célculo es

) I
n . n

1 —(ng = 1)+ oec(ny ) ———(m = 1) =n Y _(n, —1).
ﬂ(nl ) + n (nQ 1) + (nl ™ 1)’7’L1...nl~—1 (nl ) " =1 (n )

Si por ejemplo n = 2, el nimero de multiplicaciones necesarias serfa
nl = nlog,n,

que es una reduccién considerable en el nimero de multiplicaciones respecto al uso
de (3.38) directamente. Para més detalles se puede consultar a HINRICT (1986).
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3.2.3 Coeficientes de Fourier

Consideremos el espacio IT de todas las funciones definidas sobre R y a valor com-
plejo, que son periédicas con periodo 1,

I={f:R—C|ft+1)=f(t), Vt€R}.

Si f € II es integrable, entonces sus coeficientes de Fourier complejos son definidos
por

1
ay = / F(t)e e, k=0,%1,42,.. (3.41)
J0

La serie de Fourier es la serie definida mediante los coeficientes a; por

lee)

S(t)‘—‘ Z a'k:e,?ﬂ-ikt-

k=—o00

Bajo clertas condiciones, esta serie converge hacia f(t), para algunos o todos los
valores de t.

El objetivo de esta seccién es la descripcién del uso de la férmula de trapecios
para calcular el coeficiente a; en (3.41). En diversas aplicaciones, no es posible
obtener una expresién explicita cerrada para el célculo de la integral en (3.41).
Esto ocurre, particularmente, si la funcién f es conocida sélo empiricamente, o bien
si f solo puede ser evaluada en un conjunto discreto de puntos ¢. Dichos puntos
son conocidos como Puntos Muestrales. Generalmente, estos puntos se escogen
equidistantes. Supongamos, entonces, que los puntos muestrales son

1
ty = kh, h=—,

n

donde k£ € Z y n > 1 es un entero fijo. Los valores

son llamados Valores Muestrales de f. Notemos que estos valores forman una suce-
sién en I,

T = {Zk} oo € Il (3.42)

Ahora veremos la férmula del trapecio para calcular la integral de una funcién sobre
un intervalo. Sea g una funcién definida sobre el intervalo acotado [, 8]. Dividimos
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dicho intervalo en n puntos equidistantes ty, = a+kh, £k =0,1,....,nconh = (F~a)/n
de modo que ty = a y t, = 8. Entonces la férmula de trapecios viene dada por

n—1

B
| oty hgtte) + Flatte) + gt ) (3.43)

k=

Si aplicamos esta férmula a (3.41), obtendremos, para m € Z,

n—1
Ay, E;kan +%[$0 + z,,],

ya que h = 1/n, y w;*™ = 1 para k = 0 y k = n. Usando, el hecho de que f es
periédica en [0, 1], tendremos

Entonces

n—1
1 1
—k
G 2 E Tpw, " = —=(Fp®)m.
k=0

NG

Podemos, entonces tratar a
1 n—1-
A —km
O = — _S_ TpW 3.44

como una aproximacién al coeficiente de Fourier a,, en (3.41).
Notemos entonces que la sucesién

G = {am}

es simplemente la transformada, por el operador de Fourier discreto F,, de la suce-
sién « definida en (3.42) multiplicada por 1/4/n. Es decir

1
In

y entonces puede ser evaluada usando el algoritmo de transformadas rédpidas de
Fourier, F'F'T'. Se puede consultar HINRICI (1986) para més detalles.

an)

a =



Capitulo 4

ESTIMACION BOOTSTRAP

INTRODUCCION: En el Capftulo I hemos hablado del método bootstrap en
general sin entrar en detalles . En este capitulo estudiaremos las técnicas de es-
timacién propuestas por el método bootstrap. Supongamos que estamos ante la
situacién siguiente: Dada una muestra aleatoria X,=(X3, X, ..., X;,) de tamafio n
i.1.d. extraida a partir de una distribucién desconocida [, supongamos que quer-
emos estimar un pardmetro = t(F') por el estadfstico 6 = Tn(X,) ( que puede
ser la estimacién por substitucién § = t(ﬁ’ ), con F' una estimacién razonable de
F ). FEl objetivo es aproximar algunas medidas de precisién de dicho estadistico,
tal como su varianza, su error cuadritico medio o su error estdndar, su sesgo o su
distribucién. En general las medidas de precisién citadas no son faciles de evaluar
mediante los métodos clésicos puesto que en general para casi todos los estadisticos
no existen férmulas que sean funcién de los datos, tal como en (1.6), que permitan
calcular dichas medidas. FEl bootstrap fue introducido por BRADLEY EFRON en
1979 particularmente para resolver este tipo de problemas.

Consideremos una variable aleatoria R, = R,(X,, F)) que sea funcién de la mues-
tra X, y posiblemente de la distribucién desconocida F. Por ejemplo, cuando el
‘objetivo es la construccién de un intervalo de confianza para 0, la variable aleatoria
R, puede ser la diferencia T}, —#, o la versién estudentizada (7, —6)/S, donde S5, es
un estimador de la desviacién estdndar del estadistico 7. Cuando simplemente se
necesita estimar el sesgo o la varianza de T}, la variable aleatoria E,, es simplemente
el estadistico T,,.

Por simplicidad y con objeto de ilustrar el procedimiento bootstrap, supongamos
que la variable aleatoria de interés es R, = T,,(X,). El método bootstrap implementa
una técnica artificial que imita la realidad con el fin de obtener aproximaciones de las
medidas objetos del anélisis. Para entenderlo bien, vamos a visualizar paralelamente

47
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dos problemas, uno real y otro artificial.

El problema real: est4 representado por la funcién de distribucién desconocida F, a
partir de la cual la tnica informacién que tenemos son los datos observados A, =
(X1,...,X,), vy por el pardmetro § = ¢(F) el cual queremos estimar basdndonos en
dicha 1nformac1<’>n digamos por el estadistico 0 = T,,(X,).

El problema artificial (bootstrap): es un problema que imita al problema real y estd
representado por una distribucién 14 que es una estimacién consistente de F', y el
parédmetro § reemplazado por el pardmetro 0" = t(F) La condicién bésica sobre
los pardmetros § y 8* de los dos problemas es que estén bien definidos mediante un
mismo funcional ¢ de las distribuciones, es decir, en el problema real § = ¢(F), y
en el problema artificial §* = t(ﬁ’ ) de modo que la relacidén que hay entre 6 y F' es
la misma relacién que hay entre 8% y [, TLa eleccién de la distribucién ¥ depende
generalmente de la naturaleza de F. Cuando se sabe que F' pertenece a una clase
paramétrica de distribuciones, es decir, que F' = F; con { € () es una pardmetro
o vector de pardmetros desconocidos entonces se utiliza Fo= Fg dende é es un
estimador consistente de £. Este procedimiento se llama Bootstrap paramétrico. Por
otro lado, cuando no hay ningin modelo paramétrico evidente para F, se escoge
entonces [ = F, la funcién de distribucién empirica, FDE, asociada a los datos.
Este dltimo procedimiento se llama Bootstrap no paramétrico.

Notemnos aqui que el pardmetro bootstrap 8" es entonces la estimacién con susti-
tucién de 8. Esto significa que 6" coincide con el estadistico de interés 0 =T, s
Tn(X,) = t(F) es la estimacién con sustitucién. Aunque en general 6" y 0 1o tienen
por que ser iguales, como muestra el ejemplo siguiente
Ejemplo 4.1 Sea una muestra de n observaciones independientes, extraidas a partir
de una distribucion continua F(z) . Definimos el pardmetro  como la mediana de F
(aqui t es el funcional mediana de F'), y supongamos que F' (z) = % tiene una unica
solucion 6. Sea X1y, ..., X(n) la muestra ordenada. Supongamos, por conveniencia,
que n es impar. El estimador mds natural de 0 es la mediana de los datos

0= X
Si en el problema bootstrap F se reemplaza por la distribucion empirica Fy, el
pardmetro 0 que es por definicion la mediana de F,, es

En este caso tenemos evidentemente que 0% = 0.
Supongamos, ahora, que se sabe que F es simétrica y que su esperanza existe.
FEs bien sabido que en este caso la media y la mediana de F' coinciden. Es entonces
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mds comodo estimar la mediana 6 de F' por la media muestral,

=X,
pero el pardmetro bootstrap 8% que es siempre la mediana de la dz'stfibucién empirica,
queda siempre, 0% = t(F,) = T(zt1), POT lo que en este caso 0" # 6.

4.1 Estimacién Bootstrap del Sesgo y de la Vari-
anza

Supongamos en esta seccién y en la préxima que la variable aleatoria de interés es
el propio estimador de 6, R, =T, = 8. En la inferencia esAtadl’stica el objetivo es el
estudio de ciertas medidas de precisién de un estimador 6 del pardmetro 6. Estas
medidas de precisién cuantifican diferentes aspectos del comportamiento de 0. Entre
estas medidas estd el sesgo y la varianza del estadistico 6. Sea X, = (X1, ..., X»)
una muestra aleatoria extraida a partir de una distribucién de probabilidad descono-
cida [". Supongamos que se pretende estimar el pardmetro § = t{I") mediante el
estadistico § = T,,(X,) que puede ser la estimacién con sustitucién ¢(£') de § o no, y
donde F es una estimacién consistente de F' que puede ser la funcién de distribucién
empirica o una estimacién paramétrica.

Definicién 7 Fl sesgo de 0 = T, (X,) como estimador de 0 es definido como la
diferencia entre el valor esperado de 6 y el parémetro 0:

s = sesgp(B) = Er(Ta(X,)) — t(F), (41)

Y SU Varianza
v = Varp(0) = Ep {[Ta(X) — Er (T} (4.2)

Para un estimador 6 un sesgo o una varianza grandes no son deseables. Suele
.preferirse una estimacién insesgada, Ep(@) = §. La estimacién por substitucién 6 =
t(f? ) no es necesariamente insesgada, pero el sesgo tiende a ser pequenio comparado
con la magnitud de su error esténdar. Esta es una buena propiedad de la estimacién

por sustitucién.

Definicién 8 La estimacion bootstrap tedrica del sesgo del estimador 6 = T.(X)
del pardmetro 0 es definida como la estimacidn sesgp donde hemos sustituido F' por
su estimacion F' en la férmula (4.1),

5 = sesgp (Tu(X2)) = Ep(Tu(X2)) ~ t(F), (4.3)



50 MOHAMED GHEZIEL

y la varianza bootstrap tédrica
vt = Varp(Tn(X2) = Ep {[Ta(X]) — By (Tu(XD)P}, (4.4
y donde X = (X7,..., X*) es una muestra i.i.d con distribucion .

Definicién 9 La estimacidn bootstrap tedrica del error estandar de un estimador
6 =T,(X,) es simplemente la rafz cuadrada de la estimacion bootstrap de su vari-
anza :

se* :vsep(@*) = <var},(9*))l/2 . (4.5)

A

En (4.3), t(F) = 0" es la estimacién por substitucién de 6 que representa el

pardmetro bootstrap que puede ser diferente de d. La estimacion bootstrap del sesgo
sesgy es la estimacién por substitucién de sesgp, donde o puede ser la estimacién
por substitucién de 8 o no, como muestra elsiguiente ejemplo:
Ejemplo 4.2 Sea I simétrica y 0 su mediana. Supongamos que_el tamanio de la
muestra n es tmpar. Podemos estimar 8 por la media muestral = X. En este
caso, el pardmetro bootstrap es 6 = X(n_-;; ) oMo se explicé en el Ejemplo 4.1. Se
tiene entonces que

s = Ep(0) — 0,

st = Eﬁ’(é*) . 9* = Eﬁ»(é ) — X(ﬁ%i),

Y no

~k

s*=Fp(0)—0=Ea(0) - X.

Nota 10 Supongamos por ejemplo que F' = F, es la FDE. Entonces extraer una
muestra aleatoria simple de tamario n, X7, ..., X} i.1.d a partir de F,, es equivalente
a extraer n observaciones sucesivamente con reemplazamiento y de forma uniforme
a partir del congunto formado por los elementos de la muestra original {X1, ..., X,.}.
Es decir, Pr{X} = X;} = 1/n, por todo i = 1,..,n y j = 1,...,n. Este procedimiento
se lleva a cabo por ayuda del ordenador utilizando el procedimiento de generacion
de nimeros aleatorios "random(.)” para seleccionar un conjunto {i1,1s,...,i,} de
numeros enteros, cada uno con probabilidad ;1;, a partir del conjunto {1,2,...,n}.
Después, se toma la muestra bootstrap X} a partir de la muestra original, de forma
que

X=X, X5 =X,y,.., X = X;

n n"

(4.6)
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Las férmulas (4.3) y (4.4) son las férmulas tedricas de la estimacién bootstrap.
Lamentablemente, para la mayorfa de los estimadores que figuran en la literatura,
dichas férmulas al igual que sus correspondientes clésicas en (4.1) y (4.2) no tienen
siempre una expresién explicita en funcién de los datos. La diferencia entre las
férmula (4.3), (4.4) y sus correspondientes clasicas es que aquf la distribucién F' es
conocida. No obstante, cuando el estadistico T,,(X,,) tiene una expresién complicada,
atin siendo la distribucién £ conocida es a menudo imposible de evaluar s* y v*
exactamente. La ventaja de que F' sea conocida solamente nos permite usar las
simulaciones de Monte Carlo cuando sea dificil evaluar s* y v* por la férmula (4.3)
y (4.4) respectivamente.

En la préctica las férmulas (4.3) y (4.4) no se utilizan directamente. Se procede
en general como sigue:

1.) Sien las f6rmulas (4.3) y (4.4), s* = Sesgp(Tn(Xyr)) y v* =varp(Th(A;))) son
unas funciones explicitas de los datos, se toma entonces como estimadores bootstrap,
respectivamente, del sesgo y de la varianza de 0= T, ;

ii.) Si no, como F' es conocida se utiliza el método de simulaciones de Monte
Carlo (el método 2 de Efron (ver EFRON (1979)) para dar una aproximacién a s* y
a v*. Entonces se extraen B muestras bootstrap X, ..., X*F cada una de tamafio
n a partir de £ repitiendo el proceso descrito en (4.6) si F' = F,, la FDE. Después
se calculan las replicaciones del estadistico 7T}, correspondientes a cada muestra:

b, =T (X =T b=1,..,B. (4.7)

Este proceso nos lleva a obtener una muestra de tamano B del estadistico 7.
Ahora, la aproximacién del sesgo ideal s* se hace sustituyendo la esperanza bootstrap
EalT(Xr)] en (4.3) mediante su andloga muestral, es decir, mediante la media de
las replicaciones

= 1 &
T*:_' #b Tn *b' 4.8
SN NS (49

‘Entonces, obtendremos la aproximacién §,. g del sesgo bootstrap ideal basado sobre
las B replicaciones ,

- A

Sucp =Tn — tF). (4.9)
De la misma forma, se toma la varianza empirica correspgndiente a la muestra
de réplicas de T, en (4.7) como aproximacién a v* = Varg(6 ),
1 5 2
@RIC,B = B_1 Z (T:b - Tn) . (4.10)

b=1
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Asf, la aproximacién del error estandar del estimador 0 serfa

;B 3 A
fhon = {B_—I > (T - Tn)Q} : (411)
b=1

Notemos que las férmula en (4.9), (4.10) v (4.11) no necesitan célculo tedrico
alguno, y siempre son féciles de obtener por muy complicado que sea el estadistico
T

Las aproximaciones bootstrap al sesgo §3,¢ 5 en (4.9) y a la varianza 93¢ 5 en
(4.10) son simplemente las equivalentes muestrales de las estimaciones bootstrap
tedricas s* en (4.3) y v* en (4.4) respectivamente. Por lo tanto, estdn justificadas
por las leyes de los grandes mimeros, como nos muestra la proposicién siguiente:

Proposicién 11 La estimacidén bootstrap de la varianza, vy, usando las simula-
ciones de Monte-Carlo tiende a la estimacidn bootstrap ideal v* cuando el nimero
de replicaciones B — oo, es decir,

: ~% %
lim dycp =v".
B—co

Demostracién. Puesto que & .., XB son extrafdos independientemente de
manera aleatoria a partir de Fla muestra de replicaciones T* b =1, ..., B es una
muestra aleatoria de variables 1.1‘d. Se tiene

B B

T = (T BT+ S (BalTy) T’

b=1 b=1 b=1

V2 (Bp(T2) = T7) Y (Tt — Ex(Ty))

=1

o

entonces,

B B
Z T*b T* . Z T*b *)) ( F(T*)—T*)Q

Aplicando la ley de los grandes mimeros (se supone que T* tiene la varianza finita),
cuando B — co, el primer término de la derecha tiende a v* = vara(Tat), v el
segundo término tiende a 0. Por lo tanto, '

B 1&

hm vMOB Bh_r’%o 5-1F8 (T;:b — T*>2 = varp(Th) =v™
b=1"
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Nota 12 En la literatura, tanto a v* en la férmula (4.4) (respectivamente a s* en
(4.3)) como a su aprozimacion Oyyq g en la férmula (4.10) (respectivamente a 8yc g
en (4.9)) se le denomina estimacién bootstrap de la varianza (respectivamente del
sesgo) de 0. La primera estimacion corresponde al método 1 de EFRON y la segunda
al método 2 (ver FFRON (1979)). En la prdctica a menudo se utilizan lan férmulas
(4.10) y (4.9) para calcular la varianza y el sego respevtivamente, ainque en la
teorfa a menudo se refiere a las férmulas (4.4) (4.3) como estimacidn bootstrap. Sin
embargo algunos autores llaman a las estimaciones tedricas v* y s* estimaciones
bootstrap ideales.

4.2 Estimacién Bootstrap de la Distribucién y de
los Cuantiles

~

La estimacién bootstrap de la distribucién y de los cuantiles de una funcién h(6,) =
R, (X, F) de un estimador 9n, de un parémetro desconocido f relacionado con una
f.d.D. desconocida F, juega un papel muy importante en la construccién de un
intervalo de confianza de dicho pardmetro. Consideremos €l problema de estimacién
de la funcién de distribucién de R,

Gnp(z) = Pp{Ra(Xs, F) < 2} (4.12)

Por simplicidad escribiremos Gp(x) (o a veces G(z)) en lugar de G, 7(x) sin olvidar
que dicha distribucién depende de n y F'. Cuando no sea evidente la estimacién de
la distribucién G p rediante los métodos clédsicos, como la aproximacién normal o de
student, el método bootstrap suele ser eficaz para ofrecer estimadores razonables a
dicha distribucién. Como se explicé en el Capitulo 2, en los métodos clésicos la esti-
macién de la distribucién de R, G, generalmente se obtiene haciendo suposicione,
como la de normalidad, o mediante una aproximacién asintética o reemplazando los
_valores desconocidos en la férmula tedrica de Gp. Lamentablemente, la obtenciég
de una férmula explicita tedrica de Gz es casi siempre imposible de obtener. Sea F
una estimacién adecuada de F, que dependiendo de la naturaleza de F, puede ser
la FDE F, u otra estimacién como por ejemplo una estimacién paramétrica F .

Definicién 13 Se define la estimacidn bootstrap tedrica de la distribucion Gp de
R, en (4.12) como sigue

G*(z) = G, (o) = P*{ Ral%, F) < 2}, (4.13)

bl



54 MOHAMED GHEZIEL

donde X es una m. a. s. con distribucion Fypr= Py es la probabilidad bajo la
distribucion F'. Es equivalente a la probabilidad condicional fijada la muestra originl.

La definicién de G* en (4.13) representa la férmula tedrica del estimador boot-
strap de la distribucién Gp(z). Desafortunadamente dicha férmula, al igual que la
formula en (4.12) no tiene siempre una expresién cerrada sencilla como funcién de los
datos. Sin embargo, la diferencia capital entre (4.12) y (4.13) es que en la definicién
bootstrap (4.13) la distribucién ¥ es conocida. Por ello, en el método bootstrap se
procede en la préctica de la manera siguiente:

i.) Si es posible obtener una expresién explicita exacta para G*(z) en (4.13) en
funcién de la muestra, entonces se toma como estimacién bootstrap de Gp(z) y serd
la estimacién ideal.

ii.) Si el célculo de G*(z) en (4.13) es complicado y no se puede obtener una
expresién explicita en funcién de los datos, en este caso se usa el método 2 de Efron
que se basa en las simulaciones de Monte Carlo para aproximar la estimacién ideal
G* = Gp. Para ello, repetimos el procedimiento en (4.6) varias veces, digamos
B veces, para obtener B muestras bootstrap X = (X7°, ..., X?) de tamatio n,
b = 1,..., B, independientes todas con distribucién £. Calculamos las B replicas
R?® = R, (X7, E ), b=1,..., B, de la variable R, correspondientes a cada muestra

bootstrap y aproximamos a G* por su anéloga empirica, G% asociada a R, ..., R5,

B
. 1 Z \
GB(.’L') = E [{R;;ber}' (414)
b=1

Notemos que la férmula (4.14) es independiente de la expresién de la variable
aleatoria R, es decir que no necesita célculo tedrico y siempre es fécil de evaluar para
cualquier variable de interés R, por muy complicada que sea. La convergencia de
(% ala distribucién exacta de R} bajo remuestreo a partir de F' esta asegurada por
el teorema de Glivenko-Kantelli. En muchas situacién la estimacién G da buenos
resultados y sobre todo evita a hacer suposiciones tales como la de normalidad.

Para la estimacién de los cuantiles el resultado principal usado es el siguiente: Si -
Y1, ..., Yy es una muestra 1.i.d con distribucién D y si Y;) es j-ésimo valor ordenado
de la muestra, entonces se tiene la aproximacién (ver DAVISON & HINKLEY (1997)),

- J
E(Y,))~D1 | ——).
( (J)) ( N + 1)
Este resultado implica que una estimacién sensible de D71 (a) es Y((¥+1)a), suponiendo,

aqui, que (N + 1)a es un entero.
Sea ¢, = qgj} el cuantil de orden « de la distribucién Gr de R, (X, F").
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Definicién 14  Se define el estimador bootstrap ideal del cuantil ¢, qo, de la dis-
tribucion de R, como sigue:

=G Ya)=inf{t, G*(t) > a}. * (4.15)

Y se define el estimador bootstrap basado sobre el método 2 de Efron del cuantil de
orden «, de la distribucion G, de R, como sigue:

gp=C% (a)=inf{t : Ga(t) >a}. (4.16)

En otras palabras, el estimador bootstrap ideal del cuantil o de R, es el cuantil «
de la estimacién bootstrap ideal de la distribucién de R, y la estimacién bootstrap
basada sobre B simulaciones del cuantil o de R,, es el cuantil o de la estimacién
bootstrap basada sobre B simulaciones de la distribucién de R,. En la préctica, a
menudo, se usa el estimador bootstrap (4.16). Asf, si RZ, ..., R*? son las B repli-
caciones de la variable de interés, R, corres ondlentes a las B muestras bootstrap

X, P extraidas a partir de F,ysi R Rn(B) son los estadisticos ordena-
dos, entonces 4s,p viene dado por
fop = {R(B+Ha)y (4.17)

donde [(B + 1)a] representa la parte entera de la cantidad (B + 1)a, es decir, el
niimero entero més grande < (B + 1)a. En general, es méds cémodo elegir el entero
B de modo que (B + 1)« sea un ntimero entero. Sin embargo si por alguna razén
(B + 1) no puede ser entero entonces se puede usar interpolacién sobre escala de
los cuantiles normales (ver DAVISON & HINKLEY (1997)). Es decir si (B + 1)c no

es un entero, y si k = [(B + 1)a] entonces definimos REDY como
-1 — Pk
R(B+D2) — pr(o) ¢ ,(jj *(5a) (Ry=+D — RYR)Y (4.18)
& (55) — 27 (55

siempre que k ¢ {0, B, B + 1}, ya que para estos valores nc podemos usar (4.18).
Generalmente, la estimacién de los cuantiles necesita que el nimero de simulaciones
. B sea superior a 1000. La eleccién de B = 999 junto con los valores convenientes
de a (por ejemplo a = 0.025, 0.05, 0.1, 0.95, 0.975) hace que (B + 1)c sea entero.

4.3 FError en la estimaciéon Bootstrap

4.3.1 Introduccién

Sea X,= (Xj,..., X,,) una m.a.s. extrafda a partir de una £.d.D F. Sea F una esti-
macién razonable de F' (que puede ser paramétrica), y sean § = t(F) y 0=T(Xx,) =
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t(ﬁ ) el pardmetro y el estadistico de interés respectivamente. La idea principal del
método bootstrap es estimar una cierta caracterfstica C(F') del estimador 6 como
su varianza 6 su sesgo mediante C'(£"). Més bien, estimar una caracterfstica de una
variable aleatoria R,(X,, F) = R(T,, F) relacionada con T, y posiblemente depen-
diendo de otro estadistico, como h(T5,) — h(f) o (1 — 0) [y, donde ¥, es una esti-
macién de la varianza de T,,. Cuando no sea posible calcular C(F') con exactitud, la
aproximamos por Cs usando B simulaciones, y se tiene que ¢ (F ) =limp_c Cp. Es
decir que Cg tiende a la estimacién bootstrap ideal Coo = C(F'). Una de las ventajas
de la estimacién bootstrap es que es aprox1madamente insesgada por construccién,
Sin embargo, la estimacién bootstrap puede tener una varianza considerable. Natu-
ralmente, como cualquier método estadistico, el método de estimacién bootstrap no
es exacto, por ello tiene algunos errores inherentes. Cuando se utilizan las simula-
ciones, el error en el método bootstrap es una combinacién de dos errores: un error
estadistico y un error de simulacién. En otras palabras la variabilidad en la esti-
macién bootstrap basada en las simulaciones es una combinacién de la variabilidad
de muestreo, debida a que tenemos solamente una muestra de tamafno n y no toda
la poblacién, y la variabilidad de remuestreo, debida a que se simulan solamente un
nimero finito B de muestras bootstrap y no un mimero inﬁniino.

El objetivo de esta seccién es estudiar como la varianza de C'g depende de ambos:
del tamanio muestral n y del mimero de replicaciones bootstrap B.

] X*l
Poblacién ' | ——— X=(X1,.. Xp) | ————— :
X%B
Variabilidad de Variabilidad de
muestreo remuestreo

Estudiaremos también maneras de estimar dicha varianza a partir de las mismas
muestras bootstrap. También discutiremos el mimero necesario de simulaciones B
para efectuar algunas estimaciones bootstrap.

4.3.2 FError de Muestreo

El error estadistico o error de muestreo es debido a la diferencia que hay entre el
modelo desconocido F' y su estimacién F' usada por el método bootstrap. Por lo
que también es la diferencia entre G(F) y C(F). Este error generalmente puede
ser reducido o incluso eliminado usando una variable aleatoria R(T,, F') adecuada.
Por ejemplo, si @, = R(T,, F) es un estadistico pivote entonces la construccién
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de un intervalo de confianza para 6 basdndonos en los cuantiles de @, puede ser
mds preciso que si nos basamos sobre los cuantiles de 7, directamente. En genferal,
una variable aleatoria es un pivote si su distribucién es la misma bajo F y F. Si
F = Fy es una distribucién paramétrica, entonces @, es un pivote si su distribucién
es independiente del pardmetro £. Es decir, si estimamos F¢ por F= F; entonces
Qn y QF tendran la misma distribucién. Esto significa que los cuantiles bootstrap
ideales, de QZ, coincidirdn con los verdaderos cuantiles de Q.

4.3.3 Error de Remuestreo

Este error resulta cuando se utilizan las simulaciones en la estimacién booAtstrap v es
debido al uso de un mimero finito B de simulaciones para aproximar a C(F') en lugar
de un nimero infinito. En otras palabras, el error de simulacién es debido al uso
de estimaciones empiricas Og de las caracteristicas deseadas, bajo remuestreo de ﬁ',
en lugar de considerar las caracterfsticas exactas C'(F). Por ejemplo, se aproxima la
estimacién bootstrap C(F) = E*(T*)—T,, del sesgo C(F) = Ep(T,)—0 de T, por la
media O = B Y, T**—T,, usando B replicas T, ..., Ti? de T, cada una basada
en una muestra aleatoria simple extraida a partir de F. El error de simulacién es
simplemente la diferencia entre C’g y C’;‘o =C (F ). En consequencia, la variabilidad
en CA']E s6lo puede ser eliminada usando un ntimero infinito de simulaciones, lo que es
imposible. Entonces surge la pregunta ; Como de grande podemos elegir B para que
nuestras aproximaciones sean lo suficientemente aceptables? Una respuesta general
a esta pregunta es dificil de obtener, pero es posible dar una idea considerando la
estimacién del sesgo, del error estdndar o de un cuantil en algunos casos concretos
como veremos en una seccién més adelante.

Estimacién del Sesgo

Consideremos la estimacién del sesgo s = E(T,,) — 0 = C(F") mediante el uso de las
simulaciones de Monte Carlo como se ha explicado en secciones anteriores de este
capftulo. Entonces '

B

Ak 1 * S

Smc,B = B ZTnb - T, =Cjg
b=1

La media y la varianza de este estimador respecto a todas las posibles simulaciones
son

B
* [ Ak 1 * * *
E (SMC’,B) = E ZE (Tnb) - T’n = Eﬁ‘(Tn) - Tna
b=1
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T*
var*(8yo ) = 7 ZVar (T = = ( )

Aplicamos el teorema de la varianza total a la varianza no condicionada de ¢ g
que toma en cuenta, también, la variabilidad de muestras obtenidas a partir de £
obtendremos

var(8yc p) = varr[E* (840 5)] + Eplvar*(8yc,p)}- (4.19)
Supongamos que 0 = u la media de la poblacién y Ty, = X la media muestral. En

este caso se verifica

~2
g

E*(?MC,B) =0y Var*(§ch,B) = YzX

con 6> =n"1 5" (X; — X)? la varianza muestral. Entonces la férmula (4.19) da

57 o?n—1

7B "B n

var(8yc 5) = varp(0) + Ep(

Notemos que este resultado depende tanto de n como de B. Se obtiene un resultado
similar si el estadistico T, admite una aproximacién lineal, como en (2.13), con un
error de orden O(n™?).

Nota 15 La varianza y la esperanza respectivamente en el primer y el segundo
término de la parte derecha de (4.19) se refieren al mecanismo aleatorio de escoger
las muestras X, a partir de F.

Estimacién del Error Estdandar

Estudiaremos en este apartado la variabilidad en la estimacién bootstrap del error
estandar sely del estadistico 6 = Ty,(X,,). Es decir, aquf tenemos C% =sel tal que

* 5 *b 2 :
selios =\ 5 Z T(X2) -T) b, (4.20)
=1

donde T* = S2P T(x*)/B. Esta formula es la misma que la férmula obtenida en
(4.11) s6lo que hemos dividido por B en lugar de popr B — 1 por conveniencia.
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La cantidad se}; que mide la variabilidad del estadistico T,, tiene una varianza
que consta de dos componentes, uno debido al efecto de muestreo y otro debido al
efecto de remuestreo. Podemos probar que: .

&1 €2
n?  nB’
donde ¢; y ¢g son constantes dependientes de 'y noden 6 B . En efecto, utilizando
el teorema de Madow,

(4.21)

Var(se}kv[c, B) =

var (sejc p) = varp [B* (selyc5)] + Er [var® (serrem)] - (4.22)

Sea m} el i-ésimo momento de la distribucién bootstrap de T'(X¥) y sea A* =
(mj/m3*) — 3 su curtosis. Ambos m} y A* son funciones de los datos A,. Utilizando
las férmulas usuales de la media y de la varianza de la desviacién estandar muestral
(ver SERFLING (1980)) , podemos escribir

var(sey o g) o var(mi'’?) + E (%(A* + 2)) . (4.23)

Generalmente a partir de la férmula (4.23) podemos obtener la férmula (4.21). En
lo que sigue, se verd para el caso maés sencillo donde T(X,) =X. Sea ¢? la varianza
de la poblacién F', p, su cuarto momento y & la curtosis normalizada. Entonces se
tiene mj = 62 /n, A* = i/n. La férmula (4.23) se escribe

N A9 n
* 23 g K
var(seycg) = var(\—/_ﬁ) + E [E <E + 2)}
(Ha/pta) =y | O o’k
. 424
4n? T 5B " 1B (4.24)

Ignorando el tercer término de la tltima expresién, se tiene (4.21) con ¢; = 3 (ptg/ g —
Ho) ¥ co = 0%/2. Si F' es la distribucién normal, se tiene y, = 30ty K =0, lo que
lleva a la simplificacién de la férmula (4.24) resultando

o? n
var (sehep) 53 <1 + —B—> .

El término c;/n? en (4.21) representa la variacién de muestreo, que tiende a cero
cuando el tamano muestral n tiende a infinito, y el término ¢y/(nB) representa la
variacién de remuestreo que tiende también a cero cuando el niimero de replicaciones
bootstrap B tiende a infinito con 7 fijo.
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Estimacién de los cuantiles

Sea ahora Cp = dap = G5} (e) el estimador del cuantil o de la distribucién boot-
strap del estadistico 7,(A,) — 0 basado en B simulaciones bootstrap. Entonces
dop = T B _ § donde T:(l), ...,T;(B) son los estadfstico ordenados y donde
suponemos que (B + 1)« es un entero. La varianza no condicionada del estimador
ds p también tiene la forma (4.21) pero con diferentes constantes ¢; y co. Segtn la
férmula de la varianza total de g, p se tiene

var (¢} 5) = varp (E* (§%5)) + Er (var*(q} 5)) - (4.25)

Fn general, la varianza del estimador muestral, 4, del cuantil o, a,, de un estadistico
S, cuya distribucién H es continua y con densidad h, viene dada por

. a(l - a) .
Var(a,a) ~ m—)‘ (426)
Entonces, si hacemos la aproximacién E*(Q;,B) = §, que es el estimador bootstrap
ideal del cuantil g, de T,(X,) — 8, obtendremos a partir de (4.25) y (4.26),

var (43, 5) = varp(da) + Er (%%23%5)2> ; (4.27)

suponiendo que la distribucién bootstrap ideal G=0a pde ) — 0 es continua y con
densidad g = gp.

Para estadfsticos generales T, la obtencién de propiedades de ¢}, 5 es complicado.
Aqui vamos a suponer que los datos originales provienen de una distribucién normal
N (u,0%) y considerernos T,, = X como estimador de # = u. Supongamos también
que la aproximacién normal a la distribucién de X* es exacta, es decir, que la
distribucién de X* es exactamente N(X,n~16%) con 6° la varianza muestral. Esto es
clerto si se usa el bootstrap paramétrico, aunque si se usa el bootstrap no paramétrico
dicha distribucién normal solo aproxima la distribucién de X*.

Bajo nuestras hipétesis tendremos
1/2

E*g,p) ~da=n"""62

a(l—a) 2ra(l —a)s” exp(zl)

1
B (Ga) nB

Var*(qA; B) =~



METODOS ORTOGONALES. MOHAMED GHEZIEL 61

donde § es la densidad de X*— X y que es la densidad de N(0,n716%) y z, = &7 }(a)
es el cuantil o de la distribucién normal esténdar. Entonces a partir de 77) la
varianza no condicionada de g}, 5 es aproximadamente

0?22 2ma(l — a)o? exp(z2)

2n2 nB

ar(g,,p) = (4.28)

donde hemos usado la aproximacién usual, ver SERFLING (1980), var(&) o (py/ptg — p9) /40

con py = 0% y p, = 30* el segundo y el cuarto momento centrado de Xy < N (u, %) .
Notemos que (4.28) tiene la forma de (4.21), donde el primer término a la derecha
de (4.28) representa la variabilidad de muestreo y el segundo representa la variabil-
idad de remuestreo.
Para un estudio del error de remuestreo en el caso de la estimacién bootstrap de
la distribucién se puede consultar Sa1, Wu & CHEN (1990).

4.4 Ntuimero de simulaciones B

Hemos visto que la estimacién bootstrap, digamos por ejemplo del error estandar
sef, usando el método de simulaciones de Monte Carlo es muy importante en la
practica. Esta estimacién tiende a ser mejor al aumentar el nimero de replicaciones
B como muestran las Figuras 1.1 y 1.2, en el sentido de que se acerca a la esti-
macién bootstrap ideal sef, =sep que se obtiene para B = oco. Para el estadistico
0 = X, el error estandar se*. se calcula sin simulacién mediante la férmula (1.6).
Lamentablemente para la mayorfa de los estadfsticos no existe tal férmula, lo que
lleva a cabo la necesidad de efectuar simulaciones para aproximar sel, =sep por
una cierta sef;. Un aspecto fundamental de este método radica en la eleccién del
nimero B de simulaciones. Si bien parece deseable un nimero de simulaciones lo
mayor posible, el problema es que ello puede conllevar un tiempo de computacién
excesivo. Sin embargo en la mayorfa de las simulaciones que figuran en la literatura,
‘se observa que el aumento de B no tiene por qué conducir a mejoras sustanciales en
la calidad de las estimaciones. Pero, jcémo de grande podemos escoger el nmimero
B para que la calidad de nuestra estimacién sea adecuada, en el sentido de que
nuestra estimacién bootstrap tenga un sesgo y una desviacién estandar muy cerca
a la de la estimacién bootstrap ideal? Una respuesta aproximada a esta cuestién se
hace en términos del coeficiente de variacién del estimador Bootstrap (ver EFRON
(1987)).En esta seccién veremos como se aproxima el nimero de simulaciones B
necesario para obtener aproximaciones bootstrap aceptables. Veremos que para la
estimacién del error estdndar se necesita en general 100 ¢ 200 simulaciones y para
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la estimacién de los cuantiles necesitamos un nimero més grande de simulaciones,
B igual 1000 6 2000.

4.4.1 Aproximacién del error estandar

La variabilidad de se};o 5 nos puede ayudar a determinar el nimero B de replica-
ciones suficiente para obtener una buena estimacién sej;c p (como aproximacién de
Ja estimacién bootstrap ideal del error estandar sep =se?, de T,). Cuando variamos
n'y B la cantidad E(se}so 5) también varfa, entonces serfa ttil medir €] tamano de
sep relativo a E(se} ). Por ello, se considera el coeficiente de variacién de sej,

var? (se}‘wa B)
B (397\40, B)

Dividimos la férmula (4.23) por mj} y tomamos rafz cuadrada y entonces podemos
escribir la férmula (4.29) de la forma

CV (sep) = (4.29)

M}” g (4.30)

Ccv (se}”\JC,B) ~ {CV2 (sek,) + 1B
donde se¥, = mgl/ ? es la estimacién bootstrap ideal del error esténdar de 0.

La determinacién del nimero B de replicaciones necesario para estimar el error
esténdar se hace comparando CV (se?,) con CV(se};¢ p) cuando B varfa (ver EFRON
(1987)). En la Tabla 4.1 se comparan CV(seX,) y CV(sej;c p) para varios valores
de B suponiendo que A = 0.

B— 25 50 100 200 oo
CV(set.)
i

0.25 029 027 026 025 025

0.20 024 022 021 021 0.20

0.15 0.21 0.18 0.17 0.16 0.15

0.10 0.17 014 0.12 0.11 0.10

0.05 0.15 0.11 0.09 0.07 0.05

0.00 0.14 0.10 0.07 0.05 0.00
Tabla 4.1

Observamos que CV(se}; 5) es muy cercano a CV(se},) para B > 200.
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Consideremos, por ejemplo, €l caso T, = X donde la muestra original Xj,...,X,
es extraida a partir de una poblacién normal. En este caso la férmula (4.30) se
simplifica a

. 1 /1 1\
cv (seMC,B) o —ﬁ (E + E) .

La representacién grafica de CV(sek) como funcién de B (n fijo) es similar al gré-
fico de laizquierda de la Figura 4.1. Se ve claramente segin la curva que CV(sej;c )
es proximo a CV(se!,) para B > 200. Por ejemplo para n = 50 se tiene el gréfico
de la derecha de la Figura 4. 1.

Coeficiente de variacion
o
o
Lo

CVise)

0.10 f— ——— — — === —

Coeficlente de Variacion

0 200 w0 20 200 500
Narmero de similacionas B . Numero de simiaciones B

Figura 4.1

Nota 16 Usando las férmulas usuales de los estimadores de los momentos (ver
SERFLING (1980) ), podemos escribir
) p* . ,U*Q

E* (se}‘VIC,B) ~v* y vart (56};{0,3) TR

‘donde p* = E*[f., — F,(0.)]*. Entonces la aprozimacién siguiente es vdlida:

vam(se}‘wc)B) A+2
* = I~ \/ _— 4.31
CV* (SeMc,B) E*(Se}:v[C,B) 4—_B ( )

con A, = p* Jv*? — 3. Segun EFRON (1987), para determinar el nimero de simula-
ciones, B, necesario basado en (4.31), consideramos

CV* (sep) = eo, (4.32)
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donde €0 es un cierto nivel deseado. Puesto que A, 5 0, podemos hacer la aproxi-
macion A, ~ 0. Ast, (4.32) implica B = %562. Por ejemplo, si eq = 0.05, entonces
B =200, y sigg = 0.1 entonces B = 50.

4.4.2 Aproximacién de los cuantiles

Usando las aproximaciones anteriores para la esperanza y la varianza del cuantil
muestral, obtendremos a partir de (4.27) la aproximacién siguiente para el coeficiente

de variacién de g, g,
I Ta(l—a) /1 1\]"
o= B2 (1)
(Gan) = & g(@) \n B

donde g es la derivada de G. llevando a cabo los célculos bajo las hipétesis de
normalidad anteriores obtendremos

oy - [Rgii 1. 4)]”

22 n B

La representacién gréfica de CV(g}; 5) como funcién de B con n fijo y con las
observaciones originales extraidas de la poblacién normal es similar a la Figura 4.2.
Observemos que para B > 1000 el coeficiente de variacién de ¢, g es muy cercano al

coeficiente de variacién del estimador bootstrap ideal qé‘? = §(® representado en el
grafico por la linea horizontal. Es decir que el nimero de replicaciones B necesario
para obtener una buena aproximacién gy, 5 de qéi:‘ ) es al menos 1000.

J
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2

L2

Bl

s 041

®

3 ‘

A 0.3 4

o

]

e

S

Qo 02 1

] e e T ]
20 500 1000

romero de simulaciones B

Figura 4.2
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Otra manera para aproximar el numero de simulaciones B necesario, es calcu-
lando la inflacién en la varianza de ¢* 5 debida a las simulaciones. A partir de la
¥
formula (4.28) podemos ver que dicha inflacién es

_dmna(l - o)exp(zl)  n
Ivar - ng - Br(a)

donde
dra(l — o) exp(22)

(o) = T2

Algunos valores de () son

aél—a 001 0025 0.05 010 0.25
r(a) 515 372 330 3.56 8.16

Tabla 4.2

Supongamos por ejemplo que o = 0.025, entonces para imponer que el factor de
inflacién de la varianza es del 10% necesitarfamos B ~ 40n.

Nota 17 La estimacion de los cuantiles necesita un nimero de simulaciones B mds
grande que el nimero de simulaciones necesario para estimar el error estdndar. Esto
es ast porque los cuantiles de orden o, con o tendiendo a cero o a uno dependen de
la cola de la distribucion. Genemlmente 81 una_ camctemstzca CB del estimador 0
depende de la cola extrema de la distribucidn de 0" , entonces CB necestta un nidmero
B mds grande de replicaciones bootstrap para obtener una precision aceptable de
nuestra estimacion.

Ein la seccién siguiente veremos un procedimiento que nos va a permitir aproximar
el error de remuestreo sin necesidad de nuevas simulaciones.

4.5 Meétodo Jakknife-after-Bootstrap

Este método figura en EFRON (1992). Supongamos que tenemos B muestras boot-
strap a partir de los cuales hemos estimado una caracteristica Cg del estadistico g
. Nuestro objetivo es calcular una medida de incertidumbre de la estimacién ¢ B.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que Cp =se} es la estimacién bootstrap
del error estandar de § = Tn(X,). El método jackknife-after-bootstrap ofrece una
manera de estimar la varianza, var(se}), del estimador se} usando solamente la in-
formacién sobre las B muestras bootstrap que tengamos. Dicho método viene dado
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por el algoritmo siguiente:

ALGORITMO
INICIO : R
Xn:(Xh ey Xn): 0= Tn(X)
X=X, 0\ Xi), b= 1, .. B 5
* * * * B * *
sep=seh (A, ..., XnP)={3" 1 [T(X°) — 2004 T(X;°)/BIP}/*
PARA 1= 1,...,n
XT’L‘&) = X** menos la observacién X;, b=1,...,B
Caleular sefy;) =sej (X, ., X))
SIGUIENTE 12
Calcular vjac = m Z?zl[se*g(i) - Z?:1se*B(i) /nf?
Vjack €S una estimacién de var(sep).

La dificultad que se presenta aquf es el cdlculo de se*B(i), ya que, el cdlculo de sej, @)
necesita un conjunto completo de muestras bootstrap para cada i. Afortunadamente,
podemos usar el lema siguiente para obviar este problema.

Lema 18 Una muestra bootstrap extraida con reemplazamiento a partir de X 1y e
X1, Xiiayee, Xy tiene la misma distribucion que una muestra boolstrap extrafda
a partir de X1, Xy, ..., X, en la que ninguna observacidn bootstrap es igual a X;.

Para cada i existen ciertas muestras bootstrap entre X!, ..., X*Z en las cuales la

observacién X; no aparece. Entonces podemos estimar sejé(i) mediante la muestra

desviacién estandar de §” correspondiente a las muestras bootstrap X*° en las cuales
no aparezca la observacién X;. En otras palabras, si C; = {b € {1,..,B}: X; ¢ X;*}
v si B; =card C; entonces

1/2
1 -
SeE(i) =B Z (Tn(Xf:b) - Tn)2 o

* beCy

donde T, = 3 Y pec, Tn(A2%).



Capitulo 5

‘METODOS
COMPUTACIONALS

En la teorfa bootstrap, a menudo, se habla de la estimacién bootstrap ideal. Sin
embargo, en la prictica cuando es dificil hallar una estimacién ideal se efectian
las simulaciones de Monte Carlo (MC) para aproximarla. El problema es que en el
caso de la utilizacién de las simulaciones de MC, ademés del error inherente debido
al proceso de muestreo, se afiade otro error debido al proceso de simulacién (re-
muestreo) como se vié en el capitulo anterior. Por ejemnplo, la diferencia Var(6,)—
Vart,o(8,) = © — 0%, es debida al proceso de simulacién. Tales errores pueden
reducirse aumentando B, pero es muy claro que ésta no es la mejor solucién, so-
bre todo cuando 6, requiere un tiempo de computacién considerable. Por ejemplo,
para estimar un cuantil de una variable estudentizada basada en un L-estadistico, se
necesitan al menos 1000 replicaciones de dicha variable, y para cada replicacién se
generan unas 100 muestras bootstrap para estimar la varianza del estadistico. Asi,
se tiene al menos un total de 10° conjuntos de datos de tamaiio . Este problema nos
obliga a desarrollar ciertos métodos computacionales bootstrap de forma que sean
‘més eficientes que el método usual de simulacién Monte Carlo. Dichos métodos
computacionales tienen por objetivo la reduccién del ntimero de simulaciones, B,
necesario para obtener una determinada precisidn, o equivalentemente, aumentar la
precisién de una estimacién basada en un nimero dado de simulaciones, B. Para ello,
algunos autores proponen cambiar el proceso de simulacién Monte Carlo por otros
métodos de forma que en ciertas situaciones favorables se reduce sustancialmente el
error de simulacién. Otros proponen técnicas de cdlculo que terminan reduciendo
la varianza de la estimacién de interés. Las técnicas usadas, generalmente, son més
complicadas y diffciles de implementar que el método de Monte Carlo esténdar,

67
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a cambio se obtiene més precesién en la estimacién. En este capitulo citaremos
algunos de los métodos cumputacionales més conocidos en la literatura.

A lo largo de este capftulo consideraremos 0 el pardmetro de interés, y 0, el
estadfstico de interés basado en una muestra aleatoria &, = (X, ..., X5) con dis-
tribucién desconocida F. Sea F,, la £.d.D. empirica asociada a A,.

5.1 Bootstrap Balanceado

5.1.1 Introduccién

Para ver el alcance de este método, cons1deremos la estimacion del sesgo_ de un
estimador simétrico en los datos, 8 = T'(X1, ..., X»). Supongamos que g = t(F) es el
estimador con sustitucién de § = t(F') donde ¢ es el funcional que define la relacién
que hay entre 8 y F. Entonces el sesgo ideal serfa

5= Bp(6) -0 = /T(x;,...,x;)f*(m;, )t .y da, (5.1)

donde 8" = T(X§, ... X))y X§,.., X} es una m. a. con distribucién F vy f*esla
densidad ConJunta de X{,..., X,.

Consideremos €l caso no paramétrico donde F' = F,, es la distribucién empirica
asociada a X7, ..., X,. En este caso f* esigual a n™" en cada elemento del conjunto
S ={X,..., X, }", v la férmula en (5.1) se escribe

P

s=nT> T(XF, ., X5) -6, (5.2)
S

donde la suma es sobre todas las n™ posibles muestras del conjunto S. Puesto que
0 es simétrico en los datos, entonces para calcular § en (5.2) sélo necesitarfamos

caleular (*”!) diferentes réplicas de 0 para obtener una enumeracién completa de

los posibles valores de 0", Sin embargo, esto es impracticable incluso con n pequefio
ya que, por ejemplo, si n = 10 necesitarfamos calcular (2”;1) = 02378 diferentes
réplicas del estimador. Por lo que a menudo se recurre al método de Monte Carlo que
usa solamente B muestras extraidas aleatoriamente del conjunto S para aproximar
la suma en (5.2) y luego obtener la estimacién siguiente del sesgo

o = B“l ZT (X2, ., X)) - 0. (5.3)

b=1
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El principal defecto de este método es que las observaciones X; no ocurren con igual
frecuencias en el conjunto de las B muestras bootstrap extraidas aleatoriamente del
conjunto S, y esto significa que las B replicas calculadas no representan bien al
conjunto total de los valores de 0. Como veremos mas adelante, la consecuencia de
este hecho priede verse fécilmente con # = X donde casi siempre se obtiene &, # 0
que es pura aproximacién de § = 0.

Este error puede ser corregido tanto por el método bootstrap balanceado, debido
a DAVISON ET AL. (1986), que proponen modificar el procedimiento usual de
simulacién, como por el método centrado, debido a EFRON (1990), que propone
modificar (centrar) el estimador en (5.3) conservando el procedimiento de simulacién
de Monte Carlo.

5.1.2 Estimacion bootstrap usual y balanceada

Sea X = (X7, ..., X}*), b=1,..., B, B muestras bootstrap generadas mediante un
cierto plan de muestreo. Para cadai=1,..,nyb=1,..., B sea
*b

N
=#{s X'=Xi} y B* = —~. (5.4)

El vector P* = (P}, ..., P*) es el vector de remuestreo. Para cualquier b se ver-
ifica que Y37, P** = 1. En el caso usual de simulacién MC, los vectores N** =
(N7, ..., N**) son i.i.d con distribucién multinomial Mult (n ( ; 711, %) .

Con el fin de ilustracién, consideremos 0, = X,.. En este caso, sabemos que el sesgo
bootstrao ideal § = E*(X*) ~ X = 0 es nulo. Considerando el método de simulacién

MC para aproximar a §, se obtiene

B

8= % S X -X Z Z PrX; — X, (5.5)

b=:1 b 1 i=1

que es, en general, no nulo. Este error es debido al proceso de simulacién MC. Con
el fin de corregir este error, DAVISON, HINKLEY & SCHECHTMAN (1986) proponen
afiadir una condicién adicional sobre las probabilidades de remuestreo en (5.4). Esta

condicidén es
B

> opt= E, b=1,..,B (5.6)

n
b=1

que es equivalente a Zb A * — B. En otras palabras, cada elemento de la muestra
original debe aparecer exactamente B veces en el conjunto de las B muestras boot-
strap. Este nuevo método de simulacién se llama balanceado, y el método bootstrap
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basado sobre dicho método se llama Bootstrap Balanceado. En este caso el vector
N* = (N7, ..., N®) tiene una distribucién hipergeométrica multivariante.

Nota 19 Para generar B muestras bootstrap usando el método balanceado, se copia
la muestra original B veces en un vector de dimension nB. A continuacidn se per-
mutan aleatoriamente las componentes de este vector. Las n primeras componentes
del vector permutado conforman la primera muestra bootstrap, X', las siguientes
n componentes constituyen la sequnda muestra bootstrap, X*°, y asf sucesivamente

k3
hasta la B-ésima muesira bootstrap, X:P.

Usando el método balanceado para aproximar el sesgo ideal § = 0 de 0, =X,
se tiene que

n B n B
S
i=1 b=1 =1 b=1

Esto significa que no hay error de simulacién. Entonces en este caso, el método

Bootstrap Balanceado (BB) ha eliminado el error de simulacién en §},- en (5.5).
Cabe entonces esperar que ¢l método BB también mejore al método MC en el

caso R = 0, — E@n, donde 6,, puede ser aproximado mediante un estadfstico lineal.
Sea § =T(F)y b, =T, = T(Fy,), donde T" es un funcional. Supongamos que

T, puede expresarse de la forma:

b= 0+ 3L ) )+ LS S U X ) (5.7)

=1 k=1

con L y @ son la primera y la segunda derivada en el sentido de Von Mises (Ver
Captiulo 2). Entonces la b-ésima replicacién bootstrap de 7T), se escribe

=0t ZN*"l LS gt (58)
7=1 k=1
con l; = L{X;, Fn) v qjx = Q(Xj, Xk, F). Recordemos que se verifica 3 ,l; =0y
2% = ».; @ = 0. DAVISON, HINKLEY & SCHECHTMAN (1986) se basaron en el
lema siguiente para estudiar la expresién anterior,

Lema 20 . 1.) Si (N, ..., N®) sigue una distribucion hipergeométrica multivari-
ante (i.e. bajo el método BB), entonces se verifica la siguiente férmula para los
momentos factoriales,

ﬁ (Ni"fw)(rw)} _ Hn(pu) HB(q”)/(nB)(ZTw),

w=1 u v

E
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donde n™ = nl/(n—r)!, p, = Zw:bw:u Tw Y Go = D iy =v T

2.) Si (N, .., N son i.i.d. con distribucion multinomial de media (1,...,1),

entonces .
m (7’) m
by (Tw) T .
l l (Niw ) ] - ,donde r = E T

w=1 w=1

E

Supongamos que los términos de orden 3 o més en la expresién (5.7) son nulos,
ie. T, es una funcién cuadrética de los datos. Sea §% el estimador bootstrap del
sesgo de 9n usando B simulaciones obtenidas mediante algin procedimiento. Es
decir, &% puede ser el estimador usual 8%, usando las simulaciones de Monte Carlo
o el estimador bootstrap balanceado §%,, donde las simulaciones son balanceadas.
Usando (5.8) para un estadistico cuadrético se obtiene

5%, = B Z(M— EN*"ZJr——-ZZN*" q]k>—9

j=1 k=1

S 21 EO VAT 99 9 B

1 7=1 k=1

A continuacién estudiaremos algunas caracteristicas de §5 tanto en el caso cuando
se utilizén las simulaciones de Monte Carlo como cuando se utilizan simulaciones
balanceadas. Esto nos permitird comparar los dos dichos métodos de simulacién.
Simulaciones de Monte Carlo: En este caso los (N ey NX) b =1, ..., B, son
realizaciones independientes de una ley Multinomial M ult(
En este caso tendremos

Eyo(N) =1y Covlye (N, Ni*) = 8pa(d5x — n71).

1 a* __ 4%
)nwwﬁ))ysB_SMC"

A partir de (5.9) podemos calcular la media y la varianza de 8}, obteniendo

* nk
e (8uc 2n2 E :qm

n n
Varye (Suc) = {Zl ~}—'n,_12quﬂ
J=1 i=1
n n 2
ZQ?,; *% (Z%) -
=1

i=1

kg n

[}

(5.10)

]

2]

1l
il

=1 j=1
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Simulaciones Balanceadas: En este caso la distribucién conjunta de la tabla, de
dimensién B X n, de frecuencias

*b
IN?) p—1,..B

i=1.,n

es una distribucién Hipergeometrica con filas suman n y columnas suman B. En
esta situacién 85 = 85, y cuya expresién en (5.9) se simplifica a

&, = QBHQZZ%,CZN*”N , (5.11)

j=1 k=1
ya que Zj Li=0y>, N;‘b = B para cada j. En este caso se tiene que

(néjk - 1)(35(,3 - 1)
nB -1 )

Bpa(N/) =1y Covgy(N;*,N;°) =

A partir de (5.11) podemos calcular la media y la varianza de §5,;, bajo el bootstrap
balanceado, se obtiene

. an 1n( — 1) 1
EBal( Bal) 2————17, B qiis
i=1

—2B Zq“

Vafr%al (§*Bal) 4n 4B

ddk|. (612

Comparando las varianzas de los estimadores 3}, v §5, bajo el método boot-
strap usual y el método balanceado podemos ver que el término lider en (5.10) es
més grande que en (5.12) debido a que el termino dependiente de los I; en §; es
eliminado por 8%, en (5.11). Sin embargo, las medias del estimador del sesgo bajo
los dos métodos son aproximadamente iguales.

Nota 21 Las notaciones como Ete (Varie) v Epy (Varg,,) se refieren a la esper-
anza (varianza) condictonal dada la muestra original bajo el método de simulacion
Monte Carlo y el método balanceado respectivamente.



METODOS ORTOGONALES. MOHAMED GHEZIEL 73

Ejemplo 5.1 Consideremos la muestra de tamario n = 10,
9.6, 10.4, 13, 15, 16.6, 17.2, 17.3, 21.8, 24, 33.8.

Sea 0, = L5 (Xi—X,)? que es ezactamente una funcién cuadrdtica. Para B =19
se ha obtenido:

Varye(8yc) = 1431y Vargy(8pa) = 1.98,

lo cual representa una gran reduccidn en el error de simulacidn para la estimacion
del sesgo. Aungue, en este caso es una situacién muy favorable.

HaLL (1989a) considerd el caso 0, = g(X,) con g : R* — R una funcién regular.
Bajo ciertas condiciones sobre los momentos de £, dicho autor probé que

* ~ 1 * A% 1
ECM3c (8vc) = Op (E) y ECMpy (8Ba) = Op (EE‘B‘) )

donde ECM es el error cuadrético medio. En conclusién, usando el método Bal-
anceado, el orden del EC'M se ha reducido de (nB)™! a (n?B)™%.

Para la estimacién de la varianza de 0,, = g(X,), HALL (1990) mostrd, bajo
ciertas condiciones de regularidad sobre g y la distribucién de interés F, que

n’B.ECMj¢ (0310) — 2[9’(Xn)]4[var(X1)]2,

Yy

7’ BECMp,; (05,) — 2[g' (Xn)]* [var(X1)P.
En conclusién, los dos métodos de simulacién MC y BB son asintéticamente equiv-
alentes en términos del error cuadratico medio en el caso de la aproximacién de la
varianza bootstrap.
Ejemplo 5.1 (Continuacion) Con los mismos datos que en el ejemplo anterior, se
liene que,

Varyo (03c) = 2.46, y Varg,(vhy) = 2.17.

Esto significa que el método BB no mejora mucho el método MC en el caso de la
aproximacién de la varianza bootstrap.

5.2 El Método centrado

Como hemos visto el método bootstrap balanceado modifica el proceso de simulacién
Monte Carlo con el fin de reducir el error de simulacién. EFRON (1990) introdujo
un nuevo método que sigue usando el proceso habitual de simulacién Monte Carlo,
pero efectuando un ajuste sobre la estimacién bootstrap usual resultante. Dicho
método también reduce el error de simulacién.
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5.2.1 Estimacion del sesgo

Supongamos que f = t(F,) es la estimacién con sustitucién de 8, y por lo tanto es
independiente del orden de la muestra. Sea X = (X7, ..., X,;) una muestra bootstrap
extrafda a partir de F=F, (la distribucién empirica asociada a la muestra original).
Cualquier réplica bootstrap b = Tn(X}) puede ser expresada en funcién del vector
de probabilidad P* asociado a X} como

K

6 = S5,(P"),

para cierta funcién S,(-). Asf, T,,(-) y Sn(-) representan el mismo estadistico, s6lo
que estdn definidos sobre diferentes espacios.

Sea PY el vector de dimensién n, cuyas componentes son todas iguales a %
Muchos estadisticos pueden escribirse como

b, = S, (PY),

con S, : R* — R una funcién dependiendo de la muestra X, = (Xi, ..., Xy). Por
ejemplo X, = X,P% = S,(P?), con Sp(t1, ..., tn) = Y iy t: X

Las B muestras bootstrap X, ...., X*P pueden ser representadas por sus corre-
spondientes B vectores de probablhdad P*1 ., P*2. Fn términos de estos tltimos
vectores, el estimador bootstrap usual de Monte Carlo del sesgo de § se expresa
como

S =3 ZS (P*) — S, (P°). (5.13)

Bajo las simulaciones de Monte Carlo la esperanza tedrica del vector P* es P° vy los
vectores de remuestreo P*!, ..., P*Z tienen la media

= _1_ ZB:P*”
B b=1 ’

que es el centro geométrico de los B vectores. A menudo ocurre que P* £ PC.
Para corregir este hecho, EFRON (1990) propone modificar el estimador usual
(5.13) al estimador centrado

B
A¥ 1 * "*
SCent = B ZS’I’L P b ( ) <514)

=1
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La estimacién (5.14) es la aproximacién bootstrap del sesgo mediante el método
centrado.

Para ilustrar la ventaja que aporta 8%, sobre §},. consideremos, en principio,
un estadfstico lineal 8. Es decir que la funcién S, es lineal, en el sentido:

S.(P*) = S, + (P* - PY'U, P* € R",

donde Sy y los componentes del vector U de dimensién n son funciones de los datos
X1, ..., X,. Laltima expresién es simplemente el desarrollo de Taylor de S,(.) en
un entorno de P y entonces Sy = S, (P°) = 0,.. La estimacién bootstrap ideal del
sesgo, en este caso, es entonces

§=FE*(Sp(P))—0=0

La estimacién usual de Monte Carlo en (5.13) da

S = —1—2335(P*”)—@:—l—i[éJr(P*b—Po)'U}—9
e B b=1 " B b=1
= (P*-P°)'U,

que es, en general, no nulo. Sin embargo, un célculo similar nos muestra que 8¢, =
0 = §. Esto significa que 8%, aproxima al sesgo ideal § mejor que 8},¢-
Supongamos, ahora, que S,(.) es una funcién cuadrética, i.e.,

Sp(P*) = S + (P*—PYU + %(P* - PYV(P* - P°), (5.15)

donde U es un vector de dimensién n satisfaciendo Y .. ; U; =0, y V es una matriz
simétrica verificando > ., V; "1 Vi; = 0. Para dicho estadistico podemos
calcular tedricamente la estimacién bootstrap ideal §, obteniendose
s 1 1.V
s = E*[S,(P*)] -6 = =trVI' = —tr—, 5.16
| §= B [S,(P")] ~ § = SurVT = o tr— (5.16)
donde I es la matriz de covarianza del vector de remuestreo P*. Los célculos multino-

miales usuales dan

n? n3 "’
donde I, es la matriz identidad, y 1, = (1, ..., 1)". Definimos la matriz

B
a 1 *b D* *b LAY
==Y (PP = PP = P

b=1
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Entonces, [B/(B — 1)]T es la estimacién insesgada usual de I". Podemos verificar
que:

1 = 5 1= _
o = VI + (P - POYU + 5P - POV(P*-PY), y
1 -
Streme = =trVI.
2
Nétese que 8%, es una estimacion razonable de § en (5.16), sin embargo, 5§}, ahade
varios términos innecesarios que pueden aumentar la varianza de la estimacién. Con
B = Cn, y C una constante positiva, EFRON (1990) probé que, cuando n — oo,

x R 1 . R 1
8Cent — 8= 0p (W)’ ySMC’_S:OP(;)'

Nota 22 Para la estimacidn del sesgo, el Método Balanceado y el Método Cen-
trado actian de la misma forma pero con diferentes procedimientos. FEl vector
de remuesireo P* tiene esperanza tedrica E*(P*) = PY. La muestra de vectores,
P+, ..., P*B, obtenida mediante las simulaciones de Monte Carlo, tiene media P*,
que es a menudo diferente de P°. El método centrado de Efron considera el hecho de
que P* #£ P°. El método bootstrap balanceado usa otra técnica para corregir el hecho
de que P* # PO, que consiste en la eleccion de P*,...,P*B de modo que P* = P°.

Para una funcién de la media muestral, HALL (1989a) probé que

* a% 1 * A%k 1
ECM}ysc (8hc) = Op (E‘BS) , ¥ ECMiyo (88en:) = Op (ﬁ) .

En conclusién, el método centrado de Efron, al igual que el método balanceado, es
mejor que el método bootstrap usual para la estimacién del sesgo de un estimador.

5.2.2 Estimacidn de la varianza

EFRON (1990) también extendi6 el método centrado a la estimacién bootstrap de

la varianza y de los cuantiles. Dicha extensién no es evidente, y se basa en la
descomposicién ortogonal (ANOVA) de S,,(P*), ver EFRON (1982),

Sn(P*) = p+ a(P*) + S(P7), (5.17)
donde u = E*[S,(P*)], o(P*) = &/P*, con & = (ay, ..., &)’ donde
a; =n{E*[S(P") | XT = Xi] — u},
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y B(P*) el término residual. La descomposicién (5.17) tiene varios propiedades
cuales no permiten expresar la varianza como

= Var*[S,(P*)] = Var*[a(P*)] + Var*[5(P*)]. (5.18)

Para més detalles sobre la descomposicién ANOVA (5.17) se puede consultar a
EFrRON & STEIN (1981) y EFRON (1982).
A partir de (5.18) el estimador bootstrap ideal de la varianza se expresa como

b = o Var* (P*)a+ Vs
7

= S + V3, (5.19)

con Vg =Var*[3(P*)]. .

El método centrado de Efron para la estimacién de la varianza consiste en estimar
el vector ax y la varianza V3 mediante ciertos estimadores razonables, digamos, & y
Vs v luego insertarlos en (5.19). Para ello, EFRON (1990) sugiere simular B mues-
tras bootstrap X1, ..., X*B y calcular sus correspondientes vectores de remuestreo
P*i, ..., P*P y luego usar el método de mfnimos cuadrados que consiste en minimizar

B

> (8 — p—o'P?) (5.20)

b=1

donde Sjb = Sn(P*Q, b=1,..,B.
Sea S =B71'3"7 | S,(P*®) y definimos

T=($"-5,.,8%-5) y Q=(P'-P",..,P"-P).

Entonces T es un vector de dimensién B y Q es una matriz de dimensién n x B.
Se puede probar que la solucién de minimos cuadrados que minimiza (5.20) sujeta
aaP?=0, es

& =(QQ +1,1,)7'QT.

Con esta estimacién de a, EFRON (1990) probé que la aproximacién bootstrap usual
de ¥ se expresa como

o = &' Ya + Vp, (5.21)
y la aproximacién mediante el método centrado

Al A

x ~
Y
Vgent = 35 + Vs,
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donde 3 = +QQ, y Vg es la aproximacién bootstrap de V dada por

~ 1 5 ~ %52
Ve=5—7 S BT
b=1

donde
A xb

B :S*b—ﬂ—&,P*by,&:S*.
Nétese que 3 es una estimacién de Var* (P*) que no es necesaria en (5.21), ya que,
¥ en (5.19) no depende de Var*(P*). Por lo que, intuitivamente, se ve que 05, €s
més razonable que 1U},- para aproximar a la varianza ideal ©.
Definimos:
o _ Var'[a(P")] _ Var*(dc)
TV (S, Ve ()

Mediante muchos experimentos, EFRON (1990) prob6 que, cuanto més se acerca 12
a 1, més grande es p. FEn conclusién, si la funcién S, es aproximadamente lineal,
entonces el método centrado mejora sustancialmente al método bootstrap usual.

5.3 Bootstrap Lineal

El método lineal es un caso particular de un método més general lamado Método
Control, del ingles ” The gontrol Method”. Laidea de este tltimo método es expresar
al estimador de interés # como la suma de un estadistico L* altamente correlado
con 9*, y la diferencia, D*, entre N y L*. Bs decir

0" = L* + D*, donde D* =0~ — L.

El estadfstico L* se elije de modo que sus caracterfsticas pueden ser Agalculadas
con exactitud. De esta manera la estimacién de las propiedades de ¢ necesita
sélo la estimacién de las de la diferencia D*. Més concretamente, supongamos que
fip = E*(L*) y o1 = Var*(L*) son conocidas, entonces se tiene que

§=E(0,)—b0=p, -0+ E"(D"), (5.22)

y
& = Var*(8") = 0y, + Var*(D*) + 2Cov*(L*, D*), (5.23)

Por tanto, para aproximar el sesgo § y la varianza ¢ de 0" basta aproximar las
cantidades dependientes de D* en (5.22) y (5.23). Dadas B muestras bootstrap
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. . A 2
X = (X,..,X®), b =1,..,B, se calculan las B replicaciones 8, [** y D,
b=1,..., B. Luego, se aproxima a § con

‘§2’ont = p’L - 9 + D*: (524)
y a la varianza 0 con

B
Ty = Op, + e [(D*b — D 4+ 2(D® — D)L - E*)} , (5.25)
b=1
donde D* = B-1Y°8 D®y L* =B Y8 [ Flhecho de que L* sea altamente
correlado con §° significa que 7, forma una gran parte de la varianza ¥ por lo que
el término lider en (5.25) se ha obtenido sin error de simulacién.
En la practlca la eleccién mds razonable de la variable control L* es la aprox-

imacién lineal de 6. Supongamos que €l estimador de interés, 0, del pardmetro 0,
puede expresarse de la forma:

R 1 <
=0+ =S L(X, F)+D, 5.26
bn=0+~ ; (%, F) + (5.26)
con L(., F') una funcién verificando [ L(z, F)dF(z) = 0 para cierta £.d.D. Fy y D,
un término residual. La expresién (5.26) es la misma que (5.7) pero considerando

solamente la aproximacién lineal y entonces D,, incluye el termino cuadrético y el
resto del desarrollo en (5.7). Definimos

R 1<
= - i)F)
L 9+H;L(X )

es la componente lineal de 6. Entonces D =60 — L.
Supongamos que L(m F) estd bien definida cuando se sustituye F' por Fy. Sea,
-entonces,

L'=0+~ ZL ), y D=0 —L*

los anélogos bootstrap de L y D respectivamente. Expresando a L* en términos de
los N}, definidos en una seccién anterior, se obtiene

* Y, 1 - *
L =9+52sz,
]:
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con l; = L(X;, F,) (ver Capttulo 2). Y puesto que n™* > l; =0,
~ *IT % i ~ X[ T # 1 -
fp,=FE*L*]=0y 0, = Var [L]:—n—QZZ?.
=1

Por lo tanto, a partir de (5.22) y (5.23) el sesgo y lé, varianza bootstrap ideales de

A

* . v,
f tienen la expresién

§=E" (D) (5.27)

U= % En: 12 + Var* (D*) + 2Cov* (D*, E*) : (5.28)
=1

Y entonces, a partir de (5.24) y (5.25), obtendremos la siguiente aproximacién cor-
respondiente al Método bootstrap lineal

ok _ *
SLin = D )

n B
1 1 - . - ~
i = =3 9B+ 5z D |(D* = DY) 4 2(L - I D* - D).
YLin ng;z-f_B_lb:l ( )+ ( )( )
Notese que esta tltima aproximacién es una mixtura del método bootstrap usual
y del método delta. La aproximacién ¥j,, es considerada como una mejorfa al
método delta (ver Capttulo 2).

Ejemplo 5.2 Sea Xi,..., X, una m.a.s. con fd.D. F de media p y varianza a2,

Supongamos que 0, = g(X,), con g una funcién regular. Entonces, 8, puede es-
cribirse

. _ 1 <&
O =0+ (1) (Xo—p) + Ra=0+=> /(1) (X —p) + Rn.
=1

Aqut L(z, F)) = ¢ (p)(z — p). La varianza bootstrap de la componente lineal de 8,

Ly, es
~2
-~ 7x 12 g
Up, = varp, (Ln) =g (M)‘n‘,
con 6% la vartanza muestral. Entonces 01 se calcula sin simulaciones de Monte
Carlo.
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HALL (1989a), consideré el caso 0, = g(X,), y probé que el método BL es
mejor que el método bootstrap usual de MC en términos del error cuadrético medio.
Ademés el rendimiento del método BL puede ser mejorado suplementariamente
usando el método bootstrap balanceado para aproximar los términos relacionados
con Dy,

5.4 Meétodo Bootstrap Antitético

Sean 0, y 0, dos estimadores de # basados en una muestra de tamaiio n. La idea de
este método consiste en que si #; y 05 tienen la misma varianza y estdn negativamente
correladas, entonces la varianza del estimador

A 1 4 A
g = 5(91 +02),

es inferior a la mitad de la varianza de 91 y 92.

Con el fin de mejorar la aproximacién bootstrap usual basada en el método
de simulacién de Monte Carlo, HALL (1989b) utiliza dicha técnica. Sea X** =
(X78,..., X)), b=1,..., B, B muestras bootstrap extrafdas a partir de F;. Supong-
amos que queremos aproximar el estimador bootstrap (ideal) del sesgo, § (ver (5.2)).
Sea §%;. la aproximacién Monte Carlo de § como en (5.3). Podemos usar las mismas
B muestras bootstrap para encontrar otra aproximacién de Monte Carlo, digamos
§t 70, de § que tiene la misma varianza que §%;, pero negativamente correlada con
$3c- Notese que X* = Xy, ¢ = 1,..,m con {u(b,?)}i=1» son independientes
uniformemente distribuidos sobre {1,...,n} para cada b = 1,..., B. Definimos unas
B nuevas muestras bootstrap como sigue:

2 = (Xupay - Kibuamy) 1 =1 B-

donde 7 en una permutacién del conjunto {1,...,n}. Notamos por §},c la aproxi-

macién Monte Carlo de § mediante X*!, ..., X*F. Definimos el estimador

Sntit = 9 (8mc + Suc) -

La cuestién es como elegir la permutacién 7« de modo que 83,c ¥ Sisc tengan la

misma varianza pero negativamente correlados. A
HarL (1989B), bajo algunas condiciones sobre el estadistico de interés 8, pro-

pusé6 un procedimiento para construir una permutacién 7 verificando las condiciones

citadas. Para més detalles sobre el método bootstrap antitético se puede consultar
- Hatrn (1989) y Do (1992). ‘



Capitulo 6

METODOS ORTOGONALES:
BOOTSTRAP PARAMETRICO

En este capitulo y en el siguiente desarrollamos un método para aproximar la vari-
anza y el sesgo bootstrap ideales de un cierto estimador T;,. Este método estd basado
en desarrollos ortogonales y técnicas de regresién muiltiple. En la literatura existen
métodos que se basan sobre expresiones ortogonales, como el método ofrecido por
EFRON (1990), que se basa en la descomposicién ANOVA del estimador T,. Dicho
método, descompone T, en dos partes ortogonales 7,, = L, -+, donde L,, es la parte
lineal del estadistico y 7, es el resto del desarrollo. En este caso si las varianzas de
T, L y v son respectivamente v, v y 8, entonces se verifica v = § ++y. Este método
da buenos resultados si T, es aproximadamente lineal. Es decir, cuando la parte
lineal L, es la que controla {a varianza de T,,. Formalmente, si R = /v entonces el
método es favorable si R es muy préximo a 1.

Nuestro método emplea técnicas diferentes. La clave es la consideracién de T, ()
como una funcién de un espacio de Hilbert adecuado £,, en donde 7;, admite un
cierto desarrollo de la forma T,(.) = Y, axt,(.) con {9, (.)}x una base de L, y
{ax} los coeficientes de Fourier. En este caso se verifica que v = Y, a?||v,]|% con
[l./lz la norma natural de £,. Este método tiene la ventaja de poder considerar no
s6lo la parte lineal o cuadrédtica del estimador, sino, que podemos considerar varios
términos en el desarrollo hasta que R = v/v es préximo a 1, donde 7 sea la varianza
de los términos del desarrollo considerados.

83
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6.1 Caso unidimensional

Consideremos una muestra aleatoria simple X, = (X3, ..., X,,) de tamaflo n proce-
dente de una poblacién con distribucién F = Fp(z) con pardmetro desconocido
0 € © CR, y densidad fp(z) respecto a una medida o-finita v (medida de Lebesgue
o Cardinal). Sea S, = S,(Xj,..., X,,) un estadistico para la familia Fy. Para cada
§ € ©, definimos los espacios

L%, ={T:R— R tal que Fy[|T(S,)|"} < 0}, (6.1)

en los cuales consideremos que dos funciones 77 y Ty son iguales si lo son casi por
todo v (i.e. si v{T} # Tp} = 0). Evidentemente, los espacios L ; son espacios de
Banach con norma

ITllo = EollT(Sn) 2.

FEsta norma estd inducida por el producto escalar
<T1) T2>0 = Ep [Tl (Sn)TQ_(Sn)]~

ya que (ﬁfw, <y >9) es también un espacio de Hilbert separable, ver KINGMAN
& TAYLOR (1966). Entonces en L2, existe un sistema ortogonal de funciones
{Pin(.,0)}k>0. Sin pérdida de la generalidad, consideremos que Py ,(.,0) = 1. En-
tonces cada funcién en )C,Q%o admite un desarrollo de la forma

T(s) = arn(0)Pen(s,0), (6.2)

k>0

con agn(0) = (Tn, Pone/||Penll3. El desarrollo (6.2) es convergente en el sentido
cuadratico. ,

Si €, = Tp(S,) es un estimador de una cierta funcién € = k(@) del pardmetro §
con v = Varg(T,(S,)) < oo, entonces T}, es un elemento de L2 5 y por lo tanto tiene
un desarrollo como en (6.2).

Uno de los objetivos de la inferencia estadistica es la estimacién de la varianza
v =Varg(€,) y cl sesgo s = Sesgy (£). A partir del desarrollo (6.2) podemos probar
facilmente que

v=3 8.0 Penlli ¥ 5 = a0n(6) — h(B). (6.3)

k>1
Para una clase bastante amplia de familias paramétricas, el sistema de funciones
ortogonales { P (., #) }x es bien conocido, o bien, puede ser obtenido ortogonalizando
un sistema completo usando el método de Gram-Schmidt, por ejemplo. Sin embargo,
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los coeficientes {a(6)}x son en general desconocidos y en muchas situaciones son
muy dificiles de calcular. Como consecuencia, la varianza v y €l sesgo s en (6.3) son
_ dificiles de calcular también usando este método.
Ejemplo 6.1 Consideremos la familia exponencial cuya densidad es de la forma
flz,0) = exp{zh — (0)} con respecto a la medida de Lebesgue o Cardinal.
Consideremos el estadistico S, = X,, la media muestral, y p = Eg(X) la media
de la familia. Hemos wisto en el Captlulo 3 que para la subclase de dicha familia
cuya varianza es cuadrdtica, es decir, de la forma v = vop? + v +vo, €l sistema de
funciones ortogonales {Pyn(., 1)}k €s bien conocido, y que dicha subclase contiene
a la mayoria de las distribuciones unidimencionales usadas con frecuencia en la
prdctica. Entre ellas estdn las distribuciones Normal, Gamma, Poisson, Binomial
y Binomial Negativa. Consideremos la estimacidn de una funcién h(p) por un
estimador insesgado Tp,(X,) cuya varianza es finita. En este caso, To(X,) admite
un desarrollo ortogonal como en (6.2) con

9 (u) B,
(1) = o donde v, = T+ i),

i=1

Y {Penl., 1)}k es un sistema de polinomios mdnicos ortogonales respecto a la densi-
dad de X,, y cuya forma explicita estd dada en el Capitulo 8. Para mds detalles se
puede consultar MORRIS (1982, 1983). En el caso mds general de familias exponen-
ciales donde la varianza no es necesariamente cuadrdtica, los coeficientes de Fourier
ai, Tespecto a un sistema de polinomios ortogonales mdnicos, son combinacidn lin-
eal de las derivadas de h. Ademds, dicho sistema de polinomios ortogonales puede
ser obtenido ortogonalizando el conjunto {1,s, s%,...}. Para mds detalles ver ABBY
& Davip (1970).

T —
Si pudiéramos estimar los coeficientes ay,,(0) por ax,,(f) entonces una estimacién
natural de la varianza v y del sesgo s serfan

5= aen(®) [Penll ¥ 5 = aon(0) — h(D), (6.4)

k>1

donde # es un estimador consistente de #, por ejemplo, el estimador de Maxima
Verosimilitud. Con el fin de estimar los coeficientes ay,, proponemos la construccién
de un problema de regresién multiple con pardmetros desconocidos Bg, 81, -y B o?
y variables explicativas Py, ..., Py para cierto entero m > 1 como se explica més
adelante. Luego, veremos que la estimacién de minimos cuadrados {f3;}; es una buena
estimacién para a;,(0),i=1,..,m,y &? es una buena estimacién de la varianza o2
del error en el desarrollo.
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6.1.1 Estimacién bootstrap

Sea Ay = (X7,..., X)) una muestra aleatoria simple procedente de la distribucién
estlmada F= Fg, con @ un estimador consistente de f, por ejemplo el estimador
de mdxima verosimilitud, y sea S} = S,(X7, ..., X7). Al igual que en (6.2) se sigue
verificando que

Zakn Plcn 70) (65>

k>0

Entonces segtin (6.3), la estimacién bootstrap ideal de v y s son respectivamente

6= 3" a2 O Penlll ¥ § = a0,n(8) — h(D). (6.6)

k>1

Aunque hemos sustituido 6 por § en (6.3) con el fin de obtener (6.6) nuestro prob-
lema sigue sin resolverse. Es decir que las estimaciones bootstrap ¥ y § siguen
desconocidas, y eso es debido a que la expresién explicita de los coeficientes ay ()
no es conocida.

Nuestro objetivo en este capitulo es aproximar a los ak,n(é) con buena precisién,
y como consecuencia obtendremos una buena aproximacién a ¢ y §. Veremos que
nuestras aproximaciones son mucho mas precisas que las aproximaciones bootstrap
usuales.

Param > 1y 8= (8, ..., 5,,), tendremos el error

r(B) = |ITn(S2) = Bo— > BrPenl(S5 O
k=1

= I (asa® = B.) Pinl550) + S arn®)Pen(S3 D)
1=0

k>m
- Z(ai,n(éwm)?m,alznh S @ Ol (6.7
1=0 o j2m+l

Entonces a partir de (6.7) podemos ver que %, (3) es minimizado por la eleccién 3; =
a; n(@) i =0, ..., m. Intuitivamente, podemos pensar en aproximar a los 8, = a; n(@)
haciendo una regres1én de T, (Sz) sobre Pi,(8%,0), ..., Prmn(SE,8). Esto significa
que la solucién de minimos cuadrados B es la mejor estimacién del vector 8 =
(agn(0), ..., amn(8)) que minimiza el error 7% (B).

Consideremos en lo que sigue los m -+ 1 primeros términos del desarrollo (6.5).
Por simplicidad denotaremos por Y* = T,(8%), P¥ = Pn(S%,0), i = 1,...m ¥y
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~

B; = ain(0), i =0,...,m. Se trata entonces de aproximar a Y™* mediante una funcién

lineal de los P¥, i =1,...,m, de la forma f(Py}, ..., P%) = Bo+ Y iy B Hacemos,
ahora, las suposiciones usuales de la regresién y escribimos:

T(S3) =Bo+ > BiPen(Sh0) +e, (6.8)
k=1

donde £ es una variable aleatoria no correlada con los P, ,(S;, 9), 1=1,..,m, con
media Fp(e) = 0 y varianza varz(e) = o? finita. En efecto, estas propiedades
pueden ser deducidas a partir de la ortogonalidad de los P, (., 9) y la expresién
(6.8). Entonces, a partir de (6.8) el sesgo y la varianza bootstrap ideales pueden ser

expresados respectivamente como
m
§=8,—h(0)y = Zﬁfnp-m][; 1 o2,
j=1

Y por lo tanto aproximaciones naturales para § y © serdn respectivamente de la
forma

m
A e A ol 2 52
$ort = Bo— h(8) ¥ 05,4 = ZﬂjHPj,nH% + 07,
Jj=1

donde B; y &** son aproximaciones de B; vy o? respectivamente.
Consideremos, ahora, el método de Monte-Carlo. Extraemos B muestras boot-
strap X = (X7°,..,X?), b = 1,.., B a partir de F. Calculamos las B réplicas

A %b ~ .
Sy después &, = T,(S), de S, y &, respectivamente, correspondientes a cada
muestra bootstrap X*°, b = 1,..., B. A+ partir de (6.8) tenemos para cada una de
las B muestra bootstrap

To(S2) = Bo+ Y BrPun(S2,0) + &, parab=1,.., B, (6.9)

k=1

donde & son realizaciones de la variable aleatoria . Puesto que el sistema de fun-
ciones ortogonales {Pyn(.,.)}x es conocido, podemos calcular la matriz de diseno,
X, de dimensién B x (m + 1),

1 Pl,n(SZIJ 9) o Pm,n(S;17 é)
X.= | : : s : (6.10)
11 Pa(SB,0) -+ Punl(S*E,0)
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Finalmente, (6.9) puede ser expresada de la forma usual
y'=X.B+e (6.11)

cony* = (T,(Sx), ...,Tn(S:;B))t,,B =(Bgy s B )ty ¥ € = (£1, ..., £8)". Estamos frente
a un problema de regresién multiple de Y* = T,,(Sz) sobre Pf = Py ,(5;,0), ..., Py, =
P,.n(S,0), con pardmetros desconocidos Bo, B4, --- , Bm ¥ 0°. Podemos entonces

~ %
usar las tecmcas usuales de minimos cuadrados para estimar B y 0°. Sea 8 =
([31, . Bm) y 6*% la estimacién de minimos cuadrados. Es bien conocido que

A~k A\ 2
S (v~ o B BinlS0)

A*: X.tX 1xt A*Q
B=XX) Xy'yeo ]

(6.12)

Consideremos los siguientes estimadores del sesgo v de la varianza respectivamente
Sore = ﬁo — h(8) v, (6.13)
- *2 . * .
0oy = Zﬁ 1Pinlld + 6" (6.14)

Como veremos, numéricamente, més adelante, 5., v 15,; aproximan con gran pre-
cisién a los estimadores bootstrap ideales § y ¥ dados en (6.6).

Los estimadores en (6.13) y (6.14) son consistentes. En efecto, consideremos la
ecuacién normal:

Xiy*= (X!X,)8". (6.15)

Puesto que
ZPM (S, OTa (S v (XEXL),, me (S22, 0)P; (S22, 0),

entonces, segin la ley de los grandes nimeros (LGN), tendremos

(XZY*) % VTS
BBl 0TS} = @Bl (616)
' (XEX.)
X*X* 7,7 * * A xb ) 2 -
—5 5 F {Piyn(’snb’ )Pin(Sy,0) } = 0511l (6.17)
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cuando B tiende a infinito, en probabilidad condicional, donde &;; es la delta de
Kronecker. Entonces la matriz XX, /B tiende a la matriz diagonal D con D;; =
1Pjnll3, 5 =0, ... ,m. Y segiin (6.15), (6.16) y (6.17), concluimos que

B} — a5u(0), B — o0, para j = 0,...m. 618)

Por tanto, 8}, tiende a s* = § cuando B tiende a infinito. Adem4s, puesto que
E*(e*) = 0y Var*(e*) es finita, cuando B tiende a infinito, tendremos segin la
LGN, B 5

2 Db €h B 1 x( 2y _ 2

= B-m-1 B-m-1 B TE)=7 (6.19)
en probabilidad condicional. En consecuencia, 9§, tiende a ¥ cuando B tiende a in-
finito. En conclusién, hemos probado la consistencia de 3%,, ¥ 0%,; como estimadores
del sesgo y de la varianza bootstrap ideales § y ¥ respectivamente.

Fstudiarcmos, a continuacién, ciertas propiedades de nuestros estimadores. Con-

sideremos §%,.,, ¥ veremos por qué este estimador es mejor que el estimador de Monte
Carlo estdndar s}, v que es dado por

B
* 1 * A
‘Mc =g ZTn(Snb) — h(0).

b=1

Previamente, notaremos por F, y Var, la esperanza y la varianza condicionales
siendo Py, ..., P (los regresores) fijos. Veremos que 35, es, al igual que sj;q, ins-
esgado de §. De hecho, E¥(8%,,) = By — h(8) = 5, y por el teorema de esperanza
total ~
B*(85,,) = B*[B2(85,,)] = B'(8) = 3 (6.20)
ya que § es fija respecto a E*. Entonces §,, es condicionalmente insesgado de $.
Para s},- es inmediato E*(s},0) = §.

Podemos también calcular el sesgo no condicional considerando la variacién de
los datos originales: E(8,,) = E[E*(85,,)] v segtn (6.20) E(35,,) = E(3). Entonces
sl § es insesgado de s, 85, también lo es. Esta propiedad también se verifica para
Syvc: v L
Ahora vamos a calcular la varianza de §3,,. Tenemos

Vart(3h,,) = Var*(8) = Var|E2(B))] + B*[Var2 (B)))
donc}? la tltima igualdad es debida al teorema de Madow, o de la varianza total. Y
EX(By) = B, que es fija respecto al proceso de simulacién, entonces Var*(8,) = 0.
Ademés, segun los resultados estdndares de regresién

Var:(B") = o} (XX.)7Y, o, var(B,) = 0*(X!X.)p} para k=0,..,m.  (6.21)
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Entonces,
2
LT * - g * - ¢
Var*(85,) = B [0*(X!X.)53] = S EYBOEX)53) (6.22)
puesto que o2 es constante respecto al proceso de simulacién. Segiin (6.17)
B(X.X )ik — lPenll;? cuando B — oo. (6.23)
Entonces, para B bastante grande tenemos la aproximacién
2
o
*(85,4) & = 6.24
Var (§n,) = 2 (6:24)
Para el estimador de s}, tenemos
s/ % 'l} 02 1 e 2 2
Var(sicc) = 5 = 5 + 5 2 S 1Pl (6.25)
A partir de (6.22) y (6.25) tendremos 7
% -1
Vart (s, 5" [BOXX50
Var*(siyc) 1+072 27:1 532HPJ,H“§
Y segun (6.23),
T G Y ! (6.26)

= <1
B—too Var* (sye) 1+ 072 Z;n:l ﬂfHPmllf)

Podemos entonces ver que 35,, es mas concentrado que el estimador de Monte
Carlo estdndar, para B bastante grande. Podemos también calcular la varianza
incondicional que tiene en cuenta también la variabilidad en el proceso de sacar
muestras originales. Tenemos, aplicando el teorema de Madow,

Va’rc(é*Ort) = VCLT'C[E:(§6Tt)] + EC[VG'T:(‘§*ON ]

= Vargs] + Blo(XiX.)q0l
2

o~ Vard3) + E; <%—> para B suficientemente grande.
Entonces
Var(ss,.,) = VarlEA85.,)] + ElVars(85,)), segin el teorema de Madow,

E.
Var[Es(3)] + E[K/arc(§)] + E[Ec(%—)l
1

— Var(s) + Z o’

R
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Para el estimador de Monte Carlo s}, tenemos

Var(sise) = VarlE"(sic)l + BIVar*(sic)] = Var(s) + = B(9)

~ Var(s) + 5Elo BZE DRI

Consideremos, ahora, el estimador de la varianza, 05,,. Tenemos Ej[05,,] =

P HP/mHzE*[ﬂ:z] + EX[6* y E*6™*) = o*. Ademés, para k=0, ..,m
A *2 A% K 2 A % ~
BB, ) = vars(B) + (E(BD) = var*(BY) + aia(0),

y segtn (6.21)

NE

i) = D 1Pl {02 1(6) + A(XEXITA} + 7

£
il

1

_ (a6 npknnw)wzw D Penl

k=1
= 0+0° Ic}cHPIc n”g - (6.27)
Ic:l

Entonces concluimos que el sesgo condicional de 9¢,, como estimador de © es

sesgl = o Z (XEX )kl Penll3. (6.28)

k=1

Este sesgo condicional tiende a cero cuando B tiende a infinito. En efecto,
* 02 “ t -1 2
5€50. = ZB(X*X*)k,k”Pk,n”g-
k=1

'Y puesto que o2 es finita y m en un entero fijo, segiin (6.23) concluimos que sesgp —
0, cuando B — o0.

Correccién del sesgo. Puesto que el sesgo condicional de 5., como estimador
de v estd dado por (6.28), podemos obtener un nuevo estimador a partir de 05,
eliminando su sesgo condicional. Segin (6.27) tenemos

B (05,) =0 + E2(6*7) > (X,X el Penlld,

k=1
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entonces

E; {vort Z XiX*)E,}cllPkm”g} =1
k=1

Consederemos el nuevo estimador

Vort = Dope — Z kk“Pk n”2 (6.29)
k=1
™m rxd . m ~
= > B Pl +67 {1 - Z(XtX)k,iHPk,nH%} ) (6.30)
=1 k=1

entonces 05,, es condicionalmente insesgado de ©. Sin embargo, sesgi(05,,) tiende
a 0 cuando B tiende a infinito, los estimadores 05,., ¥ U5,; de © son asintéticamente
equivalentes. Los resultados numéricos muestran que aunque B sea pequeno 95, ¥
V¢ SONL MUY CErcanos.

Nota 6.1 .
1. Puesto que B7[XtX,] tiende a la matriz diagonal

D = dia'g(“POynllg’ ctty H'Pmynng)
cuando B tiende a infinito, entonces B[X!X,|™* tiende a
D! = diag([|Ponll;? - [ Prally?)
cuando B tiende a infinito. Entonces para B suficientemente grande tenemos,
(XX o = B Pl
Y por tanto, segun (6.29) obtenemos la aprozimacion,

T ¥ ~ K —_— — N
Vort = Vore B = Vorts (631)

ya que 52 es en general muy pequena. Esto nos da una idea intuttiva que el sesgo

condicional de 05, tiende a O cuando B tiende o infinito.

2. Casi todo el software matemdtico usual como Maple, Splus, Statistica,
Mathematica, etc, incluyen subrutinas estadisticas para hacer regresion o para generar
muestras, ademds de un lenguaje de programacién avanzado. FEntonces el proced-
imiento descrito arriba puede ser facilmente escrito en términos de un lenguaje de
programacion usando cualquiera de los software mencionados anteriormente. Los
resultados numéricos en la seccion siguiente son obtenidos mediante una rutina es-

- erita en Maple,
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6.1.2 Resultados numeéricos

En esta seccién consideremos tres ejemplos artificiales que nos van a mostrar con
més claridad la precisién de nuestro procedimiento. En cada ejemplo consideramos
estimadores no lineales en el estadistico S,. En el primero y el tercero consideramos
familias exponenciales continua y discreta respectivamente En el primer ejemplo el
estadfstico de interés tiene un desarrollo finito (con 5 términos) en términos de los
polinomios ortogonales, en cambio, en el tercer ejemplo el estadistico de interés tiene
un desarrollo infinito. En el segundo ejemplo consideramos una familia que no es
exponencial, es la familia Uniforme. Hemos elegido los ejemplos de modo que los
célculos tedricos pueden ser llevados a cabo con el fin de comparar nuestros resul-
tados con los resultados exactos para asf conocer la precisién que nuestro método
puede ofrecer.

Ejemplo 6.2 Basdndonos sobre una muestra de tamano n = 50, procedente
de la N(u, 1), consideremos la estimacién de una funcién paramétrica de la media
& = u* + 3u. Consideremos el estadistico S, = X, que es la media muestral. Sea €l

estimador de &,

én:)"(4—§)_(2+3)_(+—3-2-,
n n

el cual es el UMV UE (estimador insesgado de minima varianza) de §. La varianza

exacta de &, es

T2, 24 4 96, 24

16
_ 2 2 6.32
P —p" =+ (6.32)

uo+

n n?
vy el UMVUE de v viene dado por

v

16 - 168 24 . 384 _ 2. 9
Dumwe = — X0 = =X+ =X+ X - X + = — =
n n? n n3 n? n nt
La familia de funciones ortogonales respecto a la densidad de X que es la densidad
de N{u,1/n) vienen dados por (ver Capitulo 3),

Pens, ) = (ﬁ( - u)> K ‘zio, (6.33)

donde H}, son los polinomios de Hermite cuya expresién explicita esta dada en (3.18),
ver CHIHARA (1978) para mas detalles. La norma de Py, es '

k!

| Penlf? = .
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Los polinomios Py, en (6.33) pueden ser obtenidos por la formula de recurrencia

Pk—l—l,n
PO,n

k
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Pl,nPk,n - %Pk—&,n k Z 1
= 1, Pp=5—p.

Con p = 7 hemos obtenido los resultados numéricos siguientes:

Z = 6.83283, v = 37881.68643 ¥ Uymuue = 32572.00191,

y la varianza bootstrap ideal obtenida sustituyendo u por Z en (6.32),

Consideremos, ahora, la aplicacién del procedimiento explicado arriba con varios
valores de B y m con el fin de aproximar . Primero fijamos m = 4, y variamos B,

U = 32781.34526 .

hemos obtenido las aproximaciones dadas en la Tabla 6.1:

B ﬁért faért ’07\/10 §*Ort §R/IC

6 32781.11613 32781.11609 11528.2103 .000858  30.23023
10 32781.37416 32781.37415 . 18698.7050 .000068  -38.8212
20 32781.34355 32781.34553 36160.3654 -0.2 107% -34.1568
40  32781.34510 32781.34511 32898.1225 0 -31.2732
60  32781.34525 32781.34525 32301.9975 0.1 107° -22.4187
80  32781.34526 32781.34526 33240.7893 0.1 10™° -18.7976
100 32781.34522 32781.34522 35008.7642 0.2 1075 -17.3197
120 32781.34525 32781.34525 35643.4437 0.2 107°  -14.3102
140 32781.34521 32781.34521 32705.3355 0.2 107° -14.2850
160 32781.34522 32781.34522 32202.6725 O -10.3236
180 " 32781.34516 32781.34516 33329.1621 O —4.67841
200 32781.34516 32781.34516 32079.2066 0.1 107° -2.02081

Tabla 6.1. variando B de 6 a 200, con m=4 (fijo).

Los resultados de nuestro procedimiento se muestran junto a los obtenidos por las
aproximaciones usuales 9}, v §3,o de Monte Carlo. Ahora, consideremos las mismas
muestras bootstrap con las cuéles hemos obtenido los resultados correspondientes a
B = 200 en la Tabla 1. Variando m (con B = 200 fijo) hemos obtenido los resultados



METODOS ORTOGONALES. MOHAMED GHEZIEL

dados en la Tabla 6.2.

m ?* v 5

1 3314027952 33140.27389 -0.153428
2 32774.49102 32774.49101 0.016204
3 32781.44662 32781.44662 -0.000083
4 32781.34516 32781.34516 0.1 107°
5 32781.34512 32781.34512 0

6 32781.34514 32781.34514 O

7 32781.34293 32781.34293 0.1 10™°

95

Tabla 6-2. Variando m de 1 a 7, con B=200 (fijo).

Notemos a partir de la Tabla 6.1 que nuestros resultados no necesitan un niimero
elevado, B, de muestras bootstrap. Por ejemplo con solo B = 6 en la Tabla 6.1,
hemos obtenido una aproximacién casi exacta 0p,, = 32781.11613 a ¥ = v* =
32781.34526. Comparemos este resultado con el obtenido por el estimador estdndar
de Monte Carlo 93, = 11528.21037 usando las mismas muestras bootstrap, se ve
que este dltimo es muy lejos del verdadero valo ¥ debido a que el nimeo de sim-
ulaciones es muy pequeno. Observemos también que el valor de 05, obtenido con
B = 6 es mejor, en este caso, que el valor de U3, = 32079.20661 obtenido con

B = 200.

Ejemplo 6.3 Consideremos la estimacién de una funcién del pardmetro 6 en
la familia U(0,6). Sea por ejemplo la funcién & = h(d) = 6°, y consideremos el
estimador

X 5
b, = Tu(sn) = 0%

donde S, = maz(Xs, ..., X,). La varianza exacta es,

250"
" n(n+10)

cuyo estimador MV U es,

A

Vumvue =

25510
n?
En este caso, la familia de funciones ortogonales son polinomios y son dados por

e ey (=R ()

P}c n(s 0)
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Ccon norma

Bl = 0 (PR )
Brlle ™ 0 2k k ‘

Estos polinomios pueden ser obtenidos fécilmente con una férmula de recurrencia
en términos de los polinomios de Jacobi (Ver CHIAHARA (1978)).

Hemos extraido una muestra de tamafio n = 50 a partir de la distribucién U (0, 3),
v hemos obtenido las observaciones numéricas siguientes:

Sp = 2.9757, v = 492.075, and Uymyye = 544.3587.
La varianza bootstrap ideal es

*

X 25520
v = = ——————m—————
v n(n + 10)’

cuyo valor observado es
U = 453.63226.

Con diferentes valores de B, hemos obtenido los resultados numéricos de la Tabla

6.3, con m = 5 fijo.

B

ok
Vort

ot 3
Vort

%
Unmc

%
Sort

a*
Smo

10
15
20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

923.540032

453.6540937
453.8130338
453.2868597
453.5550565
453.5805111
453.6317709
453.6340941
453.6332827
453.6325247
453.6315858
453.6317885

925.528931

453.6540937
453.8130336
453.2868594
453.5550565
453.5805111
453.6317709
453.6340941
453.6332827
453.6325247
453.6315858
453.6817885

138.4798336
393.6765096
378.9065329
439.7110050
381.2745791
364.3566001
394.13188
416.702215
402.3877136
421.6946268

411.7680438

399.2242577

8.7223
-0.000097
-0.000801
0.0015541
0.0003448
0.0002312
0.19 1073
-0.75 1075
-0.42 1075
-0.1107°
0.27 107°
0.19 107°

8.7112

5.05236
1.94614
-0.2081
-0.7006 |
-0.7205
0.21223
-0.1109
0.53121
1.48933
2.06458
2.24848

Tabla 6.3. Variando B de 10 a 200, con m=5 (fiyjo).

Variamos, ahora, el valor de m con B = 200 fijo, obteniendo los resultados de la
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Tabla 6.4,

%
Vort

=¥
Vort

ok
Sort

NYOBOY»PC,O[\DD—*S

470.5124864
452.9149497
453.6733041
453.6312473
453.6322000
453.5473425
466.7156426

470.5124839
452.9149497
453.6733041
453.6312473
453.6322000
453.5473425
4667149649

0.0048079
0.0048234
-0.0001406
0.4 107°
0.3 107
0.0003267
0.0360616

Tabla 6.4. Variando m de 1 a 7, con B=200 (fijo).

Ejemplo 6.4 Supongamos, en este caso, que Xj,..., X, son v. a. procedentes de
una distribucién de Poisson Po(u). Consideremos a estimar la funcién paramétrica
h(u) = e~ la cual no es un polinomio como en los ejemplos anteriores. Consideremos
el estimador de Méxima verosimilitud de ¢, £ = T(X) = e —* . En este ejemplo, ¢
no es un polinomio en X, y por lo tanto tiene un desarrollo infinito en Eg’n.

El sesgo exacto s y el sesgo bootstrap ideal § de é son respectivamente

s=exp (nple™/"—1)) —e " y s =exp (n)—((e‘l/” —~1)) —e .
La Varianzé, exacta v y la varianza bootstrap ?deal v* de é son
v = exp (n,u,(e'Q/" — 1)) — exp (2n,u(e”1/" - 1)),
b = exp (nX (7™ ~ 1)) — exp (2nX (7" — 1))
La familia de funciones ortogonales respecto a X en este caso es
Prn(s,p) = %Cﬁnm(ns), k>0, (6.34)

donde C’,(Ca) es el k-esimo plinomio de Charlier [ver CHIHARA (1978)]:

-5 () (rr

=0

La norma de estos polinomios viene dada por

kR
IPenll? = 2.
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Los polinomios en (6.34) pueden ser obtenidos recurrentemente por:

Pk-f—l,n
POn

:

k
(Pl,n o E)Pk,n

1, Pip=s—p.

- ‘k—/ﬁpk-—l,n; E>1
n

Hemos considerado una muestra de tamafio n = 50 a partir de la distribucién de
Poisson Po(5) y hemos obtenido los resultados siguientes:

§ = 0.0003655962 y 1 = 0.59488138 107°.

Consideremos, ahora, el procedimiento descrito en este capitulo con diferentes val-
ores de B. Hemos obtenido los resultados numéricos de la Tabla 6.5, donde m = 4

es fijo
B Vor Uors U 50rt Svc
20 0.58597601 0.58597595 0.277783 0.0003586  -0.0004023
40 0.59085937 0.59085936 0.461116 0.0003621 -0.6336 107°
60 0.59017551 0.59017549 0.451178 0.0003621  -0.0002263
80 0.59666088 0.59666081 0.584547 0.0003638  0.0000212
100 0.59633959 0.59633954 0.580620 0.0003638  0.0000478

Tabla 6.5 Variando B de 20 a 100, y donde m=4 (fijo). Las tres

colummnas correspondientes a la estimacion de la varanza son

multiplicados por 107°.

Variando ahora m, con B = 100 fijo, hemos obtenido los resultados de la tabla

6.6.

¥
Yort

— —
Vort Sort

00 -1 @ U w0 |3

0.61808074 10™°
0.59019505 10~°
0.59633959 10~°
0.59475705 1075
0.59490161 107°
0.59487770 10~°
0.59488148 10~
0.59488128 10~°

0.00036950
0.00038067
0.00036365
0.00036570
0.00036558
0.00036559
0.00036559
0.00036559

0.61805657 10~°
0.59019286 10~°
0.59633954 107°
0.59475704 1075
0.59490161 107°
0.59487770 1075
0.59488148 10~°
0.59488128 1077

Table 6.6 Variande m del a 8, con B=100.
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6.2 Caso multiparamétrico

El procedimiento descrito en la seccién anterior puede ser generalizado fcilmente
al caso multidimensional, d > 2. La tunica dificultad, quizés, es que cuando las
funciones ortogonales son polinomios, como es el caso para la mayorfa de las famil-
ias usuales, por ser multidimensionales no hay un orden evidente que nos permita
colocarlos de una forma muy clara en el desarrollo como en (6.2) donde el indice k
es unidimensional y corresponde al polinomio de grado k. En el caso multidimen-
cional, para cada entero ky > 1 existen varios polinomios de mismo grado kg en el
desarrollo, por lo que usamos un indice de dimensién d. Este hecho puede causar
dificultades cuando se construye la matriz de disefio X, como en (6.10) para familias
de dimensién elevada, a la hora de colocar las columnas. Sin embargo, para una
dimensién d = 2, o d = 3, esto puede hacerse facilmente.

Supongamos que &, = (X1, ..., X,,) es una muestra de tamafio n, (X; son ahora
vectores aleatorios), procedente de una poblacién con distribucién desconocida F' =
Fy(z), 6 € ® C R?, con d > 2, con densidad fy(z) respecto a una medida o-finita
v (medida de Lebesgue o Cardinal). Sea S, = S,(Xi,..., X») un estadistico para
la familia Fy. En este caso S, es de dimensién d. Para cada 6 € ©, definimos los .
espacios como en (6.1), i.e.,

LEy={T:R*— R tal que Eg[|T(Sn)[*] < o0}

Como hemos dicho, los espacios L2, son espacios de Hilbert separables en los
cuales cada funcién T admite un desarrollo de la forma (6.2). Si usamos un {ndice
k unidimencional, entonces el procedimiento es exactamente igual que en el caso
uniparamétrico. La diferencia surge cuando es necesario usar un indice multidi-
mensional como ocurre cuando el sistema {F (s, 6)}x son polinomios multidimen-
sionales. Asi, por simplificar, supongamos que el sistema ortogonal esta formado
por polinomios multivariantes. En lo que sigue notemos por O el vector cero d-
‘dimensional, y por e; el vector de dimensién d cuyas componentes son igual a cero ex-
cepto la j-esima componente que es igual a 1. Para cada k € N¢, con k = (k, ..., ka),
notaremos por |k| = k1 + - - + kq.

Si €, = T,(S,) es un estimador de una cierta funcién real £ = h(f) del pardmetro
8 con v = Varg(T.(S,)) < oo, entonces T}, es un elemento de L2 5 y por lo tanto
tiene un desarrollo en términos de las funciones ortogonales de la forma

Ta(Sn) =Y kn(0)Pin(Sn, 0).

keNd
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Dado que el desarrollo anterior es absolutamente convergente en media cuadrética,
podemos reordenar la serie para obtener

To(S) = aon@®+ 3. S anl6)Pinl(5n0), (6.35)

FEN\{O} keNd jk|=j

va que Py, = 1.
La varianza v = Vary(€,) v el sesgo s = Sesgog(f) son

S S @ @Peall} s = a0(6) — B(O). (6.36)

JEN\{0} keNd, |ki=j

Truncamos el desarrollo (6.35) v consideremos, como en el caso uniparamétrico, el
método bootstrap para estimar v y s.

Sea X*,... X B muestras bootstrap cada una de tamafio n procedentes del
estimador paramétrico Fj, y consideremos el método de minimos cuadrados para
estimar los coeficientes de Fourier. Con el mismo procedimiento que en la seccién
anterior, tendremos

Tn(S2®) = By +Z ST BuPen(Si6) +&, b=1,..B, (6.37)
=1 keNd |k|=j;
donde el sesgo y la varianza bootstrap ideales serfan
§=Fo~ Z Y BillPuall} + o
J=1 keN4, |k|=74

Por ejemplo supongamos que d = 3, y m = 2. Sea T* = T,(S;%) y PP =
Pyn(S*,8). En este caso, para cada b 1, ..., B, el desarrollo (6.37) es

;30+Zﬁejp*b+252ej 2e; +Z Z /Bez—i—ejpeibﬁ-e] b

i=1 j=1+1
L.a matriz de diserio serd entonces

*1 *1 *1 *] *1 *1 *]1 *1
1 Pel P€2 P€3 P?&] P P263 Pel-i-eg P€1+€3 P62+63

2eq

Xi =

1 P:lB P;B Pe*sB Ple P*B P*B P*B P*B P*B

2es 2e3 e1tes e1tes exte3
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En general, nuestras aproximaciones de § y ¥ serfan simplemente
s ~ %k -~
8 = Bo— ROy
m
A~k - Nk 2 ~ %2
Vort = E BiellPenlly +67.
J=1 keNd |k|=7F

¥ . . ;.
donde 5*? son las estimaciones de mfnimos cuadrados de 3, y o2
k

6.2.1 Resultados numericos

Con el fin de ver la mejora que nos pueden ofrecer los métodos ortogonales sobre los
metodos bootstrap estandares, vamos a considerar una muestra de tamafio n a partir
de una distribucién normal bidimencional con media g =(py, ty)* desconocida:

(X1, Y1), ooy (X, Vo) ~ Fu =N (1, %),

Vamos a considerar la estimacién de dos pardmetros de interes & = pi; i, €l producto
de las medias y § = p,/py su razén. Con p = (5,8)" y L = I, hemos sacado una
muestra de tamano n = 20. : ,

a.) Consideremos, en primer lugar, la estimacién de § = h(gy, 4y) = pipo,
usando el estimador de interés

E=T(X,V)=XY.

Para este estimador simple podemos calcular su sesgo § y su varianza 9 bootstrap ex-
actos sin necesidad de simulacién. Este hecho nos permitira comparar los resultados
de simulacién a las estimaciones ideales. Un célculo elemental nos lleva a

2 2

o o
=0 = (2422 222 _ .
S y v (,ul+ ></.L2—I- IRy

Y puesto que o7 = o9 = 1 por hipétesis, reemlazando u, y e por X y Y respecti-
vamente en la expresién anterior obtendremos las estimaciones bootstrap ideales

_ _ 1 _ -
§:Oyﬁ=(X2+—1-> <Y2+—>—XY.
n i

Con una muestra de tamafio n = 20 hemos obtenido las realizaciones siguientes del
sesgo v la varianza bootstrap ideales,

§ =0y v =4.480263005.
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Consideremos, ahora, el procedimiento bootstrap basado en simulacién a partir de
Fjcon i = (X,Y)?, para aproximar a § y 9. Usaremos dos métodos para calcular
aproximaciones para el sesgo y la varianza bootstrap ideales: el método bootstrap
usual y el método ortogonal. En este ltimo hemos considerado un desarrollo hasta
el grado m == 2 para €l estimador é . Bs decir, eleminando los argumentos,

€= Bo + B1Pe; + ByPe, + B3Pac, + B4Pae, + B5Pestes + €

dondee; = (1,0) y e3 = (0,1). En nuestro caso, puesto que X y Y son independi-
entes, estos polinomios vienen dados por

P61(x)y) = Pl(x): Peg(m,y) = Pl(y)a P251($>y) = P2<$))
PQez(‘Tay) = PQ(?/) y Pe1+ez($vy) = Pl(x)Pl(y))

donde P} y P, son los polinomios de grado 1y de grado 2 ortogonales respecto a
la distribucién de X, dados en (6.33). Entonces las aproximaciones al sesgo y a la
varianza bootstrap ideales mediante el método ortogonal vienen dadas por

A ¥ %

Sore = PBo—¢ ‘

N ~ %2 ~ %2 ~ %2 A %2 ] ~ %D .
Oore = B1 IPe P+ By 1Pl + B3 1Pac, I” + By Pacs|I* + By [ Peseall® + 6
donde {B;}jzo ,,,,, 5 v 6*2 es la estimacién de mfnimos cuadrados de los pardmetros
{ﬁj }j=0,..5 ¥ la varianza 0% de e. En nuestro caso las normas en la férmula anterior
de 95, vienen dadas por

Pl = [Pl = Pl%, [Poel® = P2, I = 122> ¥
[Pever I = [P

Con varios valores para el nimero de muestras bootstrap B, hemos calculado en
cada caso los sesgos 85, ¥ 84 v las varianzas 05,, ¥ Uj;c. Hemos obtenido los

resultados de la Tabla 6.7. Los valores de la varianza 07, se muestran hasta el
noveno decimal para poder ver mejor la precisién del método ortogonal.

B [ %6m | %c %  Suc
10 | 4.480263081 | 5.17825 | 0.4 10~ | -0.3175
20 | 4.480263152 | 4.0921 | 0.1 1077 | 0.1737
50 | 4.480262963 | 5.1512 | 0.4 1077 | -0.348
100 | 4.480263036 | 4.9329 | 0.2 1077 | -0.2378
200 | 4.480263006 | 4.5873 | 0 0.0081

Tabla 6.7
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Tanto para el sesgo como para la varianza podemos ver la precisién del método
ortogonal, incluso con un ndmero de simulaciones B muy pequetio.

_ b.) Consideremos la estimacién del pardmetro § = u,/p; mediante el estimador
6 = T(X,Y) = Y/X. En este caso no es posible obtener una férmula cerrada
para el célculo del sesgo o la varianza bootstrap ideales de & como es €l caso del
apartado anterior. En este tipo de problemas donde el método bootstrap resulta
dtil y puede ofrecer soluciones para aproximar la varianza o el sesgo, generalmente
usando simulacién. En la mayoria de los problemas en la literatura Bootstrap o
Jackknife, se enfoca sobre las medidas de precisién del cociente 6.

En este caso, el procedimiento que vamos a seguir para comprobar la eficacia
del método ortogonal es el siguiente: con una muestra original de tamano n = 20
fija, sacamos M = 30 grupos de muestras bootstrap. Cada grupo estd constituido
por B = 40 muestras bootstrap extraidas a partir de Fj. Para cada uno de los
M grupos calculamos el sesgo y la varianza bootstrap usando los dos métodos: el
método ortogonal y el método estandar. Obtendremos, entonces, M pares

(g*O’!‘t,j7 §7VIC’,j) y (ﬁért,jaﬁ.;dc,j) j=1, "-’M;
donde, para cada j = 1,...,M, 8, ; ¥ 05, ; son aproximaciones del sesgo y la
varianza bootstrap ideales, § y 0, respectivamente mediante el método ortogonal, y
$hc,; ¥ Pirc; son los correspondientes aproximaciones usando el método de Monte
Carlo. Puesto que las estimaciones bootstrap ideales no estdn disponibles en este
caso, para poder comparar los resultados obtenidos a ellos, vamos a proceder asf:

primero considAeremos la aproximacién de la varianza y calculamos la varianza Ugetq
del estimador ¢ usando el método delta (Ver Capitulo 2). Hemos obtenido:

Vdelta = D.2715.

Consideremos a Ugere como si fuera la varianza bootstrap ideal. Los 30 valores
S ok s : .
(0055 Vaec,;) 3 = 1, -+, 30 obtenidos son:

(5.5654, 7.250), (5.5626, 7.802), (5.5586, 6.405), (5.5604, 7.203), (5.5405, 3.973),
(5.5501, 7.523), (5.5574, 4.787), (5.5805, 7.125), (5.5492, 3.954), (5.5469, 4.786),
(5.5407, 4.818), (5.5408, 4.640), (5.5805, 9.354), (5.5502, 9.026), (5.5681, 6.783),
(5.5540, 6.380), (5.5257, 5.209), (5.5574, 6.507), (5.5358,7.731), (5.5706, 5.737),
(5.5446, 5.407), (5.5467, 4.840), (5.5367, 5.250), (5.5446, 4.731), (5.5706, 7.273),
(5.5412, 6.604, (5.5734, 6.735), (5.5470, 5.610), (5.5430, 5.423), (5.5453, 4.624).
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Fn realidad hemos multiplicado los resultados por 10° para facilitar la lectura. Ahora
vamos a calcular el error cuadrético medio cometido en cada uno de los dos métodos,

30
1 . 2
ECMaena(95,) = 30 E (055 — Berta) = 0.0778,

30
1
EOMdelta(,UMC 30 Z ,UMC,j Udelta) e 2 66
Entonces el cociente de los errores da

ECMaaa(V3sc) _ g4 9
ECM getso(05,1)

Puesto que la aproximacién delta de la varianza del estimador 6 = ¥ / X identifica la
varianza real de & con la varianza del estimador lineal, &1, més proximo a 5 en algu-
nas situaciones puede resultar bastante lejana de la varianza correcta, concretamente
cuando Var(éy)/Var(é) no es muy proxima a 1.

Ahora, para calcular la varianza boostrap ideal de 4, vamos a usar un numero
suficientemente grande de simulaciones bootstrap. Para ello, hemos usado B = 5000,
luego B = 50000 muestras bootstrap para calcular ©. Hemos obtenido los resultados
siguientes .

’05000 = 5.616 y @50000 = 5.550.

Calculando el error cuadrético medio en cada caso se obtiene, para B = 5000,

30

x 1 ok N 9 _
=1
y
1 X o
ECMs000(Vyc) = 30 Z (D3rcj — Bso00) = 2.18,
j=1
con el cociente .
EC’MsOOO(quL/jc) — 488.0.
EC.Z\/.[5000 ('UO”)

Para B = 50000, en este caso la aproximacién Usgooo & © es sin duda més precisa que
en cualquiera de los casos anteriores. Calculando el error cuadrético medio de ?5,,
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y U%c Tespecto a Usnono, se han obtenido los siguientes resultados

EC Mso00(0") =35 Z Vortj — '1)50000) =0.17 1073,

30
1 . 2
ECMSOOOO UMC = —6 Z 'UMC,j — 'U50000) = 2.25,

con ¢l coclente

EC Ms0000(034¢)
EC Ms0000(05,)

Para el sesgo hemos obtenido resultados similares:

= 13235.3.

§5000 = 0.0029 Yy §50000 = (.0025.
y los cocientes de los errores cuadréticos medios en cada caso son

ECM5000(A* ) ECMSOOOO(‘%/[C)
= 554.65 - = 53470.58.
ECMSOOO(SOM) y ECMSOOOO(SZ‘)M)




Capitulo 7

METODOS ORTOGONALES:
BOOTSTRAP NO
PARAMETRICO

En este capitulo consideremos la estimacién de la varianza y el sesgo mediante desar-
rollos ortogonales baséndonos en procedimientos no paramétricos. Como es usual,
en dichas situaciones, la distribucién empirica es la clave. En el caso paramétrico,
los estimadores a menudo son funciones de un estadistico S,. Es decir § = T(S,),
por lo que, el desarrollo de T'(-) estd en términos de funciones ortogonales respecto a
la densidad de S,,. Entonces, cuando S,, es d dimensional, las funciones ortogonales
dependen de d variables, i.e. que el nimero de argumentos es independiente de n.

En el caso no paramétrico, al contrario, los estimadores en general no son funcién
de un estadistico especifico, sino, son funcién de la muestra, 8 = T(X3,..., X»),
entonces las funciones ortogonales en el desarrollo de 9, tienen m argumentos. En
el caso unidimensional, puesto que F, tiene momentos finitos, el sistema ortogonal
respecto a F), es un sistema de polinomios.

En este capitulo, consideremos dos procedimientos: el primero estd basado en
el sistema de los polinomios ortogonales asociados a la distribucién empirica, y el
segundo procedimiento estd basado en el sistema de polinomios ortogonales respecto
a la distribucién multinomial.

107
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7.1 Desarrollos basados en la fdD empirica

Sea X, = (X1, ..., X») una muestra aleatoria simple procedente de una distribucién
desconocida F. Sea 0 y 0,, = T(A,) respectivamente el pardmetro y el estadistico de
interés. Supongamos que queremos estimar la varianza v y el sesgo s de 6., usando
el método bootstrap no paramétrico, donde las simulaciones se efectian a partir de
la distribucién empirica F,. Sea entonces, U v § las estimaciones bootstrap ideales
de v y s respectivamente. Cuando ¥ y § son calculables en funcién de los datos A,
se toman entonces como estimaciones de v y $, sino, se recurre a una aproximacién
a vy § como se explicd en el Capftulo 4.

En este capitulo, supondremos que se necesﬂ:a una aproximacién a v y §. Con este
fin, vamos a considerar el desarrollo de 9 en términos de los polinomios ortogonales
respecto a la distribucién empirica F,. Para ello, consideremos el espacio de funciones

—{T: B"[T*(X")] < o0},

donde, como es habitual, la esperanza E*(-) = Fp,(-) es la esperanza bootstrap, y
X* es una variable aleatoria con distribucién £,,. Dos funciones 7} y T5 de £? son
consideradas iguales si lo son casi por todo. El espacio £? es un espac1o de Hilbert
con producto escalar

(I, Ty) = B[ (X™)T5(X7)).

7.1.1 Polinomios ortogonales asociados a F,

Sea mg =1,y my = %Z?:l XPF el k-ésimo momento empirico, y consideremos la
matriz de momentos My = [m;i;]; j—o, k. Puesto que F, tiene soporte finito (de
cardinal n) entonces sus momentos k son finitos. Supongamos que los determinantes
A = det Mg, k = 0,....,n — 1, son no nulos. Entonces un sistema de polinomios
ortogonales respecto a F,, existe y viene dado por (ver CHIHARA (1978))

Pu(s) = AL Di(s), k=0,...,n—1, o (7.1)
donde _ }
mo ma Mg
my MMy M1
Dy(s) = det :
Myp—1 My Mok—1
1 s 5"
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La norma de los polinomios en (7.1) viene dada por
1Pull2a = 1Pl = BYPE(X7)] = A7, A, k= 0,0~ 1,

con el convenio A_; = 1. Los polinomios { Py (s) }x>o verifican la relacién de recur-
rencia,

Piia(s) = (s~ cey1)Pe(s) — Aet1Pr—1(8),
Py(s) = 1,y Pi(s) =s—my;

con

AV AT (s, P{(s))
Ak,"f'l - Ai_l Y Cet1 = “P’CH% .

Sea X! = (X}, ..., X}) una muestra bootstrap de tamano n. Consideremos los
espacios de Hilbert
2 TR =R, BTN},
donde E% es la esperanza respecto a la distribucién conjunta de &y = (X7, ..., X).

Si §" = T,(X?) es un estimador con varianza finita, entonces T,,(-) es un elemento
de £2 y por tanto tiene un desarrollo de la forma ‘

Ta(Xy) = > a@Pk(xg). (7.2)

keNn

donde {P()}renn son polinomios multivariantes ortogonales respecto a la distribu-
cién conjunta de X¥, donde Pg =1, y ag = (T, Pk>£%/|[Pk|l%%. El sesgo y la varianza

ideales de 9; = T,(X?) vienen dados por

s=oao—~tF)yd= Y  alPl (7.3)
keNn\ {0}

donde t(-) es el funcional que define la relacién que hay entre la distribucién de -
interés F' desconocida y el pardmetro de interés 8, i.e. 6 = t(F). Esto significa que
t(F,) en (7.3) puede ser reemplazada por 8, cuando este tltimo viene dado por la
misma. relacién, i.e. cuando #, = t(F,). Puesto que las componentes de A, son
independientes, entonces la distribucién conjunta de X* es (Fy,, ..., F,,) de dimensién
n. Asi, el sistema

Pu(x) = [ Pul5) (7.4
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es un sistema ortogonal en £2, donde, k = (ki ..., k,) y para cada j = 1,...,n, Py,
es el polinomio de grado k; ortogonal respecto a F,. La norma en £2 de los Py en
(7.3) es

”Pk“ﬁﬁ = H HijHm.

En particular, tenemos
Pols1, .y sn) = 1,
P, (s1,..., 5n) Pi(s;), 7=1,..,n,
Poc;(51,..,8n) = Pa(85), Peyie;(515 vy 8n) = P1(8:)P1(s5).

COn norrmas

HPOH = 1) HPejH = HP1H, ] = 1, oy T,
”PQGJ‘H - HPQIL .7 = 1) w1
Pevrell = [Pl Vi, cond #j.

7.1.2 Estimacién bootstrap

En la expresién del sesgo y la varianza ideales en (7.3) las cantidades desconocidas
son los coeficientes aj. Ahora, vamos a seguir el mismo procedimiento, que en el
caso paramétrico, para estimarlos consistentemente. Sea X!, ..., X%, B muestras

~ , . o ~*b
bootstrap cada una de tamartio n extraidas a partir de F),. Escribimos a 0, , como

b = Bo+ > S BPLX) +eb b=1,..,B (7.5)

=1 (k=i

donde ¢ es una variable aleatoria con media 0, varianza o? e incorrelada con los Py,.

Tratamos, entonces, de aproximar los pardmetros {5, }x y o mediante el método
de minimos cuadrados. -

Sea [3; y 6*? la solucién de minimos cuadrados, dada por (6.12) con la matriz de
disefio correspondiente a los polinomios Py, |k| < m, y que tiene un aspecto como
en (6.38) cuandon =3y m = 2.

La aproximacién natural a § y © vienen entonces dados, como en el caso paramétrico,

por
m

o Ak ~x ~ %2 .
8ort = Bo — t{Fn), ¥ Uon = Z Z B IPx* + 6 2

3=1 |kl=J
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Por las mismas razones que en el caso paramétrico, §* y 0*, mejoran sustancialmente
a los estimadores bootstrap usuales. Para estimadores que tiene una aproximacién
lineal, un desarrollo hasta m = 1 basta para dar resultados aceptables. Mas formal-
mente, si 9 = L* + R} donde L} es la parte lineal del desarrollo de 9 Entonces, si
var(L*) /¥ es préxima a uno, la eleccién de m = 1 en el desarrollo (7 5) basta para
tener aproximaciones satisfactorias. Sin embargo, podemos siempre elegir un nivel m
en el desarrollo dependiendo del estimador de interés usado. En muchas situaciones,
la eleccién de m=2 es satisfactoria, como muestran los resultados numéricos.

7.1.3 Resultados numéricos

Con el fin de verificar numéricamente el procedimiento bootstrap ortogonal descrito
arriba, hemos considerado una muestra, &, = (Xi,...,X,), de tamano n = 10
procedente de una distribucién Ezp(c) con o = 1. Vamos a aplicar el procedimiento
sobre cuatro estadisticos simples para los cuales es posible calcular con exactitud el
sesgo y la varianza bootstrap ideales. Este hecho nos permitird ver con claridad la
precisién del método bootstrap ortogonal comparando los resultados obtenidos con
los resultados exactos y con los resultados obtenidos usando el método bootstrap -
estdndar.

Los estadisticos considerados son i = T,,(X1,...,Xn) = X la media muestral
como estimador de la media de la poblacién p = E(X;), el estadistico & =
To( Xy, Xpn) = 52 la varianza muestral como estimador de la varianza de la
poblacién o? = Var(Xl) el estadfstico 0 = Tp(Xy, ..., X,) = X? como estimador
del pardmetro 0 = h(u) = p? y el estadistico £ = Tn(Xl, .., Xn) = exp(—X) como
estimador del pardmetro £ = exp(—u).

Hemos elegido 3 tipos de estadfsticos: un estadistico lineal en los datos, X, un
‘estadfstico cuadrdtico en los datos, S2 o X?, y un estadfstico, exp(— —~X), con un
desarrollo, (7.2), infinito en términos de pohnomlos ortogonales.

Consideremos el método bootstrap no paramétrico, donde las muestras bootstrap
son extrafdas de la funcién de distribucién empirica F,, que pone probabilidad % en
cada observacién original X;, ¢ = 1,...,n. Sea X = (X7,..., X} ) una muestra
bootstrap, entonces para cada i = 1,...,n,

PUXT = X} = % =1 ..m.
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Para cada uno de los estadisticos citados consideremos los desarrollos siguientes

(L) Tn(Xy) = ﬁo+Zﬂ o, (X2) +
Q1) Tn(Xy) = ﬁo+ZﬁejPej<X:>+Zﬂgengej(X:)+e y
j=1 j=1

(Q2) To(X]) = Bo+ D BoPe( )+ 5o Py (X2) +
j=1

i=1

n-1 n
Z Z 5ei+ejP€'i.+6j (X;) + €.

i=1 je=il

donde e; es el j-ésimo vector canénico de N™. El desarrollo (L) es el desarrollo lineal
del estadistico T,,, el desarrollo (Q1) es el desarrollo cuadratico incompleto y (Q2)
es el desarrollo cuadratico completo de T,,. La expresién de los polinomios Py en el
desarrollo esta expresada en la seccién anterior, (7.4), en términos de los polinomios
ortogonales respecto a F,. Ahora, vamos a aplicar el método bootstrap ortogonal
con un numero de muestras bootstrap B = 70

a.) Sea Tn(Xf, ... X:) =X} =n"' 3.1 X}, en este caso el sesgo y la varianza
bootstrap ideales vienen dados, sencﬂlamente por

1% ]

5=0 y U=—,

o 3

cuyo resultado observado a partir de la muestra
§=0 y ©=0.02908653113

b.) Sea T,(X{,...,X}*) = X2, El sesgo y la varianza bootstrap ideales vienen

dados por
~2 242 7 ~4 o a <4
. 0 . 4Xcot  AXps+20 -3
i=Z y 5= 4 M3 _ + Haq -
n n n n
donde i, es el i-ésimo momento muestral centrado

1 < o
A.:—E:X-—aXZ | = 3,4.
iuz nj:1( J )5 ?

Los valores observados son

§=0.02908653113 y © =0.07622274
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c.) Y para T,,(X7, ..., X2) = exp(—X}), el sesgo y la varianza bootstrap ideales
vienen dados por

Los valores observados son
§=10.0066 y v =0.0061

d.) Sea, ahora, T, (X* .., X*) = §2 = 071" (X7 — X*)% El sesgo y la

varianza bootstrap ideales vienen dados, en este caso, por

. 2 /-
§:_0_2 vy O = n—1 'L_‘i__@_i(;‘l i
n n n  n(n-—1)

Los valores observados son

§ = —0.020086 y v = 0.00766

En la Tabla 7-1 resumimos los resultados en a.), b.), ¢.) y d.).

Varianza Bootstrap Ideal | Sesgo Bootstrap Ideal
X 0.02908653113 0
X? 0.07622274 0.02908653113
exp(—X) 0.0061 0.0066
S 0.00766 -0.029086
Tabla 7.1

Los resultados de simulacién para obtener una aproximacién bootstrap a § y a
1, correspondientes al método bootstrap ortogonal y al método bootstrap estandar
para cada uno de los cuatro estadisticos considerados estén resumidos en la Tabla
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7.2
T T e | Suc
(LY | 0.020086531 0.3 107
e (1) | 0.020086530 | 0.0251 | 0.19 10°° | -0.023
(02) | 0.020086530 0.17 107
(L) | 0.06563 0.02763
X2 [{Q1)| 006752 |0.06116 [ 0.0289 | -0.009
(G2) | 0.07622273 0.0290865
(L) | 0.006825 0.00642
exp(—X) | (Q1) | 0.0064 | 0.00667 | 0.00674 | 0.0167
(@2) | 0.006114 0.00643
) 0.0103 70.025%6
S [(Q1)| 00087 1000898 | -0.02806 | -0.023
(Q2) | 0.007663 70.0290%653
Tabla 7.2

Fn realidad, los resultados anteriores corresponden al grupo 1 de M = 25 grupos
de B = 70 muestras bootstrap de tamafio n. Para cada grupo j de los M = 25
grupos hemos calculado 37, o, §}3}C y ﬁféc, 7 = 1,...,25, para cada uno de los
cuatro dichos estadisticos.

;

XL X
. - §;}t: ?j;&ta ‘§?\/}C y /LA)Z/}C
XHE L XB
X17 R3] Xn — 4
XL XM

kM axM o axM ~ kM
— Sty Uorts Sme Y Vae

*M,B «M,B
XMEB X

\

Después hemos calculado el error estandar correspondiente a cada una de las cuatro
aproximaciones, es decir

M
ECM(8%,) = (69,- 8 y BOM(3) = — 3 (0, =)
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También hemos calculado las razénes:

Ratiof . = ——-———EO]V[(SMC) y Ratio) . = ECM (V)

0~ "ECM(3%,) vor — TBOM (0,,)

Los resultados obtenidos son los de la Tabla 7.3
ECM(%%.,) | ECM(03,0 ECM(§;t) ECM(é}’VIc) Ratio},, Ratz’ozesq
(L) | 0.59 0.11 14.2 28.2
; 10—19 10—17 1013 1013
X Q1) 0.92 0.84 107° { 0.38 0.3110°% [901.3 &81.5
10—19 10—17 1012 1012
(Q2)| 0.56 0.32 15 1019 [ 9.6 101°
10—16 10~14
B (L) { 0.2 1074 0.15 1074 6 52
X? Q)] 0.17107% | 1.2 10~4 0.1410°% | 7.810¢ 7.05 55.7
(Q2) 10716 0.2 10714 12 1011 | 39 10%
i (L) | 1.6 10-° 7.6 107° 3.3 88.1
e X (QL) 1.5 10°° 5.310°° 7.2107° 6.7 1073 3.5 93
(Q2) 8.6 1077 ‘ 2.75 10—° 61.6 243.6
(L) 10.31107° 0.16 103 0.7 0.87
Sﬁ (Q1) 10°° 0.22107° [0.23107% 1 0.14 107® | 2.2 6.08
(Q2) 3.25 0.35 67.6 4 101
10—16 10—15 . 1010
Tabla 7.3

Para comprobar el procedimiento ortogonal, 100 muestras originales suplemen-
tarias de tamafio 10 fueron extraidas. Hemos llevado a cabo todos los célculos
hechos anteriormente para cada una de las 100 muestras originales. Es decir que
hemos ejecutado el algoritmo para cada una de las 100 muestras originales. Esto nos
ha llevado a obtener una sucesién de 100 razénes del error estandar para el sesgo y
para la varianza:

Ratiol,,,, ooy Ratiof2® v Ratioll,, ..., Ratiof. (7.6)

sesg vary ** var
Hemos calculado las medias,

100 100

. <k 1 Y] : Lk 1 . %]
RatioMediog,,, = 1% 2; Ratioll, v RatioMedio),, = 150 JZ; Ratio)?,.
]: -

sesg

correspondientes a cada uno de los cuatro estadisticos considerados. Los resultados
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obtenidos son los registrados en la Tabla 7.4.
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RatioMedio},. | RatioMediog,,

(L) 2.3 101 2 10
X Q1) 10.6 107 4.4 10%
(@2) 8.3 101" 2.5 10"

(L) 4.5 414

X2 Q1) 5.6 44
(Q2) 92 10" 34 10

(L) 4.2 42.9

exp(—X) | (Q1) 5.1 43.5

(@2) 82 233

(L) 0.8 1.2

S2 (Q1) 3.5 8.7
(Q2) 71 10" 52 10"

Tabla 7.4

7.2 Desarrollos basados en la distribucién Multino-

mial

Se trata del mismo procedimiento, sélo cambiamos de espacio en el que trabajamos,
por lo que, se cambia el sistema ortogonal utilizado. Consideremos una muestra
bootstrap X = (X7, ..., X}}) extraida de la distribucién empirica F,. Entonces cada
observacién X} puede ser una de las observaciones originales X; con probabilidad
1/n. Por lo que definimos

N{ = Card{j : X] = X;},

el nimero de apariciones de la observacién X; en la muestra bootstrap. Entonces
podemos ver claramente que el vector N* = (N7, ..., N*_;)7 sigue una ley multino-
mial

(7.7)

N* ~ Mult,,_1 (n; l, cony l) .
n n

Notemos que hemos considerado N* con 7 — 1 componentes, ya que, una vez conoci-
doslos N{, ..., N:_,, entonces N} = n—zg;‘f N}. Entonces a cada muestra bootstrap

X se le puede asignar un vector multinomial N* de dimensién n — 1. Sea ¢ esta
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transformacién, es decir, X} = o(N*). Entonces 0. = T (X:) = T 0 p(N*), y n
tando por S,, = T,,0 podemos entonces considerar, a partir de ahora, a §,, = S,(IN*)
como funcién de N*.

O_

Ejemplo 7.1 Consz'(ilfremos,A *el estadfstico én = X,. Entonces podemos ver fd-
cilmente que la replica 0, de 0., correspondiente a una muestra bootstrap X; =
(X5, ..., X}), puede expresarse como

n n—1 n—1
g, = % > ONIX; = % SN X+ (n = N)Xn.
i=1 i=1 j=1

De otra forma,

B, = XT N" + (n — 1"N") X, (7.8)

donde 1 es el vector de dimension n — 1 cuyos componentes son todos igual a 1.
Notemos que, en (7.8), la tunica cantidad aleatoria es N*, donde X, es fija. En este
caso, la transformacién Sy(.) viene dada por

S5,(U) =XT Ut(n-1TU)X,,
. para cada vector de probabilidad U de dimension n — 1, y se verifica que
0, = Su(N") = To(X,),

para cada muestra bootstrap X:. Notemos que puesto que Ty, (-) es lineal en los datos
X, entonces Sy(-) también lo es en N*.

Consideremos el estadistico, §,, = %Z?:I(Xj — X)?, la varianza muestral, que
es cuadrdtico en los datos. Un calculo elemental da, para N* con dimension n,

Ak " n—-—1 e " 2 it - * ATH
0, = Sn(N") = — > OXINT - = > XXGNIN;. (7.9)
i=1 i=1 j=i+1

, - 4
Para expresar a 8,, solo en términos de Ny, ..., N}_,, basta reemplazar N, por n —

SN en la expresion (7.9). Notemos también que, Tn(.) es cuadrdtico en los
datos, y Sn(.) es cuadrdtico en N*.

Consideremos el espacios de Hilbert definido por

1 1
Lipur, , = {T : Eyvae[T*(N)] < 00 donde N~ Mult, 1 (n, e —> } .
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donde F Mult( ) es la esperanza respecto a la distribucién multinomial mencionada.
Entonces L3, _, es simplemente el espacio de funciones con cuadrado integrable
respecto a la funcién de probabilidad multinomial de N* en (7.7). Entonces en
L3 4., existe un sistema de polinomios multivariantes ortogonales {Qi(s)}rens-1,
donde cada Q. es de grado |k| a lo sumo, sin pérdida de generahdad podemos escoger
Qo(-) =1

Si el estimador 9: = S, (N*) tiene varianza finita entonces S,(-) es un elemento
de L3, _,, ¥ se verifica

@* =ag + Z CLka(N*), (7 10)

keNr-1\{0}

con ax = {Sn, Qk)/||Qx]|?, donde la norma y el producto escalar son definidos como
es usual en L3, . A partir de (7.10), el sesgo 3 y la varianza © bootstrap ideales
tienen la expresién

s=a—tF)yi= Y alQl’ (7.11)

keNn—1\{0}

donde las cantidades desconocidas son los coeficientes de Fourier ax. El funcional
t(.) es el funcional que define la relacién que hay entre 8 y F, es decir, § = ¢(F"). Una
aproximacién natural de § y 9 serfa sustituir los coeficientes ay por sus estimaciones »
en (7.11). Para ello, recurrimos al procedimiento descrito en las secciones anteri-
ores, donde se considera el método de minimos cuadrados. Primero, truncamos el
desarrollo en (7.10) y escribimos '

m
A*b *, fvd
n :50+22ﬂka(N °) + €, (7.12)
7=1 |kl=j
para cada muestra bootstrap X*°, b = 1,..., B, donde, como antes, g’ son realiza-
ciones de una variable aleatoria € cuya media 0 y varianza o2, e incorrelada con los
Q, |k| < m, siendo m un entero elegido adecuadamente. En términos de (7.12), el

sesgo § y la varianza © bootstrap ideales tienen la expresién
§=Bo—tF)y =" > BillQul*+7”
3=1 |kj=j

Sea BZ y 6 la estimacién de minimos cuadrados dada en (6.12), pero con matriz
de disefio formada por Q(IN*®), entonces una aproximacién a § y ¥ es

= Bo — t(F. yvﬂZZankng

=1 |k|=j
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Por las mismas razones que en la primera seccién del capitulo anterior (ver por ejem-

plo (6.26)), las aproximaciones §* y 9* mejoran sustancialmente a los estimadores

usuales de Monte Carlo. Esto, también lo comprobaremos mediante resultados

numéricos més abajo. Antes, vamos a ver cémo podemos obtener el sistema or-
. . 2

togonal {Qx}x en el espacio Li;, -

7.2.1 Sistema ortogonal en la familia Multinomial

El método que vamos a seguir ahora para construir un sistema ortogonal, es aplicable
a las familias exponenciales multivariantes donde la familia Multinomial es una de
ellas. Para més detalles sobre este procedimiento se puede consultar POMMERET
(1996). Notemos por fx(x, m) la funcién de probabilidad de una variable aleatoria
X con distribucién multinomial de dimensién d, Multy(n, my, ..., mq), parametrizada
por su media m. Entonces fx(x, m) viene dada por

nln™

d
.’,Ulll‘d’ (’)’L — Zi:l xz)'

Sea V' (m) la varianza de X, entonces V (m) viene dada por

fX(Xym) =

d n"Z?:l T4
me..moit (n - Zmi> . (7.13)
=1

, 1 '
V(m) = —EmmT + diag (my, ..., Mq) .

Sea mg un punto del espacio de medias de X, por ser V(myg) definida positiva,
existe una matriz A cuadrada no singular tal que AV (mg)AT = D(imy) sea diagonal.
Consideremos la variable aleatoria Y = AX, entonces Y tiene la media u = Am y
la matriz de varianza W(u) =D(A~1u) diagonal en €l punto uy = Amy. La funcién
de probabilidad de Y viene dada por

gy(y,u) = fx(A7y, A" ). (7.14)

Para k € N¢, consideremos las funciones

Akl
P/\:(Y} uo) = WQY (Y> u)

~ /QY(yva o), (7'15)

donde la notacién u* = u’fl...u’;d. Entonces

Qi(x) = Py(y, ug) = P (Ax, up) (7.16)
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es un polinomio de grado |k| en x, ortogonal respecto a fx(x,my). En particular,
estos polinomios verifican la relacién de recurrencia siguiente

Pare (y:0) = 2-Puly,u) + Paly, u)P, (v, ), (7.17)
Pej(Y:u) - [W_llj(y—‘u):

donde [W~1]; es la j-esima fila de la matriz [W(u)]™". La norma del polinomio Qy
viene dada por

1Q&lI? = P& (., uo)||? = Klex (diag(AV (mo)AT)) ™", (7.18)
para cada k € N¢, donde k! = k;!...kgl, vy
[k —1 i
Cp = H <1 — —) .
=0 n

Nota 7.1 Puesto que en la definicion de fx(x,m) en (7.13) el término

nln™

d
l..24 (n -y xi)!

es independiente de m, entonces, si definimos

d n—3 iy i
0 Ld—
fx(x,m) = mp.m;’ (n—g mi) Y
=1

gr(y,u) = fy(A7ly,A M),

entonces, la definicién de Pi(y,u) en (7.15) no cambia si sustituimos gy (y,u) por

99 (y,u). Fs decir,
/ ov (¥, uo). (7.19)
u=ugp

En el caso de nuestra variable Multinomial N*, donde d = n — 1, la media my
es el vector de dimensién n — 1 cuyos componentes son todos iguales a 1, ya que,
E*N} = 1. La matriz de varianza covarianza es la matriz (n —1) x (n — 1) dada por

o,
Pi(y,ug) = 5{17;93/(}’7 u)

[ary

77—
n

S |
J

1
=1, ——117.
n

52|
3
it
23 =

V:

..3]

|
3=
|
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Para encontrar un sistema ortogonal respecto a la funcién de probabilidad de N*,
necesitamos encontrar una matriz A tal que AV A” sea diagonal. Para ello, podemos
considerar, por ejemplo, el método de Cholesky para buscar una matriz B tal que
V = BBT, que siempre existe puesto que V es simétrica y definida positiva. Luego
escogeremos A = B™!, y con esta eleccién se verifica

AV AT =1,_;.

Ejemplo 7.2 Con el fin de ver este procedimiento, supongamos que n =8, con
esto tendremos my = (1,1), y

2 1
143
3 3
La matriz A dada por
1 1
=14
verifica que
r_[%0
war-[30]

consideremos el vector aleatorio Y = AX, entonces, ug = (2,0), y

Lo+ Ly —
g%(y w) = (Ul + u2> 5 ly1+ye] (’Ufl _ u2> 5y —y2] 5 u1)[3_y1].

2 2

Entonces, tendremos

it (e Fus\N g~ fur—u\
P, (y,u) = & ( ) LU 2(1 ) CB-y)E )

4 2 4 2

Y1ty furtu Ty fum—ug\
Pea(y,w) = = 2 I 2 '

Por lo tanto

3 1
Pe1 (Ya uO) - 'éyl - 3: y Pez(Y) uO) = "2_y2'
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Y a partir de la férmula de recurrencia en (7.17) podemos calcular los polinomios
de grado mdas alto. Tenemos

0 | i+ [ Fu\ T = [u— U 2
p,(y, _ _ _
T, e (vow) 8 2 8 2

(3—y)(3—w)7?

0 ity (umtw\ T -y (u =g -
2 p, _

Fa Pl ) 8 2 +3 2 Y

0 oty (uFua\ T g =y U= U -
2P (yu) = _

5 Pea (v, 1) 3 2 8 9
FEntonces, segun (7.17),
3 7
Peyte,(y, uo) = Zylw - ZZ/Q;

9 33

Poe, (y,15) = Zly% L +6, y
1 1

Poe,(y,uy) = 5,@3 -

Usando la férmula (7.18), obtendremos las normas

Pall =2, IPal? = 1, IPaeP =3, [Paall® =5 7 [Pavsal = 5

Notemos que, para expresar los Py (y, ug) en términos de la variable x, con el fin
de obtener Q(x) basta sustituir y por Ax, (ya que y =Ax). En el caso del ejemplo
anterior, tenemos que sustituir y; por z; + z3 y ¥2 por z; — Z;. Sin embargo, en
la aplicacién del procedimiento, la sustitucién no es necesaria, podemos trabajar
directamente con los datos transformados y =Ax.

7.2.2 Resultados numéricos

A.) La primera parte de esta subseccién es la continuacién de los resultados numéri-
cos anteriores, donde los datos proceden de una distribucién exponencial Ezp(a). En
esta seccién, usaremos las mismas muestras originales y las mismas muestras boot-
strap que las que han dado lugar a los resultados nurnéricos registrados en las Tablas
de la seccién anterior. Lo tnico que hemos cambiado es el sistema de polinomios
ortogonales, donde usamos ahora el sistema ortogonal respecto a la Multinomial
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en lugar del sistema ortogonal respecto a la distribucién empirica. Los resultados
de simulacién que corresponden al primer grupo de muestras bootstrap, usando la
primera muestra original, estén registrados en la Tabla 7.5, que es una versién de la
tabla 7.2 ‘

~F =% Tk )

Yort YMmc Sort Smc
(L) ] 0.020086531 10710
X (Q1) [ 0.029086531 | 0.0251 [ 0.4107° | -0.023
(Q2) | 0.029086533 0.6 1078
(L) 0.0663 0.02782
X? Q1) 0.0728 1 0.06116 | 0.0289 -0.009
(Q2) | 0.07622274 , 0.0290865
(L) 0.00677 0.00606
exp(—X) | (Q1) 0.0063 | 0.00667 [ 0.0061 | 0.0167
(Q2) ] 0.00605 0.0065
(L) 0.0101 : -0.0262
S2 Q1) 0.0086 | 0.00898 | -0.028 -0.023
(Q2) | 0.007662 -0.02908652
Tabla 7.5

La tabla de los errores cuadraticos medios correspondiente a la primera muestra
original, que es la analoga de la Tabla 7.3, es la Tabla 7.6 siguiente
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ECM(9;,) | ECM(0},,] ECM(3L,,) | ECM(5;, )| Ratiol,, | Ratiok,,]
@) | 0.85 0.36 98 104 | 86 10
10—21 10—-19
X (Q1) 0.127 0.84 107% [ 0.21071" ] 0.31 1073 | 66 10 | 15.5
10—-19 1013
(Q2) 0.19 0.58 15 10 | 0.6 10
10—17 10-16
L) | 0.18 1074 0.146 6.66 532
) 1074
X? (Q1)] 0.11107%} 1.210™* [0.13107% ] 7810 10.9 60
(Q2) 041 0.38 29.2 21073
10—17 10—16 1012
@ [01510°° 7.55 100 35 837
e [ (Q1) 0.71 1077 | 5.310°° |[7.1107° |6.710°3 7.46 94.36
(Q2) 0.29 108 7.3107° 182.7 917
Ly [0.15 10°° 0.146 1.46 9.6
1074
SfL (Q1) 0.72107% | 0.22 107° [ 0.13107% | 0.14 1073 | 3.05 10.77
(Q2) 0.53 | 0.65 415 215
10—19 10—15 1012 1011
Tabla 7.6

La aplicacién del procedimiento a 100 muestras originales exponenciales nos a
llevado ha obtener 100 ratios correspondientes a la estimacién de la varianza y del
sesgo como en (7.6) para cada uno de los desarrollos (L), (Q1) y (Q2). La Tabla 7.7
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RatioMedio?,, | RatioMediol,,,
(L) 16.4 10%° 7.1 10%
X Q1) 14 10™ 510™
(Q2) 9.6 1072 6.3 1072
(L) 5.1 38.4
X? Q1) 14.7 52.6
(Q2) 37.5 1072 41.3 10"
(L) 4.6 45.5
exp(—X) | (Q1) 10.4 67.1
(Q2) 221.6 1076.8
(L) 2.2 15.7
S? (Q1) 5.4 30.1
(Q2) 36.2 107 20.4 1072
Tabla 7.7

B.) Ocho sujetos han usado parches medicinales con el fin de infundir cierta
hormona natural en la corriente sangufnea. Se ha medido el nivel de sangre de cada
uno de los ocho sujetos después de usar tres diferentes parches: Parche PO que no
contiene ninguna hormona, Parche PA que fue fabricado segin un plan antiguo,
y Parche PN que ha sido fabricado recientemente segiin un nuevo plan. Las tres
primeras columnas de la Tabla 4.1 muestran las medidas de nivel de sangre de los
ocho sujetos.

Sujeto PO PA PN z=PA-PO y=PN-PA

1 9243 17649 16449 8406 -1200
2 9671 12013 14614 2342 2601
3 11792 19979 17274 8187 -2705
4 13357 21816 23798 8459 1982
5 9055 13850 12560 4795 -1290
6 6290 9806 10157 3516 351
7 12412 17208 16570 4796 -638
8 18806 29044 26325 10238 -2719
Media 6342 -452.3
Tabla 7.8

El objetivo del experimento es mostrar la bioequivalencia entre PAy PN. El
parche fabricado segtin el plan antiguo fue aprobado para la venta por la FDA ”Food
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and Drug Administration”. El parche fabricado segin el nuevo proyecto no necesita
una nueva investigacién de la FDA. Serfa aprobado para la venta si se pudiera probar
que es bioequivalente al antiguo. El criterio de bioequivalencia para la FDA es:

|E(PN) — B(PA)]
E(PA) — E(PO)

< 0.20.

Sea entonces § el pardmetro definido por

E(PN)— E(PA)
E(PA) - E(P0)"
Fn este ejemplo consideremos la estimacién del sesgo y el error estdndar del

estimador por substitucién 0 de §. Nos interesamos en dos estadisticos Z e Y
obtenidos para cada uno de los ocho sujetos de la forma:

o= (7.20)

Z = medicién bajo PA — medicién bajo PO,

Y = medicién bajo PN — medicién bajo PA.

Supongamos que el par X; = (Z;,Y;) es obtenido por muestreo aleatorio a partir
de una distribucién bivariante desconocida F,y que Y e Z son independientes entre
si. Entonces la muestra de interés X, consiste en n = 8 observaciones, y 6 en (7.20)
viene definido como

Ep(Y)

Ep(Z)
En este caso, t(.) es el funcional que a cada distribucién de probabilidad bivari-
ante (Z,Y) le hace corresponder el cociente de las esperanzas. La estimacién por
substitucién de f es entonces:

0 = t(F)

o 8
. R /8
(IR AP DR LN
Z Zl Zi/ 8
Las dos ultimas columnas de la Tabla anterior muestran ‘1as Z; e Y; para cada
uno de los ocho sujetos. El valor esperado de 0 es entonces:

—452.3
6342

6= = —0.0713.
Observemos que 9. es considerablemente inferior a 0.2, entonces hay, posibilidad

de satisfacer la condicién de bicequivalecia para la FDA. Queda saber la precisién
de nuestra estimacién.
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Para ello, se ejecutan B = 400 simulaciones de Monte Carlo y se calculan las
B =400 replicaciones del estadistico 0 correspondientes a cada muestra bootstrap.
Dichas 400 replicaciones han dado una estimacién del error estandar 3€3,0 400 =
0.105 y la media de las replicaciones #* = —0.067. Las estimaciones bootstrap del
sesgo y del error estdndar basada en las férmulas (4.9) y (4.11) respectivamente, han
dado
83ca00 = 0.0043 'y 380 400 = 0.105.

El cociente entre la estimacién del sesgo y del error estandar 8}3,¢.400/3€hc 400 =
0.041 es pequefio, y segtn la regla (ver EFRON & TIBSHIRANI (1993)), un sesgo
menor que 0.25 por error estandar puede ser ignorado. Esto indica que no tenemos
que preocuparnos sobre el sesgo de .

Para ver como son los resultados obtenidos respecto a la realidad, es decir, como
son respecto al sesgo y la varianza bootstrap ideales, vamos a ejecutar el método
de Monte Carlo con un nimero bastante grande de simulaciones B = 10000. Hemos
obtenido los siguiente resultados que son considerados como estimaciones ideales:

3 o a¥ .

Por lo tanto, el error estandar,

§& o 58301000 = 0.102.
Notemos que el sesgo ideal § es considerablemente superior a la estimacién obtenida
con B = 400, 3,0 400 = 0.0043.

Por otra parte, los célculos basados sobre el método centralizado de EFRON
(1990) que mejora considerablemente la estimacién del sesgo para los estimadores
que tienen una aproximacién lineal como es en nuestro caso, han dado la estimacién
sigulente del sesgo con B = 400 :

§% 0y = 0.008.

Esta tltima estimacién estd més cerca de la estimacién ideal que la estimacién de
Monte Carlo estandar con B = 400, 8};0400 = 0.0043. La estimacién delta de la
varianza nos ha dado

Vdeita = 0.095,

y por lo tanto
S€gerte = 0.0974.
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que es sensiblemente inferior a la estimacién ideal.

Con €l fin de comparar los resultados anteriores a los resultados obtenidos me-
diante nuestro método ortogonal hemos simulado 25 grupos, donde cada grupo estd
forrpado por B = 400 muestras bootstrap. Hemos calculado la varianza y el sesgo
de 8 correspondientes a cada grupo usando el método de Monte Carlo y el método
ortogonal basado en cada uno de los desarrollos (L), (Q1) y (Q2). La Tabla 7.9
recoge los resultados correspondientes al primer grupo.

Oors | Oo | Som | Shc
(L) [ 0.01011 0.00781
¥ [(Q1) ] 0.01015 | 0.012 | 0.007883 | 0.00376
(Q2) [ 0.01028 0.00811
Tabla 7.9

Siguiendo el razonamiento de los apartados anteriores, hemos calculado el error
cuadrético medio correspondiente a las 25 estimaciones obtenidas para cada uno de
los métodos mencionados. Los resultados obtenidos son los registrados en la Tabla

7.10

ECM(0:,) | ECM(0%,0)] ECM(4,) | ECM(8},)| Ratiol,, | Ratiol,,,
(L) ] 0.108 0.310°° 7.43 7.76
10—6 .
% 1 (Q1]0.7510°" | 0.803 0.25 10™° | 0.23 107* | 10.7 9.32
10—6 .
(@2) 0.131 0.14 107 61.7 16.6
1077
Tabla 7.10
Corr}fzntarioz
Sea 6 un estadistico cualquiera que admite un desarrollo de la forma
On=a0+ Y axPe(X])0f =00t Y, axQu(N), (7.21)

donde X

keNn

keNn-1

T3

(X5, X2) v {Pr}renn es un sistema ortogonal en L2 v N* =

(N2, .., N*_,) como en (7.7) v {Qg }xenn—1 es un sistema ortogonal en L3,

El estadistico @Z = X es una funcién lineal en los datos A;; por lo que tiene

un desarrollo finito hasta el grado 1. Es decir que ax = 0, en los desarrollos en
(7.21), para |k| > 2. A partir de las Tablas 7.3 y 7.6 podemos ver que para dicho
estadfstico, la consideracién del desarrollo (L) es mejor que si se considera cualquier
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otro desarrollo, para estimar el sesgo y la varianza bootstrap. En otras palabras,
el error cuadratico medio cometido para aproximar el sesgo y la varianza bootstrap
de X* es menor cuando se usa el desarrollo (L) que cuando se usa (Q1), (Q2) o
cualquier otro desarrollo de grado supemor para dicho estadistico.

Para los estadfsticos 6 = X*2 0 0 = = S que son cuadrético en los datos,
podemos ver a partir de las mismas Tablas 7.3 y 7.6 que la estimacién bootstrap
ortogonal es muy precisa usando el desarrollo (Q2). También, se puede apreciar que
el uso del desarrollo (Q1) mejora la estimacién obtenida usando el desarrollo (L)
que a su vez es mejor que la estimacién obtenida usando el metodo estandar de
Monte-Carlo.

Para el estadfstico §,, = eX" que tiene un desarrollo infinito (7.21) en términos de
polinomios ortogonales, se ve a partir de dichas tablas que la estimacién bootstrap
ortogonal considerando el desarrollo (Q2) mejora la estimacién que si se considera
el desarrollo (Q1), v que esta tltima mejora la estimacién que si se considera el
desarrollo (L1). También habrs de esperar que la consideracién de un desarrollo
superior a (Q2) mejore la estimacién bootstrap ortogonal, aunque se puede ver que
la consideracién de (Q2) es suficiente para obtener estimaciones satisfactorias.

Consideremos, por ejemplo, la aproximacién del sesgo bootstrap ideal § = sesg* (é;)
Sabemos que el estimador habitual de Monte Carlo §};-, usando B simulaciones,
es insesgado de &, por lo que ECM*(8},,) = Var*(§yc). Entonces, se puede ver
facilmente que

ECM*(8yc) = ;,
donde X
c=Var*(0).
Sea
R ECM*(83c)
ECM*( ort)

la eficiencia del estimador bootstrap ortogonal 8%, respecto al estimador de Monte
"Carlo estandar §},.. Entonces, tendremos

B.ECM*(8%,.) = R.B.ECM*(3.,,)-

Esto significa que la precisién en la aproximacién de § mediante 3}, usando B
simulaciones, es la misma precisién en la aproximacién de § mediante 83, pero
usando BR simulaciones. Por ejemplo, a partir de la Tabla 7.6 podemos ver que
la precisién que hernos obtenido en la aproximacién del sesgo de la media muestral
usando &%, con B = 70 simulaciones necesitarfa BR = 70 x 86 10" = 602 10%°
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simulaciones si usamos el estimador de Monte Carlo estandar 33,-. En este caso
particular el numero de simulaciones necesario para que 83, sea igual de preciso
que 8%, con B = 70, es demasiado grande de modo que en la practica es imposible
usar 8}, con el fin de obtener la precisién que ofrece &, con solo 70 simulaciones.



Capitulo 8

ESTIMACION BOOTSTRAP DE
LA DENSIDAD Y DE LA
DISTRIBUCION VIA
FORMULAS DE INVERSION

8.1 Introduccién

En este capftulo consideremos la aproximacién bootstrap de la densidad y la distribu-
cién de la media muestral baséndonos sobre un procedimiento libre de simulaciones.
Dicho procedimiento esta basado sobre las férmulas de inversién que relacionan la
distribucién y la densidad de una variable aleatoria con su funcién caracterfstica.
Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria simple idénticamente distribuida con dis-
tribucién F' continua y con media u = EX; y varianza o2 = var(X,). Sea f y ¢
respectivamente la funcién de densidad y la funcién caracteristica de X;. Consider-

emos la variable aleatoria
M, ~ Ap

o/C

donde M, = Y7 a;X; con {a;}iz1,.,n es una sucesién de nimeros reales, A =
St iay C =37 a2 Sea g, y ¥, respectivamente la funcién de densidad y la
funcién caracteristicas de Z,. El objetivo de este capitulo es estimar g,. En general
cuando n es suficientemente grande y u y o son finitas, bajo determinadas condi-
clones para las {a;};=1,.n, €l teorema central del lfmite nos da la solucién, ya que,

afirma que la variable Z, tiende a la variable normal estdndar. En otras palabras que
g» puede ser aproximada cuando 7 es bastante grande mediante la densidad normal

Zn,

131
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estdndar. Sin embargo, esta aproximacién es correcta solo asintoticamente, es decir
cuando n tiende a infinito. En préctica el mimero de datos n suele ser moderado o
no es suficientemente grande o puede ser bastante pequefio como para confiar en la
aproximacién ofrecida por el teorema central del limite. Hay que mencionar aquf,
por ejemplo, que la densidad normal es simétrica respecto al origen, sin embargo, la
densidad de Z, no lo es en general. Por lo que, si n no es suficientemente grande,
la. aproximacién normal puede resultar incorrecta. Una alternativa en tal situacién
es la aproximacién bootstrap g a g, que es la densidad de la variable aleatoria

Z*_M;—AX
" S AC

que es la réplica de Z, con muestra X7, ..., X} extrafda a de una distribucién es-
timada de F, digamos F , que puede ser por ejemplo la distribucién empirica F, o
un estimador paramétrico Fj cuando F' = Fy pertenece a una familia paramétrica.
X y S? son la media y la varianza empiricas asociadas a la muestra original. -En
general g& es al igual que g, dificil de calcular exactamente. Pero la ventaja que
tenemos en el caso bootstrap es que la distribucién F' es conocida y por lo tanto
podemos sacar tantas muestras como queramos con el fin de aproximar a g;. Como
hemos visto en capitulos anteriores, el método de Monte Carlo consiste en sacar
B muestras bootstrap X;?, ..., X* a partir de b , b=1,...,B. Después calcular las
B replicaciones Z*°, b = 1, ..., B de 7, correpondientes a cada muestra bootstrap.
finalmente aproximar a g, con el histograma correspondiente a

*1 *2 *B
Z0 72 7B,

Para la aproximacién de la densidad, en general, se necesita un nimero B bas-
tante elevado de simulaciones, por ejemplo 2000, con el fin de obtener resultados
aceptables. Y esto es el inconveniente del método de Monte Carlo.

8.2 Foérmulas de inversion

Recordemos en esta seccién los resultados principales que constituyen las férmulas de
inversién. Dichas férmulas establecen una relacién entre la funcién de distribucién
o la funcién de densidad de una variable aleatoria y su funcién caracteristica.

Teorema 23 Sea F(x) la funcidn de distribucion de una variable aleatoria cuya
funcién caracteristica es (t). Sea a y b pertenecientes a R. Entonces

= [ e = () + F-) - (P + Fla-)]

T On | o it 2
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Corolario 24 Sia y b son dos puntos de continuidad de I’ entonces

1 T e—ita __ o—ith

lim — [ % y(t)dt = F(b) - F(a). . (8.1)

T— oo 27T T XA

Corolario 25 Si(t) es absolutamente integrable, es decir si fj;o [ (t)]dt < +oo,
entonces F(x) es derivable en R y se verifica que

)= @) =5 [ e 52)

Para la demostracién de estos tltimos resultados se puede consultar, por ejemplo,
a SHIRYAYEV A.N. (1984).

8.3 Aproximacién de la densidad

Sea 1 (t) la funcién caracteristica de Z7, sabemos que si

+00
/ [ (t)|dt < 400, (8.3)
entonces la densidad de g;, de Z; viene dada por
1 +oo ) +00 )
o) =5 [ o= [ ey e (84

Entonces puesto que 1 (t) puede ser evaluada, si podemos calcular o aproximar el
integral de Fourier (8.4) para ciertos valores = de interés, podemos entonces obtener
valores para la densidad g*. Veremos en lo que sigue un procedimiento basado sobre
la. férmula de trapecios y las transformadas discretas de Fourier para calcular el
integral (8.4) en una sucesién de puntos z; diferentes y asf obtener una sucesién de
valores bastante precisos para la densidad gj;.

Sea *(t) la funcién caracteristica de la variable aleatoria X* cuya funcién de
distribucién es . Entonces se tiene que

620 = o (-2 )H (32=). (8.5)

En particular si a; =n™?

4= o (-5 o (557).

, 7 =1,...,n entonces
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donde X y S? son respectivamente la media y la varianza muestrales asociadas a la
muestra original. Cuando F es la distribucién empirica como es usual en el caso del
bootstrap no paramétrico entonces

QO*(t) — B (eitX") — %Zeith’
=1

que es una expresién conocida. De la misma manera, si ' = Fy es miembro de una
familia paramétrica con funcién caracteristica ¢,(t), v si se decide usar el bootstrap
paramétrico entonces I = Fj y *(t) = w(t) con 0 es un estimador consistente de
0, generalmente se utiliza el estimador de méxima verosimilitud. Por lo tanto la
funcién 1% (t) en (8.5) es totalmente conocida.

La condicién (8.3) implica que la funcién exp(—2mitz )i, (t) es integrable ya que
| exp(—2mitz)| = 1. Entonces, con la eleccién de un ndmero 7" bastante grande
podemos hacer la aproximacién

T
o} (z) = / ¢~2itE Yt () dy. (8.6)

T
Para calcular este integral vamos a aplicar la formula de trapecios. Se tiene que

m—1
g,:(a:) = h Z 6_27rikh$¢;(271'}€h) + _]z [EQ_Mmhxl/);(——Qﬂmh) + Q—QWimhx’l/}:L(27Tmh):|
k=-m-+1 2
(8.7)
donde h = T/m y m es un entero positivo. Esta ultima expresién es simplemente
la férmula de trapecios. Dicha férmula también puede ser escrita como

m 2m
k=—m-+1

m—1
gr(z) = z Z e~ TR e (27:/11) + S [e*™ Tyt (—2nT) + e~ Tyt (21T .

Entonces si evaluamos g¢*(z) en los puntos

J

= '2_1:) .7 = =M, ..., M,

Zj

obtendremos para todo 7,

T T s, (20KTN | T ¢
g(es) = — > e~2—z:’°l¢;< Tm )+———[e””@b;’;(—QWT)+e‘“3¢n(27rT)].

2m
k=—m-+1
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Si notamos por w, = exp(27i/n) entonces se obtiene

m~—1
e = 2 b () wit + g (20T + o r T

2m
k=—m-+1

con a = exp(—2mij) = cos(—2nj) + isin(—2nj) = 1, para cualquier entero j. Final-
mente, podemos escribir, para cada 7 = —m, ..., m,

f*,y = 0n m]) = Z 'l/’n,kw;#tk, (8.8)

k«—m

donde la sucesién 1y, , viene dada por

Ynom = 3 [W(=27T) + 4,27 T)],
Q/J:L,k:w:l(w), k=-m+1,..,m—1

m

Notando por fr = {f.}; v ¥, = {45, ;};, podemos observar que

2T
ey 9
I mﬂbn, (8.9)

con F la transformada discreta de Fourier. Asi, la sucesién f es simplemente la
transformada de Fourier multiplicada por 27/v/2m = T'/2/m de la sucesién 1.
En este lugar podemos usar el algoritmo de la transformada de Fourier (FF'T), Ver

el Capitulo 3, para calcular de golpe las 2m elementos f;’j, j=—-m,..m - 1. Por
consecuencia, obtendremos 2m puntos
Pj - (mjyfn*,j): Jj=-m,.m— 1, ' (810)

correspondientes al grafico de la funcién de densidad g} de la variable aleatoria Z;,.

Para algin z cualquiera podemos obtener una aproximacion f;; . a g;,(z), basada
sobre los puntos en (8.13) ya calculados. La aproximacién de la densidad obtenida
sera, para cualquier z,

gn(z) = ° - : sio <37 ° z > B
" = 2Tz — j)(faje1— fag) + /nj 8 —l— <z< L——
(8.11)

La motivacién de esta tltima aproximacién y los detalles sobre el célculo de f,
seran dados en una seccién més abajo cuando daremos una aproximacién de la
distribucién G, de Z}, (Ver Figura 8-6). Veremos mediante los resultados mimericos
en la siguiente subseccién como de preciso es este método, compardndolo con la
aproximacién normal o el método de Monte Carlo.
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8.3.1 Resultados numeéricos

Nuestro objetivo en esta seccién es comparar los resultados obtenidos mediante la
aplicacién del procedimiento de inversién explicado anteriormente con los resultados
obtenidos aplicando el método bootstrap estandar (Simulacién de Monte Carlo) o
aplicando la aproximacién normal. Para ello, hemos sacado una muestra Xy, ..., X,
de tamario n = 20 a partir de la distribucién Fy = Gamma(a, 8) con a = 1 y =1
Supongamos que queremos estimar la densidad g, de Z, donde a; = n™* por todo
ji=1,...,n. Sea F la distribucién estimada de F a partir de la muestra Xj, ..., Xog.
Sea X7, ..., X3y una muestra extraida a partir de Fy g la densidad de la replica 2
de Z, correspondiente a dicha muestra. g, es la densidad bootstrap ideal que es la
mejor aproximacién, en el sentido bootstrap, para g, Vamos a considerar tanto el
procedimiento paramétrico como el procedimiento n paramétrico.

Caso paramétrico: En este caso [ = Fy con B = (&,0) una estimacién consis-
tente de § = (e, 0). En este ejemplo, escogeremos el estimador de méxima verosimil-
itud (&, §) = (X?/52,52/X). La densidad bootstrap ideal es exactamente

no

g:(z) = 7125(”;) <\/ﬁm —l—n\/_)m 1 exp[—(Vnaz + na)) (8.12)

Si suponemos que « = 1 fuera conocido entonces la densidad ideal seria

63(0) = 2L (v + )"~ expl— o — ),

y es igual en este caso a la densidad g,(z) de Z,. Generalmente, una expresién
explicita exacta para g como en (8.12) es imposible de obtener. En la Figura
8-1 podemos ver la representacién de la densidad exacta g, representada por la
curva continua, la aproximacién normal a g, representada por la curva discontinua
y la aproximacién bootstrap de g} via férmulas de inversién, representada por los
circulos. Por otro lado, el histograma representa la aproximacién bootstrap estandar
usando B=2000 simulaciones de Monte Carlo a partir de Fj. Destacamos en dicha
figura el espactacular cambio, en el aspecto del histograma al cambiar la anchura
de la ventana h = 0.25 en la parte A. de la Figua 8.1 a h = 0.1 en la parte B de la
misma figura. Dicho cambio, es una de las desventajas del uso de los histogramas
ya que una mala eleccién de la ventana h puede dar lugar a aproximacién erronea
de la densidad bootstrap.

En la Figura 8.1 se representan las diferencias entre la densidad bootstrap ideal
gx (ala que estamos tratando de aproximar) y las tres aproximaciones de la misma:
la aproximacion bootstrap estandard (cuadros), la aproximacién Normal (circulos)
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y la aproximacién via férmulas de inversién (cruces). Se puede apreciar claramente
que la aproximacén via formila de inversién es mejor tanto de la aproximacién
bootstrap como de la aproximacién Normal. v

Usando una muestra diferente que a partir de la cual hemos obtenido los grafi-
cos, hemos calculado aproximaciones para g, en once puntos, correspondientes a
tres procedimientos diferentes: la aproximacién normal, el método de Monte Carlo
y el procedimiento objeto de este capftulo. En el caso de la aproximacién bootstrap
usando el método de Monte Carlo hemos usado 2000 simulaciones bootstrap y con
el mismo conjunto de datos hemos dado dos aproximaciones para la densidad, con-
siderando primero un histograma con ventana h = 0.5 luego h = 0.25. Los resultados
numéricos estén registrados en la Tabta 8.1. Notemos, entonces, como varfan los
valores de la densidad con la variacién de la ventana h elegida para representar el
histograma, lo que constituye un inconveniente de dicho procedimiento.

z Ideal Inversién Bootstrap h = 0.5 Bootstrap h = 0.25 Normal

-5/3 0.0973  0.09751 0.0960 0.1360 0.0994
-4/3 0.1851  0.1856 0.2200 0.1760 0.1640

-1 0.2837  0.2848 0.3040 0.2770 0.2419
-2/3 0.3646  0.3658 0.3040 0.3360 0.3194
-1/20.3907  0.3916 0.3880 0.3920 0.3520

0 03972  0.3972 : 0.3160 0.3360 0.3989
1/2 03180  0.3173 0.2680 0.3200 0.3520
2/3 02824 0.2816 0.2680 - 0.3200 0.3194

1 0.2099  0.2092 0.1760 0.1680 0.2419
4/3 0.1454  0.1450 0.1760 0.1840 0.1640
5/3 0.0945  0.0944 0.1120 0.1360 0.0994

Tabla 8.1
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Caso no paramétrico: Iste caso es el mas importante puesto que no supone
ningun conocimiento previo sobre el aspecto de densidad de Z,. En este caso F' = F;,
es la distribucién empirica asociada a la muestra original. Es decir que en el caso no
paramétrico nos comportado como si no sabfamos que los datos provienen de una
familia paramétrica como es el caso de nuestro actual ejemplo. En esta situacién
no podemos llegar a una expresién exacta para la densidad ideal como en (8.12).
Puesto que la densidad ideal corresponde a la estimacién bootstrap considerando
una nimero de simulaciones igual a B = 0o, vamos a considerar en este ejemplo
que la estimacién ideal es la obtenida con B = 30000 simulaciones a partir de la
distribucién empirica F,. Por otro lado, la estimacién bootstrap estandar serfa la
obtenida con B = 2000 simulaciones a partir de F,. En las Figuras 8.8 y 8.4 se
representan cuatro estimaciones para la funcién de densidad g, de Z;. La densi-
dad exacta obtenida mediante el procedimiento paramétrico y representada por la
curva continua, la aproximacién normal representada por la curva discontinua, la
aproximacién via férmulas de inversién representada por los cfrculos. Dichas tres
curvas estén representadas junto con el histograma bootstrap ideal (B = 30000) en
la Figura 8.8 y junto al histograma bootstrap estandar (B = 2000) en la Figura
8.4. Para cada valor de B hemos dibujado el histograma bootstrap considerando
dos valores para la ventana h = 0.25,en la parte A de la figura, y o = 0.1, en la
parte B, notando, asf, como cambia el histograma con el cambio de h.

Por otro lado, en la Figura 8.5 representamos las diferencias entre la estimacién
ideal (que normalmente estamos aproximando) de la densidad g;, y las demas esti-
maciones citadas en este ejemplo: la normal, la bootstrap estandar y la obtenida via
férmulas de inversién. En la parte A de la Figura 8.5 consideremos las estimaciones
bootstrap de la densidad obtenidas con una ventana h = 0.25 y en la parte B de la
misma figura las estimaciones bootstrap son obtenidas con una ventana h = 0.1.

Considerando el histograma obtenido con B = 30000 como la estimacién ideal
para la distribucién bootstrap, podemos apreciar que la aproximacién de la densidad
usando las férmulas de inversién es igual de precisa que la densidad ideal. Sin
embargo, la aproximacién bootstrap via férmulas de inversién necesita muchfsimo
menos esfuerzo y tiempo de computacién que la aproximacién bootstrap estandar
que se basa sobre simulacién.
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8.4 Aproximacion bootstrap de la funcién de dis-
tribucién

8.4.1 Cilculo de la distribucién a partir de la aproximacion
de la densidad

A partir de los puntos P; en (8.10) podemos también aproximar la funcién de dis-
tribucién G#(x) de la variable aleatoria Z*. Supongamos que m es bastante grande
de modo que m /2T es suficientemente grande para poder hacer la aproximacién

Esta condicién implica también que g (r/27T) ~ 0 para cualquier entero r tal que
7| > m. Sea z € R, entonces si < —m /27T tendremos Gi(z) = 0, y si x > m/2T
tendremos G*(z) ~ 1. En otro caso, vamos a coger como aproximacion a G, () la
suma de los 4reas de los trapecios limitados por los puntos (z;,0), (zi+1,0), Pita
y P; donde los z; son inferiores o igual a z, mas el rea del trapecio limitado por
los puntos (z;,0), (z,0), (z, f3) y P; donde z; es méximo de los puntos z; que son
inferiores o igual a z, y donde f} = g!(z) a la cual daremos una aproximacién més
adelante, (ver Figura 8.6). Notaremos por A, el 4rea total de todos los citados
trapecios.
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Figura 8-6

Sea z € R tal que para algin 7, §ZT~ <z < J{Tl con —m < j < m—2, 7 sea
f¥ = g(z). Se tiene entonces que

* 1 = * * 1 j * *
Gn(x) = Al‘ = E Z (fn,k + fn,k+1) + 5(‘,‘6 - '2_T)(fn,3 + faz)
k=—m
.Nos falta ahora calcular f*. Para ello, notemos que el punto (z, f¥) pertenece a la
recta que pasa por los puntos Pj y Pj41. Podemos entonces calcular a f7 en términos

de fr; ¥ fn i1, obtendremos fécilmente

fz= (2T$ - j)(f:,j+1 - f:;,j) + f:J
Por lo tanto

1

j-1
1
Crla) = g O iat Fapn) T 50— 5 @Te =) iy = J25) +205). (8.13)
k=-—m
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En particular si z = %, -m+1<j5<m-—1, entonces

1
Z’f +fnk+1

k——m

* _—_EL. o~/
Gn(ZT)_O.

Nota 26 Si suponemos que hemos calculado la densidad g en los puntos z; = /27T,
-m < 7 <m—1, entonces podemos considerar el polinomio interpolado, digamos
p(x), que pasa por todos los puntos P; oblenidos. Por consecuencia, para todo z,
tal que —m /2T < z < (m — 1)/2T tendremos gi(x) ~ p(z). Ademds si se supone
que la denstdad esta concentrada entre los nimeros € _., y Tm—1, entonces tendremos
también la aproxzimacion de la distribucion

Gilo) = | p(u)d

8.4.2 Calculo directo de la distribucidén

En esta seccién procuraremos de aproximar la distribucién bootstrap de Z; direc-
tamente usando la férmula de inversién (8.1). Sea a y b dos puntos de continuidad
de Gf(x), entonces se verifica

o] e—?mta _ e—2mtb

b)) —Gri(a) =VP * (27t)dt.
Gi0) = Gile) = VP | e (am)
Notemos por ¥(¢) la funcién
e—-Qﬂ'ita _ e—?vritb
= *(2nt
y sea T' un numero bastante grande de modo que podemos hacer la aproximacién
T
Gr(5) — G (a) == / U(t)dt. (8.14)
-T

Ahora vamos a aplicar la férmula de trapecios para calcular el integral en (8.14). Sea
x y a dos nimeros reales que sean puntos de continuidad de G}, y sea ¢ = G}, (a). Sea
h un ndmero real tal que m = T'/h sea un ntmero entero bastante grande, entonces

G*(x) — GX( Z T(kh) +£[@(~T)+\D(T)}.

Ic——m-l—l
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De otra forma,

D D 1 RS (S0

A la hora de programar el cdlculo de la suma en (8.15) se nos presenta un problema
para k = 0, ya que se divide por cero. Para solventar dicho problema, hay que
reemplazar a U(0) por (z — a) ya que es el limite de ¥(%) cuando ¢ tiende a O.
Tambien, podemos aproximamos a ¥(0) con ¥(e) donde ¢ tiende a 0. Si suponemos
que ¢ = Gj,(a) es conocida para cierta a, obtendremos para cualquier z punto de
continuidad de G,

G - = 3w+ T L geny @) e
k==—m—+1
k+£0

Podemos siempre considerar o tendiendo a —co para que sea ¢ o~ 0. En la seccién
siguiente veremos que los resultados mimericos para G (z) obtenidos mediante el
uso de (8.15) son muy similares a los obtenidos usando (8.13), ver Tabla 8.2.

8.4.3 Resultados numeéricos

Consideremos los mismos datos del ejemplo anterior. En esta seccién propongamos
aproximar la funcién de distribucién G (z) usando el procedimiento de la seccién
-anterior y luego comparar los resultados tanto a la aproximacién bootstrap estandar
como a la aproximacién Normal de G} (z). A partir de los puntos P; = (=, f; ;)
de la curva de la densidad calculados via férmula de inversién podemos calcular la
funcién de distribucién G} (z) en cualquier punto z usando el procedimiento visto
en la seccién anterior, ver la férmula (8.13). En la Tabla 8.2 podemos ver los
resultados numéricos correspondientes a la aproximacién de G}, usando diferentes
procedimientos. Notemos que los resultados obtenidos mediante la férmula (8.13)
basada sobre la estimacién de la densidad (Método de inversén) y los resultados
obtenidos usando la férmula (8.15) basada sobre la férmula de inversién directa de
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la distribucién (inversién directa) son muy proximos.

z Ideal Inversién Inversién directa Bootstrap Normal

-2 0.0066  0.0066 0.0064 0.0130 0.0227
-1.5 0.0522 0.0511 0.0509 0.0590 0.0668
-1 0.1639 0.1612 0.1610 0.1660 0.1586
-0.5 03351 0.3325 0.3324 0.3370 0.3085
0 05292 0.5303 0.5304 0.5300 0.5000
0.5 0.7060 0.7086 0.7087 0.6920 0.6914
1 0.8377 0.8402 0.8403 0.8200 0.8413
1.5 0.9220  0.9223 0.9224 0.9240 0.9331
2 09675 0.9664 0.9664 0.9700 0.9772
2.5 09882 0.9870 0,9870 0.9870 0.9937
3  0.9955  0.9955 0.9955 0.9960 0.9986
3.5 0.9987  0.9986 0.9986 0.9990 0.9997
4 09996  0.9996 0.9996 1 0.9999
Tabla 8.2

Podemos apreciar la precisién de la aproximacién bootstrap via férmulas de inversién
frente al método bootstrap estandar o la aproximacién normal. Recordemos que en
el caso de la aproximacién Normal, la funcién de densidad es siempre simétrica
respecto a cero lo que no es cierto en el caso de nuestro ejemplo donde la verdadera
densidad g no es simétrica respecto a cero.

En la Figura 8.7 podemos ver una comparacién grafica entre la distribucién
bootstrap ideal (obtenida con B = 30000 simulaciones) tanto a la densidad exacta
(arriba) como a la aproximacién via inversén (abajo). De igual forma, en la Figura
8.8 se representa una comparacién de la densidad ideal tanto a la aproximacién
bootstrap estandar (obtenida con B = 2000), arriba, como a la aproximacién Nor-
mal, abajo.

Por otra parte, la Figura 8.9 nos muestra la representacién grafica de las difer-
encias entre la distribucién Bootstrap ideal (que es el objetivo de nuestra aproxi-
macién) y la aproximacién via inversién , la aproximacién bootstrap estandar y la
aproximacién normal.
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Figura 8-9

Conclusién. Viendo las comparaciones gréficas sobre todo (las Figuras 8.2, 8.5
y 8.9) las que representan las diferencias entre la densidad objeto de la aproximacién
y las aproximaciones citadas en este capitulo y que son la aproximacién normal, la
aproximacién bootstrap y la aproximacién via férmulas de inversién, podemos con-
cluir que esta ultima es mejor que las otras dos. FEsta conocido que en general la
aproximacién bootstrap es méjor en muchas situaciones que la aproximacién normal
sobre todo cuando el tamafic muestral no es suficientemente grande. Sin embargo,
la aproximacién bootstrap necesita un esfuerzo computacional alto tando para sim-
‘ular muestras bootstrap como para calcular replicas del estadistico de interes (en
nuestro caso la variable Z, en (8.4)). Ademas, como hemos mencionado anterior-
mente en este capitulo, en el caso de la estimacién de la densidad, el histograma
bootstrap puede variar espectacularmente al variar la amplitud de la ventana h ele-
jida para debujar el histograma. Esto significa que una eleccién inadecuada de h
puede afectar mucho la calidad de la aproximacién. Al usar el alguritmo de las
transformadas répidas de Fourier, FFT, el célculo de la densidad usando la férmula
de inversién necesita mucho menos esfuerzo computacional y mucho menos tiempo
de computacién que el método bootstrap estandar com B = 2000, sin embargo, la



Capitulo 9

IMPLEMENTACION EN EL
ORDINADOR

Esta bien claro que sin la existencia del Ordenador, cualquier método bootstrap
no huviera tenido exito alguno. FEs mas, en algunas situaciones, es neceario un
ordenador lo suficientemente potente para poder procesar el gran conjunto de datos
que requieren dichos métodos. Esto justifica la epoca en la que apariei6 el método
bootstrap y que coincide con la revolucién informatica. Al principio no cualquier
método bootstrap que existen hoy huviera sido préctico y fécil de implementar en
cualquier ordenador por motivos de coste de computacién o por el largo tiempo
que puede durar la compotacién debido a la poca potencia en los procesadores y la
pequena dimensién de las menorias RAM de aquellos tiempo.

Afortunadamente, hoy en dia, incluso los ordenadores de uso domestico son ca-
paces de llevar a cabo, para no decir todas, casi cualquier tipo de computacién por
mas complicada que sea. Por otra parte, la dramatica bajada de los precios de dichos
ordenadores. Esto justifica el desarrollo de métodos bootstrap compotacionales que
se basan sobre el uso intensivo del computador. El método bootstrap original de

.EFRON (1979) que usa las simulaciones de Monte Carlo directas y al que se refiere a
menodo como método bootstrap estandar o método de Monte Carlo estandar, es f4-
cil de programar y puede que no necesita un procesador muy potente pero si necesita
una memoria RAM bastante grande cuando se usa un ndmero alto de simulaciones.
Pero su eficacia es puramente relacionada con el nimero de simulaciones que se
usan. Cuanto mas mayor es el nimero de simulaciones més eficaz es el método.
Sin embaro, los métodos mejorados a las que referemos como métodos computa-
cionales, rebajan sustancialmente el nimero de simulacines requerido para obtener
cierta eficacia pero a cambio son mas diffcil de programar y necesitan una computa-

153
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cion extra y por consecuecia son mucho mas eficaces que el método estandar sobre
todo en situaciones favorables. Se puede notar que los métodos computacionales se
han ido desarrollando a medida que se desarrolla el mondo de las computadoras,
concretamente, a partir de la segonda metad de la decada de los ochenta.

En el presente capitulo, vamos a ver como se puede implementar el método
ortogonal en el ordenador. Presentaremos varias programas cuyo codigo esta escrito
en lenguage Maple V cuya estructura es similar al popular lenguage C. Mostraremos
mediante ejemplos como funcionan la mayoria de las programas.

El conjunto de las programas esta clasificado en varior grupos o paquetes cuyo
manejo es similar al de cualquier paquete de Maple V. Cada paquete incluye varias
programas donde cada programa puede ser ejecutado de forma independiente o como
subprograma de otros que los necesitan. Los principales paquetes son Estima y que
consiste en un grupo de programas relacionados con la estimacén paramétrica, el
paquete NPestima que es un grupo de programas relacionados con la estimacién no
paramétrica y el paquete Repita que consiste en programas cuyo fin es automati-
zar ciertas tareas como es la reejecucién un nimero determinado de veces de un
programa del paquete Estima o NPestima mediante diversos pardmetros.

Como cualquier paquete de Maple V, los paquetes Estima, NPestima o Repita
pueden ser activados usando el comando with(.). Tambien se puede activar solamente
un cierto programa dentro del paquete mediante el mismo comando with(.,.) pero
usando dos argumentos, donde el primer argumento es el nombre del paquete y el
segundo es el nombre del programa perteneciente a dicho paquete, o bien, se puede
usar la sentencia

>with(Paquete[Programal);

Una vez activado un paquete se puede usar cualquiera de los programas que
incluye usando sus argumentos adecuados. A cada programa esta asociado una hoja
de ayuda explicando el objetivo del programa y el uso de los argumentos requeridos
por el programa. Para obtener dicha ayuda se puede usar el comando ayuda de
Maple como si se trata de cualquier programa propio del mismo:

>help(Programa);

O también:
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>?7 Programa;

De igual manera, una vez activado un Paquete, se puede ver el codico fuente
de cualquier programa en dicho Paquete. Asimismo, se puede ver el codico entero
de un paquete una vez activado. Para ello, hay que ejecutar el comando eval(.) de
Maple como sigue:

>eval(Programa); Para ver el codigo del programa ”Programa”.

>eval(Paquete); Para ver el codigo entero (de todos los progra-
mas) del paquete ”Paquete”.

El codigo entero de los programas m4s importantes sera incluido en esta memoria
al final del presente capitulo. V

Nota: Como argumento de los comandos anteriores la palabra "Paquete” debe
ser sustituido por el nombre del paquete usado, asimismo, la palabra ”Programa”
debe ser sustituida por el nombre del programa del paquete en cuestién. El simbolo
"> en las sentencias anteriores, y mas adelante, indica que estamos en una sesién
de Maple.

Cualquier programa escrito en el lenguage Maple es una funcién de ciertos ar-
gumentos que pueden ser nimeros, listas, funciones,etc. Esto nos permite usar, a
veces, el termino funcién en lugar de programa. Para mas informacién sobre los
comandos de Maple se puede consultar las referencias siguietes: MANUEL J. SOTO
& Jose Luis VICENTE (1996), ”Matemdticas con Maple”, ADDISON-WESLEY
IBEROAMERICANA o AGUSTIN CARRILLO DE ALBORNOZ & INMACULADA LLA-
MAS (1995), "MAPLE V, Aplicaciones matemdticas para PC”, RA-MA.

9.1 El paquete Estima

El paquete Estima incluye un grupo de programas donde cada uno de ellos puede ser
ejecutado de forma independiente. Tambien, algunos programas principales usan a
otros como subprogramas. Por ejemplo, si solamente queremos obtener cualquier
polinomio de Charlier ejecutamos el programa Charlier(.), y si lo que queremos es
estimar el sesgo o la varianza de un estimador mediante el método ortogonal eje-
cutaremos el programa Aproximar(.) que a su vez llama al programa Charlier(.) como
subprograma cuando necesita los polinomios de charlier para llevar a cabo la esti-
macién. En lo que sigue explicaremos los programas mas importantes que incluye el
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paquete Fstima. Para ver el contenido de dicho paquete, ejecutaremos el comando
with(.) con el argumento Estima. Es decir

>with(Estima);
[Aproximar, Bin, Charlier, Hermite, Krawt, Lag, MC, Maz-
imo, Meix, Muestra, Norma, Pcharl, Pdat, Pherm, Pjac, Pkrawt, Plag,
Pmeiz, Suprimir, Umvue, Ydata |

Los programas Charlier(.), Hermite(.), Krawt(.), Lag(.) y Meix(.) ejecutados con
sus debidos argumentos son simples funciones o programas que calculan los poli-
nomios estdndares de Charlier, Hermite, Krawtchouk, Laguerre y Meixner respec-
tivamente (ver CHIHARA T. S. (1978)). Consideremos por ejemplo el cdlculo del
polinomio de Hermite. Entonces. Hermite(x,k) nos da el polinomio de grado k de
Hermite con argumento z.

>Hermite(x,k);

floor( k)

(=1 (2z)*%
g Z (k—29)! '!

donde floor(z)= [2] es la Parte Entera del ntimero real z.
>Hermite(x,5);
32z° — 160z° + 120.

>Hermite(1/2,5);
41.

Los programas Pcharl(.), Pherm(.), Pjac(.), Pkrawt(.), Plag(.) y Pmeix(.) cal-
culan el sistema de los polinomios ortogonales respecto a la densidad de la media
muestral X cuando la muestra original proviene de la distribucién de Poisson, Nor-
mal, Uniforme, Binomial, Gamma y Binomial Negativa respectivamente. Dichos
polinomios estan intimamente relacionados con los polinomios de Charlier, Hermite,
Jackob, Krawtchouk, Laguerre y Meixner respectivamente (ver CHIHARA (1978)).
Para cualquier programa se puede solicitar la ayuda de igual manera como si fuera
una funcién propia de Maple. Consideremos, por ejemplo, los polinomios Pherm(.)
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>7Pherm

Maple ¥ Hel

Estima [Pherm]
La funcion Pherm{x,m,sigma,n, k) calcula el polinomio
ortogonal de Hermite de grado k en la Distribucion
normal [m, sigma’?]

CITHTRIS: Pherm{x, m,=igma,n k)

[PARAMETROS :

x &3 el argumento del polinomic ¢ue puede =Zer un NUMEXO
real.

m es la media de la Poblacion en cuesgtion.

sigma es la raiz cuadrada de la varianza de la poblacion.
n es el tamano de la muestra en nuestra disposicion.
k es el grado del polinomio, es un entero positivo.

Figura 9.1

>Pherm(x,mu,sigma,n,k);
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>Pherm(x,5,1,10,3);
747 247
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Noternos que, ademas de los argumentos comunes z, n y k, los polinomios ante-
riores tienen como argumentos otros pardmetros que corresponden a los pardmetros
de la familia de distribuciones correspondiente a cada sistema de polinomios. Di-
chos paramétros vienen en el orden usual en el que figuran en las notaciones habit-
uales de cada familia de distribuciones. Por ejemplo, los polinomios Pcharl(.) qu
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corresponden a la distribucién de Poisson Po(u) tienen los argumentos siguientes
Pcharl(x,u,n,k) v los polinomios Pherm(.) y que corresponden a la familia Normal
N{u, o) tienen los argumentos siguientes Pherm(x,u, o, n, k).

Otro programa relacionado directamente con los anteriores es la funcién Norma(.)
que calcula la norma de los polinomios anteriores en el espacio correspondiente.
Puesto que cada uno de los polinomios Pcharl(.), Pherm(.), Pjac(.), Pkrawt(.), Plag(.)
y Pmeix(.) tiene sus propios pardmetros entonces el primer argumento de la funcién
Norma(.) es el nombre del polinomio indexado con sus pardmetros particulares en
el orden habitual. El segundo argumento es n el tamano de la muestra original y
el tercero es el grado del polinomio para el que se quiere calcular la norma. Por
eiemplo:

>Norma(Pcharl[mu],n k);

prk!

oy
>Norma(Pherm|[mu,sigma],n,k);

o2kl

nk

Otros programas més sencillos son Maximo(.) y Suprimir(.). El primero es similar
al comando max(.) de Maple que devuelve el maximo de una sucesién de numeros,
la Unica diferencia es que el argumento de Maximo(.) debe ser una lista de nimeros
y no una sucesién. Eso porque en Maple usaremos a las muestras de datos como
listas. El programa Suprimir(.) nos permite quitar elementos de una lista o quitar
listas de una lista de listas. Esta funcién sera 1til cuando trabajamos con muestras
bootstrap. Por ejemplo cuando se requiere tener una buena aproximacién a cierta
estimacién ideal se necesita simular un numero bastante elevado, B, de muestras
bootstrap, (por ejemplo B = 10000), luego para estudiar el efecto de la reduccién de
B sobre nuestra aproximacién, podemos ir quitando muestras bootstrap del conjunto
ya simulado, evitando asf volver a simular de nuevo.

>Maximo([2,1,5,7,20,1,6]);
20.
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>Suprimir(3,[2,1,5,7,20,1,6]);
2,1,5,7).
>Suprimir(2,] [1,2,6], [7.3,m], [40,1,0], [1.4,3], [a.b.c] ]);
(1, a,6],[7,3,m], [40, 1, 0.

El programa Muestra(.) nos permite simular una o varias muestras al mismo
tiempo. La simulacién se efectua a partir de cierta distribucién como la distribucién
normal, Gamma, Uniforme, binomial etc. Dicho programa necesita al menos dos ar-
gumentos para ser ejecutado. También, admete un tercer argumento como opcional
como vamos a ver. Hl primer argumento es de la forma distribucidn/paramétros] y
es el nombre de la distribucién a partir de la cual deseamos simular una o varias
muestras. Dicho nombre va acompanado con los paramétros caracteristicos de la dis-
tribucién en su orden usual, por ejemplo, normalfp, o/, binomial[N,p/, poisson|u/
ete. Fl segundo argumento es el tamatio n de la muestra requerida. Opcionalmente,
se puede anadir un tercer argumento que serfa el niimero B de las muestras a simular.
Un ejmplo de ejeucién de Muestra(.) es

‘>Muestra(normal[7,1],10);
[8.175,6.436,7.235,5.557,5.920,6.978,4.414,6.556 ,5.996 ,6.972].
>Muestra[poisson[5],10,3);
3,4,7,1,2,9,7,5,6,8], [9,3,3,4,5,4,3,6,7,6], [4,7,6,6,4,0,2,6,3,6].

El programa MC(.): Supongamos, por ejemplo, que hemos estimado la funcién
paramétrica & = h(f) mediante el estimador £, = Tp(S,) que es funcién de un
estadistico S,, de la familia de interes Fy. Nuestro objetivo, ahora, es aproximar
el sesgo o la varianza de £,. Mediante argumentos necesarios, el programa MC(.)
calcula el sesgo y la varianza bootstrap de én usando el método estandar de Monte
Carlo, donde las simulaciones bootstrap se efectiian desde el estimador paraétrico
Fj. Los argumentos de MC(.) tienen la forma general siguiente

MC( distribucion/€, €, objetivo], muestra_ original, muestras_bootstrap o B ).
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La palabra distribucién en el primer argumento es el nombre de la familia de dis-
ribuciones de intéres que puede ser, por ejemplo, normal, uniform, etc. La palabra
objetivo puede ser var si queremos aproximar la varianza o bias si queremos aprox-
imar el sesgo. Si la palabra objetivo es eleminada el programa calcula tanto el sesgo
como la varianza de én. El segundo argumento muestra_ ortginal es una lista de
numeros que corresponde a la muestra original &, que proviene de la distribucién
desconocida Fy. El tercer argumento puede ser, muestras_bootstrap, es una lista de
listas correspondientes a las muestras bootstrap simuladas anteriormente y que van
a ser usadas para efectuar las aproximaciones o un numero entero B. Cuando este
ultimo argumento es un numero entero B, entonces el programa MC(.) llama al
programa Muestra(.) para efectuar B simulaciones a partir de Fj; y luego llevar a
cabo el célculo. Supongamos que & = u? y & = X% — 0%/n, y donde la muestra
original proviene de N (u,0) con p desconocida. Supongamos que o = 1. En este
caso £ esel UMVUE de € por lo que s = sesgo(é) = 0. En seguida vemos un ejemplo
de ejecucién de MC(.):

>n:=10:B:=20:
>mues__origi=Muestra(normal[7,1],n);

[8.175, 6.436, 7.235, 5.557, 5.920, 6.978, 4.414, 6.556, 5.996, 6.972].

>media:=sum(mues_ orig[i},i=1..n)
>mues__boot:=[Muestra(normal[media,1],n,B)];
>MC(normal[mu”2,x~2-1/n,bias], mues_ orig, mues__boot);

—0.335
La variable x en el primer argumento de MC(.) representa el estadis-
tico X.
>MC(normal[mu~2x"2-1/n,var], mues_ orig, mues_ boot);

17.656

El sesgo y la varianza bootstrap ideales son respectivamente 0y 19.62.

Los programas Pdaté(.) y Ydata(.) tienen por objetivo la adaptacion del conjunto
de los datos bootstrap al problema de regressién multiple. Cualquiera de los dos
programas puede ser ejecutado como programa independiente o como subprograma
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del programa principal Aproximar(.) del que hablaremos mas abajo. La funcién
Ydata(.) toma como argumentos, entre otros, al conjunto de las muestras bootstrap
y al estimador T,,(S,) como funcién del estadistico suficiente y completo S,. El
resultado es un vector de dimensién B (el numero de muestras bootstrap)

[Ta(S5), ooy Tu(S2P)]

¥ que forma la variable a explicar por la regresién. Por otra parte la funcién Pdata(.)
es la encargada de formar la matriz de regresién X, a partir de los datos bootstrap.

El programa Umvue(.) usa como subprogramas a la mayoria de las programas
vistas anteriormente. Dicho programa tiene por objetivo el célculo, simbolicamente
o ndmericamente, del Fstimador de Minima Varianza de una funcién del pardmetro
natural en varias familias de distribuciones de uso frecuente. Esto resulta muy 1itil
para buscar ejemplos y verificar los resultados de un célculo teérico o numerico. Para
més detalles sobre el programa Umvue(.) se puede consultar la oja de ayuda corre-
spondiente a la misma. Para ver como funciona el programa Umvue(.) supogamos
que queremos calcular el UMVUE de la funcién paramétrica h(u) = € = p* + 3u
donde se dispone de una muestra procedente de la familia F, = N(u,0) con 4
desconocido y o conocida. Entonces el estimador de minima varianza de ¢ puede
obtenerse simplemente ejecutando dicho programa de la forma siguiente

>Umvue(mu ~4+3*mu, normal [mu,sigmal );

2 4
z* - 6—0—m2+3x+§92—, (9.1)
n n

1602 4 T720% , 240 , 960° , 240°
eyt + ="+ —
n n n n n

‘donde el primer termino de la lista en (9.1) es el estimador UMVU de £ con z
representando el estadfstico suficiente y completo que es, enAnuestro caso la media
muestral X. El segundo termimo es la varianza v = v(u) de £. Es decir

4

. o, 6o .. __ 3
fn:X4__;—X2+3X+ 2

n?’

(9.2)

160? ¢ T20* , 240 5 960° ,  240°

Vary(§n) = v(p) = — 4" + —p' + '+ —u" +

nt
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La funcién Umvue(.) toma dos argumentos. El primero es la funcién paramétrica
a estimar y el segundo es la familia de distribuciones en cuestién, por ejemplo,
normal{u, 0|, poisson|y], uniform[d], etc. Puesto que v(u) es una funcién paramétrica,
del mismo modo, podemos calcular su estimador UMV U. Para ello basta sustituir
la funcién () por v(u) en la sesién de Maple. Supongamos que o = 1, entonces

>Umvue( mu~4+43*mu, normal[mu,1] );

316, 72, 24, 9 , 24

PPN AN O R S L
n nt’ n n2 n n3

>v:=unapply( op(2,”), mu );

s T2, 24, 96, 24
VIE M — s s 4y
n n n Vs n

>Umvue( v(u), normal[mu,1] );

16 o 168 , 24 o 384 , 72 9 96 9216 ,, 170496 4
—I = g = e — =+ — — —, + 2
n n2 n nd n? n nt nd 4
13824 , 1148928 . 110592 - 3064320 5184\ , 244224 .
n3“+ R o oy +n3 u+n5u
2635776 10368 5, 110592 327168 3456
n’ + nt JH + ns * n8 + n® |
Entonces, el estimador UMV U de v es
16 - _ _ _ 72, 9 96
Dumowe = — X0 — —1—§2§X4 + g + -3-%)(2 — =X 4= - (9.3)
n n n n n n o n

Nota 27 Las funciones unapply(.) y op(.) son comandos propios de Maple. Para
mas detalles sobre ellos se puede consultar la ayuda de Maple o las siguientes refer-
encias MANUEL J. SOTO & JOSE Luis VICENTE (1996), o AGUSTIN CARRILLO
DE ALBORNOZ & INMACULADA LrAMAS (1995).

La funcién Aproximar(.) es el programa de mas importancia del paquete Estima.
Dicha funcién llama practicamente a todos los programas vistos hasta ahora. Como
su nombre indica, el objetivo de Aproximar(.) es aproximar la varianza y el sesgo
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ideales de un estimador dado en familias paramétricas usando el método bootstrap
ortogonal.

Consideremos el ejemplo 1 del capftulo 7, en el que tratamos de aproximar el
sesgo y la varianza bootstrap ideales del estimador én en (9.2). Parac =1y u="7
hemos considerado una muestra de tamafio n = 50 a partir de N(7,1).

>muestra_normal:=Muestra(normal[7,1],50):
El programa Muestra(.) acaba de simular una muestra normal de
tamafio n = 50 y la muestra se guarda con el nombre muestra_normal.

Los resultados obtenidos a partir de dicha muestra son los siguientes:
v = 37881.68643, Uymupue = 32572.00191 y 0 = 32781.34526.
Por otra parte, el sesgo exacto s y el sesgo ideal § valen 0:
s=5§=0.

Para comparar los resultados obtenidos mediante el uso del método de Monte Carlo
estandar y el método bootstrap ortogonal vamos a ejecutar los programas MC(.) y
Aproximar(.). En primer lugar vamos a considerar B = 20 simulaciones:

>with(Estima):
>muestra__normal:=Muestra(normal[7,1],20):
>media:=stats[describe, mean](muestra_ normal);

media = 6.83283

Esta ultima instruccién calcula la media muestral z = media. Para
mas detalles sobre los comandos de Maple se puede consultar la ayuda de
maple o las siguientes referencias: MANUEL J. SoTO & Jose Luis Vi-
CENTE (1996), o AGUSTIN CARRILLO DE ALBORNOZ & INMACULADA
Lramas (1995).

>h:=mu->mu”4+3*mu;

h:=pu— ut+3p.
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>Umvue( mu~4+3*mu, normal[mu,l1] );

6 3 16 72 24 96 24
ot — S 3 =, =l St = St
n n?’ n n? n n3

>Tn:=unapply( op(1,”); x );

Tn::m—>x4—§-x2+3:c+—§2—.
n n
>muestras__boot:=Muestra(normal[media,1],50,20):
Ahora el nombre muestra_boot guarda 20 muestras bootstrap de
tamafio 50 cada una.
>MC([h(mu), Tn(x)],muestra__normal,var,muestra_boot);

36169.3654

Este comando ha calculado una aproximacién a la varianza bootstrap
ideal © = 32781.34526 mediante el método de Monte Carlo estandard.
>MC([h(mu), Tn(x)],muestra_normal sesg,muestra_boot);

—34.1568

Este comando ha calculado una aproximacién al sesgo bootstrap ideal -
5§ = 0 mediante el método de Monte Carlo estandard.
>Aproximar([h(mu), Tn(x)],normal[mu,1],muestra_ normal,20,4,muestra_boot);

32781.34553, 0.2 107°.

Este comando ha calculado, simultaneamente, una aproximacién a la
varianza bootstrap ideal © = 32781.34526 (el primer numero 32781.34553)
y una aproximacién al sesgo bootstrap ideal § = 0 (el secondo numero
0.2 107®%) mediante el método bootstrap ortogonal usando un desarrollo
de orden m = 4. Notemos que la aproximacién ortogonal es casi exacta.
Sin embargo, la aproximacién de Monte Carlo es bastante encorrecta
debido al pequeno numero de simulaciones 5 = 20.

Consideremos ahora, un mimero de simulaciones mas grande B = 200 para
aproximar la varianza y el sesgo bootstrap ideales anteriores.
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>muestras_ boot:=Muestra(normal[media,1],50,200):

Ahora el nombre muestra_boot guarda 200 muestras bootstrap de
tamafio 50 cada una. '

>MC([h(mu), Tn(x)],muestra_normal,var,muestra__boot);

32079.2066
>MC([h(mu), Tn(x)],muestra_ normal sesg,muestra__boot);
—2.02081
>Aproximar([h(mu), Tn(x)],normal[mu,1],muestra_ normal,200,4, muestra_boot);

32781.34516, 1078.

9.2 El Paquete NPestima

Practicamente, el paqute NPestima es homologo al paquete Fstima, solo que los pro-
gramas del paquete NPestima usan los procedimientos estadisticos no paramétricos
para efectuar la estimacién y llevar a cabo las aproximaciones. El contenido de
NPestima es lo siguiente:

>with(NPestima);

[ Boot, EC'medio, Esp, Frecboot, MonteCarlo, Multinomaproz, NPaproximar
NPdata, NYdata, Nspo, PolMultinom, Spo, Vboot2d ].

Empezamos por el progbama Boot(.). Este programa es el homologo de Mues-
‘tra(.) visto en la seccién anterior y nos permite simular muestras a partir de la
funcién de distribucién empirica F), asociada a una muestra de tamaiho n. Dicho
programa se ejecuta con dos argumentos. El primero es una lista de datos que con-
stituye la muestra a partir de la cual se van a simular otras muestras independientes
del mismo tamatio n. Y el segundo argumento es un numero entero, B, que repre-
senta el numero de muestras que deseamos simular. Supongamos, por ejemplo, que
queremos simular B = 5 muestras independientes a partir de la f.d.D. empfrica aso-
ciada a la muestra X, = (1, 2, 3,4, 5,6, 7) de tamafio n = 7. Un ejemplo de ejecucién
es:
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>muestra:=[ 1, 2, 3,4, 5,6, 7]
>Boot(muestra, 5);

[3,1,6,7,3,2,5], [1,6,7,2,2,4,4], [4,1,3,6,5,4,5], [2,7,3,3,3,4,3], [1,5,1,5,1,6,7].

El programa Esp(.) nos permite calcular la esperanza de una funcién, h(X*), de

una variable aleatoria X*, respecto a la funcién de distribucién empirica [, asociada
a una muestra &, de tamafio n. Dicho programa se ejecuta con dos argumentos. El
primero es la funcién h(z) y el segundo es la muestra X,,. Por ejemplo, para calcular
el momento centrado de orden 4 de X*, ejecutamos Esp(.) con h(z) = (z — 2)*.
Consideremos los datos del Ejemplo A del Capitulo 1 que consisten en una muestra
de tamano n = 12 :

;muestra_orig::[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100];
muestra_ orig:=[135, 20, 7, 86, 420, 5, 45, 103, 230, 10, 94, 100].
>media:=Esp( x, muestra_orig) ; |
media 1= 104.583
>M4:=Esp( (x-media)”~4, muestra_orig );
M4 :=87.325323 10°.

El programa MonteCarlo(.) nos permite calcular el sesgo y la varianza de un
estimador &, usando las simulaciones de Monte Carlo. Las simulaciones se efectiian
usando el estimador no paramétrico, Fy,, de la distribucién de interes. MonteCarlo(.)
necesita 3 argumentos para ser ejecutado, aunque admite un cuarto argumento como
opcional. El primer argumento consiste en el estimador &, = Tn(X1, ..., Xn) como
funcién de los datos X, = (X, ..., X,.). El segundo argumento es una lista de datos
que representan la muestra original X;,, y el tercero es el mimero, B, de simulaciones
requeridas para efectuar la aproximacién. Si el cuarto argumento es eleminado en-
tonces el programa MonteCarlo(.) llama al prgrama Boot(.) para simular B muestras
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a partir de la muestra original dada como segundo argumento. Sin embargo, si el nu-
mero de argumentos dado a MonteCarlo(.) es 4 entonces el cuarto argumento debe ser
una lista de muestras bootstrap simuladas anteriormente y que dicho programa usara
para efectuar la aproximacién sin necesidad de simular datos. Para ver un ejemplo de
ejecucién, consideremos la muestra anterior y supongamos que nuestro estimador de
interés es simplemente la varianza muestral £, = n~! Y7 (X; — X)? = 6°. En este
caso, notando por fi; el j-ésimo momento muestral centrado, el sesgo y la varianza
bootstrap ideales vienen dados por

- 2 .
- —3

§:_g_y{): n—1 ﬁ__n_____[;‘i ]
n n n  nn—1)

cuyos valores numéricos has dado

§ = —1081.339697 y © = 0.5150125213 10° (9.4)

>muestra_orig::[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100];
>Tni=sum( (x[il-sum(x[j].j=1..n)/n)"2, i=1..n )/n;

1 & 1 & ’

>n:=12:
>muest_boot:=[Boot(muestra_orig,100)]:
>MonteCarlo(Tn, muestra, 100, muest__boot);

sesgo := —1339.54, varianza := 0.5814306706 10°.

El programa Spo(.) calcula el sistema de polinomios ortogonales respecto a
la funcién de empirical F, asociada a la muestra X,. Para tal fin, Spo(:) implea el
método basado sobre los momentos de F,, explicado en el capitulo 3. Los argumentos
necesarios para su ejecucién son tres. Fl primero es un numero real o un simbolo,
por ejemplo z y es el argumento del polinomio. El segundo argumento es una lista de
numeros reales que representa la muestra. El tercer argumento es un numero entero
k que es el grado del polinomio que queremos calcular. Por otra parte, el programa
Nspo(.) calcula la norma en el espacio de Banach generado por la distribucién
F,, de los polinomios ortogonales calculados usando Spo(.). Nspo(.) necesita dos
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argumentos: la muestra como primer argumento y el gradodel polinomio al que
queremos calcular la norma, como segundo argumento. En seguida vermos un ejemplo
de ejecucién: consideremos los datos anteriores y vamos a calcular el polinomio de
grado 3 ortogonal respecto a la f.d.D empirica F,, asociada a A, :

>muestra:=[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100]:
>Spo(x, muestra, 3);

2% — 578.4683384%° + 71536.48007z — 1346121.838.
>Spo(230, muestra, 3);
—3326704.453

>Nspo(muestra, 3);
1262445.544.

Los programas NPdata(.) y NYdata(.) son los versiones no paramétricos de
Pdata(.) y Ydata(.) respectivamente, y uso es similar a estos dltimos. Dichos pro-
gramas juegan mas importancia como subprogramas del programa principal NPa-
proximar(.) que a su vez es la verién no paramétrica de Aproximar(.) visto en la
seccién anterior. NPaproximar(.) implea el desarrollo ortogonal de un estimador en
terminos de los polinomios ortogonales respecto a la distribucién empirica, como se
explica en el Capftulo 7, para aproximar su sesgo y su varianza bootstrap ideales
con mejor precisién que el método de Monte Carlo estandar. El programa NPaprox-
imar(.) se ejecuta con 4 argumentos obligatorios y accepta un quinto argumento
como opcional. Su expresién general es de la siguiente forma

NPaproximar (Estimador, muestra_original, B, m, muestras__bootstrap) .

El primer argumento consiste en la expresién del estimador como funcién de los
datos gn(X 15 -y Xn). El segundo argumento sera la muestra de intéres A;,. Fl tercer
argumento es un niimero entero, B, que sera el nimero de muestras bootstrap que el
programa debe simular para llevar acabo la aproximacién siempre que el quinto ar-
gumento es eleminado. El cuarto argumento es un nimero entero, m, que representa
el grado del desarrollo ortogonal del estimador (Ver Capttulo 6 y 7) utilizado para
la aproximacién del sesgo y la varianza bootstrap ideales. Cuando ya disponemos



METODOS ORTOGONALES. MOHAMED GHEZIEL 169

de un conjunto de muestras bootstrap simuladas anteriormente, podemos darlas a
NPaproxima(.) como quinto argumento. De esta forma el programa ignora el tercer
argumento y no simula nuevas muestras bootstrap. Para ver un ejemplo de ejecucién
consideremos los datos anteriores:

>muestra_orig::[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100];
>Tni=sum( (x[i}sum{x[j].j=1..n)/n)"2, i=1..n )/n;

>n:=12:
>muest_boot:=[Boot(muestra_orig,100)]:
>MonteCarlo(Tn, muestra, 100, muest__boot);

sesgo = —1339.54, varianza ;= 0.5814306706 10°.
>NPaproximar(Sn, muestra_orig, 100, 2,muest__boot);

sesgo = —1081.33717, varianza = 0.5150121171 10°

Comparamos las aproximaciones obtenidas mediante el método de Monte Carlo es-
tandar MonteCarlo(.) y las aproximaciones obtenidas mediante el método ortogonal
NPaproximar(.) a los valores exactos en (9.4) podemos ver con toda claridad que el
método bootstrap ortogonal es mucho mejor que el método bootstrap estandar.

Consideremos el Ejemplo A del Capitulo 1 donde el estimador de interes es
1la media muestral én = X,. Como hemos visto, los valores exactos del sesgo y la
varianza bootstrap ideales de én aplicando el método no paramétrico son § = 0y
© = 1081.339697 respectivamente. Las aproximaciones a dichos valores usando el
método tradicional y el método ortogonal se han obtenido ejecutaando las siguientes
instrucciones:

>with(NPestima):
>muestra__orig:::[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100];
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>Xn:=sum(x[i], i=1..n }/n;

1 n
Xn = - ;xz

>n:=12;
>muest__boot:=[Boot(muestra_orig,20)]:
>MonteCarlo(Xn, muestra, 20, muest_boot);

sesgo = 6.4708334, vartanza ;= 1137.077.
>NPaproximar(Sn, muestra_orig, 20, 1,muest_boot);

sesgo = —0.14 107°, varianza ;= 1081.339757.

Notemos la diferencia de precisién entre los dos métodos. Si bien, el nimero de
muestras bootstrap, B = 20, en este caso es bastante pequeiio, por eso parece que el
método bootstrap estandar es impreciso. Sin embargo, exactamente con las mismas
muestras bootstrap el método bootstrap ortogonal es practicamente exacto.

El programa Frecboot(.) nos permite transformar muestras bootstrap simuladas
de manera no paramétrica a vectores de frecuencias bootstrap. Es decir, si & =
(X%, ..., X?) es una muestra bootstrap extraida de la £d.D empiria F,, asociada a
cierta muestra X, = (Xj,...,X,,) entonces Frechoot(.) transforma A}; al vector
N* = (Nf,...,N;}) donde N} es el mimero de apariciones de la observacién X en la
muestra bootstrap &;*. Tambien nos permite transformar de golpe un conjunto de
muestras bootstrap X1, ..., X*F al conjunto de vectores N*1, ..., N*® como acabamos
de explicar. Frecboot(.) necisita dos argumentos: el primero es una o un conjunto
de muestras bootstrap y el segundo es la muestra original a partir de la cual fueron
simuladas dichas muestras bootstrap. Para ver un ejemplo de ejecucién consideremos
la muestra anterior:

>muestra_orig:=[135,20,7,86,420,5,45,103,230,10,94,100]:
>muest__boot:=[Boot(muestra_orig, 3)]:
>muest_boot;

[ [94,230,100,420,10,7,420,45,10,103,10], [7,94,20,86,86,10,86,230,7,135,103],
[135,420,100,45,94,45,5,420,7,86,94,5] |.

>Frecboot(muet__boot, muetra__orig);
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[ [analyl52a03131a17351’1]) [1a1a273:09071a1,15191,O]a [170)1’1a2a2>2a07010y2)1] ]

Sea N la variable aleatoria Multinomial de dimensién n y con media mg = 1,,
el vector de dimensién n cuyos componentes son todos igual a 1. Notemos por
V la matriz de varianza de N. Sea A una matriz tal que AV A* es diagonal, cual
existe siempre (Ver el capitulo 6). Consideremos la transformada de N dada por
M=AN. El programa PolMultinom(.) calcula los polinomios ortogonales respecto a
la distribucién de M. Ver el capitulo 6 para mas detalles del procedimiento y sus
objetivos. PolMultinom(.) admite dos argumentos: €l primero es la dimensién n de
N, v el segundo un entero r que es el grado maximo de los polinomios ortogonales
que queramos calcular. Por ejemplo, supongamos que r = 2, entonces si ejecutamos
Polmultinom(n,2) el programa calcula todos los polinomios de primer grado P, (.),
i =1,...,n y todos los de segundo grado P, (.),1 = 1,...,n Y Peiye, (), 0 =1,...,n—1
y j =i+1,...,n, y almacena el resultado en las variable globales Pml[s, i| y Qml[i, j].
La variable Pm/s,i] almacenara el polinomio P, (.), ¢ = 1,..,n y s = 1,2. Por
otro lado, la variable Qm/[i, j] almacenara el polinomio Pg.¢;(.), ¢ = 1,...,n — 1
y j = 1+ 1,...,n. Recordamos que aqui se trata de polinomios multivariantes de
dimensién n. Ejemplo de ejecusién, para n = 10 :

>PolMultinom(10,2):
>xx:=seq(x][i],i=1..10);

Tx = T1,T9,T3,T4,T5, T, L7, T8y L9, T10

>Pm[1,5](xx);

3
>Pm[2,3](xx);
22 13\/ﬁ$+\/2‘ +\/1"6 +4:5
37T BT Ty T
>Qm[4,9](xx);
3442 1521
T4y — 5\/5.%'4 - \1/;1—.7;9 + \7/——
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Tando Frecboot(.) como PolMultinom(.) ademas de que son programas indepen-
dientes, también son subprogramas isenciales del programa principal Mutinomaprox(.)
cuyo objetivo es similar a NPaproximar(.) visto antes. Multinomaprox(.) aproxima
el sesgo y la varianza bootstrap ideales de un estimador é; usando su desarrollo
en terminos de polinomios ortogonales respecto a la distribucién Multznomeal como
se ha explicado en el capitulo 6. Los argumentos admetidos por Multinomaprox(.)
son los mismos admitidos por NPaproximar(.). Para ver un ejemplo de ejecucién
consideremos los datos del ejemplo de los Parches hormonales (Ver Tabla 15-6 en
el Capitulo 6), donde disponemos de n = 8 observaciones de una variable aleatoria
bidimencional X = (Y, Z). El estadistico de interes es &, = Y/Z y los datos son
(—1200, 8406), (2601, 2342), (—2705,8187), (1982, 8489), (—1290,4795), (351, 3516),
(—638, 4796), (—2719,10238). El sesgo § y error estandar 5¢ ideales de £, (obtenidos
con B = 10000 simulaciones) son:

§=0.0084 y & = 0.102.

" La estimacién del sesgo y del error estandar obtenidos en EFRON (1993) basados
sobre el método bootstrap estandar con B = 400 simulaciones son

e = 0.0043 y 52k, = 0.105.

Aplicamos el método bootstrap ortogonal, donde se usa €l desarrollo ortogonal
ejecutando Multinomaprox(.), hemos obtenido los siguientes re-

multinomial de £,
sultados en la hoja de Maple:

>muestra_ orig:=[ [-11200,8406],[2601,2342],[-2705,8187],{1982,8489) [-
1290,4795],[351,3516],

[-638,4796],[-2719,10238] I:
>muestras__boot:=[Boot(muestra_orig,400)]:
>Tn:=sum{x[i],i=1..n)/sum(y[i],i=1..n);

SR
>Multinomaprox(Tn,muestra_orig, 400, 2, muestras_ boot);
sesgo = 0.00811, vartanza = 0.01028.
>error__estandar:=sqrt(0.01028);

error__estandar := 0.1014.
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Por lo que la aproximacién del error estandar de &, mediante el método bootstrap
ortogonal es §e,., = 0.1014 cual se ve que es mas precesa como aproximacién de e
que 50

9.3 El Paquete Repita

Sea En un estadistico al que queremos aproximar el sesgo § o la varianza ¥ ideales
mediante algin método bootstrap, estandar o ortogonal. Supongamos que el esti-
mador admite un desarrollo en terminos de algtin sistema ortogonal {1 }x. Como
hemos visto en el Capftulo 7, los célculos se hacen considerando el desarrollo hasta
algtin orden m como sigue

E= a+e. (9.5)
=0

Podemos siempre escoger un grado m adecuado en (9.5) para efectuar las aproxima-

ciones (del sesgo y de la varianza). Sea siorf y viort respectivamente las aproxima-

ciones del sesgo y la varianza de é:; mediante el métoto bootstrap ortogonal basado
sobre un desarrollo (9.5) hasta el grado m y usando B simulaciones bootstrap. Con-
sideremos la estimacién del sesgo y supongamos, por ejemnplo, que queremos calcular
las 7 realizaciones siy’, SE17, ..., Sho’ del sesgo. Esto se puede realizarse ejecutando
r veces siguidamente el programa Aproximar(.) aumentando su quinto argumento
una unidad en cada ejecucién. O supongamos, por ejemplo, que queremos calcular
syort, s36rt, L., st donde variamos el mimero de simulaciones B de 20 hasta 100
con salto de 10. Esto tambien puede hacerse ejecutando Aproximar(.) 9 veces var-
iando su cuarto argumento y posiblemente su sixto argumento como se explico en la
seccién 1 del actual capitulo. Fl paquete Repita incluye programas que nos permiten
realizar lo dicho de forma automatica sin tener que ejecutar muchas veces algun
programa como NPestima(.) o Estima(.) con el fin de obtener lo que queremos. Para
entender mejor la idea, consideremos la Tabla 6-1 donde se recopilan varias aproxi-
“maciones del sesgo §'y la varianza ¥ variando el mimero de simulaciones B de 6 hasta
200. Dicha table fue obtenida de una vez simplemente ejecutando un programa del

paquete Repita como vamos a ver. Fl contenido de Repita es el siguiente:

>with(Repita);

[IdealRep, PMCrepetir, Recortar, Repetir, Resimular].
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Empezamos con el programa Recortar(.). Este programa nos permite repetir
la ejecucién del programa Aproximar(.) variando su quinto argumento un nimero
determinado de veces. Un ejemplo es la Tabla 7-2 que es el resultado de la ejecucion
de Recortar(.) donde este programa llama 7 veces al programa Aproximar(.) y donde
en cada ejecucién el quinto argumento es aumentado una unidad manteniendo fijas
las muestras bootstrap. Otro programa parecido es Resimular(.) cuya funcién es
reejecutar el programa Aproximar(.) variando su cuarto argumento. El resultado de
ejecucién, por ejemplo, es la segunda, la tercera y la quinta columna de la Tabla 6-1
que se obtienen de golpe. El programa PMCrepetir(.) reejecuta el programa MC(.)
del paquete Estima variando el mimero de muestras bootstrap B. El resultado, por
ejernplo, es la cuarta y la sixta columna de la Tabla 6-1 que se obtienen de una
vez. En siguida vemos un ejemplo de ejecucién de dichas programas en una seccién
de Maple. Para ello, consideremos la Tabla 6-1 pero con un salto de 40 entre los
valores de B, y la Tubla 6-2 sin las dos ultimas lineas:

>with(Estima):

>with(Repita):

>muestra_origi=Muestra{normal[7,1],50):
>media:=stats[describe,mean](muestra):

>muestras_ boot:=[Muestra(normal[media,1],50,200):

>h:=mu~4+3*mu:

>Tni=x"4-6%x"2/n+3*+3/n"2: -

>Resimular([h, Tn],normal[mu,1],muestra_orig,200,3,4,40, muestras_ boot);

[ B varl var sego |
200 32781.34516 32781.34516 10~
160 32781.34522 32781.34522 0
120 32781.34525 32781.34525 0.2 107°
80 32781.34526 32781.34526 1076
40 32781.34510 32781.34511 0
| 10 32781.37416 32781.37415 0.68 107* |
>Recortar([h,Tn],normal[mu,l],muestra_orig,QOO,1,4,mboot);
[ grado m varl var sesgo |
1 33140.27952 33140.27389 —0.153428
2 32774.49102 32774.49101  0.016204
3 32781.44662 32781.44662 —0.83 107*
4 32781.34516 32781.34516 1076
i 5 32781.34512 32781.34512 0 ]
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>PMCrepetir([h,Tn],muestra_orig,muestras_boot,5,40);

B warianza sesgo
200 32079.2066 —2.0208
160 32202.6725 —10.3236
120 35643.4437 —14.3102

80 33240.7893 —18.7976
40 32898.1225 —31.2732

10 11528.2103 30.23023

- -

El programa Repetir(.) nos permite reejecutar algunas programas como NPaprox-
imar(.), Multinomaprox(.) y MonteCarlo(.) del paquete NPestima. Sea 6, un cierto es-
tadfstico y supongamos que disponemos de N muestras originales X3 = (X7, ..., X?),
j=1,...,N donde cada muestra es de tamafio n. Supogamos que para cada mues-
tra X7, necesitamos obtener M realizaciones bootstrap, digamos C?, m = 1,..., M,
de una cierta caracteristica C del estadistico 0 donde C puede ser el sesgo s o la
varianza v de 6. Fl cédlculo de repitidas realizaciones de C' nos permite comparar
dos métodos de aproximacién bootstrap calculando el error cuadratico medio de las
realizaciones. Con el fin de realizar lo dicho, necesitaremos por ejemplo ejecutar
M veces alguna de las programas NPaproximar(.), Multinomaprox(.) o MonteCarlo(.)
para cada una de las N muestras originales, Esto significa que necesitaremos un total
de MN ejecuciones. Fl programa Repetir(.) ejecutado con adecuados argumentos
hace que dichas M N ejecuciones se haces de forma automética. Por ejemplo, los
resultados numéricos de la subseccién "Resultados nimricos" de la primera seccién
del Capitulo 6 son obtenedos usando el programa Repetir(.). La forma general de
los argumentos de Repetir(.) es la siguiente

Repetir(Estimador, Muestras _originales, M, B, Grado, Programa);

donde Estimador representa la expresién del estadistico @(X 1y -y Xpn) como funcién
de los datos, Muestras originales es una lista de N muestras originales o simple-
‘mente una muestra original si desponemos solamente de una. M serfa el ndmero de
realizaciones de la caracteristica C' de f que se requieran y B el mimero de muestras
bootstrap usadas para el calculo de cada realizacién C. El argumento Grado serfa
el grado del desarrollo ortogonal de 0 que va a ser usado para efectuar los célculos.
Programa represente el nombre del programa que queremos usar para obtener las
realizaciones C' mediante el método ortogonal. Entonces Programa puede ser NPa-
proximar(.) o Multinomaprox(.). Ademas de dichos argumentos, Repetir(.) admite un
septimo argumento que sera una lista de /N listas de M grupos de muestras, donde
cada uno de las M grupos esta formado de B muestras bootstrap.
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9.4 Otros Programas

9.4.1 Familia NEF

En primer lugar veremos el paquete NEF que incluye programas relacionados con
la familia de distribuciones Exponencial Natural. Dicho paquete esta formado por
cuatro programas:

>with(NEF);

[Cumulante, Momento, MomentoCentrado, Resumen).

Empezamos con el programa Resumen(.) cuyo objetivo es dar un pequenio resumen
sobre cualquier miembro de la familia NEF' pasado al programa como argumento.
Por ejemplo, podemos estar trabajando con una familia determinada y en momento
concreto necesitamos consultar algo sobre la familia como por ejemplo la expresién
explicita de su distribucién, su media, su funcién caracteristica,etc. El programa Re-
sumen(.) nos proporciona dicha informacién. Consideremos por ejemplo, la familia
Secante Hiperbdlica Generalizada, SHG(r,0) :

>Resumen(shg);

Sec. Hiperb. Generalizada  SHG(r,0), |6| < %y p = tan(d), r > 0.

Funcién de Densidad flz,r,p) = (14 p*) "% exp(z a,rc:t::m_(,o))l flz,7,0)
con f(z,r,0)= _er(_;; H;.‘O:O [1 + z;:—_:%p]
Media pw=rp -
Funcién de Varianza Vipg)=r*(1+p*) =r-+ f‘;—
Estad. suf. y completo La media muestral Z.
Densidad de Z Fals, 7, p) = n(1 + p*) ™™/ exp(ns arctan(p)) f (ns, nr, 0).

Func. Gener. de cumulantes (t) = —rIn (cos(t) — psin(t)).

Por otra parte, los programas Cumulante(.), Momento(.) y MomentoCentrado(.)
como sus nombres indican, nos permiten calcular numéricamente o simbolicamente
los cumulantes, los momentos y los momentos centrados de una variable aleatoria
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perteneciente a una familia NEF. Dichos programas utilizan los mismos argumentos
y se ejecutan usando la siguiente expresién

Programa(Orden, Distribucién[Paramétros]);

donde Programa representa cualquira de los tres: Cumulante, Momento o Momento-
Centrado. La palabra Orden es un entero positivo que sera el orden del cumulante,
del momento o del momento centrado requiredos. Distribucién representa el nombra
de la distribucién miembro de la familia NEF, y Paramétros son los paramétros de
dicha distribucién. Consideremos, por ejemplo, la sesién Maple siguiente:

.>Cumulante(6, binomial[V, p]);
Np — 31Np? + 180Np® — 3900Np* + 360Np° + 24Np°.
>Momento(4, binomial[10, p]);
5040p* + 4320p° + 630p* + 10p.
>Momento(5, poisson|u]);
g+ 1507 + 250° + 10p* + 1
>MomentoCentrado(7, gamma|a, 6]);

18540 .

9.4.2 Estimacion de la Densidad y la Distribucién

Para la aproximacién de la densidad y de la distribucién mediante las férmulas de
“inversién, como se ha explicado en el capftulo anterior, disponemos de un paquete
de cuatro programas. Dos de ellos relacionados con la estimacién de la densidad y
otros dos con la estimacién de la distribucién. El paquete de programas le hemos
llamado FFTestima, y contiene los siguientes programas:

>with(FFTestima);

[DensidadPuntos, DensidadEstima, DistribucionEstima, InversionDirectaDistib].
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Antes supongamos que las notaciones del capitulo anterior (como Z,, T, m,
P;, ...) tienen el mismo significado y denotaremos por muestra_orig una lista de
nmeros que constituyen la muestra original X,,. El programa DensidadPuntos() nos
permite obtener una aproximacién a 2m puntos P;, j = —m, ...m — 1, pertenecientes
al gréfico de la densidad (Ver Figura 8-6). Dicho programa se ejecuta con tres
argumentos muestra_orig, m y T y un cuarto func_caract como opcional. Este
dltimo argumento representa la expresién de la funcién caracteristica de X; en el
caso paramétrico cuando se supone que es onocida. Si el programa DensidadPuntos()
se ejecuta solamente con tres argumentos entonces se utiliza el método de estimacién
no paramétrica (Ver el capitulo anterior). Sea 2mPuntos la lista de los 2m puntos
obtenidos como resultado de la ejeuién de DensidadPuntos().

Los programas DensidadEstima() y DistibucionEstima() se ejecutan siempre de-
spues de DensidadPuntos() puesto que suponen que ya disponemos de los 2m puntos
de la densidad. Dichos programas nos permiten aproximar a la densidad g (z) y ala
distribucién G*(z) respectivamente y en cualquier punto . Las aproximaciones se
basan sobre los 2m puntos obtenidos usando las férmulas (8.11) y (8.13) del capftulo
anterior. Cada una de los dos programas DensidadEstima() y DistibucionEstima() se
ejecuta con dos argumentos = y 2mPuntos donde z es el punto en el que se desea
una aproximacién para la densidad g% (z) o la distribucién G}, (z).

El programa InversionDirectaDistrib(.), al igual que DistibucionEstima(), nos per-
mite aproximar a G*(z) en cualquier pundo real z, pero usando la f6rmula de in-
versién correspondiente a la distribucién directamente sin necesidad de estimar la
densidad. La aproximaién se basa sobre el método de los trapecios explicado en
el capitulo anterior (Ver (8.15)). Dicho programa se ejecuta on seis argumentos z,
muestra__orig, m, T, ay Fa. Los cuatro primeros son igual que como se ha explicado
antes, ¢ es un punto real en el que se supone que conocemos a Fa = G}, (a).

En una sesién de Maple el sintaxis de los programas anteriores se ve como sigue:

>2mPuntos :=DensidadPuntos( muestra_orig, m, T );
>9mPuntos :=DensidadPuntos( muestra_orig, m, T, func_caract);
>DensidadEstima(z, 2m Puntos);

>DistribucionEstima(z, 2m Puntos);

>InversionDirectaDistrib(z, muestra_orig, m, T, a, Fa);
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9.5 Cddigos fuente de los programas

9.5.1 Estima.

El codigo del paquete Estima:

Estima := table([

Hermite = (proc(x, k) v
kixsum((-1) ~j*(2*x) " (k - 2%j)/((k - 2%xj)1*j!),
j =0 .. floor(1/2%K))

end)

Lag = (proc(x, g, k)
sum((k + @ 1 (-x)"3/(G*(g + P*& - DY), =0 .. k)
end)

Krawt = (proc(x, p, N, k)

sum(x (N - x) !*(-1)"j*p~j*(1 - p)~(k - J)/(

Jrx(k — PDI*R(x -k + PFW -x - DY, =0 .. k)
end)

Meix = (proc(x, alpha, cc, k)

(1)~ (2*k)*k!*sum(x!*(-x -~ alpha) !*cc~(~3)/(

jr(x = §)1x(k - j)!*(-x - alpha -k + j)!), j =0 .. k)
end)

Charlier = (proc(x, e, k)

expand (sum(k!*x!*(-e)~(k - J)/(GI*k - Di*x - DY,
, j=0..%k)

end)

Pherm = (proc(x, mu, sigma, n, k)
expand (
sigma~k*Estima[’Hermite’] (sqrt(1/2*n)*(x - mu)/sigma, k)/
(2%n) " (1/2%k))

end)
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Pjac = (proc(x, theta, n, k)

expand (GAMMA(n + k)*sum(

(1) "i%k!*GAMMA(n + 2%k - i)*(x/theta) " (k - 1)/(

itx(k — 1) '*GAMMA(n + k - 1)), 1 = 0 .. k)/GAMMA(n + 2%k))
end)

Plag = (proc(x, mu, alpha, n, k)
if nargs = 5 then sort(expand((-1) "k¥k!*mu k*
Estima[’Lag’] (n*alpha*x/mu, n*alpha - 1, k)/
(n*alpha)“k), x)
else (-1) k¥k!smu k*
Estima[’Lag’] (n*alpha*x/mu, n*alpha - 1, k)/
(n*alpha) "k
fi
end)

Pcharl = (proc(x, mu, n, k)
expand (Estima[’Charlier’] (n*x, n*mu, k)/n"k)
end)

Pkrawt = (proc(x, mu, N, n, k)
expand (k!*Estima[’Krawt’] (n*x, mu/N, n*N, k)/n"k)
end)

Pmeix = (proc(x, mu, r, n, k)
(mu/T) “k*Estima [Meix] (n*x, n*r, mu/(r + mu), k)/n’k
end)

Norma = (proc(x, n, k)
local mu, theta, sigma, alpha, N, p, T;
if op(0, x) = ’Pherm’ then
sigma := op(2, x); RETURN(sqrt(k!*sigma”(2*k)/n"k))
elif op(0, x) = ’Pcharl’ then
RETURN (sqrt (k!*op(1l, x)"k/n"k))
elif op(0, x) = ’Pkrawt’ then
N := op(1, x);
p = op(2, x);
RETURN (sqrt (k! *GAMMA (n*N + 1)*(p*(1 - p))"k/(
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GAMMA(n*N - k + 1)#n”(2%k))))
elif op(0, x) = ’Plag’ then RETURN(sqrt(
k! *GAMMA (n*op (1, x) + k)*op(2, x)~(2*k)/(
n~ (2¥k) *GAMMA (nxop (1, x)))))
elif op(0, x) = ’Pmeix’ then
r := op(1l, x);
p = op(2, x);
RETURN (sqrt (k! *GAMMA (n*r + k)*(1 - p)"k/(
' GAMMA (n*1) * (n*p) ~ (2%k))))
elif op(0, x) = ’Pjac’ then RETURN(
sqrt(n/(n + 2¥k))*k!x(n + k - 1)!1/(n + 2¢k - 1))
fi
end)

Unvue = (proc(h::algebraic, c)
local d, T, v, a, aa, w, dl, sigma, N, r, alpha;
d := degree(h, mw);
if op(0, ¢) = ’normal’ then
sigma := op(2, c);
T := h + sum(diff(h, mu $ i)x*
Estima[’Pherm’] (x, mu, sigma, n, i)/i!,
i=1..4);
v := sum(diff(h, mu $§ i)"2%
Estima[’Norma’] (Pherm[mu, sigmal, n, i)72/(i!)"2,
i=1..4d);
RETURN ( [expand(T), collect(expand(v), mu)])
elif op(0, c) = ’poisson’ then
T :=h + sum(
diff(h, mu $ i)*Estima[’Pcharl’](x, mu, n, 1i)/i!,
i=1..4);
v := sum(diff(h, mu $ i) 2%
Estima[’Norma’] (?Pcharl[mul’, n, i)~2/(i!)"2,
i=1..4d;
RETURN ( [expand(T), collect(expand(v), mu)]l)
elif op(0, c¢) = ’binomial’ then
N := op(1, ¢);
a

(i, @) —-> il¥product(l - j/(n*q), j =0 .. i - 1)
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T :=h + sum(
diff(h, mu $ i)*Estima[’Pkrawt’](x, mu, N, n, 1)/
a(d, ), i=1 .. 4d);

v := subs(p = mu/N, sum(diff(h, mu § 1) 2%
Estima[’Norma’] (Pkrawt [N, pl, n, 1)"2/a(i, N)~2,
i=1..4d);

RETURN ([expand (simplify(T)), collect(expand(v), mu)])

elif op(0, ¢) = ’gamma’ then

aa := il!xproduct(l + j/(op(l, c)*n), j =0 .. 1 - 1);

a := unapply(aa, i);

T :=h + sum(diff(h, mau $ 1i)*

Estima[’Plag’] (x, mu, op(1l, <), n, i)/a(d),
i=1..4d);

v := sum(diff(h, mu $ i) 2*Estimal[’Norma’](
Plaglop(1, ¢), mu/op(l, )], n, i)"2/a(i)"2,
i=1..4d);

RETURN ( [expand (simplify(T)), collect(expand(v), mu)l)

elif op(0, ¢) = ’bnegat’ then

r := op(l, ¢);

a :=

(i, @ -> itsproduct(1 + j/(oxq), j =0 .. 1 - 1)

T := h + sum(
diff(h, mu $ i)*Estimal’Pmeix’](x, mu, r, n, i)/
a(i, r), i =1 .. 4&);

v := subs(p = r/(zx + muw), sun(diff(h, mu § i)72%
Estima[’Norma’] (Pmeix[r, p], n, i)"2/a(i, r)~2,
i=1..4);

RETURN ( [simplify (expand(T)),
collect(expand(simplify(v)), mw1)

elif op(0, c¢) = uniform then
dl := degree(h, theta);
:= (x, n, k) => ((k + n)*x"k)/n;
(theta, n, k) -> k™ 2ktheta”(2xk)/(nx(n + 2%k));
sum(coeff (h, theta, i)*a(x, n, 1), 1 = 0 .. di);
sum(coeff (h, theta, i)*w(theta, n, 1),
i=0..4d1);

< 35 p
it
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RETURN([T, v1)
fi
end)

Maximo = (proc(l::list)
local j, z, n;
n := nops(l);
z := op(1, 1);
for j from 2 to n do
if z < op(j, 1) then z := op(j, 1) fi
od;
RETURN(z)
end)

It

1

Suprimir = (proc(r::posint, 1::1list)
global datos;
if nops(l) < r then

ERROR(¢la lista tiene menos de ‘.r.°¢ elementos.‘)

else datos := [op(1 .. nops(1l) - r, 1)]
fi
end)

Bin = (proc(N, p, n)
local K, k, t, i, v, u, x, j, r, mues;
for r to n do

x[xr] := 0;
K := 2xN;
k := N;
t = p;

while k <= K and floor(l + k*t) <> k + 1 do
i := floor(l + kx*t);

v := stats[random, betali, k + 1 - i]10;
if t < vthen t := t/v; k¥ (=1 -1
else

xfr] := x[r] + i;

t = -v)/{d - v);

k =k -1

fi

183



184 MOHAMED GHEZIEL

od;
for j to k do
u := stats[random, uniform[0, 1]11Q);
if u < p then x[r] := x[r] + 1 fi
od
od;
RETURN([seq(x[r], r =1 .. n)])
end)

Muestra = (proc(c, n::posint)

local i, B;
global mnor, mgam, mpois, mbin, mbneg, mbet, mchi, munif;
mnor := ’mnor’;
mgam := ’mgam’;
mpois := ’mpois’;
mbneg := ’mbneg’;
mbet := ’mbet’;
mchi := ’mchi’;
munif := ‘munif’;
mbin := ’mbin’;

if op(0, c) = normal then
if nargs = 2 them mnor :=
[stats[random, normald[op(l, ¢), op(2, c)]1(n)]
elif nargs = 3 then

B := args[3];

for i to B do mnor[i] := [
stats[random, normald[op(l, c¢), op(2, ¢)1]1(n)
] : :

od

fi
elif op(0, ¢) = binomial then

if nargs = 2 then
mbin := Estima[Bin] (op(1, ¢), op(2, ¢), n)

elif nargs = 3 then
B := args[3];
for 1 to B do

mbin[i] := Estima[Bin] (op(1, <), op(2, ¢c), n)

od
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fi
elif op(0, c) = gamma then
if nargs = 2 then mgam :=
[stats[random, gammalop(1l, c), op(2, ¢)11(®]
elif nargs = 3 then
B := args[3];
for i to B do mgam[i] :=
[stats[random, gammalop(1, ¢), op(2, c)11(n)]
od
fi
elif op(0, ¢) = poisson then
if nargs = 2 then

mpois := [stats[random, poissonfop(l, ¢)11(m)]
elif nargs = 3 then
B := args[3];

for i to B do mpoisf{i] :=
[stats[random, poissonlop(1l, ¢)]1(n)]

od

fi
elif op(0, c) = bnegat then

if nargs = 2 then mbneg := [stats[

random, negativebinomiallop(l, ¢), op(2, 111
elif nargs = 3 then "

B := args[3];

for i to B do mbmnegl[i] := [stats[
random, negativebinomial[op(1, ¢), op(2, ¢)11(
n)]

od

fi
elif op(0, c) = beta then
if nargs = 2 then mbet :=
[stats[random, betalop(l, ¢), op(2, ¢)111(n)
elif nargs = 3 then
B := args[3];
for i to B do mbet[i] :=
[stats[random, betalop(l, c), op(2, c)1]1(n)]
od
fi
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elif op(0, c) = uniform then
if nargs = 2 then munif :=
[stats[random, uniform[op(1l, c¢), op(2, ¢)111(n)
elif nargs = 3 then

B := args[3];

for i to B do munif[i] := [
stats{random, uniform[op(1, ¢), op(2, <11 (n)
]

od

fi
elif op(0, c) = chisquare then
if nargs = 2 then

mchi := [stats[random, chisquare[op(1, ¢)11](n)
elif nargs = 3 then
B := args[3];

for i to B do mchi[i] :=
[stats[random, chisquarelop(l, p)l1(n)]
od
fi
fi
end)

Pdata = (proc(c, n, b, m)
local N, alpha, sigma, j, i, p;
global Pn, s, Pdat;
if op(0, ¢) = normal then
sigma := op(2, c);

p = op(1, ¢);
for 1 to b do s[i] := stats[describe, mean] (mnorb[il])
od;

for j to m do Pn[j] := evalf(
[seq(Pherm(s[i], p, sigma, n, j), 1 =1 .. B)1)
od;
Pdat := [seq(Pn[jl, j =1 .. m]
elif op(0, c¢) = gamma then
alpha := op(1, c);
p := op(l, c)*op(2, c);
for i to b do s[i] := stats[describe, mean] (mgamb[i])



METODOS ORTOGONALES. MOHAMED GHEZIEL

od;
for j to m do Pn[j]l := evalf(
[seq(Plag(s[i], p, alpha, n, j, 1), i =1 .. b)])
od; :
Pdat := [seq(Pn[jl, j =1 .. m)]
elif op(0, ¢) = binomial then
N := op(1, ¢);

p = op(l, c)*op(2, c);
for i to b do s[i] := stats[describe, mean] (mbinb[i])
od;

for j to m do Pnl[jl := evalf(
[seq(Pkrawt(s[il, p, N, n, j), i =1 .. b))
od;
Pdat := [seq(Pn(jl, j =1 .. m)]
elif op(0, ¢) = poisson then

p := op(l, <);
for i to b do

s[i] := stats[describe, mean] (mpoisb[i])
od;

for j to m do Pn[jl :=
evalf ([seq(Pcharl(s[i], p, n, j), i =1 .. DD
od; .
Pdat := [seq(Pn[jl, j =1 .. m)]
elif op(0, c¢) = uniform then
p = op(1, c);
for i to b do s[i] := Maximo(munifb[i]) od;
for j to m do Pn[jl :=
evalf([seq(Pjac(s[il, p, n, j), i =1 .. b))
od;
Pdat := [seq(Pn[j], j =1 .. m)]
fi
end)

Ydata = (proc(h, c, nn, b)
local Tn, i;
if op(0, ¢) = normal then
if type(h, list) then Tn := unapply(op(2, h), x, n)
else Tn := unapply(op(1, Umvue(h, <)), x, n)
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fi;
RETURN([seq(Tn(stats[describe, mean] (mnorb[il), nn),
i=1..b0D
elif op(0, ¢) = binomial then
if type(h, list) then Tn := unapply(op(2, h), x, n)
else Tn := unapply(op(l, Umvue(h, ¢)), x, n)
fi;
RETURN( [seq(Tn(stats[describe, mean] (mbinb[i]), nn),
i=1..1) |
elif op(0, c) = gamma then
if type(h, list) then Tn := unapply(op(2, h), x, n)
else Tn := unapply(op(l, Umvue(h, ¢)), x, n)
fi;
RETURN ( [seq(Tn(stats[describe, mean] (mgamb[il), nn),
i=1..90D
elif op(0, c¢) = poisson then
if type(h, list) then Tn := unapply(op(2, h), x, n)
else Tn := unapply(op(l, Umvue(h, ¢)), x, n)
fi;
RETURN([seq(Tn(stats[describe, mean] (mpoisb[il), nn),
i=1..DbD0D
elif op(0, c¢) = uniform then .
if type(h, list) then Tn := unapply(op(2, h), x, n)
else Tn := unapply(op(l, Umvue(h, ¢)), x, n)
fi;
RETURN ( [seq (Tn (Maximo (munifb[i]), nn), i =1 .. b)1)
fi
end)

Aproximar = (proc(h, ¢, 1::list, b::posint, m::posint)
local nn, mm, ecc, bh, v, vv, vi, e, i, j, yy, er, sesg,
ydata, pdata, ec, bb, X, Xt, A, IA, Dg;
global mboot, mgamb, mnorb, mbinb, mpoisb, munifb, resultado,
sigma, alpha, N_;

vl := 0;

e := 0;

nn := nops(l);
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if op(0, ¢) = normal then

sigma := op(2, ¢);
if type(h, list) then hh := unapply(op(l, h), muw)
else hh := unapply(h, mu)
fi;
mm := stats[describe, mean] (1);
if nargs = 6 then

for i to b do mnorb[i] := op(i, args[6]) od
else for i to b do mnorb[i] :=

[stats [random, normald[mm, sigmall (nn)]

od
fi;
mboot := [seq(mnorbl[i]l, i =1 .. b)];
ydata := Ydata(h, ¢, nn, b);
pdata := Pdata(normal[mm, sigmal, nn, b, m);

Xt := ;rray([[seq(l, i=1..Db)], op(pdata)]l);

X := linalgltranspose] (Xt);

A := linalg[multiply] (Xt, X);

IA := linalg[inverse] (A);

Dg := sum(
IA[j, jl*Estima[Norma] (Pherm[mu, sigmal, nn, j)~2
, J=1 .. m;

ec := stats[

fit, leastsquare[[seq(x[i], i =1 .. m), yl11(
[op(pdata), ydatal);
bb := [op(1, rhs(ec)),
seq(op(i, rhs(ec))/x[i - 1], 1 =2 .. m+ DI;
ecc := unapply(rhs(ec), seq(x[jl, j =1 .. m));
yy := stats[transform, multiapplylecc]]([op(pdata)]);
er :=
stats [transform, multiapply[(al, b1) -> al - bi]l(
[ydata, yy1);
sesg := op(1, bb) - hh(mm);
for j to b do e := e + op(j, er)”2 od;
e :=e/(b-m-1);
for j from 2 to nops(bb) do vi := vl + op(j, bb) 2%
Estima[Norma] (Pherm[mu, sigmal, nn, j - 1)72
od;
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v = vl + e;
vV 1= v - exDg;
resultado := table([Ecuacion = rhs(ec), var(’e’) = e,

var{(Tn) = v, ivar(Tn) = vv, sesgo = sesgl);
RETURN (eval (resultado))
elif op(0, c¢) = gamma then
alpha := op(1, ¢);
if type(h, list) then hh := unapply(op(l, h), mu)
else hh := unapply(h, mu)
fi;
mm := stats[describe, mean] (1);
if nargs = 6 then
for i to b do mgamb[i] := op(i, args[6]) od
else for i to b do mgamb[i] :=
[stats [random, gamma[alpha, mm/alphal](nn)]
od
fi;
mboot := [seq(mgamb[i]l, i =1 .. B)];
ydata := Ydata(h, c, nn, b);
pdata := Pdata(gammal[alpha, mm/alphal, nn, b, m);
Xt := array([[seq(1, i =1 .. b)], op(pdata)]);
X := linalg[transpose] (Xt);
A := linalg[multiply] (Xt, X);
IA := linalg[inverse] (4);
Dg := sum(IA[j, jl*
Estima[Norma] (Plag[alpha, mm/alphal, nn, j)~2,
j=1..m;
ec := stats[
fit, leastsquarel[seq(x[il, 1 =1 .. m), yl11(
[op(pdata), ydatal);
bb := [op(l, rhs(ec)),
seq(op(i, ths(ec))/x[i - 11, i =2 .. m + 1I;
ecc := unapply(zhs(ec), seq(x[jl, j =1 .. m));
yy := stats[transform, multiapplyleccl]([op(pdata)]);
er :=
stats[transform, multiapply[(al, b1) -> al - b1]](
[ydata, yyl);
sesg := op(1, bb) - hh(mm);
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for j to b do e := e + op(j, er)"2 od;

e :=e/(b-m-1);

for j from 2 to nops(bb) do vl := vl + op(j, bb) 2%
Estima[Norma] (Plag[alpha, mm/alphal, nn, j - 1)72

od;

v = vl + e;

vv = v — exDg;

resultado := table([Ecuacion = rhs(ec), var(’e’) = e,

var(Tn) = evalf(v), ivar(Tn) = evalf(vv),
sesgo = sesgl);
RETURN (eval (resultado))
elif op(0, c¢) = binomial then
N_ := op(l, ¢);
if type(h, list) then hh := unapply(op(1, h), mu)
else hh := unapply(h, mu)
fi;
mm := stats[describe, mean] (1);
if nargs = 6 then
for 1 to b do mbinb[i] := op(i, args[B]) od
else for i to b do
mbinb[i] := Estima[Bin] (N_, mm/N_, nn)
od
fi;
mboot := [seq(mbinbl[i]l, 1 =1 .. b)];
ydata := Ydata(h, ¢, nn, b);
pdata := Pdata(binomial[N_, mm/N_], nn, b, m);
Xt := array([[seq(1, i =1 .. b)], op(pdata)]);
X := linalg[transpose] (Xt);
A := linalg[multiply] (Xt, X);
IA := linalg[inverse] (4);
Dg := sum(IA[j, jl=
Estima[Norma] (Pkrawt [N_, mm/N_], nn, j)~2,
j=1..m;
ec := stats[
fit, leastsquarel[[seq(x[i], i =1 .. m), yl1I(
[op(pdata), ydatal);
bb := [op(1, rhs(ec)),
seq(op(i, rhs(ec))/x[i - 1], i =2 .. m+ DI;
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ecc := unapply(rhs(ec), seq(x[jl, j =1 .. m));

yy := stats[transform, multiapplylecc]] ([op(pdata)]);

er :=
stats[transform, multiapplyl[(al, b1l) -> a1l - b1]](
[ydata, yyl);

sesg := op(1l, bb) - hh(mm);

for j to b do e := e + op(j, er)”2 od;

e :=e/(b-m- 1);

for j from 2 to nops(bb) do vi := vl + op(j, bb)"2x
Estima[Norma] (Pkrawt [N_, mm/N_], nn, j - 1)72

od;

v 1= vl + e;
vv = v - exDg;
resultado := table([Ecuacion = rhs(ec),

var(’e’) = evalf(e), var(Tn) = evalf(v),
ivar(Tn) = evalf(vv), sesgo = sesgl);
RETURN (eval (resultadc))

elif op(0, c¢) = ’poisson’ then

if type(h, list) then hh := unapply(op(l, h), mu)
else hh := unapply(h, mu)
fi;
mm := stats[describe, mean] (1);
if nargs = 6 then
for i to b do mpoisb[i] := op(i, args[6]) od
else for i to b do
mpoisb[i] := [stats[random, poisson[mm]](nn)l]
od
fi;
mboot := [seq(mpoisb[i]l, i =1 .. b)];
ydata := Ydata(h, ¢, nn, b);
pdata := Pdata(poisson[mm], nn, b, m);
Xt := array([[seq(l, i =1 .. b)], op(pdata)]);
X := linalg[transpose] (Xt);
A := linalg[multiply] (Xt, X);
IA := linalg[inverse] (4);
Dg := sum( ‘
IA[j, jl*Estima[Norma] (Pcharl[mm], nn, j)~2,
j=1..m;

il
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ec := stats[
fit, leastsquare[[seq(x[i]l, i =1 .. m), yllI(
[op(pdata), ydatal);
bb := [op(1, rhs(ec)),
seq(op(i, rhs(ec))/x[i - 1], i =2 .. m + 1];
ecc := unapply(rhs(ec), seq(x[jl, j =1 .. m));
yy := stats[transform, multiapplylecc]l]([op(pdata)]);
er :=
stats[transform, multiapply([(al, bl) -> al - b1]](
[ydata, yyl);
sesg := op(1, bb) - hh(mm);
for j to b do e :=e + op(j, er)"2 od;
e :=e/(b-m-1);
for j from 2 to nops(bb) do vl := vl + op(j, bb) 2%
Estima[Norma] (Pcharl[mm], nn, j - 1)°2

od;

v (= vl + e;

vV = vV —- ex*xDg;

resultado := table([Ecuacion = rhs(ec), var(’e’) = e,

var(Tn) = v, ivar(Tn) = vv, sesgo = sesgl);

RETURN(eval (resultado))
elif op(0, ¢) = uniform then )

if type(h, list) then hh := unapply(op(i, h), theta)
else hh := unapply(h, theta)
fi;
mm = Estima[Maximo] (1);
if nargs = 6 then

for 1 to b do munifb[i] := op(i, args[6]) od
else for i to b do munifb[i] :=

[stats[random, uniform[0, mm]] (nn)]

od
fi;
mboot := [seq(munifb[i}, 1 =1 .. b)];
ydata := Ydata(h, ¢, nn, b);
pdata := Pdata(uniform[mm], nn, b, m);

Xt := array([[seq(l, i =1 .. b)], op(pdata)l);
X := linalg[transpose] (Xt);
A := linalg[multiply] (Xt, X);
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IA := linalg[inverse] (A);

Dg := sum(IA[j, jl*Estima[Norma] (Pjac[mm], nn, j)~2,
j=1..m;

ec := stats[

fit, leastsquare[[seq(x[i]l, i =1 .. m), yl1lI(
lop(pdata), ydata]);
bb := [op(1, rhs(ec)),
seq(op(i, rhs(ec))/x[i - 1], i =2 .. m + 1)];
ecc := unapply(rhs(ec), seq(x[jl, j =1 .. m));
yy := stats[transform, multiapplylecc]l] ([op(pdata)]);
er :=
stats[transform, multiapply[(al, bl) -> a1l - b1]](
[ydata, yyD);
sesg := op(1, bb) - hh(mm);
for j to b do e := e + op(j, er)”2 od;
e :=ef/(b~-m- 1);
for j from 2 to nops(bb) do vl := vl +
op(j, bb) "2+Estima[Norma] (Pjac[mm], nn, j - 1)°2

od;

v :=vl + e;

vV = v - exDg;

resultado := table([Ecuacion = rhs(ec), var(’e’) = e,

var(Tn) = v, ivar(Tn) = vv, sesgo = sesg]);
RETURN (eval (resultado))
fi
end)

MC = (proc(c, mo, 1)
local i, j, m, _B, _e, vb, em, sn, _p, sb, h_;
_B := nops(1);
_p := unapply(op(2, ¢), x, n);
if op(0, c¢) = uniform then
h_ := unapply(op(l, c¢), theta);
sn := Estima[Maximo] (mo) ;
for i to _B do 7
m[i] := Estima[Maximo] (op(i, 1));
_eli]l := _p(mlil, nops(mo))
od
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else
h_ := unapply(op(l, c), mu);
sn := stats[describe, mean] (mo);
for i to _B do '
m[i] := stats[describe, mean] (op(i, 1));
_eli]l := _p(m[i], nops(mo))
od
fi;
em := sum(_e(jl, j =1 .. _B)/_B;
if op(3, c¢) = var then

vb := evalf(sum((_e[j] - em)"2, j =1 .. _B)/_B)
elif op(3, ¢) = bias then sb := evalf(em - h_(sn))

fi
end)

D

9.5.2 NPestima.

El codigo del paquete Npestima:
Npestima := table([

Boot = (proc(l, B)

local i, j, n, mues, ran;
global mboot;

n := nops(1);
mboot := [];
for i to B do
mues [i] := [1;
for j to n do
ran := rand(l .. n);
mues[i] := [op(mues[il), op(ran(), 1)]
od;
mboot := [op(mboot), mues[i]]

od;
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RETURN (op(mboot))
end)

Esp = (proc(h, 1::list)
local t, i;

t := unapply(h, x);

evalf (sum(t(op(i, 1)), i = 1 .. nops(1))/nops(1))
end)

Spo = (proc(s, 1, k)
local i, a, ¢, T, p;
if k = O then RETURN(1)
elif k = 1 then RETURN(s - NPestimal[Esp] (x, 1))
else
for i to 2 do ali] :=
NPestima[Esp] (NPestima[Spol (x, 1, k - 1)72, 1)
od;
al3] :=
NPestima[Esp] (x*NPestima[Spol(x, 1, k - 1)72, 1);
c := al[3]/al1];
al1l/af2];
(s - c)*NPestima[Spel(s, 1, k¥ - 1)
- r*NPestima[Spol (s, 1, k - 2)

s H
o

fi;
if type(s, numeric) then RETURN(evalf(p))
else RETURN(sort(expand(p), =))
fi
end)

Nspo = (proc(l, k)
sqrt (NPestima[Esp] (NPestima[Spo]l (x, 1, k)~2, 1))
end)

ECMedio = (proc(sb, si)
local j, el, e2, n, md;
n := nops(s);
md := sum(sil[jl, j =1 .. n)/n;
el := sum((sb[j] - md)"2, j =1 .. n)/n;
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e2 := sum((sb[j]l - si[j1)"2, j=1 .. n)/n;
RETURN([el, e2])
end)

NPdata = (proc(l, n, B, m)
local i, j, b;
global Pn, Pdat, Pd;
for i to m do
for j to n do Pnl[i, j1 := [seq(
NPestima[Spo] (op(j, op(b, mboot)), 1, i),

b=1..B)]
od;
Pa[i] := seq(Pnli, jl, j =1 .. n)
od;
Pdat := [seq(Pd[il, i =1 .. m)]
end) '

NYdata = (proc(h, nn, B)
local i, b, Tn;
Tn := unapply(h, seq(x[il, i =1 .. nn));
RETURN ([seq(Tn(op(op (b, mboot))), b =1 .. B)])
end)

NPaproximar = (proc(h, 1l::1list, B::posint, m::posint)

local nn, N, t, s, ss, yy, T, v, vi, e, b, bb, i, j, mb, er,
sesg, Yd, X, Xt, A, IA, M, Y, Y1, mi, P1, P2, P3, q, g1, Pd,
Pn, k;

global mboot, resultado;

vl := 0;

nn := nops(1);

T := unapply(h, seq(x[i]l, i =1 .. nn));
i:= 17,

if nargs = 5 then
for b to B do mb[b] := op(b, args[5]) od
else for b to B do mb[b] := NPestima[Boot](l, 1) od
fi;
b :='b’;
mboot := [seq(mblb], b =1 .. B)];
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b;

b :

T := unapply(h, seq(x[i]l, i =1 .. nn));

i =11’

Yd := [seq(T(op(op(b, mboot))), b =1 .. B)];
b = p?’;

mi := sum(1[i], i = 1 .. nn)/nn;

P1 := unapply(x - ml, x);

P3 := unapply(P1(x)*P1(y), x, y);

P2 := unapply (NPestima[Spol(x, 1, 2), x);

if m = 1 then
for j to nn do

elif m

qljl := [seq(P1(mboot[b][jl), b =
b i= b’

od;

J

Pd

J

= Jj);
:= [seq(qljl, j=1 .. nn)l;
o= )j)
= 2 then

for j to mn do

qljl := [seq(Pi(mboot[b]l[j1), b =1

b :=’b’;

qllj] := [seq(PQ(mboot[B][j]), b=1..

b = b
od;
j =3
Pd := [seq(qljl, j =1 .. on)l;
j =3
Pd := [op(Pd), seq(qlljl, j =1 .. nn)]l;
j=0y
else

for j to nn do

qljl := [seq(Pi(mboot[b] [j1), b =1 ..

b := 'b’;

qilj]l := [seq(P2(mboot{b] [j1), b =1 ..

b := b’

od;

]

.= )j);

|
—
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. B)I;

.. B)1;

B)];

B)];

B)I1;
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Pd := [seq(qljl, j =1 .. nn)];

Joi= 3
Pd := [op(Pd), seq(qll[jl, j =1 .. nm)];
J =73

for i tonn - 1 do for j from i + 1 to nn do
Pnli, j]1 := [seq(
P3(mboot [b] [i], mboot[bl[jl), b =1 .. B)

1;
b := b’
cod
od;
Pd := [op(Pd), seq(seq(Pn[i, jl, j =1+ 1 .. nn),
i=1..nn - 1)]
fi,
i:="21’;
j .= Jj);
Xt := array([{seq(l, 1 =1 .. B)], op(Pd)]1);
b := b’
X := linalg[transpose] (Xt);
j =;j);
i .= JiJ;
A := linalg[multiply] (Xt, X);

IA := linalg(inverse] (4);
M := linalg[multiply] (IA, Xt);
Y := array(Yd);
bb := linalg[multiplyl (M, Y);
Y1 := linalg[multiply] (X, bb);
er := linalgladd] (Y, Y1, 1, -1);
ifm=1orm= 2 then
e := sum(er[il~2, i =1 .. B)/(B - nn*m - 1)

else e :=
sum(er[i]l~2, i =1 .. B)/(B - 1/2*nn*(nn + 3) - 1)
fi;
J =037
i :=’1i’;

if m = 1 then
t[1] := sum(bb[il"2, i =2 .. nn + 1);
N[1] := NPestima[Nspo] (1, 1)°2;
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vi = vl + t{1]%N[1];
v 1= vl + e;
sesg := bb[1] - T(op(1))
elif m = 2 then
t[1] := sum(bb[i]l~"2, 1 =2 .. nn + 1);

t[2] := sum(bb[il"2, i =nn + 2 .. 2%nn + 1);
N[1] := NPestima[Nspo] (1, 1)°2;
N[2] := NPestima[Nspo]l (1, 2)°2;
vl := vl + t[1]*N[1] + t[2]*N[2];
v = vl + e;
sesg := bb[1] - T(op(1))
else

t[1] := sum(®bil"2, i =2 .. nn + 1);
t [2] sum(bb[i]"2, i = nn + 2 .. 2*%nn + 1);
t [3]

It
I

sum(bb[il~2, i = 2%nn + 2 .. 1/2%nn*(nn + 3) + 1)

b

N[1] := NPestima[Nspol (1, 1)°2;

N[2] := NPestima[Nspo] (1, 2)°2;

N[3] := N[1]"2;

for i to 3 do vl := vl + t[i]*N[i] od;
i =1,

v = vl + e;

sesg := bb[1] - T(op(1))
fi;
resultado := table(
[ET = bb[1], var_e = e, var_Tn = v, sesgo = sesgl);
RETURN (eval (resultado))
end)

Vboot2d = (proc(h, l::1ist, B::posint, m::posint)

local nn, s, ss, yy, T, v, vi, e, b, bb, i, j, mb, er, sesg,
ydata, pdata, X, Xt, A, IA, M, Y, Y1, mx, my, Px, Py, qx, qy,
tx, By,

global mboot, resultado;

vl := 0;
nn := nops(l);
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T := unapply(h, seq(x[il, 1 =1 .. nn));
i = 1’;
if nargs = 5 then
for b to B do mb[b] := op(b, args([5]) od

else for b to B do mb[b] := NPestima[Boot](l, 1) od

fi;

b 1= b’

mboot := [seq(mb[b]l, b =1 .. B)];

mb := ‘mb’;

for b to B do
mb[b, 1] := [seq(mboot[b][i][1], i =1 .. nm)];
i =i,
mb[b, 2] := [seq(mboot[b][1][2], i =1 .. nn)];
i =1

od;

mx := [seq(1[i][1], 1 =1 .. nw)l;

i =217,

my := [seq(1[il[2], i =1 .. nn)];

i:="731’;

T := unapply(h, seq(x[i]l, i =1 .. nn),
seq(yljl, j =1 .. nn));

i=1;

§ =3

ydata := [seq(T(op(mb[b, 11), op(mblb, 2]1)), b =1 ..

b = 'b’;

pdata := [];

for i to m do
Px[i] := unapply(NPestima[Spo] (x, mx, i), x);
Py[i] := unapply(NPestima[Spo] (x, my, 1), x);
for j to nn do

gx[i, j1 := [seq(Px[il(mb[b, 11[j]1), b =1 ..

b i= 'b’;
qyli, j1 := [seq(Pyl[i}(mblb, 2] [j1), b =
b i= b’

od;

J =737

l
[RY
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pdata := [op(pdata), seq(gx[i, jl, j =1 .. on),
seq(qyli, j1, j =1 .. o];
j =y \

i:=71’;
Xt := array([[seq(l, i = 1 .. B)], op(pdata)]);

X := linalg[transpose] (Xt);
3o=09s

i =i

A := linalg[multiply] (Xt, X);

IA := linalg[inverse] (A);
M := linalg[multiply] (IA, Xt);
Y := array(ydata);
bb := linalg[multiplyl (M, Y);
Y1 := linalg[multiply] (X, bb);
er := linalgladd] (Y, Y1, 1, -1);
e := sum(er[il~2, 1 =1 .. B)/(B - 2%nn*m - 1);
j .= :j;;
i:=74i’;
for j to m do
tx[j] := sum(bb[2%(j - 1)*nn + i]°2, 1 =2 .. nn + 1)

ty[j] := sum(bb[(2%j - 1)*nﬁ +1]72, i =2 .. nn + 1)

od;

j .= :j;;

for i to m do vl := vl + tx[i]*NPestima[Nspo] (mx, i)°2
+ ty[i] *NPestima[Nspo] (my, 1)~2

od;

v = vl + e;

sesg := bb[1] - T(op(mx), op(my));
resultado := table( '

[ET = bb[1], var_e = e, var_Tn = v, sesgo = sesgl);
RETURN(eval(resultado))

MonteCarlo = (proc(T, mo, B)
local i, j, b, n, MT, TO, t, Tn, mb, mx, my, mbx, mby;
global Rs, Rv;
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n := nops(mo);
if type(mo([1], list) then
mx := [seq(mofi][1]l, i =1 .. n)];

1 =217,
my := [seq(mo[i][2], i =1 .. n)];
i=’1i7;

Tn := unapply(T, seq(x[il, i =1 .. n),
seq(y[jl, j =1 .. mn));

i =74’

=73 ,
else Tn := unapply(T, seq(x[i]l, i =1 .. n))
fi;
i = 1";

if nargs = 4 then

for i to B do mb[i] := op(i, args[4]) od
else for i to B do mb[i] := Boot(mo, 1) od
fi;
if type(mo[1], list) then

for b to B do

mbx [b] := [seq(mb(b][i][1], i =1 ..
i:=717;
mby[b] := [seq(mb[b][i][2], i =1 ..
i:=71’;
t[b] := Tn(op(mbx[bl), op(mby[bl))

od;

b = ’b’;

TO := Tn(op(mx), op(my))

else

for i to B do t[i] := Tn(op(mb[il)) od;
TO := Tn(op(mo))

fi;

i:="3i’;

MT := sum(t[i], i =1 .. B)/B;

Rs := MT - TO;

Rv := sum({(t[i] - MD)"2, i =1 .. B)/(B - 1);

RETURN (Rs, Rv)
end)

n)l;

ml;

203
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Frecboot = (proc(mb, mo)
local i, j, b, n, fr, cont, B;
n := nops(mo);
if nargs = 3 then
if type(mb, listlist) then
B := nops(mb);
for b to B do for j ton - 1 do
cont := 0;
for 1 to n do
if op(i, mb[b]) = mo[j] then
cont := cont + 1
fi
od;
fr[b, jl := cont
od
od;
j t= Jj);
b := ’b’;
RETURN([seq([seq(fr[b, jl, j=1 .. n - D],
b=1..BD
else
for jton -1 do
cont := O;
for i to n do
if mb[i] = mo[j] then cont := cont + 1 fi
od; '
fr[j] := cont
od;
RETURN([seq(fr(jl, j =1 .. n - 1)1)
fi
else
if type(mb, listlist) then
B := nops(mb);
for b to B do for j to n do
cont := 0Q;
for i to n do
if op(i, mb([b]) = mo[j] then
cont := cont + 1
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fi
od;
fr{b, j] := cont
od '
od;
j i= Jj:;
b = ’b’;
RETURN ([
seq([seq(frlb, jl, =1 .. )], b=1.. B
else
for j to n do
cont := O;
for i ton do
if mb[i] = mo[j] then cont := cont + 1 fi
od;
fr[j] := cont
od;
RETURN([seq(£fr[j]l, j =1 .. m)]1)
fi
fi
end)

PolMultinom = (proc(m, s)
local i, j, k, u, y, u0, m0, V, IA, A, w0, £0, £, x, xx, m,
mm, g0, yy, uwu, g, pl, p, q1, q, t1, t;
global Pm, Qm;
V:=array(1 .. n~-1, 1 .. n-1, [1);

for i ton - 1 do
for j ton -1 do
if 1 = j then V[i, j] :=1 - 1/n
else V[i, jl = - 1/n
fi
od;
j = ;j;
cd;
i=’3i’;

m0 := array(1 .. n -1, [seql, i =1 ..n - 1D1);
i:=23i’;
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with(linalg);
IA := cholesky(V);
A := inverse(IA);

u0 := multiply(4, m0);
uul := seq(uofi]l, i =1 .. n - 1);
i=71i’;
fO := product(m[i]~"x[i], i =1 .. n ~ 1)*
(n - sum(m[jl, j=1..n-1))"
(n - sum(xlk], kx=1..n - 1));

f := unapply(£f0, seq(x[il, i =1 .. n - 1),
seq(m[j]l, j=1 .. n~- 1));

=217,

j=3

y :=array(1 .. n -1, [1);

u :=array(l .. n -1, [1);

x := multiply(I4, y);

1 ..n-1);

xx := seq(eval(x[il), 1
m := multiply(IA, u);
mm := seq(eval(m[jl), j=1..n - 1);
i:=71;

j .= ;j;;

g0 := f(xx, mm); .

yy = seq(yl[il, i =1 .. n - 1);

uu := seq(uljl, j=1..n - 1);
io= i,

j =73

g := unapply(g0, yy, uw);

if s = 1 then
for 1 to n - 1 do Pm[1, il :=
unapply(z[i] - wO[il, seq(z[jl, j =1 .. n - 1))

od;

i =1,

j =3
elif & = 2 then

for i ton -1 do
ptl := simplify(diff(g(yy, uww), ulil)/glyy, uw));
pl1, il := unapply(pl, yy, uu);
Pmf1, i] :=
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unapply (simplify(p[1, il(yy, wu0)), yy);
ql := diff(pl1, il(yy, ww), ulil);
q := unapply(ql, yy, uu;
Pm[2, i] := unapply(expand(
simplify(q(yy, wu0)) + Pm[1, i]l(yy, uu0)"2),
yy)
od;
i = 71°
else
for i ton -1 do
pl := simplify(diff(g(yy, ww), ulil)/g(yy, uww));
pl1, i1 := unapply(pl, yy, uu);
Pm[1, 1] :=
unapply (simplify(p[1, i](yy, uu0)), yy);
gl := diff(pl1, il(yy, ww), ulil);
q := unapply(ql, yy, uw;
Pm[2, i] := unapply(expand(
simplify(q(yy, uu0)) + Pml[1, il(yy, uu0)~2),
yy)
od; ‘
i =1
for i ton - 2 do
for j from i + 1 ton - 1 do
t1 := diff(pl1, il(yy, ww), uljl);
t := unapply(tl, yy, uw;
Qm[i, j] := unapply(expand(
simplify(t(yy, uwu0))
+ Pm[1, il(yy, wu0)*Pm[1, jl(yy, wu0)),
yy)

fi
end)

Multinomaprox = (proc(h, 1::list, B::posint, m::posint, d::posint)

local nn, t, s, ss, yy, T, v, vi, e, b, bb, 1, J, mb, er,

207
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sesg, ydata, pdata, X, Xt, A, IA, M, Y, Y1, mx, my, mbl, mb2,
AA, mbt, p, P, LO, L, L2, L3, v2, v3;
global mboot, Mboot, resultado;
vl := 0;
nn := nops(l);
if type(1[1], list) then
mx := [seq(1[il[1], 1 =1 .. nn)];

i= 1
my := [seq(1[i][2], i =1 .. nn)];
i= 4
T := unapply(h, seq(x[il, i =1 .. nn),
seq(y[jl, j =1 .. nn));
i:=7i%;
j = )J‘J
else T := unapply(h, seq(x[i]l, 1 =1 .. mn)); i := ’i’

fi;
if nargs = 6 then
for b to B do mb[b] := op(b, args[6]) od
else for b to B do mb[b] := NPestima[Boot](l, 1) od
fi;
mboot := [seq(mb[bl, b =1 .. B)I;
b := 'b?;
if type(1[1], list) then
for b to B do

mb1[b] := [seq(mb[b] [11[1], 1 = 1 .. nn)l;
=10,
mb2[b] := [seq(mb[b]l[il[2], 1 =1 .. nn)];
i= ?1°

od;

b = b’

fi;

Mboot := NPestima[Frecboot] (mboot, 1, -1);

if d = 10 then AA := array([
[1/3*sqrt(10), 0, 0, 0, O, 0, O, 0, O],
[1/12*sqrt(2), 3/4*sqrt(2), 0, 0, 0, 0, 0, O, 0], [
1/28+sqrt(14), 1/28*sqrt(14), 2/7*sqrt(14), 0, 0, O,
0, 0, 0], [1/42xsqrt(42), 1/42xsqrt(42),
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£i;

1/42%sqrt (42), 1/6%sqrt(42), 0, 0, 0, 0, 01, [
1/30%sqrt(30), 1/30%sqrt(30), 1/30%sqrt(30),
1/30%sqrt(30), 1/5*sqrt(30), 0, 0, 0, 01, [
1/10%sqrt(5), 1/10*sqrt(5), 1/10xsqrt(5),
1/10%sqrt(5), 1/10*sqrt(5), 1/2*sqrt(5), 0, 0, 01, [
1/6%sqrt(3), 1/6xsqrt(3), 1/6%sqrt(3), 1/6%sqrt(3),
1/6xsqrt(3), 1/6*sqrt(3), 2/3*sqrt(3), 0, 01, [
1/6%sqrt(6), 1/6xsqrt(6), 1/6xsqrt(8), 1/6%sqrt(6),
1/6%sqrt(6), 1/6%sqrt(6), 1/6%sqrt(6), 1/2*sqrt(6), O
1, [1/2%sqrt(2), 1/2xsqrt(2), 1/2*sqrt(2),
1/2%sqrt(2), 1/2*sqrt(2), 1/2*sqrt(2), 1/2xsqrt(2),
1/2%sqrt(2), sqrt(2)]11)

if d = 8 then AA := array([

fi;

mbt :=

for

od;
b
if

[2/7*sqrt(14), 0, 0, 0, 0, 0, O],

[1/42*sqrt(42), 1/6%sqrt(42), 0, 0, 0, 0, 0], [
1/30%sqrt (30), 1/30%sqrt(30), 1/5*sqrt(30), 0, 0, O,
01, [1/10%sqrt(5), 1/10%sqrt(5), 1/10%sqrt(5),
1/2xsqrt(5), 0, 0, 0], [1/6*xsqrt(3), 1/6*sqrt(3),
1/6%sqrt(3), 1/6%sqrt(3), 2/3*sqrt(3), 0, 01, [
1/6%sqrt(8), 1/6%sqrt(6), 1/6%sqrt(6), 1/6*xsqrt(6),
1/6%sqrt(6), 1/2+sqrt(6), 0], [1/2*sqrt(2),
1/2%sqrt(2), 1/2%sqrt(2), 1/2*sqrt(2), 1/2*sqrt(2),
1/2%sqrt(2), sqrt(2)]1]1)

[1;
b to B do
:= array(Mboot [bl);
:= linalg[multiply] (AA, p);
bt := [op(mbt), eval([seq(P[i], i =1 .. an - 1)1)];

o= 342,
: i’

U o

=]

o= ;p:;
= P2

v to -

= Jb);

type(1[1], list) then
ydata := [seq(T(op(mbl[b]l), op(mb2[b])), b =1 .. B)]

3
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% b = b’

else ydata := [seq(T(op(mb[b])), b =1 .. B)]; b := b’
fi;

LO := [seq(l, b =1 .. B)];

b := 'b’;

| if m = 1 then
| if d = 10 then read ‘spomultl.m‘ fi;
| if d = 8 then read ‘spomn8_1.m‘ £fi;
for i to nn - 1 do
L[i] := [seq(Pm[1, il(Cop(mbt[b])), b =1 .. B)I;

b = b’
od;
i =74,
pdata := [seq(Lfil, 1 =1 .. nn - 1];
1= 24’

elif m = 2 then
if d = 10 then read ‘spomult2.m‘ fi;
if d = 8 then read ‘spomn8_2.m‘ fi;
for i tonn - 1 do

L[i] := [

seq(evalf (Pm[1, il (op(mbt[b]))), b =1 .. B)]
b := 'b?’;
L2[i] := [
seq(evalf(Pm[2, i] (op(mbt[bl))), b =1 .. B)]
b = b’
od;
i =i’
pdata := [seq(L[i], i =1 .. nn - D];
1= 47, -
pdata := [op(pdata), seq(l2[i]l, i =1 .. mn - 1];
i= 040
elif m 3 then

if d = 10 then read ‘spomult3.m‘ fi;
if d = 8 then read ‘spomn8_3.m‘ fi;
for i to nn - 1 do

L{il = [
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IA
M
Y

seq(evalf (Pm[1, i](op(mbt[b]))), b =1 .. B)]
b :=”b’;
L2[i] = [
seq(evalf (Pm[2, i) (op(mbt[b]))), b =1 .. B)]
b iz b
od;
i =71,
pdata := [seq(L[i], i =1 .. nn - 1)];
i =i’

pdata := [op(pdata), seq(L2[i], i =1 .. nn - D];
i = 17,
for i tonn - 2 do
for j fromi + 1 tonn - 1 do
L3[i, j]1 := [seq(evalf(Qm[i, jl(op(mbt[bl))),
b=1..B)];
b := b’

od;

i =1

pdata := [op(pdata), seq(
seq(@3[i, j1, j=i+1 ..nn- 1),
i=1..n0n-2)];

i =417,

- 7j:

.

array ([LO, op(pdata)]l);
= linalg[transpose] (Xt);
137

= Ji);

linalg[multiply] (Xt, X);
:= linalg[inverse] (A);

= linalg[multiply] (I4, Xt);

:= array(ydata);
bb :=
Y1

linalg[multiply]l (M, Y);
linalg[multiply] (X, bb);

211
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er := linalgladd] (Y, Y1, 1, -1);
ifm=1orm= 2 then

e = sum(er[i]~"2, i =1 .. B)/(B - (nn - 1)*m - 1)
elif m = 3 then

e := sum(er[il~2, i =1 .. B)/(B - 1/2*%nn*(an + 1))
fi;
j .= ;j:;
i =717,

if m = 1 then

vl := sum(bb(i]"2, i =2 .. nn); v :=vl + e
elif m = 2 then
vl := sum(bb[il"2, i =2 .. nn);
v2 =
2%x(1 - 1/on)*sum(bb(i]"2, i =nn + 1 .. 2*%nn - 1)
v i=vl +v2 + e
elif m = 3 then
vl := sum(bb[i]"2, i = 2 .. nn);
v2 :=

2%x(1 - 1/nn)*sum(bb{il"2, i = non + 1 .. 2%nn - 1)
v3 := (1 - 1/nn)* .
sum(bb[i]"2, i = 2%nn .. 1/2*nn*x(nn + 1));
v :=vl +v2 +v3 + e
fi;
if type(1[1], list) then
sesg := bb[1] - T(op(mx), op(my))
else sesg := bb[1] - T(op(l))
fi;
resultado := table(
[ET = bb[1], var_e = e, var_Tn = v, sesgo = sesgl);
RETURN (eval (resultado))
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9.5.3 Repita.

El codigo del paquete Repita:
Repita := table([

Recortar = (proc(h, c, 1l::list, b::integer, m::integer, q::integer)
local h1, T, va, iva, ecua, ses, j, tablal;
global tabla;
hl := h;
if not type(h, list) then
T := op(1, Estimal[Umvue] (h, ¢)); hl := [h, T]
fi;
if nargs = 7 then
tablal := Estima[Aproximar] (hl, ¢, 1, b, m, args(7])
else tablal := Estima[Aproximar](hi, ¢, 1, b, m)
fi;
vall] := tablallvar(Tn)l;
iva[1] := tablall[ivar(Tn)]l;
ses[1] := tablall[sesgo];
for j to q do
tablal := :
Estima[Aproximar] (hl, ¢, 1, b, m + j, mboot);
valj + 1] := tablallvar(Tn)];
ivalj + 1] := tablal[ivar(Tn)];
ses[j + 1] := tablal[sesgo]
od;
tabla := array(l .. q+ 2, 1 .. 4, [(1, 1) =M,
(1, 2) = ’var([B]’, (1, 3) = ’ivar[B]’,
(1, 4) = ’sesg[BI’]);
for j from 2 to q + 2 do
tablalj, 1] :=m + j - 2;

tablal(j, 2] := valj - 1];
tablalj, 3] := ival[j - 11;
tablalj, 4] := ses[j - 1]
od;
RETURN (eval(tabla))

end)
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Resimular = (proc(h, ¢, l::list, b_::integer, m::integer,q::integer, s::inte
local t, T, hl, mb, va, iva, ecua, ses, j_;
global tabla, Mboot;
hi := h;
if not type(h, list) then
T := op(1l, Estima[Umvue] (h, ¢)); hl := [h, T]
fi;
if nargs = 8 then
t := Estima[Aproximar] (hi, ¢, 1, b_, m, args[8])
else
t := Estima[Aproximar](hl, c, 1, b_, m);
Mboot := mboot
fi;
valq + 1] := t[var(Tn)];
ivalq + 1] := t[ivar(Tn)];
ses[q + 1] := t[sesgol;
for j_ to q do
mb := Estima[Suprimir] (s, mboot);
t := Estima[Aproximar] (hl, ¢, 1, b_ - j_*s, m, mb);
valg + 1 - j_] := tlvar(Tn)];
ivalq + 1 - j_] t[ivar(Tn)];
ses[q + 1 - j_] t [sesgo] ;
mb := ’‘mb’

od;

tabla := array(l .. q+ 2, 1 .. 4, [(1, 1) = ’B’,
(1, 2) = ’var[B]’, (1, 3) = ’ivar[B]’,
(1, 4) = ’sesg(Bl’]);

for j_ from 2 toc g + 2 do
tabla[j__, 1] = b_ - (q - j- + 2)*s;

tablalj_, 2] := valj_ - 1];
tablal[j_, 3] := ival[j_ - 1];
tablal[j_, 4] := ses[j_ - 1]
od;
RETURN (eval (tabla))
end)

IdealRep = (proc(T, Mo, B)
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local i, n, N, sgi, vri;
global SGI, VRI;
N := nops(Mo);
n := nops(Mo[1]);
for i to N do
Repita[MC](T, Mo, B); sgili] := Rs; vril[i] := Rv

od;
SGI := [seq(sgilil, 1 =1 .. MI;
i =217,
VRI := [seq(vril[i]l, i =1 .. N];
i =71’
RETURN ([SGI, VRI])

end)

Repetir = (proc(T, Mo, M, B, m, ¢)
local i, j, n, N, Tn, rmc_s, rmc_v, rbo_s, rbo_v;
global RMC_S, RMC_V, RBO_S, RBO_V;
n := nops(Mo[1]);
N := nops(Mo);
if nops(Mo[1]1[1]) = 2 then
Tn := unapply(T, seq(x[i]l, i =1 .. n),
seq(yljl, j =1 .. 1n));
i:=1i7%;
.= Jj)
else Tn := unapply(T, seq(x[i]l, i =1 .. n)); i := ’1’
fi;
for i to N do for j to M do
if nargs = 7 then NPestimal[c] (T, Mo[il, B, m,
op(j, op(i, args(71)))
else NPestimalc] (T, Mo[il, B, m)

Il

fi; .

rbo_s[i, j] := resultado[sesgo];

rbo_v[i, j] := resultado[var_Tn];
NPestima[MonteCarlo] (T, Mo[il, B, mboot);
rmc_s[i, j] := Rs;

rmc_v[i, jl :=Rv

od
od;
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RMC_S :=

[seq([seq(rmc_s[i, j1, j=1 .. M], i=1 .. MD];
RMC_V := '

[seq([seq(zmc_vI[i, 1, =1 .. W], i=1 .. M];
RBO_S :=

[seq([seq(rbo_sli, jl, j=1 .. MI, i=1 .. 0D];
RBO_V :=

[seq([seq(xrbo_v[i, jl, j=1 .. W], i=1 .. M];

RETURN([RMC_S, RMC_V], [RBO_S, RBO_V])
end)

PMCrepetir = (proc(c, mo, 1, g, sal)
local i, B, tb;
th = array(1 .. g +2, 1 .. 2, [1);

tb[1, 1] := ’B’;

if op(3, ¢) = var then tb[1, 2] := ’var[MC]’
elif op(3, c) = bias then tb[1, 2] := ’bias[MC]’
fi;

B := nops(l);

tb[q + 2, 1] := B;

tblq + 2, 2] := Estima[MC] (¢, mo, 1);

for i to q do i
tblg + 2 - 1, 1] := B - salxi;
tblq + 2 - i, 2]

Estima[MC] (¢, mo, Estima[Suprimir](sal*i, 1))

1

od;
RETURN (print (tb))
end)

1):

9.5.4 NEF

El Codigo del paquete NEF:

NEF := table([
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Cumulante = proc(k,c)
local N,p,m,f,g,s,i;
if op(0,¢) = normal then if k = 1 then op(l,c) elif k =
then op(2,¢)"2 else 0 fi
elif op(0,c) = gamma then (k-1)!*op(1l,c)*op(2,c) k
elif op(0,c) = poisson then op(l,c)
elif op(0,c) = binomial then

N := op(1,c);

p = op(2,¢c);

m := N*p;

f := unapply(x-x"2/N,x);

if k = 1 then eval(m)

elif k = 2 then eval(m-m~2/N)

elif k = 3 then

unapply (f (x)*diff (£(x),x),x);

collect (simplify(expand(g(x))),x);
subs(x = N¥p,g(x))

else
g := unapply(f(x)*diff (f(x),x),x);
for i from 4 to k do g:=unapply(f(x)*diff(g(x),x),x)
od:
s := collect(simplify(expand(g(x))),x);
subs(x = N*p,s)

o 09
N

fi
elif op(0,c) = binomialnegativa then
N := op(1,¢);
p := op(2,c);
m = Nx(1-p)/p;
f := unapply(x+x~2/N,x);

if k¥ = 1 then eval(m)
elif k = 2 then eval(m+m~2/N)

elif k = 3 then
g = unapply(f(x)*diff(f(x),x),x);
g = collect(simplify(expand(g(x))),x);

subs(x = m,g(x))
else
g := unapply(f(x)*diff (f(x),x),x);
for i from 4 to k do g:=unapply(f(x)*diff(g(x),x),x)
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od;
s := collect(simplify(expand(g(x))),x);
subs(x = m,s)

fi
elif op(0,c) = shg then

N := op(l,c);

p = op(2,c);

m := N*tan(p);

f := unapply(N+x"2/N,x);

if k = 1 then eval(m)

elif k = 2 then eval(N+m~2/N)

elif k = 3 then
g := unapply(f () *diff (£ (x),x),x);
g := collect(simplify(expand(g(x))),x);

subs(x = m,g(x))

else
g := unapply(f (x)*diff (£ (x),x),x);
for i from 4 to k do g :unapply(f(x)*diff(g(x),x),x)
od;
s := collect(simplify(expand(g(x))),x);
subg(x = m,s)

fi

fi
end

MomentoCentrado = proc(k,c)
local 1i,j,S,s,f,g,a,b,m;
s = Q0
if op(0,c) = normal then
if k =1 or k = 3 then O
- elif k = 2 then op(2,c)"2
else (k-1)*o0p(2,c) "2*NEF [MomentoCentrado] (k-2,c)
fi
elif op(0,c) = gamma then
a := op(1,c);
b := op(2,¢);
if k = 1 then O
elif k = 2 then a*b™2
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elif k = 3 then 2%axb”3
else
for i from 2 to k-2 do
S[i] : =NEF [MomentoCentrado] (i,¢)
od;
(k-1) t*(axb k+sum(b~ (k-3)*S[§1/j',j = 2 .. k-2))
fi:
elif op(0,c) = poisson then
a := op(1,c);
if k = 1 then O
elif Xk = 2 or k = 3 then a
else
for 1 from 2 to k-1 do
S[i] : =NEF [MomentoCentrado] (i,c)
od;
collect (simplify(a*(1+sum((k-1)'*S[1/j!/(k-j-1)!,
j=2.. k-2))),a)

fi:
elif op(0,c) = binomial then
a := op(1,c);
b := op(2,c);
m := axb;

for j from O to k do
S{3] := eval(NEF [Momento] (j,c));
s[j] eval (k!*(-m) ~(k~j)/jt/ (k=30 1)
od;
simplify(sum(simplify(s[il*S[i]1),1i = 0 .. k))
elif op(0,c) = binomialnegativa then

a := op(l,c);
b := op(2,c);
m := a*x(b-1)/b;

for j from O to k do
S[j] := eval(NEF[Momento] (j,c));
s[3jl = eval(k!*(-m)~(k-j)/j'/ (k-1 1)
od;
simplify(sum(simplify(s[i]*S[i]),i = 0 .. k))
elif op(0,c) = shg then
a := op(l,c);
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b := op(2,0);
m := axtan(b);
for j from O to k do
S[j1 := eval(NEF [Momento](j,c));
s[j1 := eval(k!*(-m)~(k-3)/3!/ (k=30 1)

od;
simplify (sum(simplify(s[i]*S[i]),i = 0 .. k))
fi
end

Momento = proc(kk,c)
local k,f,g,m,s,p,N;
k := kk;
if op(0,c) = normal then
if k = 0 then 1

elif k = 1 then op(l,c)
else

m := op(i,c);

s = op(2,¢);

ccllect (m*NEF [Momento] (k—1,c)+
(k-1)*s~2*NEF [Momento] (k~2,¢) ,m)
fi: )
elif op(0,c) = gamma then m := op(l,c); s := op(2,¢c);
simplify (s~ k*GAMMA (m+k) /GAMMA (m))
elif op(0,c) = poisson then
if ¥ = 0 then 1
else
f = (t,mu) —> exp(mu*(exp(t)-1));
g := unapply(diff(f(t,mu),t $ k),%);
subs(mu = op(1,c),g(0))

fi
elif op(0,c) = binomial then
if k = 0 then 1
else
f := unapply((op(2,c)*exp(t)-op(2,c)+1) op(l,c),t);
g := unapply(diff(£(t),t $ k),t);
simplify(g(0))

fi
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elif op(0,c) = binomialnegativa then
if k = 0 then 1

else
f := unapply((op(2,c)/(1-(1-
op(2,c))*exp(t))) ~op(l,c),t);
g := unapply(diff(£(t),t $ k),t);

expand (simplify(g(0)))
fi
elif op(0,c) = shg then
if k¥ = 0 then 1
else
f := unapply(1/(cos(t)-tan(op(2,c))*sin(t)) ~op(l,c),t);
g := unapply (diff (£(t),t $ k),t);
RETURN (simplify(g(0)))
fi
fi
end

Resumen = (proc(c)
if ¢ = normal then table([Normal = N(mu, sigma”2),
‘Densidad ‘*f(x, mu) =
exp(- 1/2%(x - mu)~2/sigma”2)/(sqrt(2*Pi)*sigma),
‘Funcion generatriz de cumulantes ‘#psil[mu](t) =
t*mu + 1/2%t"2%sigma”2, Media = mu,
‘Funcion de Varianza‘*V(mu) = sigma~2, Cumulantes =
(C[1] = theta, C[2] = sigma~2, C[k] = 0, 2 <= k),
Momentos = (mul0] = 1, muli] =
mulk] = mulk - 1]*mu + (k - 1)*sigma™2*mulk - 2],
2 <= k), ‘Momentos centrados® =
(m[2*k + 1] = 0, m[2%k] = ‘(2k-1)!\U{al}*sigma” (2*k))
‘Estadistico suficiente y completo =
‘media muestral‘*x[n],
‘Densidad del estadistico s. y c.‘*f[n](s, mu) =
N(mu, sigma~2/n),
‘umvue de la demnsidad‘ = N(x[n], (1 - 1/n)*sigma~2)])
elif ¢ = gamma then table([‘’Gamma’‘ = G(alpha, theta),
‘Densidad ‘*f(x, theta) = (
x~(alpha - 1)*exp(- x/theta)/(
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theta”alpha*Gamma(alpha)), ‘con x>0°),
‘Funcion generatriz de cumulantes ‘*psi[theta](t) =
- alpha*log(l - thetaxt),
Cumulantes = (C[k] = (k - 1)!*alpha*theta"k, ¢ k>0°¢),
Momentos = (
mul[k] = theta k*Gamma(alpha + k)/Gamma(alpha), 0 <= k
), ‘Momentos centrados‘ = (m[k] = theta k*Sum(
Gamma(alpha + k)*(-alpha)~(k - j)/Gamma(alpha),
j=0..%k,1<=k),
‘Estadistico suficiente y completo‘ =
‘media muestral‘*x[n],
‘Densidad del estadistico s. y c¢. ‘*f[n](s, theta) =
G(n*alpha, theta/n)])

elif ¢ = poisson then table([Poisson = P(mu),
‘Densidad ‘*f(x, mu) = exp(-mu)*mu~x/x!,
‘Funcion generatriz de cumulantes ‘*psi[mu](t) =
mu* (exp(t) - 1), Cumulantes = (C[k] = mu, 1 <= k),
Media = mu, ‘Funcion de Varianza ‘*V(mu) = mu,
Momentos = (mu[0] = 1, mulk] = mu*
Sum((k = 1) *mu[il/((k - 1 - D xil), 1
, 1 <= k), ‘Momentos centrados® = (m[1]
ml2] = mu, m[3] = mu, mulk] = mux(1 +
Sum((k - 1) 1*m[il/((k -1 - i), i =2 .. k - 2))
, 4 <= k), ‘Estadistico suficiente y completo‘ =
‘media muestral ‘*x[n],
‘Densidad del estadistico s. y ¢. ‘*f[n](s, muw) = (
exp (-~ nxmu)*(n*mu) ~(n*s)/(n*s)!t, ‘s={0,1/n,2/n,...}°)
, ‘umvue de la densidad‘ = B(S[n], 1/n)])

elif ¢ = binomial then tabe([Binomial = B(N, p),
‘Densidad ‘*f(x, p) = Nl*p~x*q~(N - x)/((N - x)!*x!),
‘Funcion generatriz de cumulantes ‘xpsi[p](t) =
N*log(p*exp(t) + q), ‘Media ‘*mu = Np,
‘Funcion de varianza ‘*V(mu) = Npg*‘=‘*mu - mu~2/N,
Cumulantes = (C[1] = mu, C[2] = V(mu),
Clk + 1] (mu) = V(mw*Diff(C[k] (muw), muw), 2 <= k),
‘Estadistico suficiente y completo =
‘media muestral‘*x[n],
‘Densidad del estadistico s. y ¢. ‘*f[nl(s, p) = (

0 .. k-1
0,
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nN!*p~ns*q~(n*¥(N - s))/(ns!*(nN - ns)!),
¢ §={0,1/n,2/n,...391)

elif ¢ = bnegativa then table([

‘Binomial Negativa‘ = BN(r, p), ‘Demsidad ‘*f(x, p)

= (

(x+ 1 - D/x - D) + porxq~x, ¢ x={0,1,...39)
, ‘Funcion generatriz de cumulantes ‘*psilpl(t) =
(r¥log(p) - r*log(l - qrexp(t)), t < -log(q)),

‘Media ‘#mu = rq/p, ‘Funcion de varianza ‘*V(mu) =
rg*‘=‘*mu/p~2 + 1/2*mu"2, Cumulantes = (C[1] = mu,

c[2] = V(muw), Clk + 1] (mu) = V(mu)*Diff (C[k] (muw), mu),

2 <= k), ‘Estadistico suficiente y completo’ =
‘media muestral‘*x[n],

‘Densidad del estadistico s. y ¢. ‘*f[nl(s, p) = (
(nr + ns - 1) '*p~nr*q~ns/((nr - 1) !i*ns!),

¢ s={0,1/n,2/n,...391)

elif ¢ = shg then table([

fi

end)
1):

9.5.5

‘Secante Hiperbolica Generalizada‘ = (GHS(r, theta),
abs(theta) < 1/2%Pi, rhox‘=‘stan(theta), 0 < 1),
‘Densidad ‘*f(x, r, rho) = (

(1 + rho~2)" (- 1/2%r)*exp(x*arctan(p))*f(x, r, 0),
“con ¢, f(x, r, 0) = 2°(r - 2)*

Product(1/(1 + x72/(xr + 2%j)"2), j =0 .. infinity)/
Gamma(r)), ‘Funcion generatriz de cumulantes‘ =

- r*log(cos(t) - rho*sin(t)), ‘media ‘*mu = r*rho,
‘Varianaza ‘*V(mu) = r~2%(1 + rho ™ 2)*‘=‘ + mu~2/r,
‘estadistico suficiente y completo‘ =

‘media muestral‘*x[n], ‘Densidad de ‘*x[n] = n*

(1 + rho™2) " (- 1/2%nr)*exp(ns*arctan(rho))*

f(ns, nr, 0)1)

FFTestima.

El Codigo del paquete FFTestima:

223
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FFTestima := TABLE([

DensidadPuntos = proc (mo, m, T)
local md, P, s, n, j, k, C, F, £, Dx, Df, w, wO;
global Result; n := nops(mo);
md := sum(mo[j]l,j =1 .. n)/n;
s := sqrt(sun((mo[jl-md)"2,j =1 .. n)/n);
w = 2%Pi*T/m/s/sqrt(n);
w0 := exp(Pi/mx*I);
if nargs = 4 then
P := unapply(args[4],t);
for k from -m to m do C[k] := P(2*Pi*k*T/m) end do;
k:="k’;
else
for k¥ from -m to m do
Clkx] := (sum(exp(k*wx(mo[jl-md)*I),j =1 .. n)/n) n:
end do;
k = ’k’:
end if;
Ci-m] := 1/2%C[-m]+1/2%C[m];
for j from -m to m-1 do
F[3] sum(C[k]*w0~(~j*k) ,k = -m .. m-1);
f3] T*F[3]/m:
end do;j := ’3’;
Df := [seqRe(£f[j1),j = -m .. m-1)1;] := ’3j°;
Dx := [seq(.5000000000%3/T,j = -m .. m~1)]; j = 'j’;
Result := evalf([Dx, Df]);
RETURN (Result)
end proc

DendidadEstima = proc (x, mPuntos)
local g, j, xj, £3;
XJ mPuntos[1];
fj := mPuntos[2];
if x < xj[1] or xj[2*m] < x then g := 0 else
for j to 2*m do
if xj[j] <= x and x < xj[j+1] then break end if:



METODOS ORI'OGONALES. MOHAMED GHEZIEL 225

end do;
g = (2xTHx—j+m+1)*(£j[j+11-£5 31D +£5 [3]
end if;
RETURN (evalf (g))
end proc

DistribucionEstima = proc (x, mPuntos)
local g, g0, gi, g2, j, k, xj, £3;
xj := mPuntos[1];
fj := mPuntos([2];
if x < xj[1] then g := O:
elif xj[2*m] < x then g := 1:
else
for j to 2*m do
if xj[j] <= x and x < xj[j+1] then break emnd if:
end do;
gl = sum(fj(kl+£j[k+1],k =1 .. j-1);
g2 = (x-1/2%(—m-1)/T) * ((2*T*x—j+m+1)* (£ [j+1]1-£j [j1)+2*£5 (1)
g = 1/4%gl/T+1/2%g2:
end if;
RETURN (evalf(g))
end proc

InversionDirectDistrib = proc (mo, x, a, Fa, m, T)
local md, S, n, i, j, k, C, Ca, Rx, r, r0, fx, wO;
global Fx; n := nops(mo);

md := sum(mo[il,i = 1 .. n)/n;
S := sum((mo[i]-md)"2,i = 1 .. n)/n;
w0 := exp(2xI*PixT/m);
r0 := 2¥Pi*T/m;
r := r0/sqrt(n*S)*I;
for k¥ from -m to m do
if k <> 0 then

Clk]l := —-I*(w0~(-a*k)-w0~(-x*k))/r0/k;
Calk] := (sum(exp(r*k*(mo[jl-md)),j =1 .. n)/n)7n
else

C[o] := x-a; Cal0]:=1:
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end if:

end do;
k = ’k’;
Rx := 1/2%T*(C[-m]*Ca[-m]+C[m]*Cal[mn]) /m+Fa;
fx := sum(C[k]*Calk],k = -m+1l .. m-1);
Fx := Re(evalf (T/m*fx+Rx));

RETURN (Fx)
end proc
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