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Introduccion

En 1899, Poincaré conjeturaba que el grupo de puntos racionales de una curva
eliptica es finitamente generado, y fue Mordell [25], en 1922, el primero en
demostrar tal aserto. Mds tarde, Weil [39] dio una prueba de dicho resultado
mediante el conocido teorema de Mordell-Weil, cuya principal consecuencia
es que, dada una curva eliptica E, el grupo de puntos racionales de la curva
es

E(Q) = Tor(E(Q) ® Z',
donde Tor(E(Q)) es su subgrupo de torsién y r € N su rango.

Es muchisima lo que desconocemos sobre el rango de una curva eliptica.
Por ejemplo, los algoritmos que actualmente se utilizan para calcularlo ad-
miten alguna conjetura, habitualmente la de Birch y Swinnerton-Dyer [2].
Por otra parte, tampoco se conoce si hay curvas de rango arbitrario o si, por
el contrario, hay una cota superior para 7.

Como se desprende del titulo de esta tesis, lo que aqui nos ocupa es el
estudio en profundidad del grupo Tor(E(Q)), de cuyos aspectos computa-
cionales destacamos la implementacién de un algoritmo original publicado
en [15]. En cuanto a los aspectos diofdnticos, sefialar que no se habia dado
hasta ahora una caracterizacién de las curvas elipticas cuyo grupo de torsién
racional es de orden impar usando relaciones diofanticas, y esto precisamente
es lo que hacemos en las cuatro tltimas secciones del tercer y tltimo capitulo
de esta memoria que pasamos a describir a continuacién.

En el capitulo I se recogen definiciones y resultados clasicos sobre curvas
elipticas necesarios para el desarrollo de los capitulos II y III. Cabe destacar
aqui uno de los resultados imprescindibles y bésicos para este trabajo, el
teorema de Mazur [22, 23], que nos proporciona la lista de posibilidades para
el grupo de torsién de una curva eliptica definida sobre Q, a saber

Z/nZ conl1l<n<106n=12,
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Z/2Z x Z/2nZ conl<n <4,

Fundamental es también el hecho de que toda curva eliptica sea birra-
cionalmente equivalente a una dada en forma normal de Weierstrass, es decir,
dada por la ecuacién

Y2 +CL1XY+G3Y = X3 +a2X2+a4X+a6,

y en particular, con un cambio lineal de variables adecuado, tenemos que
toda curva eliptica se puede expresar mediante la denominada forma breve
de Weierstrass,

Y?=X*+AX +B.

Con el objetivo de calcular la torsién racional, recogemos en este primer
capitulo varios resultados de diferente naturaleza.

Desde el punto de vista del anélisis complejo, veremos cémo las curvas
elipticas estdn relacionadas con la funcién p de Weierstrass, definida medi-
ante la ecuacion diferencial

p'(2)* = 4p(2)° - g2(A)p(2) — g5(A),
donde g2(A) y g3(A) son complejos que dependen de un reticulo A dado.

Por otra parte, el teorema de Nagell-Lutz [21, 27] afirma que los puntos
de orden finito de una curva eliptica racional tienen en realidad coordenadas
enteras y, ademads, la segunda de estas coordenadas, o bien es nula, o bien es
un divisor del discriminante A de la curva. Este resultado se puede mejorar,
en el sentido de que serd el cuadrado de esta segunda coordenada quien
divida a A, usando los cuerpos QQ, de nimeros p-adicos quienes, ademas,
relacionaremos con los cuerpos finitos F, mediante la reduccién modulo p,
para probar que

Tor(E(Q)) C E(F,),
siendo p un primo adecuado y E la reducida de la curva E modulo p.

En la pentltima seccién de este capitulo trataremos con los polinomios
de divisién. Veremos que, dado un punto racional P en la curva E y un
entero m > 1, el punto mP admite una expresion en la que interviene el
m—ésimo polinomio de divisién ¥,,, lo que permitird decidir, buscando las
raices enteras de dicho polinomio, si el punto dado es o no de orden m.

Para finalizar el capitulo I, estudiamos la forma normal de Tate de una
curva eliptica, es decir, una expresién del tipo

Y24+ (1-c)XY —bY = X3 - bX?,
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que sera posible en determinadas condiciones y que nos resultard de mucha
utilidad.

Una de las principales ventajas de expresar una curva de esta manera
es que tenemos el punto P = (0,0) en la curva, y podemos expresar las
coordenadas de mP en funcién de los pardmetros b y ¢. Esto va a permitir
demostrar que las curvas elipticas en forma normal de Tate que tienen un
punto de orden finito m dado, forman una familia uniparamétrica de curvas.

El capitulo II recopila y compara los algoritmos de que disponemos para
el cdlculo de Tor(E(Q)). En primer lugar hacemos un estudio detallado del
coste computacional de la acotacién del orden de este grupo, mediante la
reduccién mencionada en el primer capitulo. Aunque, en teoria, este coste
serfa del orden de O(log|A|), en la préctica dicha acotacién se obtiene en
una cantidad muy pequefia de tiempo, como se puede comprobar con los
ejemplos proporcionados en A.2. (segunda seccién del apéndice), por lo que
este proceso de acotacién se incluird en cada uno de los cuatro algoritmos
que implementaremos para el célculo de la torsién racional, y que exponemos
con detalle en A.1.

El primero de estos algoritmos, basado en el teorema de Nagell-Lutz, es
bastante sencillo. Consiste en buscar los divisores cuadrados del discriminan-
te A y comprobar si corresponden a la segunda coordenada de algin punto
racional de la curva, para verificar después si dicho punto es o no de orden
finito.

El principal inconveniente que aqui encontramos es la necesidad de fac-
torizar A, lo que eleva considerablemente la complejidad de este algoritmo

que resulta de
0 (e(c+0<1)><log|A|>1/3<1oglog|A|)2/3) _

El segundo procedimiento que presentamos para el cdlculo de Tor(E(Q)),
debido a Doud [10], se basa en la parametrizacién analitica de una curva
eliptica. Mediante el algoritmo dado en I.C., hallamos una base {wq,ws}
del reticulo A asociado a la curva, y a partir de ésta buscamos los puntos de
E(C) de orden finito m a través de los complejos de (1/m)C/A, comprobando
después si dichos puntos tienen o no coordenadas racionales.

Ahora, lo més costoso computacionalmente es dar las coordenadas de los
puntos de la curva que corresponden a los u € C que estédn en el paralelo-
gramo definido por la base del reticulo tales que mu € A. Con todo esto, la
complejidad de este algoritmo es O(log® |A|).

En IL.D. analizamos el algoritmo de los polinomios de divisién ¥,,. Se



trata de averiguar si dichos polinomios tienen alguna raiz entera, para 3 <
m < 9, y comprobar que ésta corresponda a la primera coordenada de un
punto racional de la curva.

Acotando las normas de los polinomios de divisién en funcién de los coefi-
cientes de la curva, podemos estudiar la complejidad de este algoritmo usando
un resultado de Loos [20], concluyendo que ésta es O(log? |A|).

La ultima seccién de este segundo capitulo la dedicamos al algoritmo
basado en la forma normal de Tate, donde, del mismo modo que hicimos
en [15], para averiguar si una curva eliptica tiene un punto de orden dado,
utilizamos el teorema de la seccién I.G. que caracteriza las formas normales
de Tate como familias uniparamétricas de curvas.

Aunque, teéricamente, la complejidad de este algoritmo sea la misma que
la del anterior, la préctica dice lo contrario, como se puede comprobar en
A.3., donde se recogen unas tablas comparativas de los tiempos empleados
por los cuatro algoritmos para quince ejemplos diferentes de curvas, uno por
cada posible grupo de torsién racional. Estos resultados muestran que el
algoritmo basado en la forma normal de Tate es méas rapido que los demas a
medida que aumenta el tamafio de los coeficientes de la curva, (que llegan a
alcanzar en dichos ejemplos unas 6000 cifras en base decimal), y para grupos
de torsién de orden mayor que 4, tanto ciclicos como no ciclicos.

El capitulo III completa la caracterizacién mediante ecuaciones diofénti-
cas de las curvas elipticas con grupo de torsién racional de orden dado, que
hasta ahora sélo se habia hecho para el caso en que este grupo es de orden
par.

En primer lugar exponemos el estudio realizado por Ono [28] sobre curvas
con torsién racional no ciclica, cuyo teorema principal conduce a un algoritmo
sencillo, aunque no muy préactico computacionalmente, en el que se establece
una relacién directa entre la existencia o no de soluciones para ciertas ecua-
ciones diofénticas (en las que intervienen los coeficientes de la curva), y el
tipo de grupo de torsién que posee dicha curva.

A lo largo de la demostracién de este teorema de Ono, se hace uso exten-
sivo de un resultado que proporciona una condicién necesaria y suficiente para
que, dado un punto P = (zy,y0) € E(K), exista otro @ = (z1,11) € E(K)
verificando que 2Q) = P, y este mismo resultado es el que aprovechan Qiu y
Zhang [31, 32] para caracterizar curvas elipticas con torsién racional ciclica
de orden par, de manera andloga a como Ono lo hizo para el caso no ciclico.

También ahora tenemos un algoritmo sencillo que proporciona ademas las
coordenadas de los puntos racionales de torsién, y aunque, como en el caso



anterior, no resulta practico computacionalmente, si tiene una gran utilidad
a la hora de describir de forma explicita los grupos de torsién de curvas
elipticas definidas, tanto sobre QQ, como sobre extensiones algebraicas de este
cuerpo.

En la misma linea, pero mediante razonamientos necesariamente diferen-
tes, hemos conseguido dar este tipo de caracterizaciones para curvas elipticas
con torsion de orden impar, partiendo de su ecuacién en forma breve de
Weierstrass Y? = X3+ AX + B, con Ay B enteros tales que 23+ Az + B # 0
para todo = € Q, es decir, para curvas sin puntos racionales de orden 2.

Asi, demostraremos los siguientes resultados:

Una curva tiene algin punto racional P = (z,y) de orden 3 si y sélo si
A=2Tm*+6nm, B=n?-2Tm®,

con m,n € Z tales que n # —9Im3 y n? # 27TmS.

Una curva tiene algin punto racional P = (z,y) de orden 5 si y sélo si

A = —z2?—zv—02+(z—v)s,
1
B = —Z(w+v)(—3w2+2xv — 30 +2(z —v)s),
s = (2z+v)(z +2v),
2 = 3r+2s+3v.

con z,v,s,r € Z tales que x # v.
Una curva tiene algin punto racional P = (z,y) de orden 7 si y sélo si
A= —22—v?—2v+s(zx—v),
-1
B = v (32° + 2%w + 3zv? — 22vw + 20° + vPw + 2s(z® — v?)),
2= (v+2z)(z+w+v),
0= 3z%—zw+ zv—w? - 3vw +v? — 2(z — w)s,
r?= 3z +42v+ 25+ w,
con x,v,w,s,r € Z tales que x,v y w son distintos dos a dos.

Una curva tiene algin punto racional P = (z,y) de orden 9 si y sélo si
A=2Tm* +6nm, B=n?—2Tmb,
con m,n € 7Z tales que n # —9m?3, n®> # 27mS, y 3m? = z(3P), siendo

esta tltima condicién demasiado compleja como para que interese darla
explicitamente (ver IILF.).



Proporcionamos ademaés, en cada caso, las coordenadas de todos los pun-
tos racionales de torsién en funcién de los parametros que aparecen.

Por otra parte, usando las familias uniparamétricas de curvas en forma
normal de Tate, ofrecemos también una caracterizacién de las curvas elipticas
con torsién de orden 5, 7 y 9 mediante ecuaciones de Thue (en un sentido
amplio que precisaremos).

De este modo, los coeficientes de la curva en forma breve de Weierstrass
seran

A= A(p,q), B=B(pq)

con p,q € Z primos entre si, siendo A(p,q), B(p,q) € Z[p, q] homogéneos, el
primero de ellos de grado 4, 8, 6 12, y el segundo de grado 6, 12 6 18, segtn el
orden de Tor(E(Q)) sea 5, 7 6 9, respectivamente. Resultando, ademas, las
coordenadas de los puntos racionales de torsién (z,y) con z(p,q),y(p,q) €
Z]p, q] homogéneos, siendo z de grado 2, 4, 6 6, e y de grado 3, 6 6 9, segiin
la torsién sea de orden 5, 7 6 9, respectivamente.

Finalizamos esta introduccién con unas lineas dedicadas a las posibles
extensiones de este trabajo. El problema del calculo de la torsién, al menos
sobre @, creemos que puede considerarse cerrado. La magnitud de los ejem-
plos que se pueden calcular en tiempos muy pequefios hace que, a dia de
hoy, este problema esté completamente resuelto en la practica. En el aspecto
puramente formal de teoria de la complejidad, tampoco parece posible hallar
cotas menores que O(log? |A|), al ser ésta la complejidad de la mayorfa de
los célculos no elementales con enteros [17].

Un caso muy distinto es el del aspecto diofédntico. En cierto sentido,
hemos logrado en esta memoria cubrir todos los casos posibles de érdenes
para puntos racionales con ecuaciones diofanticas, y eso podria pensarse que
cierra el problema.

Pero en realidad, nuestra intencién es llevar esto mas lejos. Es poco lo que
sabemos de la torsién de las curvas elipticas sobre los cuerpos de nimeros. El
extraordinario resultado de Merel [24] afirma que todas las curvas elipticas
definidas sobre una extensién algebraica K de Q admiten para el orden de
su grupo de torsidén una cota que sélo depende del grado de la extension.
Sin embargo, sélo para algunos casos conocemos acotaciones precisas y sa-
tisfactorias [7, 13, 29, 30]. En este sentido, los resultado de Ono [28] que
generalizamos y completamos en III han sido de utilidad para el estudio del
comportamiento de la torsién por extensién de cuerpos [19, 12]. Es nuestra
intencién proseguir con este estudio, con la ayuda de las caracterizaciones
aqui expuestas.
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Otra posible aplicacién de nuestro trabajo es estudiar con més detalle el
proceso de reduccién, en el sentido de averiguar cudnto se aproxima la cota
hallada al orden real del grupo. Sabemos que no siempre es precisa [34], pero,
por ejemplo, no se sabe si este fenémeno ocurre en todos los posibles grupos,
ni se conoce una caracterizacién de las curvas donde la reduccién no predice
con exactitud el nimero de puntos de torsién. Es de esperar que condiciones
como las que hemos hallado permitan un estudio detallado de los posibles
casos y, quiza, responder alguna de estas cuestiones.
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I. Preliminares

En este primer capitulo sentaremos las bases para los dos siguientes en
cuanto a notaciones y resultados basicos. Practicamente cualquier referencia
estandar en la materia (por ejemplo, [6, 16, 34, 35]) contiene las demostra-
ciones que se omiten. Cuando no sea asi, precisaremos dénde hallar los
detalles. Los resultados sobre curvas algebraicas generales se pueden encon-
trar, por ejemplo, en [14]. Este capitulo no contiene, por tanto, resultados
originales.

I.A. El grupo de puntos racionales de una
curva eliptica

Sea K un cuerpo arbitrario y E una cibica proyectiva, es decir, una curva
que admite una ecuacién del tipo

aX3+bX2Y +cXY24+dY 3 +eX2Z+ XY Z+gY2Z+hX Z2+iY Z2+5Z° =0

donde a,b,c,d,e, f,g,h,i,7 € K, y Z = 0 es la recta del infinito del plano
proyectivo P?(K). El problema de determinar las soluciones de estas ecua-
ciones es el germen de la teoria de curvas elipticas.

Observacién.— Para el caso que nos ocupard casi en todo el trabajo, K = Q,
no conocemos un método general que nos determine en un ndimero finito de
pasos si una tal cibica tiene o no algtin punto con coordenadas racionales.
De hecho, es el caso més simple de curvas donde las congruencias no aportan
toda la informacién necesaria sobre este particular (el denominado principio
de Hasse-Minkowsky). Por ejemplo, la ecuacién

3X%+4Y* +52° =0
no tiene solucién entera no trivial; es decir, no podemos encontrar X,Y, Z € Z

no todos nulos que verifiquen esta ecuacién. Sin embargo, se puede demostrar
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[33] que podemos encontrar solucién en cualquier congruencia, a pesar de que
no existe solucién entera.

Vamos a suponer, en lo sucesivo, que nuestra cibica es una curva no
singular y que tiene un punto con coordenadas en K que llamaremos O. Una
tal curva se denomina una curva eliptica sobre K.

Observacion.— Si una recta corta a la cibica en dos puntos con coordenadas
en K, por las relaciones de Cardano, el tercer punto de corte también tiene
sus coordenadas en K.

Asi, si tenemos dos puntos de P2(K) distintos, P y @, en la cibica,
construiremos otro punto P * ), que ser4 el tercer punto de corte de la recta
PQ con nuestra curva. Si P no es un punto de inflexién y () = P, tomaremos
la recta tangente en P, que tiene con la curva un contacto de orden 2. Esta
recta corta a la curva en otro punto distinto de P, y éste serd P x P. Por
ultimo, en el caso en que P sea un punto de inflexién (es decir, que la tangente
por P tenga un contacto de orden 3 con la curva) se tomard P x P = P.

La ley “*” que acabamos de definir, es una ley interna en el conjunto
de los puntos de una ciibica en P?(K), pero no dota a este conjunto de
estructura de grupo. Por ejemplo, no hay elemento neutro. Vamos a definir
otra ley interna “+” que haga que el conjunto de puntos de una cibica tenga
estructura de grupo. Recordemos que estamos suponiendo que tenemos un
punto O en la cibica. Definimos ahora la siguiente ley interna: para dos
puntos cualesquiera Py @ de la cibica,

P+Q:=0%(PxQ).
Veamos que ahora tenemos efectivamente un grupo, que denotaremos
(E(K), +).
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Elemento neutro: O+ P = P, VP € E(K). Yaquesi PP =0« P, el
tercer punto en E de la recta que pasa por @ y P’ es precisamente P.

Conmutativa: Es evidente, ya que P x Q = @Q * P.

Elemento opuesto: Consideramos S el otro punto de corte con E de la
tangente por O. Entonces la recta que une un punto ) de la curva con
este punto S corta a E también en un punto R. Y se tiene @+ R = O,
es decir, R = —Q).

Asociativa: Para probar que P + (Q + R) = (P + @) + R, basta ver
que P (Q + R) = (P + Q) * R, ya que s6lo faltaria unir éstos con O
y el tercer punto seria la suma de P, @) y R que en los dos casos es la
misma por estar uniendo el mismo punto con O.

Se trata de ver si la recta que une P y @ + R y la recta que une
P + @ y R se cortan sobre la curva. Entonces el punto de corte de
estas rectas sera el punto de corte de cada una con la curva, es decir:

Px(Q+R)=(P+Q)*R.

Consideramos dos nuevas cubicas, cada una de ellas formada por tres
rectas. La primera de ellas es

Cl =T UT2U’I"3,
siendo 7; rectas tales que

1 D) {Q7 R7 Q*R}a
Ty DO {0, PxQ, P+Q}’
r3 O {P, Q+R, Px(Q+R)}.
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Y la otra cubica es
CQ =81U82U53,

siendo s; rectas tales que

§1 2 {Pa Q) P*Q}a
S2 D {(97 Q*Ra Q+R}a
ss O {P+Q, R, (P+Q)*R}.

Las dos cubicas coinciden en los 9 puntos siguientes: O, P, @), R,
PxQ, P+@Q, Qx*R, Q+ Ry el punto interseccién de las dos rectas
que queriamos ver que se cortan sobre E. Como los primeros 8 puntos
estdn en E, el noveno punto también estard en E (puede probarse
directamente o usando el teorema de Riemann-Roch). Esto finaliza la
prueba de que la ley “+ 7 es asociativa.

Observacién.— Hay que considerar la cibica en el plano proyectivo P2(K),
‘para que tenga sentido hablar del tercer punto de la interseccién entre una
recta y la ctbica.

Observacién.— Si en vez de elegir O como elemento neutro elegimos otro
punto O de E, se puede probar que la aplicacién que lleva P en P+ (O’ — )
es un isomorfismo entre los grupos “F, con O como elemento neutro” y “F,
con O’ como elemento neutro”.

Observacion.— Para cibicas singulares, supuesto que O no es singular, se
puede demostrar que, definiendo de la misma forma una operacién interna,
el conjunto de puntos no singulares forman un grupo abeliano.

Centrandonos més especificamente en el caso K = Q, dado que los puntos
con ambas coordenadas racionales de una curva eliptica definida sobre Q
forman un grupo abeliano, cabe preguntarse sobre la estructura de este grupo.
En concreto, es légico preguntarse si el grupo es finito o infinito y, en el
segundo caso, si es 0 no finitamente generado. Se conoce hace muchos afios la
existencia de curvas elipticas con una cantidad infinita de puntos racionales,
por lo que el problema queda reducido a:

Conjetura (Poincaré, 1899): Dada un curva eliptica definida sobre Q, el
grupo de sus puntos racionales es finitamente generado.

La primera demostracién de este resultado la dio Mordell en 1922 [25].
Posteriormente Weil [39] generalizé este resultado en dos direcciones:
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(a) Para variedades algebraicas de dimensién mayor que 1 que admitan
una estructura de grupo compatible con la de variedad algebraica. Estas
variedades se denominan variedades abelianas y las curvas elipticas son el
caso mas sencillo.

(b) Para cuerpos base que sean extensiones algebraicas de Q (o cuerpos
de nimeros, como comtinmente se denominan en teoria de nimeros).

El resultado se conoce hoy generalmente como el teorema de Mordell-
Weil y la demostracién habitualmente ofrecida en los libros, por ejemplo [6],
sigue la que dio Weil. Aunque no vamos a entrar en la demostracién, porque
necesitarfa por si sola un capitulo (bastante largo), si diremos que se divide
en dos partes:

Teorema débil de Mordell-Weil.— Dada una curva eliptica E, definida
sobre Q, si denotamos 2E(Q) al subgrupo

2E(Q) ={P € E(Q) | 3Q € E(Q) con 2Q = P},
se tiene que el grupo E(Q)/2E(Q) es finito.

El paso del grupo total a un cociente de la forma E(K)/nE(K) se de-
nomina n-descenso y es una de las herramientas mds usadas para sondear
numerosos problemas aiin por resolver en la teoria de curvas elipticas.

La segunda parte de la demostracién consiste en definir una funcién A :
E — R,, denominada altura y que verifique las siguientes condiciones:

1. Dado p € R, sélo hay un nimero finito de puntos P con h(P) < p.

2. La altura de la suma de dos puntos se puede acotar en funcién de una
constante que sélo depende de la curva y de las alturas de los sumandos.

3. La altura del doble de un punto se puede acotar en funcién de una
constante que depende de nuevo de la curva y de la altura del punto
en cuestion.

Con estas condiciones es relativamente sencillo hallar una nueva constante
(de nuevo referida a la curva) de tal forma que, con los puntos de altura menor
(una cantidad finita) y un conjunto cuyas clases generen E/2E (también
finito) se generan todos los puntos de la curva.
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Las posibilidades de eleccién para la funciéon h son amplias. De hecho el
nombre de altura viene de que una posible eleccién es, precisamente

h:E — R+
P=(ab) — b

Como corolario inmediato del teorema de Mordell-Weil, se obtiene, por
el teorema de estructura de los grupos abelianos finitamente generados, que
el grupo E(Q) es de la forma

E(Q) = Tor(E(Q)) © Z',

donde Tor(E(Q)) son los puntos de orden finito y r € N. En siguientes
secciones de este trabajo estudiaremos a fondo el grupo Tor(E(Q)): estruc-
turas, métodos efectivos de diversa indole para calcularlo y propiedades. El
resultado esencial y de mayor calado en este contexto es el teorema de Mazur
[22, 23], que expone los posibles subgrupos de torsién de un curva eliptica y
que resulta fundamental en todo este trabajo.

Teorema.— Sea E una curva eliptica. Entonces el subgrupo de torsién
Tor(E(Q)) del grupo E(Q) es de una de las siguientes formas:

(a) Z/nZ conl<n<106n=12.
(b) Z/2Z x Z/2nZ conl<n <4.

El ntimero r, que aparece como exponente de Z en la descripcién del grupo
E(Q), denominado por coherencia con la nomenclatura cldsica el rango de
la curva, es una cantidad mucho més intratable. Por ejemplo no se conoce
si hay curvas de rango arbitrario o si, por el contrario, estd acotado el grado
de libertad de estos grupos. Tampoco se conocen algoritmos eficientes para
calcularlos. De hecho, no se conoce ninguno que sea sustancialmente diferente
al propuesto por la demostracién de Weil. Los algoritmos que se usan en la
actualidad admiten, bien una conjetura de Cassels, bien la conjetura de Birch
y Swinnerton-Dyer [2] mencionada en la introduccién y que, de ser cierta,
permitirfa calcular el rango de una curva como el orden de un polo de una
funcién meromorfa facilmente calculable a partir de la curva. La solucién a
esta conjetura es uno de los siete Problemas del Milenio cuya solucién estd
premiada con un millén de délares por el Instituto Clay.
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I.B. Forma normal de Welierstrass

Toda ciibica afin no singular se puede expresar, salvo equivalencia birracional,
como una de las llamadas formas normales de Weierstrass. Esto puede pro-
barse usando el teorema de Riemann-Roch, o bien de forma directa.

El algoritmo presentado en [8], por ejemplo (no es fécil hallar referencias
explicitas de este resultado), establece la posibilidad, cuando la caracteristica
de K no es 2, de hallar una ecuacién de la forma

Y2 =X34+aX?+bX +c,

que es un caso particular de la denominada forma larga de Weierstrass, algo
més general y valida en cualquier caracteristica,

Y2 +CLlXY +03Y = X3 +a2X2 +a4X + ag,

donde los subindices de los coeficientes se escogen por homogeneidad: dando
aY un peso 3, a X un peso 2 y a cada coeficiente el peso indicado en el
subindice obtenemos una ecuacién homogénea de grado 6.

Salvo mencién expresa, a partir de ahora y durante toda la memoria nos
ceftiremos al caso K = Q.

Proposiciéon.— Sea
E: Y?Z=F(X,Z)=X*+aX?Z +bXZ*+ cZ*
una cubica en forma normal de Weierstrass, y sea
f(X)=F(X,1)= X*+aX?+bX +c.

Entonces f tiene 3 raices distintas si y sdlo si la curva es no singular.

Demostracién.— Supongamos primero que estamos en la carta afin Z #
0. Una curva G(X,Y,Z) = 0 es singular en un punto (Xp : ¥y : Zp) si las
derivadas parciales de G respecto de X, Y y Z se anulan a la vez en dicho
punto.

La ecuacién de nuestra curva es de la forma G(X,Y,Z2) = Y?Z —
F(X,Z) = 0, por tanto, esta curva es singular en un punto (Xo : Y5 : Z)
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con Zp # 0 si y sélo si

g_)ci = —3Xg — QCLX(_)Z() - ng = 0)
g—g = 2}/020 = 0,

es decir, tomando Zy = 1, el punto es no singular si y sélo si
_'fl(XO) = O,
2Yy = 0.

Por tanto, la curva es singular en un punto (X, : Y5 : 1) si y sélo si Xp
anula alavez a f y a f’, (ya que f(Xo) = Y = 0). Esto es equivalente a
decir que f tiene una raiz multiple.

Veamos ahora qué pasa con los puntos de la curva que tienen Zy; = 0. En
realidad s6lo hay un punto con esta condicién, el de coordenadas (0: 1 : 0).
Este punto no es singular porque no anula la parcial de G respecto de Z, ya
que

oG
37 lo10= (Y& — aX§ — 2bX0Z0 — 3Z3) |(01.00= 1* — @-0 — 2b:0 — 3.0° = 1.

Esto concluye la demostraciéon. Q.€.D.

Observacién.— Una curva eliptica es no singular por definicién, por tanto
f tendra sus tres raices distintas.

Dada una curva eliptica, con su parte afin en forma normal de Weierstrass,
Yi=f(X)=X*+aX®+bX +c,

si a, by c son racionales, también seran reales, luego f(X) tiene una o tres
raices reales:

fX) = (X - a)(X* + X +7)
con «, B y -y nimeros reales.

La grafica de la curva serd de uno de los dos tipos siguientes, segin tenga
una o tres raices reales:
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Observacién.— Si una curva eliptica viene dada en forma larga de Weier-

strass
Y2 +CL1XY+CL3Y = X3 +CL2X2 +a4X -+ ag,

entonces todo cambio de variables del tipo
X— X' +r, Y —uY +sX +4¢,

conr,s,t,u € Q, u#0, lleva la ecuacién a otra, también de Weierstrass.
En particular, si primero hacemos el cambio

a1X + as

Y Y —
— 5

renombrando coeficientes resulta
Y? = X34+ 0. X% + as X + ag,
y, si después hacemos el cambio

G2
X—X-=
3?

queda una ecuacion del tipo
Y?=X3+AX + B.

Esta se conoce como forma breve o corta de Weierstrass.
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Observacién.— También hay otra expresién para la forma breve de Weier-
strass de una curva eliptica. Haciendo el cambio

X r—4X, Y — 4Y
en la forma corta anterior y llamando A a A/4 y B a B/16, obtenemos

Y2 =4X3+ AX + B.

Observacion.— Sea E una curva eliptica en forma breve de Weierstrass
Y?= X%+ AX + B,
con A, B € Q. Si hacemos el cambio
X — u?X, Y +— %Y,

con u € Q\ {0}, se obtiene una forma breve de Weierstrass equivalente a la
dada. Del mismo modo, los dnicos cambios de variable que conservan formas
breves de Weierstrass son del tipo:

X — u?X, Y — u%Y,

con u € Q\ {0}.

Corolario.— Dada la curva eliptica en forma breve de Weierstrass
EF:Y?=X*+AX+ B,

se tiene que A%/B? es un invariante por cambios de variables que conserven
la forma breve de Weierstrass.

Definicion.— Denominaremos formas de Weierstrass equivalentes a las que
se diferencien en un cambio de variables lineal.

Observacién.— Hemos visto que dadas dos formas breves de Weierstrass
equivalentes

Y?=X3+ AX + B, Y2=X34+AX+ B,
se verifica
A3 A/3
B2 B?
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Pero el reciproco no es cierto. Sean

A
Y2=X*+AX +B, Y2=X3+ZX+§.

Se verifica

A Ay

= 2 3
B*  (B/8)
y sin embargo, en el cambio que habria que hacer para transformar una
ecuacién en otra habria que tomar u = v/2. Por tanto, las formas normales
de Weierstrass dadas no son equivalentes, a pesar de la relaciéon que hay entre
sus coeficientes.

Damos ahora un resultado que caracteriza la equivalencia entre formas
breves de Weierstrass.

Proposicién.— Sean
E:Y?=X*+AX+B, E:Y’=X*+AX+B,

con A, B, A', B' € Q, curvas elipticas dadas en forma breve de Weierstrass.
Entonces E y E’ son equivalentes si y sélo si

A B
4 6 _
Eluthalqueu=E, U—E’

con las consideraciones obvias en caso de que algiin coeficiente sea 0.

Demostracién.— Si E y E’ son formas normales de Weierstrass equiva-
lentes, entonces hay un cambio del tipo

X — u?X, Y — %Y,

con u € Q\ {0}, que que lleva una en otra.

Escribiendo las ecuaciones, tenemos directamente que Ju € Q \ {0} tal
que
A B
4 _ 6 _
= -, u = -

Reciprocamente, si u* = A/A’, u® = B/B’, con u € Q, podemos hacer
el cambio

u

X — u?X, Y — %,
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y sustituyendo en la ecuacién de E resulta una forma normal de Weierstrass
equivalente:

(w¥Y)? = (u®*X)® + Au’X + B.

Dividiendo todo por u® queda:
A B
Y2 = XS + —4X -+ 5
u U

y como

A B
S=4A, 5=8,

se obtiene una forma normal de Weierstrass equivalente a E que es
YV?=X*+AX+B.
Asi queda probada la equivalencia de E'y E'. Q.£.D.
Observacién.— Dada la curva eliptica en forma normal de Weierstrass,
Yi=f(X)=X*4+aX?+bX +c

con a, b, c € Q, podemos suponer en realidad que tenemos a, b, c € Z ya que,
haciendo el cambio
U=1u’X, V=uY

con u € Z bien escogido segin los denominadores de a, b y ¢, se consigue que
la ecuacién de la curva sea

V:=U3+uaU? + u*U + b,
donde todos los coeficientes son enteros.
Definicion.— El discriminante de la curva
Yi=f(X)=X"+aX*+bX +c,
donde los coeficientes son todos enteros, es el nimero:
A = 4a’c — a®b* — 18abc + 4b® + 27¢% = —(0n — ) (oy — a3)* (@2 — 03)?,
siendo oy, ap y ag las raices de f(X).
Observaciéon.— Se tienen los siguientes resultados inmediatos:

(1) En el caso de ser a = 0, o sea, para la forma breve de Weierstrass, se
tiene A = 4b3 + 27¢2.
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(2) Sabemos que una ctbica de ecuacién Y2 = f(X) (siendo f(X) un
polinomio de grado 3) es no singular si y sélo si f tiene sus tres raices
distintas, luego, por la definicién de discriminante se tiene que son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) Las raices de f(X) son distintas dos a dos.
(ii) La ctbica Y2 = f(X) es no singular.

(iii) El discriminante de dicha curva es no nulo.

Proposicién.— Sea E: Y2 = f(X) una curva eliptica, y denotemos A a su
discriminante. Se verifica que A € (f, f') C Z[X], es decir,

Ar(X),s(X) € Z[X] | A=r(X)f(X)+s(X)f(X).

Demostraciéon.— Para comprobarlo basta tomar

r(X) = —(18—6a®)X + (4a® — 15ab + 27¢),
s(X) = —(2a%—6b)X2%— (2a® — Tab+ 9¢) X — (a’b + 3ac — 4b°).
QED.

Definicién.— Dada una curva eliptica en forma normal de Weierstrass
E:Y?=X34+AX + B,
con A, B € Q, se define su j-invariante como el ntimero

4A3
) = 1728——
J 78A’

siendo A el discriminante de la curva.

Proposicién.— Si dos formas normales de Weierstrass son equivalentes, en-
tonces tienen el mismo j-invariante.

Demostracién.— Sabemos que dos formas normales de Weierstrass
equivalentes han de ser

A B
Y2:X3+AX+B, e Y2=X3+_4X+_E’
u u
conu € Q\ {0}.
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Los j-invariantes de ambas curvas son

, 4A3 443
A Ve T2
AA3 12 443
= 1728 = 1728—————— = 7.
J A 1 2B e L g Y

Q.ED.

Observacion.— Si dos curvas elipticas en forma normal de Weierstrass tienen
el mismo j-invariante, no tienen por qué ser equivalentes. Por ejemplo
2 | 3 / 2 s, A B
E:Y*"=X"+AX+B, E:Y" =X +§X+—2—;7-
tienen el mismo j—invariante, pero no existe u € Q tal que u* = 9y u® = 27,
es decir, £ y E’ no son formas normales de Weierstrass equivalentes.

Finalizaremos esta seccién con algunos célculos concretos que nos seran de
utilidad posteriormente. Partimos de una curva eliptica £ en forma normal
de Weierstrass:

V2= f(X)=X*+aX?+bX +c,

siendo su homogeneizada la curva proyectiva de ecuacion:

Y27 = X% +aX?Z +bXZ%+ cZ5.

Al tomar como recta del infinito Z = 0, la interseccién de ésta con la
curva da un punto triple O = (0 : 1: 0), que es el punto del infinito del eje
OY y un punto de inflexién. Vedmoslo: la multiplicidad de interseccién de la
curva con la tangente en el punto O = (0: 1:0) es 3, es decir i(ENr, O) = 3,
siendo r la recta tangente a E en O que es Z = 0, o en paramétricas

X =t
Y = 1,
Z = 0.

En efecto, sustituyendo un punto genérico (¢ :1:0) de r en E queda:
—t* =0,

de donde se deduce que (O, E,r) = 3, lo que prueba que O es un punto de
inflexion de F.

Considerando los puntos afines de la curva y su punto del infinito O, toda
recta corta a la curva en tres puntos, contando multiplicidad.
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(a) Si la recta es la del infinito, corta en O tres veces.

(b) Si la recta es de la forma X = X # 0, corta en dos puntos afines y en
0.

(c) Si la recta no es como las anteriores, corta a la curva en tres puntos
afines.

Recordemos que para sumar P + () en una curva eliptica, si tomamos
O = (0:1:0) como elemento neutro, el tercer punto de interseccién de la
recta PQ con la curva E es P x(Q, y la recta que lo une con O es la paralela
al eje OY que pasa por P x Q; esta recta cortard a la curva E en el punto
P + @ que sers el simétrico de P x @) respecto del eje OX.

O1V

PxQ

P+Q

El opuesto de un punto @ = (z,y) serd —Q = (z,—y) (su simétrico
respecto del eje OX), ya que @ * (—Q) = O, y como la recta que une O con
O es la del infinito, el tercer punto de corte con E serd también O, luego

Q+(-Q)=0.

Vamos a dar ahora una férmula para sumar dos puntos en una curva
eliptica de ecuacion

YVi=f(X)=X*+aX®+bX +c
Sean P, = (z1,v1) # P> = (22, 42); Pix P2 = (23,¥3) y Pi+ P2 = (3, —¥3).
La recta que une P, y P, es:

Y2 — W
To — Ty ’

Y=mX+n;, con m= n =1y —MmI = Yz — Mo,
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y esta recta corta a la curva en tres puntos, dos de los cuales son P, y P,
luego:
Yi=(mX+n)?=X+aX’*+bX +c=

X+ (a—mA)X?+ (b-2mn)X + (c—n?) =0.
Pero,
X2+ (a—mHX?+ (b—2mn)X + (c = n?) = (X — 21 (X — 22)(X — z3),

y si igualamos los términos en X? resulta:

m?—a =2z, + x5+ 3.

Por tanto:
x3=m2—a~—x1—xz; Y3 = MT3 + n.

Si lo que queremos es sumar un punto P = (z,y) consigo mismo, es decir,
obtener P + P = 2P = (2/,y'), tendriamos que tomar la recta que une P
con P que es la tangente a la curva E por P. Por tanto la pendiente de esta

recta es
&, fX)
Tdx Py P
y la primera coordenada del punto 2P sera:

, 1t —2bx? — 8cx + b% — dac )\
= = —a—2z.
423 4 4ax? + 4bx + 4c 2y

Esta férmula es conocida como férmula de duplicacion.

1.C. Parametrizacion en C

Una forma diferente de ver una curva eliptica procede del analisis complejo v,
en ocasiones, permite usar herramientas analiticas para obtener informacién
de la curva. Es lo que vamos a ver brevemente en este punto y el lector
interesado puede consultar [8] para los detalles.

Definicién.— Dados w;, we € C, Z-linealmente independientes y un reticulo
A =Zw; + Zws = {nywy + nows @ ny,ne € Z}

definimos la funcién p de Weierstrass:

0= 3 (e )
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Esta funcién es meromorfa y sus polos son los puntos del reticulo, es decir
2z € Ces un polo de psiy sélosi z € A\ {0}

La funcién p(z) es doblemente periédica, es decir:
plz+w) =p(z) y plz+w)=p(), VzeC

Ademds p(z) verifica la ecuacién diferencial siguiente:

0'(2)? = 4p(2)° - g2(A)p(2) — g5(A),
siendo go(A) y g3(A) nimeros complejos que dependen del reticulo A.

Por otra parte, dada una curva eliptica en la forma Y2 = 4X°® + AX + B,
siempre podemos encontrar un reticulo A en C tal que

g(A)=-4 vy g3(A) = —B.

Lo llamaremos reticulo asociado a dicha curva y lo podremos calcular con
el algoritmo que daremos al final de esta seccién.

Dada una curva eliptica E : Y? = 4X3 + AX + B, sean A el reticulo
asociado a la curva y wi,wy; € C los generadores del reticulo. Entonces, si
E(C) es el conjunto de puntos de E con coordenadas complejas, tenemos la
siguiente aplicacién:

P: C — EC)
z — (p(2),p'(2), sizgA
z +— O, siz €A,
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es decir, si z es un polo de gp, entonces P(z) = O; y ademés éstos son
los tnicos z que van a O (por las consideraciones hechas sobre O y por la
definicién de p).

Esta aplicacién es sobreyectiva ya que, si (x,y) es un par de ntimeros

complejos tales que
2= 415% — gy(A)z — g5(A),

entonces el par (z,y) es solucién de la ecuacién diferencial siguiente:

@/(z)2 = 4@(2’)3 — g2(A)p(z) — gs(A),

es decir, existe un z € C tal que

r=p(z), y=¢(2).

Por tanto, existe un z € C tal que P(z) = (z,y), lo que prueba la
sobreyectividad.

Al ser p doblemente periddica, la aplicacién P no puede ser inyectiva
en C, ya que, si tomamos dos nimeros complejos que se diferencien en un
punto del reticulo, sus iméagenes por P son iguales. Es decir, dados z € C y
my, Mg € Z, como

p(2) = p(z + mwr + maws),

©'(2) = ¢'(2 + mwy + maws),

se tiene
P(Z) = P(Z + miwp + mzwg).

Asi, para cualquier z € C existe otro complejo u en el paralelogramo
definido por los periodos de p tal que

P(z) = P(u),

lo que significa que podemos restringir P al paralelogramo definido por los
periodos de g, es decir, por w; y ws, y en el interior de este recinto tendremos
la inyectividad de P.

Los bordes de este paralelogramo son los cuatro segmentos siguientes:

Li = {ueC: u

avycona €R, 0<a<1},

Ly = {ueC: u=awycona€cR, 0<a<l},
Ly = {ueC: u=ws+awcona€R, 0<a<l1},
Ly = {ueC: u=wt+awyconaelR, 0<a<l1}

Tenemos que cada punto u = aw; € L; tiene la misma imagen por la
aplicacién P que el punto u = wy + aw; € L3, y cada punto u = aws € Ly
tiene la misma imagen por P que el punto u = w; + aws € Ly.
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Ly

Wa
L,

Es decir, la aplicacién P nos permite identificar los bordes opuestos del
paralelogramo definido por w; y ws, de manera que se obtiene un toro.

Por otra parte, la aplicacién P tiene la siguiente propiedad:
P(uy + ug) = P(u1) + P(ua),

donde u; + uy representa la suma usual en Cy P(u1) + P(ug) representa la
ley interna definida en el conjunto de puntos de la curva eliptica E.

Esta propiedad es consecuencia de las férmulas dadas para la ley interna
definida en E, y de una propiedad de la funcién p que afirma que p(u; + ug)
y @' (u; + ug) admiten una expresién racional en funcién de p(u1) y p(uz) y
de p'(u1) y ¢ (ug), respectivamente.

Resumiendo, la aplicacién
P:C— E(C)

es un homomorfismo sobreyectivo cuyo nicleo es A (por definicién de P).
Por tanto, tenemos el siguiente isomorfismo:

p: C/A — E()
z+A — o(z+A) = (p(2), 0'(2)).

Y como C/A lo podemos representar por el paralelogramo definido por
los nimeros complejos 0, w; y ws, que es un toro (porque la aplicacién P
identificaba sus bordes opuestos), se tiene que E(C) es un toro. Es decir, el
conjunto de puntos con coordenadas complejas de nuestra curva eliptica es,
topolégicamente, el producto directo de dos grupos isomorfos cada uno a la
circunferencia unidad:

E(C)~S'x St

siendo S'={2€ C: |z |=1}.
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Observacién.— Veamos ahora el algoritmo que nos da una base del reticulo
asociado a una curva eliptica dada:

Sea F la curva eliptica de ecuacién
Y2+ a1 XY +azY = X3+ ap X? + ay X + as,

y sea A el reticulo asociado a dicha curva.

Calcularemos una base de A, {w;,ws}, tal que w; es un nimero real
positivo y wp/w tiene parte imaginaria positiva y parte real igual a 0 6
~1/2.

(1) Calculamos by, by, bg y A con las siguientes férmulas:

by = ai+4ay,

by = amasz+ 2ay,

bs = a§ + 4a6,

A = —b2bg — 8bF — 27b2 + 9bab,bs.

— Si A < 0 vamos al paso 3.
— Si A > 0 vamos al paso 2.

(2) Sean e, e2 y €3 (con e; > ey > e3), las raices reales de la ecuacién
4X3 4 by X?% 4+ 24 X + bg. Tomamos entonces
o
AGM(\/el —e3,v/er — 62),
T
AGM(\/e; — e3,1/e2 — €3)
(3) Sea e; la tinica raiz real de 4X3 + by X2 + 2b4X + bg. Llamamos

w =

Wy =

b by by
a=3el+zz; b = \/3e%+§el—|——é—.

Tomamos entonces

2w
w = ,
' AGM(2vb,v/2b + a)
Wy = —uh T
, =

2 * AGM(2vb,/2b = a)’
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donde AGM son las siglas de Arithmetic-Geometric Mean. Recordemos
que dados dos reales positivos a y b, se define AGM(a,b) como el limite
comun de las dos sucesiones (@, )nen ¥ (bn)nen, siendo

an + bn
2 )

bo = b, bur1 = \/Gnbn.

Ao = G, Apy1 ==

Observacién.— Como vimos, el conjunto de puntos reales de una curva
eliptica con coeficientes reales tiene una o dos componentes (en la topologia
euclidea de R?). La componente que no estd acotada se llama “componente
de la identidad”, porque contiene a O.

La base obtenida con este algoritmo verifica que los miltiplos de w;/2
corresponden mediante P a puntos de la componente de la identidad de
la curva, y los trasladados de estos multiplos por wy/2 corresponden a la
componente acotada (si hay).

I.D. Puntos de orden finito (I)

Estudiaremos en esta seccién las primeras propiedades de los puntos del
subgrupo de torsion.

Proposicién.— Sea E una curva eliptica racional cuya parte afin verifica la
ecuacion:
YVi=f(X)=X*+aX?+bX +c,

respecto de cierto sistema de referencia fijado. Se verifica:

1. Un punto P = (z,y) € E \ {O} tiene orden 2 si y sélo si es y = 0. Es
decir, si y sélo si f(z) = 0.

2. Un punto P = (z,y) € E \ {O} es de orden 3 si y sélo si z verifica

¢3(.'B) =31’4+4ax3+6bx2+120x+(4ac_b2) = 0.

3. Un punto es de orden 3 si y solo si es punto de inflexién.

Demostracién.— Consideramos como elemento neutro O el punto del
infinito del eje Y. Es decir, tomamos O = (0:1:0).
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Los puntos de orden 2 son los puntos P de la curva tales que 2P = O y
P # O, es decir, los puntos P tales que P+ P = Oy P # O. Pero sabemos
que
P=—-P <= (z,y) = (z,~y) <= y =0,
y esto prueba que un punto P = (z,y) € E \ {O} tiene orden 2 si y sélo si
esy =0.

Para ver cémo son los puntos P € E de orden 3, en vez de 3P = O,
imponemos la condicién

2P = —P.

Igualando en la férmula de duplicacién x con z’, (primera coordenada de
—P y de 2P, respectivamente), se obtiene

_ z* — 2bx? — 8cx + b% — 4dac
T 423 + 4az? + 4bz + 4c

Operando obtenemos la expresién:
Y3(z) = 3z* + daz® + 6bz® + 12cz + (dac — b*) =0,

que es la condicién que ha de cumplir un punto P = (z,y) € E para ser de
orden 3.

Geométricamente, P es de inflexién si y sélo si
W(ENr,P)=3,
siendo r la tangente a la curva E en el punto P. Esto equivale a decir que
PxP=P

Es decir,
P+P=0x(PxP)=0x%xP=-P,

osea, 3P =0. Q.£.D.

Lema.— Sea E una curva eliptica de ecuacién
YVi=fX)=X*+aX® +bX +c¢c, cona,b,ccZ

Sea P = (z,y) un punto de E tal que P y 2P tienen coordenadas enteras.
Entonces y =0 o bien y | A.

34



Demostracién.— Sean P = (z,y) y 2P = (z/,y') con coordenadas en-
teras. Supongamos que es y # 0 y probemos que y divide a A. Si y # 0,
entonces 2P # (. Usando la férmula de duplicacién se tiene,

2z +1' = (f_’iw_)f_a

2y

Como a € Z, y también z,z’ € Z, se tiene

" 2
(L) ez,
2y
pero si un numero racional al cuadrado es entero, el niimero también lo es,
es decir,
f'(z)

—rcZ.
2yE

Esto significa que 2y divide a f'(z), y por tanto que y divide a f'(z).

Por otra parte, como y% = f(z) se tiene ademds que y divide a f(z). En
resumen, como el discriminante A estaba en el ideal de Z|X] generado por
F(X) y f'(X) tenemos que y divide a A como querfamos probar. Q.£.D.

Estudiaremos en lo que sigue el teorema de Nagell-Lutz. Este teorema da
una condicién necesaria para que un punto de una curva eliptica sea un punto
de torsién. Ademaés, de su enunciado se deduce un algoritmo que proporciona
un conjunto finito de puntos racionales entre los que se encuentran los puntos
de torsién de una curva dada.

Antes de dar el teorema veremos unos resultados que usaremos para su
demostracién. Nuestro objetivo ahora es probar que, en una curva eliptica
racional, los puntos racionales de orden finito tienen coordenadas enteras.

Observacion.— Sea p € Z un nimero primo.

1. Dado z € Q\ {0}, podemos escribir

m v
r=—p,
n
siendo mcd(m,n) = med(m,p) = med(n,p) =1y v € Z.

Llamaremos orden de x respecto de p al entero v, notado:

ord (%—p”) =
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2. Dada una curva eliptica racional E, llamaremos E(p”) al subconjunto
de E(Q) definido por:

E(p") ={(z,y) € E(Q) | ord(z) < —2v, ord(y) < —3v}.

Proposicion.— Sea E una curva eliptica racional cuya parte afin, respecto
de un sistema de referencia fijado, viene dada por la ecuacién Y? = X3 +
aX?+bX +e¢, cona,b,ceqQ.

Si (z,y) es un punto de E(Q) tal que
ord(z) =—p y ord(y)=—o,

entonces se verifica:
20 = 3u.

Ademas, p divide al denominador de z si y sélo si p divide al denominador
de y, considerando denominadores para las formas irreducibles de x e y.

Demostracion.— La segunda parte de la proposicién es equivalente a
probar que
p>0&0>0,

y esto es inmediato a partir de la afirmacién 20 = 3y que vamos a probar.

Sabemos que

con m,n,u,w € Z tales que med(m,n) = med(u,w) = 1y p no divide a
m,n,u,w.

Como (z,y) es un punto de la curva, verificard su ecuacién. Sustituyendo

queda:

u? m3 N m? b m N
= a c
w2p2a n3p3l‘ n2p2p, npt ’

y operando se tiene:

> m? +am®np” + bmn®p* + cnlp

w2p20 n3p3u

Vamos a calcular el orden respecto de p de los dos miembros de esta
igualdad. Suponfamos que ptuy ptw, luego p4u?y ptw?, por tanto

’U,2
ord (’wZ_pZU> = —20.
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Por otra parte, como p { m, se tiene que
p1 m3 + am’np# + bmn’p* + end3pH,

y por suponer también que p t n, resulta:

ord <m3 + am?np* + bmn?p* + cn3p3”>

Como hemos calculado el orden respecto de p del mismo nimero, se tiene:
—20 = —3u.
Q.£.D.

Observacién.— En la situacién de la proposicién anterior, al ser 20 = 3y,
se tiene que 3 divide a o y 2 divide a p. Por tanto, existird un entero v tal
que
u=2v y oc=3v
Ademés, si p divide al denominador de z (considerando z en forma irre-
ducible), entonces serd u > 0, y por la nota anterior serd u = 2v > 0. Es

decir, p* dividir4 al denominador de z, siendo v un entero positivo. Asf se
tiene que si p divide al denominador de x, entonces p? también lo divide.

Anélogamente, sabiendo que o = 3v, se prueba que si p divide al deno-
minador de y, entonces p® también lo divide.

Por convenio se considera
O € E(p*), YveL.

Por la definicién dada para el conjunto E(p”), se tiene la siguiente cadena
de inclusiones:

... C E(@®) c E(p®) C E(p) C E(Q).

Lema.— El conjunto E(p”) es un subgrupo de E(Q), para cualquier v € Z.

Demostracién.— Vamos a hacer el siguiente cambio de coordenadas:

X 1
T=— = —,
Yy’ 5 Y
El cambio inverso sera:
T 1
X == Y = —.
S’ S



Asi) la ecuacién de la curva que teniamos,
V?=X*+aX?+bX +c,

si la dividimos por Y3 queda:

L —)-(—3+ X21+bX l2+ 1y
Yy \Y) "'\Y) vyT'v\y) T\y) -
y sustituyendo, segiin el cambio resulta la ecuacién
S =T?+aT*S +bTS? + cS°.

Salvo O y los puntos de orden 2, (es decir los que tienen Y = 0}, tenemos
una correspondencia biyectiva entre los puntos de la curva en el plano (X,Y)
y los puntos de la curva en el plano (T, S), donde el elemento neutro para la
ley interna definida en la curva es el punto (0, 0).

Dada una recta en el plano (X,Y), si su ecuacién es

Y =2X +4,
dividiendo por §Y resulta
12X 4 1
§ dY Y’
es decir, obtenemos una recta en el plano (7', S) cuya ecuacién es
A 1
=—-T+-.
5=5T+5

Al transformarse rectas en rectas, la ley interna definida para los puntos
de la curva es compatible con el cambio de coordenadas realizado. Es decir,
dados dos puntos P y @ en el plano (X,Y), y sus correspondientes P’ y @
en el plano (7, S), al cortar la curva con la recta que une P’y @', el tercer
punto de interseccién es el correspondiente por el cambio al tercer punto de
interseccién de la curva con la recta que une los puntos Py @ en el plano
(X,Y).

Consideramos ahora, para un entero primo p fijado, el anillo
R=7Zg ={zcQ\{0} : ord(z) >0} U {0}.
En este subanillo de QQ las unidades son los racionales tales que p no divide

a su denominador ni a su numerador.
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Sea (z,y) € E(p”) un punto racional de nuestra curva E. Se tiene:

m U

T = ——npz(u+i) ] y = _wp3(u+i) ?

para cierto 7 > 0. Asi
z _ mw v+

== —— szlzﬂps(uﬂ‘).
y  nu ’ vy u

Para ver que E(p¥) es un subgrupo, veremos que si Pi(z1,91) y Pa(%2,y2)
estan en E(p”), entonces P; + P, también estd. Esto es, habra que ver que si
p” divide a la coordenada t de cada sumando, también divide a la coordenada
t de la suma.

No hace falta probar nada sobre s, porque si probamos que ¢t € p”R, como
z € p¥R, al ser s = t/z se tendrd lo que necesitamos, por la proposicién
anterior.

Sean Pi(t,51) ¥ Pa(t, s2) puntos distintos en la curva. Distinguimos dos
casos:

En el primer caso tenemos ¢; = ;. Entonces la recta que une P, con
P, es T = t;. Al cortar esta recta con la curva, obtenemos un punto cuya
primera coordenada ser también ¢;. Asi, el punto P, +P; tiene como primera
coordenada —t1, por ser la curva impar en el plano (7', S). Por tanto

P+ Pce E(p”).

En el segundo caso tenemos t; # to. Entonces la recta que une P; con P,
tiene por ecuacion

S2— 81

PP, : S=aT+f#, con a= .
ta —

Como P, y P, satisfacen la ecuacién de la curva:
S =T34+ aT?S +bT'S* + cS°,
sustituyendo y restando resulta:
3 3)'

89 — 81 = tg - ti’ -+ a(t%sz — t%Sl) + b(tgsg — tlsf) + 0(32 — 8

Reagrupando los términos, de manera que cada sumando tenga como
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factor a (s2 — 1) 6 (t2 —t1), podremos despejar o a partir de esta expresion:

S9— 8 = (tg — tili) + a[t%SQ - t%Sg + t%Sz - t%sl]
+b[tass — t155 + t182 — t152] + c[s§ — §]

= (to — t1)(t2 + toty +t2) + a[(tr — t1)(t2 + t1)89 + (52 — 81)t7]
+b[(t2 - tl)S% + (52 — 81)(82 + Sl)tl]
+c(sg — 81)(82 + 5351 + 52)

= (tg — tl)[t% + 1ot + t% + a(t2 + tl)SQ -+ bs%]
+(sg — 81)[at? + b(sz + s1)t1 + c(s2 + 5251 + 83)].

De esto obtenemos:

(82 — 81)[1 — atf — b(82 + Sl)tl — C(S% + 8981 + S%)] =
= (tg — t1)[t2 + tot1 + 2 + a(ta + t1)s2 + bsl].

Por tanto, podemos escribir:

Sy —81 _ t3+taty + 13 + alty +t1)sy + bs)
to—t1  1—at? —b(sy +81)t1 — c(82 + 5281 + s%)

184 )

donde « es la pendiente de la recta que une P, y Ps.

Llamamos P;5(t3, s3) al tercer punto de corte de la recta P, P con la curva.

P3

Py

Como S = oT + 3 es una recta que corta a la curva en Py, P, v P,
si sustituimos S por oT + (3 en la ecuacién de la curva, obtendremos una
ecuacién en T cuyas raices son t1, ty y t3. Dicha ecuacién es:

oT + B =T° + aT*(aT + B) + bT(aT + f)? + c(aT + 3)%,
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y agrupando términos queda:
(14+aa+ba®+ca®)T3+B(a+2ba+3ca®) T+ (b3%+3caf?— o) T+c3—3 = 0.
Ahora, por las relaciones de Cardano, podemos afirmar que

af + 2baf + 3ca®B

“+b+¢3=‘1+aa+mﬂ+c&'

Tenemos Pi, P, y P;, v si consideramos la recta que une Ps(t3, s3) con
(0,0), y la cortamos con la curva, obtenemos el punto

P, + Py = (—t3, —s3),

de nuevo por ser la curva impar en (7, S).

Queriamos probar que si p” divide a t; y t5, entonces p” divide también
a —t3, primera coordenada de P, + P,. Sabjamos que s, 53 € p**R y
t1, to € p*R, por tanto,

t2 +toty + 2 +afty +t,)sy + bs2 € p™R,
es decir, p* divide al numerador de o.
Ademas,

at? + b(sy + 51)t) — c(s3 + 5951 + 3%) € p?R,

por tanto, 1—at}—b(sy+51)t1 +¢(s2+ 528, +52) es una unidad en R, es decir,
el denominador de « es una unidad en R. Asi, por dividir p?®” al numerador
de a y ser su denominador una unidad en R, se tiene que

a € p*R.

Por otra parte, como P; es un punto de la recta S = oT + (3, se tiene que
B =35 —at;,ycomo s; €Ep¥R, a €p*¥R y t, € p'R, resulta

B € p*R.

Asi,
aff + 2baf + 3caB € p*R,

y ademas
aa + ba? + ca® € p*R,

es decir, 1 + (ac + ba? + ca®) es una unidad en R.
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Por la expresiéon obtenida anteriormente para t, + ty + t3, sabemos que
su numerador estd en p* R y su denominador es una unidad en R. Con esto
tenemos que

ty +ty+1t3 €p*R.

Por tanto, como ¢, t2 € pYR, se llega a que
—t3 € 'R

como queriamos probar. Q.£.D.

Observacién.— Dado un punto P = (z(P), y(P)), al hacer el cambio resulta
P = (t(P), s(P)), siendo

Hemos probado ademaés lo siguiente:
P, P, € E(p¥) = t(P) +t(P) —t(P,+ P,) €p*R,
dicho de otra forma,

t(PL+ P) = t(P) +t(P,) (mod p*R).

Tenemos definido entonces el siguiente homomorfismo

E(pu) SN puR/p3uR
P — t(P),

cuyo ntcleo vamos a probar que es E(p%). Por una parte, si P = (z,y) €
E(p¥) entonces

g = Dpm2e) g L3
n w
y sera
T mw ;
t(P) = = = —p"*,
y nu

con 1 € Z positivo. Pero, si P = (z,y) estd en el nicleo de esta aplicacién,
se tendrd t(P) € p® R, y serd i > 2v. Asi tenemos, para cierto j € Z,

—-3(3v+7)

m . U
A3v-+d) y Y= Ep 9

T=—p
n

y esto prueba que P = (z,y) € E(p%).
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Por tanto tenemos una correspondencia inyectiva

E(")/E(®*”) — p'R/p™R

P=(z,y) — t(P)=£Ey-.

Ahora, dada la clase
p’ + p¥R € p"R/p™R,
al multiplicarla por p? resulta
@ + pPR)=p* + p»R=0 + p*R,
y p% es el menor entero que cumple esto, luego
PR/pPR = (p° + p*R)

es un grupo ciclico de orden p?”.

Por tanto, por la correspondencia inyectiva dada, se tendra que
E(p")/E(p™)
es un grupo ciclico de orden p® con 0 <o < 2v.

Vamos a demostrar ahora un resultado importante para el teorema de
Nagell-Lutz.

Proposicién.— Sea E una curva eliptica racional.

1. Dado un primo p € Z, el subgrupo E(p) no contiene puntos de orden
finito.

2. Sea P = (z,y) # O un punto racional de orden finito en la curva E,
entonces T e y son nimeros enteros.

Demostracion.— Trataremos los dos resultados por separado. En el
primer apartado, razonaremos por reduccién al absurdo. Sea P # O un
punto tal que mP = O, para cierto m € N. Supongamos que P € E(p).

Como el denominador de z(P) es un nimero finito, no se podré dividir
por potencias de p arbitrariamente grandes, es decir:

>0 | PeE(p") y P¢E@™).

Distinguimos dos casos:
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(a) Sip{m. Sabfamos que
t(P,+ P) = t(P) +t(P,) (mod p*R),
por tanto

0 = t(0) = t(mP) = mt(P) (mod p*’R).

Esto significa que mt(P) € p* R,y como p{m, se tiene

t(P) = 0 (mod p*R).

Si recordamos el niicleo del homomorfismo que definimos entre E(p”)
y p’R/p* R, veremos que P € E(p*), lo que contradice que P ¢
E(p“t!), porser 3v > v+1y E(p¥) c E(pv+).

(b) Sip | m. Escribimos entonces m = pn para cierto natural n. Conside-
ramos P’ un punto tal que P’ = nP, asi el orden de P’ es p (por ser m
el orden de P).

Como P € E(p) y sablfamos que E(p) era un grupo, se tiene nP = P’ €
E(p), es decir,

J>0|P ecE@®) y P ¢ E@®™).

Razonando como antes tenemos:
0 = t(0) = t(pP") = pt(P') (mod p*R),

luego t(P') = 0 (mod p*~'R), y recordando de nuevo el homo-
morfismo anterior se tiene P’ € FE(p*~1), lo que contradice que

P'¢ E(+) > BG).

Para probar el segundo apartado de la proposicién suponemos que
P = (z,y) # O es un punto racional de la curva de orden finito, entonces,
por el primer apartado, sabemos que P ¢ E(p), siendo p un entero primo
cualquiera.

Es decir, ningtin primo dividird el denominador de z ni el de y. Esto
significa que = e y son nimeros enteros. Q.£.D.

Enunciemos y demostremos ahora una primera versién del teorema de
Nagell-Lutz [21, 27].
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Teorema.— Sea E una curva eliptica de ecuacién: Y? = X3+ AX + B, con
A, B€Z,ysea A=4A3+ 27B? su discriminante.
Si P = (z,y) es un punto de Tor(E(Q)), entonces se verifica:

(i) z,y € Z.
(if) y =0 o bien y|A.

Demostracion.— La primera parte del teorema estd probada en la
proposicién anterior. Veamos la segunda parte. Distinguiremos dos casos:

(a) Si P es un punto de orden 2, entonces y = 0.

(b) Si P no es un punto de orden 2, entonces 2P # O. Esto significa que 2P
es un punto afin de orden finito, y por tanto, por la proposicién anterior,

Py 2P tienen coordenadas enteras, luego (por un lema anterior) al ser
y # 0, se tiene que y divide a A. Q.£.D.

I.E. Puntos de orden finito (II): Reduccién

Observacion.— Veremos ahora una versién mé&s fuerte del teorema de
Nagell-Lutz, que se suele usar sobre todo en aspectos computacionales, donde
probaremos que, si P = (z,y) es un punto racional de orden finito con y # 0,
se tiene que y2|A. Esto nos llevara a técnicas completamente distintas. En
concreto, trataremos de acercarnos a Q a través de los cuerpos de nimeros
p-adicos @Qp, siendo p un entero primo. Ademds, vamos a relacionar Q, con
los cuerpos finitos F,, mediante la reduccién médulo p (ver [5] para una
introduccién detallada).

Definicién.— Sea p un primo. Dado r € Q\ {0}, se define la norma p-adica

de r como

,T,p — p—-ord(r)-

Sir =0, se define |0}, = 0.

Recordemos que los enteros p-adicos Z, son los a € Q,, de la forma
oo
a=Y ap"
n=0
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cona, €{0, 1, ---, p—1}.
Asi, la aplicacion de reducciéon médulo p es:

red, : Ly — T,
o — gy =a

Esto se puede extender a los planos proyectivos correspondientes P?(Q,)
y P?(F,) como veremos ahora. Sea (; : a3 : az) € P2(Q,), como el punto del
proyectivo (a; : as : a3) es el mismo que el punto (ap™ : ap™ : azp™™)
para todo n € Z, siempre podemos suponer que, dado un punto de P2(@p),
el maximo de las normas p-adicas de sus coordenadas es 1.

Asi, la reduccién médulo p de P%(Q,) en P?(F,) es:
PX(Q,) — P*(Fy)

a=(a:ay:a3) — a=(a:a;:0a3),
que estd bien definida, por poder suponer que algin o; es tal que |o;|, = 1.
De forma andloga, dada la recta
r: mXi+rXe+rXs=0
en P?(Q,), definimos su reduccién médulo p:
7T TXi+7Xe +73X3=0,

que serd una recta en P?(F,). Asi, si un punto « estd en la recta r, entonces
O estard en T.

Sea E : F(X1, X5, X3) = 0 una ctibica definida en P?(Q,). Es decir,
F(Xi1, X2, X5) = Z fiinXiX; X € Qp[ X1, Xa, X3],
i<j<k
donde fix € Q, no son todos nulos.

Como antes, podemos suponer que

I?Jagqfijk'p =1

2wy

v considerar

F(X1, X, X3) = Z ?iijinXk € Fp[ X1, Xa, X3

i<j<k

que es un polinomio no nulo que define la curva E:

Observacién.— Notemos los siguientes hechos:
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1. La reduccién E puede ser una curva reducible.

2. Si un punto « estd en E, entonces @ estard en E. Pero el reciproco
necesitara una condicién adicional.

Proposicién.— Sea? un punto no singular de E. Entonces, existe un punto
a de E tal que a = (.

Demostracién.— Como £ es no singular, sera, por ejemplo
OF —
— 0.
@
Tomamos By, Ba, B3 € L) tales que B = (B, : By : Bs), y consideramos

G(T) = F(T, 52, 03) € Zp[T) , to= Ph.

Se verifica

|G(t0)|P = |G(/81)|p = |F(/81)/627183)|p < 17

por ser F(/BI’IB%/B3) = F(BI)BZ)/B3) (mOd p) =0 (mOd p)
Y ademas:

G'(ty) = G'(0) = %F—l—(ﬁ) (mod p) # 0 (mod p),

por tanto

'G,(tO)lp = 1.

Es decir, tenemos que G(T) = F(T,(32,03) y to = /1 cumple las condi-
ciones del lema de Hensel. Luego,

HeZ, | GR)=0 y [t— il <|G(B1)lp-
Si tomamos o = (¢ : B2 : B3), resulta
F(a) = F(t, 02, 85) = G(t) =0,

y ademas
‘t - ﬁl'p < ‘G(ﬂl)lp <1,
por tanto t — B; = 0 (mod p), es decir = F;, y asi @ = 8. Q.E£.D.
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Veamos ahora cémo se comporta la interseccién de una recta y una cibica
al reducir médulo p. Sabemos que si una recta r corta a una curva E en un
punto a, entonces 7 cortard a E en @. Perosir corta a E en a y 3 tales que
a # By @ = B3, no sabemos atn si tiene multiplicidad mayor o igual que 2
la interseccién de 7 con E en el punto @. El siguiente resultado responde a
nuestra pregunta.

Proposicion.— Sea r una recta y F una cibica que se cortan en o, 8y v
distintos.
Entonces, se verifica una de las dos afirmaciones siguientes:

(i) La recta T est4 contenida en E.

(ii) Tcortaa Eena, By 7.

Demostracién.— Sin pérdida de generalidad, si es
T X1 +1eXe +13X35 =0,
podemos suponer que
rs =1 = max{|rilp, [r2lp, [T3lp}-

Si despejamos X3 en la ecuacién de r y sustituimos en la ecuacién de F,
resulta

G(X1,X3) = F(X1, Xp, —11X1 — 12 X2) € Zp[ X1, Xo).

Su reduccién médulo p es:

G(X1, Xo) = F(Xy, X, —T1.X1 — T2.Xa).

Si G(X1,X3) = 0, entonces la recta 7 estars contenida en E, con lo que
se verificaria (i). Supongamos entonces que

G(X17 X2) 7é 0,

y probemos (ii).

Podemos tomar a = (gt g a3), B=(51: B2 :B) yy=(n:7%:7)
tales que

max{|oulp, [@alp, |aslp} = max{|Bilp, |Belp, |Fs]p} =
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= max{|n |p7 |'72‘p’ 173|p} =1

Como a, By vy estan en 7, entonces @, 8 y 7 verificaran la ecuacién de 7.
Por tanto:

(51,52), (BlaB2) a71a72) 7é (Oa 0)7
si no, serian puntos del proyectivo con sus tres coordenadas nulas.

Por hipétesis podemos encontrar un A € Q, tal que

G(X1, X2) = MoeXi — a1 Xo)(Be X1 — B1X2)(12X1 — 1 X2)
- )\H(X], Xg)

Se tiene entonces:
H(X1, X5) = (@X1 — @1.X:)(8,X1 — B, X2) (7, X1 — 71 X2) # 0.

Por tanto, G y H verifican que uno es un escalar por el otro, y asf se tiene
el resultado. Q.£.D.

Observacién.— Si tenemos £ : Y2 = X% + AX + B, una curva eliptica
definida sobre @, con 44 + 2782 # 0, haciendo cambios

X —u’X, Y — Y

podemos suponer que A, B € Z,,.
Tomamos E(Q,), consideramos la ecuacién de E en el proyectivo P?(Q,):

E:Y*Z=X34+AXZ?+ BZ®,

y reducimos a F, _ B

E: Y’Z=X"+AXZ*+BZ®,
que puede ser singular (si A = 0), pero es irreducible como se podria com-
probar. Consideramos:

- En E; el conjunto E(F,) de puntos de E en P3(F,) (que no es un grupo),
y el conjunto E(F,) de puntos no singulares (que sf lo es).

- En E; el conjunto E(Q,)® de puntos P = (z : y : 2) de E(Qp), con
%,Y,2 € L) y max{|zly, [ylp |2|p} = 1, tales que P = (T:7: %) €
E(F,)©.

Por un resultado anterior, sabemos que todo punto no singular de E se
levanta a un punto de F, luego la aplicacién natural

red |E(Qp)(°): E(Qp)(o) - _E(]Fp)(o)
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es sobreyectiva.

Ahora hay que ver cémo afecta la reduccién a la estructura de grupo.
La estructura de grupo de una curva eliptica se puede definir de manera
alternativa, diciendo P+ @ + R = O si y sélo si P, ) y R estén alineados,
(esto es, cuando O es de inflexién, como es el caso). Veamos por qué:

(a) Dado un punto P, —P ha de ser el tercer punto de corte de E con la
recta OP, ya que debe cumplirse P + (—P) + O = O.

(b) Dados P,Q € E, para calcular P + @ sélo hay que imponer P + Q +
(=P — Q) =0, luego —P — Q es el tercer punto de corte de E con la
recta PQ. Con el apartado (a) se puede calcular P + Q.

Asi, imponer que P+ @Q + R = O si y sélo si P, ) y R estan alineados,
es equivalente a la definicién de grupo por el método habitual.

Por la proposicién anterior, se tiene que si P + Q@ + R = O, entonces
P +Q + R = 0. En particular, como en E sélo tiene sentido tomar puntos
no singulares, tiene que ser P,Q € E(Q,)®, por tanto P+Q € E(Q,)©, ya
que si P + Q es singular, P + Q lo serfa.

Luego tenemos que
red lE(Qp)(O): E(Qp)(o) — E(Fp)(o)

es un homomorfismo de grupos.

Veamos el nicleo de la reduccién. Sea P = (z:y:2) € E con P # (0:
1:0), 2,9,z € Zy max{|z|p, |ylp, |2]p,} =1, tal que

Z:5:2)=(0:1:0) € E(F,)O,

0 sea,
Iylp =1, I‘r'p) |Z|p <1

Supongamos que |z|, = |z|,. Entonces, como zy? = 2% + Azz* + B2z, se
tiene

lzy2|p = |z, = |x3 + Az2® + Bz3|p < max{1, lAlp’ |B]p}|2'g = |Z|za

lo que contradice el hecho de ser |z|, < 1.

Supongamos que |z|, > |z|,. Andlogamente se tiene

|2°lp = |2lp = | + Az2® + B2®|, < max{|z[}, |Al|z|ol [}, [Blol2[3},
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y cualquiera de los tres casos posibles da contradiccién. Luego, ha de ser
|z|p < |z|p. Entonces P, en coordenadas afines,

P (29 - o
verifica

|a|p=@>1 y |b|p'=|"z£>1,

|21, |2lp
es decir
a, b ¢ Z(p).
Por otro lado, si un punto afin @ = (c,d) de la curva verifica que ¢,d ¢

Zy), tenemos
|d|12, =|c*+ Ac+ B|, = |c|§’,,

porque es el maximo en norma de los tres sumandos, luego |d|2 = |c[3. Si
homogeneizamos tendremos @ = (¢ : d : 1) y, al pasar a la forma usual,
obtendremos @ = (ac: ad : o) tal que

max{|acly, [adly, laly} = 1,
pero este méaximo ha de ser |ad|,, ya que [c|p, |dl, > 1y |d|2 = |c]3.
Luego, las coordenadas del punto () verifican

ac € Ly, lacl, < |odl, =1
e < fed], =1,

de donde la reduccién de @ es (0 : 1: 0). Por tanto, el nicleo de red | gg,y©
son los puntos afines (a,b) con a,b ¢ Z,) y, ademés, el punto (0: 1: 0).

Como hemos visto, en este caso (a,b) verifica |b|2 = |af3, o sea

Ialp = p2n H ]blp = p3n )
para cierto n > 1, porque a,b ¢ Zy,).

Definicién.— Llamamos a n el nivel de P = (a,b), notado nv(P). Si un
punto no se reduce a (0 : 1 : 0) diremos que tiene nivel 0, y el (0 : 1 : 0)
tendra nivel infinito.

Ahora fijamos un entero N > 1 y hacemos el siguiente cambio:

X = p X
Y = p3NY
Z = Z,
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entonces N
(x:y:2) — (zp?N :yp®N : 2),
(a,0) — (ap™™,bp*").

Con lo que la ecuacién queda
Ey: Y?Z=X34+p"WAXZ% 4+ pNBZ3,
Asi, reduciendo tenemos
Ey: Y?Z =X

Dado (a,b) € E, tenemos su correspondiente (ap®V,bp*") € Ey. Si
l(ap;;\\]’ ,bp3N3)Nse reduce al punto singular (0,0) € Ey, eso quiere decir
ap*™ |p, |bp*™ |, < 1, 0 sea

lal, < p*N,  |bl, <P,

o lo que es lo mismo, el nivel de (a,b) es menor que N.

Veamos cudndo el punto (ap?™, bp3") esta en el nicleo de reduccién, es
decir, cuando se reduce al (0 : 1 : 0). Esto ocurre, como antes, cuando
ap®™,bp*N ¢ Z,, es decir, cuando

lap®¥ |, 1bp*N |, > 1

esto equivale a decir que |al, > p* y [b], > p*". Dicho de otro modo, el
punto (ap*,bp3") estd en el niicleo de reduccién cuando (a,b) tiene nivel
mayor que V.

En resumen tenemos:
F— FE N — EN.

{P| nv(P) >N} — {(0:1:0)}
{P| nv(P)=N} — {P|Pesnosingulary P+ (0:1:0)}
{P| nv(P)< N} — {(0,0)}.

Luego, con el cambio y la reduccién separamos los puntos.

Veamos ahora cémo es el grupo de puntos no singulares de Ey. Al cortar
En: Y?Z = X3 con la recta X = 0, se obtiene el elemento neutro (0 : 1 : 0)
y el punto singular (0 : 0 : 1). Por otra parte, en la carta afin X # 0, la
ecuacién queda Y2Z = 1, de donde cada valor de Y determina un tinico valor
de Z.

Luego, los puntos no singulares son (0 : 1 : 0) y los puntos de la forma
(1:y:1/y?) con 0 # y € F,. Asi, el conjunto de puntos no singulares de
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Ey es un grupo abeliano con p elementos, y como p es primo, seréd un grupo
ciclico de orden p.

Definimos E(Q,)™ = {P € E(Q,) | nv(P) > N}. Entonces E(Q,)™ es
un grupo, porque es la imagen inversa del grupo de puntos no singulares de
Ey. Se tiene, obviamente,

E(Q,) D E(@,)® 5 E(@,)" > - > E@Q)™ >+,

denominada filtracién p-adica.

Esto es coherente con el hecho de que un punto que no se reduce a (0 :
1:0) tiene nivel 0 y con que (0: 1 : 0) tiene nivel infinito. Ademaés:

() NnsoB(@Qp)™) = {(0:1:0)}, porque claramente el nivel de un
punto distinto de (0: 1: 0) es finito.

(i) E(Q,)O/E@Q,)® ~ E(F,), porque F(@,)® — F(F,)® es so-
breyectiva y el ntcleo es, precisamente, Lﬁ(@p)(l) (puntos de nivel > 1,
i.e. puntos que se reducen a (0:1:0) € E).

(iii) Anélogamente, E(Q,)"™/E(Q,)"*! es isomorfo al grupo de puntos
no singulares en Fy, que es ciclico de orden p, como hemos visto.

Corolario.— Sea P = (z,y) € E(Q,) un punto de orden finito y primo con
p. Entonces
T,y € Z(p).

Demostracién.— Si 2,y ¢ Zy,, el punto P = (z,y) tendrfa nivel n > 1.
Entonces,

P=(z,y) € E(Qp)(n) , (z,9) ¢ E(Qp)(n+1)7

luego en el morfismo
E(QP)(N)/E(QP)(N+1) — {P € Ey | P es no singular},

el punto P = (z,y) va en un elemento distinto del neutro, que tiene que tener
orden p, porque la imagen de esta aplicacién era un grupo ciclico de orden
p. Esto estd en contradiccién con que el orden de P era primo con p.
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Este morfismo en concreto es

E —  Ey (afin) — Exn  (proyectivo)
P(z,y) — (@™, yp®) s (ap?™ yp®V 1 1)

Ex (proyectivo) — En — F,

(@ cyp® 1) - (@pV iypPN 1)

Q.E.D.

Para todo P = (z,y) € E(Q,)", definimos la funcién u de la siguiente

manera:
u(P) = z/y,
u(0:1:0) = 0.

Asf se tiene que
2n

|z|P p -n
u P = ee—_— = — = p y
[l )lp lyl, p*"

siendo n el nivel del punto P.

Lema.— Sean P, P, € E(Q,)V). Entonces

[u(Py + Pp) — w(Py) — u(Py)lp, < max{lu(P1)3, |u(P)[3}.

Corolario.— [u(sP)|, = |s|p/Ju(P)|, , YP € E(Q,)Y, Vs € Z.

Demostracion.— Por induccién tenemos que
u(sP) — s-u(P)lp < |u(P)[;.
Supongamos que |u(sP)|, # |s-u(P)|p, ¥ se tendra
lu(sP) — s-u(P)|p = max{|u(sP)lp, |s-u(P)p}-

Pero si P € E(Q,)™ \ E(Q,)™*V, entonces sP € E(Q,)™), luego, si
suponemos que p{t s, resulta

u(sP)lp < P,
su(P)ly = lslylu(P)ly = [u(P)], = ™.
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Asi, [u(sP)—su(P)|, = p™™ < p~°™, que es una contradiccién, por tanto

u(sP)lp = |s-u(P)lp = |slp|u(P)lp-

Sélo quedaria ver el caso p | s, que es andlogo. Q.£.D.

Corolario.— E(Q,)" es libre de torsién.

Demostracién.— Sea P € E(Q,)M tal que P # O y mP = O. Entonces,

0 = lu(mP)ly = Imly[u(P)|, # 0,

es una contradiccién que indica que E (Qp)(l) es libre de torsiéon. Q.€.D.

Corolario.— Si p # 2 y 443+ 27B?|, = 1, entonces el subgrupo de torsién
de E(Qy) es isomorfo a un subgrupo de E(F,).

Demostracién.— Como en este caso no hay puntos singulares en la curva
reducida, serd E(Q,) = E(Q,)®. Asf

E(Fp) = E(Qp)(o)/E(Qp)(l) = E(Qp)/E(Qp)(l)-

Y como E(Q,)Y) es libre de torsién, la torsién de E(Q,) queda invariante
al hacer el cociente, luego se puede considerar sumergida en E(F,). Q.£.D.

Observacién.— Sea
E: Y?’=X*+AX+B

una curva eliptica sobre Q. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar
A, B € Zy, al ser E no singular, serd, A = 4A3+-27B? # (. Entonces, si p # 2
y p no divide a A, se dice que p es un buen primo y que E(F,) es una buena
reduccién, y en este caso el corolario anterior nos dice que, salvo isomorfismo,
Tor(E(Q)) C E(F,). Esto es parte esencial del proceso de acotacién de la
torsién racional, previo al célculo explicito de ésta (ver IL.A.).

Teorema de Nagell-Lutz [27, 21].— El grupo de puntos racionales de
orden finito de E, es finito. Ademds, si P = (z,y) # O es un punto racional
de orden finito, entonces x,y € Z y se tiene

y=0, obien y?|(44°®+27B%).
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Demostracién.— Sean E(Q) y E(Q,), donde p recorre los niimeros pri-
mos. Sea P = (z,y) # O un punto de torsién. Como E(Q) C E(Q,), por
un resultado anterior tenemos

TE€ZLy , Y€ ZLyp , VYp primo.

Por tanto, no hay ningin primo p que divida al denominador de x ni al
de y, es decir
x€Z, yeEL.

Sea ahora p # 2 un primo tal que p { (4A% + 27B?%). Por el corolario
anterior, el subgrupo de torsién de E(Q),) es isomorfo al subgrupo de torsién
del grupo de puntos sobre F,. Por tanto, el grupo de torsién es finito.

Si 2(z,y) = O, entonces y = 0. En otro caso, 2(z,y) = (xq,y2) es también
un punto de torsién, por tanto

To, Yo € Z.

Usando la férmula de duplicacién, tenemos:

322 + A)2 (322 + A)?

9y = -
Tat e ( 2y 4(z° 1+ Az + B)’

y asf y? = z3 + Az + B divide a (322 + A)%

Pero se tiene:
(3X% +4A)(3X2 + A)* = 4A® +27B% (mod X3®+ AX + B),
en Z[X, A, B]. Por tanto,
y? | (443 +27B2).

Q.E.D.

I.F. Puntos de orden finito (III): Polinomios
de division
Vamos a definir en esta seccién los polinomios de divisién, y veremos algunas

propiedades que seran ttiles para el cdlculo de la torsién racional de una
curva eliptica.

Observacién.— De la misma manera que hicimos en la seccién 1.B. para la
forma breve de Weierstrass, podemos dar las férmulas explicitas para la ley
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interna definida en una curva eliptica dada por su forma larga de Weierstrass,
y observar que las coordenadas de la suma de dos puntos de la curva son
funciones racionales de las coordenadas de dichos puntos. Por tanto, por
aplicacién sucesiva de estas férmulas, si P = (z,y) es un punto racional de
una curva eliptica F, y m es un entero, tendremos que las coordenadas de
mP son funciones racionales de = e y.

Concretamente, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién.— Sea FE una curva eliptica y sea m un entero positivo. Existen
polinomios ¥, 0, ¥ wm € Q[z, y] tales que, si P = (z,y) € E(Q) y mP # O,

entonces p ( ) ( )
m ‘,E)y wm x)y
P= .
" (wm(z, ¥)? (2, y>3>

El polinomio ¥, (z,y) se llama m-ésimo polinomio de divisién de la curva E.

Demostracién.— Vamos a construir la sucesién v, por recurrencia, a
partir de los coeficientes de la curva, y veremos que las sucesiones 0, y wn
se pueden expresar en funcién de los ¥y,.

Tomamos una ecuacién en forma normal de Weierstrass de £
Y2+ a0, XY 4+ a3Y = X3+ as X? + ay X + ag,

con coeficientes en Q, y consideremos las constantes definidas a partir de los
coeficientes de la curva:

b2 = CL% + 4a27

by = a1a3+ 2ay,

be = a3+ 4as,

bg = a%aﬁ + 4&2@5 — Q10304 + a2a§ - ai,

C4 = b% - 24b4, I
Cg = —bg + 36b2b4 — 216b6

El m-ésimo polinomio de divisién se define por la siguiente ley de recurrencia,

P = 0,
Y = 1,
Yy = 2y+arr+as,
’Q/)3 = 3.’124 + b2$3 + 3b4.’132 =+ 3b61‘ + bg,
w4 = (25E6 + b2£135 + 5b4CC4 + 10b6$3 + 10b8$2
+(b2b8 — b4b6)f13 + b4b8 — b%)¢2,
Vomi1r = Umpa¥ — Ym0, m>2,
",[JZm _ (¢m+2¢72n—1 _¢¢m—2¢$n+l)¢m, m> 2.
2
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La primera observacién que podemos hacer es que ¥y, con m > 1, es
un polinomio divisible por . Vedmoslo, probando por induccién que el
numerador de 15, es divisible por 2.

Los casos m = 1y m = 2 estdn claros. Para m = 3, tenemos que el
numerador de 95 es el polinomio (512 — 1112 )1)s, que claramente es divisible
por 12, teniendo en cuenta la definicién de 4.

Ahora, para m > 3, supongamos que el numerador de 1, es divisible
por 9?2 para todo n < m, y probémoslo para m. El numerador de )y, es
(Vma2¥2_1 — Ym—2¥2, 1) ¥m. Distinguiremos dos casos. Si m es par,

m

n=§<m,

y por ser m > 3, también n 4+ 1 < m, luego, por hipétesis de induccién,
Ytz = Ya(n41) Serd mutiplo de v, al igual que PYm—2 = Yom-1) ¥ ¥m = Von.
Por tanto, tenemos que el numerador de 4y, sera divisible por 2. Si m es
impar,
m—1 < m+1 <m

m Ng = ——— ,
2 y =
luego, por hipétesis de induccién, ©¥,,—1 = Yan; ¥ Ym+1 = Pan, seran mutiplos
de 9. Asi, el numerador de 1o, serd divisible por 12 también en este caso.

Observamos también que, como los polinomios de divisién seran evaluados
en puntos de la curva, el calculo de v, se puede hacer médulo la ecuacién de
la curva. En particular, podemos suponer que el grado de v,, en y es siempre
menor o igual que 1.

Construimos ahora los polinomios 6,, de la siguiente forma,
Om = T2 — Ymo1Pmsr, m =1,
y, los polinomios w,, los definimos mediante la relacién
20mwm = Yom — (a10m + azyp2)vZ, m > 1.

Ahora, con las expresiones dadas para ¥,,, 8, ¥ wm, la demostracién de la
proposicién es simplemente una comprobacién, usando las férmulas explicitas
para la ley interna definida sobre la curva eliptica E. Q.£.D.

Definicién.— Para un entero m no negativo, el conjunto de puntos de m-
torsién, denotado E[m], se define por

E[m] = {P € E(Q) | mP = O}.
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Observacién.— Se deduce claramente de la definicién que E[m] es un sub-
grupo de E(Q).

Por definicién, O € E[m] para todo m, y como se dice en el siguiente
teorema, el m-ésimo polinomio de divisién v, caracteriza los demas puntos
de m-torsion de E.

Teorema.— Con la notacién anterior, sea P € E(Q) \ {0}, yseam > 1 un
entero. Entonces, P € E[m)] si y sélo si ¢,,(P) = 0.

Demostracion.— Para ver que mP = O, es decir, que mP es el punto
del infinito de la curva, segin la expresién de mP dada en la proposicién
anterior, basta ver que los denominadores de las coordenadas afines de mP
se anulan, y esto ocurre si y sélo si se anula el polinomio de divisién ¥,.

Q.ED.

Observacién.— Hemos caracterizado asi los puntos de m-torsién de una
curva eliptica, mediante polinomios en Q[z,y], pero veamos que en realidad
podemos hacerlo con polinomios que sélo dependan de la variable z.

Definicion.— A partir de los polinomios %,,, definimos

¢‘m, m impar,
Un=1 ¥m
>N

m par.

Proposicién.— Para todo entero m > 1, se tiene que ¥,, € Q[z].

Demostracién.— Observemos que, en la definicién por recurrencia de los
1Um, la variable y sélo aparece a través del polinomio 5. Pero ademas, en los
V,,, cuando este polinomio ¥, aparece, lo hace al cuadrado. Como tenemos

¥; = (2y + iz + a3)® = 4(y® + a2y + asy) + a32” + 201037 + a3
= 4(2® + ap2® + a4z + ag) + a2’ 4 201037 + a3,
resulta que ¥, es un polinomio que depende sélo de z. Q.£.D.

Observacién.— Se puede ver [3] que si m es impar, el grado del polinomio ¥,
es menor o igual que (m? —1)/2, y si m es par, menor o igual que (m?—4)/2.
Aunque, al trabajar en Q, (en otros cuerpos base esto puede no ser cierto)
es sencillo probar que estas desigualdades son en realidad igualdades.
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Corolario.— Sea P = (z,y) € E(Q) \ {O}, tal que 2P # O, y seam > 2 un
entero. Entonces, P € E[m] si y sélo si ¥,,(z) = 0.

Observacién.— Los puntos de 2-torsién no estan incluidos en este corolario,
ya que éstos satisfacen que ¥o(P) = 0y, cuando m es par, ¥, se ha dividido
por ¥y para obtener V,,.

Observacion.— Sea F(x) = 4z3 + byx? + 2b4x + bs. Teniendo en cuenta que
F(z) = 92, se puede comprobar ficilmente que los polinomios ¥,, verifican:

\IJO = 07
\Ijl = ]-a
Uy, = 1,
\II3 = 1/137
\Ij4 = ¢4/¢27
U _ \Ilm+2\1113;1 - F2\I}m—~1\lj?n+la m impar, m 2> 37
Al T ) P, W, U3 mopar, m>2,

\Ifgm = (\I/m+2\Ij$n_1 — \Ilm_g\I/%H_l)\I/m, m > 2.

Observacién.— Si expresamos la ecuacién de la curva mediante la forma
breve de Weierstrass,

E:Y?=X34+AX+B, conABcZ,

tendremos a) = g = ag = 0, ay = A, g — B, b2 = 0, b4 = 2A, b6 = 4B, y

bg = —A2?. Asi, las férmulas de recursién para 1, resultan
'@Z}O = 07
wl = 17
¢2 = 2.%
3 = 3x* 4+ 6Azx2+ 12Bzx — A2,

g = 4y(a®+ 5A2* 4+ 20Bz® — 54%% — 4ABx — 8B? — A%),
Yomy1 = ¢m+21/ff’nz— ¢m—1¢3’n+12, m 2> 2,
¢2m — (¢m-|-2'¢}m—1 —2¢m~2'¢}m+1)¢m, m> 2.
Y

Ademss, para m > 2, si P = (z,y) € E \ E[m], segin una proposicién
anterior y las féormulas que tenfamos para 8,, y wy,, podemos decir que

. wm—l'd)mﬁ-l ¢m+2¢72n—1 - wm—2¢r2n+l)
v v, ’
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donde los ¢, son polinomios en z e y.

También podemos escribir esta férmula en funcién de los polinomios
U,.(z), teniendo en cuenta que

Ym, m impar,

—=. m par.
2y

Las férmulas de recursién dadas para ¥,, no cambian, si bien, ahora resulta

F(z) = 4(z® + Az + B) = 4y? médulo la curva.

Observacién.— También llamaremos m-ésimo polinomio de divisién al poli-
nomio en una sola variable ¥,,,(x).

I.&. Forma normal de Tate

Sea.
E: Y’ 4+a, XY +a3Y = X3+ 0, X%+ as X +as
una curva eliptica en forma normal de Weierstrass, con coeficientes en Q.

Supongamos que E pasa por un punto afin racional. Este punto lo pode-
mos trasladar mediante un cambio sencillo, que preserva la forma normal de
Weierstrass, al punto (0,0). Asi, se tendrd ag = 0, y queda:

Ey: Y24+ a1 XY +a3Y = X% + a, X? + as X.

Para hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en (0, 0), derivamos
la expresién anterior:

(2Y + GqX -+ CL3)YI = 3X2 + 20,2X + a4 — a1Y.

Entonces, la pendiente de la recta tangente en (0, 0) es a4/a3.

Si a3 = a4 = 0, la componente homogénea de menor grado de la ecuacién
de E, tiene grado 2, es decir, (0,0) es un punto singular.

Si ag =0y a4 # 0, la pendiente de la recta tangente en (0,0) es infinito,
es decir, la tangente es vertical. En este caso, (0, 0) serfa un punto no singular
de orden 2.

Supongamos que (0,0) es un punto no singular y que no tiene orden 2,
(o sea, az 7# 0). Hacemos el siguiente cambio de variables:

X — X

Y +— Y—i-%X.
as
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Sustituyendo en la ecuacién de Ey y renombrando los coeficientes resulta:
Ei: Y 4+ a, XY +aY = X%+ a, X2

Podemos comprobar ahora que la recta tangente a la curva en (0,0) tiene
pendiente nula. Viendo la ecuacién de E;, podemos decir que el punto (0, 0)
tiene orden 3 si y sélo si az = 0y ag # 0.

Supongamos que (0, 0) no es un punto de orden 2 ni de orden 3, es decir,
supongamos

as #0, az#0.

Si hacemos ahora el siguiente cambio de variables:

X — u’X
Y — 4%,

dividiendo por u® resulta:
By v+ 8xy+ By x4+ 2x2
u ud u?

Tomando
as

u=— € Q\{0},
)
queda la ecuacién
Ey: Y24+ (1-o)XY —bY = X® —bX?,

siendo

Definicion.— La forma normal de Tate de una curva eliptica £ con un punto
P racional de orden mayor que 3 es una ecuacion del tipo:

E=E(b,c): Y2+ (1 - XY —bY = X3 - bX2,
con P = (0,0).
Observacién.— El discriminante de E(b, ¢) es:

A=Ab,c)= (1—c)*®—(1-c)% —8(1—c)**
+36(1 — c)b* — 2754 + 16°.
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Proposicion.— Dada la curva
E(b,c): Y2+ (1 - XY —bY = X* - bX?,

que pasa por P = (0,0), se tiene:

—P = (0,b),
2P = (b,bc), —2P = (b, )
3P = (c,b—0¢), —3P = (c,c?),
4P = (d(d — 1), d(c — d+1)), —4P = (d(d - 1),d(d—1)2),
5P = (de(e — 1),de?(d —e)), —5P = (de(e — 1), d?e(e — 1)?),
6P — e(d—1)(d—e) e*(d—1)*(de—2d+1)
@00 oy
o = (T,
siendo b
d=c Y =73

Demostracién.— Basta aplicar la ley interna definida en el conjunto de
puntos de una curva eliptica.

Por ejemplo, para hallar —P, tomamos la recta vertical X = 0 que pasa
por P,y al cortarla con la curva se tiene:

Y2 -bY =0,
de donde obtenemos que la segunda coordenada de —P es b. Asi tenemos:
—P =(0,b).

Para calcular 2P, tomamos la recta tangente a la curva en P = (0,0) que
era Y = 0, al cortarla con la curva se obtiene:

X? - bX? =0,
de donde, ademés del punto doble P = (0,0), tenemos el punto
P+ P =(b0).

Al tomar la recta vertical X = b que pasa por P x P, y cortarla con la curva,
se obtiene:

Y24+ (1—c)bY —bY =0 —bb? = Y?>—cbY =0.
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Asf probamos que 2P = (b, bc). Para hallar —2P, cortamos la recta vertical
X =b (que pasa por 2P) con la curva, quedando de nuevo

Y2 — cbY = 0.

Ahora tomamos el otro punto de corte que es —2P = (b, 0).

Si queremos calcular 3P, consideramos P y 2P. La recta que une estos
dos puntos es Y = c¢X, y al cortarla con la curva obtenemos, ademés de P
y 2P, el punto P * 2P = (¢, c?). Al tomar ahora la recta vertical X = ¢ que
pasa por P x 2P, y cortarla con la curva, se obtiene la ecuacién:

Y2+ (1 -c)cY —bY =c® — b,

de donde obtenemos Y = ¢2, (que correspondia a P % 2P), e Y = b — ¢, que
serd la segunda coordenada de 3P. Como, por construccién, P * 2P es el
punto —3P, hemos probado que

3P=(c,b—c), y —3P={(c,c?.

Sumamos ahora Py 3P para hallar 4P. La recta que une estos dos puntos
esY = (b—c)/cX, y al cortarla con la curva obtenemos la ecuacién

b—c\? 9 b—c\ o b—c 3 9
. X4+(1-¢ . X*=b X-X"+bX" =0,

c

de donde, ademés de las primeras coordenadas de P y 3P, tenemos

b(b—c¢)

X = 2

Sustituyendo en la curva, nos encontramos ahora con la ecuacién

2 b(bc—b+c)Y_ b3(b—c—c?)(b—c)?

Y
c? b

=0,

y de esto, obtenemos dos opciones para Y, la segunda coordenada de —4P =
P %3P, que era Y = b(b — ¢)?/c (obtenida, si queremos, sustituyendo en
la recta que une P y 3P) y la segunda coordenada de 4P, que haciendo los
calculos es Y = b?(c? — b + ¢)/c®. Resumiendo, tenemos

4P=<b(b—c),b2(c2—b+c)> ; _4P:(b(b—c),b(b—c)2>.

c? c3 c? c?
Para simplificar notacién, llamamos d = b/c, y asi podemos escribir

4P = (d(d—1),d*(c—d+1)) y —4P = (d(d—1),d(d— 1)?).
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Para calcular 5P, sumamos los puntos P y 4P, repitiendo de nuevo el
proceso. Hallamos la recta que une estos puntos,

dlc—d+1)

Y=—"771

X,

la cortarmos con la curva, obteniendo la ecuacién

= X° - bX?,

y sustituyendo la tercera solucién de ésta,

be(c® + ¢ —b)

X = (b—c)? ’

en la ecuacién de la curva, llamando

resulta ahora
Y? — de(e*d — e — ed + d)Y + d®e3(e — 1)*(d — e) = 0,
de donde conseguimos Y = de?(d — ¢), e Y = d%e(e — 1)°. Por tanto,
5P = (de(e —1),de*(d —e)), y —5P = (de(e—1),d%(e—1)%).
Por 1ltimo, vamos a calcular 6P = P + 5P. Cortamos la recta

e(d — e)
e—1

Y = X

con la curva, para obtener la ecuacién
2
e(d_e) X2+(1___c) e(d—e) X2_b e(d e) X=-‘X3*—bX2,
e—1 e—1 e—1
de donde tenemos la primera coordenada de 6P,

e(d—1)(d — e).

S PR Ve
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Sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos

e?(d—1)(d?> —3d+1+ e)Y N e*(d —1)%(ed — 2d + 1)(d — ¢)?

o €17 e 1

=0,

cuyas soluciones son

d—1)ed—2d+ed+1)  _ed—1)d o)

r= -1 S e

resultando asi,

_(eld=1)(d—e) e(d—1)*(de—2d+1)
o= (L T )

6P = (e(d— 1)(d—e) e2(d—1)(d— e)2) |

(e—1)2 7 (e—1p
Q.ED.

Observacién.— Aunque la forma normal de Tate de una curva eliptica viene
dada por una ecuacién que depende de dos pardmetros, la proposiciéon que
acabamos de demostrar, nos va a permitir afirmar que las curvas elipticas
en forma normal de Tate que tienen un punto de orden dado n, forman una
familia uniparamétrica de curvas [18]. Para ver esto, probaremos el siguiente
teorema.

Teorema.— Toda curva eliptica que tenga un punto de orden n, con n €
{4,5,6,7,8,9,10,12}, se puede escribir en forma normal de Tate

Y24+ (1 - XY —bY = X® —bX?,

con las siguientes relaciones entre sus parametros:

(a) Sin=4, b=aqa, ¢c=0.

(b) Sin=5,b=qa, c=a.

(c) Sin=6, b=a(l +a), c=q.

(d) Sin=7, b=a*(a~1), c=ala—1).
(e) Sin=38, b= (2a—1)(a—1), c=b/a.
(f) Sin=9, c=a?(a—-1), b=clafa—1)+1).
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(g) Sin=10, c=a2a—1)(a—1)/(a—(a=1)3), b=ca?/(a—(a—1)?).
(h) Sin=12, c=a(l - 2a)(3a® —3a +1)/(a — 1)?,

b=c(2a-2a%-1)/(a—1).

Demostracién.— Esencialmente, basta seguir el célculo anterior caso a

Ccaso.

(a) 4P = O siy sélo si 2P = —2P.

Usando las férmulas de la proposicién anterior, resulta:
(b, bc) = (b,0),

es decir, podemos tomar ¢ = 0 y b = «, siendo « el Unico pardmetro
que aparcera en la ecuacién de la curva.

Asi, para que P = (0, 0) sea un punto de orden 4 en una curva eliptica
en forma normal de Tate, su ecuacién ha de ser:

Y24+ XY —aY = X3 - aX?
Nétese que el discriminante de esta curva es A = a*(1 + 16a) # 0.
5P = O siysblosi 3P = —2P.
Con las férmulas de la proposicién anterior, resulta:
(e,b—c) = (b,0),

es decir, b = ¢ = a. Asi, la forma normal de Tate de una curva eliptica
en la que P = (0,0) tiene orden 5 es

Y24+ (1-a)XY —aY = X3 —aX?
Su discriminante es A = a®(a®? - 1la — 1) # 0.

6P = O siysdlosi 3P = —3P.

De forma andloga a los apartados anteriores, la relacién b = ¢ + c?,
obtenida a partir de
(c,b—c) = (c,c?),

da lugar a la relacién ¢ = a, b = a(1 + a). Luego, la ecuacién en forma
normal de Tate, de una curva eliptica en la que P = (0,0) tiene orden
6, resulta

Y2+ (1-a)XY —a(l+a)Y = X° —a(l +a)X>

En ese caso el discriminante es A = o®(a+ 1)3(9a + 1) # 0.
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(d)

7P = O equivale a decir 4P = —-3P.
Por tanto, sera

(d(d —1),d*(c — d + 1)) = (¢, c?),

de donde se tiene
c=d(d-1),

=d(c—d+1).
Sustituyendo c de la primera igualdad en la segunda, queda
d*(d® —2d+1)=d*(c—d+1),

es decir,

c=d*-d=d(d-1).
Como d = b/c, se tiene

b=d®—d?=d*d~1).

Luego, tomando d = «, si tenemos una curva eliptica en forma normal
de Tate que tiene al punto P = (0,0) de orden 7, su ecuacién es

Y2+ (1-ala~-1)XY —a(a-1)Y = X - o?(a - 1)X?,
y su discriminante es A = o”(a — 1)"(a® — 8a? +5a + 1) # 0.

8P = O equivale a decir 4P = —4P.

Por tanto,
d*(c—d+1)=d(d-1)%

De forma andloga a lo anterior, se tiene la siguiente relacién entre los
parametros by c:
(d—1)(2d—1)

c= ¥ , b=cd=(d-1)(2d-1).

Asi, si de nuevo es d = «, una curva eliptica en forma normal de Tate,
que tiene al punto P = (0,0) de orden 8, tiene ecuacién

v+ <1 i 1;(0‘ — 1)) XY - 2a—1)(a-1)Y

= X® —((2a — D)(a - 1)) X2
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(f)

9P = O si y sblo si 5P = —4P.
Igualando las primeras coordenadas de 5P y —4P, se tiene la relacién
de(e — 1) =d(d — 1),
por tanto
efe—1)=d—-1.
De esto se deduce que
d=ele—1)+1=e*—e+1,

y podemos comprobar que al sustituir d por 2 — e+ 1, en las segundas
coordenadas de 5P y —4P, éstas coinciden. Obtenemos entonces

c=e(d—-1)=é*(e—1),
b=cd=c*e—1)(e2 —e+1).

Luego, tomando ahora e = «, una curva eliptica en forma normal de
Tate, con P = (0,0) de orden 9, es de ecuacién

Y24+ (1-a*(a—1)XY —o*(a—1)(ala—1)+1)Y
= X —a*(a—-1(afa—1)+1)X>
10P = O es equivalente a 5P = —5P, es decir
de(d — e) = d%e(e — 1),

Luego, en este caso, tenemos la relacién
2

e
y por tanto, ( \( )
e(2e —1)(e—1
c=e(d—-1)= ppy pp s
_. :e3(2e—1)(e-—1)
S Py o O

Asi, con e = «, la forma normal de Tate de una curva eliptica en la
que P = (0,0) tiene orden 10 es

viy (1 a2 = D)(a— 1)) Xy a®(2a — 1)(a — l)Y

a— (a1 (@~ (a- 122
3 ®Qa-1(a-1) ,
=X e -



(h) 12P = O siy sblo si 6P = —6P. Por tanto, planteamos la relacién

e?(d—1)%de—2d+1) e*d—1)(d—e)?

(e —1)° G

y, simplificando,
(d—1)(de—2d+1) = (d — e)*.

Ahora, como no hay una forma cémoda de despejar d en funcién de
e, ni viceversa, expresamos las dos en funcién del nuevo pardmetro
a. Podemos comprobar facilmente que la relacién anterior se cumple

tomando
_2a-20%-1 302 -3a+1

d= , e=
a—1 (a—1)2
Por tanto, la forma normal de Tate de una curva eliptica con P = (0,0)
de orden 12 tiene ecuacién

0 _ o1 -20)(3a® = 3a +1)
Y° 4 (1 (a1 )XY

a(l - 2a)(3a?® — 3a +1)(2a — 2a% — 1)

- (o1 Y
_xd a(l - 2a)(3a® — 3a + 1)(2a — 202 — 1)X2.
(a—1)*

Q.ED.
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II. El calculo efectivo de la
torsion racional

En este capitulo, analizaremos algunos métodos efectivos para el célculo
de la torsién de una curva eliptica racional. Métodos que van desde el
clasico de Nagell-Lutz, hasta un algoritmo original basado en la forma nor-
mal de Tate, pasando por los algoritmos mds usados hoy: el algoritmo de
la parametrizacién analitica (PARI/GP) y el de los polinomios de division
(APECS).

I1.A. Estudio computacional de la reduccién

Antes de describir los métodos anteriormente referidos, vamos a hacer un
estudio detallado de la acotacién del orden del grupo de torsién de una curva
eliptica racional, que usaremos en posteriores secciones de este capitulo.

Sea F una curva eliptica definida sobre Q dada por la ecuacién
E: Y?=X%*+AX + B.

Sabemos que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar A, B € Z y, al
ser una curva no singular, serd, A = 4A3 4 27B% # 0.

Entonces, como vimos en L.E., si p # 2 y p no divide a A, la restriccién
del homomorfismo de reduccién entre E(Q) y E(F,) al subgrupo Tor(E(Q))
es inyectiva, luego, no habra mas puntos en Tor(E(Q)) que en el grupo E(F))
que es facil de examinar. Es decir, salvo isomorfismo,

Tor(E(Q)) C E(Fy).

Por tanto, el proceso de acotacién del orden de la torsién racional de una
curva eliptica consiste en:

1. Tomar un primo p.
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2. Calcular el resto de la divisién de 2|A| entre p.

3. Si este resto no es cero p es un buen primo. Contamos entonceslos
puntos que tiene la curva reducida en P*(F,,).

Después se repite el proceso hasta encontrar varios buenos primos y, asi,
obtener una cota del orden del grupo de torsién; cota que, en realidad, es
un multiplo de dicho orden. Ya que, considerando ps,...,p, primos impares
que no dividen a A, y llamando E,, a la reducida de £ modulo p;, con
t=1,...,r, si tomamos

C= mCd(ﬁ(Em)’ s tl(Epr))7

se tendra que el orden del grupo Tor(E(Q)) es un divisor de C menor o igual
que 12.

Para detallar el coste computacional que requieren estos pasos, vamos a
demostrar el siguiente lema.

Lema.— Dado N > 0, para todo € > 0 podemos encontrar un primo p que
no divida a N y tal que p < log**® N.

Demostracién.— Por reduccién al absurdo, fijemos N > 0. Sea ¢ > 0
tal que no podemos encontrar un primo que sea menor que log'™* N y que
no divida a N. Es decir, tenemos € > 0 tal que todos los primos menores
que log!*® N, dividen a N. Por tanto,

N> I »

P primo, pSlOg1+E N

y, como este producto debe tener s6lo un nimero finito de factores, podemos
escribir
N Z>py-ps,

1+e

donde los p; son los primos menores que log" ™ N. Luego, tomando logaritmo

tenemos

log N > logp;,

i=1

y, como para todo 2 =1, ..., s es log p; > log 2, serd

log N > (log 2)s,
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donde s es el nimero de primos menores que log'** N. Si llamamos 7(z) a

la funcién que da el nimero de primos menores que z, resulta
log N > (log 2) w(log™® N).

Usando ahora la siguiente acotacién para m(x) dada por Erdds [11],

> log2
m(z) > log loga:
podemos escribir
2 1+e
log(log'*¢ N)

Dividiendo en ambos miembros por log IV, se obtiene

., (log’2)(log® N)
log(log' ™ N) ’

y operando tenemos que, existe € > 0 tal que

log® N < —— 1+ log(log N),
(log’2) )

que es una contradiccién dado que podemos tomar N > 0. Q.£.D.

Si se trata entonces de buscar un buen primo, cuando |A| es pequefio,
basta tomar p > /|A|, y si |A| es suficientemente grande, con este lema
hemos probado que para todo £ > 0 podemos encontrar un primo p que no di-
vida a |A| y tal que p < log'*® |A|. Es decir, asintéticamente, podemos encon-
trar un buen primo en un ntimero de pasos no superior a log |A|log? |(log |Al)]
(el segundo factor proviene de la complejidad de probar que p es primo usan-
do un test tipo Miller-Rabin, que es de log® p).

Ahora, tras medir el tiempo de bisqueda, veamos el coste de averiguar
si un primo dado es bueno o no. Tomado un primo p, para saber si el resto
de la divisién de 2|A| entre p es cero o no, habra que efectuar una divisién
euclidea cuyo coste computacional, segin [17] seré O(log|A|log® |(log |A])]).

Por ltimo, el tercer paso de este proceso de acotacién consistia en contar
los puntos de la curva reducida. Para ello, podemos encontrar un algoritmo,
basado en el proceso “Baby Step/Giant Step” de Shank, que hace este re-
cuento en un tiempo de O(p'/*); aunque también hay un algoritmo de Schoof,
con muchas variantes, que lo hace en un tiempo de O(log® p) [3].
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Entonces, si sumamos el coste computacional de cada uno de estos tres
pasos obtenemos O(log |A|log? |(log|A])]). Como veremos, esta acotacién
no es necesaria para el cdlculo posterior de la torsién. Sin embargo, en la
practica, dicha acotacién requiere una cantidad de tiempo insignificante y
ahorra bastantes calculos, por tanto, seria una buena opcién incluirla como
parte de un algoritmo para el cdlculo de la torsién racional de una curva
eliptica.

Observacién.— El ntmero de buenos primos que vamos a utilizar en la
acotacién del orden de Tor(E(Q)) no crece con |A|. Como podemos com-
probar en los ejemplos recogidos en la seccién A.2. del apéndice, con cinco
buenos primos se obtienen acotaciones Optimas en casi todos los casos.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica F de ecuacién
Y24+ XY +Y =X3— X2 +4X +6,

podemos obtener su forma normal de Weierstrass y quedaria de la siguiente
manera:
E: Y?=X?+5589X + 342630.

Calculamos el discriminante de la curva y obtenemos
A = 28.319.13.

Consideramos los primos 5, 7, 11 y 17, que no dividen a A, y reducimos
la curva modulo estos buenos primos. Después contaremos los puntos de la
curva reducida en cada caso, y al final daremos una cota C del orden del
grupo de torsién de nuestra curva, que serd un multiplo de dicho orden.

- Para p = 5, la ecuacién reducida queda
Y? = X3 +4X.

Probando en la ecuacién para z,y € Z/5Z, obtenemos los siguientes
puntos que la verifican:

E; ={0, (0,0), (1,0), (2,1), (2,4), (3,2), (3,3), (4,0)}.
ASf, ﬁ(Eg,) = 8.
- Para p = 7, la curva reducida es

Y2=X3+3X+1.
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El conjunto de puntos con coordenadas en Z/7Z que verifican esta
ecuacién es

E7 = {O> (Oa 1)) (07 6)) (2) 1)a (2’ 6)a (37 3)a

(4,0, (3,4), (5,1), (5,6), (6,2), (6,5)}.
Ahora tenemos #(E7) = 12.

- La reducida médulo p = 11 es
V2=X*+X+2
Probamos en la ecuacién para z,y € Z/11Z, y obtenemos:
En ={0, (1,2), (1,9), (2,1), (2,10), (4,2), (4,9), (5,0),

(6,2), (6,9), (7,0), (8,4), (8,7), (9,5), (9,6), (10,0)}.
Por tanto, §(E1:) = 16.

- Por 1ltimo, reduciendo médulo p = 17, se tiene
Y?=X°+13X + 12,
Los puntos con coordenadas en Z/17Z que verifican esta ecuacién son
E; ={0, (1,3), (1,14), (4,3), (4,14), (5,7), (5,10),

(6,0, (7,2), (7,15), (8,4), (8,13), (9,5), (9,12),
(12,3), (12,14), (13,7), (13,10), (16,7), (16,10)}.
Luego, §(E12) = 20.
Como mcd(8,12,16,20) = 4, tenemos que el orden de Tor(E(Q)) divide
aC =4

I1.B. El algoritmo de Nagell-Lutz

Veamos un algoritmo basado en el Teorema de Nagell-Lutz, que calcula los
puntos de torsién de una curva eliptica dada.

Sea E una curva eliptica en forma normal de Weierstrass:

E: Y?’=X*+AX +B.
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Sus puntos de orden 2 son de la forma P = (z,0), y los hallamos tomando
las soluciones racionales = de la ecuacién X* + AX + B = 0. Vamos a hallar
los demés puntos de torsion.

Para cada y tal que y? | A, resolvemos la ecuacién en X

y? = X3+ AX + B,

y para cada solucién racional z de esta ecuacién, consideramos el punto
P = (z,y). Asi, si P, P,,..., P, son los puntos obtenidos de esta manera,
entonces

TOI‘(E(Q)) C {Pl,PQ, .. .,PS}.

Ahora comprobamos si cada uno de estos puntos P; estd en Tor(E(Q)),
para ¢ = 1,...,s. Haremos lo siguiente: sea C la cota hallada median-
te la reduccién. Calculamos entonces dP;, para todo d|C y se tiene que
P; € Tor(E(Q)) si y sélo si alguno de estos miltiplos de P; es O.

Esto lo repetimos para cada i = 1,...,s; a no ser que paremos antes de
llegar a s por haber obtenido ya C puntos de torsién.

Ejemplo.— Vamos a utilizar ahora el ejemplo que dimos en la seccién anterior
para calcular, mediante el algoritmo de Nagell-Lutz, el grupo de torsién de
una curva eliptica. Tenfamos la curva E de ecuacién

Y24+ XY +Y =X3- X2 +4X +6,
cuya forma normal de Weierstrass era
E: Y?= X®45589X + 342630.

Buscamos primero los puntos de orden 2. Para ello, resolvemos la ecuacién
X3 + 5589X + 342630 = 0, y obtenemos tinicamente la solucién z = —45.
Esto quiere decir que el punto (—45,0) es el inico punto de orden 2 en E.

Recordemos que el discriminante de la curva era
A =28.39.13.
Ahora para cada y € Q tal que y? divida a A, resolvemos la ecuacién
y® = X3 + 5589.X + 342630,
y comprobamos si los puntos obtenidos son de torsion.

Haciendo célculos tenemos:
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- Para y? = 22.310 = (+486)? = 236196, la ecuacién
236196 = X* + 5589.X + 342630
tiene la solucién racional z = —18.
- Para y% = 24.310 = (1:972)2 = 944784, la ecuacién
944784 = X* + 5589X + 342630
tiene la solucién racional z = 63.

De esto obtenemos 4 posibles puntos de torsién:
P, = (—18,486), P, = (—18,—486), P; = (63,972), P, = (63,—-972).

Como hemos visto en este ejemplo en la seccién I1.A., el grupo Tor(E(Q))
tendré orden divisor de C = 4, (i.e. orden 1, 2 6 4), luego si estos puntos F;
son de torsién, serdn de orden 2 6 4. Pero de orden 2 no son porque tienen
y # 0, luego seran de orden 4.

Esto significa que para que P; € Tor(E(Q)), ha de ser 2F; un punto de
orden 2, y como el tnico punto de orden 2 que hay es (—45,0), tendra que
ser 2P, = (—45,0).

Ahora basta sustituir en la férmula de duplicacién y ver que

2P1, 2P2 7é (—45,0), 2P3, 2P4 = (—45,0)
En resumen,

Tor(E(Q)) = {O, P =(63,972), 2P = (—45,0), 3P = (63, -972)}
= (P) ~7/AZ.

Hemos calculado asf la torsién racional de E' y vemos que, en este caso, forma
un grupo ciclico de orden 4.

Observacién.— Este algoritmo es el més util cuando los calculos se hacen
a mano, o cuando se trabaja con curvas elipticas de discriminante pequerio.
Pero, en general, no es muy eficiente, siendo su mayor inconveniente la necesi-
dad de factorizar el discriminante A, para obtener los y? que lo dividan, ya
que esto es muy costoso computacionalmente. Usando la estimacién habi-
tual [8] para el mejor algoritmo actual de factorizacién, la complejidad del
algoritmo de Nagell-Lutz seria

0 (e(c+0(1))(log|Al)1/3(loglog|A|)2/3) _
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Este es el algoritmo usado en [9], de 1992, que ha sido durante afios
la referencia central en aspectos computacionales de curvas elipticas. El
hecho de que los algoritmos que presentaremos a continuacién poseen todos
ellos complejidad logaritmica, nos da una idea de cémo ha evolucionado este
campo en los ultimos anos.

II.C. El algoritmo de la parametrizaciéon ana-
litica
Veamos como la interpretacién analitica de una curva eliptica puede sernos

util para calcular su torsién. El algoritmo que presentamos en esta seccién
es original de D. Doud [10]. Dada una curva eliptica E de ecuacién

Y2=4X3+AX +B

con A, B € QQ, necesitamos calcular su discriminante A y una base del reticulo
asociado a la curva.

Recordemos que con el isomorfismo

p: C/A — E(C)
ut+A — pu+A) = (p(u), o (u)),

tenfamos una parametrizacién para los puntos con coordenadas complejas de
la curva eliptica F, que nos permitia identificar F(C) con un toro.

Vamos a describir los puntos complejos de orden finito de E.
Si buscamos puntos de orden 2, necesitamos un complejo u ¢ A tal que
2u € A; ya que asi tendremos

o) € B(C)\ {0} y 20(u) = p(u) + plu) = p(u +u) = p(2u) = 0.

Pero los complejos u que no estdn en el reticulo A tales que 2u € A son sélo
tres (tomando médulo A):

wr  wo w1 + wy

JE— RN y 2 .

De la misma forma, para dar puntos de orden divisor de m, buscamos
complejos u que estén en el paralelogramo definido por la base (w;,ws) del
reticulo, tales que mu € A. Por ejemplo, si m = 5 encontramos 25 puntos
de orden divisor de 5, que forman el producto directo de dos grupos ciclicos
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de orden 5. En general, los puntos de coordenadas complejas de E de orden
divisor de m forman un grupo de orden m? que es producto directo de dos
grupos ciclicos de orden m.

Con todo esto, el problema de encontrar puntos racionales de torsién en
E, se reduce a encontrar puntos complejos de orden finito en C/A, que son
los puntos de (1/m)C/A, y comprobar si su imagen por ¢ en £ son puntos
de coordenadas racionales.

Vamos a dar un algoritmo para calcular los puntos de torsién de la curva
E, usando la parametrizacién analitica dada para ella; recordemos que los
complejos w; ¥ wy, que caracterizan el reticulo, se calculan siguiendo el algo-
ritmo dado en 1.C.:

Primero damos una cota C para el orden de Tor(£(Q)), que como ya
sabemos va a ser un miiltiplo de dicho orden. Esto lo conseguimos como
explicamos en la seccién II.A. A continuacién distinguimos tres casos:

1. Si C =1, entonces es Tor(E(Q)) = {O}.

2. Si 4 no divide a C, por el teorema de Mazur, el grupo de torsién ha
de ser ciclico de orden n < 10 con n divisor de C' (porque los otros
posibles grupos tienen orden multiplo de 4).

Empezando por el mayor n posible, calculamos un punto de torsién de
orden n en la componente de E que contiene a O.

Esto lo podemos hacer hallando el punto correspondiente a w;/n. Se
tiene entonces:

- Si este punto es racional, genera Tor(E(Q)).

- Si este punto no es racional y su orden es par, podria diferenciarse
de un punto racional de torsién en un punto de orden 2 en la
componente de E que no contiene a O.

Luego, calculamos dos puntos més de torsién, los correspondientes

a
wi n Wy w1 | wi two

— +
2 n 2
y comprobamos si son racionales.

Si alguno es racional, ése genera Tor(E(Q)).

Si probando con todos los n < 10, siendo n divisor de C, no hemos
encontrado un generador, entonces

Tor(E(Q)) = {O}-
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3. Si 4 divide a C, el grupo de torsién podria no ser ciclico. Calculamos
los puntos de orden 2 en E(C) y vemos si son racionales. Pueden darse
tres casos:

- No hay puntos de orden 2.

En este caso el subgrupo de torsion es ciclico de orden impar, y
debe estar contenido en la componente real que contiene a O.

Comprobamos con cada n impar tal que n sea divisor de C' y
n <9, si w;/n corresponde a un punto racional de torsién.

Lo comprobamos con n de mayor a menor. El primero que lo
cumpla es el generador de Tor(E(Q)).

Si ninguno lo cumple, es
Tor(E(Q)) = {0}

- Sélo hay un punto de orden 2.
En esta situacién el grupo de torsién es ciclico de orden par. Lo
calculamos como en el caso en que 4 no divide a C, pero ahora
s6lo necesitamos comprobar los puntos de orden par.

- Hay maés de un punto de orden 2.
Entonces sabemos que el grupo de torsién no es ciclico.

Podriamos tomar como uno de los generadores un punto de orden
2 en la componente de la curva que no contiene a O.

Como otro generador, tomaremos un punto que esté en la compo-
nente que contiene a O y que sea de orden 8, 6, 4 o 2. Para ello
calculamos los puntos correspondientes a

W w1 w1

—— [ru—. y —

8’ 6 4’
y el primero que sea racional serd el segundo generador que
buscdabamos.

Si ninguno de éstos es racional, el segundo generador sera el punto
de orden 2 de la componente que contiene a O.

Ejemplo.— Tal y como hicimos en la seccién anterior, veremos ahora cémo
aplicar en la practica este algoritmo, usando de nuevo la curva dada en el
ejemplo de la seccién II.A. Consideramos la curva E

Y? = X3+ 5580X + 342630.
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Calculamos en primer lugar una base (wi,ws) del reticulo A asociado a la
curva E, y segiin el algoritmo dado en I.C. (cuya implementacién en MAPLE
se recoge en el apéndice A.1.) obtenemos

w; = 0.4400541877213838,
we = —0.2200270938606919 + ¢ 0.1590961510406907.

También ahora necesitamos la cota dada en II.A. para el orden del grupo
de torsién racional de la curva, C' = 4.

El siguiente paso, segin el algoritmo de Doud, consiste en hallar los pun-
tos de orden 2, pero ya sabemos (por la seccién anterior) que sélo hay uno,
el punto P = (—45,0).

Una vez que sabemos que el grupo de torsién es ciclico de orden par,
calculamos el punto de la curva que corresponde a wy /4, y vemos si es racional
o no. Para ello, multiplicando por 4 la ecuacién de partida de E, obtenemos

(2Y)? = 4X® — (—4 - 5589) X — (—4 - 342630),

y, tomando Y; = 2Y y X, = X, tenemos la (también llamada) forma corta
de Weierstrass

Y2 =4X} — (—4.5589) X, — (—4 - 342630),

donde los puntos de coordenadas (X;,Y;) son los puntos (p(u), o'(u)), para
los complejos u modulo A. Usando las funciones de MAPLE

WeierstrassP(u,-4%5589,-4*342630),
WeierstrassPPrime(u,-4*5589,-4*342630);

para p(u) y ¢'(u), respectivamente, cuando u = wy /4, conseguimos el punto
(X1,Y:) = (63,1944), que corresponde al punto P = (63,972) de nuestra
curva original.

Asi, hemos encontrado un punto de orden 4, y podemos afirmar entonces
que el grupo de torsién racional de la curva E es

Tor(E(Q)) = {0, P =(63,972), 2P = (—45,0), —P = (63, —972)}
= (P)~1Z/47.

Observacién.— Este algoritmo es més rapido que el dado por el teorema de
Nagell-Lutz. En aquel algoritmo necesitdbamos la factorizacién del discrimi-
nante A; ahora lo més costoso computacionalmente es calcular los puntos de
la curva que corresponden a los complejos de la forma w;/n, wy/n + wa/2'y
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w1 /n+ (w1 + ws)/2, dado que necesitamos operar con una precisién elevada,
cuando menos del orden de log |A| + 3, para reconocer puntos enteros en la
curva original. La complejidad de esto es muchisimo menor que la de los
mejores algoritmos de factorizacién entera actualmente disponibles [10]. Sin
tener en cuenta la acotacién de la torsién usando la reduccién modulo p, la
complejidad de este algoritmo de Doud es de O(log® |A]).

I1.D. El algoritmo de los polinomios de division

En este algoritmo aplicaremos las propiedades de los polinomios de divisién
U,,, estudiadas en la seccién I.F.

El procedimiento para calcular la torsién racional de una curva eliptica
seria ahora el descrito a continuacién: Dada la curva eliptica E de ecuacion

Y?=X3>4+AX + B, con A,B€Z,
seguimos los siguientes pasos:

1. Calculamos los puntos de orden 2 de E, hallando las raices enteras de
X3 + AX + B. Llamamos L al nimero de puntos racionales de orden
2 que tiene la curva.

2. Calculamos el discriminante, A = 4A43+27B?, y hallamos varios buenos

primos para calcular una cota C del orden del grupo de torsién, como
en IL.A.

- 8i C = L +1, ya tenemos el grupo de torsién racional de E, que
estara formado por O y los puntos de orden 2.

- Si C # L+ 1, vamos al paso 3. Observemos que en este caso, en
realidad, C serd un multiplo de L + 1, ya que:
— Si L = 0, esta claro que 0 + 1 divide a C.

— Si L = 1, es decir, si la curva tiene s6lo un punto de orden
2, el grupo de torsién es ciclico de orden par o no ciclico, por
tanto, el orden del grupo de torsiéon es par, y tenemos que
1+ 1 divide a C.

— Si L = 3, el grupo de torsién es no ciclico, es decir, de la forma
Z/2Z. x Z/2nZ con 1< n <4, luego, 3+ 1 divide a C.

3. Sean d; > dy > -+ > d los divisores de C/(L + 1).
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Para cada d; < 12, con i desde 1 hasta s, averiguamos si hay puntos de
torsién de orden d; en E, usando los polinomios de divisién. Esto es,
buscamos soluciones enteras de la ecuacién

Si encontramos ¢ € {1,...,s} tal que Uy, (z) tiene alguna raiz entera,
comprobamos si  corresponde a algin punto racional de la curva,
(sustituyéndolo en la ecuacién de la misma), y entonces la torsién
de E tendrd puntos de orden d;. Si U4 (z) no tiene raices enteras,
pasamos a estudiar ¥y, ., (). Una vez conocidos los érdenes de los pun-
tos racionales del grupo de torsién, usando el teorema de Mazur, po-
dremos averiguar de qué grupo se trata.

Si para todo i = 1,...,,s resulta que ¥4 (x) no tiene raices enteras,
entonces el grupo de torsién de E esta formado tnicamente por O y
los puntos de orden 2.

Observacion.— Vamos a analizar el coste computacional de este algoritmo.
Ademsés de hallar y factorizar C, (cosa que, por otra parte, es innecesaria
ya que, por el teorema de Mazur, sélo podemos tener puntos de orden 12 6
menor o igual que 10), todos los pasos de este algoritmo consisten en realizar
operaciones aritméticas o en hallar soluciones de ecuaciones con una variable
y coeficientes enteros. Esto se puede conseguir de manera bastante eficiente,
como demuestra Loos [20].

Concretamente, Loos prueba que, dado un polinomio
€
f=)Y a;X7 € Z[X),
=

existe un algoritmo que calcula las raices racionales de f y que tiene una
complejidad de O(log? || f]|), siendo

[

=D layl.

J=0

Veamos cémo podemos acotar las normas de nuestros polinomios de di-
visién. Sabiendo, por el teorema de Mazur, las posibilidades que tiene el
orden de un punto racional de torsién de una curva eliptica, sélo nos in-
teresan los polinomios Vs, ..., ¥g, que en el caso de nuestra curva son los que
aparecen de forma explicita en el programa DECDP dentro del apéndice A.1.

83



Si llamamos
N = max{|A]*,|B|?},

resulta:

[Ps]] < 22N,

[W4] < 88N,

|Ws] < 1332N +5740N? < 7072N2,

|[Tel| < 2804N + 4162N2% < 6966 N2,

7] < 70073N + 5890763N2 + 35170373 N3 + 10322379N*
< 51453588 N4,

| Ts|| < T74815N + 2560557 N2 + 28694293N° 4 8825523 N4
< 40155188N*,

[To|| < 648462N + 306618672N2 + 22166698686 N° + 82306925334 N4

+147171786132N° + 12745366 702N°

< 264698043988N°.

Estas acotaciones se pueden resumir en una expresion general
)
9] < c; NX[H/21-1)
para ¢ = 4,...,9, siendo ¢; nimeros naturales.

Asi, segin Loos, la resolucién de la ecuacién ¥;(z) = 0, tendria una
complejidad de O(log? | ¥;]|), que podemos acotar en funcién de N, ya que,
de las acotaciones que acabamos de ver para las normas de estos polinomios
se deduce que O(log? || ¥4]|) < O(log? N).

Por tanto, como O(log? N) = O(log? |A|), resulta que el algoritmo de los
polinomios de divisién para calcular la torsién racional de una curva eliptica,
tiene un coste en tiempo de O(log® |A|), donde A es el discriminante de la
curva.

Observacién.— El polinomio ¥4 no es necesario, ya que si una curva tiene
un punto de orden 10, su grupo de torsién sera ciclico de orden 10, y esto
s6lo ocurre si tiene puntos de orden 2 y 5, cosa que se puede detectar con
V5. Lo mismo ocurre con ¥yy, cuyo uso serd sustituido por el de V3 y Wy,
ya que para que el grupo de torsién sea ciclico de orden 12, es necesario y
suficiente que tenga puntos de orden 3 y 4.

Ejemplo.— Completaremos esta seccién con la aplicacién del algoritmo de
los polinomios de divisién al ejemplo que hemos venido usando en anteriores
secciones. Dada la curva eliptica

E:Y?=X®%4+5580X + 342630,
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sabemos que tiene un solo punto de orden 2, el (—45,0). Tenemos entonces
que Tor(E(Q)) es ciclico de orden par, pero ademés, por lo visto en ILA,
sabemos que es de orden divisor de ¢ = 4.

Para ver si Tor(E(Q)) es un grupo de orden exactamente 4, comprobamos
si la ecuacién ¥4(z) = 0 tiene alguna solucién entera.
Esta ecuacién es

25 +279452 + 685260023 — 15618460522 — 7659836280z — 1113745686669 = 0,

que factorizada queda
(z — 63)(x + 153)(z* — 902> + 4568422 + 1873530z + 115545771) = 0,

de donde se ve que tiene las soluciones enteras, r = 63 y £ = —153. La
segunda de éstas no corresponde a ningin punto racional de nuestra curva
(ya que al sustituir X por —153 resulta Y2 = —4094064), pero la primera
corresponde a los puntos P = (63,972) y —P = (63, —972) de orden 4. Por
tanto, resulta

Tor(E(Q)) = {O, P = (63,972), 2P = (—45,0), —P = (63, —972)}
(P) ~ 7,/4Z,

grupo ciclico de orden 4.

II.E. El algoritmo de la forma normal de Tate

El algoritmo de los polinomos de divisién reduce el problema del calculo de
la torsién al de decidir, para una curva dada, si existe un punto de orden n.
En esta seccién vamos a mostrar otra forma de averiguar si una curva eliptica
definida sobre Q tiene un punto de orden dado. Para ello, como hicimos en
[15], utilizaremos el teorema demostrado en la seccién I.G. que caracteriza,
como familia uniparamétrica, la forma normal de Tate de una curva eliptica
que posee un punto de orden dado.

Sea E una curva eliptica de ecuacién
Y2=X34+AX +B, con A,B€Z,
y supongamos que tiene un punto de orden n. Entonces, nuestra curva E debe

ser isomorfa a una curva de la familia uniparamétrica que, por el teorema de
I.G., corresponde a n.

85



El primer paso de este algoritmo consiste en tomar la forma normal de
Weierstrass de una curva genérica de dicha familia,

Y? = X3+ A(a)X + B(a),

y relacionarla con nuestra curva de partida F.

Recordemos que para que estas dos curvas Y? = X3+ AX + By Y? =
X3 + A(a)X + B(a), sean isomorfas es necesario y suficiente que se den las
siguientes condiciones:

1. Se verifica la igualdad
A_3 _ A(a)?
B2 B(a)?

2. Existe una solcuién racional u para el sistema de ecuaciones

A

4

= Aa)’
B

6

= Bl

con los ajustes obvios en caso de que alguno de los coeficientes sea nulo.

Por tanto, primero tenemos que averiguar si el polinomio
A’B(a)? — B*A(a)?,

que llamaremos el polinomio final, tiene alguna raiz racional, y después, para
cada una de estas raices ag, comprobar si existe algin v € Q tal que

Ejemplo.— Veamos un ejemplo concreto para ilustrar este proceso antes de
continuar con su analisis. Dada la curva,

Y? = X3 4+12933X — 2285226,

vamos a averiguar si tiene algtin punto de orden 5.
Si asi fuera, la curva deberia ser isomorfa a una de las curvas de la familia

Y2+ (1-a)XY —aY = X* —aX?
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Al calcular la forma normal de Weierstrass de una curva genérica de esta
familia, se obtiene

Y2 = X3 -+ A5(OZ)X + B5(Oé),
donde
As(a) = —27a* + 32403 — 3780 — 324a — 27,
Bs(a) = 54a® — 97205 + 4050a* + 40500% + 972a + 54.

Entonces, el polinomio final para n = 5 serd
129333 Bs (a)? — (—2285226)2A5(r)?,
que operando y factorizando resulta

Ps(a) = 99179645184(10c + 1)(a — 10)(1100000™ — 2871000c°
42382710002 — 639827107 + 25648271a® + 759849490°
—25648271a* — 6398271002 — 2382710002
—2871000c — 110000),

cuyas Unicas raices racionales son 10 y —1/10.

Para ag = 10, al sustituir, queda As(ag) = 12933 y Bs(ag) = —2285226,
por tanto, encontramos u = 1 solucién del sistema

4 12933 6 —2285226

w= A5(O¢0) y v= B5(OZ())

Asi, podemos afirmar ahora que nuestra curva de partida tiene un punto
de orden 5.

Para averiguar las coordenadas de dicho punto, habré que deshacer los
cambios realizados para pasar de la forma normal de Tate, donde el punto
(0,0) es de orden 5, a la forma normal de Weierstrass.

En primer lugar, en la ecuacién

Y2+ (1-10)XY — 10Y = X*® — 10X?,

el cambio

1
Yr———)Y-l—gX; 0,

produce la ecuacién
41
V2= X%+ —4—X2 +45X + 25,

de donde, haciendo el cambio

41
X -
— X 12’
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se obtiene 479 19319
Vi=X34+——X - ——.

En esta ecuacién hacemos un dltimo cambio

1 1
Y — X —X
a6 KT g
para obtener

Y? = X3 +12933X — 2285226.

Aplicamos estos cambios al punto (0,0) de la curva en forma normal de
Tate, y tenemos
41
(0,0) — (0, —5) —> (E’ —5) — (123, —1080).
Por tanto, nuestra curva de partida, tiene el punto P = (123, —1080) que
es de orden 5.

Observacion.— Con el algoritmo presentado en esta seccién, el Unico caso
que queda por estudiar es n = 3. Es decir, necesitamos un procedimiento
para decidir si una curva eliptica dada tiene o no un punto de orden 3.
También podriamos dar una forma normal de Tate en este caso, pero en vez
de obtener una familia uniparamétrica, obtendriamos una familia de curvas
dependiente de dos parametros. Por tanto, serd mejor usar el polinomio de
divisién correspondiente, V3, para averiguar si hay puntos de orden 3 en la
curva.

Observacién.— Continuando con el anélisis del algoritmo, recordemos que
en el primer paso, hay que averiguar si el polinomio final, A3B(a)?—B?A(a)?,
tiene alguna raiz racional. Para decidir cuil es el mejor pardmetro que pode-
mos usar, tenemos que pensar qué método vamos a emplear para la bisqueda
de raices racionales del polinomio.

Como en el caso del algoritmo de los polinomios de divisién, segin Loos
[20], la complejidad de hallar las raices racionales del polinomio f(X) €
Z[X] es O(log? || f]), por tanto, debemos elegir un parametro que minimice
la norma del polinomio final. A este pardmetro lo llamaremos pardmetro
minimo, y a su polinomio final, polinomio minimo, que denotaremos por Fj,.

Observacion.— Vamos a estudiar los polinomio minimos para cada n.

Caso n = 4. La ecuacién general de la curva es

Y24+ XY —aY = X3 — aX?,
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y al calcular su forma normal de Weierstrass se obtiene
Y? = X% 4 Ay(a)X + By(a),
donde
Ay(a) = —4320° — 4320 — 27, y
By(a) = —34560° + 64800 + 1296c + 54.
Asi, el polinomio final para n =4 es
P4(Ol) = A3 . B4(O[)2 _ B2 . A4(a)3
= 21235(4A3% 4 27B?%)ab — 21237(5A% — 27B%)o®

+2837(59A% + 459B%)o* + 2°3511(4 A3 + 27B%)o?
+243717(4A3 + 27B?%)a? + 2437(443 + 27B%)a
+3%(4A43 + 27B?).

Buscamos un nuevo parametro 3, con a = v + s, que sea un pardmetro
minimo. Como los coeficientes del polinomio Fy(3) deben ser enteros, en
vista de los coeficientes de Py(), podemos tomar r = 1/12, y s € Q tal que
su denominador sea divisor de 12. Para que la norma de Fy(() sea minima,
tomamos s = —1/12. Luego, sustituyendo o = (8 — 1)/12 en Py(c), se tiene
el polinomio minimo

Fy(B) = (4A%+27B?)3% —6(34A°% — 135B2)3°
+3(851 4% + 2646 B%)3* + 4(313A% + 5940B2) 33
—6(95A3 + 2646 B%) 3% — 24(7A% — 135B%)3
+49A3% — 216 B2,

cuya norma es

IFall = |4A43+ 27B2| + 6|34A4% — 13582 + 3|851.A3 + 2646 57|
+4|313 A3 + 59408%| + 6[95A3 + 2646 B2|
+24|7TA% — 135B2| + [494° — 216 BY).

Si llamamos N = max{|A|*, | B|?}, tendremos
IF4|| < 56667N.

Caso n = 5. La ecuacién en forma normal de Tate de una curva que tiene
un punto de orden 5 es

Y2+ (1-a)XY —aY = X3 — aX?,
y su forma normal de Weierstrass es

Y? = X% + As(0) X + Bs(a),
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con
As(a) = —27a* + 3240® — 37802 — 3240 — 27, y

Bs(a) = 54a® — 9720° + 4050a* + 405002 + 972a + 54.

Luego, para n = 5, el polinomio final es

Ps(a) = A®- Bs(a)? — B?- As(a)®
= 3%5(443 + 27B?)a!? — 2238(443 + 27B2)al!

+2 - 3779(4 A% + 27B?)a!? — 223952(443 + 27B%)o®
+37527 - 11(4A% + 27B?)a® — 2338(148 432 + 351 B?)a’
+2235 . 11(964 43 — 51578%)aS + 2338(148 43 + 351B%)a®
+37527 - 11(4A% + 27B%)a* + 223952(443 + 27B%)o?
+2 - 3779(4 A% 4 27B?)a? + 2238(4 A% + 27B%)a
+38(4A% + 27B2).

Tomamos como parametro minimo § = «, por tanto, el polinomio minimo
serd F5(3) = Ps(a)/3%, cuya norma resulta

|Fsl| = |4A43 +27B?| + 2232|443 +27B? +2-3-79|4A% + 27B?|
+223352|4 A% 4+ 27B?| + 3 - 527 - 11]4A43 + 27B?|
+2332|148 43 + 351 B2| + 22 - 11|964 43 — 515782
+2332|148 A% + 351B2| 4 3 - 527 - 11|4A® + 27B?|
+223352|4A4% + 27B% + 2 - 3 - 79|4A% + 27B?|
+2232|4 A3 + 27B?| + 443 + 27B2|.

En funcién de N, conseguimos ahora la acotacién
| F5|| < 898312N.

Caso n = 6. Para que una curva eliptica en forma normal de Tate tenga un
punto de orden 6, su ecuacién debe ser

Y+ (1-a)XY —a(l+a)Y = X* —a(l +a)X?,
cuya forma normal de Weierstrass es
Y? = X%+ As() X + Bs(a),

donde
Ag(a) = —243a* — 3240° — 81002 — 324a — 27, y

Bs(a) = —1458a° — 29160° + 72900* + 97200 + 534602 + 972 + 54.
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Asi, el polinomio final para n = 6 es

Pg(a) = A3 . Bs(a)z - B2 : AG(CV)3
= 312(4A4°% + 27B%)a!? + 22312(4 A% 4 27B%)a!!

—2 - 3'3(443 — 69B?)a!0 + 223'1(10043 — 669B82%)a°
—313(1243 — 559B?))a® — 23311(76 A3 + 801B%)a”
+2239(2116 A3 + 14715B%)a® + 233°11 - 17(4A4% + 27B%)o®
+3%613(4 A% + 27B%)a* + 223%109(4 43 + 27B%)a®
+2 - 3829(4A% 4 27B%)a? + 2238(4A4% + 27B?)a
+38(443 + 27B?),

por lo que tomamos § como pardmetro minimo tal que a = (8—1)/3. Luego,
el polinomio minimo en este caso serd

Fs(8) = (4A%+27B?%)B'% — 24(20A°% — 81B2)B10
+16(20A3 — 81B2)3° + 1728(8A43 + 27B%)3®
—2304(8A43 + 27B%)3" + 768(13A3 + 513B%)3°
—13824(5A3 + 54B?%) 3% + 2304(2943 + 216 B%)3*
—4096(16 A% + 27B?) 3% + 55296 A3 3
—245T6 A3 + 4096 A3,

cuya norma

|Fsll = |4A%+27B?| + 24|20A°% — 81B2| + 16]|20A43 — 81B?
+1728|8A4% + 27B?| + 2304|8 A% + 27B?|
+768(13A43 + 513B%| + 13824|5A% + 54 B
+2304|29A4° + 216 B%| + 4096|16 A3 + 2782
+55296| A3| + 24576| A3| + 4096/ A3,

se puede acotar por
| F5l| < 2220071N.

Caso n = 7. Ahora la ecuacién general de la curva es
Y2+ (1-ala-1)XY - (a-1)Y = X3 - o*(a—1)X?,
y al calcular su forma normal de Weierstrass se obtiene
Y? = X?+ A7(@)X + By(a),
donde
A7(a) = —270® + 3240" — 11340° + 1512a° — 9450 + 378a% — 108a — 27, y

Br(a) = 54a'® — 9722 + 6318a° — 19116a° + 307800® — 262440
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+147420° — 11988a° + 9396a* — 248403 — 810a? + 324a + 54.

Entonces, el polinomio final paran =7 es

Pi(a) = A3 By(a)? - B?- A()3

= 3%(558(443 + 27B?)a?? — 4920(4A3 + 27B?)o*
+27573(4A% + 27B%)a®® — 104328(4 A% + 27B%)a!®
+276738(4A% + 27B%)a!® — 12(175852A43
+1183113B2)a!” + 30(98828 A% + 643761 B%)q!S
—4(805628 A3 + 4481541 B?)a!® + 6(497956 A3
+1518291B2)a* — 2688(97043 — 621B%)a!3
+91(22748 43 — 79731 B%)a!? — 168(7876 A3
—34317B?%)a!! + 54(12436 A3 — 25785B%) a0
—12(27220A3 + 98199B82%)a® + 18(8404 43
+61911B?)a® — 12(234843 + 19737B%)a’
—~5222(4A3 + 27B?)ab + 3024(4A4% + 27B%)a®
+21(4A43 + 27B?)a? — 272(4 4% + 27B?)a3
+6(4A3 + 27B%)a? + 12(443 + 27B?)a
+(4A3 + 27B?)).

Tomamos de nuevo como pardmetro minimo 3 = «, por tanto, el poli-
nomio minimo serd F7(8) = P;(a)/3%, cuya norma resulta

I|F7|| < 110725753N.

Caso n = 8. Para que una curva eliptica en forma normal de Tate tenga un
punto de orden 8, su ecuacién debe ser

(20— 1)(a—1)

Y2+(1~— )XY—(2a——1)(a——1)Y

=X?-(2a - D(a-1)X2

cuya forma normal de Weierstrass es

Y2 = X3 + As(O&)X + Bs(Oé),

siendo
As(a) = —27(1608 — 6407 + 22405 — 44805 + 480a* — 28803
+96a® — 16+ 1) /a?), y
Bg(a) = —54(640'2 — 384a'1 + 35200° — 1029602 + 15840a7
—15568a8 + 102720 — 45600 + 132803 — 24002
+24a — 1) /af.
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Luego, el polinomio final para n = 8 es

F(a) (A3 Bg(a)? — B? - Ag(a)%)al?

= 3%(4096(4A°% + 27B%)a* — 49152(4A% + 27B%)a®
+73728(8A43 + 135B%)a?? + 180224(1043 — 297B%)a*
—12288(1309A% + 18198 B%)a® + 73728(539A3
—10233B?)a!® — 8192(863 A% — 255339B%)a!®
—184320(1285A3 + 26109B%)a!” + 14592(57305A43
+631449B2)a!6 — 2048(8439534° + 7149033 B%)a!s
+3072(836909A3 + 6256089 B%) a4 — 18432(159859A3
+1126413B%)a!® + 19968(134417 A% + 922320B2%)a!?
—15360(128470A43 + 871911 B%)a'! + 3072(383693 A3
+2593755B%)arl0 — 13824(41416 A% + 279639B%)a°
+48(4694132 A3 + 31686363 B%)a® — 17820864(4 A%
+27B%*)a” + 4476576(4A3 + 27B?)af — 876864(4A3
+27B%)a’ + 130464(4A% + 27B%)a* — 14176(4A3
+27B%)a® + 1056(4A% + 27B%)a? — 48(443 + 27B%)a
+(4A% 4 27B?)),

por lo que tomamos 8 = « como pardmetro minimo. Asi, la norma del
polinomio minimo F3(8) = Ps(a)/3%, la podemos acotar por

| Fsll < 132688626943 N.
Caso n = 9. En este ultimo caso, la ecuacién de la curva es
¥+ (1-a*(a-1)XY -a?(a—-1)(a(a-1)+1)Y
= X3 -ad*(a—1)(a(a—1)+1)X3
cuya forma normal de Weierstrass es
Y%= X% 4+ Ag(a) X + By(a),
con

Ag(a) = —27a'? + 3240 — 14580 + 34560° — 510308
+486007 — 3078a° + 972a° + 4860 — 7560
+3240% - 27, y

By(a) = +54a!® — 97207 4 72900'® — 307805 + 84078
—160380a!3 + 222912012 — 22842001 + 174960c'°
—1097280° + 7338648 — 583200 + 396900
—16524a5 + 1458a* + 2268a° — 972a? + 54.

93



Luego, para n = 9, el polinomio final es

Pg(Oé) = A3 . Bg(O[)2 b B2 . Ag(&)g

35((4A3 + 27B%)a% — 36(443 + 27B%)a’®

+594(443 + 27B%)a* — 6000(4A43 + 27B?)a*
+41859(4 A3 + 27B%)a? — 215892(4A43 + 27B%)a™
+860466(4 A% + 27B%)a® — 2733948(4A4% + 27B%)a®
+7083369(4 A% + 27B?%)a?® — 8(7608652A°
+51352569B2)a®” + 54(2033212A4° + 137086298%)a*®
—648(259172A43 + 1739043 B?)a® + 936(234956 A°
+1550961B%)a** — 1188(209980A° + 1324053 B?)a?
+162(1540372A3 + 8673831 B%)a?? — 36(6282620A4°
+27260037B%)a** + 3348(57308 4% + 134109B%)a*
—324(480476 A3 + 20115B%)a'® + 12(9996428 A®
—21648735B%)a!® — 216(393980A°% — 1382211B82%)a!”
+243(222308 A% — 835677B%) !¢ — 288(106684 A*
—273267B%)a!® + 108(151180A4° + 44577B%)a
—648(13028 A2 + 50355B%)a!® + 9(442444 A3
+2846529B%)a'? — 108(12196 A% + 93987B%)a!!
+162(4A°% + 2619B2)a!? + 32(10004 43 + 6606982)a’
—48717(4A% + 27B%)a® + 11124(4A3 + 27B?)o”
+2262(4A% + 27B?)a® — 2124(4A% + 27B%)a®
+378(4A43 + 27B%)a* + 84(4A43 + 27B%)o®

—36(4A% + 27B?)a? + (4A% + 27B?)).

Tomando como pardmetro minimo 8 = «, se tiene el polinomio minimo
Fy(B) = Py()/3%, cuya norma resulta

| Fo|| < 11353204955N.

Caso n = 10. Como ya mencionamos, el polinomio minimo Fj, no es 1til en
la préactica, ya que, para que una curva eliptica tenga un punto de orden 10,
debe tener también puntos de orden 2 y 5. Por tanto, aunque el polinomio
Fig es algo menos incémodo que ¥,q, tampoco lo usaremos para averiguar si
la torsién de la curva forma un grupo ciclico de orden 10, sino que lo haremos
estudiando Fy y los puntos de orden 2.

Caso n = 12. Como en el caso anterior, el uso de Fyy seré ahora sustituido
por el de F3 y Fj.

Observacién.— Comparando las cotas dadas para ||U,| v ||F.]|, podemos
decidir si es mejor usar un polinomio u otro para comprobar la existencia
de puntos de orden n en una curva eliptica. Cuando n = 4, las cotas son
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88N < 56667N, luego es mejor emplear ¥4. En el caso n = 5, para N > 128
resulta 89831N < 7072N?, por tanto, mejor usar Fy para N a partir de 128.
Si n = 6, tenemos 2220071N < 6966N? cuando N > 318, luego, serd mejor
F a partir de dicho N. Para n = 7, resulta 110725753N < 51453588N4,
por tanto, mejor F7. Cuando n = 8, comparamos las cotas y obtenemos
132688626943 N < 40155188 N* si N > 14, luego, en este caso, es preferible
Fg. Por ultimo, para n = 9, la cota dada para la norma de Fy es mejor
que la de ¥g, por tanto, también en este caso sera mejor usar el algoritmo
de la forma normal de Tate. En general, tal y como muestran las tablas del
apéndice A.3., el hecho de que las cotas de los polinomios finales sean lineales
en N, en lugar de cuadréticas (o algo peor), tiene un importante impacto en
los tiempos de célculo, tanto més notable cuanto mayores son los coeficientes.

Ejemplo.— Veamos, para terminar la seccién, cémo serfa el célculo de la
torsién racional de la curva de los ejemplos anteriores con este tltimo algo-
ritmo. Dada

E:Y? = X®+5589X + 342630,

ya sabemos que Tor(E(Q)) es ciclico de orden par y divisor de C' = 4.
También teniamos el punto (—45,0) de orden 2.

Para comprobar si hay puntos de orden 4, buscamos soluciones racionales
de la ecuacién Fy(3) = 0, es decir, de

0 = 386800616217643° + 594752437893243°
+13775948112525573* + 300789083518318832
—19632804474417305% + 3510308573092085
—16802814028419,

que factorizada queda
0 = 1162261467(138—1)(B+3)(2566* + 31883% +- 819153% — 396343 + 4819).

Si tomamos la solucién By = —3, tendremos oy = (G — 1)/12 = —1/3,

luego el sistema
4 5589 6 342630

- A4(OZQ), w= B4(0[0),

resulta
4 99589 6 342630
u = — posnd

i u- = ’
69 470
que tiene la solucién racional © = 3. Por tanto, en nuestra curva hay puntos
racionales de orden 4.

Para conocer las coordenadas de dichos puntos, habra que deshacer, como
en el otro ejemplo de esta seccidén, los cambios realizados para pasar de la
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forma normal de Tate, donde el punto (0, 0) es de orden 4, a la forma normal
de Weierstrass.
Por una parte, en la ecuacién

1
Y2+XY+%Y=X3+§X2,
el cambio 35X 41
Y—Y - 5

produce la ecuacién

7 11
2:X3 L y2 X _
Y TR T T

de donde, haciendo el cambio

7
X X — —
> 36 y
se obtiene 93 935
2 __ 3 oY _
=X+ 432X 23328’

y haciendo, en esta ecuacién, un dltimo cambio

Yr—)-——l——Y X — 1

5832’ @X ’

se obtiene
Y? = X3 + 55890.X + 342630.

Por otra parte, aplicando estos cambios al punto (0,0) de la curva en
forma normal de Tate, tenemos

(0,0) —> (oé) — (g% é) — (63,972).

Por tanto, nuestra curva E tiene el punto P = (63,972) de orden 4, luego
Tor(E(Q)) es el grupo ciclico de orden 4 generado por P, es decir,

{0, P =(63,972), 2P = (—45,0), —P = (63,—-972)}.
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II1I. Caracterizacion de la
torsion racional mediante
ecuacliones diofanticas

Este capitulo contiene tres partes claramente diferenciadas. La primera de
ellas, donde recogemos los procedimentos seguidos por Ono [28] para descri-
bir las curvas elipticas cuyo grupo de torsién es no ciclico, ocupa la primera
seccién. Los resultados de Qiu y Zhang [31] que describen las curvas que
tienen grupo de torsién ciclico de orden par, forman la segunda parte que
comprende la segunda seccién del capitulo. Las tnicas curvas elipticas que
quedaban hasta hoy por caracterizar a través de ecuaciones diofanticas, son
aquéllas cuya torsion es un grupo ciclico de orden impar, (i.e. orden 3, 5,7 6
9), v eso es precisamente lo que haremos en la tercera parte de este capitulo,
formada por sus cuatro dltimas secciones, donde se recogen resultados origi-
nales aportados en esta tesis.

III.A. Torsién racional no ciclica

A partir de ahora, K? denota el conjunto de elementos del cuerpo K que
tienen raiz cuadrada en dicho cuerpo.

Sea E una curva eliptica racional cuya parte afin viene dada por la
ecuacién

Y?2= f(X)= X3+ a3 X%+ asX +as, con ag,ay as €Q,

tal que f(X) tenga tres raices racionales. Por el teorema de Mazur, el grupo
de torsién racional de E serd Z/2Z x Z/2kZ con 1 < k < 4.

Antes de estudiar el grupo Tor(E(Q)), daremos un proposicién que
también usaremos en la préxima seccién.
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Proposiciéon.— Sea E una curva eliptica definida sobre K, cuya parte afin
verifica la ecuacion

Y2 = f(X) = (X - o)(X - B)(X — ),

siendo o, B y -y elementos de K.
Sea P = (z9,y0) € E(K) un punto de la curva con coordenadas en K.
Entonces,

3Q=(x1,y1)€E(K)|2Q=P < T9—0, To—fF, To—7 e K>

La demostracién de esta proposicién se puede encontrar en [16].

Como suponemos que f(X) tiene tres raices racionales, es decir, que la
curva tiene tres puntos racionales de orden dos, podemos hacer un cambio de
coordenadas para que las raices de f(X) sean 0, —M y —N; siendo M, N €
Z\ {0}, con M # N. Los puntos de orden 2 de la curva seran entonces (0, 0),
(—=M,0) y (—N,0), y de este modo, la ecuacién de E seria

Y?=X*+(M+N)X*+MNX.

En el caso que nos ocupa, el enunciado de la proposicién anterior queda
de la siguiente manera:

Proposicion.— Sea E una curva eliptica sobre Q, cuya parte afin verifica la
ecuacion
Y?=f(X)= X(X + M)(X +N),

siendo M,N € Z \ {0}, y sea P = (2/,y') € E(Q). Entonces,

3Q=(z,9) € EQ) |2Q=P < 1, 2+Myz'+N Q.

Observacién.— En el caso de nuestra curva, para un punto Q = (z,y), la
férmula de duplicacién viene dada por

z(2Q) =

g* — 2MNz? + M2N? (2% — MN\?
4y N 2y '
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El siguiente resultado da el subgrupo de torsién del grupo de puntos
racionales de la curva F, y es debido a Ono [28].

Teorema.— Dada una curva eliptica E sobre Q, cuya parte afin verifica la
ecuacién

Y2 = f(X) = X(X + M)(X + N),

siendo M, N € Z \ {0}, el grupo Tor(E(Q)) estd univocamente determinado
por las siguientes condiciones:

(i) Tor(E(Q)) 2 Z/2Z x Z/4Z si M y N son ambos cuadrados, o bien
—~M y N — M son ambos cuadrados, o bien —N y M — N son ambos
cuadrados.

(i) Tor(E(Q)) = Z/2Z x Z/8Z si existe d € Z \ {0} tal que M = d®u'y
N = d%*, o bien M = —d?v* y N = d®(u* — v*), o bien N = —d?v*
y M = d?(u* — v*); donde (u,v,w) es una terna pitagdrica, es decir
u? + % = w?

(iii) Tor(E(Q)) = Z/27Z x Z/6Z si existen a,b € Z tales que a/b no estd
en {—2,—-1,-1/2,0,1}, M = a* +2a% y N = 2ab® + b*.

(iv) Tor(E(Q)) = Z/2Z x Z/2Z, en otro caso.

Demostracién.— Sabemos que Z/2Z x Z/2Z C Tor(E(Q)), porque en
E(Q) hay tres puntos de orden dos: (0,0), (—M,0) y (—N,0). Luego
Tor(E(Q)) no puede ser ciclico, ya que en Z/nZ hay sélo un punto de orden
dos si n es par y ninguno si n es impar.

Probaremos el teorema buscando en la curva puntos de orden 4, 8 y 3.

Tenemos dos posibilidades: que Tor(E(Q)) contenga a Z/2Z x Z[4Z, o
que no lo contenga.

El primer caso se da si tenemos algtn elemento de orden 4 en Tor(E(Q)).
Pero si Q = (z,y) es de orden 4, entonces 2Q) = (2, y’) es de orden 2, es decir,
2Q = (z',y') ser4 uno de los tres puntos siguientes: (0,0), (—M,0) 6 (—N,0).
Por la proposicién anterior, cada uno de estos casos se traduce en una

condicién sobre los coeficientes de nuestra curva. Veamos esas tres posi-
bilidades:
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- Si 2Q = (0,0), resulta 2’ = 0 y, por la proposicién, seran 0, M y N
cuadrados de numeros racionales. Asi tendremos

M=m? y N=n? con mncZ,
entonces

2 —m

2),2 2
5 ) s 22-mn?=0 < z=+mn.
Y

R

Despejamos y en la ecuacién de la curva y queda:

y = =£/(£mn)® + (m?+ n?)(mn)? £ m?n?mn
= zxmn(m xn).

Por tanto, tenemos dos puntos de orden 4 para cada una de la dos
posibilidades de z:

Q = (z,y) = (mn, £mn(m +n)) 6 (—mn, mn(m —n)).

- 81 2Q = (=M, 0), resulta 2’ = —M. Ahora, por la proposicién, serdn
—M, 0y — M + N cuadrados de niimeros racionales. Asi tendremos

—M=m?> y N-M=k?® con mkecZt,

luego

m? = —M=z1'=z(2Q) = <x2 e m2)>2

_ <x2 + m?(k? — m2))2.

2y

De esto se deduce que

2m

y==

?

y si sustituimos ahora y en la ecuacién de la curva, despejando z,
obtenemos dos puntos de orden 4 para cada z:

Q = (z,y) = (M* —mk, £k(m®> —mk)) & (m*4+mk, £k(m?+mk)).
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- 5i 2Q = (=N, 0), resulta ' = —N, luego, por la proposicién se tiene
que —N, —N + M y 0 son cuadrados de ndmeros racionales. Asi
tendremos

—N=m?> y M-N=k> con mkeZ".

Se procede como en el caso anterior y se obtienen también los puntos
de orden 4

Q = (z,y) = (m*> —mk, £k(m?—mk)) 6 (m?>+mk, £k(m?+mk)).

Seguimos en el caso en que Tor(E(Q)) contiene a Z/2Z x Z/4Z, pero nos
planteamos ahora si hay algin elemento de orden 8, es decir, si Tor(E(Q)) =
Z/27 x Z/8Z. Si no, tendriamos Tor(E(Q)) = Z/2Z x Z/AZL.

Si @ es un punto de orden 8, 2Q) es uno de los puntos de orden 4 hallados
anteriormente. Asi tendremos tres posibilidades:

-SiM=m?y N=n?2conm,n¢cZ*.

Tenemos z/ = z(2Q) = mn, y por la proposicién sabemos que existe
tal que 2Q) es un punto de la curva si y sélo si

o =mn, &’ +M=mn+m?® y ' +N=mn+n’

son cuadrados perfectos.

Por la forma de nuestra ecuacién, podemos suponer que mecd(M, N)
es libre de cuadrados (ya que si d? divide al mcd(M, N), basta hacer
el cambio X ~— d?X, Y — d3Y), por tanto, podemos suponer que
mcd(m,n) = 1.

Asi, decir que mn es un cuadrado equivale a decir que m y n son
cuadrados: m = u? y n = v?, con u,v € Z. Luego, sabemos que

u??, w? +ut oy w40t
son cuadrados, y esto ocurre cuando u? + v? es un cuadrado. Es decir,
cuando u? + v? = w? para cierto w € Z, o lo que es lo mismo, cuando
(u,v,w) sea una terna pitagérica.

En resumen, si M y N son cuadrados y Tor(E(Q)) = Z/2Z x Z/8Z,
entonces M = d*u* y N = d*>v* donde (u,v,w) es una terna pitagdrica
y d es un entero no nulo.
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-Si-M=m? y N-M=kconm,kecZ".

Tenemos =’ = z(2Q) = m? + mk, (si es preciso se elige el signo de m
y k para que aqui salga m2 + mk). Por la proposicién, sabemos que
existe @ € E(Q) tal que 2Q) es un punto de la curva si y sélo si

=mP+mk, ’+M=mk y o« +N=mk+k

son cuadrados perfectos.

Por la forma de nuestra ecuacién, ya sabemos que podemos suponer
mcd(M, N) libre de cuadrados, por tanto podemos suponer que
med(m, k) = 1. Asi, decir que mk es un cuadrado equivale a decir
que m y k son cuadrados: m = v?y k = u?, con u,v € Z. Luego,
sabemos que
v+ 0%?, vy ut? +ud

son cuadrados, y esto ocurre cuando u? + v? es un cuadrado, es decir,
cuando u? + v? = w? para cierto w € Z. Por tanto, serd también ahora
(u,v,w) una terna pitagdrica.

En resumen, si —M y N — M son cuadrados y Tor(E(Q)) = Z/2Z x
Z/8Z, entonces M = —d*v* y N = d*(u* — v*), donde (u, v, w) es una
terna pitagérica y d es un entero no nulo.

-Si—-N=n? y M—-N=k’conn,keZ".

Este caso es analogo al anterior.

Finalizado el primer caso, estudiamos ahora qué ocurre cuando Tor( E(Q))
no contiene a Z/2Z x Z/4Z. Tenemos otras dos posibilidades: si en la curva
hay puntos racionales de orden 3, serd Tor(E(Q)) = Z/27Z x Z/6Z, y si no,
sélo queda la opcién Tor(E(Q)) = Z/27Z x Z/2Z.

Como vimos en L.D., un punto Q = (z,y) € E(Q) es de orden 3 si y sélo
si x es raiz de la ecuacién

Us(z) = 32" +4(M + N)2® + 6MNz? — M2N? =0,

que es homogénea de grado 4 en M, N y z. Luego, podemos parametrizar
(siguiendo a [28]):

M N ?
—=01+t’-1, -—=(1+1> ~1.
T T t
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Si sustituimos ¢ por a/b con med(a, b) = 1, resulta:

M 2ab+a® N  2ab+b?

T 2 7 oz a?
Por Nagell-Lutz, como @ = (z,y) es un punto de orden finito, se tiene
que x € Z, pero de
M, N

2
- - 7
v 2ab + a? 2ab + b2 @ €4

se deduce que
M kg N
2ab+a% 2ab+b?
Luego, podemos tomar z = a2b?. Por tanto:

= kb’.

M =2d®b+a*, N =2ab®+0"

Veamos que a/b no puede estar en el conjunto {—2,—1,—-1/2,0,1}:

- Sia/b= —2, entonces M/x = 0. Asi serfa M = 0, y esto es imposible
porque las tres raices de f(z) eran distintas en nuestra curva eliptica.

- Si a/b = —1, entonces M/z = —1 = N/z, luego M = N, lo que
contradice la hipdtesis de que M y N fueran distintos.

- Sia/b=—1/2, entonces N =0, y tampoco nos sirve.
- Sia/b=0, entonces M = 0y eso no era posible.

- Sia/b=1, M =N =3, pero M y N tenian que ser distintos.

Resolviendo ahora

y? = 23 + (203 +a* 4 2ab® + bY)z® + (2a3b + a*)(2ab® + b))z

para z = a?b? queda:

y?2 = ab% + (2a3b + a* + 2ab® + b*)(a?b?)? + (2a%b + a*)(2ab® + b*)a®H?
= a'b?(a +b)*.

Luego, y = + a%b%*(a + b)2.

En resumen, hemos encontrado los puntos de orden 3:
Q = (a®0?, £a®?(a +b)?),
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cuando M = 2a®b+a*, N = 2ab® +b* siendo a y b enteros tales que su
cociente no esté en el conjunto {—2,~-1,-1/2,0,1}.

Por tanto, si M y N verifican en estas condiciones, es Tor(E(Q)) =
Z]2Z x ZL/6Z, y en otro caso ha de ser Tor(E(Q)) = Z/2Z x Z/2Z. Q.£.D.

Observacién.— Estas caracterizaciones (y las que daremos a continuacién)
de puntos de torsién mediante ecuaciones diofdnticas no son muy practicas
desde el punto de vista computacional (ver [36] para un estudio actualizado
de las técnicas de resolucién de ecuaciones de este tipo). Sin embargo, en
el estudio de la torsién sobre extensiones algebraicas de Q han demostrado
su utilidad para describir explicitamente grupos de torsién. En esta linea se
inscriben trabajos como [19, 12, 13], que se basan en este teorema de forma
fundamental.

ITI1.B. Torsién racional ciclica de orden par
Ses E una curva eliptica racional cuya parte afin viene dada por la ecuacién
Yi=f(X)= X3+ a5 X%+ asX +ag, con ag,as,a €Q,

tal que f(X) sdlo tenga una rafz racional. Es decir, estamos en el caso en
que la curva tiene sélo un punto racional de orden 2.

Qiu y Zhang [31, 32], siguiendo los razonamientos de Ono, han dado una
caracterizacién notablemente menos elegante para este caso en el que el grupo
de torsién racional es ciclico de orden par. Segiin Mazur, sabemos que las
posibilidades para Tor(E(Q)) son Z/2kZ con 1 < k < 6.

Podemos hacer un cambio de coordenadas, para que la Gnica raiz racional
)
de f(X) sea X = 0. Entonces, la ecuacién de la curva es:

Y? = f(X) = X(X — a)(X - B),
con o, 3 ¢ Q. Como a + 3 y a8 son racionales (por Cardano), se tiene que:
J01,2€Q | a+B8=q, of=g.
Asi, a = ¢; — 3, y sustituyendo en la otra relacién resulta:

(Q1 - /B)ﬁ = q2,

de donde se tiene
ﬁ2—Q1ﬁ+Q2 =0,
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por tanto,

,G—qli q; — 4qo a__Ch:F\/Q%_4Q2
B 2 T 2 '
Es decir, encontramos tres niimeros racionales m, n y D, tales que n # 0
y D es libre de cuadrados, sin pérdida de generalidad, verificando:

a=m+nVD, ﬁ:m—n\/ﬁ.

Ademés, podemos suponer que m y n son enteros tales que med(m,n) es
libre de cuadrados, ya que

fX) = X(X —o)(X-0)
= X(X?-(a+B)X +af)
= X(X%-2mX +m?-n?D),

y si m = m'd?, n = n'd? con mcd(m/,n’) libre de cuadrados, haciendo el
cambio
Y — &Y, X +— d?X,

resulta
(B*Y)? = d>X(d*X? — 2m/d*d® X + m?d* — n?d* D),
donde simplificando queda

Y =X(X*-2m'X +m”? —n"D),

con mecd(m’,n') libre de cuadrados.

Como la ecuacién de partida y ésta iltima representan curvas cuyos gru-
pos de puntos racionales son isomorfos, sus subgrupos de torsién también lo
seréan. Asi, queda probado que podemos suponer que partimos de una curva
cuya ecuacioén es de la forma:

Y?=X(X - a)(X - ),

con & = m+nvD, B =m—nvD, siendo m,n, D € Z tales que n # 0 y con
D y mcd(m,n) libres de cuadrados.

El enunciado de la proposicién dada en la seccién anterior seria ahora:
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Proposicién.— Sea K = Q(vD) y E una curva eliptica cuya parte afin
verifica la ecuacién

Y?=f(X)=X(X+M)(X+N),
donde M = m +nvDy N = m —nvD, siendo m,n,D € Z, con n # 0,
D # 1y tales que mcd(m,n) y D son libres de cuadrados.
Sea P = (2/,y') € E(K), entonces

IQ=(z,9) €EK)|2Q=P < 2, 7+Myz +N €K

El siguiente teorema da el subgrupo de torsién de una curva eliptica en
el caso que nos ocupa en esta seccién.

Teorema.— Sea F una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y?=f(X)=X(X+M)(X +N),
donde M = m+nvD, N =m-—nvDsiendom,n,D €Z,conn #0, D #1
y tales que med(m,n) y D son libres de cuadrados.
Entonces Tor(E(Q)) verifica:
(i) 1. Tor(E(Q)) D Z/AZ siy sélo si
m=a%+b2D, n=2ab,

con a,b € Z\ {0} y primos entre si.
2. Tor(E(Q)) = Z/8Z si y sélo si

4
m = u* +v*w?D, n=2uvw, 2u?—v?=w?D,

con u,v,w € Z \ {0}.
3. Tor(E(Q)) D Z/6Z si y sblo si

m =a®+2ac+ D, n=2b(a+c), a®—-bD=c?

con a,b,c € Z\ {0} y primos entre si.
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4. Tor(E(Q)) = Z/12Z si y sblo si
m =02 —u? +w?D, n= 2w,
3(v? — w?D)* — 4u?(v? — w?D)?(v? 4+ w?D) — 16u*v*w?D = 0,
con u,v,w € Z \ {0}.
5. Tor(E(Q)) = Z/10Z si y sélo si

2

m = 2s(s +u) —v*, n=2st,

(s+u)?—v* =D, (u—v)*(u+v)=4uvs,
con u,v,s,t € Z\ {0}.
6. Tor(E(Q)) = Z/2Z en cualquier otro caso.
(i) Denotemos P, a un generador del subgrupo Tor(E(Q)) = Z/nZ de

orden n. Entonces, en cada uno de los casos del apartado (i), las
primeras coordenadas de P, y de 2P,, verifican:

1. z(Py) =a?> - v’D; xz(2P;) =0.

2. o(B) = (ut)u—v)¥  2(2Ps) = (u? — 7).
3. z(Ps) = 5c® + 4dac;  z(2Ps) = .

4. z(Pp) = (u+v)2 —w?D; z(2P) = u.

5. z(Py) = 2v® + dvs —u?%;  z(2Py) = u’.

6. z(P,) =0.

Demostracién.— Probaremos los apartados (i) y (ii) conjuntamente, dis-
tinguiendo los seis casos del enunciado.

Por el teorema de Nagell-Lutz, sabemos que los puntos de torsién de
coordenadas racionales tienen en realidad coordenadas enteras. Es decir, si

P € Tor(E(Q)) C Eq entonces z(P), y(P) € Z.

Con la ecuacién de nuestra curva, la férmula de duplicacién resulta:

t(P)* — 2MNz(P)% + (MN)?

=2P) = 17(P))
_ <z(P)2——MN>2
2y(P) '
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1. Si Tor(E(Q)) D Z/AZ, entonces la curva tiene un punto P de orden 4.
Por tanto, 2P = (z¢,yo) serd el unico punto de orden 2 que tiene la
curva, es decir, 2P = (0, 0).

Como las raices de f(X) son ahora 0, o = =M = —(m +nv/D) y B =
—N = —(m — n\/ﬁ), por la proposicién, se tiene que 0, M, N € K2
Por tanto, M y N son cuadrados de elementos de K = Q(\/E), aunque

en realidad, podemos decir que M y N son cuadrados de elementos de
Z[v/D]. Bs decir,

M=(@a+b/D? N=(a—b/D)> con a,bcZ.
Como eran M =m +nvD y N = m — ny/D, tenemos

2 _ 2
o M;N _ (a+bvD) -;—(a bVD)* &2+ 1D,

o M-N (a+bVD)* — (a=bV/D)* _ b

2D 2v/D

siendo med(a,b) = 1, por ser med(m,n) libre de cuadrados, y ademas
ab # 0 por ser n # 0.

Reciprocamente, si m y n verifican las condiciones del primer apartado,
entonces:

M =m+nVD = a® + D + 2abvV'D = (a + bVD)? € K?,

N=m—nVD =a?+bD —2abV'D = (a — bV/D)? € K.

Por la proposicién, dado (zo, y0) = (0,0) € E(K), como 0, M, N € K2,
existe un punto P € E(K) tal que 2P = (z9, o) = (0, 0).

Por la férmula de duplicacién, se tiene:

(™) -0

es decir:
z(P)* = MN = (a +bvVD)*(a — bV D)? = (a® — b?D)>.
Asi, tenemos un punto P € E(K) tal que
z(P) = +(a® — v’ D).
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Sustituyendo ahora en la ecuacién de la curva z por —(a? —b2D), no se
obtiene solucién para y, pero sustituyendo x por (a? — b2D), se obtiene

y(P) = +/([@—PDF 1 3(@ T PD)@ —FD) 1 (@ —FD)
= =2a(a® - b*D).

Por tanto, tenemos dos puntos de orden 4 en E(K) con coordenadas
enteras, es decir, tenemos dos puntos de orden 4 en Tor(E(Q)):

(a®> =D, 2a(a®> —b’D)) vy (a®—b’D,—2a(a® — ¥*D)).

De esto se deduce que Tor(E(Q)) D Z/4Z como se decia en (i), y
ademés

t(P) =a*-0’D y z(2P) =0,

como se decfa en (ii).

. Supongamos que Tor(E(Q)) = Z/8Z. Sea P un punto racional de orden
8 en la curva. Asi, 2P es de orden 4, y por el apartado anterior se
tendra:

m=a>+b’D, n=2a y 2z(2P)=ad>-bD.
Entonces, por la proposicién, sabemos que

z(2P) = a®>-b’D,
2(2P)+ M = 24+ 2abVD,
z(2P)+ N = 2a%—2abv/D,

estdn en K2 Ahora, por la férmula de duplicacién y por ser z(P),
y(P), z(2P), MN, a y b nimeros enteros, tenemos

z(2P)=a>—¥D=¢ y 2a%+2abVD = (s + tVD)?,
siendo ¢, s,t € Z. A partir de esto, se deduce que
2a% + 2abV'D = s* + 2D + 23t\/5,

por tanto, serd 2a2 = s? + t2D, y como 2a% = a(a + ¢) + a(a — ¢),
podemos tomar

s>=ala+c), t*D=a(a—c).

Como mcd(a,b) = 1y D es libre de cuadrados, al ser a2 —b2D = ¢?, se
tiene med(a, ¢) = 1 por tanto, med(a,a+c) = 1, y como s? = a(a+c),

Ju,veZ | a=u? a+c=12? mcd(u,v)=1.
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Ademss, por ser D libre de cuadrados, y t2D = a(a — ¢), se tiene que

Jw € Z [/ 2u* —v? = w?D.

Ahora veamos que a? — (vw)2D = ¢2, y como era a? — b?D = %, se

tendrs que b = vw.
a? — (vw)?D = a® — v*w?D = a® — vV¥(2? — v?) = a? — uN? + ot =
=a?—2a(a+¢) + (a+c)=a®—2a% — 2ac +a® + 2ac + c* = .
En resumen tenemos b = vw, por tanto,
m = ut +v*w?D, n=2ulvw, 2u®-0v®=uw?D,

donde u,v,w € Z \ {0}.

Reciprocamente, supongamos que la curva eliptica E verifica las condi-
ciones dadas en el segundo apartado de (i). Entonces, la curva satisface
también las condiciones del primer apartado. Asi, la curva tendrd un
punto racional P, de orden 4 tal que

z(Py) = a? — b*D = & = (u? — v?)?%,
por ser c+a =12y a=u’

También ahora, por darse las condiciones del primer apartado de (7),
se tiene que M = a +bvD, N = a — by/D, y podemos comprobar que

z(Py), z(P) + M, z(P) + N € K%

Por tanto, por la proposicién, debe existir un punto P tal que 2P = P;.
Entonces, tenemos un punto P = (z,y) de orden 8 tal que

z(2P) = z(Py) = (u* — v?)%

Por la férmula de duplicacién

(z? — MN)?
2P) =
o(2P) = S
y se tiene
4y*(u? —v?)? = (22 — MN)2.
Como

M =m+nvD = (u* + v?w?D) + 2u’vwv/D,
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N =m —nvVD = (u* + v*w’D) — 2u*vwv/D,

resulta MN = (u +v2w?D)? — (2u?vwv/D)? = (u? — v>w?D)2. Luego,
4y2(u? — v?)? = (2% — (u* — v*w?D)?)?, y de la ecuacién de la curva,

y> = 8+ (M + N)z2 + MNz
= 2%+ 2(ut + v*w?D)z? + (u* — v*w?D)%z.

Ahora, sustituyendo tenemos:
4(u? —v?)22% +8(u? —v?) 2 (ut + 02w D)2 + 4(u? —v?)? (ut —v*w? D)%z =
z* — 2(u* — v*w?D)?2? + (u? — v?w?D)*,
y como w2D = 2u? — v?, resulta
z* — 4(u? — v?)r® — 2(u? — v?)%(5u? + 6uv? — 3v?)z?
—4(u? = v)8z + (u® —vr)® = 0.
Reagrupando términos queda la ecuacién
(2 = (u® = 1?)2)* = 16u(u? — v?)%2,

y se puede comprobar que z = (u + v)(v — u)® es una solucién entera
de dicha ecuacién. Ademds es la tnica. Sustituyéndola en la ecuacién
de la curva obtenemos también que y € Z.

Por tanto, hemos encontrado un punto Ps € Tor(E(Q)) de orden 8 tal
que
z(Ps) = (u+v)(v —u)?,

con lo que termina la demostracién del segundo apartado del teorema.

. Supongamos que Tor(E(Q)) D Z/6Z. Entonces, existe un punto
racional P de orden 3 en la curva. Se tiene z(2P) = z(P) # 0y,
por la férmula de duplicacién,

JueZ\{0} | z(2P)=nu?=z(P).
Como ya sabemos, los puntos P de orden 3 verifican la expresién
3z* +4(M + N)z® + 6MNz? — M?N? =0, con z=z(P),

luego, tenemos una ecuacién homogénea de grado 4 en z, M y N.
Segin la parametrizacién usada en la seccién anterior, se tiene

M 1\’
— =(1+t)*-1, ﬂ:(u_>—L
T T t
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con t € Q(v/D) \ Q. Tomamos

_~a+b\/5
C

t , con med(a,b,c)=1, bc#0.

El punto P verifica y% = z(z + M)(z + N), por estar en la curva, pero
z # 0 por ser P de orden 3 y no de orden 2. Es decir, P verifica:

2
T T i

y por la parametrizacién dada, resulta
Y 1)*
== (1+)%(1+1/t) = <2+t+;> .

Sustituimos ahora t = (a + bv/D)/c y tenemos

2
2 D
3_/_=<2+a+b\/—+ c ) 7

c a+bv/D

y operando queda:

y? <2+a+b\£l_)+c(a—b\/5)) ’

c a? - b2D
de donde se tiene
2 2
y: a ac b bc
x3_<2+c+a2—b2D+< )ﬁ) '

Si fuese
ac

a? —b2D -

2 2
y_(b__% \p
3 c a2-"56D

que serfa una contradiccién por ser z = u? y suponer D libre de cuadra-
dos.

Por tanto, ha de ser 2+ a/c+ac/(a? —b*D) # 0,y como z,y € Q y se

tiene
2 2
Y a ac b be
—_— = 2 — ——— ——— ——————
z3 ( +c+a2—b2D) +(c a2—b2D> b

+2<2+%+ ac )(b— be )\/5,

2+ 24 0,
C

se tendria

a? —b2D ¢ a?—bD

112



necesariamente sera

b be  b(a*-bD)-¢") 0
c a®-bv¥D  c¢lag—b2D)

es decir, como b # 0, sera
a®> —b’D = 2.
Por tanto,

1 c _c(a—b\/ﬁ)_a—bxfﬁ
t a+b/D  a:—-0:D c ’

y se obtiene:

M+ N x(M N)
== —+ — =

m =

0|8

AP+
2 2\z =z t 2

<a2 + 2ac + b2D>
=z
c? ’

0o M-N (M_N)_ T (2t+t2——2———-1—>
oD 2/D\z = 2v/D t

- o (2era),

Tenfamos mcd(a,b,c) = 1 = mecd(m,n), luego med(a? + 2ac +
b’D, 2b(a + c), c?) es libre de cuadrados, y ha de ser z = ¢®. Por
tanto, se tiene

m = a® 4+ 2ac+b*°D, n=2b(a+c), a® —b*D =2,
con med(a, b, ¢) = 1, como querfamos probar.

Supongamos ahora que la curva satisface las condiciones dadas en el
tercer apartado. De ellas se obtiene un punto P; de orden 3 con coor-
denadas racionales tal que

z(P3) = ¢, y(P3) = £2(a +c)c*.
Vedmoslo. Teniendo en cuenta que ¢ = a? — b2D, es

MN m? —n?D = (a% + 2ac + b*D)? — 4b*(a + ¢)*D
= 5% + 4dac’.
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Basta ahora sustituir z = c%, y = 2c?|la + ¢| y MN = 5¢* + 4ac® en la
expresion
_ [z - MN 2
" ( 2y ) ’

y comprobar que se verifica. Esto equivale a decir que z(Ps) = z(2F3),
o lo que es lo mismo, que P3 es un punto racional de orden 3.

Asi, como P, = (0,0) es un punto de orden 2, se tiene que P = P53+ P,
sera un punto racional de orden 6, y por las férmulas dadas para la ley
interna de la curva, se tiene:

2¢a+¢| — 0> 9
= 5¢? + dac.
Esto finaliza la prueba del tercer apartado.

. Supongamos que Tor(E(Q)) = Z/12Z. Entonces, la curva tiene un
punto P de orden 12. Asi, 2P tiene orden 6. Por el tercer apartado se
tendra z(2P) = 5c? + 4ac, y ademés serdn

m = a? +2ac+b°D, n=2(a+c), a’-b’D=c?
con a,b,c € Z\ {0} y med(a,b,c) = 1.
Sabemos ahora que
M=m+nVD = (a+c+b/D)? -,
N=m-nVD = (a+c-bVD)? - ¢,
y por la proposicién,

z(2P) = 5c% + 4ac,
z(2P)+ M = de(a+c)+(a+c+bv/D)?,
(2P)+ N = 4c(a+c)+ (a+c—bvVD)?

estdn en K2. Pero, por la férmula de duplicacién

por tanto,
2(2P) = 5¢* + dac = v?, 4c(a+c) + (a+c+bVD)? = (v +wvVD)?,
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con u,v,w € Z. Es decir,
dcla+c)+(a+c)®?+b6*°D=v*+w?D, (a+c)b=ow,
siendo a, b, c como en el tercer apartado y u,v,w € Z \ {0}.
A partir de las expresiones que acabamos de obtener, se puede escribir
m = a? 4 2ac+ b*D = v? — u? + w?D,

= 2ab(a + ¢) = 2vw,

y ademads, se puede comprobar que u, v y w verifican la siguiente
relacion:

3(v? — w?D)* — 4u?(v? — w?D)?(v? + w?D) — 16u*v*w?D = 0.

Reciprocamente, supongamos que la curva E satisface las condiciones
del cuarto apartado. Entonces, también tendrd las condiciones del ter-
cer apartado, es decir, la curva tiene un punto racional Py de orden 6
con z(Ps) = 5c? + 4ac = u?.

Mediante un procedimiento similar al usado en la demostraciéon del
segundo apartado, podemos llegar ahora a que la curva tiene un punto
P de orden 12. La primera coordenada de dicho punto z = z(P)
satisface la ecuacién

zt — 4u?z® — ha? — 4ulex + €2 =0,

donde
h = 2((v* — w?D)? + 2u*(v? + w?D) — 3u?),

e = (v = w?D)? +ut — 2u*(v® + w?D).

Usando las condiciones que tenemos sobre la curva F, y haciendo al-
gunos calculos, la ecuacién anterior queda de la siguiente manera:

((x — u?)? — (2u*(v? + WD) — (v* — w?D)?))? = 4(v* — w?D)*z>.
De esto, podemos obtener la solucién entera.
= (u-+v)?—w?D,

y sustituyendo en la curva se obtiene y = y(P) € Z.

Por tanto, hemos encontrado un punto Pj, € Tor(E(Q)) con z(Pr2) =
(u 4+ v)? — w?D, lo que concluye la prueba del cuarto apartado.
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5. Supongamos que Tor(E(Q)) = Z/10Z y sea P un punto racional de
orden 5. Tenemos que z(4P) = z(P) y z(2P) # z(P).

Usando la férmula de duplicacion podemos obtener

m = 2s(s+u) —v®, n=2st,

(s+u)? -0 =D, (u+v)(u—v)?=4uvs,
con u,v, s,t € Z\ {0}.

Reciprocamente, supongamos que la curva E satisface las condiciones
del quinto apartado. Entonces, encontramos un punto racional P5 de
orden 5 tal que:

(Ps) = u?, y(P;) = tu(u® — v* + 2us).

Por tanto, si P, = (0,0), se tiene que P, + Ps = Pjp es un punto de
orden 10, y usando las férmulas dadas para la ley interna se obtiene:

z(Pyo) = 2v% + 4vs — 2,
lo que termina la prueba del quinto apartado.

6. Como tenemos una curva eliptica que sélo tiene un punto racional de
orden 2, porque f(X) sélo tiene una raiz racional, por el teorema de
Mazur, si no se da ninguno de los cinco casos anteriores, sélo queda
una opcién: Tor(E(Q)) = Z/2Z.

Ademsés, el dnico punto de orden 2 es (0, 0), lo que prueba que z(P;) =
0, finalizando asf la demostracién del teorema. Q.£.D.

Observacién.— Las técnicas empleadas en las dos primeras secciones de
este capitulo no son aplicables al caso de torsién ciclica de orden impar,
por no poderse utilizar la proposicién que hemos venido usando hasta ahora.
Tendremos entonces que buscar otra manera de llegar a ecuaciones diofénticas
que caractericen la torsién racional.

III.C. Torsién racional ciclica de orden 3

A partir de ahora, y hasta el final del capitulo, vamos a trabajar con curvas
elipticas que no tienen puntos racionales de orden 2, es decir, con curvas
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elipticas cuyos grupos de torsién son ciclicos de orden impar. Trataremos
con estas curvas mediante su ecuacién en forma breve de Weierstrass.

Observacién.— Si una curva eliptica E dada no tiene puntos de orden 2,
y tiene algin punto de orden 3, por el teorema de Mazur, sabemos que o
bien Tor(E(Q)) = Z/3Z, o bien Tor(E(Q)) = Z/9Z. Luego, si dicha curva
no cumple las condiciones que daremos en la seccién IIL.F. para que en ella
haya puntos de orden 9, la curva tendra torsién racional ciclica de orden 3.

En el siguiente teorema vamos a caracterizar, mediante ecuaciones
diofanticas, los coeficientes de las curvas elipticas en forma breve de Weier-
strass que tienen algin punto racional de orden 3 y no tienen puntos
racionales de orden 2.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacion
Y?= X34+ AX +Bcon A,B€Z,

tal que z° + Az + B # 0, Vz € Q.
Entonces, E tiene algin punto racional de orden 3 si y sélo si

A=2Tm* +6nm, B=n?—27m5,

con m,n € Z tales que n # —9m?3 y n? # 27mS.

Ademss, si se cumplen estas condiciones, los puntos P = (3m?2,9m? + n)
y —P = (3m?%, —(9m3 +n)) son los tnicos puntos racionales de orden 3 en la
curva E.

Demostracién.— Sabemos que un punto (z,y) € E(Q) es de orden 3 si
y sélo si
VUs(z) = 32* + 642 + 12Bx — A% =0,

Si fuera z = 0, tendria que ser A = 0 para que z anulara a ¥3(X), y
B = n? con n € Q para que el punto esté en la curva (este es el caso m = 0).

Visto este caso, supongamos z # 0. Dividiendo entonces ¥3(x) por z*

tenemos 5
6A 12B A _
Sttt \e) =0

que es una cénicaen X = A/z? e Y = B/z?,

3+6X +12Y — X*=0.
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Esta cénica es una pardbola de vértice (3,—1) y eje X = 3. Por tanto,
cortando la recta Y = 0, con las rectas que unen el punto (3, —1) con puntos
(X,Y) de la pardbola, obtenemos puntos de la forma (¢, 0), lo que nos permite
dar la siguiente parametrizacién de la cénica

3(t+1)
YT Tw
—t* + 6t +3
Y = T—3p teQ\{3}.

Asi podemos parametrizar ¥3(z) = 0 de la forma

é _ 3(t+1)

2 t—3

B —t24+6t+3

—_ = — 3t

Llamando t = p/q con p, q € Z tales que med(p,q) = 1,¢ #0,p~3q # 0,

se tiene 0
A _3(pp+q B _ —p*+6pg+3g

2 p—3¢ =3 (p — 3qg)?
Y si lamamos u =p — 3¢, resultap=u+3q, p+g=u-+4q, y —p?+
6pq + 3¢% = 12¢® — u?. Es decir,

A 3u+4q) B _ 12¢* -

? 3

x? u z3 u?
con u,q € Z\ {0} y med(u,q) = 1.

Tenemos entonces

2 _ 2
A=3(u+4q)x2, B=12q u® 3

u u? ’

por tanto, como (z,y) € E(Q), aunque en realidad z,y € Z por ser un punto
de orden finito, serd y% = x® + Az + B, y sustituyendo A y B resulta

3(u+4 12¢% — u?
y? =13+ (ut49) o, 120 =
U Uu

de donde, operando se tiene



es decir,

= (LY,

u
luego, = ha de ser de la forma z = 3m? con m € Z.

Entonces, volviendo a la expresién de y? tendremos

= (LY g,

de donde

2 18m?
y = £9m? (%) =i<9m3+ 87: q) € Z.

Asi, ha de ser 18m3q/u € Z, y como med(u, q) = 1 serd 18m*/u = r con
r € Z. Es decir y = £(9m> +rq) con r,q,m € Z.

Volviendo a las expresiones de A y B podemos escribir ahora

4
M = 27m* + 6rgm,

3 4
A= (“—Zi)(?mﬁ)? =2Tm* +
_12¢2 —u?
T E

B

213 18m® 22 6 2 2 6
(3m*)° = " q° —2Tm® =r°q* — 27Tm".

Llamando n = gr, en resumen, tenemos que si (z,y) es un punto de orden
3 en la curva Y2 = X3 + AX + B, entonces existen m,n € Z con

A=2Tm* +6nm, B=n?—2Tm°,
y el punto (z,y) tendrd coordenadas
z=3m?, y=+(9m®+n).
Reciprocamente, €l punto (3m?,£(9m?® + n)) es de orden 3 en la curva

Y2 = X3+ (2Tm* + 6nm)X + (n? — 27m$), ya que verifica la ecuacién de la
curva y 3m? anula U3(X). Q.£.D.

Observacién.— Ha de ser n 3 —9m? para que y # 0 y el punto no sea de
orden 2. Ademés n? # 27m®, para que B # 0, ya que en caso contrario la
curva tendria el punto (0,0) de orden 2.

Observaciéon.— Estudiemos varios casos particulares:
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(a) m = 0. En este caso son A =0, B=n?, =0, y = £n, y tenemos
las curvas E : Y2 = X3 4+ n?, donde los puntos (0, +n) son de orden 3. Por
otra parte, el discriminante de esta curva es A = —27n4, luego VA ¢ Q.

(b) 2n = —9m?. Este es el otro caso en el que A = 0. Ademds se
tiene B = n? — 2Tm®, z = 3m?, e y = +(—n), luego las curvas de ecuacién
Y? = X3 + n? — 27m5 tienen los puntos (3m?2, Fn) que son de orden 3. El
discriminante es A = —5 - 3%m12, por tanto VA ¢ Q.

(c) n = 0. En este caso, A = 27Tm*, B = —2Tm8, z = 3m?, y = £9Im?,
y tenemos las curvas E : Y? = X3 4+ 27Tm*X — 27m5, donde los puntos
(3m?,+9m3) son de orden 3. El discriminante es A = —5 - 3%m!?, luego
VA ¢ Q.

(d) n = —6m?®. Ahora son A = —9m?, B = 9mS, z = 3m?, y = +3m?,
y las curvas F : Y2 = X% — 9m*X + 9mS tienen los puntos (3m?, £3m?)
de orden 3. Ahora el discriminante resulta A = 729m'2, por tanto, VA =
27m8 € Q.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica de ecuacién
Y?=X34+39X — 23,

comprobamos que no tiene puntos de orden 2, por ser x> + 39z — 23 # 0
Vz € Q. Para ver si tiene algin punto racional de orden 3, planteamos el
sistema de ecuaciones
39 = 27m*+6nm,
—23 = n?—27Tmb,

que tiene, por ejemplo, la solucién entera {m = 1,n = 2}. Por tanto, en
la curva tenemos los puntos P = (3,11) y —P = (3,—11) de orden 3. En
principio, Tor(E(Q)) puede ser Z/3Z 6 Z/9Z.

Observacién.— Haciendo p = m y ¢3 = n, podemos escribir de forma ho-
mogénea los coeficientes de una curva eliptica en forma breve de Weierstrass
que tiene algin punto racional de orden 3, resultando su ecuacién:

Y%= X°+ (27p" + 6p¢®) X + (¢° — 270°);
pero no siempre vamos a encontrar p y g enteros verificando

27p* + 6pg® = A,
q® —27°% = B.

Por ejemplo, sabemos que la curva Y? = X3 + 39X — 23, tiene el punto

P = (3,11) de orden 3, sin embargo, no existen dos enteros p y ¢ tales que
27p* + 6pg® = 39 y ¢ — 27p® = —23.
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III.D. Torsidon racional ciclica de orden 5

Si una curva eliptica F dada no tiene puntos racionales de orden 2, y tiene
algin punto racional de orden 5, por el teorema de Mazur, sabemos que

Tor(E(Q)) = Z/5Z.

Vamos ahora a caracterizar, mediante ecuaciones diofanticas, los coefi-
cientes de las curvas elipticas en forma breve de Weierstrass cuya torsion
racional es ciclica de orden 5.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y2=X*+AX +Bcon A, BeZ,

tal que 23 + Az + B # 0, Vz € Q.
Entonces, E tiene torsién racional ciclica de orden 5 si y sélo si

A = —2?2—zv—1v2+ (z —v)s,
1
B = —Z(x + v) (=322 + 2zv — 3v% + 2(z — v)s),
2 = (2z+v)(z + ),
r? = 3z+2s+ 3.

con z,v, 8,7 € Z tales que x # v.
Ademass, si se cumplen estas condiciones, existird un entero ¢ tal que
t? = 32 — 25 4+ 3v, y los puntos racionales de orden 5 de la curva E serén

P = (z,(z —v)r/2), 2P = (v,(z—0)t/2),
3P = (v,—(z—v)t/2), 4P = (z,—(z —v)r/2).

Demostracion.— La prueba de que las condiciones del teorema son su-
ficientes para que la curva tenga puntos de orden 5 es una simple compro-
bacién. Supongamos que se verifican dichas condiciones.

Primero, si sustituimos en la ecuacién de la curva X por z, y Ay B por
sus expresiones dadas en el enunciado, obtenemos

1
Y = §(x - v)V3z + 25 + 3v,
y como suponemos que existe r € Z con % = 3z + 25 + 3v, tenemos que
P = (z,(z —v)r/2) € E(Q).

Ahora, para comprobar que este punto es de orden 5, podemos sustituir
s por /(2z + v)(z + 2v) en las expresiones dadas para A y B, y éstas, ya
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unicamente en funcién de z y v, las sustituimos primero en la férmula de
duplicacién del punto P,
z? —2Ax? — 8Bz + A?
4(z8 + Az + B)

comprobando que al simplificar se obtiene v, y después, las sustituimos en la
férmula de duplicacién del punto 2P,
v* — 24v? — 8By + A?
4(v®¥+ Av+B)

comprobando ahora que al simplificar resulta z. Esto prueba que z(4P) =
z = z(P), es decir, como suponiamos z # v, esto prueba que la curva tiene

el punto racional P de orden 5, y como no habia puntos de orden 2, se tiene
que Tor(E(Q)) = Z/5Z.

Demostraremos ahora que las condiciones del teorema son necesarias.

Sea P = (z,y) € E(Q) un punto de orden 5, entonces se tiene que
4P = —P. Si llamamos v a z(2P), para que se cumpla esta igualdad es
necesario que z(4P) = z y v # z. As{, por la férmula de duplicacién tenemos

zt —2Az*> —-8Br + A* ;
4(z3 + Az + B) -

v — 24v? — 8Bv + A?
4(v® + Av + B)

= .

Buscamos las soluciones de este sistema de ecuaciones en el que x y v son
enteros y distintos, y obtenemos la siguiente solucién general:

{x:x, v=uv, A=A, B:j-}(m+v)(:c2—4x'v+v2—2A)},

conz,v, A € Zy Araiz de Z2+ (222 +2xv+20?) Z —z* + 230+ 9z2%0? + 203 — vt
Como el discriminante de este polinomio de segundo grado en Z es
A = 4(z —v)*(2z +v)(z + 2v),
para que A y B sean enteros, debe existir s € Z con
s> = (2z +v)(z + 2v),

y asi tendremos vA = +2(z — v)s. Para simplificar la notacién, vamos a
elegir la rafz positiva de s?. Observemos que si tomaramos la raiz negativa,
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los papeles de z y v se intercambiarfan, como se puede comprobar a simple
vista a partir de las férmulas del enunciado; pero este intercambio no tendria
ninguna repercusioén en el grupo de torsién, ya que en este caso llamariamos
P a quien antes era 2P y viceversa.

Por tanto, con VA = (z — v)s, resultan

A= -z —zv -2+ (z —v)s,

1
B= —Z(x + v)(=32% + 2zv — 3v? 4+ 2(z — v)s).
Para hallar la segunda coordenada de P, sustituimos z = z(P) en la
ecuacion de la curva y tenemos

1
y? = 2?4 (=22 —gv—0? + (z—v)s)z — Z(m+v)(—3x2 +2zv—3v* +2(z —v)s),

es decir, simplificando,

1 ,
y? = Z(x —0)*(3z + 2s + 3v).

Como partimos de un punto P = (z,y) € E(Q) de orden 5, esto obliga a que

exista 7 € Z tal que r? = 3z + 2s + 3v, lo que finaliza la prueba de que las

condiciones del teorema son necesarias.

Ademss, al suponer que P = (z,y) € E(Q), se tiene que también 2P €
E(Q), y como v = z(2P), sustituyendo en la ecuacién de la curva resulta
que la segunda coordenada de 2P es v/3z — 2s + 3v(z — v)/2, luego, también
debe existir t € Z tal que t? = 3z — 2s + 3v, como querfamos probar.

Podemos afirmar ahora que, con las condiciones necesarias para que la
curva tenga algin punto racional de orden 5, su grupo de torsién resulta:

{0, P, 2P, 3P, 4P},

siendo
P = (z,(zx—v)r/2),
2P = (v,(z—0)t/2),
3P = (v,—(z—v)t/2),
4P = (z,—(z —v)r/2).
Q.£.D.

Ejemplo.— Aunque ya hemos demostrado la necesidad de que exista r € Z
tal que 2 = 3z + 2s + 3v, vamos a dar un ejemplo en el que esto no se
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verifica, y comprobaremos que, aunque se cumplen las demés condiciones del
teorema, no hay puntos racionales de orden 5 en la curva. Dados los enteros
z=4yv=—14, se tiene

(22 +v)(x + 20) = (—6) - (—24) = 12%
2 —zv—vi+(z—v)-12 = 60,
1

—Z(m + v)(—32? + 2zv — 30* + 2(z — ) - 12) ~790,

pero, 3z+42-124+3v = —6 no es el cuadrado de ningin entero. Si consideramos
ahora la curva de ecuacién Y? = X3 4+ 60X — 790, y sustituimos X por 4,
resulta Y? = —486, por tanto, no hay ningtin punto racional en la curva cuya
primera coordenada sea z = 4; es m4s, el grupo de torsién racional de esta
curva eliptica es trivial, {O}.

Observacién.— Vamos a fijarnos en un aspecto practico consecuencia de las
expresiones conseguidas para los coeficientes A y B de la curva.

Si observamos la expresién de A(z,v,s) = —z? — zv — v* + (z — v)s,

vemos que es una forma cuadratica ternaria, que ademés podemos expresar,
completando cuadrados, como

v 8\2 v 8\2
Az,v,8) = — (a:+——§> +s2—3(—+—) :
es decir, tras un cambio lineal,
A(zy,v1,81) = —23 + 07 — 3sT.

Asi, dada una curva eliptica Y2 = X3 + AX + B con Ay B enteros, para
ver si su torsién racional es Z/5Z, lo primero que podemos hacer es buscar
soluciones enteras de la ecuacién —z?+v-3s? = A. Esto liga este problema al
de la representacién de un nimero entero por una forma cuadritica ternaria.
Este problema estd en constante progreso desde hace siglos, y este nuevo
enfoque puede resultar interesante; pero nosotros no lo seguiremos en esta
memoria.

En lugar de ello, para caracterizar las curvas elipticas cuya torsién
racional es ciclica de orden 5, vamos a buscar ahora unas ecuaciones
diofanticas més sencillas, llamadas ecuaciones de Thue, aunque esto suponga
un aumento en el grado en las expresiones que nos dan A y B.

Definicién.— Una ecuacién de Thue es una ecuacién diofantica del tipo
F(p,q) = m, donde F(p,q) € Z[p,q] es una forma binaria irreducible de
grado n > 3 y m es un entero dado.
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Observacién.— En 1909, Thue [37] prob6 que este tipo de ecuaciones tiene
sélo una cantidad finita de soluciones, y bastante més tarde, en los afios
sesenta, Baker [1, 26] dio un algoritmo tedrico para encontrar las soluciones
de dichas ecuaciones. Posteriormente, ya en 1989, Tzanakis y de Weger
[38, 36] combinaron las técnicas computacionales de aproximacién diofantica
con la teoria de Baker, para dar un algoritmo préctico general que resuelve
ecuaciones de Thue.

Por otra parte, Bombieri y Schmidt [4, 36] en 1987 dieron el siguiente
resultado: Sim tiene t factores primos, el nimero de soluciones de la ecuacién
|F(p,q)] = m es, a lo sumo, cnt*!, donde n es el grado de F y ¢ es una
constante positiva.

Vamos entonces a caracterizar las curvas elipticas cuya torsién racional
es ciclica de orden 5, mediante ecuaciones de Thue.

Observacion.— Podemos suponer que los coeficientes A y B de una curva
eliptica de ecuacién Y2 = X3 4+ AX + B, son enteros verificando que no
existe k € Z tal que k* divida a A y k® divida a B. Ya que, en caso contrario,
mediante el cambio

X — kX, Y +— k%,

conseguimos que los coeficientes de la curva verifiquen dicha propiedad.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacion
Y?2=X3+AX + B,

siendo A, B € Z con 3 + Az + B # 0, Vz € Q, y tales que no existe k € Z
tal que k* divida a A y k8 divida a B.
Entonces, E tiene torsién racional ciclica de orden 5 si y sélo si

A = —27(¢* - 12¢°p + 14¢%p? + 12p%q + p*),
B = 54(p* + ¢*)(q* — 18¢3p + T4q*p® + 18p%¢ + pY),

con p,q € Z tales que med(p,q) =1y pg # 0.
Ademas los puntos racionales de orden 5 de la curva E son

P = (3(p* - 6pq + ¢%),108p%q),
2P = (3(p* +6pqg + ¢%), 108pq?),
3P = (3(p*+6pq + ¢*), —108pq?),
4P = (3(p®— 6pg + ¢*), —108p°q).
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Demostracién.— Por el teorema anterior, sabemos que si Tor(E(Q)) =
Z/5Z, los coeficientes de la curva son A = A(z,v,s) y B = B(z,v,s) con
s = (2r + v)(z + 2v). Por otra parte, como vimos en la seccién L.G., la
curva eliptica de ecuacién Y2 = X3+ A(z,v, s)X + B(z,v, s) tiene un punto
de orden 5 si y sélo si esta ecuacién es equivalente a la forma normal de
Weierstrass de una curva en forma normal de Tate con ecuacién

Y2 - aXY —aY = X% — aX?

donde a € Q.
La forma normal de Weierstrass de esta curvaes Y2 = X3+ A(a) X +B(«),
siendo
A(q) = =27 — 324a — 3782 + 324a° — 270,

B(a) = 54 + 9720 + 405002 + 40500 — 9720° + 5408,

y serd equivalente a la forma normal de Weierstrass dada si y sélo si existe
u € Q tal que
Alz,v,8) A B(z,v,s) o5
Ala) ~  B(a)
Buscando parametrizaciones sencillas, a partir de estas relaciones hemos
calculado bases de Grobner con distintos érdenes lexicogréficos, como es ha-
bitual en teoria de eliminacién, obteniendo los siguientes resultados:

r = 3u?(a?—-6a+1),
v = 3ui(a®+6a+1),
s = —9u%(a?-1);

con u, o € Q. (También si z y v intercambian sus expresiones, pero esto
daria las mismas A y B como se puede comprobar.)

Al ser x, v y s enteros, vamos a escribir u = u;/us, a = p/q, siendo
Uy, U2, P, ¢ € Z, con med(p,q) = 1 = med(uy,ug), y vamos a estudiar las
posibilidades de w3, uz, p y q.

Sabemos que z = z(P) € Z. Veamos que esto implica que ¢ divide a u;.
Sustituyendo u = u1/us ¥ « =p/q en z, y desarrollando se tiene:

Comprobemos que med(p? — 6pg + ¢2,¢%) = 1, y asi, ¢® debe dividir a 3u2.
Razonemos por reduccién al absurdo. Si existe m primo tal que m divide
a ¢®y a (p* — 6pg + ¢?), entonces existe m primo que divide a ¢ y a (p® +
q(—6p + q)), por tanto, existird m primo divisor de ¢ y p?, lo que contradice
que mcd(p,q) = 1.
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Falta comprobar que si ¢ divide a 3u?, entonces ¢ divide a u;, como
queriamos ver. Para ello distinguimos dos casos: que ¢ sea multiplo de 3,
o que no lo sea. El segundo caso es trivial, veamos el primero. Escribimos
q = 3"q;, no siendo ¢; miltiplo de 3, y tendremos que 3?r¢? divide a 3u?, por
tanto, 32142 divide a u2. Por una parte se tiene que 3* ! es divisor de u7,
de donde se tiene que 3" divide a u;, y por otra parte, ¢? divide a u}, y asf
g1 es divisor uq, por tanto, 3"q; = ¢ divide a u;.

Llamando k a u;/q y sustituyendo las expresiones obtenidas para z, v y
s en A(z,v,s) y B(z,v,s), conseguimos
A = —27(k/uz)*(¢* — 12¢°p + 14¢%p* + 12pq + p*),
B = 54(k/up)°(p* + ¢*)(¢" — 18¢°p + T4g’p® + 18p°q + p*).
Demostremos ahora que uy = 1. Tenemos

L@ —bpg+e’) K +opate?) 9K —7)

3 )
u2 ’ u3 u3

y, como mcd(k,uz) = 1, para que x, v y s sean enteros, uj debe dividir a
3(p® — 6pg + ¢%), 3(p* + 6pq + ¢%) y 9(p* — ¢*). Sumando las dos primeras
expresiones, se tiene que

u2 divide a 6(p® + ¢%), (1)
u? divide a 9(p* — ¢°). - (2)
Vamos a distinguir varios casos.

~ Si 2y 3 no dividen a u,. Por (1) se tiene que uZ divide a p® + q%, y por
(2), u2 divide a p? — ¢%. Sumando estas dos expresiones, resulta que uj
divide a 2p?, y restandolas u2 divide a 2¢*>. Como 2 no divide a us, se

tiene que u, divide a p y g, es decir, uz = 1.

- Si 2 divide a uy, 3 no divide a uy y 2 # up. Llamando u; = 2uj, con
uy # 1, por (2) tenemos que u2 divide a p? — g2, y por tanto, que (uj)?
divide a p? — g%. Por otra parte, por (1) se tiene que u2 = 4(uj)? divide
a 6(p>+¢?), y como 3 no divide a uy, resulta que (u4)?® divide a p® +¢>.
Sumando ahora las dos expresiones obtenidas, tenemos que uj divide a
p ¥ q, lo que contradice que uj # 1.

- Si 2 no divide a uy, 3 divide a up ¥ 3 # up. Llamando uy = 3uy, con
w, # 1, por (2) tenemos que uj = 9(up)? divide a 9(p* — ¢%), y por
tanto, que (u})? divide a p* — ¢%. Ahora por (1), uj = 9(uy)? divide a
6(p? + ¢2), y por tanto, como 2 no divide a uy, resulta que (up)? divide
a p* + ¢%. Sumando y restando las expresiones obtenidas se tiene de
nuevo contradiccién con que us, divide apy ¢, y uj # 1.
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- Si 2 divide a uq, 3 divide a uy y 6 # uy. Llamando u, = 6uj, con uy # 1,
por (2) tenemos que uZ = 36(u})? divide a 9(p? — ¢2), y por tanto, que
(uh)? divide a p® — ¢2. Por otra parte, por (1) se tiene que u3 = 36(uj)
divide a 6(p? + ¢2), y por tanto, (uy)? divide a p* + ¢g*. Ahora volvemos
a repetir el razonamiento anterior para llegar a la misma contradiccién.

- Siuy = 2. Como B = 54(k/uy)(p? + ¢%)(¢* — 18¢°p + 74¢*p? + 18p°q +
p*) € Z, sustituyendo uy por 2, como med(k, ug) = 1, tendria que ser
(27/2%)(p? + ¢2)(¢* — 18¢°p + T4q?p® + 18p3q + p*) entero, es decir, serfa
(p? + ¢®)(q* — 18¢%p + T4¢*p* + 18p®q + p*) = 0 (mod 32). Pero si
comprobamos todas las posibilidades para p y ¢ primos entre si, vemos
que en ningln caso, se obtiene solucién para esta ecuacién médulo 32.
Por tanto, no puede ser us = 2.

- Siuy = 3. Como z = 3(k/us)%(p* — 6pq + ¢°) € Z, sustituyendo uy por
3, como med(k, ug) = 1, tendria que ser (1/3)(p* — 6pg + ¢*) entero, es
decir, serfa (p? — 6pg+¢?) = 0 (mod 3). Comprobando todas las posi-
bilidades para p y g primos entre si, vemos que no se obtiene solucién
para esta congruencia. Es decir, no puede ser up = 3.

- Siug = 6. Como z = 3(k/us)%(p*—6pg+¢?*) € Z, sustituyendo uy por 6,
debe ser 2 (p%—6pg+g¢?) entero, es decir, (p* —6pg+¢*) =0 (mod 12).
Comprobando de nuevo todas las posibilidades para p y ¢ primos entre
si, vemos que no se obtiene solucién para esta congruencia. Es decir,
no puede ser uy = 6.

Esto termina la prueba de que us = 1.

Resumiendo, hemos probado que si una curva eliptica de ecuacién Y2 =
X3+ AX 4+ B con A, B € Z, tiene un punto racional P = (z,y) de orden 5,
entonces tiene coeficientes de la forma A = —z% — zv — v? + (z — v)s, B =
—(1/4)(z + v)(—322 + 2zv — 3v% + 2(z — v)s), con

z = 3k*(p’ - 6pg+ %),
v o= 3k(p* +6pg + %),
s = 9K(p* - ¢%);

siendo k, p, ¢ € Z y med(p, q) = 1. Sustituyendo estas expresiones en las de
Ay B, hemos probado que los coeficientes de una curva eliptica, en forma
breve de Weierstrass, con grupo de torsién racional de orden 5 deben ser

A = =27k*q* - 12¢%p + 14¢%p* + 12p%q + p*),
B = 54kS(p® + ¢%)(q* — 18¢°p + T4g2p? + 18pq + p%),
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y como suponiamos que no existe k € Z tal que k* divida a A y k® divida a
B, debe ser k = 1. Por tanto, podemos afirmar que los coeficientes de dicha
curva seran

A = Alp,q) = —27(¢" — 12¢°p + 14¢°p° + 12p°q + p*),

B = B(p,q) = 54(p" + ¢*)(¢* — 18¢°p + T4¢*p” + 18p’q + p*),

y como z = z(P) y v = z(2P), sustituyendo en la ecuacién de la curva y
haciendo los célculos para y(P) ,y(2P) ,y(3P) = —y(2P), y(4P) = —y(P),
podemos dar su grupo de torsién racional:

{0, P, 2P, 3P, 4P},

siendo
P = (3(p* — 6pg + ¢*),108p%q),
2P = (3(p®+ 6pq + ¢%), 108pg?),
3P = (3(p* +6pq + ¢%), —108pg?),
4P = (3(p* — 6pg+ ¢*), —108pq),

Reciprocamente, es facil ver que si una curva eliptica tiene coeficientes
A= A(p,q) y B = B(p, q), entonces su torsién es ciclica de orden 5, sin més
que comprobar que el punto P = (3(p® — 6pq + ¢?), 108p?q) esté en la curva
y es de orden 5. Q.£.D.

Observacién.— En sentido estricto, sélo la ecuacién de A es de Thue, dado
que la de B est4 dada por una forma reducible. Formalmente, B se debe ex-
presar como la solucién a un conjunto de sistemas de Thue, correspondiendo
a las factorizaciones posibles B = B B,.

Observacién.— Se puede comprobar que, con las expresiones obtenidas en
este teorema, 3z + 25+ 3v es el cuadrado de un entero, como debia ser segin
el primer teorema de esta seccién, ya que

3z +25+3v = 3-3(p® — 6pg+¢°) +2-9(p* — ¢%) + 3 - 3(p* + 6pg + ¢%) = 36p°.

Asi, en la préctica, dada una curva eliptica Y2 = X® + AX + B con
A,B € Z tales que no existe k € Z verificando que k* divida a A y k®
divida a B, para saber si tiene torsién racional ciclica de orden 5, tendriamos
que resolver el sistema formado por las ecuaciones de Thue A(p,q) = A,

B(p,q) = B.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica de ecuacién Y2 = X3 — 27X + 55350,
planteamos el sistema diofantico

—27 = —27(¢* - 12¢°p + 14¢°p” + 12p%q +p*),
55350 = 54(p% + ¢2)(q* — 18¢%p + T4q%p* + 18p%q + p*),
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y hallamos sus soluciones, obteniendo {p = 2,¢ = -1}, {p = —1,¢ =
-2}, {p = 1,9 = 2} y {p = —2,q = 1}. Por tanto, el hecho de que exis-
ta solucién entera para este sistema de ecuaciones de Thue, implica que la
curva dada tiene torsién racional Z/5Z y, sustituyendo cualquiera de estas
soluciones (por ejemplo p =1, ¢ = 2) en las expresiones dadas en el teorema
anterior, podemos afirmar que los puntos racionales de torsién de la curva
son:

{o, P = (—21,216), 2P = (51,432), 3P = (51,—432), 4P = (—21, —216)}.

Observacién.— Podemos comprobar que las expresiones A(p, q) y B(p, q) se
pueden obtener directamente a partir de A(a) y B(a), sin més que sustituir
por p/q. Pero con el teorema anterior, no sélo hemos conseguido expresiones
para A y B, hemos conseguido expresiones que nos llevan a ecuaciones de
Thue y, ademas, tenemos las coordenadas de los puntos racionales de torsién
en funcién de p y q.

II1.E. Torsidon racional ciclica de orden 7

Para que una curva eliptica E, que no tiene puntos racionales de orden 2,
tenga Tor(E(Q)) = Z/7Z, segin Mazur, es necesario y suficiente que tenga
algiin punto racional de orden 7.

Vamos a caracterizar en esta seccién, también mediante ecuaciones
diofanticas, los coeficientes de las curvas elipticas en forma breve de Weier-
strass cuya torsion racional es ciclica de orden 7.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y2=X*+AX+Bcon A BeZ,

tal que z° + Ax + B #0, Vz € Q.
Entonces, E tiene algin punto de orden 7 si y sélo si

A = —22 - —zv+s(z—v),
1
B —2(3:103 + 2%w + 3zv? — 2zvw + 20° + V2w + 25(x — v)(z + v)),
2 = (v+2z)(z+w+v),
0 = 32 —2w+zv—w? - 3vw+v2 - 2z — w)s,
r? = 3z+2+2s+w,

con z,v,w,s,r € Z tales que z,v y w son distintos dos a dos.
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Ademis, si se cumplen estas condiciones, existiran dos enteros h y k tales
que h? = 3z + 20+ w — 2s y k? = 4w? — 3wz? — 3v’w — 6zvw + dwzs —
4wvs + 3z + 3zv? — 2s2% + 20% 4+ 2502, y los puntos racionales de orden 7 de
la curva E seran

P = (1:7 (.’ﬁ - ’U)'I"/2),
2P = (v,(z—v)h/2),
3P = (w,k/2),
4P = (w,—k/2),
5P = (Ua —(CE - ’U)h/2),
6P = (z,—(z—v)r/2).

Demostraciéon.— Probemos que las condiciones del teorema son sufi-
cientes para que la curva tenga puntos de orden 7. Supongamos que se
verifican dichas condiciones.

Primero, si sustituimos en la ecuacién de la curva X por x,y Ay B por
sus expresiones dadas en el enunciado, obtenemos

1
Y=§(x——v)\/3x+2v+25+w,

y como suponemos que existe r € Z con r? = 3z + 2v + 25 + w, tenemos que
P = (z,(z —v)r/2) € E(Q).

Ahora, vamos a comprobar que este punto es de orden 7. Sustituimos
s por 1/(v +2z)(z +w + v) en las expresiones dadas para Ay B,y éstas,
ya Unicamente en funcién de z, v y w, las sustituimos en la férmula de
duplicacién del punto P,

z* — 2Ax% — 8Bz + A?

z(2P) = 4(z3 + Az +B)

comprobando que al simplificar se obtiene v.
Despusés, sustituimos las expresiones de A y B del enunciado en la férmula
de duplicacién del punto 2P,

vt — 2Av? — 8By + A?
4(v®+ Av+B)

z(4P) =

obteniendo
2 — 2zv — 2sx — 2w + $2

3x+2v+w—2s

z(4P) =

b
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y comprobamos que esto es w, viendo que el numerador de esta expresiéon
coindide con su denominador multiplicado por w, ya que

(2% — 2zv — 257 — 20w + §%) — wW(3T + 2V + w — 25) =

= (2% — 22v — 257 — 2vw + (v 4+ 22)(z + w + v)) — w3z + 2v + w — 2s) =
=322 — zw + v — w? — Jow + v — 2(x —w)s

y esta expresion es igual a 0 por hipdtesis.

Falta comprobar que z(3P) también es w. Usando las férmulas dadas para
la ley interna de la curva en el 1.B., podemos calcular la primera coordenada
de 3P en funcién de x,

z(3P) = (2° — 1242”7 — 96 Bz® + 304%2° — 24ABz* + (36A° + 48 B%)z®

+48A2Ba?® + (96 AB* + 9A")z + 8B(A® + 8B%))/
/(3z* + 6Az? + 12Bz — A?)?,

y, sustituyendo aqui las expresiones de A y B dadas en el enunciado, obtene-
mos una expresién en z,v,w y s con denominador d(z,v,w, s) y numerador
n(z,v,w, s) verificando

wd(z,v,w, s) — n(z,v,w,s) = (3zv + vw + v? + 22° + 2zw — §%)-

(—w?v + 4wz + 8wz? + 42 — Tvlz — 40® + 6swz + 10s2® — 6svw
~2svx — 8sv® — 5w + B’y — 45%0),

que es igual a 0, por serlo el primer factor, ya que
s = (v +22)(z +w +v) = 3zv + vw + v + 22% + 2zw.

Esto prueba que 2(3P) = w = z(4P), es decir, como suponiamos z, v y
w distintos dos a dos, esto prueba que la curva tiene el punto racional P de
orden 7, y como no habia puntos de orden 2, se tiene que E(Tor(Q)) = Z/7Z.

Demostremos ahora que las condiciones del teorema son necesarias.

Un punto P = (z,y) € E(Q) es de orden 7 si y sélo si 4P = —3P. Si
denotamos 2P = (v,t) y 3P = (w, 2), tendremos que P es de orden 7 si y
sblo si z(4P) = w y z, v y w son distintos dos a dos.

Por la férmula de duplicacién,

'~ 242° — 8Bz + A>
4(x3+ Az +B) v
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luego, tenemos la relacién:
Fi(z,v) = 2 — 242® — 8Bz + A* — 4(2® + Az + B)Ju = 0.

Como ya sabemos, la primera coordenada de 3P en funcién de la primera
coordenada de P resulta

w = z(3P) = (z° — 1242 — 96 Bz® + 30A%z° — 24 ABz* + (36 A% + 48 B?)2®
+48A%Bz® + (96AB* + 9A*)x + 8 B(A® + 8B%)) /(32 + 6 Ax® + 12Bz — A%)?,
por tanto, tenemos también la relacién

0= Fy(z,w) = z°—12A4z" — 96Bx® + 30A%25 — 24ABz*+
+(364% + 48B)z3 + 48A? Bz® + (96AB? + 9AYz
+8B(A3 + 8B?) — w(3z* + 6Az® + 12Bx — A?)2.

Con las férmulas de la suma de P = (z,y) y 2P = (v, t), conseguimos, de
otra manera, la primera coordenada de 3P,

—z% + vz + vl 4+ y? — 2ty — v3 + 12

z(3P) = T2 — 2zv 4 V2

Sustituyendo ¢ por su expresién en funcién de z e y, es decir, sustituyendo ¢
por y(2P) = —(27z% + 272*A — 36x%y? + 922 A% — 12Azy? + A3 + 8y*)/8v?,
queda

z(3P) = (135z1A* 4+ 5402543 4+ 121525 A% + 1458204 + 1822 A% — 2592y> Az”

—1296y2 A%z — 2492 A% — 2882°y2 A3 + 64vx?y® + 1728z y* A + 43222y* A®

+64v2xy® + 32y* A% — 384xy8 A + 216025y* + 729212 — 12162%y5 — 19444%2°
+A® — 64v3y° + 2569°) /64((2® — 2zv + v?)y®),

y sustituyendo y? por z® + Az + B, tenemos otra forma de expresar z(3P),
ahora en funcién de z y de v. Por tanto, igualando esta tltima expresién de
z(3P) a la primera expresién que tenfamos de w en funciénde z, obtenemos
una tercera relacién,

F3(z,v) =0,

donde F3(z,v) es un polinomio en z y v de grado 20 que tiene 139 términos.
Para conseguir una cuarta relacién, vamos a igualar dos formas de expre-
sar (4P). La primera de ellas viene de aplicar la férmula de duplicacién al
punto 2P,
v* —~ 24v? — 8By + A?

4(v®+ Av+B)

z(4P) = z(2(2P)) =
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y la segunda, de sumar P y 3P, es decir, de

—23 +wz? +wir +y? - 22y — wd + 22

z(4P) = z(P + 3P) = e

Si en esta segunda expresién sustituimos y por /(23 + Az + B) y z, es decir,
v/ (w® + Aw + B), por su expresién en funcién de z (conseguida al hallar la
segunda coordenada de 3P), resulta z(4P) en funcién de z y de w.

Asi, al igualar z(2(2P)) en funcién de v a esta ultima expresién de z(P +
3P) en funcién de z y w, conseguimos la cuarta relacién

F4(IL', v, ’LU) = 07

siendo Fy(z,v,w) un polinomio en z, v y w de grado 18 con 321 términos.

Queremos dar A y B en funcién de z, v y w. Para ello, calculamos una
base de Grobner del ideal generado por Fy, Fp, F5 y Fy, y conseguimos cinco
polinomios que formardn un sistema cuya solucién general es:

{x=a:, v=v, w=w, A=A,

1
B= Z(wa — 2zvw +viw + 2® — dvz® — v¥r — 2(v + x)A)},

con z,v,w,A € Z y A raiz del polinomio Z2 + (222 + 202 + 2vz)Z — z* +
vz — 223w + v3z + Svwr? + 62%? — viw.

Como el discriminante de este polinomio de segundo grado en Z es
A = 4(v +2z)(z — v)*(z + w + v),
para que A y B sean enteros, debe existir s € Z con
s* = (v+22)(z +w+v),
y as tendremos vA = +2(z — v)s, resultando
A=—z*—v* - zv+s(z~v),
B = 2(3333 + wx? + v’z + viw — 2zvw + 20° £ 2(v? — ?)s).

Para simplificar la notacién, vamos a elegir la rafz positiva de s2. Ob-
servemos que si tomaramos la raiz negativa, las expresiones que aparecen en
el enunciado del teorema serfan las mismas pero cambiando —s por s, lo que
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no tendria ninguna repercusién en el grupo de torsién racional de la curva,
que seguirfa teniendo los mismos puntos y con las mismas coordenadas.

Ahora, para imponer que el punto P = (z,y) sea de orden 7, es decir,
que 4P = —3P, se igualan z(3P) y z(4P), y se obtiene que A debe ser raiz
del polinomio

Z* + 6v(z +v)Z3 + (—82* + 152202 + 11v2® + 23v3z + 130*) 22

+(—24va® + 58v32® + 42v%z? — 6v2z? 4 425 + 240v°2 + 100°%)Z
—(z% + zv 4+ v*)(v° — 3v5z — 33v1z? — 200323 + 39v%z? — 1202° + 2°).

Como ya tenfamos la expresién A = —z2—v? —zv+s(z—v), al sustituirla

ahora en esta ecuacién de grado 4 debe dar 0. De esto conseguimos la relacién
122% — 16235 4 24vz® + 25%2? + 272202 — 24a%sv — s%zv — 12v%sz
+4zs3 + 15203 — 2035 + vt — st + 2530 — s%? = 0,
que podemos escribir de la forma
—s4+2(224+v) s+ (2z4v) (z —v)s2 —2(22+v)3s+3(z® + zv+v?) (22 +v)* = 0,
y sustituyendo s? por (v + 2z)(z 4+ w + v), debe ser
(22 +v)*(32% — zw + 2v — w? — Jvw +v* — 2(z — w)s) =0,

Veamos que ha de ser v # —2z y asi habremos llegado a la condicién
necesaria:

32% — zw + zv — w? — 3vw + v* — 2(z — w)s = 0.

Siv = —2z, entonces s = 0y z(4P) = z(5z+4w)/(w— ), por tanto, si P
es un punto de orden 7, serd z(4P) = w, es decir, z(5z +4w) —w(w —z) = 0.
Pero, la ecuacién 5z + S5zw — w? = 0 sélo tiene una solcuién racional:
{z = 0,w = 0}, que no es valida porque tenfa que ser z # w. Por tanto,
podemos suponer 2z + v # 0 como queriamos probar.

Resumiendo, por ahora tenemos

A = —x2 -0 —zv+s(z—v),
1
_Z(3I3 + 2w + 3z20? — 2zvw + 20° 4+ v*w + 2s(z — v)(z +v)),

s = (v+2z)(z+w+v),
= 32 — zw + zv — w? — 3vw + v? — 2(z — w)s.

v W
l

o
|
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Para hallar la segunda coordenada de P, sustituimos z = z(P) en la

ecuacion de la curva y tenemos
v = 2+ (2?2 -v?—av+s(z—v))z

1
+Z(3x3 + wz? + 30z 4+ v*w — 2zvw + 20° + 2(v? — 2%)s),

es decir

1
y? = Z(w —v)?(3z + 2v + 25 + w),

lo que obliga a que exista r € Z tal que
r? =3z + 20 + 25 + w,

y con esto finaliza la prueba de que las condiciones del teorema son necesarias.

Ademaés, al suponer que P = (z,y) € E(Q), se tiene que también 2P €
E(Q), y como v = z(2P), sustituyendo en la ecuacién de la curva resulta que
la segunda coordenada de 2P es v/3x + 2v +w — 2s(z — v)/2, luego, debe
existir h € Z tal que

h? = 3z + 2v + w — 2s.

Y, siguiendo el mismo razonamiento para 3P, debe existir k£ € Z tal que
k* = 4w3—3wx2—3v2w~6wi+4wx3——4wvs+3m3+3x02—23w2+2v3+23v2,

como queriamos probar.

Ahora podemos afirmar que, con las condiciones necesarias para que la
curva tenga algin punto racional de orden 7, su grupo de torsién racional
resulta:

{O,P, 2P, 3P, 4P, 5P, 6P},

siendo
P = (z,(z—v)r/2),
2P = (v,(z—v)h/2),
3P = (w,k/2),
AP = (w,—k/2),
5P = (v,—(z —v)h/2),
6P = (z,—(z—v)r/2)
Q.ED.

Observacién.— De las relaciones obtenidas para caracterizar los coeficientes
Ay B de una curva eliptica con torsién racional de orden 7, vemos que
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la expresién que da A es la misma que para curvas con torsién racional de
orden 5, aunque evidentemente con diferentes relaciones entre los pardmetros.
Esto significa que tenemos de nuevo que A es una forma cuadratica ternaria
equivalente a

A(zy,v1,81) = —22 + 07 — 357,

con las consecuencias practicas ya mencionadas en la seccién anterior.
Tal y como hicimos para el caso de orden 5, vamos a caracterizar ahora

las curvas elipticas cuya torsién racional es ciclica de orden 7, mediante ecua-
ciones de Thue.

Teorema.— Sea F una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y? =X+ AX + B,

siendo A, B € Z tales que 23 + Az + B # 0, Vz € Q, y tales que no existe
k € Z tal que k* divida a A y k® divida a B.
Entonces, E tiene torsién racional ciclica de orden 7 si y sélo si

A = —2Tk*(p* — pq + ¢*)(¢® + 5¢°p — 10¢*p* — 15¢°p® + 30¢°p*
—11¢p® + p%),

B = 54k5(p'? — 18p'tq + 117p'%¢? — 354p°¢® + 570p8q* — 486p7¢°
+273p¢° — 222p°¢" + 174p*q® — 46p°¢° — 15p°¢" + bpg™* + %),

con p,q € Z tales que med(p,q) =1, pg#0,p#qgy k=16 k=1/3.
Ademds, si se cumplen estas condiciones, los puntos de orden 7 de la
curva F son

P = (3k*(p* —6pq + 15p%¢® — 10pg® + ¢*), 108K3(p — 9)*pg?),
2P = (3k*(p* - 6p>q + 3p%¢® + 2pg® + ¢*), —108K*(p — q)p°¢®),
3P = (3K%(p* +6p°q — 9p°¢% + 2pg® + ¢*), —108K3(p — ¢)*p’q),
4P = (3k%*(p* + 6p’q — 9p%q* + 2pg® + ¢*), 108K3(p — ¢)*p%q),
5P = (3k*(p* — 6p°q + 3p%¢® + 2pg® + ¢*), 108k%(p — q)p*¢®),
6P = (3k*(p* — 6p3q + 15p°¢® — 10pg® + ¢*), —108K3(p — ¢)°pg®).

Demostracién.— Por el teorema probado anteriormente, sabemos que si
Tor(E(Q)) = Z/7Z, los coeficientes de la curva son

A= Az,v,s) = —z* - v* — zv + s(z — v),

B = B(z,v,w, s) = — (323 +2’w+3zv* —2z0vw+203 +0*w+2s(z—v) (z+v)) /4,
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con
s* = (v +22)(z + w +v).
0= 32% — gw + zv — w? — Jvw +v*> — 2(z — w)s.
Por otra parte, como también vimos en la seccién 1.G., la curva eliptica

de ecuacion
Y? = X3+ A(z,v,8)X + B(z,v,w, s)

tiene un punto de orden 7 si y sélo si esta ecuacién es equivalente a la forma
normal de Weierstrass de una curva en forma normal de Tate con ecuacién

Y24+ (1—ala—1)XY —a?(a—1)Y = X3 - o*(a - 1)X?,

donde o € Q.
La forma normal de Weierstrass de esta curvaes Y2 = X3+ A(a) X +B(a),
siendo

Ala) = —27(a? — a+1)(a® — 11a® + 30a* — 1503 — 10a? + 5o + 1),
B(a) 54 + 324 — 8100 — 2484a° — 2624407 + 30780a8 + 93960
+1474208 — 11988a° — 9720 + 54a!? + 6318a!? — 1911607,

y serd equivalente a la forma normal de Weierstrass dada si y sélo si existe
u € Q tal que
A(z,v,8) o B(z,v,w,s) 5
Al@ 7 Bl
A partir de estas relaciones, calculando de nuevo bases de Grobner, con-
seguimos las siguientes expresiones:

= 3u?(a* — 603 + 1502 — 10a + 1),
= 3u?(at - 60% +3a? + 2a + 1),
= 3u’(a* +60® — 9% + 2 + 1),
= 9u?(a? —a+1)(a®-3a+1).

w» & < 8

Sabemos que z, v, w y s son enteros, y vamos a escribir u = u; /u, a =
p/q, siendo uy, uy, p, g € Z, con med(p, ) = 1 = med(uy, up), para estudiar
las posibilidades de u;, us, p y q.

Sabemos que z = z(P) € Z. Veamos que esto implica que ¢* divide a u;.
Sustituyendo u = u; /uy y o =p/q en z, y desarrollando se tiene:

uf (p4 — 6p°q + 15p%¢> — 10pg® + q4) c7

2 4
Uj q

=3

De manera andloga a como razonamos en la seccién anterior, podemos com-
probar que med(p* —6p*q + 15p%¢% — 10pg® + ¢%, ¢*) = 1, y asi, ¢* debe dividir
a 3ul,
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Falta comprobar que si ¢* divide a 3u?, entonces ¢® divide a uy, como
querfamos ver. Para ello distinguimos dos casos: que g sea miiltiplo de 3,
o que no lo sea. El segundo caso es trivial, veamos el primero. Escribimos
g = 3"qy, con r > 1, no siendo ¢; miltiplo de 3, y tendremos que 3% g divide
a 3u?, por tanto, 3" ~!¢} divide a u?. Por una parte se tiene que 341 es
divisor de u2, de donde (al ser 2r < 4r — 1) se tiene que 3% divide a uy, y
por otra parte, ¢* divide a u?, y asi ¢? es divisor uy, por tanto, 3*'¢f = q°
divide a u;.

Llamando u3 a u;/q? y sustituyendo las expresiones obtenidas para z, v,
wy sen A(z,v,s) y B(z,v,w, s), conseguimos

A = —27(us/up)*(p? — pq + ¢°)(¢® + 5¢°p — 10¢*p* — 15¢°p° + 30¢°p*
—11gp° +p°),
B = b4(us/up)®(p'? — 18p'q + 117p'%2 — 354p°® + 570p%¢* — 486p"¢°
+273p6q6 _ 222p5q7 + 174p4q8 — 46p3q9 _ 15p2q10 + 6pq11 + q12).
Demostremos ahora que uy = 1 6 3. Tenemos

3u2(p* — 6pq + 15p%¢® — 10pg® + q*)
2
Uy

?

3ud(p* — 6p°q + 3p%¢® + 2pg® + ¢*)

vo= u%

v — 3ul(p? + 6p>q — 9p°¢® + 2pg® + ¢*)
— 2 ,

s = 9ud(p* — 4pq + 5p*q® — 4pg® + ¢*)

2
Uj

y, como mecd(usz, u2) = 1, para que x, v, wy § sean enteros, u2 debe dividir
a 3(p* — 6p°q + 15p%¢> — 10pg® +¢%), 3(p* — 6p°¢ + 3p%¢* + 2p¢® + ¢*), 3(p" +
6p3q — 9% + 2pg® +¢%), v 9(p* — 4p>q + 5p*q® — 4pg® +¢*). Restando las dos
primeras expresiones se tiene que u3 divide a 36(p%q® — pq®), y restando la
segunda v la tercera, que u3 divide a 36(p?g® — pq); por tanto, u3 divide al
med(36(p%q% —pg?), 36(p?® —p°q)), es decir, a 36(p*q—pg®). Como también u2
divide a 9(p* — 4p>q +5p%q® — 4pg® +¢*), dividira al med(36(p%q — pg?), 9(p* —
4p3q+5p2¢> —4pg®+q%)), es decir, uZ divide a 9, lo que prueba que up =1 6 3.

Ademés, al suponer que med(us, uz) = 1, y que no existe k € Z tal que
k* divida a A y k® divida a B, serd uz = 1.

En resumen, llamando k a 1/uy, si nuestra curva de partida, E : Y? =
X3 + AX + B, tiene torsién racional ciclica de orden 7, hemos probado que
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se tiene

A= A(p,q,k) = —2Tk*(p* — pa + ¢*)(¢° + 5¢°p — 10¢*p* — 15¢°p
+30¢%p* — 11gp° +p°),

B=B(p,qk) = 54kS(p'? — 18p'q + 117p'%? — 354p°¢® + 570p%¢*
—486p7¢® + 273p%¢® — 222p°q" + 174p*q® — 46p°¢°
—15p%q"® + 6pg" +¢'%),

con p,q € Z tales que med(p,q) =1,y k=16k=1/3.

Ademss, en estas condiciones, al sustituir en la ecuacién de la curva X
por z, v y w, podemos calcular los puntos racionales de orden 7, que resultan:

P = (3Kk*(p* — 6p3q + 15p%¢> — 10pg® + ¢*), 108K3(p — ¢)*pg?),
2P = (3k*(p* — 6pq + 3p*¢® + 2pg® + ¢*), —108K*(p — q)p°¢®),

3P = (3KX(p* +6p°q — 9p?¢* + 2p® + ¢*), —108K3(p — 9)*pq),
4P = (3K*(p* + 6p’q — 9p°q® + 2pg® + ¢*), 108K*(p — q)*p°q),
5P = (3k2(p* — 6p°q + 3p2¢% + 2pg® + ¢*), 108k3(p — 9)p*¢%),

6P = (3k*(p* — 6p°q + 15p%¢® — 10pg® + ¢*), —108k3(p — q)%pqg?).

Reciprocamente, se comprueba ficilmente que si una curva eliptica tiene
coeficientes A = A(p,q,k) y B = B(p,q, k), entonces su torsién racional es
ciclica de orden 7, viendo que el punto P = (3k%(p* —6p°q+ 15p%¢® — 10pg® +
q*), 108k3(p — q)°pq?) estd en la curva y es de orden 7. Q.€.D.

Observacién.— Se puede comprobar que, con las expresiones obtenidas en
este teorema, 3z + 2s + 2v + w es el cuadrado de un entero, como debia ser
segin el primer teorema de esta seccidn, ya que

3z4+20+25+w = 3-3k%(p* — 6p3q + 15p%¢% — 10pg® + ¢*)
+2 - 9k2(p* — 4pq + 5p°¢® — 4pg® + ¢*)
+2 - 3k%(p* — 6p>q + 3p*¢* + 2p¢® + ¢*)
+3k2(p* + 6p3q — 9p%% + 2pg® + ¢*)
= 36k%(p — q)*.

Asi, en la préictica, dada una curva eliptica Y2 = X3 + AX + B con
A, B € Z, para saber si tiene torsién racional ciclica de orden 7, primero
comprobamos si existe k € Z tal que k* divida a A y k® divida a B, en
cuyo caso hariamos el cambio X —— k%X, Y —— K3Y. Después, una
vez que tenemos las condiciones para aplicar el teorema anterior, tomando
k = 1, resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de Thue A(p,q,1) =
A, B(p,q,1) = B, y si éste tuviera solucién entera para p y g, entonces
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Tor(E(Q)) = Z/7Z. Si no, tendriamos que probar con k£ = 1/3, es decir,
hacemos el cambio X — (1/3)2X, Y +— (1/3)%Y, y volvemos a plantear
el mismo sistema de ecuaciones de Thue para razonar como antes. Sitampoco
ahora obtenemos solucién entera para p y g, entonces Tor(E(Q)) # Z/7Z.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica de ecuacién Y? = X3 — 43X + 166,
planteamos el sistema de Thue

—43 = =27(p* — pq+ ¢°)(¢® + 5¢°p — 10¢*p°
—15¢°p® + 30¢*p* — 11gp° + p%),

166 = 54(p'2 — 18p'lq + 117p'%>2 — 354p°¢>
+570p8q* — 486p7¢° + 273p5q® — 222p°¢”
+174p'¢® — 46p°¢® — 15p°¢"° + 6pg’ +¢°),

que no tiene solucién entera en p y g. Con el cambio X — (1/3)2X, Y ——
(1/3)%Y, conseguimos una curva de ecuacién Y2 = X3 — 43 31X + 166 - 3°
equivalente a la dada. Planteamos ahora el sistema de ecuaciones de Thue

—43-3* = —27(p* — pq + ¢*)(¢® + 5¢°p — 10¢*p®
—15¢%p 4 30¢%p* — 11¢p° + p%),

166-3% = 54(p'? — 18p'lq + 117p'%% — 354p°¢°
+570p8¢* — 486p7q° + 273p%q8 — 222p%¢”
+174p*¢® — 46p°¢® — 15p°¢"° + 6pg" +¢'%),

que tiene, por ejemplo, la solucién {p = 2,q = 1}, lo que implica que la curva
Y? = X3 -43-3%X + 166 - 3° tiene torsién racional Z/7Z. Sustituyendo esta
solucién en las expresiones dadas en el teorema anterior para las coordenadas
de los puntos racionales de torsién, podemos afirmar que éstos son:
{(9, Q = (27,216), 2Q = (—45, —432), 3Q = (99, —864),
4Q = (99,864), 5Q = (—45,432), 6Q = (27, —216)}.
Ahora, deshaciendo el cambio, resulta que la curva Y2 = X3 — 43X + 166,
tiene torsién racional Z/7Z, dada por los puntos
{0, P=(3,8), 2P = (=5, ~16), 3P = (11,-32),
4P = (11,32), 5P = (-5, 16), 6P = (3, —8)}.

Observacién.— Podemos comprobar, como en la seccién anterior, que las
expresiones A(p,q,1) y B(p, g, 1) se pueden obtener directamente a partir de
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A(a) y B(a), sustituyendo « por p/q. Aunque con el teorema anterior, no
s6lo hemos conseguido expresiones para A y B, sino que hemos conseguido
ademsés las coordenadas de los puntos racionales de torsién en funcién de p

yq.

II1.F. Torsién racional ciclica de orden 9

Cuando una curva eliptica F no tiene puntos racionales de orden 2, y tiene

algiin punto racional de orden 9, por el teorema de Mazur, sabemos que
Tor(E(Q)) = Z/9Z.

En esta seccién caracterizaremos, mediante ecuaciones diofanticas, los
coeficientes de las curvas elipticas en forma breve de Weierstrass que tiene
torsién racional ciclica de orden 9.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y?=X*+AX + Bcon A,B€Z,

tal que 22 + Ar + B#0, VX € Q.
Entonces, E tiene algin punto P = (z,y) de orden 9 si y sélo si

A=2Tm*+6nm, B=n?-2Tm®,

con m,n € 7Z tales que n # —9m3, n? # 2Tm®, y 3m? = z(3P).

Demostracién.— En una curva eliptica Y? = X34+AX+B con A, B € Z,
el punto P = (z,y) es de orden 9 si y sélo si 3P es de orden 3. Entonces,
segtn III.C., por tener la curva un punto de orden 3, los coeficientes Ay B
deben ser de la forma A = 27Tm* + 6nm, B=n%2—2Tm® conm,n € Z, y el
punto 3P tendra coordenadas (3m?, +(9m3 + n)).

Como la coordenada z(3P) = 3m? € Z, se tendra m € Z, y al ser B € Z,
se tendra también n € Z. Q.£.D.

Observacién.— Si P = (z,y) es un punto racional de la curva, la primera
coordenada de 3P es

z(3P) = (z° — 12Az" — 96 Bz® + 30A%z5 — 24ABz" + (36A% + 48B%)1®

+48A’Bx® + (96 AB* + 9A")z + 8B(A® 4 8B%))/(3z* + 6 Az® + 12Bz — A?)?,
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y como P = (z,y) es de orden 9 si y s6lo si 3P es de orden 3, tenemos que
P = (z,y) es de orden 9 si y sblo si

z° — 12Az" — 96 Bz® + 30A%2° — 24ABz* + (36 A% + 48B?)2® + 484’ Bx?

+(96AB? + 9AY)z + 8B(A® + 8B?) — 3m?(3z* + 6Az® + 12Bx — A%)? = 0.

Si en esta expresién sustituimos A por 27m* 4+ 6nm y B por n? — 27m¢,
obtenemos una ecuacién de grado 9 en z con coeficientes en n y m. Como
una curva eliptica s6lo puede tener 6 puntos de orden 9, (opuestos tres de ellos
a los otros tres), este ecuacién sélo puede tener 3 raices enteras diferentes.

Asi, en la prictica, para averiguar si una curva eliptica dada Y2 = X3 +
AX + B con A,B € Z, tiene torsién racional ciclica de orden 9, primero
resolvemos el sistema diofantico

27mi +6nm = A,
n? —-2Tm® = B.

Si no hay solucién entera para m y n, entonces la curva no tiene puntos
racionales de orden 9, pero si la hay, para cada solucién (m,n) procedemos
de la siguiente manera: sustituimos el valor obtenido para m y los valores
dados de A y B en la ecuacién

2% — 12Az" — 96 Bz + 30A%2° — 24ABz* + (36 A% + 48 B?)z® + 48 A> Ba?

+(96AB? + 9A%)z + 8B(A® + 8B?) — 3m?(3a* + 64z + 12Bz — A?)? =0,

y buscamos sus raices enteras. Si no hay, entonces la curva no tiene puntos
racionales de orden 9, pero si hay raices enteras, entonces habra tres, z, vy
w, que serén las primeras coordenadas de los puntos racionales de orden 9
de la curva.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica de ecuacién Y? = X3 — 219X + 1654,
planteamos el sistema

2Tm* +6nm = —219,
n? —2Tmé = 1654,

que tiene las soluciones {m = —1, n =41} y {m = 1, n = —41}. Al sustituir
m=1, A= -219y B = 1654 en el polinomio

1° — 12Az" — 96 Bz® + 30A4%2° — 24ABx* + (36 A® + 48 B%)2® + 48 A% Ba?

+(96AB? + 9A%)z 4 8B(A3 + 8B?) — 3m*(3z* + 6Az® + 12Bz — A%)?,
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resulta
x° — 2728 + 262827 — 1351322° + 10815662° + 4376934z* — 9032852413

+22477658762% — 31101795927z + 143709410845,

y al factorizar obtenemos
(z — 35)(z — 11)(z + 13)(z® + 62° + 3039z* — 385722°

+425967x2 — 4992186z + 28713169).

Por tanto, 35, 11 y —13 son las primeras coordenadas de los puntos
racionales de orden 9 de la curva, y los de orden 3 tendrén primera coorde-
nada 3m? = 3. Sustituyendo estos valores de X en la ecuacién de la curva
tendremos

{O,P: (35,192), 2P = (11, —24), 3P = (3,32), 4P = (—13,48),
5P = (~13,—48), 6P = (3, -32), 7P = (11,24), 8P = (35,—192)}.

Como en secciones anteriores, también usaremos ecuaciones de Thue para
caracterizar ahora las curvas elipticas cuya torsién racional es de orden 9.

Teorema.— Sea E una curva eliptica cuya parte afin verifica la ecuacién
Y2 = X%+ AX + B,

siendo A, B € Z tales que z® + Az + B # 0, Vz € Q, y tales que no existe
k € Z tal que k* divida a A y k8 divida a B.
Entonces, F tiene torsién racional ciclica de orden 9 si y sélo si

A = =2TK*(¢* - 3p%q + p°)(¢® — 9¢"P* + 27¢%p® — 45¢°p* + 54¢*p°
—48¢°p® +27p"q* — 9p3q + 1°),

B = b54k%(p'® — 18p'7q + 135p'%¢% — 570p™5¢> + 1557p4q*
—2970p'3¢% + 4128p'%¢% — 4230p''q" + 3240p'%¢®
—2032p°¢° + 1359p8¢1° — 1080p7¢"! + 735p8q'2
_306p5q13 + 27p4q14 + 42p3q15 _ 18p2q16 + q18),

con p,q € Z tales que med(p,q) =1, pg#0,p#£qy k=16k=1/3.
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Ademss, si se cumplen estas condiciones, los puntos racionales de torsién
de la curva E son

P = (3k*(p®+ 6p q — 15p*¢* + 14p — 6p%¢* + ¢°),
108k3p4Q( — 3p%q + 4pq 3pq + q4))
2P = (3k%(p® — 6p°q + 21p*g? — 34p°¢® + 30p%¢* — 12p¢® + ¢°),
—108k*pg®(p° — 5p°q + 11p4q2 — 14p°¢® + 11p%¢* — 5pg® + ¢)),
3P = (3k%*g® — 3p%q + p*)?, 108k p* ¢ (p° — 3p*q + 3pg® + ¢°),
4P = (3k*(p® — 6p°q + 9p*q® — 10p%¢3 + 6p*¢* + ¢°),
108k°p%¢* (p* — 2p%q + 2pg°p — %)),
5P = (3k*(p°® — 6p°q + 9pq® — 10p%¢® + 6p%¢* + ¢°),
—108k%p%q* (p® — 2p%q + 2p¢°p — ¢°)),
6P = (3k%(¢® — 3p’q +p®)?, —108k3p*¢®(p® — 3p%q + 3pg® + ¢°),
7P = (3k%(p® — 6p°q + 21p*q® — 34p3¢® + 30p?¢* — 12pq5 +q°),
—108k3pq2(p6 — 5p°q + 11p*g® — 14p3q3 +11p%¢* — 5pg® + ¢%)),
8P = (3K*(°+ 6p g — 15p*¢* + 1419‘°’q3 pPg* + %),
108k3p*q(p* — 3p*q + 4p*¢* — 3pg® + q*)).

Demostracién.— Sabemos que, por el teorema anterior, los coeficientes
de la curva deben ser

A = A(m,n) = 27Tm* + 6nm, B = B(m,n) = n® — 2Tm?,

con m,n € Z.

Por otra parte, en la seccién I.G. vimos que una curva eliptica Y? =
X3+ AX + B con A, B € Z, tiene un punto racional de orden 9 si y sélo si es
equivalente a la forma normal de Weierstrass de una curva en forma normal
de Tate con ecuacién

Yi4+(1-a?(a—1))XY —ad*(a—-1)(a*—a+1)Y = X3—a?(a—1)(a®—a+1)X?

donde a € Q.
La forma normal de Weierstrass de esta curva es Y2 = X3+A(a) X +B(a),
con

Ale) = —27a'+ 3240 — 1458a'° + 34560° — 51030
+486007 — 307808 + 97205 + 486a* — 756a°
+32402 — 27,

B(a) = +54a!8 — 972017 + 7290016 — 30780a!® + 84078a4
—160380a!3 -+ 222912a!2 — 2284200t + 174960a°
—10972802 + 733860 — 5832007 + 39690a°
—165240° + 1458a* + 2268a° — 97202 + 54,
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y sera equivalente a la forma normal de Weierstrass dada si y sélo si Ju € Q

tal que
A(m, n) 4 B (ma n) 6

=Uu

A@ Y "Bl ’

y esto ocurre si y solo si

m = u(l-3a®+ad),
n = —9m?+ 108uda®(a — 1)3,

con u, o € Q. (También si n y m cambian las dos su signo, pero esto daria
las mismas Ay B.)

Si sustituimos ahora n y m en funcién de u y « en el polinomio de grado
9 cuyas raices enteras eran z(P), z(2P) y z(4P), resulta un polinomio de
grado 9 en z con coeficientes en u y «, y al factorizarlo obtenemos las 3
raices siguientes:

z(P) = 3m?—4(3u)??(a

_),
z(2P) 3m? + 4(3u)2a3(a — 1)?,
z(4P) = 3m?+4(3u)?a(a — 1)%

Como n y m son enteros, vamos a escribir u = uj/us, @ = p/q, con
D, q, U1, Uy € Z, med(p,q) = 1 = med(uy, us), y estudiamos las posibilidades
de p, q, u1, y us.

Sabemos que z(P) € Z. Veamos que esto implica que q® divide a u;.
Sustituyendo u = u;/us y « = p/q en z(P), y desarrollando se tiene:

2 6_65 942_1033 624 6
2(P) = %Cv p°q +9p°q q6pq+pq+q>€Z_
2

Comprobamos que med(p® — 6p°q + 9p%q? — 10p3¢® + 6p2g* + ¢%,¢°) =1,y
asi, ¢° debe dividir a u?, por tanto ¢* divide a u;, como querfamos ver.

Demostramos ahora que uy =1 6 3. Como z(P), m € Z, se tiene z(P) —
3m? = —4(3u)?a*(a — 1) € Z, y por ser uz := u1/¢° € Z, resulta

32u? —
2q PPp—q_ o2 32u§q3p 2(p—q) e

-4
Uj q2 q U%

Escribimos uy = 2"3%uy4, con 7 = 1 si 2 divide a us y 7 = 0 en caso
contrario, y lo mismo para s y 3. Al sustituir resulta

2 a2 2 3P (P —q)
—2%.3 Uszq WGZ,
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y como med(us, ug) = 1 = med(g, us) = 1, sera
—22-3°p*(p — q)
221‘323,“?1

Vamos a distinguir varios casos.

eZ.

- Sini2ni3dividen a uy, seran r = s = 0y ug = us. En este caso, se tiene
que u2 divide a p*(p—q). Veamos que esto implica que ¢° = 0(mod u3),
(i.e. que uy dividea ¢3.)Sabemos que

6_65 942_1033 624 6
x(P)=3u§-p p°q +9p°q p°q° +6p°q° + ¢ €7,

uj

y como 3 no divide a uy y med(us, u2) = 1,
p° — 6p°q + 9p*q® — 10p°¢® + 6p°¢* + ¢° = 0 (mod u}),

por tanto, p*(p — q)(p® — 5p%q + 4pg® — 6¢°) = —¢° (mod u3), y al
dividir p?(p — ¢) a u3, resulta 0 = —¢® (mod u3), es decir, u, divide a
7.

Por tanto, si ni 2 ni 3 dividen a uy, tenemos que up divide a ey
divide a u;, es decir, uy divide a u;, y como u; y uz son primos entre

si, esto significa que ha de ser us = 1.

~ Si 2 divide a ug, 3 no divide a up y 2 # ug, serdnr = 1, s =0y
uy = 2uy4, con ug # 1. En este caso, se tiene que u3 divide a pi(p — q).
Razonando con u, de forma andloga a como lo hicimos con ug en el .
caso anterior, se llegarfa a que uy divide a u;, y como uy divide a ug, y
med(up,uz) = 1, esto serfa una contradiccién con que u4 # 1.

- Si 2 no divide a uy, 3 divide a ug y 3 # ug, serdn r = 0, s = 1y
uy = 3us, con us # 1. En este caso, se tiene que uZ divide a p*(p — g)-
Veamos que esto implica que ¢® = 0 (mod wu?), es decir, que us divide
a ¢°. Tenemos

6 5 4 2 3.3 2 4 6
p°® — 6p°q + 9p*¢® — 10p°¢° + 6p°q” + ¢
5

luego, al ser med(us, ug) = 1,
p® — 6p°q + 9p*e® — 10p°¢® + 6p°¢* + ¢° = 0 (mod u3),

por tanto, p*(p — q)(p® — 5p*q + 4pg® — 6¢%) = —¢° (mod ug), y como
u2 divide a p?(p — q), se tendrd 0 = —¢®(mod ug). Asi, tenemos que us
divide a ¢% y ¢® divide a u4, es decir, us divide a u;, y como us divide
a up v med(uy, ug) = 1, esto contradice que us # 1.
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- Si 6 divide a uy, y 6 # ug, seran r = 1, s = 1 y up = 6ug, con
ug # 1. Repitiendo el razonamiento del caso anterior, llegamos a la
misma, contradiccion.

- Si ug = 2 resulta

6_65 942_1033 624 6
x(P)=3u§<p p°q +9p°q = p’q° + 6p°q +q>eZ’

luego, al ser med(us, up = 2) =1, serd
p° — 6p°q + 9p*q® — 10p°¢° + 6p°¢" + ¢° = 0 (mod 2°).

Tomando todas las congruencias posibles médulo 4 para p y g, la ex-
presién p° — 6p°q + 9pg® — 10p°¢® + 6p3¢* + ¢° toma valores que no
son multiplos de 4, salvo en el caso en el que p = ¢ = 2 (mod 4), que
no sirve porque med(p, g) = 1. Por tanto, el hecho de ser z(P) entero,
obliga a que ug # 2.

- Si up = 6, se tiene

6_65 942_1033 624 6
x(P):__:,)ug(p p°q + 9p'q = p°q® + 6p°g +q>€Z’

y como med(us, up = 6) = 1, tendra que ser
p® — 6p°q + 9p*q® — 10p°¢® + 6p%¢* + ¢® = 0 (mod 12).

Tomando todas las posibles congruencias médulo 12 para p y ¢ primos
entre sf, vemos que en ningin caso la expresién p® — 6p°q + 9piq® —
10p3¢® + 6p%g* + ¢° es miiltiplo de 12. Por tanto, ha de ser uy # 6.

Queda asi demostrado que las tnicas posibilidades son ug =1 6 ug = 3.

En resumen, tenemos que una curva eliptica en forma normal de Weiers-
trass con grupo de torsién Z/97Z tiene ecuacién Y2 = X3+ (27m* +6nm)X +
(n? — 27m®), con m y n enteros verificando

m = us(¢® - 3p’q +p°)/ue,
n = —9m?+ 108udp*(p — q)3¢3/u3,

siendo uy =16 3y us, p,q € Z tales que med(p, q) = 1 = med(us, 3).
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Sustituyendo m y n en las expresiones de A(m,n) y B(m,n) tenemos

A = —27ul(¢® - 3p%q + p°)(¢® — 9¢"P* + 27¢°p® — 45¢°p* + 54¢"p°
—48¢°p® + 27p7q* — 9p®q + p°) /uj,

B = 54uf(p'® — 18p'7q + 135p'®¢% — 570p'5¢> + 1557p'*q*
~2970p3¢° + 4128p'2¢® — 4230p'tq” + 3240p'%¢®
—2032p%¢° + 1359p%¢'° — 1080p7q!! + 735p8q'2
—306p5q13 + 27p4q14 + 42p3q15 _ 18p2q16 + q18)/ug,

pero como suponiamos que no existe ningtin entero que elevado a la cuarta
divida a A y a la sexta divida a B, tendremos que uz = 1, y llamando k a
1/us, llegamos a las expresiones de A y B del enunciado del teorema.

Ademas, al sustituir A, B y m por sus expresiones en funcién de k, p y ¢q
en

7% — 12Az” — 96Bz® + 30A%z° — 24ABz* + (36A° + 48B%)1® + 48A°Ba?

+(96AB? + 9AY)z + 8B(A® + 8B?) — 3m?*(32* + 6Az® + 12Bz — A%)?,

que era un polinomio cuyas tnicas raices enteras eran z(P), z(2P) y z(4P),
para un punto P de orden 9, obtenemos

z(P) = 3K2(p° +6p°q — 15p*g? + 14p>¢® — 6p%¢* + ¢°),
z(2P) = 3k*(p® — 6pSq + 21piq® — 34p°¢® + 30p%¢* — 12pg° + ¢%),
z(4P) = 3K*(p° —6p°q + 9p'd® — 10p°¢* + 6p%¢" + ¢°).

Por otra parte, los puntos de orden 3 de la curva tiene como primera
coordenada
z(3P) = 3m® = 3k*(p° — 3p’q + ¢°)?,

por tanto, sustituyendo en la ecuacién de la curva dada, obtenemos

Tor(E(Q)) = {0, P, ...,8P} =2 Z/9Z,
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siendo

P = (3Kk*(p® + 6p°q — 15p*q? + 14p%¢® — 6p%¢* + ¢°),
108k3ptq(p* — 3p%q + 4p°¢ — 3p¢® + ¢*)),
2P = (3k*(»° — 6p°q + 21p*g® — 34p3¢® + 30p°¢* — 12pg° + ¢°),
_108k3pq2(p6 _ 5p5q + 11p4q2 _ 14]93(]3 + 11p2q4 _ 5pq5 + q6)),
3P = (3Kk*(¢® - 3p°q + %)%, 108k*p°¢* (p* — 3p*q + 3pg® + ¢°),
4P = (3k*(p° — 6p°q + 9p'q® — 10p°¢® + 6p°¢* + ¢°),
108k%p%¢* (p® — 2p%q + 2pg®p — %)),
5P = (3k*(p® — 6p°q + 9p*q® — 10p%¢® + 6p°¢* + ¢°),
—108k*p?g*(p® — 2pq + 2pg*p — ¢°)),
6P = (3k%(g® — 3p%q + p*)?, —108k°p3¢3(p® — 3pq + 3pg® + ¢°),
TP = (3K2(p® — 6p°q + 21p*q? — 34p°¢® + 30p*¢* — 12pg° + ¢%),
—108k3pg?(p® — 5p°q + 11p*g? — 14p3¢° + 11p¢* — 5pg® + ¢°%)),
8P = (3k*(p° + 6p°q — 15p*q® + 14p°¢® — 6p°¢* + ¢°),
108k3p*q(p* — 3p°q + 4p*q® — 3pg® + ¢*)).

Reciprocamente, se comprueba ficilmente que si una curva eliptica tiene
coeficientes A = A(p,q,k) y B = B(p, ¢, k), con las expresiones dadas en
el enunciado, entonces su torsién racional es ciclica de orden 9, viendo que
el punto P = (3k%(p® + 6p°q — 15p%q® + 14p>¢® — 6p2g* + ¢5), 108k3p*q(p* —
3p3q + 4p2q® — 3pg® + q*)) estd en la curva y es de orden 9. Q.£.D.

Observacién.— Para la aplicacién de este teorema en la practica, dada una
curva eliptica Y2 = X3 + AX + B con A, B € Z, procedemos como en el
caso de orden 7. Primero comprobamos si existe k € Z tal que k* divida
a Ay k® divida a B, en cuyo caso tendriamos que hacer el cambio X +—
k’X, Y —— k*Y. Después, una vez que estamos en las condiciones de usar
el teorema, tomando k = 1, resolvemos el sistema formado por las ecuaciones
de Thue A(p, q) = A, B(p,q) = B, y si éste tuviera solucién entera para p y
g, entonces Tor(E(Q)) = Z/9Z. Si no, tendriamos que probar con k = 1/3,
es decir, hacemos el cambio X — (1/3)2X, Y ~— (1/3)%Y, y volvemos a
plantear el mismo sistema de ecuaciones de Thue para razonar como antes.
Ahora, Tor(E(Q)) = Z/9Z si y sélo si obtenemos solucién entera para py ¢
en este segundo sistema de Thue.

Ejemplo.— Dada la curva eliptica de ecuacién Y? = X3 — 219X + 1654,
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planteamos el sistema de Thue

(—219 = —27(¢® - 3p*q + p°)(¢® — 9¢"p* + 27¢°p® — 45¢°p* + 54¢*p°
—48q3p6 +27p"¢* — 9p®q + p%),
1654 = 54(p'® — 18p'7q + 135p'Sq? — 570p*°¢® + 1557p'g*
—2970p'3¢® + 4128p'2¢® — 4230p'1q" + 3240p'°¢®
—2032p%¢° + 1359p8¢'° — 1080p7q"! + 735p%¢*?
306])5 13+27p4 14+42p3q15 18}’)2 16_|_q18)’

\

que no tiene solucién entera en p y ¢ como se puede comprobar. Con el
cambio X — (1/3)2X, Y r— (1/3)%Y, conseguimos una curva de ecuacién
Y?2 = X3%—-219-3*X + 1654 - 3% equivalente a la dada. Planteamos ahora el
sistema de ecuaciones de Thue

( —-219 . 34 — __27(q3 . 3p2q +p3)(q9 _ 9q7p2 + 27q6p3 _ 45q5p4
+54q4p5 48¢°p® + 27p"q* — 9p8q + 1),
1654 -35 = 54( — 18p'7q + 135p'84? 570pl5q3 + 1557pt4q?
2970p13 5 4 4128p'2¢8 — 4230p q7 + 3240p'%¢®
—2032p%° + 1359p8¢10 — 1080p7q*! + 735p8¢*?
| 306p5q13 +27p4q14 +42p3 15 18p q16 +q18),

que tiene, entre otras, la solucién {p = 2,q = 1}, por lo que la curva Y? =
X3 —219-3*X + 1654 - 3% tiene torsién racional Z/9Z. Sustituyendo esta
solucién en las expresiones dadas en el teorema anterior para las coordenadas
de los puntos racionales de torsién, tendremos:

{0, Q = (315,5184), 2Q = (99, —648),3Q = (27,864),4Q = (—117,1296),

5Q = (—117, —1296), 6Q = (27, —864), 7Q = (99, 648),8Q = (315, —5184)}.

Y deshaciendo el cambio, tenemos que los puntos de torsién racional de
la curva Y2 = X3 — 219X + 1654 son

{0, P = (35,192), 2P = (11,—24), 3P = (3,32), 4P = (—13,48),

5P = (—13,-48), 6P = (3,-32), TP = (11,24), 8P = (35, _.192)},

Observacién.— También en el caso de orden 9, podemos comprobar que las
expresiones A(p,q) y B(p, q) se pueden obtener directamente a partir de A(a)
y B(a), sustituyendo « por p/g. Aunque a diferencia de la caracterizacion de
Tate, la de Thue proporciona adem4s las coordenadas de los puntos racionales
de torsién.
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Apéndice: Complementos
computacionales

A.1. Programas de MAPLE

Por motivos de compatibildad con el compilador, en esta seccién no aparecen
tildes.

#

# Este archivo contiene diversas rutinas para calcular torsion
# de curvas elipticas sobre los racionales usando la forma

# normal de Tate. Las entradas y salidas de datos son bastante

# naturales.
#

with(numtheory) :

#

# E1 primer programa, BP, calcula los cinco primeros

# buenos primos de una curva eliptica dada en forma de

# Weierstrass. Es facilmente adaptable a una cantidad mayor o

# menor de primos.
#

BP:= proc(l::1list)
local A,B,BP,Delta,i,p:

A:=1[1]:
B:= 1[2]:
Delta:= 4xA"3+27*B"2:
BP:= []J:

for i from 2 to 1000 do
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p:= ithprime (i):

if irem(Delta,p)<>0 then
BP:= [op(BP),p]:
if nops(BP)= 5 then

RETURN (BP) ;

fi:

fi:

od:
end:

El segundo programa, NDP, calcula el numero de puntos de
una curva eliptica sobre un cuerpo finito de p elementos

con primos grandes. Tambien da en la salida de datos el

numero de elementos de orden 2 del grupo de la curva sobre
dicho cuerpo, para afinar la posterior acotacion en ciertos
casos.

H H H H O H K HH

NDP:= proc(l::list)

local A,B,i,j,k,m,n,p:
= 1[1]:
= 1[2]:
:= 1[3]:

= 0:
= 0:
or 1 from 0 to p-1 do
if irem(i**3+A*i+B,p)=0 then
ji= j+1:
k:= k+1:
else for m from 1 to p-1 do
if irem(m**2-(i"3+A*i+B),p)=0 then

A
B
P
k
J
£

k:= k+1:
fi:
od:
fi:
od:
RETURN( [k+1,31);

end:
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#
# El1 programa RS calcula el numero de puntos de orden 2 de

# una curva eliptica.
#

RS:= proc(l::list)
local A,B,i,k,sols:

A= 1[1]:

B:= 1[2]:

sols:= map(simplify, [solve(X~3+A*X+B)]):
k:= 0:

for i from 1 to nops(sols) do
if type(sols[i],rational) then

k:= k+1:
fi:

od:

RETURN (k) :
end:
# ;
# La rutina SWFORM calcula la forma breve de Weierstrass de
# una curva eliptica, a partir de la ecuacion general (larga).
# La entrada de datos es la lista de coeficientes en el orden
# habitual de escritura de la forma larga; esto es: al,a3,a2,
# a4,ab
#

SWFORM:= proc(l::1list)
local al,a2,a3,a4,a6,A,B:

al:= 1[1]:
a3:= 1[2]:
a2:= 1[3]:
ad:= 1[4]:
a6:= 1[5]:

A:= -27*al"4-216+%al"2%a2-432%a2"2+1296*a4+648*al*a3:

B:= 54%al”6+648%al~4%a2+2592%al"~2*a2"2+3456%a2"3
-3888*al~2xad-1944%al"3%a3-15552%a2%a4-7776*a2*al*a3
+11664*a3~2+46656%a6:

RETURN([A,B]);

end:
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#

# BOUND calcula una cota (para el orden parcial de la

# divisibilidad en Z) del orden del grupo de torsion de una
# curva eliptica, usando las rutinas anteriores.

#

BOUND:= proc(l::list)
local A,B,BOUND,GP,k,p:
A:=10[1]:
B:= 1[2]:
GP:= BP([A,B]):
BOUND:= O:
for k from 1 to 5 do
if NDP([A,B,GP[k]]) [21>RS([A,B]) then

BOUND:= igcd(BOUND,NDP([A,B,GP[k]]1) [1]1/2);
else
BOUND:= igcd(BOUND,NDP([A,B,GP[k]11)[11);
fi:
od:
RETURN (BOUND) ;
end:

#

# La rutina DEC estudia si existe un punto o no de orden p dado
# en una curva eliptica, con entrada de datos [A,B,p].

#

DEC:= proc(l::1list)
local A,B,A_aux,B_aux,i,j,k,lista_aux,lista_aux2,lista_rac,
lista_sol,eca_aux,ecb_aux,p:

1[1]:

1[2]:

= 1[3]:

aux:= array(1..9):

aux:= array(1..9):

]

(oo —hso B v B °
|

A_aux([4]:= -(1/3*%f+1/48+1/3%f"2):

B_aux[4]:= -(-1/36*%f-5/36%f~2+2/27+%f~3-1/864) :

A_aux[5]:= -(7/24xf~2+1/48xf~4+1/4xf+1/48-1/4*f"3) :

B_aux[5]:= -(-1/48xf-25/288xf~2-1/864*f"6-1/864-25/288%f "4
+1/48%£°5) :

A_aux[6]:= -(1/48+1/4xf+1/4xf~3+3/16%f"4+5/8%f"~2):
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B_aux[6]:

A_aux[7]:

B_aux[7]:

A_aux[8]:

B_aux[8]:

A_aux[9]:

B_aux[9]:

-(-1/48xf-11/96%f~2-5/24*f"3+1/16%f~5-1/864

~-5/32%f"4+1/32%f"6) :

~(35/48*f"4+1/48+7/8*f~6-T7/6%f~5-7/24xf"2+1/12x£

+1/48%£"8-1/4%£"7):

-(-1/144%£f-29/144%£"4-91/288%£f~6-1/864+9/16%{"7

-13/96*f~10-95/144%£~8-1/864xf~12+1/48%f"11
+59/144%f~9+23/432*f ~3+5/288*f ~2+37/144%£"5) :

-(-(1/3)*(1/£°3)+10~6%1/£-28/3*f+2x1/£"2-4/3*£"3

+1/48x1/f4+14/3%£°2+1/3%£°4) :

-(2/27*£°6+110/27*£~3-95/18x1/£~2-5/18%1/£"4

+107/9%1/f-4/9%f ~5+83/54%1 /£~ 3+55/3*f
+1/36%1/f°5-143/12%f~2-973/54-1/864*1/£°6) :

-(1/4x£°11-7/12x£"3-1/4%£~2-3/8%f"4+3/4%£"5

+15/4%f~7+19/8*f~6+63/16%f~8+1/48+9/8*£" 10
+8/3%x£°9+1/48%f~12) :

-(-151/96%f~8-5/4xf"7+1/48%f~2+7/144*£"3

-15/4xf~10-55/16x£"13-17/48%f"5-1/32%f"4
-5/32%f~16-1/48%f~17-1/864*f~18-235/48%f~11
-43/9%f£~12-1/864-245/288f"6-127/54*£"9
-173/96%£"14-95/144%£°15) :

for i from 4 to 9 do
if p=1i then
lista_sol:= [solve(A_aux[i]"3%B~2-A"3#B_aux[i]~2,f)]:
lista_rac:= []:

for j from 1 to nops(lista_sol) do
if type(lista_sol[j],rational) then

fi:
od:
je= 1

lista_rac:= [op(lista_rac),lista_sol[j]]:

while j<nops(lista_rac)+1l do
eca_aux:= subs(f=lista_rac[j],A_aux[i]):

ecb_

aux:= subs(f=lista_rac[j],B_aux[i]):

lista_aux:= [solve({X"4*eca_aux-A,X 6*ecb_aux-B})]:

for

od:
ji=
od:

k from 1 to nops(lista_aux) do

if type(op(2,0p(1,lista_aux[k])),rational) then

RETURN(1) :

fi:

j+i:
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fi:
od:
if p=3 then
lista_aux:= [solve(3*X"4+6%A*X"2+12%B*X-A"2)]:
for k from 1 to nops(lista_aux) do
if type(lista_aux[k],rational) then
lista_aux2:= [solve(Y~2-lista_aux[k]"3
-Axlista_aux[k]-B)]:
for j from 1 to nops(lista_aux2) do
if type(lista_aux2[j],rational) then
RETURN(1):
fi:
od:
fi:
od:
fi:
RETURN(O) :
end:

El programa TORSION calcula el grupo de torsion de una curva
eliptica, usando el algoritmo de la forma normal de Tate. La
salida de datos es de la forma [C,n] si el

grupo es ciclico de n elementos, o de la forma [NC,n] si el
grupo es producto de un ciclico de 2 elementos por uno
ciclico de orden n.

H OB B H HE R R

TORSION:= proc(l::list)
local A,B,M,N,i,k,ords:

A:=1[1]:

B:= 1[2]:

k:= RS([A,B]):

M:= BOUND(([A,B]):
ords:= divisors(M):
if k=0 then

ords:= ords intersect {1,3,5,7,9}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then

for i from N by -1 to 2 do
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if DEC([A,B,ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords[i]]);
fi:
od:
RETURN([C,1]1);
else
RETURN([C,1]1):
fi:
elif k=1 then
ords:= ords intersect {2,4,6,8,10,12}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ords[i]=12 then
if DEC([A,B,3])=1 then
if DEC([A,B,4])=1 then
RETURN([C,12]);
fi:
fi:
elif ords[i]l=10 then
if DEC([A,B,5])=1 then
RETURN([C,101);
fi:
elif DEC([A,B,ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords[i]]);
fi:
od:
RETURN([C,2]):
else
RETURN([C,2]):
fi:
elif k=3 then
ords:= ords intersect {4,8,12,16}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if DEC([A,B,ords[i]/2])=1 then

RETURN( [NC,ords[i]/2]);
fi:
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od:
RETURN([NC,2]) :
else
RETURN([NC,2]):
fi:
fi:
end:

Los dos programas siguientes calculan la torsion utilizando
los polinomios de division. La primera rutina, DECDP, hace la
funcion del programa anterior DEC. La creciente complejidad
de los polinomios de division se hace obvia al dar las
expresiones completas, pero esto ahorra un tiempo

de calculo considerable.

H H H B HHEHH

DECDP:= proc(l::list)
local A,B,P,XSOLS,YSOLS,i,j,p:

A= 1[1]:
B:= 1[2]:
p:= 1[3]:
P:= array(1..9):

P[3]:= 3*X"4+6xA*xX"2+12%BxX-A"2:

P[4] := X"6+5%AxX"4+20%B*xX"3-5%A"2*xX"2-4*AxB*xX-8*B~2-A"3:
P[5] := 5*X~12+62%A*xX~10+380%B*X~9-105%A~2*X " 8+240%A*B*X"7

- (300*A~3+240%B"2) *X~6-696*%B*xA~2*xX"5-(125%A~4
+1920%A%B~2) *X~4- (80*A~3*B+1600%B~3) *X~3- (50%A"5
+240%xB"2*%A"2) *X "2~ (100*B*A~4+640*xA*B~3) *X+A~6-256*B~4
~-32%xA"3%B"2:
-X712-22%A*%X"10-220*B*X"9+165%A"2%X " 8+528*%A*B*xX "7+
(92%A~3+1776%B~2) *X~6-264*B*A~2*xX "5+ (960*A*B~2
+185%A74) X" 4+ (80*A~3*%B+320%B~3) *X~3+(90*A"5
+624xB~ 2% A" 2) *X "2+ (132xB*A~4+896xA*xB~3) *X+512*xB~4
+3*A"6+96%A"3*B"2:
T*X"24+308%A*X~22+3944*B*X~21-2954*A~2xX"~20
~112xA*B*X~19-42896*B~2xX~18-19852%A~3*%X~18
-92568*%BkA™2*X"17-571872*%A*B~2%xX~16-35231*%A~4*X" 16
~31808*A"3*xBxX~15-829696%B~3*X~15-615360%B~2%A~2xX"~ 14
~82264*A~5*X"14-161840%B*A~4%X"~13-2132480%A*B~3%xX~13
-928256+B"4*X"12-111916%A"6xX"~12-297472%A~3%xB~2%*X~ 12

1

P[6]:

P[7]:
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P(8]:=

P[9]:=

-608160*A~5*B*X~11-2603776%B"3*A~2*X"11
-42168*A"7+X"10-3293696*%A*xB~4*X"10
-1192800*B~2xA"4%X"10-1555456*B~5%X"9
—-3727360*%A~3*%B~3%X"9-425712*B*A"6xX"9+15673*A"8%X"8
-831936*A"5xB"2%X"8-7069440*B"4*A~2%xX"8
-53824*A"7+B*xX"7-7127040%A*B~5*%X"7
-1314560%B~3%A"4*X"7+14756%A~9*X"6-190400*%B~2*A~6*X"6
-2809856*%B"6*X"6-2293760%A~3*%B"4*X"6
-3698688%B~5*A"2xX"5+57288*B*A~8*X"5
-168448*A~5%xB~3*xX"5+134400%A"7*B"2%X"4+1302*A"10*%X"4
-3039232*%A*B~6%X"4+394240%B"4*A"4*X"4-802816*B~7*X"3
+831488*A"3*B"5*X"3+1680%A~9*B*X~3+152320%B~3*A~6*%X"3
+544768*B"6%xA"2xX"2+196%A~ 11X~ 2+3696*B " 2*xA"8*X"2
+96768%A~5%B"4*X"2+229376%A*B"7*X+7168*A~7*B~3*X
+392*B*A~10*X+64512%B"5xA~4*xX+3328*B"4*A"6
+24576*%B"6*%A~3+160%A"9*B~2+65536xB"8-A"12:
X"24+68%AxX"22+1232*B*X"21-1694*A~2xX"20
-9856*A*B*X~19-58688*B~2%X"18-3276*A"3*X"18
+10032%B*A~2*%X~17-19601*A"4%X~16-150960*%A*B~2*X"~ 16
-49408%B~3%xX"15+26368%A~3*B*X~15-278400%B~2*xA"2%X" 14
-63352%A"5%X"14-140000%B*A~4%X"~13-492800*%A*B~3*X"13
-86436*%A"6%X"12-804160%A"3%B~2%xX"12-439040*B"4*X"12
-290304*A"5%B*X"11-2248960*B~3*A~2*X"11
-3591680%A*B~4*X~10-63352*A"7+X" 10
-894720%B"2*%A"4*X~10-2111488%B~5*X~9-293536*B*A~6+xX"9
-2213120%A"3*%B"3*X"9-4753920%B"4*A"2*xX"8
-19601*A~8%X"8-848928*%A~5%B~2*X"8-5320704*A*B~5*X"7
—-87808*A"7*BxX"7-1391360%B~3*A"4*%X"7-3276%A"9*X"6
-1949696*B~6*xX"6-2293760*A"3*B"4*X"6
-318080*B~2*xA"6%X"6-3698688*B~5xA~2*%X"5
+4368%B*A"8*%X"5-517888*A~5*%B~3*X"5+20160%A"7*B~2*xX"4
-2953216*A*B"6%X"4-224000*B~4*A~4xX"4-1694*%A~10*X"4
-851968*B~7*X"3-4096%A"3%xB~5%X"3-29440%B"3*A"6*X"3
-7040%A~9*B*X"~3-84480%A"5%B~4*X~2+68+*A"11*X"2
-8640*B~2*%A~8%X"2-155648*B~6*%A~2*X"2-163840%A*B~7*X
-55296*B~5*A"4*X-3840%A"7*B"~3*X+112¥B*xA~10*X
+80*A"9*B"2-8192%xB"6%A~3-32768*%B"8+A"12:
3*%X"36+342*%A*xX"34+7596%B*X"33-11385*%A"2xX"32
-44352xA*B*X"~31+(-463392%B"2-121392*A~3) *X"30
-1080288*A~2%B*X"29+(-273348*A~4-11546208%A*B~2) *X~28
+(-28417920%B~3+4580160*A~3%B) *X~27+(12988512%B"2*A"2
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-4009176*A"5) *X~26+(-24372144*B*A"4

-26932608*A*B~3) *X~25+(90830592*B~4-93129696*A" 3B~ 2
-8458020%A"6) *X~24+(-643140864*A~2*B"3
-86937408+B*A"5) *X"23+(-1159239168*A*B~4-3546576*A"7
-222558624*B"2*%A"4) xX~22+(-139265568*B*A"6
-1360164096*A~3*B~3-1423374336%B~5) *X"21
+(-3662406144*B~4*A~2-288276192*A~5%B"2
+19899882%A°8) *X~20+(-51155136*A"7+B-6795380736*A*B"5
-1006300800*A~4*B~3) *X~19+(-2339126784*B"4*A"3
-105122592*B~2*A"6-2816372736*B"6+44431044*A"9) *X~18
+(-334191744*A"5xB~3-8885458944*A~2*B~5
+180887688*B*A~8) *X~17+(850375584*B"2%A"7
~-7848935424xA*B~6+39775986*A~ 10

+2357095680%A~4*B~4) *X~16+(204319296*B*A"~9
+960602112%A"3%B~5-1911914496*B"7
+1653060096*A"6+B~3) *X~15+(22321584*A~11
+6970143744%A~5+%B~4-420913152%A"2%B"6
+1175322528*%B"2*A~8) *X~14+(14882918400*A"4+B~5
+2555785728%A"7*B"~3+60585696*B*A~ 10
+1756200960%A*B~7) *X"13+(21383405568*B"6*A"3
+13729068+A"12+1482817536%B~8+498797280%A"9*B"2
+5857367040%B~4xA~6) X~ 12+(1292819328*A"8*B"3
+23470276608*%A"2xB~7+17081280*B*A"11
+11408560128+A~5%B"5) *X~11+(2438378496*A"7*B"4
+7820712%A"13+89271072%B~2*A~10+17155031040*%A4*B~6
+16003104768*A*B~8) *X~10+(3615510528*A~6*B"5
+252512640%A"9*B~3+21516189696*A~3*B~7
+25843536+B*A"12+4568383488*B"9) *X~9+(2304684*A" 14
+3441844224*A"5%xB~6+515379456*A"8xB"4
+81403488*B"2*A"11+19996803072*%B"8%A"2) *X"8
+(10536615936%A*B~9+1128701952%A~7*B"5
+212232960*A~10%B~3+9253440%B*xA~13
+2356051968*B~7*A"4)*X"7+(2161115136*%B~10+342864*A" 15
+2509111296*B~8*A"3+22549536%A"12%B"2
+378708480*A~9*B~4+1958584320*%B~6*A"6)*X"~6
+(1594656*B*A~14+498051072*B~5+%A~8+2156101632+%B~7*A"5
+45404928*A~11%B~3+2515009536*B~9xA~2) X "5+
(3611232%A~13*%B~2+584294400*B"6%A"7
+1760624640*B~8%A"4+10923*%A"16+1113587712%B~10%A
+75419136%B~4%A~10) *X "4+ (1358954496*B~9*A"3
+575078400*B~7+A~6+4530816*A~12*B~3+85211136*%A~9*B"~5
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+150994944xB~11+27072%A~ 15%B) *X~3+(58355712%A"8*B"6
+42912%A~14*B~2+375128064*A~5%xB~8+830472192*B~10*A"2
+534*%A~17+3377664*xA~11*xB~4) *X~2+(141557760*B"9*A"4
+1640448*A~10*B~5+47232+%A~13%B~3+1068*B*A"16
+23592960*B~7*A"7+301989888+B~11%A) *X+19200%B"4*A"12
+480*A~15%B~2+417792%B~6+xA"9+25165824*B~10%A"3
+4718592*%B~8*A"6+50331648*¥B"12-A"18:
XSOLS:= [solve(P[pl)]:
for i from 1 to nops(XSOLS) do
if type(XSOLS[i],rational) then
YSOLS:= [solve(Y~2-XSOLS[i] ~3-A*XSOLS[i]-B)]:
for j from 1 to nops(YSOLS) do
if type(YSOLS[j],rational) then
RETURN(1);
fi:
od:
fi:
od:
RETURN(O) :
end:

#
# E1 programa DP es el equivalente de TORSION para el algoritmo

# de los polinomios de division.
#

DP:= proc(l::1ist)
local A,B,M,N,i,k,ords:

A:= 1[1]:

B:= 1[2]:

k:= RS([A,B]):
M:= BOUND([A,B]):

ords:= divisors(M):
if k=0 then
ords:= ords intersect {1,3,5,7,9}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if DECDP([A,B,ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords[il]);
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fi:
od:
RETURN([C,11);
else
RETURN([C,1]):
fi:
elif k=1 then
ords:= ords intersect {2,4,6,8,10,12}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ords[i]=12 then
if DECDP([A,B,3])=1 then
if DECDP([A,B,4])=1 then
RETURN([C,12]);
fi:
fi:
elif ords[i]l=10 then
if DECDP([A,B,5])=1 then
RETURN([C,10]1);

fi:
elif DECDP([A,B,ords[i]])=1 then
RETURN( [C,ords[i]]);
fi:
od:
RETURN([C,2]):
else
RETURN([C,2]):
fi:
elif k=3 then
ords:= ords intersect {4,8,12,16}:
ords:= sort(convert(ords,list)):

N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if DECDP([A,B,ords[i]/2])=1 then
RETURN( [NC,ords[i]1/2]);
fi:
od:
RETURN([NC,2]):
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else
RETURN([NC,2]):
fi:
fi:
end:

#

# Los siguientes tres programas calculan la torsion siguiendo
# el Teorema de Nagell-Lutz. La primera subrutina, DPL,

# aplica la formula de duplicacion para comprobar si el punto
# en cuestion tiene el orden buscado.

#

DPL:= proc(l::list)
local A,B,x:
A:=1[1]:
B:= 1[2]:
x:= 1[3]:
if simplify(x**3+A*x+B)=0 then
RETURN(‘0°);
else
RETURN ( (x**4-2kA*x**2-8xBkx+A%*2) / (A*x**3+4*xA*xx+4*B) ) :
fi:
end:

#

# E1 programa DECNL hace la misma funcion que el DEC, pero

# usando el criterio de Nagell-Lutz. Notemos que el criterio
# para la decision de puntos de orden 9 y 7 es el mismo. Este
# inconveniente se resuelve en el programa principal.

#

DECNL:= proc(l::list)
local A,B,DISC,SOLS,XLIST,YLIST_O,YLIST,i,j,p:
A:= 1[1]:
B:= 1[2]:
p:= 1[3]:
DISC:= 4%A*xx3+27*B*x%2:
YLIST_O:= divisors(DISC):
YLIST:= []:
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for i from 1 to nops(YLIST_0) do
if irem(DISC,YLIST_O[i]#*2)=0 then
YLIST:= [op(YLIST),YLIST_O[i]]:
fi:
od:
XLIST:= []:
for i from 1 to nops(YLIST) do
SOLS:= [solve(YLIST[i]**2-X**3-AxX-B)]:
for j from 1 to nops(SOLS) do
if type(SOLS[j],rational) then
XLIST:= [op(XLIST),SOLS[j]]:
fi:
od:
od:
if p=3 then
for i from 1 to nops(XLIST) do
if DPL([A,B,XLIST[i]])=XLIST[i] then
RETURN(1):
fi:
od:
elif p=4 then
for i from 1 to nops(XLIST) do
if simplify(subs(x=DPL([A,B,XLIST[i]l]),
x**3+A*x+B) )=0 then
RETURN(1) :
fi:
od:
elif p=5 then
for i from 1 to nops(XLIST) do
if DPL([A,B,DPL([A,B,XLIST[i]])])=XLIST[i] then
RETURN(1):
fi:
od:
elif p=6 then
for i from 1 to nops(XLIST) do
if DPL([A,B,DPL([A,B,XLIST[1]]1)1)=DPL([A,B,XLIST[i]])
then
RETURN(1):
fi:
od:
elif p=7 then
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for i
if

fi:

od:
elif p=8
for i
if

fi:

od:
elif p=9
for 1
if

fi:

od:
fi:

from 1 to nops(XLIST) do
DPL([A,B,DPL([A,B,DPL([A,B,XLIST[i]])]1)])=XLIST[i]
then

RETURN(1) :

then

from 1 to nops(XLIST) do
simplify(subs(x=DPL([A,B,DPL([A,B,XLIST[i]])]),
x**3+A*x+B))=0 then

RETURN(1) :

then

from 1 to nops(XLIST) do
DPL([A,B,DPL([A,B,DPL([A,B,XLIST[i11)])1)=XLIST[i]
then

RETURN(1) :

RETURN(O) :
end:

NL es el programa que calcula la torsion usando las dos
subrutinas anteriores. Formalmente es muy similar a TORSION,

salvo por

el hecho ya mencionado de la necesidad de

distinguir entre [C,7] y [C,9]. En realidad, no hemos
encontrado ejemplos que, tras pasar por BOUND, necesiten esta
distincion.

NL:= proc(l::1list)
local A,B,M,N,i,k,ords:

A:=1[1]:

B:= 1[2]:

k:= RS([A,B]):
M:= BOUND([A,B]):

ords:= divisors(M):
if k=0 then
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ords:= ords intersect {1,3,5,7,9}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ords[i]=9 then
if DECNL([A,B,9])*DECNL([A,B,3])=1 then
RETURN([C,9]):
fi:
elif DECNL([A,B,ords[i]l])=1 then
RETURN([C,ords[i]]);
fi:
od:
RETURN(([C,11);
else
RETURN([C,1]):
fi:
elif k=1 then
ords:= ords intersect {2,4,6,8,10,12}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ords[il=12 then
if DECNL([A,B,3])=1 then
if DECNL([A,B,4])=1 then
RETURN([C,12]);
fi:
fi:
elif ords([i]l=10 then
if DECNL([A,B,5])=1 then
RETURN([C,10]);
fi:
elif DECNL([A,B,ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords[i]]);
fi:
od:
RETURN([C,2]):
else
RETURN([C,2]):
fi:
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elif k=3 then
ords:= ords intersect {4,8,12,16}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if DECNL([A,B,ords[i]/2])=1 then
RETURN( [NC,ords[11/2]);
fi:
od:
RETURN([NC,2]):
else
RETURN([NC,2]):
fi:
fi:

end:

H H H H H H HHE HH K HHE R

Los siguientes programas calculan la torsion usando la
parametrizacion analitica. En primer lugar notemos que vamos
a usar la ecuacion de Weierstrass habitual en este contexto;
esto es, tal que el coeficiente de X"3 sea 4. Es elemental
ver que la curva dada por la ecuacion Y"2=X"3+AX+B es
isomorfa a la dada por Y~"2=4X"3+4AX+4B, asi que usaremos
frecuentemente estos coeficientes en lugar de los originales.
El primer programa calcula una base del reticulo, siguiendo
la seccion I.C. Como indicamos en II.C. los denominadores
que aparecen en las coordenadas de los puntos de la curva
pueden ser 1, 2 o 4, con lo que 3 decimales de precision
deben ser suficientes.

RETBASIS:= proc(l::1list)

local A,B,DISC,REALSOLS,SOLS,Z,a,b,i:
A= 1[1]:

B:= 1[2]:

DISC:= abs(4*A*x3+27*B**2) :

Digits:= 3+ceil(evalf(logl10(DISC))):
SOLS:= [solve(X~3+AxX+B)]:

REALSOLS:= []:

for i from 1 to 3 do
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if type(SOLS[i],realcons) then
REALSOLS:= [op(REALSOLS),SOLS[i]]:
fi:
od:
REALSOLS:= sort(convert(REALSOLS,list)):
= [Z[1],z([2]]:
if nops(REALSOLS)=1 then
= 3*REALSOLS[1]:
= (3%REALSOLS [1]**2+A)*x(1/2):
Z[1] := 2*Pi/GaussAGM(2%b**(1/2) , (2¥b+a)**(1/2)):
Z[2]:= -Z[1]/2+I*Pi/GaussAGM(2xb**(1/2), (2¥b-a)*x(1/2)):
fi:
if nops(REALSOLS)=3 then
Z[1] := Pi/GaussAGM(abs (REALSOLS[3]-REALSOLS[1])**(1/2),
abs (REALSOLS [3] -REALSOLS [2]1)**(1/2)):
Z[2] := IxPi/GaussAGM(abs(REALSOLS[3]-REALSOLS[1])**(1/2),
abs (REALSOLS [2] -REALSOLS[1])**(1/2)):
fi:
RETURN (evalf(Z)):
end:

#

# Este programa decide si un elemento del toro corresponde a un
# punto racional o, de manera mas precisa, si su imagen esta en
# Z/4 x Z/4, dado que solo nos interesa usarlo con puntos que

# pueden ser de torsion.

#

ISRAT:= proc(l::1list)

local A,B,DISC,x,y,z:

= 1[1]:

= 1[2]:
DISC:= abs(4*A**3+27+B*x*2) :
Digits:= 3+ceil(evalf(logl0(DISC))):
z:= 1[3]:
x:= WeierstrassP(z,-4*A,-4%*B):
y:= WeierstrassPPrime(z,-4*A,-4*B):
if abs(round(4#*x)-(4%x))<0.1 then

if abs(round(4*y)-(4%y))<0.1 then
RETURN(1) :
fi:
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fi:
RETURN([0,x,y]):

end:

H H H H H R HHE R H

El ultimo programa, DOUD, calcula la torsion usando el
algoritmo explicado en II.C. Hay que ajustar la precision

de MAPLE en funcion de la magnitud de los coeficientes de la
curva: para numeros grandes este es el dato que asume mayor
cantidad de operaciones y, en consecuencia, mayor
complejidad. La precision escogida es nuevamente
log(|DISC|)+3, donde DISC es el discriminante de la curva,
por las razones expuestas en II.C.

DOUD:= proc(l::1list)

local A,B,DISC,M,N,Z,i,k,ords:
A:= 1[1]:
B:=1[2]:
DISC:= abs(4xA**3+27*B**2) :
Digits:= 3+ceil(evalf(1logl0(DISC))):
Z:= RETBASIS([A,B]):
k:= RS([A,B]):
M:= BOUND([A,B]):
ords:= divisors(M):
if k=0 then
ords:= ords intersect {1,3,5,7,9}:
ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ISRAT([A,B,Z[1]/ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords(i]]);
fi:
od:
RETURN([C,1]1);
else
RETURN([C,1]1):
fi:
elif k=1 then
ords:= ords intersect {2,4,6,8,10,12}:

I
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ords:= sort(convert(ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ISRAT([A,B,Z[1]/ords[i]])=1 then
RETURN([C,ords([i]]):
elif ISRAT([A,B,Z[1]/ords[i]+Z[2]/2])=1 then
RETURN([C,ords[i]]):
elif ISRAT([A,B,Z[1]/ords[i1+(Z[1]1+Z[2])/2])=1 then
RETURN([C,ords[i]]):
fi:
od:
RETURN([C,2]):
else
RETURN([C,2]):
fi:
elif k=3 then
ords:= ords intersect {4,8,12,16}:
ords:= sort(convert (ords,list)):
N:= nops(ords):
if N>1 then
for i from N by -1 to 2 do
if ISRAT([A,B,Z[1]/(ords[i]/2)]1)=1 then
RETURN ([NC,ords[i]/2]);
fi:
od:
RETURN( [NC,2]):
else
RETURN([NC,2]):
fi:
fi:
end:

A.2. Reduccién

Como ya vimos en la seccién ILLA., el procedimiento de acotacién del or-
den del grupo de torsién racional de una curva eliptica, mediante la re-
duccién modulo p, tiene en teoria un coste computacional acotado por
O(log |A|log? | log(A)|), para |A| suficientemente grande, pero también

172



sefialamos en dicha seccién que, en la practica, este procedimiento requiere
una cantidad de tiempo insignificante, y esta afirmacién es la que vamos a
justificar ahora mediante varios ejemplos ordenados en tres tablas.

La primera de ellas recoge quince ejemplos de curvas en forma breve de
Weierstrass, denotadas Fj, ..., E15, cuyos coeficientes A y B se especifican,
siendo el grupo de torsién de cada una de ellas uno de los quince unicos
grupos posibles segtn el teroema de Mazur. Estos ejemplos se han escogido
de la lista exhaustiva de [34].

En las tablas 2 y 3 recogemos los tiempos necesarios para acotar el orden
del grupo de torsién, segin el procedimiento BOUND dado en A.l., para las
mismas quince curvas de la primera tabla, pero esta vez se han hecho ademaés
cuatro cambios de variables del tipo

X —ulX, Y +— a3y,

con u = 41,16!,64! y 256! con los que, aunque el grupo de torsiéon de las
curvas no cambian, s{ lo hacen sus coeficientes (que pasan de ser A y B
a ser u*A y u®B) y por tanto su discriminante, que pasa de ser A a ser
u!?A. Asi podemos observar que, aunque el tiempo que se tarda en realizar
la acotacién aumenta al hacerlo |A|, no se obtienen tiempos tan grandes
como cabia esperar en teoria, sobre todo si tenemos en cuenta que, cuando
u = 256!, estamos trabajando con un discriminante de orden

A = u'2(4A® + 27B?) ~ 220000,

Es decir, a pesar de trabajar con discriminantes bastante grandes en valor
absoluto, y con los algoritmos de A.1., (siendo éstos menos sofisticados que los
algoritmos presentados en [3] ya que, por ejemplo, nuestro NDP cuenta puntos
directamente), se obtienen tiempos realmente pequefios, como se puede ver
en las tablas 2 y 3.

La diferencia entre estas dos tablas es que en la tabla 2 se han elegido
tres buenos primos para el prodeso de acotacién, mientras que en la tabla
3 se han tomado cinco buenos primos. Como se puede observar por los
resultados obtenidos, la diferencia en tiempo entre las tablas 2 y 3 no es muy
grande, sin embargo, las acotaciones obtenidas usando cinco buenos primos
son mas precisas (especialmente en grupos de torsién trivial, que son los méas
frecuentes) ya que, en la tabla 2 hay muchos més casos que en la tabla 3 en
los que la acotacién no coincide con el nimero de puntos de torsién. Estos
casos estan sefialados en negrita en ambas tablas.

Como observacién adicional, conviene resaltar también la diferencia tem-
poral entre grupos de torsién de orden par e impar.
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Tabla 1: Curvas

Curva A B | Tor(E)
E; 0 -2 Ch
Es 0 8 Cs
E; 0 4 Cs
E, 4 0 Cy
Ey —432 8208 Cs
Eg 0 1 Cs
E, —43 166 Cr
Eg —44091 3304854 Cs
Ey —219 1654 Co
Eyp —58347 3954150 Cro
Ey || —33339627 | 73697852646 Cio
E12 —4 0 Cz X 02
E13 —351 1890 Cz X 04
Eyy —24003 1296702 || Cy x Cp
FEy5 —1386747 368636886 || Cy x Cs

Tabla 2: Tiempos de acotaciones con tres buenos primos

| E Ju=1Ju=4{u=16/[u=164!] u=256!|
E, | 0.02s | 0.09s | 0.31s | 1.97s | 64.48
E; ||0.04s | 0.04s | 0.07s | 0.46s | 14.68s
E; || 0.06s | 0.11s | 0.24s 1.48s 35.83s
E, || 0.01s | 0.02s | 0.04s | 047s 15.83s
E5 || 0.02s | 0.19s | 0.52s | 4.27s | 101.77s
Eg || 0.04s | 0.04s | 0.06s 0.48s 14.58s
E; |1 0.02s | 0.195 | 0.48s | 2.64s |101.55s
Eg 11 0.03s | 0.03s | 0.06s | 0.68s 21.43s
Eg || 0.02s | 0.185 | 0.36s | 3.14s | 115.02s
Eiyp |l 0.04s | 0.04s | 0.21s | 0.67s | 21.40s
Ej | 0.03s | 0.03s | 0.09s | 0.77s | 27.94s
Ei5 || 0.03s | 0.02s | 0.03s 0.47s 14.30s
Ey3 0 0.01s | 0.01s | 0.03s | 0.50s 15.81s
Ey4 || 0.02s | 0.02s | 0.06s | 0.71s | 24.82s
Eis | 0.02s | 0.02s | 0.03s | 0.71s 28.01s
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Tabla 3: Tiempos de acotaciones con cinco buenos primos

LE Ju=1[u=4]u=16/[u=64!|u=256!]
E; | 0.06s | 0.11s | 0.50s 3.53s | 123.71s
Ey || 0.04s | 0.05s | 0.10s 0.87s 23.88s
E; |1 0.09s| 0.13s | 0.49s 3.67s | 121.46s
Ey || 0.02s | 0.03s | 0.08s 0.81s 21.75s
Es || 0.08s | 0.23s | 0.78s 6.42s | 216.67s
Eg || 0.05s | 0.07s | 0.15s 0.86s 25.75s
E; || 0.04s | 0.24s | 0.77s 4.63s | 197.48s
Es || 0.03s | 0.04s | 0.17s 1.24s 37.20s
Ey |1 0.065 | 0.25s | 0.53s 4.89s | 198.55s
Fy ) 0.065 | 0.06s | 0.27s 1.16s 37.10s
FEy, || 0.06s | 0.08s | 0.12s 1.22s 38.71s
Fi21 0.02s | 0.02s | 0.06s 0.81s 21.06s
Eis {1 0.03s | 0.03s | 0.09s 1.08s 31.44s
F14]0.03s | 0.03s | 0.08s | 1.12s | 33.55s
Fi5 | 0.04s | 0.07s | 0.07s 1.39s 48.41s

A.3. Comparacion efectiva de algoritmos

El objetivo de esta seccién es comparar los tiempos de los cuatro algoritmos
estudiados en el capitulo II. Para que sea ésta una comparacién justa, se
han usado los mismos recursos en la implementacién de cada algoritmo. Los
célculos se han realizado en un Pentium IV, con MAPLE 10 bajo Kubuntu
5.10.

En cada una de las cuatro tablas presentadas (una por cada algoritmo),
tenemos las mismas quince curvas elipticas Ej, ..., E15 de la seccién anterior,
y con los mismos cambios de variables. Destacamos, de nuevo, el tamaiio que
llegan a alcanzar los nimeros con los que trabajamos, siendo éstos de unas
6000 cifras en base decimal.

Los resultados mostrados en estas tablas incluyen el tiempo dedicado a la
acotacién vista en la seccién A.2., usando cinco buenos primos. Los tiempos
marcados en negrita son los mejores para cada par (F;,u), donde hemos
tomado empatados aquéllos con diferencias menores al 5 por ciento o a 0.05
segundos.

Cuando el tiempo ha excedido el limite superior fijado para los célculos,
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1800 segundos, lo hemos reflejado en la tabla sustituyendo el dato numérico
correspondiente por el simbolo >.

Por dltimo, podemos observar que, para las curvas E;, E» y Ei; la
acotacién es, practicamente, el calculo completo de la torsién, por lo que
los resultados son similares en todos los algoritmos.

Tabla 4: Tiempos para el algoritmo de Nagell-Lutz

[EJu=1] u=4 Ju=16lTu=~64Tu=256!]
E, [ 0.11s | 0.13s | 0.60s | 4.285 [142.70s
E, ] 0.06s | 0.06s | 0.11s | 0.89s | 26.35s
E; || 0.19s | 4.09s > > >
E, || 0.055 | 7.86s > > >
Es || 1125 | 19565 | > > >
Es || 0.09s | 5.33s > > >
E; || 0.60s | 10.10 > > >
Ey 1.93s 41.31s > > >
Ey || 262s | 33325 | > > >
Ey| 301s | 6461s | > > >
Ey | 139.685[1083.30s | > > >
E, [ 0.02s | 0.02s | 0.08s | 0.83s | 21.46s
Ey | 121s | 2240s | > > >
Eiyl 648s | 97265 | > > >
Eys || 4493s | 705.02 | > > >
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Tabla 5: Tiempos para el algoritmo de polinomios de division

|EHu=1 u=4!|u=16! u=64!|u=256!|
E; [|0.11s| 0.13s | 0.61s | 4.32s | 148.08s
E, 1 0.06s| 0.06s | 0.125 | 0.90s | 26.47s
E; 10.145| 0.155 | 0.61s | 4.29s | 146.70s
E; | 0.06s5| 0.06s | 0.125 | 0.96s | 24.90s
Es || 0.47s | 0.74s | 1.56s 9.64s | 302.45s
Eg || 0.17s | 0.26s | 0.47s 2.73s 63.54s
E; || 0.23s | 2.29s | 3.27s | 11.96s | 524.30s
Eg || 1.08s | 1.17s | 1.74s 6.84s | 204.50s
Ey || 3.64s | 4.06s | 7.10s | 24.64s | 722.57s
Fi0]0.12s | 0.44s | 0.74s 3.08s 95.08s
FEi1]0.16s| 0.20s | 0.47s 3.06s 83.28s
E»,1003s}0.03s | 008 | 0.855 | 21.76s
Ei50.05s|0.06s| 011s | 1.15s | 34.26s
Ei4 10125 0.12s | 0.46s 3.33s 92.32s
FEi5| 0.58s | 0.66s | 1.14s 6.15s | 172.15s

Tabla 6: Tiempos para el algoritmo de la parametrizacién analitica

[E Ju=1lu=4Tu=16![u=64[u= 256!
E,; 110.13s| 0.17s | 0.65s | 4.79s | 166.25s
E, ||0.08s5| 0.08s5 | 0.12s | 0.99s 27.35s
E5 [ 021s | 0.29s | 1.65s | 20.30s | 624.84s
E, |0.04s| 0.26s | 0.61s | 14.46s | 215.38s
Es [[0.11s | 0.36s5 | 1.16s | 12.26s | 490.71s
Es || 0.085] 0.145 | 0.28s | 8.95s | 348.63s
E; 110.09s5| 0.36s | 1.28s | 11.92s | 469.38s
Eg |1 0.035| 0.11s | 0.22s | 24.01s | 924.50s
Ey |0.125| 0.35s | 1.10s | 12.00s | 524.79s
Ei|0.10s | 0.14s | 0.33s | 13.43s | 306.60s
F;; (0125|0195 | 0.27s | 3.07s | 489.07s
Ei5 ]| 0.03s| 0.03s | 0.09s | 0.92s 23.01s
FE3]0.06s| 0.08s | 0.18s 2.96s 97.21s
Fi,10.06s| 0.095 | 0.17s 2.98s 96.05s
Ei5(10.06s] 0.10s | 0.17s | 3.09s 98.02s
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Tabla 7: Tiempos para el algoritmo de la forma de Tate

[E“u=1|u=4![u=16!,ru=6mu=256!}
E, ||0.11s] 0.145 | 0.58s | 4.05s | 142.86s
E, ||0.06s] 0.07s | 0.10s | 0.85s | 25.44s
E; [[0.125] 0.18s | 0.66s | 4.63s |143.71s
E, ||0.04s | 0.06s | 0.13s | 1.09s 26.81s

Es | 0.12s | 0.66s | 1.24s 7.69s | 246.83s
E¢ ||0.08s| 0.14s | 0.27s | 1.56s | 40.32s
E7 | 0.26s | 2.17s | 2.80s | 7.55s | 235.76s
Eg || 0.17s | 0.37s | 0.50s | 1.84s | 53.18s
Eq || 3.80s | 4.055 | 6.25s | 10.26s | 246.69s
Fip ({0135 0.13s | 0.53s | 1.73s | 45.09s
E;; 10.17s| 0.24s | 0.36s | 2.18s | 62.87s
Ei5110.02s| 0.025s | 0.08s | 0.83s | 21.69s
FEi3110.055( 0.05s | 0.12s | 1.20s | 36.61s
E; ||0.07s| 0.10s | 0.16s | 1.27s | 38.87s
Ei5 i 0.17s | 0.24s | 0.36s | 2.17s | 62.91s
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