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INTRODUCCION

En la Teoria Geométrica de los espacios de Banach es usual definir funciones o
moédulos relacionados con determinadas propiedades geométricas. El mas conocido
es el médulo de convexidad uniforme de Clarkson. El objeto principal de este
trabajo es definir y estudiar las propiedades de ciertas clases de médulos para la

propiedad () de Rolewicz definida en [Ro2].

1. En primer lugar vamos a hacer un breve recorrido por las propiedades
geométricas de los espacios de Banach que motivaron la definicién de la propiedad
8. Comenzamos con la propiedad de la gota.

Si1 X es un espacio de Banach, dado un p#nto z € X con ||z|| > 1 se llama gota

determinada por z a la envolvente convexa del conjunto formado por z y la bola

unidad cerrada del espacio By:
D(z,Bx) =co({z} U Bx).

El siguiente resultado, conocido como Teorema de la gota, fué probado por
Dénes [D]:

Sea C un subconjunto cerrado de X tal que inf{l|lz]| : 2 € C} = R > 1.
Entonces eziste un punto z¢ € C tal que D(zg,Bx) N C = {zg}.

Rolewicz se plantea en [Rol] el sustituir la hipétesis del teorema de la gota por
la més débil, y también mas natural, de que el conjunto C sea disjunto con Bx.
Asi, se dice que la norma de X tiene la propiedad de la gota si se cumple el teorema
de la gota bajo esta hipdtesis mds débil y que X tiene la propiedad de la gota st

tiene una norma equivalente con la propiedad de la gota. En este articulo obtiene



Rolewicz el siguiente resultado:

X es uniformemente convexo = la norma de X tiene la propiedad de la gota

= X es reflexivo.

Recordemos el concepto de convexidad uniforme introducido por J.A. Clarkson en
1936 [C]:
Un espacio de Banach X es uniformemente convero cuando para cada ¢ > 0

eziste 6 > 0 tal que

el <1, vl <1, ||x—y||>e=>” H<1-

Como ya sabemos todo espacio uniformemente convexo es reflexivo y, en este sen-
tido, Montesinos [Mo] da un paso mas y prueba el siguiente resultado:

Un espacio de Banach es reflezivo si y solo si tiene la propiedad de la gota.

La propiedad (5), que definiremos més adelante, es una propiedad geométrica
de los espacios de Banach que se sitia entre la convexidad uniforme y la casi-
convexidad uniforme. Recordemos este concepto definido por Huff en 1980 [Huj:

Un espacio de Banach X es casi-uniformemente convezo, brevemente NUC,
(nearly uniformly convez) si para todo € > 0 exziste § < 1 tal que s1 {z,} es una
sucesion contenida en la bola unidad cerrada By con sep({z,}) > ¢, entonces
co({z,})N B(0,8) #0 .

En esta definicién sep({z,}) = inf{||z, — zm|| : n # m} y B(0,6) es la bola
cerrada de centro 0 y radio 6.

El objeto de la introduccién de este concepto es el de establecer gradaciones

entre la propiedad UC y la reflexividad del espacio pues
Xes UC = X es NUC = Xes reflexivo

existiendo espacios reflexivos que no pueden renormarse para ser NUC y espacios
NUC que no pueden renormarse para ser UC.
Un concepto equivalente a la propiedad NUC es la A-convexidad uniforme

(A-UC) definido por K. Goebel y T. Sekowsky [GK]:
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Un espacio de Banach X es A- uniformemente convezo si para todo € > 0 eziste
0 > 0 tal que pura todo conjunto C' convexro contenido en la bola unidad cerrada Bx
con a(C') > ¢ se tiene que inf{||z]| :z € C} < 1-34.

En esta definicién a(C) es la medida de no compacidad de Kuratowski del
conjunto C, es decir, el infimo de los niimeros ¢ positivos tales que C puede ser
recubierto por un ndmero finito de conjuntos de diametro igual o menor que <.

En [Ro2] Rolewicz se plantea también el problema de discutir las relaciones
entre la propiedad de la gota y la A-UC y define una propiedad que estid entre
la UC y la A-UC. El punto de partida es una caracterizaciéon de la convexidad
uniforme en términos de restos:

Si Bx es la bola unidad cerrada de un espacio de Banach X y ||z|| > 1,

llamaremos resto determinado por z al conjunto
R(z,Bx) = D(z,Bx)\ Bx

que representaremos en adelante por R,. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Un espacio de Banach X es uniformemente convezo st y sélo s1 para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que st 2 € X y 1 <||z|| < 1+ 6 entonces diam(R,) < =.

De manera natural se puede sustituir el didmetro de R, por la medida de no
compacidad a(R;) y resulta asi la propiedad (3):

Un espacio de Banach X tiene la propiedad (3) cuando para cada € > 0 existe
6 >0 tal que s11 < ||z|| <1+ 6 entonces a(R;) < <.

Claramente se tiene que UC = (). Ademas Rolewicz demuestra que (3) = A-
UC por lo que en virtud de la equivalencia A — UC < NUC podemos establecer la
implicacién (8) = NUC.

Rolewicz se plantea el problema de la separacién, en el sentido de renor-
mamiento, de estas propiedades. Montesinos y Torregrosa prueban en [MT] que hay
espacios con la propiedad (£) que no se pueden renormar para ser UC y Kutzarova
en [Kul] da un ejemplo de espacio NUC que no puede renormarse para ser ().
En fin, para terminar, es posible separar reflexividad y NUC en el mismo sentido,
es decir hay espacios reflexivos que no pueden ser renormados para ser NUC. Este

ultimo resultado lo da Huff en [Hu].
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Observemos que la definicién de la propiedad () esta dada en términos de
restos, en otras palabras, “desde fuera ”"de la bola unidad. Kutzarova da en [Ku3|
una caracterizacién de la propiedad (3) que, como la definicién de NUC de Hulff, se
da en términos de sucesiones contenidas en la bola unidad:

Un espacio de Banach X tiene la propiedad (3) si y sdlo st para todo ¢ > O eziste
8. 0< 8 <1 tal que s1 {x,} es una sucesion contenida en Bx con sep({z,}) > ¢
yr € By, 'entonces existe 1 € N tal que

T g s

Se comprueba de forma inmediata, a partir de este resultado, que la propiedad (3)
del espacio implica la propiedad NUC.

También en [Ku3| se da una caracterizacién de la propiedad NUC en términos
de restos:

El espacio X es NUC si y solo si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que su
1 < |z}l < 1+ 6 entonces

sup{a(C) : C C R;, Cconvexo} < ¢.

Terminamos la primera parte de esta Introduccién con un resumen crondlogico de

lo expuesto hasta ahora:

Definicién de convexidad uniforme, 1936.

Definicién de casi-convexidad uniforme, 1980.
Caracterizacion de UC en términos de restos, 1987.
Definicién de la propiedad (f3), 1987.
Caracterizacion de NUC en términos de restos, 1991.

Caracterizacién de la propiedad (3) por sucesiones en la bola unidad, 1991.

2. Como ya hemos dicho al principio de esta Introduccién el objeto principal
de este trabajo es definir y estudiar médulos de no compacidad para la propiedad
(3).

La idea de la definicién de médulos de no compacidad para ciertas propiedades

geométricas de los espacios de Banach es de K. Goebel y T. Sekowski, quienes en

v



[GS,1984] definen un mddulo de converidad no compacta para la propiedad NUC
ispirado en el clasico médulo de convexidad de Clarkson formulado por M.M. Day
en[Da,1944]. Recordemos en primer lugar la definicién del mddulo de Clarkson:

El médulo de convezridad de un espacio de Banach X es la funcién §x : [0,2] —
[0,1] definida por

T el <1 S 1l - vl 2 )

5x(2) =inf{1 —]

Claramente se observa que el espacio X es UC si y solo si el médulo de convexidad
satisface la condicién éx(g) > 0 para cada € > 0. De otra forma, si se define la

caracteristica de convezidad del espacio como el numero
eo(X) = sup{e 2 0 : 6x(c) =0},

el espacio X es UC si y sdlo si go(X) = 0. Este ntmero, la caracteristica de convexi-
dad, nos indica como un espacio se separa de la la condicién de ser UC. Indicaremos
este hecho brevemente diciendo que el médulo de convexidad es adecuado para la
propiedad UC. Sustituyendo los segmentos de longitud igual o mayor que ¢ por
conjuntos convexos C de la bola unidad con medida de no compacidad a(C) > €

resulta el médulo de convexidad no compacta de Goebel y Sekowski:

Ax :[0,2] —[0,1],

Ax(e) =1 —sup{inf {||z]] : 2z € A} : A =co(A) C Bx, a(4) > ¢}.
Se puede definir una caracteristica de convexidad asociado a este médulo de forma
analoga:

Ao(X) =sup{e > 0 : Ax(e) =0}

Asi, el espacio X es NUC si y solo si Ag(X) = 0. Por eso decimos que el médulo es
adecuado para la propiedad NUC.

Otros autores han considerado médulos para la propiedad NUC asociados a
distintas medidas de no compacidad ([B1] y [DL]). Del estudio de estos médulos

se ha derivado un mejor conocimiento de la estructura geométrica de los espacios
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de Banach y, ya que la propiedad (3) de Rolewicz puede situarse entre la conve-
xidad uniforme y la casi-convexidad uniforme, parece tener interés el estudio de los
moédulos que definimos en este trabajo para esta propiedad y su relacién con los

moédulos citados de convexidad y convexidad no compacta.

3. Algunas propiedades geométricas de los espacios de Banach se han rela-
cionado con la posibilidad de que el espacio tenga la propiedad del punto fijo para
aplicaciones no expansivas. En nuestro trabajo hemos obtenido algunos resultados
en este sentido, por lo que hemos considerado necesario dedicar unos parrafos de

esta Introduccién a la propiedad del punto fijo y al concepto de estructura normal.

Una aplicacién T definida en un espacio de Banach X es no expansiva si cumple
la condicién ||Tz — Ty|| < ||z — y|| para todo z,y € X. A estas aplicaciones,
puesto que son continuas, se les puede aplicar el Teorema de Schauder [S] para
obtener punto fijo si el dominio del operador es compacto y convexo. Es natural
intentar sustituir la fuerte condicién de compacidad sobre el dominio de definicién
del operador por la mas débil de que sea cerrado y acotado. En este caso ejemplos
muy sencillos muestran que no tiene por qué haber punto fijo. Se dice que un
conjunto C' de X no vacio, cerrado, acotado y convexo tiene la propiedad del punto
fijo (f.p.p.) para aplicaciones no expansivas si para toda aplicacién no expansiva
T : C — C existe z € C tal que Tz = z. Diremos que un espacio de Banach X
tiene la f.p.p. para aplicaciones no expansivas si cada subconjunto no vacio, cerrado,

acotado y convexo de X la tiene.

F. Browder demostré en 1965 [Brl] que todo espacio de Hilbert tiene la f.p.p.
para aplicaciones no expansivas.” Poco después D. Gohde [G] y el propio Browder
[Br2] independientemente extendieron este resultado a la clase de los espacios de

Banach uniformemente convexos.

Al mismo tiempo, también en 1965, W.A. Kirk [Ki] demostré que si un con-
junto C C X tiene estructura normal, entonces tiene la f.p.p. para aplicaciones no
expansivas si el espacio X es reflexivo. Esta propiedad geométrica, la estructura

normal, fué introducida por M.S. Brodskii and D.P. Milman en 1948 [BM]:
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Un subconjunto convezo K de un espacio de Banach X tiene estructura normal
31 cada subconjunto convezo y acotado S de K mno unitario contiene un punto no
diametral, es decir, un punto z € S tal que sup{||z —y|| : y € S} < diam(S5). Un
espacio X tiene estructura normal s1 cada subconjunto acotado y convezo con mds

de un punto tiene un punto no diametral.

Los espacios de Banach uniformemente convexos tienen estructura normal.
Ademas puede “medirse 7 en cierto modo, mediante la caracteristica de conve-
xidad, lo que un espacio no UC se aleja de esta propiedad y si este alejamiento no
es excesivo el espacio tiene también estructura normal. En términos mas precisos
existe esta importante relacién entre el médulo de convexidad de un espacio X y la

estructura normal:

Si el mddulo de convezidad de un espacio de Banach X satisface la condicidn

6x(1) > 0 esto es, s1g9(X) < 1, entonces X tiene estructura normal.

En el capitulo I veremos que también con los médulos de convexidad no com-
pacta se han probado interesantes resultados concernientes a la relacién entre las

propiedades geométricas de los espacios de Banach y la Teoria del Punto Fijo.

4. En este apartado, que es el tltimo de esta Introduccién, resumimos breve-
mente el contenido de cada uno de los cuatro capitulos de esta memoria. Una
descripcién més detallada puede encontrarse en la introduccién de cada uno de

ellos.

En el Capitulo I se hace un breve resumen de los principales conceptos y re-
sultados conocidos que son necesarios para una buena comprension del resto de la
memoria. Asi recordamos algunos resultados generales sobre espacios de Banach,
el concepto de estructura normal, medidas de no compacidad, conjuntos minimales
para una medida de no compacidad, médulo de convexidad de Clarkson, médulos
de convexidad no compacta y propiedad (3). No incluimos demostraciones, salvo
alguna excepcidn, e intentamos dar referencias concretas de todos los resultados,
particularmente de aquellos que suponemos menos conocidos y que son mas re-

cientes.
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En el Capitulo II se define la primera clase de médulos de no compacidad para
la propiedad (3), a partir de la caracterizacién de Kutzarova que hemos citado,
utilizando sucesiones contenidas en la bola unidad del espacio y las medidas a y x
de estas sucesiones, respectivamente, en los dos primeros Ax y A;{ y la separacion
de sucesiones para el tercero Ay,

Analogamente a como se hace para el médulo de Clarkson y para los médulos
de convexidad no compacta definimos nimeros que llamamos (3)-caracteristicas del
espacio y demostramos que si cualquiera de estos nimeros es menor que 1 (menor
que 1/2 en el correspondiente a la medida x) tanto el espacio X como su dual X*
son reflexivos y tienen estructura normal y, por lo tanto, tienen la propiedad del
punto fijo para aplicaciones no expansivas. Se demuestra la continuidad del médulo
A'X en el intervalo [0,1) en la clase de espacios de Banach en los que la medida x
es estrictamente minimalizante y calculamos el valor de los médulos A% y Al en

los espacios ¢P.

En el capitulo III definimos, a partir de la definicién de Rolewicz, la segunda
clase de médulos de no compacidad para la propiedad (8) asociados a una medida

de no compacidad p que tenga las propiedades que més adelante precisamos:
Pxu(e) =mf{|lz] : 2 € X, |lz|| > 1, w(Rs) 2 €} — 1.

Se dan ciertas propiedades generales de estos médulos y su relacién con los médulos
definidos en el capitulo anterior, lo que nos permite establecer condiciones suficientes
para que el espacio tenga la propiedad del punto fijo par aplicaciones no expansivas.
Por ultimo se calcula la medida de no compacidad «, x y 8 de los restos R, en los
espacios £P y calculamos también el valor de los médulos correspondientes en estos

espacios.

Para terminar, en el Capitulo IV nos ocupamos de la convexidad uniforme y de
la casi-convexidad uniforme “vistas” desde fuera de la bola unidad aprovechando en
parte las técnicas desarrolladas en el capitulo anterior. Definimos un nuevo médulo
para la convexidad uniforme, estudiamos su relacién con el médulo de Clarkson, lo

que nos permite de nuevo establecer condiciones para que €l espacio tenga la f.p.p.
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y calculamos su valor en espacios de Hilbert separables. Se dan también algunos
resultados sobre continuidad. Asi mismo definimos un nuevo médulo de convexidad
para la propiedad NUC y para una medida de no compacidad u. Estudiamos su
relacién con los médulos de convexidad no compacta y por tdltimo calculamos su

valor en espacios de Hilbert separables.
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CAPITULO 1. RESULTADOS BASICOS

1.1. Preliminares.

En esta memoria X representa un espacio de Banach sobre el cuerpo R de los
numeros reales. Cuando queramos poner de manifiesto la norma de X escribiremos

(X, |I.Il). La bola cerrada de centro z € X y radio r > 0 se representa por B(z,r):
B(z,r)={ye X : ly—zl| <r}

y escribiremos Bx para la bola unidad cerrada B(0,1). Representaremos la esfera
unidad por Sx, es decir, Sx = {z € X : |jz|| = 1}.
Los resultados contenidos en esta seccidn se pueden consultar en [Br], [M], [B],

[GK], [ADL] y [Z].

Convexidad. Utilizamos la notacién co(A) para la envolvente convexa del

conjunto A, esto es, para el menor conjunto convexo que contiene a A:
co(A) = N{B : Bconvexo, A C B}.

V13
Se tiene que z € co(A4) si y solo si existe n € N tal que z es de la forma z = Z AiZi,

=1

n

endonde z; € A, \; >0y Z A; = 1. Si Ay B son subconjuntos convexos de X,
1=1

la envolvente convexa de A U B es el conjunto de todas las combinaciones lineales

Az +puyconz €A, yeB, A>0, u>0yA+pu=1.
La clausura de la envolvente convexa de A se denota por T6(A) y se llama la

clausura convexa de A.

Didmetro. Si A es un subconjunto acotado de X, el didmetro de A4 es el

numero sup{|lz — y|| : 2 € A, y € A} denotado por diam(A4). El didmetro de un
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conjunto es 0 si y solo si éste es vacio o tiene solamente un punto. Otras propiedades
del diametro son las siguientes:

(1) Si A; C A entonces diam(A;) < diam(A4;).

(2) diam(A4) = diam(A), en donde A es la clausura de A.

(3) diam(z + A) = diam (A) para todo z € X.

(4) diam(tA) = |t|diam(A4) para todo ntimero real t.

(5) diam(A4; + 4,) < diam(4;) + diam(4,).

(6) diam(co(A)) = diam (4).

Espacios duales y reflexividad. Se designa por X* el espacio dual de X,
es decir, el espacio de las formas lineales y continuas sobre X. El espacio X* es un

espacio de Banach dotado con la norma dual

[Fllx» = sup{|f(2)] : 2 € X, |lz]| <1} = sup{|f(2)| : 2z € X, ||| = 1}.

Cuando f € X* y x € X se escribe también < f,z > en lugar de f(z); se dice que
<, > es el producto escalar en la dualidad X*, X.

El espacio X** de las formas lineales y continuas sobre X* se llama el bidual o
segundo espacio dual de X. Se tiene una inyeccién candnica de X en X** definida
de la forma siguiente: dado z € X fijo, le hacemos corresponder la aplicacién
f =< f,z > de X* en R que es una forma lineal continua sobre X*, es decir un
elemento de X**. Esta inyeccién es siempre una isometria lineal. Si ademas es
suprayectiva se dice que el espacio X es reflexivo y se identifica X con X**. Se

verifica que X es reflexivo si y solo si X* es reflexivo.

La aplicacién de dualidad. Se tiene el siguiente resultado como consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach:

Para todo z € X existe f € X* tal que ||f|| = llz]| v f(z) = ||z||*. El
funcional definido de esta manera no es tinico en general. La funcién F definida de

X en el conjunto de los subconjuntos de X* dada por

Flz)={fe X" : f(z) = |l = IfI*}

(V]
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se llama aplicacién de dualidad de X en X*. Se tiene también, naturalmente, que
para todo z € X existe un funcional continuo f, con ||f|]| = 1, tal que f(z) = ||z]|.

Designamos por G(z) al conjunto

Gz)={feX* :\fll =1, f(z) = |}

y se tiene para todo z € X que F(z) = |[z]|G(z). Representaremos un elemento
de G(z) por G, y diremos que G, es un funcional lineal que "norma el punto z” o

funcional tangente en z.

El siguiente resultado es de R.C. James: Un espacio de Banach X es reflexivo
si y solo si para cada f € X* existe z € X \ {0} tal que f(z) = || fllliz||.
Este teorema puede formularse también en la forma equivalente siguiente: Un

espacio de Banach X es reflexivo si y solo si para cada f € Sx- existe ¢ € Sx tal

que f(z) =1.

La topologia débil. La topologia débil (X, X™) sobre X es la topologia
menos fina definida en X para la que todos los funcionales f € X™ son continuos.
Dada una sucesién {z,} en X se designa por x, — z la convergencia de {z,}

a z en la topologia débil o(X, X*).

A continuacién resumimos algunos resultados 1tiles sobre la topologia débil en
un espacio de Banach X:

(a) La topologia débil coincide con la topologia de la norma de X (topologia
fuerte) en los espacios de Banach de dimensién finita. Si X es infinito dimensional
es siempre estrictamente menos fina.

(b) Una sucesién {z,} converge débilmente a z si y solo si {f(z,)} converge a
f(z) para todo f € X*.

(¢) Un subconjunto convexo K de X es cerrado si y solo si es débilmente
cerrado.

(d) Si K es un subconjunto débilmente compacto de X entonces To(K) es

tambien débilmente compacto.
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(e) Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si la bola unidad cerrada es
compacta en la topologia débil.
(f) Cada subconjunto acotado, cerrado y convexo de un espacio reflexivo es

débilmente compacto.

(g) X es reflexivo si y solamente si toda sucesién acotada de X tiene una

subsucesion débilmente convergente.

Finalmente nos interesa sefialar también el siguiente resultado sencillo que se
refiere a la convergencia débil en los espacios /, 1 < p < +oo: Sea {z,} una
sucesién en £P débilmente convergente a 0 y z, = (z%). Entonces para cada i la

sucesién de numeros reales {z* }, es convergente a 0.

Bases de Schauder. Una sucesién {e;} en un espacio de Banach X se llama
una base de Schauder si para cada € X existe una unica sucesién de nimeros
reales {z*} tales que

o0 n

T = E z'e; = lim E z'e;.
. n—oo 3 1
1=

=1

Una sucesién basica de X es una sucesidn que es base de Schauder de un subespacio
lineal cerrado de X.

Por ejemplo los vectores ¢; = (0,0,..1,0,0, ...), en donde el ndmero 1 estd
en el lugar i-ésimo forman una base de Schauder de /7, 1 < p < 400, a la que nos
referimos como la base natural de Schauder del espacio.

Asociados a una base de Schauder {¢;} y para cada n € N se definen en X los

operadores proyeccién P, y resto R, dados por

n

Pn(z)=ine,- y Rn(z)= Z zte;.

=1 1=n+1
Se verifica que para todo n € N los operadores P, y R, son lineales y continuos y

P,+R, = I. Ademis P, es un operador finito-dimensional y por lo tanto compacto.

Convexidad estricta y suavidad. Se dice que un espacio de Banach X es
estrictamente convexo cuando se cumple cualquiera de las condiciones equivalentes

siguientes:
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(1) Si z e y pertenecen a X y ||z + y|| = ||z|| + |||, entonces existe ¢t € R tal
que y = tr.

(2) Si floll = lyll =1, = £, entonces ||z + || < 2.

(3) Para cada f € Sx« existe a lo sumo un tnico z € Sx tal que f(z) = 1.

(4) Para cada f € X*, f #0, existe a lo sumo un punto z en la esfera unidad

Sx en el que f alcanza su norma, esto es, f(z) = || fll.

Geomeétricamente un espacio estrictamente convexo es aquel cuya esfera unidad
no contiene segmentos. Precisando, si z e y pertenecen a la esfera unidad Sx
entonces su punto medio %ﬁ no estd en Sx. Observemos que s1 0 < t < 1 entonces

se tiene también que ||tz + (1 —t)y|| < 1.

Se dice que un espacio de Banach X es suave cuando para todo = # 0 existe
un unico funcional que norma el punto z, es decir un tnico f € X* con ||f]| = 1,
tal que f(z) = |||

De forma equivalente se puede decir que X es suave si y solo si su norma es
Gateaux-diferenciable, es decir, si para todo z # 0 y todo h € X existe el limite

NIRRT B

t—0 t

teR.

Si representamos este limite por G(z, h), paracadaz € X, z # 0, la aplicacién h —
G(z, h) es precisamente el funcional 1inico que norma el punto z que representamos,

como hemos dicho, por G,.

Geométricamente la suavidad del espacio significa que cada punto z de la esfera
unidad Sx soporta un unico hiperplano tangente. Este hiperplano es G; =1y la

bola unidad esta contenida en el semiespacio {y € X : G,(y) < 1}.

Los conceptos de convexidad estricta y de suavidad que acabamos de definir
son duales en el siguiente sentido:
(a) Si X* es suave, X es estrictamente convexo.

(b) Si X* es estrictamente convexo, X es suave.

Veamos un ejemplo. Sea X un espacio de Banach y sea 1 < p < +o0. El
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espacio

=1

con la norma ||(2%)]| = (X, H:c'””)% es un espacio de Banach. Ademas es estric-
tamente convexo si y solamente si X es estrictamente convexo.

En particular considerando X = R podemos deducir que los espacios ¢7, 1 <
p < 400, son estrictamente convexos.

El espacio dual de ¢P es £? si ¢ es el exponente conjugado de p, esto es, si
! + — = 1. Por lo tanto /7, 1< p < 400, es reflexivo y, de la relacién entre conve-
)fidac% estricta y suavidad , se deduce que es suave. Asi, dado z € £? con |jz|| =1
existe un unico G, € £7 con |G, || =1 tal que G.(z) = 1 y la aplicacién establecida
de esta forma, la aplicacién de dualidad entre Sg» y Spa, es biyectiva.

Para cada z = (z;) € S¢», G, estd definido de la forma siguiente [M]:

G, = (2=t P72, 22222, L 2 P ).

La propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas. Si X es
un espacio de Banach se dice que una aplicacién T : X — X es no expansiva si
cumple que ||Tz — Ty|| < ||z — y|| para todo z,y € X.

Se dice que X tiene la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas
(f.p.p.) si para cada subconjunto C cerrado, acotado y convexo y cada aplicacién
no expansiva I': C — C existe ¢ € C tal que Tz = z. Se dice entonces que z es un

punto fijo para T en C.

Existen espacios de Banach sin la propiedad del punto fijo como se muestra en
el siguiente ejemplo de Kakutani [K]: Sea ¢ el espacio de las sucesiones convergentes
a 0y B, su bola unidad cerrada. Entonces la aplicacién T : B,, — B,, dada por

T(zy,z2,23, -...) = (1 - ||z||, 21,22, - ..) es no expansiva y no tiene punto fijo.

Browder probé en 1965 [Brl] que los espacios de Hilbert tienen la propiedad

" del punto fijo. En este mismo afio Browder [Br2] y Géhde [G] demostraron que los
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espacios uniformemente convexos tienen la f.p.p y también en 1965 lo demostrd Kirk
[ki] para los espacios reflexivos con estructura normal. A continuacién definimos el
concepto de estructura normal (mds adelante definimos el de convexidad uniforme).
Para un estudio detallado del mismo pueden consultarse, por ejemplo, los libros
[GR], [GK] o [ADL].

Sea K un subconjunto de un espacio de Banach X. Un punto z € X se llama
diametral para K si diam(K) = sup{|lz —y|| : y € K}. Si K es acotado y todos
sus puntos son diametrales se dice que K es un conjunto diametral.

Un subconjunto K de X convexo y acotado tiene estructura normal (n.s.)
si cualquier subconjunto H de K convexo con diam(H) > 0 tiene un punto no
diametral, es decir, un punto z € H tal que sup{||z — y|| : y € H} < diam(H).

Un espacio de Banach X tiene estructura normal si cada subconjunto convexo
y acotado de X tiene estructura normal.

El radio de Chebyshev de un conjunto A con respecto a otro conjunto B es el

numero real:
r(A,B) = inf{sup{|lz —y|| : z € A} : y € B}.
Si B = co(A) se pone r(A) = r(A4,co(4)).

El coeficiente N(X) de estructura normal de un espacio X se define de la forma

siguiente:

diam(A)
r(4)

Se prueba facilmente que si N(X) > 1 entonces el espacio X tiene estructura normal

N(X)= inf{ : A C X convexo, cerrado y acotado con diam(4) > 0} .

y es reflexivo. El reciproco no es cierto. Cuando N(X) > 1 se dice que el espacio

de Banach X tiene estructura normal uniforme.

1.2 Medidas de no compacidad.

Una medida de no compacidad es una funcién definida en la familia de conjuntos

acotados de un espacio de Banach X que trata de medir el “grado de no compacidad”
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de estos conjuntos. La primera de estas medidas fué definida por Kuratowski [Ku] en
1930 en conexién con algunos problemas de Topologia General. Si B es un conjunto
acotado de un espacio métrico, la medida de no compacidad de Kuratowski de B

se define de la forma siguiente:

a(B)=inf {¢ > 0 : B puede ser recubierto por un niimero finito de conjuntos

de didmetro < ¢}.

Otras medidas de no compacidad han sido definidas posteriormente. Las mas

importantes son la medida y de no compacidad de Hausdorft:

x(B)=inf {¢ > 0 : B puede ser recubierto por un numero finito de bolas con

radio < ¢}

introducida por Gohberg, Goldenshstein y Markus en 1957 [GGM] y la medida

de separacion:
B(B)=sup {¢ > 0 : B tiene un subconjunto infinito ¢ — separado}

en donde un conjunto B se dice e-separado si la distancia entre cada par de ele-
mentos distintos de B es igual o mayor que €. Esta medida ha sido considerada por
Istratescu [I], Sadovski [Sa] y otros autores.

Las medidas de no compacidad tienen importantes aplicaciones en teoria de
operadores en espacios de Banach. En los dltimos afios ademds se han utilizado
para definir propiedades geométricas de los espacios de Banach con aplicaciones en
la Teoria del Punto Fijo (ver por ejemplo [Rol], [Ro2], [Mo], [KMP], [GS}], [Ku3],
[B1], [Se] y [P] y referencias en estos articulos). El trabajo realizado en esta memoria

pretende ir en la misma direccién.

A continuacién daremos una definicién axiématica del concepto de medida
de no compacidad. Se han propuesto axiématicas por distintos autores basadas
fundamentalmente en propiedades comunes a las medidas ya citadas de Kuratowski
y Hausdorff. Aunque la nocién de medida de no compacidad fué introducida en
espacios métricos, nosotros nos situaremos en el marco de los espacios de Banach

como se hace, por ejemplo, en [BG) y [AKPRS]. La definicién que damos puede
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encontrarse en [ADL].

DEFINICION 1.2.1

Sea X un espacio de Banach y B la familia de subconjuntos acotados de X. Se

dice que una aplicacion

p B —[0,+c0)

es una medida de no compacidad (MNC) definida en X s1 satisface las propiedades
siguientes:

(a) Regularidad : u(B) =0 <= B es precompacto.

(b) Invariancia para la clausura: u(B) = u(B), para todo B € B.

(c) Semi-aditividad: u(By U By) = max{u(B1), u(B2)} para todo By, B, € B.

De estos axiomas se deducen directamente las siguientes propiedades:

(1) Monotonia: By C B = u(B;) < u(B).

(2) w(By N B2) < min{u(B1), u(B2)} para todo By, By € B.

(3) No singularidad: Si B es finito, entonces p(B) = 0.

(4) Teorema de Cantor generalizado: Si {B,} es una sucesién decreciente de
subconjuntos de X no vacios, cerrados y acotados y limp—oo #(Bn) = 0, entonces

la interseccién de todos los B, es no vacia y compacta.

Ademas una medida de no compacidad puede tener otras propiedades de las
que pasamos a enunciar las que son mas interesantes para este trabajo:

(5) Semihomogeneidad: u(tB) = |t|u(B) para todo t € R y todo B € B.

(6) Semiaditividad algebraica: pu(B;+ B2) < u(Bi)+ u(B2) para todo By, Bz €

(7) Invariancia por traslaciones: p(z + B) = u(B) para todoz € X y B € B.
(8) Invariancia para la envolvente convexa: u(B) = u( co(B)) para todo B € B.

EJEMPLO 1.2.2. En un espacio de Banach X la funcién definida en B, u(B) =
0 si B es precompacto y u(B) = 1 en otro caso, es una medida de no compacidad

que se llama discreta. Esta medida es algebraicamente semiaditiva, invariante al
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tomar envolvente convexa e invariante por traslaciones. No es semihomogénea s1 X

es de dimensién infinita.

DEFINICION 1.2.3.

Se dice que dos medidas de no compacidad p y A definidas en un espacio de

Banach X son comparables o equivalentes cuando el conjunto

{% :BEB,,u(B)>0}

es acotado comn infimo positivo. En ese caso, s1 designamos por a y b respectivamente

al infimo y al supremo de dicho conjunto, se tiene para todo B acotado de X:
au(B) < MB) < bu(B)

con 0 < a<b.

1.3. Las medidas de no compacidad o, x y B.

Sea B la familia de los acotados de un espacio de Banach X. Si B € B no
es precompacto, existe un nimero ¢ > 0 tal que B no puede ser recubierto por
un nimero finito de conjuntos de didmetro menor que ¢, ni por un numero finito
de bolas de radio menor que £/2. También, si B no es precompacto, tiene un
subconjunto infinito B; &-separado para algin ¢ > 0, es decir, tal que para todo
z,y € By,z # y es |z — y|| > e. Por todo esto tienen sentido las definiciones

sigulentes:

DEFINICION 1.3.1.

Sea X un espacio de Banach y B la familia de los acotados de X. Para cada
B € B se definen las medidas de no compacidad de Kuratowski, de Hausdorff y
de separacidn, que representaremos respectivamente por &, X y B, de la forma
sigutente: |

a(B) = inf{e > 0 : B puede ser recubierto por un nimero finito de conjuntos

de didmetro < ¢}.

10



Capitulo 1

x(B) = inf{e > 0 : B puede ser recubierto por un nimero finito de bolas de
radio < €}.

B(B) = sup{e > 0 : B tiene una ¢ -separacidén nfinita }.

En las definiciones de a y x fesulta claro que puede sustituirse el signo < por
el de menor o igual

Las funciones a, x y B son medidas de no compacidad en el sentido estable-
cido en la seccién anterior y verifican todas las propiedades citadas. Las demostra-
ciones pueden verse, por ejemplo en [AKPRS] o en [ADL].

Sefialemos algunas otras propiedades de estas medidas:

(1) Para todo conjunto acotado B de X se verifica que
x(B) < B(B) < o(B) < 2x(B).

Se deduce que estas medidas de no compacidad son comparables entre si. Se cumple
ademas que estas desigualdades no pueden ser mejoradas en la clase de todos los
espacios de Banach.

(2) Si X es de dimensién infinita con bola unidad By, entonces

a(Bx)=2, vy x(Bx)=1

El valor de B(Bx) depende del espacio X. Para los espacios £#, 1 < p < 400 es
B(Bw) =27 [ADL].

(3) Si X es un espacio de Banach con base de Schauder, p es cualquiera de las
MNC a, 8 o x v B es un subconjunto acotado de X se tiene que, para todo n
natural, u(B) = u(Rn(B)) en donde R, es el operador resto definido en la seccién
1.1.

Nos interesa ademas la siguiente propiedad demostrada por J. Banas en [B1].

(4) Sea A acotado contenidoen X, r >0y B(A4,r) = J,c4 B(z,7). Entonces

x(B(A,r)) = x(A) +r.

Por dltimo, puesto que la definicién de espacio NUC [Hu] y la caracterizacién de

la propiedad (3) en [Ku3] se dan en términos de separacién de sucesiones, conviene

11
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recordar que para una sucesién {z,} contenida en X se define la separacién de {z,}

de la forma siguiente:

sep({zn}) = inf{||zn — Tm|| : n # m}.

Para un acotado B € B tenemos las implicaciones siguientes: si B contiene una
sucesién {z,} con sep({z,}) > ¢ entonces a(B) > ¢, y si x(B) > ¢ entonces B
contiene una sucesién {z,} con sep({z,}) > €. Se tiene ademas que la medida 3

de un conjunto puede definirse en términos de separaciones de sucesiones:

B(B) =sup{e > 0 : B contiene una sucesién con sep({z.}) > €}.

1.4. Conjuntos minimales para una medida de no compacidad.

La nocién de conjunto minimal respecto de una medida de no compacidad fué
introducida en [Do] para estudiar las relaciones entre operadores condensantes para
las medidas de Hausdorff o de Kuratowski. En esta memoria se necesitan algunos
resultados relacionados con este concepto que pasamos a resumir brevemente. Todos

ellos , ademés de otras referencias que demos, pueden encontrarse en [ADL].

Sea X un espacio de Banach, B la familia de los subconjuntos acotados de X

y 4 una medida de no compacidad definida en X.

DEFINICION 1.4.1

Un conjunto infinito A € B es minimal para la medida de no compacidad p,
brevemente p-minimal, si para cualquier subconjunto infinito B de A se verifica que
w(B) = u(A). En particular una sucesidn {z,} en X es u-minimal s1 su rango es
infinito, acotado y u-minimal.

Por ejemplo, todo conjunto infinito, acotado y precompacto es y-minimal para
cualquier medida de no compacidad, y todo subconjunto infinito de uno y-minimal
es py-minimal.

El Teorema siguiente asegura la existencia de conjuntos w-minimales en

cualquier espacio de Banach.

12
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TEOREMA 1.4.2.

Sea X un espacio de Banach, p una medida de no compacidad en X y A un
subconjunto acotado de X. Entonces:
(a) Eziste un subconjunto B de A que es y- minimal.

(b) Si A no es precompacto puede elegirse B de modo que sea u(B) > 0.

La demostracién puede verse en [Do] para las medidas @ y x y en [ADL] para

una medida cualquiera u.

El lema siguiente nos da una importante propiedad de los conjuntos o -minimales

que utilizaremos més adelante [Do].

LEMA 1.4.3.

Sea A un conjunto a-minimal de X. Entonces para cada € > 0 eziste un

subconjunto infinito B de A tal que
a(Ad)—e< |z -yl <a(d)+e¢

para todo z,y € B, z #y.
Distinguimos ahora, atendiendo a la forma en que pueden ser elegidos los con-

juntos minimales, dos tipos especiales de medidas de no compacidad.

DEFINICION 1.4.4.

Sea p una medida de no compacidad definida en X.

(a) La medida p es minimalizante si para cualquier A € B y cualquier ¢ > 0
eziste B C A, B u-minimal tal que pu(B) > p(A) —«.

(b) La medida p es estrictamente minimalizante si para todo A € B, ezste

B C A, B u-minimal tal que pu(B) = u(A4).

Por ejemplo, la medida de no compacidad discreta es estrictamente minima-
lizante en cualquier espacio de Banach.

La medida o de Kuratowski no es, en general, minimalizante como puede verse
en [Do] o [ADL). Para la medida x tenemos el siguiente resultado resultado debido

a S. Prus y que puede encontrarse en [ADL].

13
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TEOREMA 1.4.5.{S. Prus]

Sea X un espacio de Banach tal que X y su dual X* sean débilmente com-
pactamente generados. Entonces la medida de no compacidad x de Hausdorff es

estrictamente minimalizante.

Recordemos que un espacio de Banach X es débilmente compactamente ge-
nerado si contiene un conjunto débilmente compacto que lo genera. Los espacios
de Banach separables y los reflexivos satisfacen esta condicién. Una prueba del
resultado anterior para espacios métricos separables puede encontrarse en [Do}. Por

otra parte hay espacios en los que la medida x no es minimalizante; por ejemplo no

lo es en £° [ADL].

Damos ahora dos resultados para la medida 8 que pueden encontrarse en [Zh],

[Ro] y [ADL].
LEMA 1.4.6.

Para cualguier subconjunto acotado A de un espacio de Banach X se tiene
B(A) = sup{a(B) : B C 4, B a — minimal}.

LEMA 1.4.7.

S1 un subconjunto A de X es a-minimal entonces también es B-minimal y

a(A) = B(A).

Como consecuencia de estos dos tltimos lemas puede demostrarse que la me-
dida # es minimalizante en cualquier espacio de Banach aunque en general no es

estrictamente minimalizante (puede verse un ejemplo en [ADL]).

Para concluir esta seccién daremos dos resultados que se refieren a los espacios

£? y que pueden encontrarse en [ADL].

PROPOSICION 1.4.8.

Sea {z,} una sucesidn en P, 1 < p < +oo, débilmente convergente a w € £F

14
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y tal que eziste lim, .o ||Tn — z]|| para todo z € £P. Entonces
X({z}) = lim |lzn —w].
n—oo

PROPOSICION 1.4.9.

(a) Sea A un subconjunto acotado de £, 1 < p < +oo. Entonces
-1
X(4) =275 5(4).
(b) Sea A un subconjunio a-minimal de 7, 1 < p < +oo. Entonces x(A) =

277 a(A).

1.5. Convexidad uniforme.

Recordemos el concepto de espacio uniformemente convexo introducido, como
ya hemos dicho por Clarkson [C] en 1936. Los resultados de esta seccién pueden

encontrarse en [GK].

DEFINICION 1.5.1.

Un espacio de Banach X se dice uniformementen convezo (UC) si para cada

€ € (0,2] eziste § > 0 tal que si z,y € X entonces
foll <3l <1, o=l 2 e = |25 <15

Es facil demostrar que todo espacio uniformemente convexo es estrictamente con-

vexo y que en dimensién finita ambos conceptos son equivalentes.

Se puede medir el grado de convexidad (o rotundidad) de la bola unidad de un
espacio de Banach X, de dimensién finita o infinita, con el médulo de convexidad

uniforme definido por M.M. Day [Da]:

DEFINICION 1.5.2.

15
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El mddulo de converidad de un espacio de Banach X es la funcién §x : [0,2] —
[0,1] dada por

T+Yy
* H el <1, il <1, llz =yl > }

&

§x(¢) = inf {1 -

El médulo de convexidad es una funcién no decreciente y continua en [0,2). Un
espacio X es uniformemente convexo si y solo si §x(&) > 0 para cada € > 0. Puede

probarse ademds que es estrictamente convexo si y solo si 6§x(2) = 1.

DEFINICION 1.5.3.

La caracteristica de convezidad de un espacio de Banach X es la constante

asociada al espacio dada por
go(X) = sup{e > 0 : §x(¢) = 0}.

Es evidente que X es uniformemente convexo si y solo si gg(X) = 0. La carac-
teristica de convexidad mide lo que el espacio se “ aleja de la convexidad uniforme”.
Por ejemplo, si X = R? con la norma ||(a, b)||; = |a|+|5| o ||(a,d)||ec = max{|al, |b]},

entonces o(X) = 2.

La proposicién siguiente relaciona la caracteristica de convexidad con el coefi-

ciente N(X) de estructura normal.

PROPOSICION 1.5.4.

51 X es un espacio de Banach con mddulo de convezidad §x, entonces N(X) >
(1=s(1)~"

Esta Proposicién prueba que si §x(1) > 0 o, lo que es equivalente teniendo en
cuenta la continuidad del médulo, si £9(X) < 1 entonces X tiene estructura normal
y es reflexivo.

Asf en virtud del Teorema de Kirk podemos asegurar que de la condicién
£0(X) < 1 se deduce que el espacio X tiene la propiedad del punto fijo para aplica-

ciones no expansivas.

16



Capitulo 1

Terminamos esta seccién dando el valor del médulo de convexidad en los espa-

clos /P, 1 <p<+4oo:

PROPOSICION 1.5.5 [H].

El médulo de convezidad 6¢» se calcula por las relaciones:

m

>p+(1—6gp(5)—3>p:‘) sil<p<2

P 1
>),, si p>2.

(1=b0() +

55,,(5):1—(1—(

oM
I

DNl ™

1.6. Casi-convexidad uniforme.

El concepto de espacio casi-uniformemente convexo (NUC) (de esta forma tra-
ducimos la expresién en inglés nearly uniformly convez) lo dié R. Huff en 1980 [Hu].
Esta definicién, que damos a continuacién, generaliza el concepto de convexidad
uniforme en el sentido de que se sustituyen los segmentos de longitud igual o mayor
que &€ que aparecen en la definicién de Clarkson por sucesiones de la bola unidad

con separacion igual o mayor que €.

DEFINICION 1.6.1.

Se dice que un espacio de Banach X es casi-uniformemente convezo cuando
para todo € > 0 eziste § > 0 tal que s1 {z,} es una sucesién en la bola unidad Bx,

entonces

sep({zn}) = ¢ = co({z,})NB(0,1-6) #0.

De la definicién, en la que X se supone de dimensién infinita, se deduce claramente
que todo espacio UC es también NUC. Ademas Huff probé que todo espacio X
que es NUC es reflexivo. Podemos precisar mas esta afirmacién: un espacio de

Banach es NUC si y solo si es reflexivo y su norma satisface la condicién uniforme

de Kadec-Klee (UKK) [Hu].
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K. Goebel y T. Sekowski definen en 1984 [GS] un médulo de convexidad, aso-
ciado a la medida « de no compacidad, inspirado en el médulo de Clarkson, que es

adecuado para la propiedad NUC.

También lo hacen J. Banas [B1,1987] utilizando la medida x y T. Dominguez
y G.Lépez [DL,1992] con la medida 3 de separacién.

DEFINICION 1.6.2.

Sea X un espacio de Banach. Definimos los siguientes mddulos de convezidad

no compacta asociados respectivamente a las medidas de no compacidad o, x y f3.

(a) Ax :{0,2] — [0,1],

Ax(e) =1—sup{inf{|jz] : 2 € A} : A =co(A4) C Bx, a(A4) > ¢}.

(b Ak :[0,1]—[0,1],
Ay(e) =1 —sup{inf {||z] : z € A} : A = co(4) C Bx, x(4) > ¢}.

() Ak :[0,8(Bx)] - [0,1],

A%(e) =1 —sup {inf {||z]| :z € A} : A = co(4) C Bx, 8(4) > ¢},
Definimos también la NUC-caracteristica de X asociada a la medida o:
Aog(X) =sup{e >0 : Ax(e) =0}

y, andlogamente, las caracteristicas Ag(X) y Ag(X).

Los médulos definidos son adecuados para la propiedad NUC en el sentido de
que se verifica que el espacio X es NUC si y solo si Ag(X) =0 (o bien Ag(X) =0,

Las relaciones siguientes entre los distintos mddulos se obtienen facilmente:

§x(e) < Ax(e) < Ak(e) < Ax(e)

18
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y consecuentemente:

Ag(X) < AYX) € Ao(X) < go(X).

Las proposiciones siguientes relacionan las NUC-caracteristicas con la estructura

normal y la reflexividad del espacio.

PROPOSICION 1.6.3.[GS].

Sea X un espacio de Banach. Si la caracteristica de convezidad Ao(X) es

menor que 1 el espacio es reflexivo y tiene estructura normal.

Consecuencia de esta proposicién es que si Ag(X) < 1, entonces el espacio tiene

la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas.

PROPOSICION 1.6.4.[B1].

Si Ag(X) < 1/2 el espacio X es reflezivo y tiene estructura normal.

Otro resultado de S. Prus establece que si A;) (X) < 1 el espacio X es reflexivo
[ADL). '

TEOREMA 1.6.5. [ADL].

. . o, ”
Sea X wun espacio de Banach. Entonces si la caracteristica Ay(X) es menor
que 1 el espacio es reflezivo y tiene estructura normal y , en consecuencia, tiene la

propiedad del punto fijo para aplicaciones no ezpansivas.

. . , ' . .
Para terminar este resumen diremos que el médulo Ay es continuo en el inter-

valo [0,1) [B1] y damos el valor de los médulos en los espacios £7.

PROPOSICION 1.6.6.

El valor de cada uno de los mddulos de convezidad no compacta en los espacios

P, 1 < p< +oo viene dado por las ezpresiones siguientes:
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se@=1-(1-(3)),
Al,_,p(a) =1-(1-¢?)
v Ap(s)=1- (1—?;3);.

24

i
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Resultados que pueden encontrarse en [GS], [ADL] v [DL] respectivamente.

1.7. La propiedad (3) de Rolewicz.

DEFINICION 1.7.1.

Sea X un espacio de Banach, se llama gota definida por un elemento z € X

con ||z|| > 1 al conjunto
D(z,Bx) = co({z} U Bx).
El resto R, determinado por x es el conjunto
R, = D(z,Bx)\ Bx.

El estudio de las propiedades de los conjuntos R, es una parte importante de los
Capitulos III y IV de esta memoria. La proposicién siguiente nos da una primera

informacidén acerca de su estructura.

PROPOSICION 1.7.2

Sea X un espacio de Banach, z € X con ||z|| > 1. Sea Y, el subconjunto de

Sx definido de la forma siguiente:

V:={yeSx :Py+(1-Nzf| >1si0< A< 1}
Entonces R; = co(Y, U{z})\ Bx.

Demostracidn.

Puesto que Y, C Bx se tiene que co(Y; U {z}) C co(Bx)U {z} ¥, por lo tanto,

co(Y; U{z})\ Bx Cco(Bx U{z})\ Bx = R;.

20



Capitulo 1

Reciprocamente, sea z € R,. Entonces existe y € By tal que z = py+ (1 —p)z
para algin u € [0,1].
Consideremos la funcién continua ¢(A) = |[Ay+(1—A)z|| definida en el intervalo

[0,1]. Puesto que ¢(1) <1 < ¢(0), sabemos que el conjunto
L={e[0.16() <1}

es no vacio y ¢(Ag) = 1 s1 Ay es el infimo de este conjunto.

Sea yo = Aoy + (1 — Ag)z. Tenemos que yo € Y, porque si A € [0,1) entonces
Ayo + (1 = Azl = [[AAoy + (1 — Ado)z|| = ¢(Ado) > 1.

Puesto que

By - Bye
z = /\0y0+(1 )\O)w
con £ € [0,1), resulta que z € co(Y; U {z}). O

Una primera consecuencia de esta proposicion es el corolario siguiente.

COROLARIO 1.7.3. Sea X un espacio de Banach, z € X con ||z|| > 1. En-

tonces para todo z € R, el segmento [z, x] estd contenido en R;. Es decir:

{dz+(1-Nz:0< AL 1} CR,.

Los conceptos de convexidad uniforme y de casi-convexidad uniforme pueden

caracterizarse en términos de restos como se muestra en las proposiciones siguientes.

PROPOSICION 1.7.4.[Rol].

Un espacio de Banach X es uniformemente convezo si y sélo st para todo € >0

eziste § > 0 tal que siz € X y1 < ||z]| <1+ § entonces diam(R;) < ¢.

PROPOSICION 1.7.5.[Ku3].

Un espacio de Banach X es casi-uniformmente convezo si y solo si para todo

€ >0 existe 6§ > 0 tal que s1 1 < ||z]| < 1+ 0 entonces

sup{a(C) : C C R;, Cconvexo} < ¢.
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La propiedad () es una propiedad geométrica de los espacios de Banach dada

por S. Rolewicz en [Ro2]. En la definicién siguiente « es la medida de no compacidad

de Kuratowski.

DEFINICION 1.7.6.

Un espacio de Banach X tiene la propiedad (3) cuando pare cada ¢ > 0 eziste
6 >0 tal que s1 1 < ||z|| <146 entonces a(R;) < .

La propiedad () puede caracterizarse también en términos de sucesiones {z, }

contenidas en la bola unidad del espacio como muestra el resultado siguiente.

PROPOSICION 1.7.7.[Ku3].

Un espacio de Banach X tiene la propiedad () cuando para cada € > 0 eziste
6 >0 tal que 511 < ||z]| <146 entonces a(R,) < ¢.

Como ya dijimos en la Introduccidn, el objeto fundamental de este trabajo es
la definicién y estudio de las propiedades de médulos de no compacidad adecuados
para la propiedad () y su relacién con los médulos de Clarkson y de convexidad no
compacta. Este objetivo parece mas razonable si consideramos que esta propiedad
geométrica se sitiia entre la convexidad uniforme y la casi-convexidad uniforme.

Esto es, s1 X es un espacio de Banach, entonces

Xes UC = X tiene la propiedad (8) = X es NUC.

No son ciertas las implicaciones inversas como se observa en los ejemplos sigu-

ientes.

Si X es un espacio NUC, el espacio X; = X x R con la norma ||(z,?t)|; =
llz]| + |z| es NUC y no tiene la propiedad (3) [Ro2]. El espacio X definido de la

forma siguiente X = R? x 2 con la norma

(@, Wl = /lzlZ + llyll3

[N
[SV)
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tiene la propiedad (8) y no es UC.
Ademas existen espacios NUC que no pueden ser renormados para tener la
propiedad (), como puede verse en [Kul], y espacios con la propiedad (8) que no

pueden ser renormados para ser uniformemente convexos ([Ku2] y [MT].



CAPITULO II
PRIMERA CLASE DE MODULOS DE (3)-NO COMPACIDAD

En este capitulo utilizamos la caracterizacién de la propiedad (3) de Kutzarova
[Ku3, 1991] para definir unas funciones o médulos para esta propiedad que llamare-
mos moédulos de (f)-no compacidad o también, brevemente, (8)-médulos. Recor-
damos ese resultado antes de resumir los contenidos de este capiutulo: Un espacio
de Banach X tiene la propiedad () si y solo si para todo € > 0 eziste 6, 0 <6 < 1
tal que st {z,} es una sucesidn contenida en Bx con sep({z,}) > ¢ y ¢ € By,

entonces existe ¢+ € N tal que

z+zr;

<1-4.

En la Seccién 2.1 definimos los mdédulos: Rx(e) con sucesiones {z,} cuya
medida o de no compacidad es igual o mayor que ¢, RIX(e) con sucesiones {z,}
para las que x({zn}) = € y Rx(¢) con sucesiones para las que sep({z.}) > «.
Después damos algunas propiedades generales de los mddulos. Se definen también

los nimeros que llamamos (3)-caracteristicas del espacio.

En la Seccién 2.2 se establecen ciertas relaciones de los (3)-mddulos con el
moédulo de Clarkson y los médulos de convexidad no compacta. Estas relaciones
nos permiten obtener en la Seccién 2.3 un primer resultado para la propiedad del
punto fijo para aplicaciones no expansivas del espacio X. Otro resultado de esta
seccién nos da también unas condiciones suficientes para que el espacio X* tenga

esta propiedad.

La seccién 2.4 se dedica a la demostracién de la continuidad del médulo R
en una amplia clase de espacios: aquellos en los que la medida x es estrictamente

minimalizante. El proceso de esta demostracién estd basado en el que se sigue en

24



Capitulo 2

[B1] para demostrar la continuidad del médulo de convexidad no compacta asociado
a la medida y. La continuidad de este médulo nos permite dar en 2.5 un resultado

de estabilidad para la propiedad del punto fijo para aplicaciones no expansivas.

En la seccidon 2.6, que es la mas extensa de este capitulo, se calcula el valor
de los médulos Ry y Ri\, en los espacios /?, 1 < p < +oco. En primer lugar
se dan unos lemas previos que establecen algunas propiedades de las sucesiones
débilmente convergentes de los espacios £7. Después, por reducciones sucesivas del
conjunto de sucesiones de la bola unidad que debemos considerar, se calcula Ry (¢)
utilizando dnicamente sucesiones débilmente convergentes para las cuales existe

lim lzn — 2m]||- El célculo de R’X se hace, por dltimo, teniendo en cuenta

n,m-—oo,nFm

la relacién existente entre las medidas x y # de un subconjunto acotado de ¢P.

La ultima seccién del capitulo estd dedicada al cédlculo de los médulos en los

espacios £}, cg, ¢y £*.

2.1. Definiciéon de los médulos. Propiedades.

DEFINICION 2.1.1.

Sea X un espacio de Banach de dimensidn infinita. Definimos los siguientes

médulos de (8)-no compacidad:

Rx :[0,2) —[0,1],
Rx(e)=1-—sup {inf{ﬂf%-r-"—u in € N} :{zn} C Bx, z € Bx, a({zn}) > 6} :
Ry 0,1] — [0,1]

() =1-—sup {inf{-”—f%—"—ll 'n € N} :{zn} C Bx, z € Bx, x({zn}) 2 5} :
Rx : [0,¢) —[0,1],
Ry(e) =1—sup {inf {ﬂﬁ%ﬂ’- in € N} :{za} C Bx, = € Bx, sep({z,}) > s} .

Comprobemos que el dominio de la funcién Rx es efectivamente el intervalo
[0,2]. Sea Y un subespacio de Banach infinito-dimensional y separable de X, que

existe porque X contiene una sucesién basica [LT}, y sea M un conjunto numerable
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denso en Y. Entonces M N By es denso en By y a(M N By) = 2. Por lo tanto,
existe una sucesién en By C Bx cuya a medida es igual a 2. Para comprobar que
el dominio del médulo R'X es el intervalo [0,1] basta tener en cuenta que si {z,} es

una sucesién en Bx con a({z,}) = 2 entonces x({z,}) = 1.

Veamos ahora que podemos decir del nimero c. El Teorema de Elton-Odell [Di]
establece lo siguiente: 51 X es un espacio normado de dimensidn infinita, entonces
eziste un ndmero € > 0 y una sucesion {z,} C Sx tal que sep({zn}) > 1+¢. Porlo
tanto ¢ > 1. Por otra parte, como la medida 8 de no compacidad es minimalizante
en todo espacio de Banach X, dado > 0 existe un conjunto infinito A C Bx tal
que A es F-minimal y 3(A) > B(Bx) —n. En consecuencia podemos encontrar
en la bola unidad sucesiones {z,} cuya separacién sea tan préxima a (Bx) como

queramos y, por lo tanto, ¢ = 8(Bx).

A continuacién estudiaremos unas propiedades generales de los mddulos para

lo que necesitamos el lema siguiente:
LEMA 2.1.2.

Sea X un espacio de Banach, f un funcional no nulo, a un vector de X, 6 un
nimero real positivo y B(a,§) la bola cerrada de centro a y radio §. Consideremos

los conjuntos siguientes:
4= {z € Ba,8) : f(z) 2 f(a)},

Ay = {z € B(a,6) : f(z) < f(a)},
Bi={z€B(a5) : f(z) > f(a)},

By = {z € B(a,9) : f(z) < f(a)}-

Entonces u( A1) = p(42) = pu(B1) = u(42) = §u(Bx), siendo p cualquiera de las

medidas de no compacidad o, x, o 3.
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Demostracion.

-

La aplicacién T : X — X, definida por T(z) = 2a — z, es una simetria de
centro a tal que T(A;) = Ay y T(A42) = A;. Se deduce que u(A;) = u(4z) y, por

lo tanto,

Su(Bx) = p(B(a,6)) = p(A1 U 4s) = p(4s).

La demostracion se termina teniendo en cuenta que A; es la clausura de By y Ao

es la clausura de B,. O

PROPOSICION 2.1.3.

(a) Las funciones Rx, Ry y Ry son crecientes.
(8) Rx(0) = Rx(0) = Rx(0) = 0.
(c) Sean k y € nimeros reales tales que k € [0,5(Bx)) y ¢ € [0,1]. Entonces:

(d) Las funciones Rx, R'X y R son continuas en 0.

Demostracidn:

(a) Haremos la demostracién para el médulo Rx. En los otros dos casos los
razonamientos son analogos. Sea €, < €5. Si {z,} C Bx y a({zr}) > €2. Entonces
a({zn}) > €1 y, por lo tanto,

sup {inf{“—g’"——-*—:-)-ﬁ‘-ﬁ ‘né€ N} :(zn) C Bx, z € Bx, a({z,}) > 62} <

4

&

sup {inf {l—l-f—-l;&‘—l ‘n € N} :{zn} C Bx, z € Bx, a({z,}) > 61} .
Asi Rx(e1) < Rx(eq).
(b) Basta tomar un elemento z de norma 1 y la sucesién (z,) dada por z, =z
para todo n € N. De esta forma resulta

inf{w:nel\!}zl.

<
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(c) Sea Y un subespacio infinito-dimensional y separable de X. Supongamos
¢ >0yseaz € By tal que ||z]| = 1—¢. Sea f € Y* de norma 1 tal que f(z)=1—¢
y B la bola cerrada de centro z y radio ¢ en Y. Consideremos el conjunto 4 definido

de la forma siguiente:
A={yeB:f(y)21~-c}

Para todo y € A se tiene que ||y|| > 1 —z. El conjunto 4 es convexo: en efecto,

sean y; e Y2 puntos cualesquiera de A, entonces A\y; + (1 — Ay, € By
FOwn + (1= Na) = M) + (1= V() 2 A1 =€)+ (1= (1 =) =1 .
Ademds A es cerrado. Por otra parte, por el lema anterior, se tiene que
a(B) = 2¢ = a(A)

lo que nos permite encontrar una sucesién {z,} contenida en A con a{zn}) = 2¢.
En efecto sea M C Y numerable y denso en Y, entonces M N A es denso en A y,

por lo tanto, existe {z,} C A con a({z,}) = 2¢.
+ Tq
0)

&

inf{-”i-iw—nﬂ :nEN} > 1-—c.

I I
Ya que A es convexo se tiene que € A para todo n € N y asi:

F)

&

Por lo tanto, y puesto que By C By,

sup {inf{u--ﬂ%a—:lll in € N} :{zn} C Bx, ¢ € Bx, a({zr}) > 2&‘} >1-—¢

P4

y de esto se deduce que Rx(2¢) <e.
De forma analoga se demuestra la desigualdad correspondiente al médulo R’X.

Demostremos la dltima desigualdad. Supongamos € > 0 y sea ¢ € Bx tal que
|lz]| = 1 —¢. Consideremos un funcional f € X* de norma 1y tal que f(z) =1—¢.
Sea B la bola cerrada de centro z y radio 1 — ¢ y A definido como antes pero en
el espacio X. El conjunto A es convexo y 3(4) = 3(Bx)z. Por lo tanto podemos
encontrar en A una sucesién {z,} con sep ({z,}) > ke y terminar la demostracion

como en el caso de la primera desigualdad.
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(d) Es consecuencia del apartado anterior. d

A continuacién definimos nimeros asociados respectivamente a cada uno de

los ()-médulos de forma andloga a como se define la caracteristica de convexidad

5o (X).

DEFINICION 2.1.4.

Sea X wun espacio de Banach. Definimos los siguientes nimeros reales que
llamaremos (B3)-caracteristicas de X :

Ro(X) = sup{e > 0 : Rx(e) = 0}.

Ry(X) = sup{e > 0 : Ry(e) = 0}.

Ry(X) = sup{e > 0 : Ry(¢) = 0}.

Los médulos que hemos definido son adecuados para la propiedad (5) en el

sentido de la Proposicion siguiente.

PROPOSICION 2.1.5.

Sea X un espacio de Banach. Entonces:

(a) X tiene la propiedad () s1 y solo s1 Ro(X) = 0.
(b) X tiene la propiedad (8) si y solo si Ry(X) = 0.
(c) X tiene la propiedad (B) si y solo si Ry(X) = 0.

Demostracién.

El caso (c) resulta evidente. Veamos los otros dos.

(a) Tendremos en cuenta la equivalencia siguiente:
Ry(X)=0 < >0 = Rx(e) > 0.

Supongamos Ro(X) = 0. Sea ¢ € (0,¢) y {z»} una sucesién de puntos de Bx
con sep ({z,}) > ¢. Entonces a({z,}) > €.
Tomemos § tal que 0 < § < Rx(¢). De la definicién del médulo se deduce que

dado cualquier z € Bx se tiene que

inf{llx—_;—x-"—llznel\l} < 1-=46.
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Por lo tanto existe 1 € N tal que

RSN
y asi X tiene la propiedad (53).

Reciprocamente, sea ¢ € (0,2) y {z,} una sucesién con a({z,}) > ¢. Podemos
entonces encontrar una subsucesién {y,} de {z,} con sep({yn}) 2 ¢', 0 <&’ < £.
Sea §, 0 < § < 1, el ntimero que para ¢’ determina la caracterizacién de la propiedad
(B) de Kutzarova . Se deduce de forma inmediata que Rx(¢') > § > 0y, por lo

tanto, Rx(e) > 0.

(b) Razonemos analogamente: supongamos Ry(X) =07y seac € (0,¢) y {zn}
una sucesién de Bx con sep({z,}) > ¢; entonces x({zn}) = £ y si 6 es tal que
0<é< R’X(-g-), dado z € By, existe 1 € N tal que

llz + =il
——2— <1-4

y, por lo tanto, X tiene la propiedad {3).
Reciprocamente, sea ¢ € (0,1) y {z»} C Bx con x({z,}) > €. Podemos encon-
trar una subsucesién {y,} de {z.} con sep({yn}) > ¢, 0 < ¢ < e. Razonando

. . I
como en el caso anterior concluimos con que Ry (¢) > 0. O

2.2. Relaciones con el médulo de Clarkson y con los médulos de

convexidad no compacta.

La Proposicién siguiente nos permite relacionar los (3)-médulos entre si y con

los médulos de Clarkson y de convexidad no compacta.

PROPOSICION 2.2.1.

(a) Rx(g) < Ry (e) < A(e) para todo ¢ € [0, 3(Bx))-
(b) Rx(%) < Rx(e), € €10,2).

(c) 6x(e) < RIX(E), e €[0,1).
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() lim Rx(e') < Ax(2e), €€ (0,1).
(e) im Ry(e') < Ax(2e), € (0,1/2).

Demostracién.

(a) Supongamos ¢ > 0. Sea A C By convexo con B(A) > e, {z,} una sucesién

de puntos de A con sep({zn}) > ¢y seay € A. Entonces

inf{||z]| : z € A} < inf{”—y—_*—_:z—:%—H :nEN}.

Por lo tanto Ry (e) > A (e).
Sea ahora una sucesién {z,} en la bola unidad Bx con sep({z,}) > €. Se tiene

entonces que a({z,}) > ¢ y de esto se deduce que Rx(e) < Ry(e).

(b) Basta tener en cuenta que si para una sucesién {z,} de la bola unidad Bx

es a({zn}) > €, entonces x({zn}) > &/2.

(c) Sea {z,} C Bx con x({zn}) > ey 2z € Bx. Dadon, 0<n <g, existe un

término de la sucesién zn, tal que ||z — 2| > 1. Asi, como

inf{““’_‘:&“ - eN} = Jrofvmtl’

4 =

se tiene que

sup {inf{h—%—x-’lu :nEN} : {z,} C Bx, = € Bx, x({z=}) Zs} <

sup { LW oy e B, o vl 20 .

&

Por lo tanto R'X(e) > 6x(n) v, por la continuidad del médulo de Clarkson en [0, 2),

resulta

5x(c) < Rx(e)-

(d) Sea A C Bx convexo con a{A) > 2¢. Entonces x(A) > €. Asi, dado
n, 0 <n <e¢, A contiene una sucesién {z,} con sep({z.}) > ny a({zn}) = 7. Sea

y un elemento cualquiera de A. Entonces:

inf{|lz]| : ¢ € A} < inf{“_y__%:i’.‘_ll :neN}
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y, por lo tanto, Ax(2¢) > Rx(n) para todo n < €. Se deduce el resultado teniendo

en cuenta que la funcién Rx es mondtona creciente.

(e) Sea A convexo contenido en Bx con x(A4) > 2¢. Entonces sin < ¢, A
contiene una sucesion {z,} con sep({z,}) > 2n. De esto se deduce que x({zn}) = 7.

Sea y € A, entonces:

inf{||z]] : z € A} < inf{lyj;;ﬁlﬂ 'n EN}

y, por lo tanto, A'y(2e) > Ry (n) para todo 7 < €. a
COROLARIO 2.2.2.
(1) Ay(X) < Ry(X) < Ro(X) < 2Ro(X) < 260(X).
(b) Ao(X) < 2Ry (X).
(¢) Dg(X) < 2Ry(X).

Demostracién.

(a) Por la Proposicién 2.2.1 sabemos que para todo € € [0, 3(Bx)) se tiene:

5x (3) < Bx (3) < Rx(e) € Rx(e) < 8%(6).

Por lo tanto:
{£>0: Ay(e)=0} C {¢>0: Ry(e)=0} C {€>0: Rx(e) =0}

C2e>0: Ry(e)=0} C 2{e>0: dx(e)=0}.

(b) Es consecuencia del apartado (d) de la proposicién anterior razonando como

en el caso (a).

(c) Es consecuencia del apartado (e) de la proposicién anterior. O
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2.3. Estructura normal y (3)-caracteristicas.

Las desigualdades del apartados (a) del Corolario 2.2.2 y el resultado del Teo-

rema 1.6.5 nos permiten enunciar el Teorema siguiente:

TEOREMA 2.3.1.

Sea X un espacio de Banach. Si cualquiera de los coeficientes Ro(X), Ry(X)

' . . .
es menor que 1 0 Ry(X) es menor que 1/2, entonces X es reflezivo y tiene estructurae

normal.

Nota: Existen espacios reflexivos X con estructura normal en los que Ry (X) > 1
v, por lo tanto, también Ro(X) > 1y Ry(X) > 1/2. En [ADL], en el Ejemplo 3

del Capitulo III, se considera el espacio £2 renormado de la forma siguiente: sea

z€l® z=(z,2%,2%,....), entonces definimos
o0 L
2
ol = masef 21, (S(24) 7}
k=2

Esta norma es equivalente a la norma de #2. Asi,si ponemos X = (£2,]|.]) los
espacios X y £* son isomorfos y X es reflexivo. Ademas se demuestra en el citado
ejemplo que X tiene estructura normal y que Ay(X) > 1. De esta desigualdad se
deduce, teniendo en cuenta el Corolario 2.2.2, que Ry(X) > 1.

Vamos ahora a obtener el segundo resultado de esta seccién.

En [KMP] se define la propiedad (8,7) de la forma siguiente: Un espacio de
Banach X tiene la propiedad (B,~) para algin nimero v > 0 si eziste un § > 0

tal que para todo x € Bx y toda sucesidn {z,} C Bx con sep({zn}) > v eziste un

1 € N tal que
lz + zll
—_—— < 1=
5 <
Y se demuestra (Teorema 2) el siguiente resultado: 51 un espacio de Banach X
tiene la propiedad (B3,v) para algin v, 0 < v < 1, entonces el espacio dual X* es
reflezivo y tiene estructura normal.

Siguiendo [KMP] y teniendo en cuenta la definicién de los médulos para la

propiedad (f) proponemos la siguiente modificacién de la propiedad (5,7):
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DEFINICION 2.3.2.

Un espacio de Banach X tiene la propiedad (B,7) para algin v > 0 si para
todo v' > 7 existe un 8§ > 0 tal que para todo z € Bx y toda sucesidn {zn,} C Bx
con sep({zn}) > 7' eziste ¢ € N tal que

|z + 2]
5 <

4

1-46.

Resulta evidente que si X tiene la propiedad (5, )’ para algin v > 0 entonces
X tiene la propiedad (8,v') para todo 7' > 7.

PROPOSICION 2.3.3.

Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la propiedad (B3,7v) para algin
¥ >0 81y solo st Ro(X) < 7.

Demostracién.

Supongamos en primer lugar que X tiene la propiedad (8,7)". Entonces dado
4' > 4, existe § > 0 tal que para todo z € Bx y toda sucesién {z,} C Bx con sep
({zn}) > 7' existe 1 € N tal que

sl

Por lo tanto:

F4

sup {inf{l—lf—-%—{"—“ 'n € N} . {z,} C Bx, z € Bx, sep({zn}) > 7' } <1-6
De esto se deduce que Ry (') > 6 y en consecuencia Ro"(X) < 7.

Reciprocamente supongamos que Ry(X) < vy seav' > 7. Entonces Ry (v >
0 y existe § > 0 tal que Ry (y) > § > 0. Por lo tanto: |

sup {mf{l|x—.*;z—"-‘—ll : nEN} : {zn} C Bx, z € Bx, sep({zn}) 27’} < 1-4.

-

Entonces para todo z € Bx y toda sucesién {z,} C Bx con sep(zn) > 7' existe

1 € N tal que

llz + za|
— <

r<]

1-¢

34



Capitulo 2

y X tiene la propiedad (8,7v)". O

Como consecuencia de esta Proposicién y del Teorema 2 de [KMP] citado an-

teriormente tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 2.34.

Si cualquiera de los coeficientes Ro(X) o Ry(X) es menor que 1 o el coefi-

. ! . . .
ciente Ry(X) es menor que 1/2 el espacio X* es reflezivo y tiene estructura normal.

Parece conveniente recordar aqui, en primer lugar, que con los médulos de
convexidad no compacta no se obtienen resultados analogos sobre el espacio dual.
En segundo lugar, que la estructura normal de un espacio X no se conserva al pasar

al espacio dual como se ve en el siguiente ejemplo de Bynum [By]:

EJEMPLO 2.3.5.

Sea z = (z™) un vector en £, 1 < p < co. Sean z+ y z”los vectores de £P

cuyas componentes son

(:1:+)" =max(mi,0) = E|_;1—_:z_
(;(;_)i e ma,x(—-q;i,(]) — l_x__.l.;—_:l.:_
Para cada z € P definimos
lellon = llz*ll, + ll="1l,

I2llp,00 = max{llz™,, ll=7Il,}-

Es facil comprobar que estas normas son equivalentes a la norma usual en /7.
Los espacios correspondientes se designan, respectivamente, por ¢! y 7 y,si py ¢
son conjugados, es decir si -;; % = 1, el espacio £2* es el dual de ¢7:}. Pues bien,
en el citado trabajo de Bynum se demuestra que el espacio £7! tiene estructura

normal, pero su espacio dual £7'* no la tiene. Ademas ¢P'! es NUC [ADL].
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2.4 Continuidad del médulo Rly.

.2 7’ ! . .
En esta seccion demostramos que el médulo Ry es continuo en el intervalo

(0,1) en aquellos espacios de Banach en los que la medida x es estrictamente mini-

malizante.

TEOREMA 2.4.1.

Sea X un espacio de Banach en el que la medida x es estrictamente minima-

N ., / . .
lizante. Entonces la funcion Ry es continua en el intervalo [0,1).
Demostracion.

. . ! . .
Recordemos en primer lugar que la funcién Ry es continua en 0 y creciente en

el intervalo [0, 1].

Fijemos ¢; € (0,1) y tomemos un numero arbitrario 3 € (g3,1). Dado n >0
arbitrariamente pequefio podemos elegir una sucesién {z,} en la bola unidad Bx

con x({zn}) > €1 y un punto z € Bx de modo que

&

l—inf{w : nEN} < R'X(sl) + n.

Tomemos ahora
1 —

k=

Zz €(0,1), ¥ = {kzn :n € N}

1

y X2 = B(Y, 1—k) definido como en la Seccién 1.3. Se cumple entonces lo siguiente:
(a) x(X3) = x(Y) + (1 —k) > ke; + (1L —k) + &, por la propiedad (4) dada

en la seccién 1.3.

(b) X3 C Bx. En efecto, dado un elemento cualquiera z de X, existe n € N

tal que
|z — kza)l S1-%

¥, por lo tanto,

Izl < kllzall + 1~k < 1.

Por otra parte, puesto que la medida y es estrictamente minimalizante, pode-

mos encontrar una sucesién {y,} contenida en X; que sea x-minimal y tal que

x({yn}) = x(X3) > ea.
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Podemos suponer ademas, tomando una subsucesién y reordenando si es nece-

sario, que

Yn € B(kxn, 1- k)

para cada n € N, porque de lo contrario la sucesién {y,} estaria contenida en un

numero finito de bolas de centro kz, y radio 1 — k y esto implicaria que

€2 — &

(b < 1-k= 222 <oy
en contradiccién con la hipdtesis.
Tenemos entonces para cada n € N:
llyn + kz|] _ lyn — kzpn + kzn + kx|
2 B 2
zn + 2l llyn — kzall lzn +2fl  1-k
2k - 2 2 k= -

Resulta entonces:

1—-k
1-inf{ﬂgf—‘—_{2;—]f£‘—!-:nel\l} Sl—kinf{ﬂ—m—";——:ICJ :nGN}+—2—

—k
:lc(l——inf{ﬂg;-—"—é—*.—:icﬂ :nEN}> +1—-% +1——2—

< HBx(er)+n) + 5(1- ).

Por lo tanto:

Ri(e2) < (Rx(er) + 1) + 3(1 - )

Finalmente, teniendo en cuenta que n ha sido elegido arbitrariamente, resulta
' ' 3
Ry(e2) < kRx(e1) + 5(1=k),

de donde se deduce

, , f ] 3 E9 — €
Rx(e2) = Rx(e1) < Rx(e2) — kRx(e1) < 2 19—-611

lo que completa la demostracién. a
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2.5. Un resultado sobre estabilidad.
La continuidad del médulo R'X en los espacios de Banach en los que la medida
X es estrictamente minimalizante nos permite establecer algunos resultados sobre

estabilidad semejantes a los obtenidos para el médulo de Clarkson en [GR] y para

el médulo de convexidad no compacta Ay en [B1].

Sea X un espacio de Banach en el que la caracteristica Ry(X) es menor que

1/2. Entonces este espacio es reflexivo y, por lo tanto, el médulo R'X es continuo.

R%(—;—) =1-c.

Puesto que la funcién Ry es continua y creciente en [0,1) y Ry(X) < 1/2, esta

Consideremos la ecuacién:

ecuacién tiene una unica solucidén €y que estd en el intervalo (0,1). Sea eg = 1/g9 >
1. Se tiene entonces el teorema siguiente que es un resultado de estabilidad para la

propiedad del punto fijo:
TEOREMA 2.5.1.

Sea X un espacio de Banach con norma ||.||. Sea ||. ||1 una norma definida en
X equivalente a ||.||. Esto es, ezisten nimeros positivos m y M tales que, para todo

z € X, se verifica que

mijz|l < flzlls < Ml

Sean Ry y Rlxl los (8)-médulos y Ry(X) y RSI(X) las (B)-caracteristicas

correspondientes, respectivamente, a los espacios (X, ||.|) y (X, [.]l1). Entonces
st Rz)(X) <1/2 y M/m < eq se tiene que RSI(X) < 1/2.

Demostracién.

Representaremos por x;(A) la medida de no compacidad de Hausdorff de un
conjunto acotado A del espacio (X, || .Jl1) ¥ por Bx, la bola unidad cerrada en este

espacio. Es inmediato comprobar que para todo conjunto acotado A de X se tiene

la siguiente relacién:

- mx(4) < x1(4) < Mx(A4)
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¥, en particular, para cada sucesién {z,} acotada:

mx({z2}) < xa({zn}) < Mx({za}).

El espacio (X, || .|l1) es también reflexivo y, por lo tanto, la medida x; es estric-
tamente minimalizante y el mdédulo Rlxl es continuo, como R'X, en el intervalo
[0,1).

Sea € € (0,1). Dado 1 > 0 existe un elemento z y una sucesién {z,} en la bola

unidad By, tales que
1—R;<1(s)—n<mf{“ii"ﬂ”—1 :nEN}.
El vector mz y la sucesién {mz,} estdn en la bola unidad Bx y como

X({ma.}) = mx({za)) 2 Tpa({e.)) 2 re

tenemos entonces

mf{-“x—_%ﬂ :neN}=;nf{l”—"”i’iiz”ﬂ“—” :nEN}
<L

me
S <1‘RX<M>> |
Por otra parte

1. ”x | an1 : ||:L' l xn”
— B T < e
A/[mf{ 5 néeN inf 3 neN

e

y, por lo tanto,

1— Ry (6)—n< %f- (1—R;<(%€-)).

Y, como 7 ha sido elegido arbitrariamente, resulta poniendo % =k>1:

Ry, () 2 1—k(1—R3<<{;)>

para todo ¢ € (0,1). Tomando ahora ¢ = 1/2 se tiene

) 2104 (1- 50 ()-
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Por otra parte como ¢y = % < 4 serd

de donde se sigue que

1—k<1—R’X(§E)) > 0.
(1 e
i (3) 215 (17 () >0

de donde se deduce que R, (X) <1/2 como querfamos demostrar. O

Por lo tanto

COROLARIO 2.5.2.

Sea X un espacio de Banach con Ry(X) < 1/2 y sea g9, 0 < &0 < 1, la

solucidon dnica de la ecuacion

Rk(%) =1-¢.

Sea Y un espacio de Banach isomorfo a X yd(X,Y) la distancia de Banach- Mazur
entre X eY. Sid(X,Y) < ey = 1/eq la (B)-caracteristica de Y, Ry(Y), es también

menor que 1/2.

Demostracidn.

La distancia de Banach-Mazur entre X e Y se define, como sabemos, de la

forma siguiente:
d(X,Y) =inf{||TI T~ : T € isom(X,Y)}.
Supongamos d(X,Y) =d < ey ysea T : X — Y un isomorfismo tal que
ITHIT ] < eo
Puesto que para todo z € X se tiene

1Tz|| < (T[]
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Izt = 1T~ Tz|| < T~ T,
podemos escribir

”T T el S Tzl < N\l

Consideremos el espacio X con la norma ||z||; = ||Tz|| para todo z € X. Entonces:
1
— x|l < |lzlli < Tl l|z]].

Asi, del teorema anterior se deduce que R;h(X ) < 1/2. Para terminar la de-
mostracién del corolario basta con tener en cuenta que la aplicacion T : X — Y

es una isometria entre los espacios X, con la norma || .||;, e Y. ad

2.6. Calculo de los médulos en los espacios £, 1 < p < +o0.

. s 2 4 .
En esta seccién calculamos el valor de los médulos Ry y Ry en los espacios £?

cuando 1 < p < +oo.

Comenzamos dando algunos lemas que establecen propiedades de las sucesiones

débilmente convergentes de los espacios £P que utilizaremos mas adelante.

LEMA 2.6.1.

Sea {z,} una sucesidn de vectores de £P débilmente convergente a 0. Dado
y € LP, para cada n > 0 eziste ng € N tal que para todo n > ng se cumple que

lzall” + Iyll* =1 < llzn +yll® < llzall® + [yl + 2.

Demostracidn.

e o]

o0
Sea y = Zyie,- V Tp = Zx;ei. Dado § > 0, sea k € N tal que Z P <
i=1 i=1 i>k
6%,

Pongamos u = Zy ei y v= Zy e;. Entoncesy =u+v y |jv|| <.
i<k i>k

;\P
Tomemos ng de tal manera que para todo n > ngy sea Z lzh|" < 6. Estoes
i<k .
posible hacerlo puesto que para cada i la sucesién de nimeros reales {z,} converge

a 0.
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Sea up = Zx;ei Y Un = Zm%ei. Entonces ¢n = un +vn v |lunl < 6.
i<k i>k
De la continuidad de la funcién ¢ — t? se deduce que

| lls -+t = |s| < (1)
si |t| < 6, donde o(1) — 0 cuando § — 0. Tenemos entonces para todo n > ng:
ly + 2all? = llu+ v+ v +vall® < (Ju+vall + o+ uall)?
< lu+vall” + o(1) = Jul’ + [[vall? + (1)
=lly = vl” + lz — uall” +0(1)
< (lyll + 1ol)? + Ulzall + luall)? + o(1)
< llyl” + o(1) + llzall” + o(1) + o(1)
= yl” + flzall? + o(1).
Andlogamente tenemos también para todo n > ng:
ly + Zall” = (Ju+v +un +all)? 2 |1+ vall = flun +vllf’
> flu+val’ = o(1) = Jull? + |vall® — o(1)
= lly = vl” + lzn — unll® — o(1)
> [llwll = llll? + [llzall = luall]” = o(1)
> [lyll” = o(1) + llzall” — o(1) = o(1)

={yll® + llzall” = o).

Basta entonces tomar § de modo que sea o(1) < 7. O

En la demostracién del Lema siguiente utilizaremos el siguiente resultado de S.
Reich [Re]: Sea {z,} una sucesién acotada en un espacio de Banach X separable.

Entonces eziste una subsucesion {y,} de {zn} tal que existe limp—co ||yn — 2|| para

todo z € X.

LEMA 2.6.2.

Sea {zn,} C £P, débilmente convergente a w, con sep({z,}) > €. Entonces eziste

una subsucesidn, que sequiremos designando por {z,}, que satisface la desigualdad:

. 5
im |[zn, —w|| 2 —-
n—00 9%
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Demostracion.

Ya que £? es separable podemos elegir una subsucesién de {z,}, que denotamos
de la misma forma, tal que sea a y y-minimal con la misma y-medida y exista
lim, . ||zr — 2z|| para todo z € £P. En particular, en estas condiciones, se tiene por
la Proposicién 1.4.8 que

Tim e -l = x({2a}).

Ademads por la Proposicién 1.4.9 resulta

x({zn}) = 277 a({za}).

Por lo tanto:
ol{z.)) | €

lim flz, =] = x({za}) = I 23

=3 O

LEMA 2.6.3.

Sea {z,} C 4P, z,— w y tal que eziste lim |zn — zm|| = r. Entonces
n,m—co,nFEm
eziste una subsucesion que seguimos representando con la misma notacidn {zn} tal
que

lim ||z, —w] =

[\ .
'el.-l =

Demostracién.

Sea {z,} una subsucesién elegida como en el lema anterior. Veamos que

a({ea) = lm  flon = zml.

En efecto, por el Lema 1.4.3 para todo € > 0 existe una subsucesién {z,, } tal que

a({zn}) — € <|lzn; = 2nill < a{za}) +6, J#E

Por lo tanto para todo ¢ > 0 se tiene que
a({zn}) —e <7 < al{z,}) + ¢
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y asi a({z,}) =r. Como consecuencia resulta:

lim ||z, —w|| =27F  Lm  ||zn = Zm]|
n—+co n,m—oconFm

de donde se deduce que

-
m |z, —w|| = —
Jm fle -l =
como queriamos demostrar. O
LEMA 2.6.4.
Sea {z,} C fP, z, — w, con lim . Non —zm] =7 y lim ||z,]| = 1.
Entonces
» T
wif =1 - —.
ol ;
Demostracién.

Dado n > 0 existe una subsucesién {z,} tal que por el Lema 2.6.1 aplicado a

T, —w y w se cumple para todon € N :
len —wll” + lwll® =7 <Jzal® < llzn =l + i + 7
y como por el Lema 2.6.3 existe una subsucesién {z,} para la que

lim ||z, —w| =
n—eo

no
’U.Hl ]

dado 1 > 0 se tiene para una subsucesion:

P p
=0 < llen -l < 5+

Por lo tanto, para todo n natural resulta:
r? ? P TP P
L bl = 21 < flaall® < T el + 20

de donde se deduce:

rP , rP
lzall® = 5 = 20 < Jlwll” < llzal® = 5 + 20
2 2
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p

¥, como lim ||z,]| =1 resulta ||w||? =1— % O
COROLARIO 2.6.5.
Sea {z,} C P, z, — w, con lim lzn — zml] =7 y tal que ||zn|| <1

n,m-—oo,n¥EmM

para todo n € N. Entonces
rP
WP <1 — —

P4

Después de estos Lemas estamos en condiciones de proceder al calculo del

médulo R, () cuando 0 < ¢ < 2%

En primer lugar, y puesto que el proceso de la demostracion es algo complicado,

vamos a describir detalladamente el camino a seguir.

Ya que la méxima separacién de una sucesién en la bola unidad en los espacios

2P es 2%, consideraremos la funcién R), definida en el intervalo (0, 2%) Ast:
R, : [0,2%) — [0,1],
R,(e) =1 —sup {inf {”_”.‘tzf_ri 'n € N} :{zn} C Bgp,z € Bup,sep({zn}) > 5} )

A lo largo de la demostracién tendremos en cuenta que dada una sucesién {zn}
en By con sep({zn}) > € y un elemento z € By, si {yn} es una subsucesién de
{zn}, entonces sep({yn}) > € y ademas:

inf{ﬂi%—?@-u:neN} zinf{”—x-_;ﬂ-u :nEN}.

Por lo tanto, en el cdlculo del supremo de todos los infimos puede prescindirse de

la sucesién {z,} si se incluye, naturalmente, la subsucesién {y, }.

Este recurso de considerar una subsucesién de una dada se utiliza reiterada-
mente a lo largo de la demostracién y en todos los casos, para simplificar la misma,
se mantiene la misma notacién para la subsucesién considerada y la sucesién origi-
nal.

La primera consecuencia que se deduce de esta observacién, puesto que los

espacios £P son reflexivos y toda sucesién en la bola unidad tiene una subsucesién
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débilmente convergente a un punto de la bola unidad, es que el valor del médulo

puede calcularse considerando tinicamente estas sucesiones:

Iz +2al

5 nEN}:{xn}CBep,xEBep,

Rp(e)=1—sup {inf {
Tpn — w,sep({xn}) > e},

Vamos a designar por « el supremo que figura en la igualdad anterior, es decir
R,(e) =1-a.

Observemos ahora que como toda sucesién {z,} C By con sep({z,}) > € tiene

una subsucesiéon {z,} tal que existe lim L |lzn — zm|| > € (la existencia de

n,m-—-00,n#m
este limite es una sencilla consecuencia del Teorema 1.4.2 y del Lema 1.4.3 [ADL})

y sep({zn}) > ¢ podemos escribir

azsup{inf{”x——;—:—c-n—“:n EN} :{zn,} C Bw,z € By,

on - wsepl{zal) 26 lm  llen=zall 2.
—oo,nsEm

¥

a

Para calcular o haremos sucesivas reducciones en el conjunto de sucesiones de
la bola unidad a considerar. En la siguiente proposicién damos una cota inferior

para o que, finalmente, resultara ser su valor exacto.

PROPOSICION 2.6.6.

Sea

[V2)

il
S
vo| %

+

TN
TN

._..l

|
0o %
N—

+

o
N—

Entonces s < a.

Demostracion.

Sea {en} la base natural de Schauder del espacio £?. Consideremos la sucesién

eP ’ 3
Tn = 1'-—2*' €1+;1—€n+1~

ZP

46



Capitulo 2

Esta sucesién esta contenida en la bola unidad ya que ||z,|| = 1 para todo n € N.
1
Converge débilmente a w = (1 — 5,;) ? e1. Ademds ||zp —2Zm|| = esin#Emy
1 g

1 + w 1 ]e? + 1 eP\r? 41

—_ xn —_— —_ e —am —_— ——

2 l|lwll 212 2
para todo n € N. Por lo tanto a > s. O

Vamos a continuacién a detallar el proceso de la demostracién de la desigualdad

contraria s > a. Consideraremos los ntiimeros & y o' definidos de la forma siguiente:

o‘zzsup{inf{ﬂi_—;ﬂ:nEN}:{mn} C B,z € By,

T, — w # 0,sep({z,}) 2 ¢, lim |zr — 2ml| 2 e} .

n,m—oo,nFEM

a' = sup {mf{ﬂf——%-ﬁﬂ in € N} :{zn} C B,z € By,

Tp —w# 0, lim lzn — zml| 26}.

n,m—co,nFEm

Demostraremos que @’ < s (Teorema 2.6.10). Como, evidentemente, es & < o,
se tiene que @ < s. Finalmente demostraremos que @ = & (Teorema 2.6.15). Resulta

asi que s < @ = & < s y, por lo tanto, Ry, (¢) =1—s.

En la Proposicién siguiente demostramos que para el cdlculo de o' podemos
limitarnos a considerar inicamente sucesiones {yn} que convergen a 1 en norma y

a tomar como z el limite débil de cada una de estas sucesiones normalizada.

PROPOSICION 2.6.7.

Sea {zn} C By, T, = w # 0 y tal que eziste lim |lzn — zm]| 2 €. Sea
n,m—cc,n¥m
z € Byr. Entonces eziste una subsucesidn {z,} de la sucesidn dada y una sucesion
{yn} C B con las siguientes propiedades:

(1) Yo — w.
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(2) lim ]l = 1.
(3) lim mllyn—ymllZE.

n,m—oo,n

(4) inf{]|lz + z.|| : n € N} < inf{

yﬂ-ﬁ“;ner\l}.

Demostracion.

Consideraremos dos casos:
(a) Existe una subsucesién {z,} de la sucesién dada tal que lim |jz.|| = 1.
n-—>00

(b) No existe una subsucesién con esa propiedad.

(a) En este caso pongamos
lz +2allP = llz —w +w+z.]".

Dado n > 0, puesto que {z, —w} converge débilmente a 0, por el Lema 2.6.1 existe

una subsucesién {z,} tal que para esta se tiene:
2+ 2all” < flon —wlf® + Jlw+2|” + 7.
Por otra parte tenemos:

o+l < flwlf + NIzl <1+ ol

e

o s o

5

y asi resulta

Distingamos ahora dos subcasos (al) y (a2).

(al) Supongamos que

e e e

entonces:

Lt flwff = flw+zll < llwll + el < flwll +1.
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Por lo tanto

lell =1 v Jlw+ 2l = lwll + [zl

De esta ultima igualdad se deduce, por ser el espacio estrictamente convexo, que

1 ¢
existe t > 0 tal que z = tw, de donde resulta que t = H yo= _“w” En conse-

:-nEN}.

(a2) Supongamos ahora que ||w + z|| < ‘ w + T:_I_i“ Sea 6 > 0 tal que

cuencia, poniendo y, = ,, nos queda:

inf {Jjlz, +z|| :n €N} = inf{

yn+m

w p

ol + 0 < o oy

w+

I

y, por lo tanto, por el Lema 2.6.1:

ot aalf + 6 < fon—l? + ot 2] 1
Por ultimo, si ponemos
w 1P w IIP
-’L‘n-}-m = mn—w-l-w—i—m
existe, por el Lema 2.6.1, una subsucesién {z,} tal que
w P w 1P
Hwn~wilp+,lw+m -n < wn+m - 2]
De [1] y [2] resulta:
Iz + 2.l +6 < o+ ’ + 2n.
llll

Tomando 0 < n < 'g‘ y poniendo y, = z, concluimos con que

inf {Jlz + z,|| : neN} < inf{

e v

Asi finaliza la demostracién en el caso (a).
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(b) Sea {z,} una subsucesién tal que lim |z,]|=b5, 0<b<1ly
n—aoo

lim ltn — 20| =a, a>c.
n,m-—oc,nFEm

La demostracién de este caso la dividimos en tres apartados.
(bl) Demostraremos en primer lugar que se puede encontrar una subsucesion

{zn} tal que
| 2n Tm

Teall ~ Tomll

En efecto, tenemos para todo n,m € N, n # m:

Iim
n,m—00,nEM

= C.

o 2

In  Tm - ’ ”mmnzn — -Tm“mn“
flznll  llzml lzall |lzmll
_ ‘ lzmllzn + lzmllzm = [[Zmllzm = |2a]lzm
lzallllzm |

@ = szl + Gleml = loal)en|
- zallllzmll '

Asi:

chn"xm“ _ (Hfm—xn”{ In  ITm Hxn—xm“ Hlfbmll—llfvnlﬂ
[EZY] lznll T Hllzall  Nlzwlll = el [ERY|
Tomando limites resulta:
n,Mm—o0 , NFEM m - m = E =¢

Observemos ademas, por el Lema 2.6.4, que ¢ < 2% por ser ¥ # 0 el limite débil

de la sucesidn {m}

Continuamos con la demostracién del caso (b). Hemos encontrado una sub-

sucesion {z,} tal que

T T

[EE

lim lzrn —2Zml|=0a ¥y lim
m,n—o0,n#Em n,m->co,nEm

i
P,

conl<e<a<e<?

(b2) Supongamos que z # TI-:T Maés adelante veremos en el apartado (b3) que

el caso z = I—I%W se reduce ficilmente a éste.
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Puesto que z,, — w y — % existe, por el Lema 2.6.3, una subsucesién

IEM]

{x,} tal que
Zz w C
lim ||t — 2 = = 3
3 [ETY B .
y
Bim o —wf = ;Ci_- [4]

Asi, dado n > 0, existe una subsucesién {z,} tal que

e+ 2all <llzn =@l +llw+ 2l +7 < C o+l 42

_2"

para todo n natural. Por la demostracion de la primera parte del lema sabemos que

w .
para T # m se tiene que

veni<for il

Sea ahora § > 0 tal que

w P

ko +af® + 6 < =l

w +

Tenemos entonces:

P
w+—

el
§5+WWQ+Mﬂ-Mn

¥, teniendo en cuenta [3], resulta:

|m+zuv+6<~—+

w3

e + zo||" +6 < m 'E + llwl| ( W> + 3n
<|l=i-% *“‘“’”p( i n) t 4

Ahora, tomando de nuevo una subsucesién si es necesario, tenemos para todo

n € N:
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T p+w+wp <]In+wp
-z =l - <|I- il
lzall 0 llell llzall Il
Y, por lo tanto,
w 1P
lz +zall” +6 < +W + 4n.
Asi, st elegimos 0 < 7 < % obtenemos que
o+ aalt < 224 |+ 4
" lznll el
para todo n natural y, como queriamos demostrar,
w
inf{||:c+:cn|]:nEN}<1nf{ + — nEN}.
|I$nli [l

(b3) En este ultimo apartado y para terminar la demostracion consideramos el

caso ¢ = ——. Veamos que puede reducirse al caso anterior.

Consideremos una subsucesién {z,} tal que ||z || < b+ % < 1, para todo

néeN, con § >0y b+6<1. Sea \ positivo y menor que §/2. Pongamos

6
z=(1- )H TR H “+a:n, 0<A<s.

De esta forma z +z, = z + z, para todo n € N.

La sucesién {z,} estd contenida en la bola unidad. En efecto:

5 §
S Aflzall < g+04+5 <L

Jonll = [z + 22

Para una subsucesién {z,} existe lim ||z,||=7r < 1.
n—oo

La sucesidén {z,} converge débilmente a A tw = w' # 0.
Existe

lim zn — zml|| = lim lzn —zml|| = €.
m,n—oQ,nFEm n,m—oc,nFEm

(8]
(8]
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’ . }
Por ultimo comprobemos que z # -Iﬁj,—”:
At iwll
! ——l
wo_ Tl

= = “ 1= A)— =
[y S VS B

Ahora se tiene:

inf{jje + z,|| :n e N} =inf{]|z + z,]| : n € N}

w/
Sinf{ Zn + T :nEN}
[l
: Aw w
=inf{ l|zp ++—+ — | :n €N},
flwll el
v el resultado se obtiene cuando A — 0. O

En la demostracion del préximo teorema necesitaremos el lema siguiente que

es consecuencia del Teorema del valor medio.

LEMA 2.6.8.

Sean €, a, y p numeros reales tales que 1 < p<+0 y 0<e<a< 97

Entonces existe un nimero real v > 0 que satisface las desigualdades siguientes:
W T +0+P-%) <1

@ %+ -9 (1 )

)
e? ] a? 1 d
< = -—) {1
2 +( 2)( +T+(1__a2_f’)%>

Demostracion.

Pongamos 1 4+ r = t. Entonces la desigualdad (1) puede escribirse asi:

1-2  2—_gP 4qgP —c? a? —&?
tP <« f,,: 5 = 14 .
-5 2 —qaP 2 —qab
O bien:
A 1 aP — P 7
t < =
+ 2—aP

Y la desigualdad (2):

1 P 1 P a? — P
t 4 —— 14— + :
(+( _ﬂ)%> g ( +(1_921)%) 2—af
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L9p ‘ + 1
B__ 1+ 2 p | alp_sp 2 P
e B 2—a? T ar T \2_—ar/

De tal modo que existe t < Ayt > B siysolosi B<A. O, lo que es equivalente,

{

Pongamos, para simplificar un poco las notaciones, u =

O bien:

iqp 7 L L
2 P ap._sp ap_sp P 2 P -
1+<2——a1’> } * 2-&1’} < (1+2—-ap) + (2—(11’) - Bl

aP — &P

s U € (0, +00); con

lo que queda:
2 2l+w)
2—aP  2—gP

Sustituyendo en [5] obtenemos:

2 —¢gp

T aewh s (M)?

—t
+
N

[
[\D/'\
l»—-\
o | T
B I~

N
N

o

| S
)

+

I
N’
b1

Simplifiquemos todavia un poco més escribiendo e = =, COn lo que la expresién

anterior, después de elevar a p queda en la forma siguiente:
{1+[e(2 +u)]%}p +u < (1+u) (1 + eiL)p.
Consideremos ahora las funciones f y g siguientes definidas en (0,+o0):
F)= {1+ e+l ) +u, g(w)=1+w) (14eF)

Tenemos que demostrar que f(u) < g(u) para todo u € (0, +0). Observemos que

. 1\P
£(0) = 9(0) = (1+¢7)
Se tiene ademads para todo u € (0, +0):

1
er

p(l-i~u)L;_1

1 r
— ¥ +1
(14+u)?

1 1\ P—1 1\ p—1
< er (1+e?) + <1+67) = g'(u),

f’(u)=p[1+e%(1+u)%]p_1 41

1
= ¢er
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O

lo que completa la demostracion.
En el teorema siguiente probaremos que el nimero o', que definimos a conti-

nuacion de la Proposicién 2.6.6, se puede calcular considerando tinicamente suce-
siones {z,} para las que existe lim |z — zm]|| v este limite es ¢.
n,m-—+oc . nFMmM

TEOREMA 2.6.9.

Sea {zn} C B con las propiedades siguientes:
lim
n¥Fm

’

[0 = 2mll = a,

L

Tn—=w#F0, lim |jzp]|=1 vy
n—oe
siendo 0 < ¢ < a < 2%. Sea r el ndmero positivo obtenido en el Lema 2.6.8.

Entonces la sucesion
€ €
Zn=—ZTp+{l—=lw+rw
a a
lim lzn — zml| =€, ¥ que
n,m—oo,nEm
w

1 RETLS

tiene una subsucesion en By tal que

$"+H:_HH :nEN} < inf{

inf {

Demostracién.

|z — zm|| = a podemos suponer, tomando una sub-

Puesto que lim
n,m=—00,n#EMm

sucesion si es necesario (Lema 2.6.3), que
a

lim ||z, —w|| =
n—oo )

3 e

1——i->w.

Definamos una sucesién {y,} de la forma siguiente:
Ty + <
a

Yn =

Q|m

lyn — ymll =&

Se comprueba de forma inmediata que esta sucesién converge débilmente a w, que
lim

llynll < 1 para todo n € Ny que
m,n—o0,nEM
Veamos ahora que podemos elegir una subsucesién de {z,} con ||z,|| £ 1 para

todo n € N. En efecto, por el lema anterior podemos tomar 7 > 0 tal que
p P
: +(1+r)”(1—-%—->—|—2n<1.

2
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Para este nimero 7 existe una subsucesion {z,} tal que
lzall” = llyn — wll” + llw +ref” +19
= [lyn = wll” + P (1 + )P +1n

= (2)] llzw =l + P (L4 1) 1.

p
—-;}7—7, como lim ||z, —w|® = 9——, existe una subsucesién {z,}
(3) nes 2

tal que, para todo n € N se verifica:

Tomando n; =

ap
lon —wl? < 5 +m.

Por lo tanto, para la sucesién {z,} correspondiente se tendra:
P P P P
lall? < 54 (UE PPl + 20
Por otra parte, como para la sucesién {z,} es

im ||z,]| =1, lim lzn —2zZm]|=a ¥y €0 —w
n—oQ #

3 o0,

p\P
se tiene, por el Lema 2.6.4, ||w|| = (1 — %—) . Por lo tanto resulta:

P eP » aP
||Zn” _—*2-+(1+T') 1—? +277<1

Siguiendo con la demostracién del Teorema consideremos la sucesién {z,} co-
rrespondiente a la sucesién {2z, } que acabamos de obtener. Dado n > 0, tan pequenio

como precisaremos mas adelante, existe una subsucesién tal que :

P w P
o+l < flan =0l + lw+ |l 47
[lw] llell
P
= llon =P +Jul? (14 725)
P 1 P
“len-elt + (1-5) (14 ——=) +n
: (1-4%)"
a® .
Ademas, teniendo en cuenta que lim ||z, —w| = - podemos elegir una sub-

<

sucesion tal que, para todo n € N:
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LY
el

Por otra parte, considerando esta tltima sucesién {z,}, se tiene:

+ = HE( )+ (1+r+ : )
_— = ||-(zp —w)+w —_—
o " o

y, como {£(z, —w)} — 0, para una sucesién {z,} resulta:

B O )

e\?

>(E) zn - wll” +

&) o

() Mo =P olP (1475 2] =

P a? a? 1 P
S sH{l-5){1l+t——= ) +2n
- - (1-5)7
2

p

4

p

P

w(l4+r+ -1

aP
Tomando, como antes n; = —727 y teniendo en cuenta que |jw]| = <1 - —9—) ,

()

resulta para una subsucesién {z,}:

P &P a? 1 P
> —+{1l-—=){l+r+—--) —2n.
P\ (1-4)7

Se sigue del Lema 2.6.8, si hemos tomado 1 suficientemente pequefio, que para esta

T

sucesion y para cada n € N tenemos que

w |If w ||
+—ll < + —
lleol llwll
y, por lo tanto,
: w .
mf{m +——-H:nEN}§1nf{z+ EN}
llell
con lo que se termina la demostracién del teorema. t

Observemos que la sucesién {z,} resultante en el Teorema que acabamos de
demostrar tiene las propiedades siguientes:
(1) lzn]l £ 1 para todon € N.

(2) - lm lzn — zm]| = €.
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(3) 20— (Lo =0y g =iy #0

(4) lm ||zn — Q]| = — para una subsucesién.
TG 27

P

Como consecuencia de la Proposicién 2.6.7, del Teorema 2.6.9 y de estas ob-

servaciones obtenemos el corolario siguiente:

COROLARIOQ 2.6.10.

Se verifica la siguiente 1gualdad:

oz'-—-sup{inf{‘—‘—x—¥£ﬂ :nEN} :{zn} C Bw, 2z € Bpp, T — w,w # 0,

P4

lim lzn — zm| = s} =

n,Mm—00,NnFEm

et gl |
supinf{ ————— :ne N} : {z,} C Bep, zn = w, w # 0,

2
lim lzn —zml|l=¢, im ||z, —w| = } :
n,m—oo,nEMm n—o00

[N
"’""l ™

En el teorema siguiente demostramos que o' < s

TEOREMA 2.6.11.

Los mimeros o' del corolario anterior y s definido en la Proposicion 2.6.6

verifican la desigualdad o' < s. Es decir:

Q\
IN
g
——
Nl o
+
N
/‘\
ot
]
no| L
~—

g s
+
Wy
SN’
|
e —
bl
1
«

Demostracidn.

Sea § un ndimero positivo tal que 0 < § < «'. Se puede encontrar una sucesién

{z,} en la bola unidad By tal que z, — w # 0, lim . |zn — zm|| =€ con
n,m-—co,nFm
lim ||z, —w]| = il- y tal que
n—00 2%
tnt 1
a'—6<inf{l’——0-—n—ﬂ:neN}§a' (6]

58



Capitulo 2

y, por lo tanto:

2o -6 < inf{

Y
:cn—i-——f——— n:N}S?pa'p.
llee i

Por otra parte, dado n > 0 y, tomando una subsucesién si es necesario se
verifica para todo n € N:

|P p

+1. (7]

P =P

< .
_2+

e?

—é-+

e

Tomando ahora 7 suficientemente pequefio y teniendo en cuenta las relaciones [6] y

w—}'m

[7] obtenemos:

IP( A _ §\P e’ ?
H(Ot 5) <—2~+

P
P
:nEN}<2pa';

—nginf{

w+m wn-l-m

de donde se deduce:

2

~
> <.

ossi (Gl

Y, puesto que § se ha elegido arbitrariamente,

Otl sup 1 <€P ¥ ” + w
— { — — w —_—
2\2 ljwll

. . c
lim lzn —zml| =¢, lim ||z, —w| = —I}
n,m—00,nFEm n—oo 27

N
> :{zn} C Bpp,zp — w,w # 0,

Finalmente, como en estas condiciones sabemos por el Corolario 2.6.5 que

1
, 1 (eP eP\ % PYa
o <535+ (1——2—) +1 .
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Puesto que @ < ' se tiene el corolario siguiente.

COROLARIO 2.6.12.

Sea @ definido antertormente

&:sup{inf{w:nel\l} :{zn} C B,z € B,

n,m—oo,n

Inéw%oasep({xn})z‘e) lim ” “In-—ImHZE}'

Entonces & < s.

Para terminar este proceso del calculo de R, (¢) nos queda Unicamente de-

mostrar que a = @. Para eso necesitaremos los dos lemas siguientes.

LEMA 2.6.13.

Sea {z,} una sucesidn en By tal que z, — 0, lm ||z, =1 y que existe
nN—0
lim lzn — zm||. Entonces lim  zp —znl = 2%
n,m—co,nEm n,m-—oo,nFEm
Demostracidn.
Es consecuencia inmediata del Lema 2.6.4. O
LEMA 2.6.14.

Consideremos la funcidn o : [O, 2%] — R:

a(s)=%+[l+(1~_

m
vo] %
S’

=
| PU——
3

),

Entonces o(¢) > 2 para todo ¢ € (0,2

Demostracién.

Puesto que 0(251') = 2 basta comprobar que la funcién o es estrictamente

1
decreciente en el intervalo [0,2%]. Para eso veremos que o'(¢) < 0 si € € (0,2%).

o_l(s):gep—l(l_ [14—(1—5211)1]_1 ) <0
U

En efecto:

60



Capitulo 2
O

TEOREMA 2.6.15.

Se verifica la 1gualdad o = &. Es decir:

sup{inf{ﬂ?—i‘)zc—f—ll : nEN} : {zp} CBwp,z € Bpp, 2 — w, w # 0,

&

n,m—oo,n#

sep({zn}) >¢, v lim lzn —2m| = s} =
sup{in;f{“——azﬁfﬂ ‘n € N} :{zn} C Bw, z € Bpp, zp — w,
sep({zn}) 2 cy lim lzn — zm|| = s} :
n,m—oo,nFm

Demostracion.

Sea {z,} C Bp una sucesién débilmente convergente a 0, con sep({z,}) > €y
tal que existe lim lzn — zm]| > €. Consideremos una subsucesién {z,} tal
n.m—oQ,nFEm

que la sucesién de normas {||z, ]|} sea convergente y distingamos los casos siguientes:

(a) lim ||(zx)ll =0< L.
Sea z un elemento cualquiera de Bys.
(al) Supongamos que ¢ # 0. Pongamos z = A;z + A\qz siendo A; y A2 nimeros

positivos tales que
(1-1bP)%

el

)\1+)\2=1 y )\1 <

Entonces 5 + A\ ?||z||® es menor que 1. Tomando 1 > 0 suficientemente pequefio

es posible encontrar una subsucesién {z,} tal que
lzn + Azll? < llzall® + APl + 0 <+ APl + 20 < L

Tenemos de esta forma una sucesién {yn}, y» = 2z, + A1z contenida en By»,

débilmente convergente a A\;z # 0, con sep({yr}) = sep({zn}),

li n " Ymij| = 1§ 'n — Im
n,mﬁg{#mlly Yom | o R #me Tml|
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y tal que ||z, + z|| = |lyn + Agz|| para todo n € N.

(a2) Supongamos z = 0. Sea y € By, y # 0y A un nimero positivo y menor
que 1 tal que
(1-b)7
lyll?

Razonando como en el caso anterior puede obtenerse una subsucesién {z,}

A<

tal que ||z, + Ay|]l < 1 para todo n € N. Poniendo y, = z, + Ay se tiene que
yn =y #0, sep({yn}) = sep({zn}),

hm  lyp —ymll=  lm |z, — 24|
n,m—o0,nFEm ,M—00,
v llznll = Jlyn + (—A)y|| para todo n € N

(b) lim |[z,]] = 1.
n—oo
Distinguiremos tres subcasos:

(b1) 0 < ||z|| < 1.
Sea > 0tal que 0 < p < Wi_“- —1. Asi, ||z + pe|| = ||zf|(1 +p) £ 1.

Determinaremos un numero A, 0 < A < 1, para que se cumpla que

sep({zn — Azn}) 2 ¢,

lim H(zn = Azn) = (zm — Azm)|| > €

n,m-—o0,nFEMmM

¥y que para una subsucesion verifique, para todo n € N,
lon + 2l < llew ~ Aea + 2+ pz).
De esta forma, como lim ||z, — Az,|| =1 — A < 1, se reduce este caso al caso (a).
n-—>C0

Por el Lema 2.6.13 se tiene que lim 2 zn —zm|l = 27. Sea 6 > 0 tal que

n,m-—oco,nFm
£<2% -6 y A tal que

€
-6

Tomemos una subsucesién {z,} que verifique ||[zn — Zml| > 25 — 6 si n#m.

0<A<l~

" s

2

Tenemos entonces:

l(2n = Aen) = (@m = Azm)ll = (1 = Mllzn = 2]l >
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¥, por lo tanto, sep({zn — Az, }) > €. Podemos elegir el nimero X anterior de forma

que cumpla tambien, para todo n € N:

(Lt —1 _ Joal?
== 7 el

+ 1.

Y, por lo tanto,

(L wPllz)l + lznlP (1= AP = Jleal” + Izl +7,

donde v = (1 — (1 — A)?)||z||”. Sea n tal que 0 < n < /2. Se tiene entonces:
(T4 wPllzl? + lzallP (1 = AP =1 2 flzall? + l]l” +n
lea(l = OIF +lle@+ wIF —n = llzall” + 2l +n
para todo n € N. Para este ndmero 1 existe una subsucesién {z,} tal que
len +2l” < llzall® + ll2]I” +7
< lza(l = I + Iz + wl”
<lzn(l = A) + 2(1+ w”-

Asi, para cadan € N,

lzn + 2|l < llzn — Azn + 7 + pa||

como queriamos demostrar.

(b2) z = 0. Tomemos la sucesién basica {e,} y, por ejemplo, y = (3, 0, 0, ...).
Tenemos que ||z, + z|| < |len + y|| para todo n € N. Como 0 < ||y|| < 1 estamos

en el caso (a2).

(b3) Jlz|| = 1.

Dado 7 > 0, se tiene para una subsucesién {z,}:
lzall” + |2liP =1 < llzn + 2| < Jlzal? + ll2)|” + 2.
De aqui se deduce que lim ||z, + z}|® = 2, por lo tanto,

inf{||]z, +z|| :n €N} < 2%
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Consideremos la sucesién {e,} y el vector y = (ay, a2, a3, ...) con a, > 0 para

todo n € Ny |ly|l = 1. Se tiene entonces para todo n € N:

llea +yllf =al +ab+ ...+ o +(1+an)f +af, + ..
Asi

y, por lo tanto:

oo {mt {2221 o) ey

zn =0, 2 € Bo, lim flzall =1, o = 1}

1
2
=?p < %a(a) = sup{inf{”ﬁg-_—x—“ :'nEN} : {zn} C B, € B,

Tn — w,w # 0,sep({zn}) > ¢, 1im¢ H:cn—acm||_>_s}, 0<e<25.
m

’ ’

COROLARIO 2.6.16.

Sea 1l <p<+oo y0§e<2%. Entonces:
» 1 (e? eP L P\
Rep(e):l—i{—2—+<(1—3)f+l>} :

’ 4 .
Procedemos ahora al célculo del valor de R,,(€) que, como veremos en seguida,

puede hacerse facilmente a partir del resultado anterior.

TEOREMA 2.6.17.

Sea 1l <p<+4ooy0<e<2. Entonces

1

Aot 1= 1o + (0o )
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Demostracién.

. . . . L
Consideremos las funciones f y ¢ siguientes definidas en (0,27 ):

f(e) = sup {inf {M—J—;—a’i” ‘n € N} :{zn} C Bew, z € By, B({zn}) > 6} ;

4

g(2) = sup {inf {“—B—‘—%—x—"ﬂ in € N} :{zn} C B, v € B, B({zn}) > 5} :

Como para todo subconjunto acotado A de (7 se tiene que x(A) = uB(4) con

po= 2% (Proposicién 1.4.9), tenemos que

f(e) =1 = Rpp(ep).

Por el Teorema 2.4.1 sabemos que f es una funcién continua. De este hecho
podemos deducir que f(e) = g(¢) para todo € € (0, 2%) En efecto, de la definicién

de las funciones resulta evidente que g(e) < f(g). Sea § > 0, entonces

fle=8) < g(e) < fle)

¥, por la continuidad de f, g¢(c) = f(e).

Por otra parte
9(e) €1 = Rpp(e) < f(e) = g(e)
¥, por lo tanto:

Rp(e) = Rpl(ep) v Ruple) = R’;A;—).

En consecuencia, para todo € € [0,1), resulta

o e

Rule) =1 - %{Ep +(a-eyp+1)7)

como queriamos demostrar. a

2.7. Céalculo de los médulos en los espacios £1, ¢;, ¢ y £°.

El célculo de los médulos en estos espacios es, como veremos, mucho mads

sencillo.
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TEOREMA 2.7.1.

Sea ¢ € [0,2]. Entonces:

(@) Ri,(s) = R, (§) = Ry(e) = 0.
(6) R{,(e) = R (§) = Reyle) = 0.
(c) Ri(s) = R.(5) = Re(c) = 0,

(d) R (e) = R_(§) = Ri(e) = 0.

Demostracion.

Puesto que en todo espacio de Banach X se verifica que

(

&

) < Bx() < Rx(®)

v la funcién Ry es creciente bastard con demostrar en cada caso que Ry (2) = 0,

siendo X uno cualquiera de los espacios del enunciado.

(a) Consideremos en #! la sucesién {z,} dada por

331"-—‘(]., 0,0,....),
1’2:-(0, 1, O,....),

$3=(O, 0, 1,....),

...........

v el vector z = (1,0,0,0,....). Entonces ||z|| = 1, ||zn]] = 1 paratodo n €
N, lzn—zm|l =2sin#my M = 1 para todo n € N. Por lo tanto:
1 - inf{lﬂ:—%—aﬂ : neN} =0

¥, en consecuencia R, (2) = 0.

(b) Tomemos en ¢y la sucesién (z,) definida de la forma siguiente:

z; = (1,-1,0,0,0,...),
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Ty = (17 1; —"13 Oa O) )7
r3 = (1,1,1,-1,0,...),

y el vector z = (1,0,0,....). Entonces ||z|| = 1, ||lza]| = 1 paratodo n €

= 1 para todo n € N y, por lo tanto,

N, o0 = 2ml| = 2sin #m yletial

» ; ’
R.,(2) = 0 como queriamos demostrar.

Los casos (¢) y (d) se demuestran como el caso (b). (]
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CAPITULO IIl.
SEGUNDA CLASE DE MODULOS DE (4 )-NO COMPACIDAD

En este capitulo definimos nuevos médulos de no compacidad para la propiedad
(8) a partir de la definicién de Rolewicz. La recordamos a continuacién:

Un espacio de Banach X tiene la propiedad (§) cuando para todo nimeroe > 0,
eztste 6 >0 tal que stz € X y 1 < ||z]] <1+ 6 entonces a(R;) < ¢.

Naturalmente en esta definicién puede reemplazarse la medida de no compaci-
dad o de Kuratowski por la medida de Haussdorff, por la de separacién o por una
medida de no compacidad comparable con la medida a. En este Capitulo repre-
sentamos por u a una medida de no compacidad comparable con la medida de no
compacidad de Kuratowski y que tenga las propiedades establecidas en el Capitulo

IT1 (1.2). Supondremos ademds que X es un espacio de Banach de dimensién infinita.

La primera parte de la Seccidén 3.1 esta dedicada a obtener alguna informacién
acerca de la medida de no compacidad de los conjuntos R; determinados por puntos

z € X con ||z]| > 1 y se demuestra que se cumple la relacion

p(Bx)(ll=fl - 1)
]

Estas desigualdades nos permiten establecer algunas propiedades del médulo aso-

< WR:) < w(Bx).

ciado a la medida de no compacidad u que se define de la forma siguiente:

Pxu(e) = inf{llz]| : z € X, [loll > 1, u(R:) 2 e} = 1.

A continuacién definimos la (8)-caracteristica para este médulo que designamos por

Py u(X).

La Seccién 3.2 se dedica a dar ciertas relaciones entre los médulos Px , para

las distintas medidas de no compacidad y, fundamentalmente, entre los médulos
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Px g vy Ry, lo que nos permite establecer de nuevo condiciones suficientes para la

reflexividad y estructura normal del espacio X y su dual X*.

En la Seccién 3.3, la mas extensa del capitulo, calculamos el valor de los
médulos asociados a las medidas a, x y 8 en los espacios /7, 1 < p < +00. Para
eso calculamos la medida de no compacidad de los conjuntos R, en estos espacios
que, para cada € (P con ||z|| > 1, depende tnicamente de la norma del punto
z. Esta demostracién se hace en dos etapas. Primeramente se calcula yu(R;) para
elementos z finito dimensionales y después se extiende a elementos cualesquiera del

espacio.

En la dltima seccién del capitulo, la 3.4, se calculan los médulos en los espacios

2 ¢y, ¢, y £2.

3.1. Definicién de los médulos. Propiedades.

En primer lugar vamos a obtener alguna informacién acerca de la medida de

no compacidad de los conjuntos R, definidos en el Capitulo I.

LEMA 3.1.1.

Sea X un espacio de Banach y § y d nimeros reales positivos tales que & >

0y 0<d<1. Para caday € Sx definimos el conjunto
M(dy,6) = B(dy, 1 —d+§)\ Bx.
Entonces du(Bx) < u(M(dy,$é)).
Demostracion.
Sea z € B(y, §). Se tiene entonces:
Iz = dyll =1z = (5 — (1= dy)ll = (1 )y + 2~y S1—d +5

y, por lo tanto, B(y,6) C B(dy,1—d+6). Sea f € X* talque||fll=1y f(y) =1

Se tiene entonces la siguiente relacién:

{z € B(y,d) : f(z) > 1} C M(dy, ).
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Teniendo en cuenta el Lema 2.1.2, que se cumple evidentemente para una me-
dida de no compacidad p que tenga las propiedades establecidas al comienzo de este

capitulo, se deduce que éu(Bx) < u(M(dy,d)) como queriamos demostrar. X

Los conjuntos M(z, ) han sido considerados, entre otros, por S. B. Steckin en
[St]. Nosotros necesitamos el siguiente resultado establecido en la Proposicién 1 de
[KP):

Sea X un espacio de Banach y0 < d < 1. Si||y|| =1 entonces M(dy,d) C Ry,

en donde t = E_i—é"

Como consecuencia de esta proposicién y del Lema 3.1.1 se puede deducir que
la medida p de no compacidad de todo conjunto R, es un numero estrictamente
mayor que 0. Ademés esta medida se puede acotar inferior y superiormente como

se muestra en la proposicidn siguiente.

PROPOSICION 3.1.2.

Sea X un espacio de Banach yz € X, ||z|| > 1. Entonces

#Bx)(le = 1)
]l

< w(R:) < u(Bx).

Demostracion.

La segunda desigualdad, u(R;) < w(Bx), es consecuencia inmediata de la
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definicién del conjunto R, y de las propiedades de la medida de no compacidad u,

R, Cco(Bx U{z})y, por lo tanto,

p(Rz) < p(co(Bx U {z}) = u(Bx).

Demostremos ahora la primera desigualdad:

t—1
Sea y € Sx. Dadot > 1, sea § tal que 0 < § < -5 Entonces, tomando

t d '
d= romg §,resultaque 0<d<d<lyt= 7 ¥por lo tanto, del Lema 3.1.1

y de la Proposicién de 1 de [KP] se deduce que

5H(BX) < /-‘(Rty>

t—
y como esta relacion vale para todo § <

tenemos que

/-‘(BX)t(t - 1) < /,L(Rty)’

Es decir, si ||z]| > 1,
w(Bx)(l=ll = 1)
=]

lo que completa la demostracion. V O

#(Rz) 2

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la proposicién que nos

interesa sefialar:

COROLARIO 3.1.3.

Para todo € € [0, u(Bx)) y todo y € Sx exziste t > 1 tal que

#(Rey) > f‘_(_p_)_(_l(t;l) > €.

Después de esta introduccién podemos definir los siguientes médulos para la

propiedad (.

DEFINICION 3.1.4.

Sea X un espacio de Banach. Definimos el siguiente mddulo de no compacidad

para la propiedad (B) asociado a la medida de no compacidad p:
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PX,;L : [07/'1’(BX)> - [O’+OO)

Pxu(e) =mf{||lz] :z € X, ||lz|| > 1, p(R;) > e} — L.

En particular para cada una de las medidas de no compacidad «, x, y 3 te-

nemos:

Px.a :[0,2) — [0,+00),
Pxo(e)=mnf{|z|]| cz € X, |lz|| > 1, a(R;) 2 e} — L.
Pxx :[0,1) — [0, +00),
Pxx(¢) = inf{||z]| :z € X, |lz]| > 1, x(R:) Z ¢} — 1.

Px,p :[0,8(Bx)) — [0, +c0),
Px s(e) =inf{||z|| :z € X, ||z]| > 1, B(R;) > €} — 1.

Del corolario anterior se desprende que, efectivamente, los médulos Px o, Px,
y Px g estan definidos, respectivamente, en los intervalos [0,2), [0,1) y [0, 8(Bx))
¥, en general, Px , en el intervalo [0, u(Bx)).

En la proposicidn que sigue a continuacién damos algunas propiedades generales

de los modulos.

PROPOSICION 3.1.5.

La funcidn Px , tiene los propiedades siguientes:
(a) Es creciente en el intervalo [0, u(Bx)) y Px,.(0) = 0.

(b) Para todo € € [0, u(Bx)) se tiene la relacién

=
—

0 < Py () < —.
xule) #(Bx) —¢

(c) Es continua en 0.
Qe

~~o

P p(Bx) ) < ——=—.
) Para todo & € [0, £5X)) es Px ,(¢) < u(Bx)

Demostracion.

(a) Es consecuencia inmediata de la definicién de la funcién Px ,.

-1
N}
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(b) Dado € € [0, u(Bx)), sea z € X \ By tal que ||z} > —E—(—B—X——)—S Entonces

w(Bx) —
MBI
Por lo tanto, 1 + Px ,(¢) < ;(%({i)%—g y asi
Pl = WE

(c) Es consecuencia del apartado (b).

B
(d)Siece (O, H<—B;’L)>, entonces u(Bx) —¢& > ﬁ(_;x_) v

4 ]

12
wBx)—¢ = p(Bx)

¥, teniendo en cuenta el apartado (b) resulta:

d

Terminamos esta seccién comprobando que los médulos que hemos definido son

efectivamente adecuados para la propiedad (3).

PROPOSICION 3.1.6.

Sea Py ,(X) = sup{e > 0 : Px,(c) = 0}. Entonces el espacio X tiene la
propiedad (B) s1 y sdlo st Py u(X) = 0.

Demostracidn.

Supongamos que X tiene la propiedad (3). Dado e > 0, si § > 0 es tal que
1 < ||zl < 1+ ¢ implica que u(R;) < € serd Px ,(¢) > 6 > 0y, por lo tanto,
Py (X)=0.

Reciprocamente, sea Py ,(X) = 0. Entonces Px ,(s) > 0 si ¢ > 0; asi, dado
¢ > 0, tomando § = Px ,(¢) resulta que si 1 < ||z} <1+¢ entonces w(Rz) < ey,

por lo tanto, X tiene la propiedad (4). a
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3.2. Relacién entre los médulos de no compacidad.

La proposicién siguiente nos permite relacionar entre si los médulos definidos

hasta ahora.

PROPOSICION 3.2.1.

(¢) Px,a(e) < Px,3(¢) paratodo ¢ € [0, 3(Bx))
(%) Px(e) < Pxyx(e) < Px,a(2¢), €€[0,1)

Px.3(¢) B(Bx)
(c) pEStls < 2Ry(26), e e 0,552,

(d) R;((E) <2 hm PX l@(Zf ) € c ]:0, ﬁ(g)())

&

Demostracidn.

Los apartados (a) y (b) son consecuencia inmediata de las relaciones entre las

medidas de no compacidad a, xy 3:

X(4) € B(4) < a(4) < 2x(4)

para todo subconjunto acotado A de X.

(c) Sea s = Px g(e). La desigualdad resulta evidente si s = 0. Supongamos
entonces que s # 0. Observemos que dado z € X con 1 < |jz]| < 1+ s, si
consideramos una sucesién {z,} en R, puesto que B(R;) < ¢ serd sep({zn}) < €.

Sea r un numero real, 0 < r < s, {z,} una sucesién en Bx con sep({zn}) >
2¢ y z un punto arbitrario de By.

Vamos a probar que existe n € N tal que:

[z,z,] N (1 -

en donde [z, z,] representa el segmento determinado por los puntos z y zn.

r
+2>BX#07

Supongamos por contradiccién que

~[x,a:n]ﬂ<1— ﬁr.>Bx=@
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y tomemos y = (1 + r)z. Entonces

lyll = L+r)llz < 14+r < 14s

r

uyn>(1+r>(1_.l_) 1y

1—-r)>1.
s+ 2 (s + )

5-1—9

Ln

Porlo tanto 1 < |lyll < 1+s. Sea y, = Y +7 para cada n € N. Podemos entonces

P

r 1+r 1
yn = (14 = "
y ( +2> [2+rm+2+rm}

luall> (1+3) (1- =)

2

escribir:

¥y, por lo tanto,

- r +7‘ r
T s4+2 02 2s+2)
r
=14+ ——r(s— 1.
+2(3+2)(S r) >

De esta forma hemos demostrado que la sucesién {y,} estd contenida en Ry
y asi, en virtud de la observacién con la que iniciamos la prueba, resulta que
sep({yn}) < e. En consecuencia sep({z,}) < 2¢ en contradiccién con la hipétesis.

Por lo tanto existeni € N, Xy, A1 €R Ao >0, A\; >0, Ao+A; =1 tales que

r

s+2°

Aoz + Arzi]] £ 1—

Supongamos que Ao > A; (en el otro caso se razona andlogamente). Entonces

T+ T i 1 1 )\1 .
5 =3 [AO(/\O:I:-}—/\lx,)—}— (1— )\0> a:,]

1 1 r )\1 r
<z|l=(1- 1-2) <1 .
=2 [,\< s+2>+( Aﬂ R PEE)

En resumen hemos obtenido que si z € Bx y {z,} C Bx consep({zn}) > 2¢, existe

y, por lo tanto,

Tz +x;
2

un término de la sucesién z; tal que

r

T+ z; 1
- 2(s +2)

2

4

-3
(@1}
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¥y, por lo tanto,

sup {inf{“—x—_—t_z—gﬂ in € N} {zn,} C Bx, = € By, sep({zn}) > 26} <

r

2(5—}-2)'

De esto se sigue que

1 —sup {inf {ﬂf—f‘)—?—"—” ‘n € N} : {z,} C Bx, = € Bx, sep({z»}) > 26} >

p4

r
2(s+2)
Por lo tanto

r < 2(s +2)Ry(2e).

Y, puesto que r ha sido elegido arbitrariamente menor que Px g(e), concluimos la

demostracién de este apartado.

d) Supongamos que Ry(e) > 0. Observemos que dado z € Bx y {zn} C Bx
con sep({zn,}) > ¢, existe 1 € N tal que

B

2

T+ z;

2

Ry

6). Sea {z,} una sucesién contenida

T+ Ts

Tomemos z € X\ Bx con 1 < ||z]| < 1+

en R, entonces, teniendo en cuenta el Corolario 1.7.3, €R, ¥y

<1+ ___Rg(a)

T+ 2Zn

5
e

para todo n € N.

Sean y = <1 — &3@2) T ey, = (1 - —}E—)—{)(—a))xn para cadan € N. Entonces:

&

2

P

_— R
lyll = (1—5@) Iz < 1—£‘%i < 1.

Y, andlogamente, ||y,|| < 1. Por lo tanto y € Bx y, para todon €N, y, € Bx.
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Ademas, para cada n € N tenemos :

(- B ) o (),

Por lo tanto, debe ser sep({yn}) < . En consecuencia:

T+,
2

4

1
sep({2n}) = —gr sep({va)) < g—rrme < 2
1— :(2 Z — g

Asiresulta quesi {z,} C Ry conl < |z|]| <1+ —= X( ) , entonces sep({z,}) < 2¢.
Vamos ahora a concluir la demostracién. Sea &’ > eyz € X con |zl >1. Si

B(R;) > 2¢', entonces ||z|| > 1 + ——— RX( ) . Ast:

inf{lle|l ;2 € X, [l > 1, B(R:) 2 2} > 1+RX2()

Por lo tanto

2Px p(2¢') = Fx(e)
para todo &’ > ¢, lo que termina la demostracién. g

El corolario siguiente es consecuencia inmediata de la proposicién anterior.

COROLARIO 3.2.2.

() Py s(X) < Poao(X).
(b) PO,Q(X) < 2P0,X(X) < 2P0,5(X).
(c) Bl < Py 5(X).

(d) Po,s(X) < 2Rg(X).

Podemos reunir en una sola cadena las desigualdades anteriores:

- .X i
Fol8) < Pup(X) < Poa(X) < 2Poy(X) < 2Py 6(X) < 4B5(X).

Como consecuencia del Corolorario 3.2.2, del Teorema 2.3.1 y del Corolario

2.3.5, podemos enunciar el siguiente teorema con el que terminamos esta Seccién:
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TEOREMA 3.2.3.

St cualquiera de los coeficientes Py o(X) o Py p(X) es menor que 1/2 o el
coeficiente Py (X)) es menor que 1/4 los espacios X y X* son reflezivos y tienen

estructura normal.

3.3. Calculo de los médulos en los espacios #7.

En esta seccién calculamos el valor de los médulos Px o, Px,y ¥ Px,g en los

Ps

espacios /7, 1 < p < +oo.

Comenzamos enunciando y, demostrando en su caso, algunos lemas previos.
El lema siguiente fué demostrado por Rolewicz en [Rol] y juega un importante

papel en esta seccién.

LEMA 3.3.1.

Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo. Entonces eziste una
funcién positiva y creciente f(r) definida para todo nimero positivo r, tal que

Tliré1+ f(r) =0y diam(R;) < f(||z])| — 1) para todo z € X \ Bx.

En realidad la existencia de la funcién f es una condicidn necesaria y suficiente
para que el espacio X sea uniformemente convexo pero no necesitamos nada mas

que el lema enunciado.
LEMA 3.3.2.

Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo, € X \ Bx y ¢ tal que

0 <e < |z|| —1. Consideremos el conjunto
Roo={e=dy+(1-Nz:0<A<1, [yl <1, 21> 1+

Entonces Ry C R; .+ f(£)Bx, en donde f es la funcidn cuya ezistencia asegura el

lema anterior.
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Demostracion.

Sea z € R, tal que 1 < ||z|| < 1+4¢ y consideremos el segmento [z, z]. Entonces
por la continuidad de la norma existe z’ € (z,z) tal que ||2'|| = 1+¢. Asi 2z’ € R .

Comprobemos que z € R,/:
Z=pr+(1—p)z, pe(0,1).

De esto resulta que

-1
:c=—l—z'+g————z
H e
1-A 1

— A
= z= '+ (b =1)z+ My
7 p

1-A 1-A
=>z<1—|———(1——/u)>: z'+ Ay
K K
1—AX , HA
Sorion oy

Por lo tanto z € R,/ y asi tenemos

= z

Iz = 2')| < diam(R.) < f(||2")] - 1) = f(e),

de donde se sigue que z € R, . + f(¢)Bx y concluimos con que R; C R; .+ f(¢)Bx

como queriamos demostrar. tl

El Teorema siguiente es fundamental en esta seccion:

TEOREMA 3.34.

Sea 1 < p < +4oo, z€LP, |z| >1. Entonces

o~ o= )]

en donde q es el ezponente conjugado de p , es decir, — + — = 1.
P g

Demostracién.

Haremos la demostracién en dos etapas. En la primera supondremos que z
es un elemento finito dimensional de £?, esto es z = (z?, 22, ....,z", 0, 0, ...... ) con

Izl > 1.
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Sea y € Y, (recordemos que el conjunto Y, se definié en la Proposicién 1.7.2)

y pongamos y = a + b con

Entonces [[y|[P = |lal|” + [|b]|” = 1.

Consideremos el funcional que norma y, G, dado por
Gy = (at|a P72 a?|a? P72, o a™a™ PR BB PR, DR R PR, L )
y el siguiente vector en £9:
Jo = (a*|a* P72, a?]a® P2, ,a™a™P720, 0, .....).

Puesto que ||[Ay+(1—A)z|| > 1 paratodo 0 < A < 1y Gy es la derivada direccional
(Gateaux) de la norma , resulta que G(z —y) > 0 de donde se deduce que G,(z) >

1. Por lo tanto:

1< Gy(z) = Ja(z) < |zl Tally-
Teniendo en cuenta que ||J,||q = ||a||§, podemos concluir que 1 < Ha||€‘||$||, esto es
1< JlaliPli=*,

de donde se sigue
1

lzlle

JJol? <1

Por lo tanto

1 \?
Rn(y;)c<1 ) By,

EE

en donde R, es el operador resto R, : #? — (P definido por

+o0 +oo
R, (Z T'e) = Z z'e;
i=1 i=n+1

v {ei} es la base natural de Schauder de #. Se tiene entonces:

80



Capitulo 3

B(Rz) = Bco(Yz U {z}) \ Ber)
< Bleo(Yy U{z})) = B(Yz) = B(Ra(Yz))

s
=20

1
i 1” q>] ? . Para demostrarlo consideremos
z

Veamos que en realidad 8(R;) = [’2 (1 -

el conjunto siguiente:

A= {(llilllf ..... , ”‘;'l]q,cl,ca....) (e &2, )l = (1"W:51T|3>%}'

Este conjunto tiene las propiedades siguientes:

(i) B(A) = [2(1 - W1T>]' porque B(A) = ﬂ((l - “;“q)?»ge,,)
(i) A CY;.

En efecto, si y € A entonces

, s P 1
vl Zn et e T

Ademas, para todo 0 < A < 1 tenemos:

+ (1= M)z’

p 2] Azt ? _ ! P
Ay + (1 — M)z —; llz][e +<1 “an>)\

B ER <A+ (1 - >)p T (1 - ”;“q) ¥ >

Esta ultima desigualdad se comprueba facilmente. Sea ¢(A) la funcién del primer
miembro, entonces ¢(1) = |ly]l =1y ¢'(A) < 0en [0,1].
Puesto que Y, C R, obtenemos que 3(4) < B(Y:) < B(R.) = B(R.) v as

(-5 )l <o

Asi terminamos la primera etapa de la demostracién.
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Probaremos ahora el caso general. Sea z = (z!,2?,2%,....... ) con ||z]| > 1. Por
el caso finito dimensional, que acabamos de ver, sabemos que para todo n € N

suficientemente grande para que sea |P,(z)|| > 1 tenemos:

en donde P, es la proyeccién natural asociada a la base {e;} del espacio £7. Por lo

tanto, puesto que

% [?‘ (“'u'ﬁl—nﬂ - [2 (1‘ nxluw)r’

es suficiente con demostrar que lim S(Rp,.) = S(R.) para llegar al resultado de-

seado.

Sea 0 < e < “—x—”é—_-—l- vy no € N tal que ||z — P,z|| < € para todo n > nyo.
Entonces ||z|| y ||Pnz]| son mayores que 1 +«.

Veamos que Rp, ;. C Ry + By paratodon > no.

Sea 7 € Rp ,., esto es, Z = Ay + (1 — A)Ppz con |[z]] = 1+¢, vy sea z =

Ay + (1 — A)z. Tenemos entonces:

2= 2l = (1 = Vil = Paall < (1= Ve < ¢

Nzl > Izl =z —z2|| > 1+e—e=1

Por lo tanto z € R; y asi Rp,z, C Rz +€Byp».
Anélogamente podemos comprobar que R, . C Rp, s +€Ber para todo n 2 no.

Por lo tanto, teniendo en cuenta el Lema 3.3.2 obtenemos que

RP,,::: C RP,,::,:—: + f(E)BEP C R:r: + (5 + f(S))sz

para todo n > ng. En consecuencia
B(Rp,z) < B(R.) + (s + f(£))27.
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Anélogamente, para todo n > ng, tenemos:

Rz C Rz,s + f(E)BlP C RP,,J: + (5 + f(5))B€P7

y asi:
B(R:) < B(Rp,s)+ (e + f(£))27.

Se sigue de esto que para todo n 2> ng

IB(R2) — B(Rp,.)| < (¢ + f())27.

Capitulo 3

Y, puesto que lim+ f(€) =0, obtenemos que lim B(Rp,s) = B(R;) con lo que se
e-—0 -0

concluye la demostracion.

|

Con argumentos semejantes podemos probar los siguientes resultados.

COROLARIO 3.3.4.

Seal<p<+oo, z€4P, y ||zl >1. Entonces

a(R.) =2 (1 - m}ﬂ—;)

X(Rz) = <1 - ”—w}ﬂ;f

L
P

TEOREMA 3.3.5.

Sil<p< 40 y0§6<2%, entonces
2
Py g(e) = 5= ~ 1.

De acuerdo con el teorema anterior, tenemos:

Y

Demostracidn.

inf{l|z]| > 1 : B(R;) > €} = inf {5 >1: [2 (1 - '«51—4)]
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Capitulo 3

Y, puesto que la funcién

=)

. es estrictamente creciente, el infimo se alcanza cuando

o-2)] -
= (=)

2 \7
Prp p(e) = (2_€p> =1

como queriamos demostrar. g

esto es, cuando

™

Por lo tanto:

De manera semejante se pueden probar los resultados del corolario siguente:

COROLARIO 3.3.6.

(a) Sil1<p<+ooy 0<e <2, entonces

op 0
Pzp’a(é') = (21’ — €p> -1,

(b) Sil1<p<+ooy 0<e<1, entonces

1 \7
Pro (&) = (1_€p> Y

3.4. Calculo de los médulos en los espacios £!, ¢, c y £=.

El célculo de los médulos en estos espacios es sencillo y podemos resumirlo en

el teorema que damos a continuacién.
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TEOREMA 3.4.1.

Sea X cualquiera de los espacios £, ¢y, ¢ o £°. Entonces para todo n > 0

eziste € X con ||z|| =1+ 7 tal que

B(RI) =ao(R;) =2, X(Rs) =1

y, por lo tanto,
PX,ﬂ(E) = PX,a<5) = PX,x(%) =0
para todo € € [0,2).

Demostracién.

Por la relacién existente entre las medidas de no compacidad (1.3) y entre los
médulos (Proposicién 3.2.1) bastarad comprobar en cada caso que para todo n > 0

existe £ € X con ||z|| =1+ n tal que S(R;) = 2.

(a) Sea X =4 yz2=(1+1n,0,0,0,...). Consideremos la sucesién {yn}

siguiente:

y1=(1, 0,0,....),
¥y =(0,1,0,....),
y3=(0, 0,1,....),

Se tiene que ||ly,|| = 1 para todo n € N. Ademss y,, € ¥; para todon € N. En

efecto:

IAyn + (1= N2 =2+ (1 -N)A+n)=1+71-2)>1

para todo A € [0,1). Por lo tanto, como {yn} C Yz C R, y sep({yn}) = 2, resulta

B(R;) = 2y, en consecuencia,
Px,g(e) = inf{||z|| : z € X, ||z]|B(R;) 2 e} -1 =0

para todo ¢ € [0,2).
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(b) Sea X = ¢y. Tomemos como antes ¢ =(1+mn, 0,0, 0, ....) y consideremos

la sucesién {y,} siguiente:
y1=(1,-1,0,0,0,........ )

y2a=1(1,1,-1,0,0,........ )

yn=(1,1,1,.. ..1,-1,0,0,...).
Se tiene que ||y,|| = 1 para todo n € N. Ademads y, € Y, para todon € N ya que
e+ (1= Nzl = A+ (1= (1 +m) = 1+7(1=X) > 1

para todo A € [0,1). Como en el caso anterior sep({y,}) = 2. En consecuencia
B(R;) = 2 como querfamos demostrar.

Los casos de ¢ y £*° se demuestran como el caso (b). d
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CAPITULO IV. CONVEXIDAD UNIFORME.
CASI-CONVEXIDAD UNIFORME.

En el capitulo I quedé establecido que la convexidad uniforme (UC) y la casi-
convexidad uniforme (NUC) de un espacio de Banach X, pueden ser descritas en
términos de restos R,,.. de elementos z situados fuera de la bola unidad By del
espacio. En este capitulo definimos mdédulos adecuados para estas propiedades
utilizando puntos que estdn fuera de la bola unidad. Los designaremos por Dx
para el de la convexidad uniforme y Dx , para ¢l de la casi-convexidad uniforme
asociado a la medida de no compacidad p. Utilizando las técnicas desarrolladas en
el Capitulo III estudiamos sus propiedades y sus relaciones, respectivamente, con el

moédulo de Clarkson y con los médulos de convexidad no compacta.

En la seccién 4.1 se obtienen algunos resultados generales sobre el didmetro de
los conjuntos R,. Definimos el médulo Dy, la caracteristica de convexidad Do(X) y

damos una relacion entre ésta y la caracteristica de convexidad de Clarkson eq(X).

En la seccién 4.2 calculamos el valor del médulo en los espacios de Hilbert

separables.
En la Seccién 4.3 damos una “inversién” del médulo Dx definiendo para cada

z € Sx la funcién ¢,(¢t) = diam(R(l_H)x). La funcién

ox(t) = sup{6a(t) : = € Sx}
resulta ser también un mddulo para la convexidad uniforme. Este médulo es con-
tinuo en los espacios uniformemente convexos.

En la seccién 4.4 definimos los médulos Dx , para la casi-convexidad uniforme.
Para esto definimos, asociada a la medida de no compacidad y, una funcién f en la

familia de cbnjuntos acotados de X:
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fa(A) = sup{u(B) : Beonvexo, B C A}.

Definimos los médulos de forma andloga a como se hace para los médulos Px ,
pero sustituyendo la medida de no compacidad p por la funcién fi y estudiamos sus

propiedades y relaciones con los médulos de convexidad no compacta.

En la Seccién 4.5 calculamos el valor de los médulos en los espacios de Hilbert

separables.

4.1. Un médulo para la convexidad uniforme.

Recordemos que la convexidad uniforme del espacio X puede caracterizarse en
términos de restos [Rol]:
Un espacio de Banach X es UC si y solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal

que siz € X y 1< |z <146 entonces diam(R;) <e.

Los dos lemas siguiente nos dan alguna informacién acerca del didmetro de los

conjuntos R, definidos en el Capitulo L.

LEMA 4.1.1.

Sea X un espacio de Banach y z € X \ Bx. Entonces

diam (R;) = max{diam (Y;), sup {|jz —y|| : y € Y2 }}.

Demostracion.

Sean 21, z9 € R;. Entonces por la Proposicién 1.7.2, en la que se definen los
conjuntos Y,, existen nimeros reales A y p en el intervalo [0,1] y puntos y; € y2
en Y, tales que z; = Ay; + (1 — ANz v 22 = pys + (1 — p)z. Por lo tanto z; y 29
pertenecen a co({z,y1,y2}) y asi:

llz1 = 22]| < diam (co({z,v1,¥2})) = diam({z,y1,¥2})
< max {diam (Y3), sup {|lz — y|| v € Yz }}.
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Se deduce que

diam (R,) < max {diam (V3), sup{llz — y|| : v € Yz }}.

La otra desigualdad es consecuencia inmediata de la Proposicién 1.7.2. O
LEMA 4.1.2.

Sea X un espacto de Banach y x € X \ Bx. Entonces

mose{ o - 1, L= < o () < oy 41

Demostracion.

T

Puesto que 24 € Yo ¥ Hx ~ e
diam(R;) > ||z]| - 1.

= ||z}l — 1, se deduce del Lema 4.1.1 que

La desigualdad g—(ﬂﬁ;””-—l) < diam (R;) se demuestra como la Proposicién 3.1.2

sustituyendo la medida de no compacidad p(A) de un conjunto acotado A por
diam (4).

Para la otra desigualdad, como diam(Y;) <2 < |lzf|+ 1y

sup {Jle = yll 1y € Y2} < flall + 1,

se deduce que diam (R;) < |jz|| + 1. d

Obsérvese que esta ultima desigualdad es la mejor posible en la clase de todos
los espacios de Banach. En efecto, si consideramos el espacio (R?, ||.||1) v el elemento
z = (a,0) con a > 1, entonces el didmetro del conjunto R, es diam(R;) =a+1 =

el + 1.
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DEFINICION 4.1.3.

Sea X un espacio de Banach. Definimos el siguiente mddulo de convezidad:

Dx :[0,+00) — [0, +0),
Dx(e) =imnf {||z|: z € X, ||z]| > 1,dlam(R;) > e} — 1.

La caracteristica de convezidad del espacio X correspondiente a este modulo

es:

Do(X) =sup{e 20 : Dx(e) = 0}.

Un espacio de Banach X es uniformemente convexo si y solo si D(e) > 0 para todo

e > 0. En otras palabras X es UC si y solo si Dg(X) =0.

PROPOSICION 4.1.4.

La funcidn Dyx tiene las siguientes propiedades:

(a) Es creciente en [0,4+00) y Dx(0) = 0.

(b) Fara todo € € [0,1] setiene 0 < Dx(e) < 5% . En particular, sic € (0,1)
entonces Dx(e) < e.

(¢) Es continua en 0.

Demostracidn,

Haremos solamente la del apartado (b) : Dado € € [0,1] sea ¢ € X \ Bx tal

que ||z|| > 2. Entonces

e < All=ll 1) < diam (R;).

I

Por lo tanto:

2
2—c

inf {{|z}| : z € X\ Bx, diam(R;) > ¢} =1+ Dx(¢) <

v asi
2 €

DX(E)SQ——s 2—g
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La proposicién siguiente nos permitird establecer unas relaciones entre la carac-

teristica de convexidad Dy(X) y la caracteristica de convexidad e¢(X ) de Clarkson.

PROPOSICION.4.1.5.

Sea X un espacio de Banach. Entonces:
(a) D?(J({e()iz < 26x(e) para todo = € [0, 1].
(b) 6x(e) <2 '1im+ Dx(4<') para todo ¢ € [0,2].

Demostracion.

(a) La desigualdad se cumple evidentemente si Dx(¢) = 0. Sea entonces
Dx(¢) > 0 y pongamos Dx(e) = s. Sean z;, 2o € Sx tales que |jz1 — z2]| >
2¢, [z1,72] el segmento determinado por estos dos puntos y z = (z1 + 2)/2.

Tomemos un numero real r, 0 <r < s.

Dermostraremos por reduccién al absurdo que

r

[z1,25] N (1— 3+2> Bx # 0.

Supongamos lo contrario. Seay = (1 + 1)z, y; =(y +2:)/2, 1 =1,2.

Veamos que 1 < ||y]| < 1+ s y que y; € R,. En efecto, tenemos:

Iyl =@ +r)llzll <1+,

I > () (1= g ) =14 =T

ynwn=H(r+§)(§i:$+zir“>!
r(s =)

T T
1 -) 1— =14 8T oy
>( T3 ( 3+2> )

Por lo tanto y1, y2 € Ry. De esto se deduce que |ly; — y2]| < € y en consecuencia

llz1 — z2|| < 2¢ en contradiccién con la hipdtesis hecha. Por lo tanto, existen

numeros py, Hz; g1 =0, pa 20, py + po =1 tales que

T
Iz + poaa|] <1 - < el
Tenemos entonces:
z1+ze 11 H2
5 T3 '/_‘L:(/ilxl + p22) + <1 y T2
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y, por lo tanto,

171 T o T T
<z |={1- +{1-2) =1 <1 ——.
—'[N1< 3+2> ( m)} 2ur(s +2) — 2(s +2)

Asi hemos demostrado que si z1, 2o € Sx y ||z1 — 22|| > 2¢, entonces:

1+ T2
2

P

r
<1-
- 2(s +2)

de donde se deduce:

sup {

En consecuencia:

zy + 22
9

=

T

2(s +2)

1Ty, T ESX,le—-ngZ‘Ze}Sl—

5x(2€) > 2(312)‘

Y puesto que esta relacién se cumple para todo r < s = Dx(e) resulta como

queriamos demostrar que:

Dx(e)

(b) Supongamos éx(e) > 0. Sea z € X \ Bx tal que

1< |lz|| < 1+5—’<¢2(€—).

Tomemos z; € R;, entonces (z +z1)/2€ Ry y

£E+£E1

Bx(c)
)

4

y = (1—5X2(€)>cc; Y = (1—§‘;2(—€-2>x1.

Entonces ||y|| < 1, lyall <1y

- <1 - 5*"2(6))

Se deduce que |ly — 1]} < e v asi:

<1+

P

Sean

5x(5)

<

z+z
2

>1- >1-6x(e).

Y+
2

1 :
Hx“ﬁil:l—mﬂy—y1”< <2

£
“bx(e)
— X 1__&2,_
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Por lo tanto, st z1, z3 € R, entonces |[z; —z3|| < 4e. Seae’ > ¢. Sidiam(R,) > 4¢’
entonces
5}{ £
el 2 1+ XL

P

y por lo tanto

inf{llz|| :z € X,||z|| > 1, diam R, > 4c'} > 1+ é%(_e_)_

y de esta desigualdad se sigue, teniendo en cuenta la monotonia de la funcién Dy,

la desigualdad que queriamos demostrar. |

El corolario siguiente, consecuencia inmediata de la proposicién, establece unas
relaciones entre la caracteristica de convexidad Dy(X) y la caracteristica de con-

vexidad de Clarkson gq(X).

COROLARIO 4.1.7.

Sea X un espacio de Banach. Entonces eo(X) < 2Do(X) < 8go(X).

Teniendo en cuenta ademés la Proposicidén 1.5.4 podemos formular también el

corolario siguiente.

COROLARIO 4.1.8.

51 el coeficiente de convezidad Do(X) es menor que 1/2 el espacio X es reflezivo

y tiene estructura normal.

4.2. Calculo del médulo de convexidad en los espacios de Hilbert.

Los espacios de Hilbert son a la vez suaves y estrictamente convexos. Comen-
zamos dando una caracterizacién de los conjuntos Y, en este tipo de espacios.

Si X es un espacio suave, para todo y € X, y # 0, existe un tnico f € X* con
IIfll = 1y tal que f(y) = ||z||. En particular si y € Sx existe un unico f € X* tal
que ||f|l = 1 = f(y). Designamos este funcional por G,.
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LEMA 4.2.1.

Sea X un espacio de Banach suave y estrictamente convero y ¢ € X \ Bx,

entonces Yo = {y € Sx : Gy(z) > 1}

Demostracion.

Sea y € Y;. En la prueba del Teorema 3.3.4 demostramos que Gy(z) > 1

Veamos la desigualdad contraria. Sea y € Sx tal que Gy(z) > 1. Entonces
para todo punto z del segmento (y,z] resulta Gy(z) > 1. Si Gy(z) > 1, entonces
Gy(z) > 1, z ¢ Bx y por lo tanto y € Y;. Supongamos pues que Gy(z) = 1.
Si el segmento (y,z] corta a la bola unidad By, existird z € Sx tal que z =
Ay+(1-XNz, 0< A <1,y Gy(z) =1, lo que estd en contradiccién con la hipdtesis
de ser el espacio X estrictamente convexo. Por lo tanto y € Y; como queriamos

demostrar. O

EJEMPLO 4.2.2.

Sea X =P, 1 < p< +oo. Sea {e, : n € N} la base natural de Schauder de

#P. Consideremos el elemento z = ée;, 6 > 1. Entonces
3 4 1
Y;c = {y = Zy’ei o (yl,yQ,yB, ) Eg? . ”y” — 1; y1 Z 61——5},
=1

En efecto: sea y = (y1,y%,93, ...); llyll = 1, entonces el funcional G, viene dado

por
-2 -2
Gy =W A, )

¥, por lo tanto, Gy(8ey) > 1 si y solo si (y1)P~16 > 1.

PROPOSICION 4.2.3.

Sea H un espacio de Hilbert separable y z € H con ||z|| > 1. Entonces:

2y/llzP-1 .
diam(R,) = { mr— s =l

Vilzll? =1 si =]

<2
> 2
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Demostracidn.

Supondremos que H es un espacio de Hilbert de dimensidn infinita. El caso
finito dimensional es analogo.

Puesto que H es un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita tiene
una base numerable y ortonormal que representaremos por {ej, €1, €3, ...}.

Sea z € H con ||z]| = § > 1. Consideremos la sucesién {z, ey, e, ..}. Apli-
cando el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt, podemos obtener una base
de Schauder {uy, ua, us, ...} tal que u; = %. De esta forma z = (6, 0,0, ...) y

E
teniendo en cuenta el ejemplo anterior y que el espacio H es isémetrico a £2 resulta:

[e 0]
Yz:{yESH, y:Zytui____(yl’yz’ys,“H) :

1=1

A
IN
@H
IA

—
et

Tenemos entonces:

1
sup {|lz —y|® : v € Ro} =sup {(6 — y!)> + 1 —y*": E-Syl <1}

1\° 1,
_(5—5> tl- =8 -1

y, por lo tanto,

sup{lle —yll iy €Yz} =62~ L.

Calculemos ahora el didmetro de Y,. Consideremos los elementos y y z de Y5

sigulentes:
1 vé2-—1 1 62 -1
Y = (5:, "—‘6‘—‘—,0, O, ), z = (g, -——-—5———',0, 0, >
Entonces |ly — z|| = 24=L v, por lo tanto,
9. /5T
diam(Y,) > X2 2 65 L

Veamos la desigualdad contraria. Sean y = ylu; +a, z = zlu; + b, dos puntos de
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Y, vy supongamos z! < y'. Entonces:
Iy = 2l (5" = ) + o -
S(yl 2')% + (llall + [[8[)?

. 1)2 \/71 _ y12 + \/1
(y ——> <\/1-53+\/1—y ) =g(y").
Esta funciéon ¢ definida en el intervalo [%, 1] alcanza el valor maximo en el punto %:
1 1
o(3)=+(1-5)

262 -1
i .

El resultado se sigue ahora del Lema 4.1.1. O

y, por lo tanto,

diam(Y;) =

COROLARIO 4.2 4.

Sea H un espacio de Hilbert separable. Entonces:

o = —1 si £€(0,V3]
Dxy(e) {m_1 si € €[V3,+00].

Demostracion.

De acuerdo con la proposicién anterior tenemos:

inf {Jlz]| 1z € H, ||z|| > 1, diam(R;) > e} — 1

2 —
=inf {6 :max{—z——%—-l—, \/62—1} 25} - 1.

Y, puesto que las funciones
b — V62 -1
son estrictamente crecientes, el infimo se alcanzard cuando

=, si 1<6<2

96



Capitulo 4

o cuando

es decir, cuando

o cuando

§=1+e2? si >3

4.3. Algunos resultados sobre continuidad.

Comenzamos esta seccién con el lema siguiente.

LEMA 43.1.

Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo, z € X \ Bx y ¢ tal que

O<e< ﬂi%:l Entonces para todo y € X tal que lly — zf| < € se tiene que

|diam(R,) — diam(R,)| < 2(e + f(e))

en donde f es la funcidn del Lema 8.5.1.

Demostracién.

Consideremos los conjuntos R; . y Ry . definidos como en el Lema 3.3.2.
Veamos que Ry . C R; +¢Bx. SeaZ € Ry, Z = Au+(1— Ay con |jul| <
1, IZl 21+€ y 0< A <1 Pongamos z = Au+ (1 — A)z. Entonces

lz=2l=0 -z -yl <(1-Ne <,

Wzl >Nzl =1z =z >1+c—e=1

¥, por lo tanto, z € R, y asi Ry . C R; +¢Bx. Andlogamente podemos probar que
R;. C Ry+eBx. Yaque de las hipétesis podemos deducir que [[z]| > e+1 y |ly|| >

e+ 1, el Lema 3.3.2 nos permite concluir que
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Ry C Ry + f(e)Bx C Ry + (e + f(¢))Bx,
R, C R, + (e + f(e))Bx

y, por lo tanto,

diam (R,) < diam (R,) + 2(e + f(¢))

diam (R;) < diam (Ry) + 2(c + f(¢)).
De estas dos desigualdades se deduce el resultado que pretendiamos demostrar. O

DEFINICION 4.3.2.

Sea X un espacio de Banach. Para cada € Sx definimos la funcidn:
¢z : [0,+00) = R,

¢,(t) = diam (R(14qz) sit > 0; 6,(0) =0.

PROPOSICION 4.3.3.

Las funciones ¢, definidas anteriormente tienen las siguientes propiedades para

cada z € Sx:

(1) ¢ es creciente en [0, +00).

(2) Sitel0,1], entonces t?:l < @g(t) <t 42

(8) Site€[l,+), entonces t < ¢,(t) <t +2.

(4) Sm_$a(t) = +oo.

(5) Sea X un espacio uniformemente convezo. Entonces la familia de funciones
{¢, : z € Sx} es equicontinua en cada punto ty > 0, esto es, para cada € > 0 existe
un nimero § = 6(¢) > 0 tal que |¢,(t) — dz(t0)] < & cuando z € Sx y t € (0, +00)
con |t —to| < 6.

Demostracidn.

(1) Sean t; y t, nimeros reales positivos, t; < tz. Entonces:

ty — 1

t
(1+t)z = :c—i—t—l(l—!—tg)a:.
2
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De este modo, si z € Sk, se tiene

(14 t1)z € co({(1 +t2)z} U Bx

y, por lo tanto,

co({(14+1t1)z} UBx) C co({(1 +t2)z} U Bx).

En consecuencia R(11¢): C R4t ¥ 9z(t1) < é:(t2).
(2) v (3) Son consecuencia del Lema 4.1.2.
(4) Es consecuencia de (3).

(5) Es consecuencia del Lema 4.3.1. O

Nota: De la Proposicién 4.2.3 se desprende que si H es un espacio de Hilbert

separable, entonces para cada z € Sx tenemos que

¢z<t)={2 T s telD ]

Utilizaremos la familia de funciones {¢, : z € Sx} para definir un nuevo
médulo para la convexidad uniforme. Demostraremos que este médulo es continuo
en los espacios uniformemente convexos y estudiaremos su relacién con la funcién

Dx definida en la seccién anterior.

DEFINICION 4.3.4,

Sea X un espacio de Banach y consideremos la familia {¢; : ¢ € Sx}. Defi-

nimos la siguiente funcidn:

QbX : [Oy +OO) - R7

¢x(t) = sup {,(t) : = € Sx}.
Esta funcidn ¢ x tiene las siguientes propiedades:
(1) Es creciente en [0, +00).
(2) ¢x(t) >0sit>0.
(3) limy— oo dx(t) = +o0.
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(4) En espacios de Hilbert separables el valor de ¢x(t) viene dado en la nota

anterior.

PROPOSICION 4.3.5,

Sea ¢o(X) = limy g+ 9x(t). Entonces ¢o(X) = Do(X).

Demostracidn.

Supongamos Dy(X) > 0y sea 0 < ¢ < Do(X). Entonces Dx(e) = 0 y asi, para
cada n > 0, existe z € X con 1 < |z} < 1+ n tal que diam(R;) > €. Por lo tanto
sup {diam(R;) : |lz]| L1+ 7} >¢€, dx(n) > ey ¢po(X) =lim,_o+9x(t) > ¢, esto
es, ¢o(X) = Do(X).

Para probar la igualdad supongamos que ¢o(X) > Do(X)y sea 6 tal que
Do(X) < § < ¢o(X). Entonces ¢x(t) > 6 para todo t > 0, esto es,

sup{diam(R;) : 1 < |jz]| L 1+1t} > ¢
para todo ¢t > 0. Por lo tanto
inf{||z]| : z € X, ||lz]]| > 1, diam(R,) > 6} — 1 =0,

esto es, Dx(6) = 0 en contradiccién con que Do(X) < 6.
Se deduce de esta proposicién que X es UC si y solo si ¢o(X) = 0. Asi esta

funcién es un mddulo adecuado para la convexidad uniforme. a

PROPOSICION 4.3.6.

Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo. Entonces ¢x es continua

en [0, +c0).

Demostracion.

Como X es UC la funcion ¢ x es continua en 0.
Sea ty € (0, +00). Supongamos que ¢x no es continua en ty. Entonces existen

numeros reales h y k tales que

dx(to™) < h <k <éx(te™t)
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y asi, para todo § € (0,t) tenemos:

dx(to—6) < h <k < dx(to +96).

Puesto que ¢x(tg — &) < h, entonces sup{d.(to — 6) : ¢ € Sx } < h, esto es, para
todo z € Sx es ¢;(to — §) < h. Anédlogamente, puesto que ¢x(to + ) > k resulta
que existe z € Sx tal que ¢,(to+38) > k. Por lo tanto para é € (0,1o) existe z € Sx
tal que

bo(to +6) — dz(to—8) > k—h

en contradiccion con la equicontinuidad de la familia {¢, : z € Sx } en to. |

Los siguientes teoremas permiten relacionar la continuidad y el crecimiento

estricto de las funciones ¢x y Dx.

TEOREMA 4.3.7.

Sea X un espacio de Banach. Entonces el médulo Dx es continuo en [0,+00)

sty solo s1 ¢x es estrictamente creciente en [0, +o0).

Demostracién.

Supongamos que ¢x no es estrictamente creciente en [0,+00). Sean t;, ts €
(0, +00), t1 < to, tales que ¢x(t1) = dx(t2) = €o con ¢ € (0,+0c0). Entonces para

cada 6 € (0,¢€9) tenemos

Dx(eo +6) =inf{t >0 : dlam(R(14¢,) > €0+ 6 para algun z € Sx}

>inf{t >0 : éx(t) > e+ 6} > to.

Por otra parte Dx(gq — §) < t1, porque si fuera Dx(eq — §) > t; entonces
tendriamos que diam(R(;44,)z) < €0 — & para todo z € Sx v, por lo tanto, seria
ox(t1) < eg — 6. Se sigue de esto que Dx no es continua en &g.

Reciprocamente supongamos que D x tiene un punto de discontinuidad € que

es necesariamente positivo ya que en la Proposicion 4.1.4 probamos que Dx es

continua en 0. Entonces existen h y k tales que

Dx(eg —6) <h< k< Dx(go +9)
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para todo § € (0,¢q). Por lo tanto

€0 —6 < ox(h) < dx(k) <eo+6.

Haciendo ahora que § — 01 obtenemos ¢ x(h) = ¢ x(k) y asi ¢ x no es estrictamente

creciente. O

De forma similar puede demostrarse el teorema siguiente:

TEOREMA 4.3.8.

Sea X un espacio de Banach. Entonces la funcidn Dx es estrictamente cre-

ciente en [Do(X),+00) sty solo s1 dx es continua en (0, +00).

COROLARIO 4.3.9.

Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo. Entonces el mddulo de

convezidad Dx es estrictamente creciente en [0, +00).

4.4. Un médulo para la casi-convexidad uniforme.

Recordemos que la casi-convexidad uniforme (NUC) puede caracterizarse en

términos de restos [Ku3:

Un espacio de Banach X es casi-uniformemente convezo si y solo si pare cada

e>0emisted >0tal quesiz € X y1 < |z)| <1+6, entonces
sup{a(C) : C C R, C convexo} < e.

En esta definicién puede sustituirse la medida de no compacidad « por la medida de
Haussdorff, por la de separacién o, en general, por una medida de no compacidad p
comparable con la medida a con las propiedades establecidas en el Primer Capitulo.
En lo que sigue, para simplificar la notacidn, si A es un subconjunto acotado de X

definimos fi(A) de la forma siguiente:
i(A) = sup{p(C) : C C A, Cconvexo}.
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Obsérvese que la funcidén [i que acabamos de definir no es una medida de no com-
pacidad. Por ejemplo, en # si consideramos la base {e,} se tiene ji({en}) =0y el

conjunto {e,} no es precompacto.

En la proposicién siguiente se acota superior e inferiormente el ntmero f(R;)

razonando de forma andloga a como se hizo en la Proposicién 3.1.2.

PROPOSICION 4.4.1,

Sea X un espacio de Banach yx € X, ||z|| > 1. Entonces

#Bx)(lz]l - 1)
llll

< i(Re) < u(Bx).

Demostracién.

La segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad u(R;) < u(Bx)
demostrada en la Proposicion 3.1.2.

Veamos la demostracién de la primera desigualdad. Sean § y d nimeros reales
talesque § >0y 0<d< 1, ye Sxy M(dy,§) = B(dy,1 —d+6)\ Bx. En
estas condiciones se demuestra en el Lema 2.1.2 que §u(Bx) < u(M(dy,6)). Enla
demostracién de este lema se considera el conjunto F' = {z € B(y,§) : f(z) > 1},
en donde f € X*, ||fll = f(y) = 1 y se demuestra que F' C M(dy,6). Entonces,

teniendo en cuenta el Lema 2.1.2 y que el conjunto F' es convexo, se deduce que
Sp(Bx) = u(F) < B(M(dy, 6)).

Ahora, dado t > 1, si se toman d y § como en la Proposicién 3.1.2 resulta M(dy, ) C
R4y v, por lo tanto,

§u(Bx) < (M(dy,8)) < i(Rey)-

A partir de aqui la demostracién se termina como la de la Proposicién 3.1.2. O

COROLARIO 4.4.2.

Para todo € € [0,u(Bx)) y todo y € Sx existe t > 1 tal que

ﬁ(Rty) 2 H“(E’X‘)g:i)' 2 e
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Definimos ahora un médulo de convexidad para la propiedad NUC.

DEFINICION 4.4 .3,

Sea X un espacio de Banach. Definimos el siguiente mddulo de convezidad

asociado a la medida de no compacidad p:

-DX,/,L : [Oa.u(BX)) _—)Ra

Dx,u(e) = int{lz] 1o € X, ol > 1, i(Rs) 2 €} — 1.

Definimos tambien la caracteristica de NUC asociada a la medida p :
Do,u(X) = sup{e >0 : Dx ,(e) = 0}.

Se verifica que el espacio X es NUC si y solamente si Dy ,(X) = 0.

La Proposicién siguiente se demuestra como la Proposicion 3.1.5.

PROPOSICION 4.4.4,

La funcion Dx , tiene las propiedades siguientes:
(a) Es creciente en el intervalo [0, u(Bx)) vy Dx,.(0) = 0.
(b) Para todo € € [0, u(Bx)) se tiene la relacidn

€
<D < —
0= Drule) < WBx)—¢
(c) El mddulo Dx , es continuo en 0. v
(d) Para todo € € (0, "—(g—x)> se tiene que
2e
D £) < ——.
) < )

OBSERVACION 4.4.5. La relacién siguiente entre los médulos Dx . y Px,, se

establece de forma inmediata:

Px,u(e) < Dx,u(€) para todo € € [0, u(Bx))
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¥, en consecuencia, Dy ,(X) < Py ,(X).

También de forma inmediata se tienen las relaciones siguientes, consecuencia

de las relaciones existentes entre las medidas de no compacidad:
DX,(X(€> < DX,;@(E)> €€ [O’ﬂ(BX))
Dx’g(e) < DX,x(5> < DX,O,(QE), €€ [0, 1).
Y, por lo tanto,

Do,3(X) < Dy,o(X) < 2Dg(X) < 2Dg 5(X).

Veamos ahora la relacién entre los médulos Ay y Dx,g que formulamos de la

forma siguiente:

PROPOSICION 4.4.6.

(a) (Dlz)c}f@(e()?a) < 2Ax(5) para todo ¢ € [ 5(BX))

(b) A (g) < 2 hm Dx (2¢') para todo € € [O BB )

Demostracién.

(a) Sea Dx g(¢) = s. La desigualdad se verifica trivialmente si s = 0. Supon-
gamos entonces que s > 0.

Sea A un subconjunto convexo de Bx con $(A) > 2¢ y sea r un numero
real, 0 < r < s. Consideremos una sucesién {z,} C A con sep({z,}) > 2¢.

Demostraremos que

co({z,})N (1 ST

>Bx#®

y+e

&

Supongamos lo contrario y seay =(1+r)z1 e yn = . Entonces:

lull = A +r)llzill S14+r<1+s,

ol > (1+7) (1-3_’{'_,) 1

~Asi tenemos que 1 < |jy|| < 1+s.
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Por otra parte:

r 147 1
v ( T3 <2+rm“+2+r$>

¥y, por lo tanto,

loall > (143) (1- =5 ) =1+ B >

De esta forma hemos demostrado que la sucesién {y,, } estd contenidaen R,. Veamos

que la envolvente convexa de {y,} estd tambien contenida en R,. En efecto, para
k

cualquier eleccién yn,, 1 = 1,2,...,k y coeficientes v;, 1+ = 1,2,....k, zfyi =
=1

1,7v; > 0, resulta:

k k
r 1+r 1
iYng = (1 —) iTn; |
ggvy, ( +35 (2+Twy+2+r§:7w,>

=1

y como

147 1 <&
(2 n Tml + 211 ;'Yixn;) € CO({mn})

se tiene

> 1

k
HZ VilYn;
1=1

¥, por lo tanto, co({yn}) C Ry. Ya que B(R,) < ¢ se deduce que sep(co({yn}) < €

y asi sep({yn}) < €. Por lo tanto sep ({z,}) < 2¢ en contradiccién con la hipdtesis

hecha. En consecuencia existe z € co({z,}) tal que

Ilzlls(1—3:_2>.

En resumen, hemos demostrado que dado un conjunto A convexo y contenido en

Bx con fB(A) > 2¢ se tiene que

P

inf{lo]l z €4} < 1-—

y, por lo tanto,

r

s+ 2

sup{inf{l{:rn :z € A} : A C By, A convexo, ((4) > 26} <1-
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Asir < (s+2)A%(2¢) y, como querfamos demostrar:
Dyx,5(e) < (Dx,p(e) + 2) Ak (2¢).

A”
(b) Supongamos A'y(¢) > 0. Sea z € X \ Bx tal que 1 < |jz|| < 1+ —5—= X(E)

Sea {z,} C R, tal que co({z,}) C R,. Entonces para toda combinacién hneal

k

k
Z'yixm, vi 20, e =1,2,...k Z’)’i =1,
=1 =1
se tiene

<14 2x1&) Ax(s)

1< HZ YiTn;

Para todo n € N definimos y,, = (1 — —A—l;LQ) z, . Entonces:

fyall < (1—5‘5@) (1+—A;‘;—(fl> <1

¥, por lo tanto, co({y»}) C Bx. Ademas:

k » k
“Z YiVnil| = (1 - é)’;l‘(a) “Z YiTn;
i=1 i=1

Ak
2

Asi
inf ] 2 € eol{u))} 2 1- 2 5 1A%,

Y, €0l consecuencia,

5(00({%})) 2e

Bleo({za})) = < <2
_ A (s) =3z A (e)
AX(E)
Asi hemos obtenido que si {z,} C R; y co ({z,}) C Ry conl < |z|| < 1+ —— 5
entonces B(co({zn})) < 2¢ ¥, por lo tanto, B(R,) < 2¢. Asi, si para un elemento
A}( )

z € X\Bx y un ntmero ¢’ > ¢ es 3(R,) > 2¢' seré necesariamente ||z|| > 1+——

y, €N consecuencia,
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con lo que se completa la demostracién del apartado (b) de la proposicién. 0O

El corolario siguiente, que establece unas relaciones entre la caracteristica de
convexidad Py g(X) y la caracteristica de convexidad no compacta Ay(X), es con-

secuencia inmediata de la proposicién anterior.

COROLARIO 4.4.7.

Sea X un espacio de Banach. Entonces
Ag(X) < 2Dg 5(X) < 4A(X).

Teniendo en cuenta ademés la Proposicién 1.6.5 podemos formular también el

corolario siguiente.

COROLARIO 4.4.8.

Si la caracteristica de convezidad Doy g(X) es menor que 1/2 el espacio X es

reflezivo y tiene estructura normal.

4.5. Caélculo del mdédulo en los espacios de Hilbert.

La Proposicién siguiente nos permitird calcular la medida fi(R;) del resto de-

terminado por un punto z de un espacio de Hilbert separable.

PROPOSICION 4.5.1,

Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y separable, z € H con ||z =1

y sea 6 > 1. Entonces
[L(Raz) ={z € Rs; : G.(2) > 1}.

Demostracién.

Sea C un conjunto convexo contenido en Rj;. Entonces, por el Teorema de

Hahn-Banach existe un funcional f continuo con ||f|] = 1 que separa en sentido
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amplio C' y la bola unidad cerrada By del espacio, esto es, f(z) > 1 para todo
z € Cy f(z) £1 para todo z € By. Ademds por ser H reflexivo y estrictamente
convexo existe un unico y € Sy tal que f(y) = 1. Pondremos f = G, como es
habitual.

Veamos que y € Ys,. Teniendo en cuenta en cuenta el Lema 4.2.1, basta probar
que G, (6z) > 1. En efecto, si fuera G, (8z) < 1, tomando z € C, z = du+(1-X)éz,

para algun elemento u € By y 0 < A < 1 tendriamos
Gy(z) = AGy(u) + (1 = N)Gy(bz) < 1

lo que no es posible.

G

Consideremos ahora los conjuntos siguientes:
A={z€Rs; : Gy(2) 21}, B={z¢€ Rs; : Gy(z) 21},
A ={2 € Res : Gal) 2 1, Gy(2) < 1},
By ={z € Rs; : Gz(2) £ 1, Gy(z) > 1},
D={z€Rs; : Gx(2) 21, Gy(z) > 1}.

Se tiene entonces que A = A;UD y B = ByUD. Probaremos que u(B1) < p(4;)

lo que completara la demostracién ya que

#(C) < p(B) = max{u(B1),u(D)} < max{u(4d1),u(D)} = u(A)
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y el conjunto A U {z} es convexo:
AU{z} =co(B,U{éz})N{z € H : G,(z) > 1}.

Si z = y entonces A; = B; y no hay nada que probar. Supongamos por tanto
que £ # y y consideremos el vector u = Az + uy tal que G.(uv) =1y Gy(u) = 1.
Es decir, tal que

A pG(y) =1,
ANGy(z) +p =1

Como G.(y) <1y 0 < G,(z) < 1 este sistema de ecuaciones tiene solucién tnica.
Sea o la simetria de centro u. Veremos que o(B;) C A;. Sea z € B, entonces
o(z) =2 =2u—zy

Go(2) =2~ Gu(2) > 1,
G,(2)=2—Gy(z) < 1.

Para terminar la demostracién de la proposicién falta unicamente comprobar que
2" € Rss.

Observemnos que si z € By con Gy(z) > 1y Gz(2z) < 1, entonces la recta
determinada por 6z y z corta a los hiperplanos tangentes H, y H, a la esfera
unidad en z e y , respectivamente, en dos puntos z, y z, de modo que z estd en el
segmento de extremos z; ¥ z, que denotamos, como es habitual, por [z, zy]. Vamos
a comprobarlo: sea z = tv + (1 — t)éz, para algin elemento v de Sy y

_ 0 — Gz(z)

= §—Gz(v)’

0<t <l

Pongamos 2z, = t,v + (1 —t;)dz. Entonces G,(z;) = t,G;(v) + (1 —t;)0 =1, de

donde resulta
§—1

IO}

Se deduce que 0 < t, <t < 1.

Determinemos z, de forma andloga: sea zy, = tyv + (1 —1y)0z y

Gy(zy) = t,Gy(v) +(1 — £,)6Gy(z) = 1,
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de donde resulta

. 6G,(z) -1
T 8Gy(x) - Gy(v)

En este caso el valor de t, haciendo actuar G sobre z, puede expresarse asi:

_66,() = Gyl)

"= 56,(2) =Gy 0)

El denominador de esta fraccién es mayor que 0 (si fuera igual a 0 se tendria
Gy(6z) = Gy(v) = 1y Gy(z) = 1 en contradiccién con la hipétesis). Por lo tanto
resulta 0 < t < t, < 1, asi, como queriamos comprobar, 0 < ¢, <t<t, <ly
z € 25,2y, 2 F# 24, 2 F 2.

Ya que el conjunto AU {z} es convexo, terminaremos la demostracién si com-
probamos que los simétricos respecto de u de los puntos z de Bj situados en los
hiperplanos H, o H, estdn en A.

Podemos suponer que los vectores z, y y z son linealmente independientes,
ya que en otro caso puede servir el razonamiento que sigue adecuadamente simplifi-
cado. Sea {ej, €3, €3, ....} un sistema numerable ortonormal y completo de H; si con-
sideramos la sucesién {z,v, z, 1, €2, ..... }, aplicando el proceso de ortonormalizacién
de Gram-Schmidt podemos obtener una base de Hilbert de H, {ui,us,us,.....}, de

tal modo que respecto de esta base resulta

T = (1a0a0’07"")a Y= (y17y270701“-') y z= (21?22’2370) """ )

Ademas

Gx‘:(l, 0, 0, O,) Yy Gy:(yl,yg,O, 0,)

y se verifican las relaciones siguientes:

i +ys =1,
Ley<t
5_91 )

Gz(z)glﬁzl _<_1,

Gy(z) 212> yiz1 + 2z 2 1,
1 —

= (1, Z7Y 50,0, >
Y2
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Ademas el punto simétrico de z = (21, 23, 23, 0, 0,....) respecto de u es

M1 —
! (2'—31, "‘(1 yl)

Z = ” —*22,—*23,0, 0, 0,)

El punto z situado fuera de la bola unidad estard en Rs, si y solo si la recta
Az+(1—A)déz corta en uno o dos puntos a la esfera unidad para valores de A mayores

que 1, es decir si la funcién
$()) = Az + (1~ Nse|?

alcanza el minimo para un valor de A que debe ser mayor que 1 y el valor de este
minimo es o igual o menor que 1. Estas condiciones, como se comprueba facilmente,

pueden expresarse analiticamente en la forma siguiente:
a4+ 22 <(6—2) 2 +22+22 <6(6—2).

Supongamos que z esta en el hiperplano H;, z = (1, 29, 23,0, ...), entonces el punto
simétrico z', que estd fuera de la bola unidad, es

] I ! 2 1—
7' = (zy,24,25,0,..) = (1, —(—-——Z—Eﬁ — 29, —23,0,...> .

Un célculo sencillo, aunque laborioso, permite comprobar que, como consecuencia

de la relacién y; + y222 > 1, se cumplen las condiciones siguientes :

12 12,2

§%(zy 425 ) < (5——2'1)2 +z;2 +z;2 < 5(5—.2;)

y, por lo tanto z' € A.
Si z € Hy, se cumplen también las relaciones anteriores como consecuencia
ahora de ser y;z1 +y222 = 1y 21 < 1y, por lo tanto, el punto simétrico z' € A. De

esta forma hemos completado la demostracién de la proposicién. O

La proposicién siguiente nos va a permitir calcular la medida fi de los restos

deteminados por puntos situados fuera de la bola unidad cerrada en los espacios de

Hilbert.
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PROPOSICION 4.5.2.

Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y separable, {ey,es, €3, ...... }
un sistema ortonormal y completo de vectores de H y & un nimero mayor que 1.

Entonces:
(a) Siz € H con |lzf| =6 > 1, i(R:) = p(Rse,)-
= 1
(b) Sea S = {:v €eH :z= Zw ei = (z1,22,23,....), ||zl £ 1,21 = 5}
Entonces To(Rse, ) = co(S U {561})
(c) Sea el conjunto A = {z € Rse, : Ge,(z) > 1} y h la homotecia de centro

1. Entonces h{(A U {e1}) = co(S U {be1}).

dey y razon

Demostracién.
(a) Consideremos la sucesién {z,e;, e, €3,.....} que genera H. Aplicando el
proceso de Gram-Schmidt obtenemos una base ortonormal de H, {uy,us,us,...... }

en la que ¢ = du;. La aplicacién f : H — H definida por f(u,) = en, para todo

n € N, es una isometria tal que f(z) = f(du;) = de;. Tenemos entonces:

f(co({z} U By)) = co(f(z) U f(Bu)) = co({be1} U By ).

Por lo tanto f(R;) = Rse, y de esto se deduce de forma inmediata que i(R;) =
[L(R‘SCI)’

(b) Sea C' = {z € S : ||z|| = 1}. Demostraremos sucesivamente:
(1) S = co(C).

(ii) C C Rge,.

(1) Rge, C co({be1} U S).

. . 1
(i) Basta observar que S — %—el es una bola cerrada de centro 0 y radio /1 — )

y C — %el la superficie esférica correspondiente.

(ii) Dado z € C, puesto que G.(fe;) = 1 se tiene que z € Yj,,. Por lo tanto,

el segmento
{T=Nz+Xeg :0< AL 1}
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estd contenido en Hg,,.

(111) Sea z € Rjse,. Entonces podemos escribir z = fe; + A(y —fey) con y € Y,
y 0 < A < 1. Pongamos y = (y1,¥2,¥3,....) = y1e; +y'. Sabemos que si y € Y5,
entonces ||yl| = 1 e y1 > . Para demostrar que Rs., C co({de;} U S) basta
comprobar que la recta {6e; + t(y — fe;) : t € R} corta al conjunto S en un

punto para algun valor de t > 1 y esto sucede, como se comprueba facilmente, para
— 1

t=—20
6—11
Terminemos la demostracién de (b): de (i) y (ii) se deduce que S C TORse,

¥, por lo tanto, To({fe;} U S) C TGRse,. Reciprocamente por (iii) se tiene que
Co(Rse,) CTO({6e1}US).

(c) La ecuacién de la homotecia es la siguiente:

6+1
h(z)=z' = il T —ey.
6
Si ¢ = e; entonces h(z) = je; que pertenece a S. Sea ahora z € A, entonces

¢ € Rse, ¥y 1 2 1. Pongamos z =tz + (1 —t)de; conz € S, z = (%‘,22,23,....) y
0 <t <1. Entonces
0t +1 6 — 6t —t

h(.’E) = 5 z+ 5 661 = toZ + t16€1.

Se tiene, evidentemente, que tq > 0 y to + ¢; = 1. Veamos que también es t; > 0:
puesto que z =tz + (1 —t)de;, se deduce que z; = ;’;——*— (1—1)4 y teniendo en cuenta
que 1 > 1y § > 1 un sencillo cdlculo permite comprobar que § > t(1 + §). Por 1
tanto t; > 0y A(z) € co(S U {6e1}).

Reciprocamente: sea z' € co(S U {§e1}). Si 2’ = } entonces h(e;) = z'. En
otro caso sea ' = sz+(1—s)bey conz € Sy 0<s<1

Entonces z' es imagen de

sé ) 1
9::6+1z+6+1(1—5+5)661=30z+31561

con0<s5<1, 0<s; <1y sg+s, =1 Ademads

s8
6+1

5 1
 (1—s+=)=(6—1)(1— >1
trrgl-sti=(-1)1-s)+12

on ]
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y, por lo tanto z € A.

Asi terminamos la demostracién de (c) y de la Proposicién. d

COROLARIO 4.5.3.

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensidn infinita y * € H con

lz|| > 1. Entonces
shy o (el =1)?
(R”"2<llxnl+1> '

- (59

B(R.) = (Ml_—_}l)

=]l +1
Demostracién.
En efecto, sea ||z|| = é§ > 1y p una cualquiera de las medidas de no compacidad.
Entonces:

f(Rz) =i(Rse,) = p(A) = p(AU{e1})

=D WS U {ea])) = o b Bie,)
= h(Roe).

Basta tener en cuenta los valores obtenidos en la Seccién 3.3 del Capitulo III para

N(Rz>- 1

COROLARIO 4.54.

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensidn infinita. Entonces:

2¢?
DH’Q(E) = m’ €€ [0, 2)

2?2

Dy (¢) 7 5, €€ [0, 1).
2¢?

Dy s(e) 5o £ €{0,v2).
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Demostracién.

Haremos solamente la demostracion correspondiente a la medida «. La funcién

5—-)2(6—_—-1—)2
6+1

es estrictamente creciente y, por lo tanto, el infimo se alcanza cuando

§~1\?2
2| ——— —_
(6+1> ¢

. 4 2
es decir para § = Z—i—;— Entonces
4+ €2 2¢?
D = —-1= .
H.a(e) 4 — g2 4 — g2
Para las otras medidas de no compacidad el razonamiento es andlogo. O
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