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1.- INTRODUCCION




1.~ INTRODUCCION

Uno de los problemas esenciales de la Mecanica Esta-
distica es la descripcién de las fluctuaciones, alrededor de
los valores medios, de las macrovariables que caracterizan el

estado de un sistema. Estas funciones pueden tener origenes

muy distintos. En ciertos casos estdn asociadas con el caric-
ter finito del sistema, en otros son debidas al propio movi-
miento térmico de las particulas que lo componen, etc. También
es posible inducir en ciertos sistemas fluctuaciones desde el
exterior en un modo perfectamente controlado (fluctuaciones

externas) .

El andlisis de las fluctuaciones en los sistemas
fisicos puede abordarse a varios niveles. Desde un punto de
vista riguroso, lo ideal seria partir de una descripcidn pura-
mente microscdpica del sistema y, utilizando los postulados
de la Mecdnica Estadistica, ser capaces de obtener la funcidn
de distribucidn para los valores de la variable macroscdpica.
Evidentemente, este programa proporcionaria una clara imagen

del sentido fisico de las fluctuaciones.,

Para el caso particular de sistemas en equilibrio,
existe una teoria bien fundamentada cuyos origenes estidn en los
. - . . 20) 21)
los trabajos de Gibbs, Einstein y Landau . Merece la pena
decir que tal teoria esta intimamente relacionada con la de
los fendmenos de transporte en sistemas cercanos al equilibrio,

donde es valida una aproximacidén lineal. Sin embargo, la situa-

. 3 - . -
cidn es muy distinta en el caso de sistemas que no estan en



equilibrio. S6lo para modelos muy simplificados se ha sido
capaz de establecer una clara conexidn entre una descripcifn
microscOpica determinista, y una descripcidén macroscdpica

estocistica.

Debido'a las anteriores dificultades, es una préac-
tica comiin para abordar problemas concretos partir de una
descripcidn del sistema que es intermedia entre la descripcidn
microscdépica y una puramente macroscdpica sin fluctuaciones,
Normalmente, se utiliza la denominacidén mesoscdpica para re-
ferirse a este nivel de descripcidn. La idea es formular,ba-
sandose esencialmente en argumentos intuitivos, una ecuacidn
de evolucidn que de cuenta de la naturaleza probabilistica,
de forma que describa no s6lo un comportamiento medio sino
la probabilidad de que en el sistema tenga lugar ciertos su-
cesos elementales. Las ecuaciones de este tipo mds conocidas
son la ecuacidn maestra, la ecuacidn de Langevin y la ecua-

cidén de Fokker-Planck.

Una vez formulada una ecuacidn mesoscdpica para
describir nuestro sistema, todavia queda el problema de como
obtener de ella la informacidn relevante acerca del compor-
tamiento observable. Para situaciones lejanas al equilibrio,,
en las que la linealizacidn no es valida, este no es un pro-
blema trivial. Como Nordholm y Zwanzigzz) han sehalado, la
no linealidad introduce un acoplo dinidmico entre valores me-
dios y fluctuaciones. Este acoplo es importante en muchos
sistemas fisicos y, por tanto, debe tenerse en cuenta al tra-
tar de obtener ecuaciones cerradas de evolucidn para los

valores medios o las fluctuaciones. En los {ltimos anos se



han desarrollado diversos esquemas para dar cuenta de este
efecto, la mayor parte de ellos basados en desarrollos per-
turbativos o de cardcter intuitivo. Una cuestidn del mdximo
interés es delimitar la fiabilidad y rangos de validez de es-
tos esquemas. El medio m3s usual para ello consiste en compa-
rar los resultados a que llevan con los obtenidos mediante
resolucién numérica de la ecuacidn de partida. Sin embargo,
es claro que seria deseable disponer de modelos cuya solucidn
exacta fuese conocida. Esto proporcionaria, por un lado, in-
formacidn relevante acerca de la influencia de las fluctua-
ciones y permitiria, por otro lado, efectuar un test de los

métodos de aproximacidn.

En la presente memoria nos ocupamos de los dos
problemas que acabamos de sefialar, dentro del contexto de un
modelo para el comportamiento de la poblacidn de un sistema
ecoldgico. En la primera parte, consideramos un conjunto de
especies que interaccionan entre si segiln el modelo deter-
minista de Lotka-Volterra. Una de las especies se toma como
la especie problema, actuando las demds como sus alrededores.
Estos estdn inicialmente en un estado muy préximo al de equi-
librio. Utilizando las técnicas de la teoria mecdnico-estadis-
tica del movimiento browniano es posible, entonces, obtener
una ecuacién de evolucidn cerrada para la poblacidn de la
especie problema., Esta ecuacidn tiene la forma de una ecua -
cidn de Verhulst generalizada, con efectos de memoria y con
un término de ruido. Adem3s, el nlicleo de memoria y la corre-

lacidn del ruido estdn relacionados mediante una especie de

teorema fluctuacidn disipacidn generalizado.



Los anteriores resultados son generales y, en par-
ticular, vadlidos para una amplia gama de interacciones entre
las especies. Es posible escoger estas interacciones de mane-
ra que los términos de memoria y de ruido puedan calcularse
explicitamente. Van KampenlB) mostrd que en ciertos casos
se llega a una ecuacidn que es markoviana, correspondiendo
a un ruido blanco. Uno de los elementos esenciales en estos
estudios tedricos es la consideracidén de un niilmero infinito
de especies, N, en los alrededores. Nosotros hemos creido que
es relevante determinar cuando es aplicable este limite en
situaciones pridcticas. Para ello, hemos realizado un anidli-
sis numérico de las ecuaciones deterministas de Lotka-Volterra
de partida, comparando los resultados obtenidos con los que
predice la teoria para un nimero infinito de especies. La
conclusidn, previsible por otro lado, es que N determina el
rango de validez de la teoria sobre una escala temporal. Es
decir, cuanto mayor es el niimero de especies mayor es el in-
tervalo de tiempo en el que los resultados tedricos y los

- 13 -
numéricos estan de acuerdo.

Existe otro tipo de interacciones entre las espe-
cies que lleva a un niicleo de memoria exponencial. En este
caso, para situaciones iniciales de la especie problema muy
alejadas del equilibrio la evolucidn de la poblacidn no es
mondtona. Si, por ejemplo, se parte de una poblacidn muy
superior a la de equilibrio, en una primera etapa tiene lugar
un decaimiento muy rdpido hasta alcanzar valores por debajo
del mismo. Después, la poblacidn crece lentamente hacia el

equilibrio.



En la segunda parte de la memoria se adopta el punto
de vista de que se sabe que el sistema estid descrito por la
ecuacidn estocidstica de Verhulst, que es una ecuacidn del tipo
Langevin con ruido multiplicativo .gaussiano y blanco, cuyas pro-
piedades estidn especificadas. Como ya se dijo antés,el problema
es obtener la informacidén relevante contenida en dicha ecuacidn,
o en la ecuacidn de Fokker-Planck asociada. En la bibliografia
se encuentran soluciones formales de ecuaciones analogas a la de
Fokker-Planck que estamos considerando. Estas soluciones vienen
expresadas como series infinitas y se obtienen utilizando, por
ejemplo, técnicas de autovalores. Sin embargo, por su propio
caracter formal estas expresiones son dificiles de manejar en
aplicaciones practicas, excepto quizids para el estudio de com-
portamientos asintdticos y otras propiedades cualitativas. El
espiritu de nuestro trabajo es diferente. Nosotros hemos obte-
nido en vez de soluciones formales, soluciones particulares
exactas explicitas, correspondiendo a cCiertas clases de condi-
ciones iniciales. En consecuencia, para dichas condiciones somos
capaces de seguir la relajacidn del sistema hacia el equilibrio

en todo instante de tiempo.

Las soluciones particulares que hemos encontrado con-
tienen una gran cantidad de posibilidades en losque se refiere
al comportamiento cualitativo de las cantidades observables del
sistema. Ademds, estas soluciones dependen paramétricamente de
los valores medios y las fluctuaciones iniciales, asi como de
la intensidad de ruido presente en la ecuacidn de Fokker-Planck.
Por todo ello, es posible estudiar en detalle las interralaciones

entre fluctuaciones y valores medios.



Un resultado adicional del andlisis que hemos llevado
a cabo es que debe tenerse especial cuidado cuando se realizan
aproximaciones en la ecuacidn de evolucidn que rige el comporta-
miento de los valores medios. Un valor medio fisicamente acepta-
ble no tiene porqué corresponder a una funcidn de distribucidn
también aceptable. En ciertos casos, cuando las condiciones in-
troducidas en la ecuacidn de valores medios se trasladan a la
correspondiente ecuacidn para la funcidén de distribucidn completa
se obtiehen resultados que son claramente incorrectos. En nuestro
caso la ecuacidn de evolucidn de la funcidn de distribucidn res-
tringe notablemente el campo de condiciones iniciales que pueden

ser utilizadas en la ecuacidn de valores medios.

Desgraciadamente, las familias de soluciones particu-
lares que hemos encontrado no constituyen un conjunto completo.
En particular, no es posible expresar como combinacidn de ellas
una funcidn delta de Dirac, lo que impide calcular explicitamen-=
te la funcidn de Green del problema. Hace algunos anos, Morital6)
presentd una solucidn de la ecuacidn estocdstica de Verhulst
correspondiente a una condicidn inicial delta de Dirac. Su anidli-
sis es, sin embargo, incorrecto ya que se basa en un truncamiento
inadecuado de una serie infinita. La razdén {ltima es que la
serie viene expresada en funcidn de los momentos iniciales, de

manera que en el caso de una delta de Dirac debe de retenerse

formalmente toda la serie.

La anterior discusidn, asi como el interé&s intrinseco
que tiene, nos ha llevado a desarrollar un método numérico que

permita calcular la evolucidn temporal a partir de una distribu-
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ci6én inicial dada. Para el caso particular de una delta de Dirac
los resultados obtenidos discrepan claramente de las conclusiones
de Morita, mientras que presentan caracteristicas cualitativas

andlogas a las presentadas por nuestras soluciones particulares.



’

2.- DEDUCCION ''MECANICISTA'' DE LA ECUACION ESTOCASTICA

DE VERHULST
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2.1 EL MODELO DE LOTKA-VOLTERRA Y EL DE MALTHUS-VERHULST

2.1a Descripcidn Determinista

Originalmente, el modelo de Lotka-volterra es un
modelo ecolégico del tipo depredador-presa, para la descrip-
cién de la evolucién temporal de especies que interaccionan
entre si. Sin embargo, las ecuaciones del modelo han resul-
tado ser UGtiles para la descripcidén de otros sistemas tales
como determinados tipos de reacciones gquimicas, ciertos

1)
fenémenos sociales, estudio de la evolucién de mercado, etc
Para ser concretos, aqui utilizaremos las ecuaciones con el

2)
significado original de Volterra.

Cuando dos especies aisladas del tipo depredador-
presa interaccionan entre si, se observa gue la evolucién
del ndmero de individuos de cada especie presenta un compor-
tamiento periddico. En general, las dos especies tienen el
mismo periodo, pero sus evoluciones estdn desfasadas. Si
consideramos una especie 1 cuya evolucién aislada es lenta,
y otra especie de evolucién rédpida 2, cuando interaccionan
aparece un periodo comdn de evolucién para el ndmero de in-
dividuos de cada especie. La explicacidén cualitativa de este
fendmeno es la siguiente. Supongamos que inicialmente la
especie rdpida evoluciona creciendo y multiplicandose.

Este proceso durarid hasta que el nimero de individuos de la

especie 1 no sea suficiente para mantenerlos. E1l nUmero de
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individuos de la especie 2 comienza entonces a disminuir,

implicando un aumento’en el ndimero de individuos de la es-
pecie de evolucién lenta; Al cabo de un cierto tiempo ésto
permite de nuevo un crecimiento del nimero de individuos de

la especie ré&pida, y el proceso se repite.

Este mecanismo cualitativo fué descrito por

Volterra mediante el sistema de ecuaciones

%ﬁ: KL/{);. ")L/‘);’d;

% -.-—K'zAL, + /\4 A);/}-% (1)

El término -A;}ZAE representa la pérdida de
elementos de la especie lenta 1, debido a la interaccidn
con los de la especie 2. Andlogamente, Azﬂkla representa
la creacidén de poblacidén de la especie 2 en la interaccidn.
Los términos lineales corresponden a la hip&Stesis de que
mientras-la especie 1 (presa) puede sobrevivir aislada,
creciendo exponencialmente, la especie 2 (depredador) se

extingirfa.

El sistema (1) puede generalizarse para un

nimero arbitrario n de especies

]

=

)f' - K N¢ '.'1 ; ac- e A (=4,2...n
é = K:-Ar -+ GL% ‘A[}); ( )

A

donde por definicién, p; >0 .



15

El primer sumando del segundo miembro, k%AE '
describe el comportamiento de la especie i1 en ausencia de
todas las demés especies, de tal forma que si K?:>0 se
postula que la especie i aislada crece exponencialmente,
mientras que si k2< 0 1a poblacién de la especie i aislada
decrece exponencialmente. El segundo sumando describe las
interacciones de la especie i con todas las demds especies.
Si a%:>0 la interaccién de las especies i-j produce un
crecimiento del ntmero de individuos de la especie i,
mientras que si ajﬂ<0 la interaccidn entre ambas especies
conduce a un decrecimiento de AE. . Si &[‘:0 , las especies
consideradas no interaccionan. Se verifica que d&‘rly, pues
se considera que ninguna especie interacciona consigo misma.
LSgicamente, en la interaccién de dos especies si una crece
la otra debe disminuir. Esto indica que los signos de ag’

y aj[ deben ser opuestos. Por otro lado, las cantidades
positivas €i tienen el sentido de nlmeros equivalentes, es
decir se escogen de manera que el cociente de las variaciones
de A? y AG en la interaccién entre las especies i y j ais-

-8 7.
ladas sea ﬁi//%éi . lo que significa que

Se define el estado estacionario como agquel en
el cual % .:0, V[ . Los valores )rl que verifican
dichas ecuaciones se les denominan valores estacionarios y
los representamos por Q[ . Admitiendo que el estado esta-

cionario existe, los valores estacionarios vendrdn dados
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por la ecuacién

n
QZ[K’I(&[ +‘2I cu‘é' 06—'-& =0
J° (4)
Nosotros supondremos siempre que todos los ék son distintos

de cero.

Se definen unas nuevas variables gue representan

una medida de la desviacidén respecto del estado estacionario

Vi o o A -

14
En estas variables las ecuaciones de evolucidén(2)

toﬁan la forma
c AV £ i @ exp V-
¢ A,Té— - 5 =4 4 %[er d a (6)

Multiplicando ambos miembros de la ecuacidén por &i[evat.- 4]
y sumando para todo 1 se encuentra una constante de movi-
miento gue representaremos por é; .
n n
G- = L Qi[exr Ve - Vi] == &
=4 =4 (7)
Esta constante de movimiento tiene la propiedad de gque puede
descomponerse en sumandos 6} funcién sélo de la variable
V& siendo ademds todos ellos positivos, como puede

’

comprobarse facilmente.
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Consideremos el caso de dos especies. A partir

3)

Sse obtiene

de la ecuacién (7)

(8)

En la figura representamos AE/&& en funcidén de. ”4/4QL '

b

para distintos valores de la constante, es decir de las

condiciones iniciales. Si

L] L T L] .
3t o Tl ; }5;‘(0): 0, es decir si en el
4 o“““-‘ -~
/', Lot \#“-‘0 S . .. s
s Sa N instante inicial no tenemos
2 L '/ ,"I -\.\\ \. 4
f Y \':\ ~.
2 (] N R elementos de la especie 1i,
1, 1 il ‘;" \
. . s .
W ;) '| tampoco lo tendremos en nin-
AN .o .
1) N, \.\:."-—'-'J';'_‘_‘rl-’—'—”‘:“‘ _._.—"
r e b L1 =X v gdn otro instante; este caso
0 . 1 15 V4 25 3

no presenta interes. Si d1&0=04
y ”;(0):4&

el sistema no evoluciona y

estamos en un

verdadero estado de equilibrio,

permanece en el punto (1,1) de la figura |, Para cualquier

otro par de valores iniciales, las poblaciones evolucionan

periédicamente describiendo, en sentido antihorario, una
curva cerrada alrededor del punto de equilibrio.
Volvamos ahora a un sistema de n especies. Un

efecto ecolégico que no es descrito por el
es el efecto de saturacién, que se produce

que debe sobrevivir de recursos limitados.

modelo de Volterra

en

Si

de individuos de una especie no es controlado

acciones con otras,

saturacidédn y que no

es de esperar que alcance

continue creciendo indefinidamente.

una poblacién
el ndmero

por sus inter-
un valor de

Uno
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de los primeros autores gque tuvo en cuenta este efecto de
. 3 . .
saturacién fué Verhulst ), gue propuso para la variacién

de la poblacién de una especie presa no interactuante la

expresién:

_zl_/‘z - K’/\fi:i (k>0
At & (9)

donde € es el valor de saturacién. La ecuacién de evolucién
para especies que obedecen el modelo de Lotka-Volterra, con

un término de saturacién seré

oli . oy B "491(4*55" LK + Gzilﬁ'zn[ “o\)d;
;:

At =% (10)

En el estado estacionario las poblaciones G%serén

. . . n
kop: St (rsge )@, £ o0 @ .0 1
(S @_‘- J‘:L J J ( 1)
Para la evolucién de la variable é; definida

en (7) se obtiene en este caso

L e AV RN
%{%::--%35%% ¢ k;(iffjn H}).%%: G? - 4_)

(12)

gue implica

dé 0
46 (13)

En efecto, si Ke<D e1 término %-K.(d#anK‘)-.-O y el sumando
es nulo. Por otro lado, si K.'>0 se tiene gque L)ﬂ(d-&sgnx‘c):)ﬂ
y entonces el sumando es negativo. Asf pues, la magnitud &

no es una constante de movimiento cuando se introduce el
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término de Verhulst, sino que decrece continuamente hasta
que cada /\rl- con h/t">0 se aproxime a Q‘: r Ya que en ese
caso V? tiende a cero y por tanto la derivada de é;

tiende a anularse.

2.1b Descripcidn Estocastica

Hasta ahora el andlisis ha sido puramente deter-
minista, en el sentido de que las variables poseen en todo
instante un valor bien determinado. Sin embargo, en cualquier
sistema real existen fluctuaciones que es necesario tener en

. . , 4) .
cuenta para la explicacidén de ciertos fendémenos . La in-
clusién de las fluctuaciones requiere un refinamiento de las

teorfas macroscépicas del tipo de las que acabamos de exponer.

En realidad, el proceso 1l8gico serfa partir de una
descripcién méds detallada del sistema, que permitiera deducir
tanto las ecuaciones macroscépicas de evolucién como los
efectos asociados con las fluctuaciones. Estas descripcio-
nes las desarrollaremos en los apartados siguientes. Desde
un punto de vista histérico, las primeras ecuaciones estocds-
ticas para la descripcién de sistemas se construyeron a par-
tir de ecuaciones macroscSpicas de los mismos. Para ello,
se introduce en la ecuacién un término de ruide o fuerza
aleatoria y al mismo tiempo se reinterpretan las variables,

. . 5) )
considerandolas estocédsticas . Para que la ecuacidén resul-
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tante tenga significado es necesario especificar algunas

propiedades de la fuerza aleatoria introducida. Este modo

de proceder, aunque presenta serias dificultades e incon-
4)

venientes , ha mostrado ser muy fructifero y sigue utili-

zandose frecuentemente.

Desde luego, el término de ruido que se introduce
debe ser dotado de un significado fisico, que dependerd del
problema de que se trate. Asf, por ejemplo, las fluctuaciones
en un sistema pueden ser debidas a causas externas al mismo,
o bien tener un origen interno, tal como la dimensidén fini-
ta del sistema. No entraremos aquf en mds detalles acerca
de la teorfa general de fluctuaciones, sino gue nos centra-

remos en el problema que nos interesa.

Consideremos la ecuacidén de Verhulst (9), y trate-
mos de incorporar en ella agentes tales gue, aunque su efecto
en promedio es nulo, producen una variacidén irregular,

aleatoria del nidmero de individuos Ay . Para ello escribimos

_,_!_A_Tz KN C =N A4 F¢) (14)
At &

donde ahora Ar debe considerarse como una variable estocéds-
tica. E1 significado del ruido nos lleva a admitir que

el valor medio de F(e) es nulo,

st

F(¢) = O (15)
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Por otro lado, vamos a suponer que el efecto gue tratamos

de describir no es sistemdtico, en el sentido de gue no
trata de llevar al sistema en ninguna direccidén determinada.
Dicho de otra forma, no existe relacién entre los valores

de Flé) en dos instantes distintos. Matemdticamente escri-

bimos

siendo W una constante independiente de Ar y de t' . Usual-
mente y por sencillez se admite que F(‘) es ademds gaussiana,
lo que implica qgue todos los cumulantes de la distribucidn

6)

de orden superior al segundo son nulos .

La ecuacidn (14) es un ejemplo de ecuacién de
Langevin no lineal y con ruido multiplicativo, ya que la
fuerza aleatoria F(f) aparece multiplicada por la variable

estocédstica AY'.

Para la descripcidn de un sistema estocésfico
puede utilizarse tambien la funcidén de distribucidn de
probabilidad 1>O¢)t), dando la probabilidad de gue en el
instante t la variable estocdstica tome el valor Ar. Formal-

mente puede escribirse,

.———————'—'—"‘—"-—-

P(F,{):S[_Ar-/\r(f)] (17)
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En esta formulacidén, lo que se conoce en general
)
es una ecuacidén de evolucidn para /(Ar,f). En el caso
particular de que la variacién de ﬁr venga regida por una
7)

ecuacién de Langevin del tipo (14), puede demostrarse que

P(ﬁ}é) obedece la ecuacién

VA - D ey 8 L2 A
2

_ i_?__ﬂj?(lf,'t)
o opl | e

J

L N (18)
que es una ecuacién de Fokker-Planck no lineal. El1 término
de primer orden en la derivada respecto de )I se denomina
término de arrastre, mientras que el de segundo orden se

denomina término de difusidén.

En este razonamiento hemos obtenido la ecuacidén
Fokker-Planck a partir de la ecuacién de Langevin. Sin
embargo, no siempre la relacién entre ambas descripciones

es clara.

En la ecuacidén (14) del modelo de Verhulst, el
término de ruido se introdujo para incorporar causas exter-
nas al sistema no especificadas. Puede tambien escribirse
una ecuacién de evolucidn, formalmemte idéntica a la ecua-
cién (14), para una especie del sistema pero donde el
término de ruido tiene su origen en la propia dindmica inter-
na del sistema, es decir, en las interacciones con otras

especies. Consideremos el sistema de ecuaciones (10) donde
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los términos cuadrdticos de interaccién entre las especies
se toman como suma aleatéria. Esto puede hacerse si el
nimero de especies que interaccionan es infinito, de manera
gque cada especie interacciona con un gran nGmero de otras
especies, y los coeficientes de interaccidén &, van a

tomar un gran nidmero de veces ambos signos, positivo y
negativo, para cada i. Ademds, como cada }% varfa con el
tiempo influenciada por las otras especies aleatorias, la

suma puede considerarse un término aleatdédrio. De forma que

Lt s A Hr(s i I

& (19)

donde el término aleatdrio 5?(9) estd definido por 1la

\
Gltima igualdad. Ahora el término de ruido multiplicativo
es consecuencia de efectos internos al propio sistema. El
razonamiento gque acabamos de presentar estd muy cercano a
las ideas gque llevaron originalmente a la teoria del

5)

movimiento browniano .

Es importante dejar claro gue desde un punto de
vista matemdtico puede aparecer un dilema en la interpre-
. . . . . .. 8) .
tacién de un término de ruido multiplicativo . Sin embargo,
no aparecen dificultades cuando se realiza un estudio total-
mente microscdpico del problema, a partir de ecuaciones dejm\

e SO DET
o i\ f{y,

N
L TR £5,0 S
&

Hamilton con condiciones iniciales adecuadas.
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2.2 DEDUCCION DEL MODELO DE_VERHULST A PARTIR DEL

MODELO DE LOTKA-VOLTERRA

El objetivo de este apartado es mostrar como, en
ciertas condiciones, una especie perteneciente a un sistema
ecolégico de especies que interaccionan segin el modelo de
Lotka-Volterra, obedece una ley del tipo Malthus-Verhulst.
El estudio permitird entender el origen del té&rmino de satu-
racidén, que evita el crecimiento ilimitado de la especie, en
el modelo de Malthus-Verhulst. Al mismo tiempo, aparecerd un
término estocdstico de ruido que no estd presente en la

ecuacidén original.

Supongamos que tenemos un sistema compuesto por n
especies distintas que obedecen las ecuaciones de Lotka-
Volterra (2). Estas ecuaciones son deterministas, en el sen-
tido de gque, especificadas unas condiciones iniciales dan el
nimero exacto de individuos que hay en cada instante de cada

una de las especies.

Admitiremos que existen para todas las especies
valores de equilibrio Gﬁ, nimero de individuos de la especie
j en el equilibrio. Estos valores estdn dados por la ecua-
cién (4). Podemos utilizar esta expresién para eliminar los
coeficientes K} , de forma que la ecuacidn de Lotka-Volterra

para la especie [ se escribe
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Jﬁr[f) —_ F,; 2 a.;J AE [A);( - QJ—] (207

Escalando adecuadamente las poblaciones ﬂ} y la
matriz Qg', se puede tomar los nlmeros equivalentes 65
igual a la unidad. A partir de ahora, supondremos gue se ha

hecho asf{i.

El conjunto (2) de n ecuaciones diferenciales no
lineales puede resolverse algebraicamente para n=1 y estudiar-
se grdficamente para n=2, como ya hemos visto anteriormente.
Sin embargo, se sabe poco acerxca de sus soluciones para
valores grandes de n. Kernerg) ha desarrollado una teoria
basada en la hipdStesis de que para valores grandes de n se
pueden utilizar métodos andlogos a los de la Mecdnica
Estadifstica. Por otro lado, el método que seguimos en el apar-
tado anterior para obtener la ecuacidén estocdstica (19) se
basé en aproximaciones drdsticas concernientes a la aleato-
riedad o ausencia de correlaciones, sin seguir ningtn tipo
de razonamientos sistemdticos. Para poder llevar a cabo un
estudio detallado, serd necesario simplificar el modelo

dado por las ecuaciones (20).

Vamos a especificar ahora el modelo gque utilizare-
mos. Dado el conjunto de ecuaciones de Volterra, nos pregun-

tamos en que condiciones la ecuacién de evolucién de una
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especie serd del tipo de Verhulst. Puede esperarse que el
modelo de Verhulst sea v4lido para describir situaciones en
las que se introduce una nueva especie en un sistema en
equilibrio, o cuando se produce un cambio repentino en la
constante de evolucidén aislada causando una rdpida variacién
de las poblaciones de algunas especies del siétema inicial-

mente en equilibrio.

De acuerdo con esto, vamos a suponer gue en el
instante inicial las n especies estdn préximas a sus valores

de equilibrio,

}6—'.(0‘) o Ql: | [-,-Jlae...n. (21)

mientrds que la especie afiadida o perturbada, Ae lf) , tiene

un valor inicial muy separado del de equilibrio.

La evolucién de la poblacidén de la especie afiadida,
gue denominaremos especie problema, viene dada por la

J:{'o“): ﬂ;(f)% 4,‘[/0114)-@:} 2y
t ¢ =

Por otro lado, la ecuacidn de evolucidén de la especie ¢ ,

con tfo , se puede separar en dos partes

g_ﬂjzlg /‘Ti“)%z a;J-[ﬁn)-aﬂ-.»f;/«t)«;o[io le).(J.,] (23)
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La idea es que el resto del sistema actua como un bafio res-

pecto a la especie problema )S;(tL

Definimos unas nuevas variables

. Aﬁlé) - Qi SO
2:(4) = D ‘7 (24)

-

Yy una nueva matriz de interaccidn < de componentes

4. i
(;J- = 0.. ¢ 4¢'J' QJ' .‘,J‘/o (25)

En estas nuevas variables la ecuacidén de evolucidn
de las poblaciones de las especies del bafio, ecuacidén (23),

se convierte en

Jaeilé)z[ +9ecl+'}2 G %Y + @ (4+=e«‘l4))«:>[ﬁ-4=<26>

At QY Qs

Hemos admitido que inicialmente los #¢ son todos
muy pequefios excepto el correspondiente a la especie pro-
blema. Supongamos gue durante su evolucidn se mantienen

pequefios, es decir

[zzlé)l << 0;1/2' 'b/f.‘ (27)

Si esto es asi, las ecuaciones de evolucién de
las 2[“0,(26), pueden aproximarse por su versidén lineali-
zada., Posteriormente discutiremos la validez de nuestra

suposicién. Las ecuaciones linealizadas son

.__J___. 2. -x{e)* ¢ a.o [ﬁr U’)'&] (28)
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Estas ecuaciones pueden resclverse formalmente.

para unas condiciones iniciales dadas:

t

(0= = | ujie-#)af* ajo[/row)-ﬂé_u %) 5,
4F

o

donde el operador matricial LL“)viene dado por

(¢) = [e"f = t]., 6'/,ji‘” (30)
. g

es decir, el elemento ﬁ. del operador matricial es el
elemento IJ de la matriz formada por la exponencial del
producto de la matriz de lés coeficientes de interaccidn g;
por el tiempo. Esto indica que el operador UKf) depende
exclusivamente de la dindmica interna de las especies del

bafio.

Introduciendo esta solucién en la ecuacidn de

evolucién de la especie problema (22), resulta

r ]
,J_ggo_*_(ﬁ) = - Nolt)] At K(t-t')[/j;lé')-aJ + Mo (#) F(4) (31)

(-]

La dnica aproximacidn introducida hasta ahora es la linea-
. . : . ~ . K(f‘ t

lizacidén de las especies del bafio. En esta ecuacidn,

es un nidcleo que da cuenta de efectos no markovianos o

de memoria, en la evolucidén de la especie problema. Su

expresidn es

%m&mu rzgaa-g
ok J

(32)
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43
donde Ce = dof &k . Ademds por F(é) hemos representado

un término de "ruido" dado por

F(t) = 22 w: QF u.j(t) x (0)

(33)

Si uno admite que es vdlida una descripcién estScastica, en
gque inicialmente las especies estaban distribuidas de acuerdo
con una distribucidén andloga al colectivo candénico de la

. . 9) . .
Mecdnica Estadfistica, resulta que F({) tiene las propieda-

des de un ruido gaussiano verificando

<F#i>=0 (33-a)

< F(OFWE)> =0 K(t- 1) (33-b)

donde C) es un pardmetro andlogo a la temperatura dado por

< %l Ié> :@StJ (33-c)

En estas expresiones el corchete angular indica un

promedio sobre un colectivo de condiciones iniciales.

Tanto el nidcleo Klf) como el ruido sz)dependen
de los coeficientes de interaccidén de las especies del bafio
entre sf, asi como de sus interacciones con la especie pro-
blema. Sin embargo, el ruido F(é)depende tambien de las

condiciones iniciales en las gue se encuentre el sistema.
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Analicemos m&s detenidamente el ndcleo no marko-
i Kit-1") i i

viano ( , que viene determinado por todas las constan-
tes de interaccidn y por todas las poblaciones de equilibrio.
Su evolucidn explicita es prohibitiva para m&s de tres
especies, por lo gque recurriremos a aproximaciones . Sabemos
gue la matriz g; es antisimétrica. Por tanto, si n es par,
sus autovalores serdn n/z parejas de nimeros complejos

conjugados,* 4 w Si n es impar, aparecerd ademds, un

P -

autovalor real igual a cero. Esto indica gque el nidcleo de

memoria KU) puede escribirse en la forma

K({)—;%— Kf’ cos wfi' (34)

Cuando el nUimero de especies es muy grande y la
matriz de interaccidén gg es suficientemente irregular,
cabe esperar que KYf)decaiga fluctuando desde un valor ini-
cial, siendo el tamafio de la banda de fluctuaciones del
orden de L/%Z . Este decaimiento, que no tiene porgué ser
monétono, vendra caracterizado por un tiempo T. Para tiempos
grandes, comparados con T, el comportamiento de K(f) serd
del tipo de cualgquier funcién cuasiperiodica. Por tanto,
para las fendmenos gque nos interesan Gnicamente vamos a
considerar tiempos del orden de T, ignorando los efectos de

periodicidad que aparecerfian en escalas mayores.

Para resolver explicitamente la ecuacidén (31)
vamos a especificar la matriz de interaccidn £ ,escogiendo

una expresidn gque sea diagonalizable. Al buscar una expresién



sencilla hay que tener en cuenta gue no interesa que haya
muchos coeficientes nulos. Cuanto mayor es el numero de
coeficientes no nulos mayor es el efecto del bafio térmico
ejercido por las dem&s especies sobre la problema. Por ello,

teniendo en cuenta que £ ha de ser antisimétrica, tomamos

P I

1N
})
S
e

1

4

A .

O
(35)

Esta matriz describe un comportamiento jerdrquico
de las especies. Cada especie come a todas las que le si-
guen y es comida por todas las anteriores. LoOs autovalores
. . 2]
1|0P asociados a los autovectores Xs (p = 1....n) para

. s . :
cada especie J de la matriz <£= vienen dados por

(P +42)
wr = W Cag ["'wn J (36-a)

Nz (p+42) 4
XD, 4 exp|217EP d (36-b)

i Vn n

con lo gue el operador de evolucidén ll({)puede escribirse

en la forma

lf) 2-_ (P) e,[wf,l"

:_4_2 exp 20 (p+ Yz (k_J')4jtwco§(”ﬁ*% )

n p=4 r (37)
Para valores grandes de n , formalmente para

N —rsoe, la suma se puede aproximar por una integral con

lo gque resulta
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lo gue resulta

_
Uit =& LA exploc-j)peituedg]

(4

+4/
- donde se ha realizado el cambio de variable T%:Elg——g

Calculando la integral que aparece en (38) se
tiene

o de

e .
Ul = £ e k=]

5 -1 k'j'i ) red
e’té- { ) Lite) k>é (39)

r=o0 r (r+d)!

Este resultado muestra que para n finito todos los modos
normales son oscilatorios, pero para N—>z» aparece un decai-
miento irreversible, es decir la funcidén yva no es cuasiperio-

dica (el tiempo de recurrencia se ha hecho tender a infinito).

Para este modelo, el ndcleo ’<“> y la fuerza alea-
toria Flt) vienen dados por
n n 2 Y2
(E)= - d a U (8) O "aro
SO = = S I A A

n n *  dwpt
22 6= 5" ke
= ks (=4 3 p=4

d
- 2
n
= = e"wft/ = ¢ x-"’/ (40)
P::[ J':_L J J

FlE) = én .2n-_ < L/c'j(t‘) X (0) (41)
(=4 J:( ()
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P
La magnitud ¢§i A/ . puede tener cualquier valor
eligiendo convenientemente los Cg‘, cuya Gnica condicién es
que deben ser reales. Por tanto,}ﬂf) puede tener cualquier for-

ma sin mé&s condiciones gue su transformada de Fourier debe ser

positiva,

vamos a estudiar algunas formas particulares del
ntcleo K l¢)

FORMA I: Consideremos el caso en gque todos los ij:VQ
o todos iguales a -2 . Es decir la especie problema come, o es

comida, por todas las especiles del bafio. Entonces se tiene

K(H:—ﬁdzi Ukél{) 3%% Uk (1)
n n n
- & = == oplmiled tweol I +4D
— = a ~ [w(ké) */tl‘wwz; n,+ ](42—a)
0 haclendo el cambio de variable 7p= l[.(F-¥4/b)

Klt) = 22% exp}_;fc‘/(k—J) /Z"w g ‘f] (42-b)

En el limite n-—w» aproximamos la suma por una in-

tegral y resulta

k=4 J:i (42-c)
° .
tenliendo en cuenta
: " 2 |
om = (e ‘f) _ € (43)
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y andlogamente para el otro sumatorio, es fdcil ver que

[%- (e“éf"”)’] [‘Z:/i- (t—}z(()i:( = 3,‘54;:'; (44)

y sustituyendo este resultado en la ecuacién (42-c) de Ktt)

T ,z'fwwgfﬂ _

F3
Kty= 2. | 4 € — (45)
) qnm (f ._Scng‘f

Este resultado puede expresarse en forma mds sen-
cilla haciendo el cambio de variable Z= Cost& con 1lo

gue se obtiene

Kt) = —-—j—s 5 (wt) (46

Cuando este resultado se introduce en la ecuacién de evolu-

cidén de AB(%), (31), resulta

o ¢ 2 0 - Wo| + v
Jj‘;( ):_ &f}l }[;(f)[/f({) Q_] F(¢) Ao l£) (47)

2
Se puede tomar como unidad de tiempo iéa , con

lo que redefiniendo la fuerza aleatdria escribimos

,!_,}f_:,zl_é_):,/f:(f)[ﬂ:(tl)-ao]v- F(t) Ao (¢) (48)

Este resultado indica que en el caso gue estamos consideran-

do los efectos de memoria se vuelven despreciables,

Para obtener la ecuacidén (48) hemos supuesto gue

las especies del bafno se encuentran inicialmente muy



proximas a sus valores de equilibrio y que se mantienen

asf a lo largo de su evolucidédn temporal. Por otro lado, el
ruido es proporcional a las desviaciones iniciales de las
poblaciones de las especies del bafio respecto de sus valores
de equilibrio. Parece 1l8gico entonces admitir que el dltimo
término de (48) puede despreciarse. Por tanto, la expresidn

para la evolucién de ﬂ:lf) se reduce a

Lo 5D - Q| a0
¢

cuya solucidén es

Noit) 4

Qo 1_ folo) - Ro e-éi)"o{:
Nolo)

(50)

Esta expresién representa una aproximacién mondétona hacia
el estado de equilibrio estable (Qo, cualgquiera que sea
la poblacién inicial de la especie problema satisfaciendo

las condiciones necesarias de linealizacidén.

Igualmente la ecuacidén (49) puede considerarse

una ecuacién de valores medios si despreciamos los efectos
de renormalizacidén, es decir, si aproximamos el valor medio
del cuadrado de la variable por el cuadrado del valor medio.
El hecho de tener en cuenta las fluctuaciones no introduce
ningdn otro estado estacionario estable, sino que simple-
mente produce una pequefia desviaciédn del valor estacionario.
Tampoco se altera el comportamiento cualitativo de la evo-

lucibén temporal.



36

En resumen, la resolucién exacta de la ecuacién

lleva a una solucién andloga a la expre-

de evolucién (48)

sién (50).

para una condicién inicial mucho mayor que la de equilibrio

y para una mucho menor.

En la figura se muestra el comportamiento de ”;ﬂo

100.00 r :

10000

Rk

FORMA II : Vamos a estudiar ahora un caso de ni-

cleo no markoviano sencillo, concretamente un nicleo pro-

porcional a una exponencial decreciente en el tiempo. Toma-

remos los coeficientes de interaccién entre la especie

problema y las especies del bafio como una serie aleatéria
de valores le y ~-JL . En este caso

X x "¢
d

.__]2_3‘{_"“’?*?/_ £ (f) P)dr
pe1

nowt A2
K({-):éc f%%i

=2t 2 ewr = :x-"”ﬁ
P‘:L J:L J
donde
!Q(gr%li. -2 (ptifdf
IX(")I _ie 1 € n = _4-,4
ﬁ n (52)

15
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y por tanto

donde hemos hecho el cambio de variable :,IE +4 2)- En
=L (prife)
el limite en gue el nlmero de especies tiende a infinito

el sumatorio se convierte en una integral y tenemos

S
Klt) = - Ay e (53-b)

o, mediante un cambio sencillo,

z —Wf-
Kit) = R e t>o (54)

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (31)

resulta

-
| _wltt)
olf,;[._‘t):_ﬂzﬂﬁlé) At e [/_V;(l')-@]*/@(“)i:“) (55)
é .

(]

donde, por las mismas razones expuestas antes podemos omitir
el término de ruido. Despreciando ademds las correlaciones

entre Ub“) vy - ﬂ;(a) esta ecuacidén puede entenderse como

una ecuacidn macroscdédpica

t '
Lt
J’“‘“ﬁ” A e T [M’) - GJ (56)

donde T; ..4—- .
w.
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Si se introduce la variable

v(¢) = /n —Z—%fﬂ (57)

gue es una medida de la desviacién respecto del valor de

equilibrio, se tiene
t L-t!

) __3*qo [t e T [ev(é‘)_ "{] (58)
A+

(4]

Esta ecuacidén integrodiferencial puede transformarse en

una ecuacidn diferencial de segundo orden

$ ' 2
V({-) Vié)
0( V({') - - _4;__{_:_,- — ﬂ. [e - A] (59)

At

que debe resolverse con las condiciones iniciales V(") =/n/q_:i(°__2

Yy .é!gp/ = O . &b
At 1y

=20

Para el andlisis de esta ecuacién es conveniente
elegir una escala temporal adecuada. Es evidente que exis-
ten dos escalas naturales de tiempo, una asociada con JL
(constante de interaccidn entre las especies del bafio y
la especie problema) y otra asociada con w (constante
de interaccidén de las especies del bafio entre si). Si
eligiéramos JL- como escala temporal para medir la evolucidn
de la especie problema Aﬁ(szucederia que en el caso en
que WIS ;a especie problema verfa al bafio practicamente
siempre en equilibrio. En este caso, la influencia del bafio

sobre la relajacién de la especie problema serfa pequeiia
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y la especie problema tendrfa un tiempo de relajacidén muy
grande, Es decir, cuanto mayor fuese la diferencia entre
ambas constantes mayor serfia el tiempo que tardarfa en rela-
jar al equilibri§ la especie problema en esta escala. Esto
nos hace pensar que wn_, en sf sola, no es una buena elec-
cidén de la escala temporal pues no permite una cdémoda

comparacidén de los resultados para distintas & . Por ello

2
es conveniente elegir como unidad de tiempo 7% y escribir

(59) en la forma

Jw _ due vit)
TTF - e '(C "l) (60)

Esta ecuacién es formalmente andloga a la ecuacién de
movimiento de una partficula de coordenada V' y masa -7‘
v
sobre la que actua un campo externo de la forma u(V)= e-v
existiendo ademds una fuerza de rozamiento-—ivatt Esta
analogfa con el oscilador sugiere el tipo de comportamiento
que debe esperarse. Por ejemplo, en el limite 7:é>oo (o lo
gque es lo mosmo, para th) constante) el movimiento es
periddico. Si T es grande pero finito, el movimiento es
oscilatorio pero amortiguado. Debido a la asimétria del
potencial la evolucién que parte de un V(o) grande y posi-
tivo ( ﬂ“b)ﬁD o ) debe ser muy diferente ‘a la que parte
de un V(0) altamente negativo (EJ0)<< Qo). En el lfmite
de T—> 0 , reobtenemos el caso del nicleo markoviano-
( Klt) es nulo salve si [= ¢! ) que es le resultado de

la ecuacién de Verhulst en forma logarftmica. Cuando 1—¥CJ

existen efectos de pemoria.
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Las figuras 1 y 2 son soluciones de la ecuacién
de Verhulst generalizada, (56), obtenidas por integracidn
numérica de la ecuacidén (60). En. ambos casos se ha fijado
la escala temporal tomando %%4: l . En la figura 1 se ha
tomado un valor‘inicial JE&EB.: loﬁa.En el l1imite de

Qo
Verhulst (J—=— 0 ) el crecimiento es mondStono. Para 72:1
el crecimiento es inicialmente m&s lento, aumentando des;
pues y superando el estado de equilibrio para relajar pos-
teriormente hacia é1 desde arriba. Al aumentar _T- las

sobrepoblaciones respecto del valor estacionario aumentan

y ocurren para tiempos mayores.

En la figura 2 (escala logarftmica), tomamos el
2
valor inicial léigzc JO' . En el lfmite de Verhulst (7:€>0)
Qo
el decaimiento es monétono, :alcanzandose el valor estacio-
nario para t2 3 . cuando T= 4., la poblacién decae por

debajo del valor de equilibrio, mostrando pequefilas oscila-

ciones alrededor del mismo.

Los fenémenos de sobrepoblacidn, es decir aquellos
casos en los que la evolucidén hacia el estado estacionario
no-es monétona sino que se supera dicho estado para volver
a tender hacia é1 desde la situacién contraria a la que

se partid, se debe a la inercia asociada con los efectos

de memoria. Efectos de sobrepoblacidén han sido obtenidos tam-

bien en otros tipos de sistemas. En particular, una situacién
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andloga a la encontrada aquf se presenta al resolver la ecua-
cidén de Boltzmann no lineal para un gas homogéneo e isétropo
cuyas partfculas interaccionan segtGn el potencial de Maxwell.
En este caso, para ciertas condiciones iniciales‘se puede
obtener una solucidén analftica exacta de la ecuacién de
Boltzmann, que tiene la forma de una distribucidén Maxwelliana
de velocidades multiplicada por una funcidén lineal del cua-
drado de 1la velocidadlo). Esta funcién relaja monétonamente
hacia la distribucién de equilibrio para todas las velocida-
des. Sin embargo, para otras condiciones iniciales se en-
contré que la relajacidén al equilibrio de la funcidén de dis-
tripbucién no es monStona en la regidén de altas velocidades.
Es decir, el nuUmero de particulas presentes en el sistema

con altas energias aumenta en una primera etapa, sobre-
pasando el valor de equiliprio, para relajar posteriormente
hacia €1 desde arriba. Este fenSmeno de sobrepoblacidn se
denomina efecto Tjonll) y ha sido observado tambien,mediante
técnicas de Dindmica Molecular, en fluidos densos interac-

2)

cionando seguin un potencial de Lennard-~Jones .
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2.3 ANALISIS NUMERICO

2.3a Descripcidén del modelo

El proposito de este apartado es analizar con cier-
to detalle los limites de validez de los razonamientos expues-
tos anteriormente y, en particular, de la deduccidén de la

ecuacién de Malthus-~Verhulst,

Comenzaremos estudiando en que casos es védlida la
linealizacién introducida al escribir la ecuacidén (28). Es
decir, admitido que inicialmente las poblaciones de las es-
pecies que componen el bafio est&n muy prSximas a sus valores
de equilipbrio, gqueremos ver cuales son las condiciones para
que permanezcan préximas a ellas en su evqlucién temporal.
Un estudio algepralico general,para n especies, no parece
posiple. Sin embargo, se puede llevar a caboicélculos expli-
citos en el caso de un bafio compuesto por una sola especie.
Sean Ao , Qo , MZ y 04 las poblaciones y valores de
equilibrio de las especies problema y bafio respectivamente,

Tomemos Aﬁ(0)= 01 . be acuerdo con la ecuacidédn (8) se tiene

4

0. Felv) ) Relt) Ay ) A |
G = Oo[ Qo /n @o }4— Qi &‘ /n Q __C7Le'

(61)

Utilizando esta ecuacidén es facil ver que la condicidédn (27)

es equivalente a
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1) In ..Q_"._ << Y . Nolo) << Qo 162-a)
No (0) < 8o .
ii) Aro(o) << Wt Aolo) D> o (62-b)

&y < Qo

Asi pues, si Qi r pPoblacién de equilibrio de la especie
bafic, es suficientemente mayor que la poblacién de equili-
brio de la especie problema, las condiciones para la linea-
lizacién se satisfacen sobre un amplio rango de valores de
A;(d. Podemos extrapolar, y esperar que la linealizacién
sea vilida siempre gque todas las QJ sean suficientemente

grandes comparadas con &0.

Con el fin de generalizar los resultados anteriores
al caso de mds especies, vamos a realizar un andlisis numé-
rico del sistema de ecuaciones (2). Al mismo tiempo, ello
nos va a permitir clarificar la validez de alguncas aproxi-
maciones para el ntdcleo HK{t) dado por la ecuacidédn (32) vy,
tambien la posible influencia del término de ruidd Fl+)

que aparece en la ecuacidén (31).

A continuacidén vamos a especificar nuestro modelo
es decir los valores de las condiciones iniciales y de 1los
pardmetros necesarios para resolver el sistema de ecuacio-

nes (2)

a) Para las especies del bafio tomaremos poblaciones inicia-

les de equilibrio, o sea,
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b) 1Tomaremos iguales a la unidad las poplaciones de equili-

brio de todas las especies del bafo.

J:Q:{L ‘wJ:JVL (64)

Evidentemente, esto no altera cualitativamente la evolu-

&

cién del sistema, pues en las expresiones del nfcleo KY‘)
y del ruido F(*) las Q siempre aparecen acompafiando a
los coeficientes de interacciédn entre las especies,c&v-,

luego sus diferencias de valores pueden introducirse en

dichos coeficientes.

c) Como matriz & de los coeficientes de interaccidn entre
las especies del bafio tdbmaremos una expresidn propuesta por

3)

1
van Kampen

0 4 4 ..
-{ o {1
c=| -4 4 ©

e ¢

1
4
1
44 4.0

(65)

Como ya sabemos, es posible estudiar esta matriz analftica-
mente, por lo que esta eleccidn permitird contrastar con
resultados tedéricos. Comparando con (35) vemos que ahora

hemos tomado wWw = /.t Yy por tanto T:A_ .

d).Como valor de equilibrio y condicidn inicial para la
poblacién de la especie problema, usaremos las siguientes
1'IPO I: Cuando queramos partir de una poblacién inicial

mayor que la de equilibrio tomaremos

- -
Go= 10 Nolo)=40 (66-a)
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< 4
Con estos valores 22122; 40° v ‘?4 - lo , la condi-
Qo Ko

‘ 2
cién (62-b) se cumple con un factor del orden de {0,

TIPO II: Cuando estemos interesados en una poblacidén

inicial menor que la de equilibrioc tomaremos

- -5
Qo= 40 5 No(0) = 40 (66-b)

—_—

]
de forma que 4%92:10 y la condicién (62-a) se cumple de
(/] .
2
nuevo con un factor del orden de 10 .

Resumiendo, nuestro modelo consiste en un sistema
formado por un gran niUmero de especies interactivas cuya
evolucidén temporal viene dada por las ecuaciones de
Lotka-Volterra., Este sistema se encuentra en equilibrio.

En el instante inicial se pone en contacto con la especie
preblema, sobre la cual actua como bafio, y cuya poblacién
estd muy alejada de su valor de equilibrio; Cuando dicho
valor lo tomamos mucho menor que las poblaciones de equili-
brio de las especies del bafio esperamos gue el sistema de
ecuaciones de las especies del bafio pueda linealizarse en-
torno a los valores de equilibrio. Por Gltimo, segin sean
los coeficientes de interaccidén entre la especie problema

y las especies del bafio, todavfa no especificados, asf{
serdn el nltcleo K(€> y el ruido F(f) . Y por tanto el

resultado analitico con el gue debamos comparar.

Como test de validez de la aproximacidn lineal,

hemos comparado la solucién del sistema de ecuaciones no
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ctones intciales QO= 10

de la aproximacién lineal.
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lineales (2) con la solucidn del sistema linealizado (2¥)
junto con la ecuacidén para la evolucién de la especie pro-
blema mantenida sin linealizar (22). tsta comparacién la
hemos lleVado a cabo para dos condiciones iniciales distin-
tas. Las primeras corresponden a un caso en que se verifica
una de las condiciones (62) y, por lo tanto, esperamos que
la aproximacién lineal sea vdlida. Las segundas condiciones
iniciales las hemos tomado de manera que "a priori" 1la

aproximacién lineal no es v&lida.

Por otro lado, hemos considerado en estos célculos
gque la interaccién entre la especie problema y las especies
del bafio vienen descritas por unos coeficientes Cj‘ todos

ellos iguales a la unidad.

En el apendice 1 damos una idea general del método
numérico utilizado. En la figura 3 se muestran fos resulta-
dos obtenidos con 10 especies y unas condiciones iniciales
del tipo I . Las soluciones de las ecuaciones linealizadas
y sin linealizar se superponen y no son distinguibles en 1la
escala utilizada. Esto es cierto tanto para las especies
del bafio como para la especie problema. La parte inferior
de la gr&fica muestra como la poblacién de las especies del
bafio permanece en todo insténte préxima a su valor de equi-
librio, que es la condicidn necesaria para la validez de
la Linealizacidén. N&tese que la escala de esta parte infe-

rior se na aumentado a fin de hacer visible la variacidn
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del bario, con las condiciones iniciales Qo

que no es vdlida la aproximacidn lineal.
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Evoluctdn numérica de la especie problema y una de las especies

Se observa
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temporal. Por otro Lado, el sistema muestra un comporta-
miento periddico caracterfstico, que serd objeto de poste-

rior discusién.

Un caso en que la linealizacidén no es v4lida se

pPresenta en la figura 4, gue corresponde tambien al caso
de 10 especies pero con condiciones iniciales G%_: 0.1 .,

Aﬂ:: AO . Se observa como efectivamente las poblaciones
del bano ya no permanecen proximas a sus valores de equi-
librio, sino que fluctuan grandemente alrededor de ellos.
Adem&s, la amplitud de las fluctuaciones crece con el tiempo.
Por otro lado, el comportamiento regular periddico carac-
terfstico de la aproximacidén lineal se ha perdido y, en re-
sumen, existe una gran diferencia entre los resultados no

lineales y los de la aproximacién lineal.

2.3b Validez de la aproximacidn markoviana

De nuestros estudios tedricos del apartado 2.2
dedujimos que el ntGcleo K(f) puede aproximarse por una
delta de Dirac si se cumplen las tres condiciones siguien-
tes: a) las ecuaciones de evolucién del bafio pueden linea-
lizarse, b) la matriz de interaccidn entre las especies
del bafio tiene la forma (65), c) los coeficientes de inter-
accidén entre las especies del bafio y la especie problema

son todos iguales a +1 o a ~-1. Ademas es necesario que el
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nimero de especies del bafic sea suficilientemente grande a
fin de poder tomar el lfmite continuo. En este apartado que-
remos investigar mds detalladamente los valores que debe
tener n para que sea vdlida esta aproximacién markoviana.
Para ello, partiremos de unas condiciones iniciales para
las que sabemos que la aproximacidén Lineal es v&lida, es
decir de unas condiciones iniciales del tipo I o del tipo II
definidas en el apartado anterior. El sistema de ecuaciones
diferenciales a resolver escrito en las variables Kﬁ[{]

tiene la forma:
J\/a['&) n [ Vo (+) ] ~
T - % e -4 (67-a)

AL C.L.[e"‘“’. [+ @ [e“"‘i’ 41
¢ =t 4

"

(67-b)

estando la matriz (Q' dada por (65).

En la figura 5 hemos representado la evolucién
temporal de lLa especie problema para los casos n=2,4,6,8,10
y 12. La evolucién temporal es en todos los casos periddica
y Unicamente se muestra la parte correspondiente al primer
periodo. Se observa que el periodo o tiempo de recurrencia,
Tr’ aumenta, como era de esperar, con el nimero de espe-
cies que componen el bafio. Esto se ve mis <claramente en la
figura 6 gque muestra Tr como una funcidén de n.Otro paré-
metro importante es el tiempo TS que tarda A}(é) en alcan-
zay por primera vez su valor estacionario. fEste tiempo tam-

b1én aumenta con el ntimero de especies como se indica en la
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FIG:5 Representacidn de los resultados numéricos de la
evolucidn temporal de la espectie problema Vo(t):Ln(No(t)/Qo)

para los casos en que el bafio estd constituido por 2,4,6,

8,10 y 12 especties.
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figura 7. Finalmente también el valor de los minimos alcanzados

en la evolucidén temporal aumenta con n.
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{Qué consecuencias pueden desprenderse de estos

resultados? Creemos que puede afirmarse que en el lLimite

n—> o tanto Tr como Ts tienden a infinito, mientras que el

valor del minimo de »;“) tiende a Qo . Vicno de otro modo,

esperamos una relajacion mondétona hacia el valor estacionario.
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Nosotros estamos interesados en el estudio de la
relajacidén hacia el equilibrio y no en los efectos periddi-
cos que tienen lugar sobre escalas mayores de tiempo. Por
ello, nos vamos a concentrar a partir de ahora en la primera
etapa de la evolucidn de N;(f) . . En la figura 8 se dan
los resultados para n= 10,30,50,6Q0.Se observa que sobre la
escala utilizada las curvas presentan una zona comin para
tiempos cortos, cuya extensién aumenta al aumentar n. Esta
zona puede, por lo tanto, considerarse independiente de n.
Las regiones no comunes de las curvas son manifestacidén del
cardcter finito de n. Asi pues solo para tiempos menores
que t= 102 la curva correspondiente a n= 60 puede consi-
derarse representativa de lo que sucederfa en el limite

n —» oo . Esta conclucidén se ve corroborada por la com-

paracién de la curva numérica con la tedrica,figura 9, dada

por:la ecuacidn: - (50), o sea

o (1) 4
N—Ql S T o (68)

Dificultades de tiempo en la utilizacidén del orde-
nador nos han impedido aumentar significativamente por en-
cima de 60 el nimero de especies, y alcanzar tiempos sufi-
cientemente grandes. De cualquier modo, podemos estimar que
para observar la relajacién completa. al valor estacionario,
es decir hasta ‘:({%/Qo del orden de 10_1 serfia necesario
como minimo 25U especies, lo cual estd fuera del alcance

de nuestras posibllidades de cdlculo numérico.
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2.3c Aproximacién no markoviana

A continuacidén nos ocupamos de una interaccidn
entre el bafio y la especie problema tal que la teorfa pre-
dice un nficleo no markoviano. Concretamente,vqueriamos esﬁu—
diar numéricamente el caso en que los coeficientes i} ve~
nfan dados por una serie aleatdéria de %Jl y -JSL , para
el que el nidcleo viene dado por la forma exponencial (54).
A las dificultades discutidas de la resolucidn numérica del
sistema de ecuaciones se afiade ahora el hecho de que hemos
de promediar sobre un conjunto suficientemente grande de
valores de los coeficientes ( distribuidos de la forma
citada. En la figura 10 se dan los resultados obtenidos con
n= 30 y promediando con 10 series aleatorias de % Kea v
- J& . Para tiempos mayores gque t= 20 comienzan a aparecer
fiuctuaciones esplreas cada vez mayores, manifestacién de
la insuficiencia del nimero de especies y del de promedios
utilizados. Por ello, y dado que nuestroc interes ahora es
estudiar la validez de la markovianizacidén, hemos recurrido
a resolver el problema numéricamente a partir de una etapa
intermedia. E£n lugar de resolver las ecuaciones no lineales
de evolucidén del sistema, consideraremos su forma una vez
promediada sobre el conjunto de valores de los coeficientes

Cﬁ' . Es decir, lo que vamos a hacer es resolver numé-
ricamente la ecuacién (31) con las expresiones (32) y (33).
Ei procedimiento numérico utilizado se indica a grandes

lineas en el apendice (2).

La infiuencia del nUmero de especies presentes en

el bafio sobre el comportamiento de N;[f) puede ponerse de
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manifiesto estudiando directamente el nidcleo K’(f) , que
sabemos que en el limite n —s debe tender a una expo-

-t
e T

nencial de la forma En la figura 11 se muestran

los resultados obtenidos para n= 100, 200 asi como la curva
teSrica K(t)= c’i- (hemos tomado W = i ) Para ambos
valores de n las curvas se comportan bien en promedio, pero
las fluctuaciones aumentan con el tiempo siendo mayores,
como era de esperar, en el caso n= 100. Concluimos entonces
qgque el valor n= 200 puede tomarse como significativo, en el
sentido de caracterizar bastante bien el lfmite asintdtico.
Con este valor hemos resuelto la ecuacién de evolucién (31)
para uJ:Ch5'/ i, y para condiciones iniciales del tipo I vy
del tipo II (figuras 12-15). De los resultados se desprende
gue hasta tiempos del orden de 15 la resolucidn numérica

de la ecuacidén concuerda muy bien con la aproximacién obte~
nida introduciendo un ntcleo exponencial y despreciando el
término de ruido. De hecho, hemos comprobado gue este Udltimo
permanece siempre tres ordenes de magnitud menor que el
término de convolucién., Para tiempos mayores la resolucidn
numérica de la ecuacién de evolucidén (31) muestra efectos

debidos al carécter finlto de n, que se manifiestan en forma

de fluctuaciones cuya amplitud aumenta al aumentar t.
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Q, = 100y N (0) = 107 y donde v(t) = Ln(N/Q)
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3.~ SOLUCIONES DE LA ECUACIGON ESTOCASTICA DE VERHULST
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3,1 RESULTADOS PREVIOS

El modelo de Verhulst para la evolucién de la pobla-
cién de una especie viene descrito por la ecuacién (9) del
apartado 2, o sea,

J%Q . ANE[e - )]

(1)

donde ahora hemos escrito como A: K/&‘- siendo A' una constante

y é} es el valor de saturacién.

Para introducir en esta ecuaciodén el efecto de los
cambios ambientales, el efecto depido a otras especies, influen-
cias externas tales que produzcan flyctuaciones en la espe-
cie problema, se ha considerado que ©- no es una constante
sino una cantidad fluctuante. Se postula que su evolucién es
tan réaplda y aleatoria que no puede expresarse como una funcién
explicita de Z., sino que se caracteriza por sus propiedades
estadfsticas, Lo que se hace es reemplazar €& de la ecuacién
{1) por Q + F(f) donde QK es una constante y F(Z) es una varia-
ble aleatoria estocdstica que se postula que tiene valor medio
cero, gue es gaussiana y que su funcidén de correlacién temporal

viene dada por

<F(f1)F(t3)> = v° J(ti-t%)

(2)

Si redefinimos la escala temporal por f= AZT, la ecuacién (1)

queda en la forma

ﬁ'fﬁ%@—):/{f{f}[&-/‘f(f)-ﬂ?“ﬂ (3)
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Para calcular la evolucién del valor medio <}W¥)> es
conveniente pasar de esta ecuacién de Langevin con ruido

multiplicativo a la ecuacién de Fokker-Planck asociada, que

es

WL 9 AT B LA e K7 ]
T (@« T)N-N AT —?(»5)

1 4)

donde 7>éﬂ}f) es la funcidén densidad de probabilidad. Moritgé)

ha buscado soluciones analitlcas de esta ecuacidén. A continua-
cién describiremos someramente su trabajo para posterior refe-
rencia. Define una funcién 6(7{f) que es la transformada de

Laplace de Pﬂv}f) respecto a N

C(?ﬁ):f,}ﬁ e-T/d. P E)

(5)

Derivando respecto al tiempo y considerando que la derivada
temporal conmuta con la integracién respecto de Ar , se llega

a la ecuacidn
Vp(s,t) )9 R ¢
UOE - gle-g)Z uegp TG

La solucidén estacionaria de esta ecuacién o, 1lo
que es lo mismo, la transformada de Laplace de la funcidén

densidad de probabilidad estacionaria.es

)

P =(1 - 51
Esta distribucidn verifica a) ()S+( =0
(OF
oy [T 2= e 2 54

c) ?(mlf):O
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Se puede calcular facilmente los momentos estacio-
narios a partir de la transformada de Laplace de la funcién

de distribucién estacionaria, ya que

A = [ a2 {{‘?— (—1)“[4};?” Wﬂro

A*>y = (1) )
)‘I >s+ [,{f ()ﬁ(?)]?dp (8

gque utilizando (7) da
n-1i .
KN"N = 1T (8 +1 2 o
l=0
En particular, Q es el valor medio en el estado estacionario.

Se define ahora una nueva funciodn \V(i;f) como

w(f;¢)= (’(T")/(sf(ﬂ (10)

A partir de la ecuacién (6) se encuentra
Aw(1;4) [ 20 9° ,
(T/ =%|-(@- % (1+§.;)5? w(s,+¢) (1)

que comparando con la ecuacibn (6) se observa de diferencia

unicamente el signo de Q

Morita propone un desarrollo de la funcidn WY?;*)
en serie de potencias de z’ en la forma
o0

W(sit) = = alt) 7

n=0 (12)

Teniendo en cuenta (7),(8) y (10) se obtiene facilmente
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as () = Q - <N(¢) (13)

Introduciendo el desarrocllo (12) en la ecuacién (11) e igua-

lando coeficientes se llega a la jerarquia de ecuaciones

daalt) _ _ (&-Ern)aaalt) *n (a+d)a, () a=42..-

(14)

At

Tomando ahora transformadas de Laplace respecto del tiempo

o -Sf
S) =
Ah( ) At. € &n(f) (15)
resulta
An('s)[s*(Q-%?“)aJ = a4 (0) + n(n+d) Ans(s) ”:4'2"}1@)
que permite escribir
< o) bu b }
A = a:(0) by bg -+« + be-4
L(s) (=4 (51');)(5*)1) B (SfA':) (17)

donde

be = (¢ +4) y )(:i(a-"i'—?-> (18)

Es evidente de la ecuacién (13) que ai(é) debe satisfacer

la condicidén

/;n ag(+¢) =9 (19)

t—o oo
Para que se satisfaga dicha condicién el desarrollo debe
cortarse en un términc tal que todas las funciones AJ que
aparecen sean positivas. Este nimero es el mayor entero menor

gque el nimero K= ZC%/Gz . Por ello, Morita toma

T ailo) baby - - bt
S TRV SRR

(20)

Ay (s) =
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Tomando transformadas inversas se tiene

ac(t) . 12 73 I ) at
Q [?‘ Tk Ty T +(m.;)g(,(.3)...(,<-,,,_,)_]e

- .__4-___._._[ + f + 74 et I e—,\zt
£ {x-3) 71'? {! (x-5) 2,'((-5) (K‘-J) (m-.?)!(,(.s) . ‘(IFM'?)

,{ jq 26’ et '7'" “}é‘l\ll"
+ — + ¢ - ) A e 2). . K 4)
2 (K-9)(£-5) f, (k-3) 2cp(K-8) (- (x-3)- - -(K-m

4
m+ m
e (0) Im R

(m-)! (Km-1)(K-m-2) . - -- (K£+d-3m)

{21)
donde y "4
N . . ¢

ZZ :-9—-‘5':0-—- }M La st Lc-l K (22)

Este es el resultado principal de Morita, ya que permite ‘

b
obtener <»Y£)) mediante la ecuacidén (13). Necesitamos ahoré;
encontrar los valores iIniciales a;(o) o, equivalentemente,
los valores 2; . Si la distribucién inicial es de la forma
de una delta de Dirac

Plx;0) =5 (o -A)

(23)

entonces, utilizando las ecuaciones (7),(10) y (12), se tiene

NN 7 “’: n
0) = 4"'-0—-? e = q'\(o)
W(?i ) ( 3 ) nzo §‘ (24)
que conduce a la siguiente relacidn de recurrencia
(¢ 4 e -i) nor s Ao, =-(ed) Gy
W@ Q Q@ Q (25)

donde T = ELQZL .

Qi
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14+ ]
12

Fig.16 Representacidén de la evolucidén temporal del valor

medio, para distintas condiciones inictales, segun los

16)

resultados de Morita En cada figura se representan dis-—

tintos valores del pardmetro K= n+0.5, con n=1,2,3,4,5,6,7.

a) <> /q = 107%; b) <H> /@ = 0.8 5 e] <> /@ = 1.0
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Parece evidente, de la ecuacidén (21), gue si
es un entero mayor o igual a 3 la expresién diverge. E£in
embargo esta dificultad se elimina rdpidamente cobservando
que las )Z se hacen idénticas o degeneradas y por consi-
guiente los polos dejan de ser de primer orxden. Eéto se ve
claro a partir de la siguiente relacidon sntre las funciones

b - = S () K- (el

que deja claro el hecho de que si n#é’ ; An es igual a )é

en el caso en gue K’"*é y por tanto entero.

Es interesante analizar el ccmportamiento del valor
medio éfﬂ)) obtenido a partir de la ecuacidén {2i) con uncs
A

coeficientes dados por (25). La figura 15 muestra frente

L A
a Qf’ para distintos valores de iﬂl;ﬁi v de la constante K .

Para valores iniciales muy pequefios (del orden de {07 se
observa {(figura 16-a) que la presencia del ruido no produce
una modificacidén cualitativa del cardcter mondtonc del cre-
cimiento de la poblacidén en el caso aeterminista. sin embargo,
cuando la condicidén inicial va crecilendo, la evolucidn del
valor medio se complica apareciendo diferencias cualitativas
respecto a la solucidn determinista. La més destacable es
que el valor medio <A(#) no tiende monStonamente al valor
estacionario. Las desviaciones de 52%%12_ frente a la solu-
c16n obtenida a partir de la ecuaéién determinista de

<A(0)2

Verhulst son mayores cuanto mayor €S -——————— , apareciendo

importantes efectos de sobrepoblacién y despoblacién.



Asi pues, en este modelo la ecuacidn de evolucidn
que rige el comportamiento de la especie problema es una ecua
cidn estocdstica markoviana con ruido multiplicativo, que no
puede despreciarse pues es la causa de los importantes fend-
menos de sobrepcblacidn. Ya vimos anteriormente que la ecua-
cidén de Verhulst determinista para una especie biolbgica puede
presentar tembién fendmenos de sobrepoblacidn, asociados en
ese caso a la existencia de un término de memoria. Cabe enton-
ces plantearse la cuestidn de si ambos efectos de sobrepobla-
cidn estin relacionados, ¢ son mids bien dos cusas distintas
por las que pueden aparecer sobrepoblacidn en la evolucidn de
la especie. Tanto desde un punto de vista fisico como matémi-
tico parace:ser que no existe ningiln tipo de relacidmn o, al

menos, nosotros no hemos sido capaces de encontrarlo.
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5.2 SOLUCIONES' PARTICULARES DE LA ECUACION DE VERHULST

El método de Morita, expuesto en el apartado anterior,
para resolver analfticamente la écuacién de Malthus-Verhulst, no
es consistente. Para qgue al(t) verifique la condicidén (19) es
necesario gue la Jjerargufa (16) se corte en un valor dadc m menor
que K= jg%. Observando la estructura de Al(s), vefiamos gue la
inica forma natural de que se corte la jerarcgufa es gue se cumpla
que ai(O)z 0 para todo i>m. Perc esto es una condicién sobre
la distribucidén inicial, gque puede cumplirse o no. En particular,
la funcidn de distribucidén inicial escogida por Morita es una
funcidén Delta de Dirac, v conduce a unos valores ai(O),que son
distintos de cero para todo i. Es decir, las condiciones inicia-
les elegidas no son consistentes con la hipdétesis de que se corta
el sumatorio de infinitos términos que aparece en la expresidn
de Al(s), ecuacidn (17). Consecuentemente, no puede decirse gque
al(t) dado por la ecuacidén {24) represente la solucidn general

para la evoliucidn del valor medio de la variable N{t) obedeciendo

las ecuaciones (3) o (4).

En este apartado vamos a mostrar como pueden encontrar-
se soluciones exactas particulares de la ecuacidén de Fokker-Planck
(4) asociada con la ecuacidn estocdstica de Verhulst. Comenza-

remos buscando la solucidén estacionaria de la ecuacidn de

Fokker-Planck, Pst(N), como aquella gue satisface gg)jlfztk
t

Poniendo igual a cero el segundo miembro de (4) y resolviendo la

ecuacidén en derivadas totales resultante, se encuentra
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BTV - Sy

~ gt

Tat (/\I).-_ C e A (28)

donde & es una constante de normalizacidn independiente de N.
Para gue esta sea una verdadera funcidén de distribucidén, debe
ser normalizable, es decir, debe poder encontrarse un valor

de la constante € tal gue se cumpla

IV T, (/D =4 | (29)

Ello implica gue debe verificarse

28 5 |
T2 (30)

y, por lo tanto,

’ﬁf(@) = &

{31)

' . .
Determinando entonces el valor de & , obtenemos pues la distri-

bucidén estacionaria

20/6? {Q-i ~ 2K/
Bl (23 i) AT (gaa) oo

Wl

S

donde r(x)es la funcidén Gamma de Euler. A partir de esta expre-
sién podemos calcular los momentos estacionariocs de cualquier

orden
m
n :
<H"3. :IJ)\T N ﬁt(ﬂ> = ) (@+1¢ %‘) (33)
[~}
En particular, el valor medic viene dado por

<N>sb=/j/‘f XN TLe(n) - Q (34)
o
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Estos resultados coinciden con los obtenidos en el avaxrtado

anterior con el método de la transformada de Laplace.

La idea ahora es buscar soluciones particulares de
la ecuacién de Fokker-Planck (4). Definamos ‘f@ﬂ;é) como

PN ) = T (X) PN, F)

(35)

Introduciendoc esta expresidn en la ecuacidn de Fokker-Planck

(4) se obtiene para la funcién ‘((ﬁ}f)

VLR E) _ (@+Z )= A° PA(LRD] +§iﬂzm (36)
Q¢ 2 QN 3 Prh |

Las soluciones particulares que buscaremos van a
corresponder al caso en que ‘f{»}é> sea un polinomio en poten-
cias negativas de N, con coeficientes dependientes del tiempo.

Consideremos las posibilidades mds sencillas.

I.- Tomamos en primer lugar

L(Uiﬁ,f): AL“) + _A!.»_’(.U. (37)

Introduciendo esta expresidn en la ecuacidén (36) se obtiene una
ecuacidn diferencial en derivadas totales aque debe verificarse
para todo valor de N, Igualando coeficientes de igual potencia

en N se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

d

T

8 _ A (¢
jé = A (V)

AN
4 - (o %) Aa (¢)

(38)
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cuva soclucidbn es

A (¢)

A (¢)

1]

A, (o) ¢
(AA(O)‘Y‘A_‘L(Q-) - _Aj_(g—) €
by

A

-t

\l

(39)

donde

);:6?- A (40)

que es positivo por la condicién (30). Llegamos pues a una

solucién de la ecuacidén de Fokker-Planck de la forma

@ ol 4
PNt) = ?sf()f)[l")*—i@ Aa()e (»r ',\3) (41)

que vemos contiene dos constantes hasta ahora independientes
Al(O) y A2(O), Para gue (41) sea normalizable ha de ser Kﬁf%gBQ
Y, en este caso, la normalizacidén implica A;(O) + AEIQ) = A

con lo que la funcién de distribucidén, va normalizada, es

-

(i“:) ?st(/\r)[ir A (o —m(-’ - j\l;u (42)

La constante A_(0) puede relacionarse con el valor

2
inicial <N>t=o = <A>, . En efecto, tenemos

. 1) At
<A> =jJAT FP (B, ¢)= <A2, +hlo) e (J- ii-")?-(!!-') (43)

Haciendo t=0 resulta

CA> = Q+ A 0) 4 - 4)

v (44)
| Azfo)z(a~<)\7>,,)(g<’g?;,1) |

Sustituyendo tenemes para la funcidn de distribucién

de probabilidad
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Gy Mt
PN ) = e (4) [4 +(Q-<a) (?vﬂ -1)(_/{[.-,1;)3 J (45)

mientras que el valor medio evoluciona segin

L0, = & -(B-<y%) e (46)

En general, pvara el momento de orden n

n n-4 "(‘lf
&amo, = KA, =AY n(R-<M)e
St (47)
donde los momentos estacionarios vienen dados por (33). Es
evidente que en este caso no se va a presentar efecto de sobre-

poblaciédn en la evolucién de los momentos, ya que decaen expo-

nencialmente hacia el valor estacionario.

Analicemos la funcién de distribucién de probabilidad

. \
obtenida. En primer lugar vemos gue /lm. ’P“Zﬁ);{)s Tsé(ﬁj como
T~> 00 :

era de esperar. Asf mismo se verifican las condiciones en los

1limites ague debe satisfacer toda funcidén de distribucidén bien

definida, que son
_Z’rn P& t)
N—>0

A;égz” 7>(j}£) : {48)

I
S

i
<

(Recordemos gue hemos escogidoe K>&2). Por otro lado, toda
funcién de distribucidn ha de ser vor definicién definida po-
sitiva para todo valor de N y todé valor de t. Un andlisis de
la expresidén (45) muestra gue para ciertos valores de <Qv>bla
funcidén de distribucidén inicial toma valoresvneqativos para

algunos valores de N. Ademds es facil ver gue si es negativa



para algtn valor de N lo es necesariamente para N= 0, para N

0o para ambas. Teniende en cuenta gue el decaimiento hacia el
equilibrio es ménétono para todo N y gue en el equilibrio la
funcidén de distribucién se anula para N= 0 y N —> go resulta
gue si la funcidén de distribucién inicial es negativa en algunos
de estos limites permanece negativa en todo instante posterior.
En resumen, hemos de excluir aquellos estados iniciales tales

que

2P
P (o) <O

Am PEliy) < 0

A= 0 (49)
es facil ver que estas condiciones son eguivalentes a
A
<Ay <8 K(ﬁ(— S_C_Q_>.0)$4_ (50)

En la figura 17 se representa la funcién de distribu-
. 4
cién de probabilidad P )(ﬂvf) , para el caso de gque el valor

medio en el instante inicial sea <A% .68 y K= 3.5 . Las gr&fi- -
Q

cas para otros valores de X son similares, observandose que 1la

funcién de distribucién relaja m&s rdpidamente hacia la distri-
bucién estacionaria cuando aumenta el pardmetro K, es decir, cuan-
do disminuye la intensidad de ruido Wz, Este comportamiento del

tiempo de relajacidn, TR, se puede ver tebSricamente, pues de la

| ) 4 g
expresion ae PN, ¢) se vglave Th= M Rx-4)

evidentemen-

te disminuye al aumentar K.

En la figura 18 se representan los resultados cbtenidos
a partir de la ec. (46) para distintas condiciones iniciales y
para un valor dado de K= 2.,5., Puede observarse la tendencia mo-

nStona al estado estacionario del valor medio. Este mismo tipo



FIG:17 Representacidén de la funcidén de distribucidn

P(l)(N/Q;Qt) en funcidén de N/Q para distintos instan-

tes de tiempo, con K=3.5 y <N>0/Q = 0.8



FIG.

valor medio,

P(Z)

18 Representacidn de la evolucidn temporal del

calculado con la funcidn de distribucidn

(N,t), para distintas condiciones iniciales y con

= 2.5,



de comportamientc se presenta cualquiera que sea el valor de K>2

Por Gltimo, en la figura 19, a efectos de comparacidn
con resultados posteriores, representamos el cociente 7ﬂ%¢¢)/ﬁi[¢>
para un valor de K= 3.5 y una condicidén inicial A% . Q& como
puede observarse todas las curvas temporales se cortan en un pun-
to que es aéuel en el cual N toma un valor igual a )4_, y la
tendencia a la unidad es mon&tona tanto a la izquierda de dicho
punto (decaimiento) como a la derecha (crecimiento). Esta figura
presenta un caso tfpico para este tipo de funcién de distribucidn,
pues para cualguiera que sea el valor de K>»2 y el de la condi-
cidén inicial, el comportamiento cualitativo es el mismo. No se

presenta sobrepoblacidn en la funcién de distribucidn.

II.- La siguiente solucién particular de la clase que estamos

estudiando es

‘(“){Aﬂt)z Ailé)‘i‘ A3 (f) + ASlé)

Ar /d‘% (51)

Introduciendo esta expresidn en la ecuacién de evolucién (36),
e igualando coeficientes de igual potencia en N se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

JA‘ 8 . As(4)

Me )L (8- ) Aslt) 4 SAslE)
JE

AdAs(V) _ _ 7102 %) A3 [¢t)
A - 203 )

(52)

cuya solucidn es
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FIG:19 Representacién del cociente entre la funcién de distri-
bucidn y la estacionaria, P(I)IN/Q,Qt)/PSt(N/Q), frente a la

variable N/Q para distintos instantes de tiempo en el caso
K=3.5 y {N}O /Q =0.8



A;(é’) = AS (O) e——./\zt
Ag (t) = [A:.(o)‘ i&’aﬁ—’] e‘“"L+ 2hs (o) shl

A= e A - Az ”
As(t) = As (o) i 2A3 (o) -e M
+ [A.z(o) M,\gf,\z] (d e )
+ A ZA:(O) (A -,\ze)
Az AL- Az
(53)
donde
)i = GD— g
2
=2(@- 2 %}) (54)

Para condiciones iniciales arbitrarias, es decir con Ai(O) en

general distinta de cero, s8lo son fisicamente admisibles valo-
res /\150 v /\z>0, lo que implica K>Z. sin embargo, esta con-
dicién es insuficiente para asegurar queij(ﬁ}é) sea normaliza~-

ble. En efecto, se comprueba que ello requiere gue sea

K>3 (55)

La normalizacidn, entonces, implica la relacién

Ai(o)+ L _ 2] 4 2As0)_ 0O
1(0) M[Az(o) VY + Y e (56)

Tenemos pues dos constantes arbitrarias, que pueden expresarse
en funcidén de los valores iniciales de los dos primeros momen-

tos. En el apendice 3, se obtiene

CUOW) Ft();)[{[-rp _'\'f(ér. - A \)rl:e-’\z (_.. -4 _%,E____CQ_) (57)

A A2 I N?
<A;>* -4 - 36—’\‘{ c e_‘ut (58)
\t A1
<)r2>b-4+_i_.-—1?851._3’(*466 (59)

Q%
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donde

— J. - A <Af8>o
R N ¥

c =X [‘?<Af>°_ <A _ K—i]
T OK-3 Q Qe K

P=Q(c-4R

EF=06 (K- i)(K‘z)C
' (60)

Asf pues para especificar una solucién particular con-
@

creta perteneciente a la familia P C¢£) hemos de :dar, ademds del
valor de K>3, los valores iniciales del primer y segundo momento.
En principio estos valores podrfian escogerse con total arbitra-
riedad. Sin embargo, existen una serie de condiciones fisicas que
deben imponerse sobre la distribucidén inicial y que discutiremos
en le apartado siguiente., Ahora vamos a escoger de forma "ingenua"
condiciones iniciales que verifican <£{% ::(NE? es decir, el
segundo cumulante <<J‘?>>°::<Alz% —(I%% es inicialmente nulo. En larl
figura 20 hemés representado la evolucién correspondiente a K=3.5
Yy fﬁ% - 0.6 . Como se puede apreciar se tiene una tendencia apro-
ximadamente monStona de la funcidén de distribucién hacia el eqgui-
librio (la curva correspondiente a Zfdt¥10 se superpone précti-
camente con la correspondiente a la del estado estacionario). La
evolucién del valor medio (Nj@ y del segundo cumulante <Zﬂ*)>%
para estas condiciones iniciales se representan en las figuras
21 y 22, N6tese que el valor medio sobrepasa ligeramente el valor
de equilibrio para decaer posteriormente monStonamente hacia el
mismo (efecto de sobrepoblacién). La figura 23 muestra la evolu-
cibén de la funcidn de distribucién, normalizada con la estacio-

naria, para el caso K= 3.5 y (ﬁj% . 0.8 . Puede observarse que,
&R
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FIG:20 Repre-entacidn del comportamiento de la funcidn de
distribucidn P(g)(x,t) en funcidn de x, para distintos ins-

tantes de tiempo, en el caso K=3.5, <x>020.6 Y «¢%§>0:0



FIG:21 Representacidén de la evolucidn temporal del valor

medio con la funcidn de distribucidn P(2)(N,t), en lag con-

diciones k=3.5, (W) /@ =0.6 y(\’Nz)>o/QZ =0

iLG:22  Representacién de la evolucidn temporal del segundo

cumulante calculadb eon la funcidén de distribucidn P(Z)(N,t)

con K=3.§, <N>O/Q = 0.6 y <(N2)>0}QZ = @
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FIG:23 Representacidn del comportamiento de la funcidn de

. . . 2 . o, .
distribucidn P( )(x,t) normalizada con la estacionaria, éen

funcién de x para distintos instantes de tiempo.

(zy = 0.8y &y = 0

Con K=3.65,
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tanto en la zona de altos valores de N/Q, como de bajos valores,
la evolucidén al estadc estacionario de la funcién de distribucién
no se realiza de una forma mondtona. De igual forma, para estas

condiciones iniciales, el valor medio tampoco tiende de una forma

mondtona al estado estacionario, figura 24.

Los resultados anteriores parecen indicar 1la presencia
de efectos de sobrepoblacién para ciertos valores de 1l0s parédme-
tros v de las condiciones iniciales. Sin embargo, las propias
curvas de evolucidn muestran que los dos casos que acabamos de
presentar no son ffsicamente relevantes. La funcién de distribu-
cién es inicialmente negativa para valores suficiéntemente peque-
fios de N y permanece asi para todo instante posterior. Esto in-
dica la necesidad de llevar a cabo un andlisis detallado de las
condiciones iniciales ffsicamente aceptables, a fin de determinar

los tipos de comportamiento posibles,

III.~- El procedimiento desarrocllado anteriormente puede extender-
se sin ninguna dificultad formal para encontrar soluciones que

contengan potencias mayores de 1/N, es decir, soluciones de la

forma
n)
[ Anis(t
“F(AT,&):A:G)»«J—:?-Q‘;—~--+——:,_%——L 61)

Los coeficientes Ai(t) vendran dados por las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales que se obtendrfa al
sustituir la expresién (61) en la ecuacidén de Fokker-Planck.
Resolviendo dicho sistema encontrarfamos los Ai(t) que vendrfan
dados por combinaciones lineales de exponenciales decrecientes

en el tiempo. Ademds para gue una solucidén de la forma (61) sea
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FIG:24 Representacién del comportamiento del valor medio de la
poblacidn hacia el estado estacionario, calculado con la funcidn de

distribucidn P(Z)(N,T) para el caso de K=3.5, (N)o/Q = 0.8 y«WZZ%/QZ:O



admisible es necesario que
una solucidén particular de

los n primeros momentos de&

Sin embargo, las
contienen ya muchas de las

dos en analizar. Por ello,

92

K>n+l,., Evidentemente para especificar
la familia (61) es necesario conocer

la distribucién inicial.

soluciones correspondientes a n=2
caracterfsticas que estamos interesa-

en el apartado siguiente nos limitare-

mos a un estudio sistemdtico de dicho caso.
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3,3 RELACION ENTRE LAS CONDICIONES INICIALES Y EL

TIPO DE RELAJACION

A la vista de los resultados obtenidos en el apartado
anterior, parece 1l6gico tratar de determinar si existen condicio-
nes iniciales fisicamente admisibles tales que lleven a una rela-
jacién no monStona del sistema hacia el estado de equilibrio. Como
hemos visto que el carfcter monétono o no de la relajacidén de la
funcién de distribucién y del valor medio aparentemente no van
siempre ligados, es conveniente realizar un estudio separado para

cada uno de ellos.

Por sencillez vamos a escribir las ecs (54-55) en la

forma

3 v o~
? (Xlt)=4+PQ‘A‘TL_4.)+55AIZ(L_%*_3/'("4{- ) (62)°
7 (x) X A

F S IX®

AT ~ X (63)
<X>[ - A—BeA‘ _ eAIZ.

™

donde hemos introducido

X = A (64)

A2

N .

Al = = (65)
Q

Z =t (66)

Ademés, especificaremos la condiciédn inicial mediante <X Y

(<xe>)°, en lugar de <A vy <N2>° .

De las expresiones de ‘A4_ Yy )g, se sigue que para

todo valor de K>3 se verifica que

) S )
Ay > Ad (67
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Consideremos la evolucién temporal del valor medio para un valor
dado de K, y estudiemos su comportamiento asint6tico para tiem-

pos grandes, formalmente para ¢ —D e . Es claro de (67) que en
~

este lfimite dominard el término proporcional a e-A,g , de
forma que tendremos
~J
~MT
<x>. ~ {-BRe (68)

La posibilidad de que pueda observarse una zona de tiempos en

que la evolucibén del sistema venga dada por (68) depende de la
o

separaciédn entre las dos escalas de tiempo definidas por Ai

oL
y Az r ¥ esta separacién aumenta con el valor de K.

Naturalmente la expresidén (68) muestra una tendencia
mondtona hacia la unidad. Lo gque nosotros pretendemos deter-
minar aquf es cuando esta tendencia al lfmite se produce desde
valores superiores a la unidad o desde valores inferiores a la
misma. Es claro que ello dependera del signo que tenga B. Uti-

lizando la expresién (60) se tiene

Sqn B= sgnk(;(-g)-x(:(‘i)q)o +KKXDY +K<x>f1 (69)
de donde
z{_;n Oy =4 ey >3Lhag 280 -« (70,
20
Y

T—>po

. . -2 2
him ax = 47 =i <3 EL6-IEL - G 1)

Recordemos que por definicidn ((xz>)¢ ;0.

A nosotros lo gue nos interesa es relacionar el

decaimiento final del valor medio con su valor inicial, para
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asf determinar si el comportamiento ha sido mon&tono o no. Dis-

tinguiremos por lo tanto los casos <Xk,<‘i y <X > i .

I)<X2,<: i, es decir el valor medio en el instante inicial tiene
un valor inferior al del estado.estacionario. Es claro que si para
tiempos grandes el valor medio tiende al valor estacionario desde
valores superiores al mismo, se ha producido una relajacién no mo-
n6tona. Por otro lado, si asintéticamente tiende al valor estacio-
nario desde valores inferiores podemos tambien afirmar qgue no se
ha superado el valor estacionario en ningfn momento, pues es fécil
ver que el valor medio presenta en su evolucién como mé&ximo un

punto extremo. En efecto, derivando la expresién (60) obtenemos

le ¥4 S
Adox>r - B/L e"/\'l—_,_ CSJz, e"’\‘z— (72)

AT

El tiempo para el cual se produce un posible punto extremo :viene

dado por

‘Z;,‘L:Nl,v ln—éif (73)
/\a—A& B M ’

Entonces vemos que para que exista un méiximo o minimo es nece-
sario que sgn B # sgn C , pero que ademds, si existe es claramente
Gdnico., En resumen podemos asegurar gue para valores de <Kﬂ(3>$5
gue satisfégan la relacidén (71) se produce efecto de sobrepobla-
cifn en la evolucién del valor medio cuando su valor inicial esté

por debajo del valor estacionario,.

II)<X>° >4 , es decir el valor medio inicial es superior al
valor estacionario., Aplicando el mismo razonamiento del caso an-
terior resulta que tendremos relajacién no monétona cuando B>O,

es decir cuando se satisfaga la condicidén (70).

Para ser m&s concretos consideremos de nuevo la expre-

sién (73) y analicemos los dos casos de interes en que puede
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existir efecto no mondtono, es decir gque la evolucidén del valor

medio presenta un m&ximo o un minimo.

i) ¢>0 y BLO

KXy, < x>, - x> - -’—‘%
& x3D -4 -2 2
o <ST(X>° -—3—-)—(,—--(’(>0 (74)

ii) ¢£0 y B>O

KX, > 2<x% - D - LKE[-

2 - . <
SO >N >3_"'__4<x>° - 2K x>, (75)
K K
2 K - 1 K -1 K - 2 2
Las pardbolas y=2x - x - T e y= 3 - - x - 2 % - X
se cortan en el punto x = 1, y se representan en la figura 25

para el caso particular K= 3.5 . Claramente la regién del plano
< X ,<ZX?>>° en que no existe m&ximo ni mfnimo, y por tanto
la evolucién es monétona, corresponde a la regién comprendida
entre ambas pardbolas. Esto no guiere decir gque para cualqguier
condicién inicial fuera de esta regién se presenten fendmenos
de sobrepoblacién, entendida &sta como sobrepasar el valor es-
tacionario para tender después a el desde el lado contrario al
que se encontraba inicialmente. Para que haya sobrepoblacién

es necesario que se verifiquen (70) si ()(>O>{(_y (71) si <X>°<<{_ '
o sea gue nos encontremos dentro de las zonas rayadas de la
figura 25. En la figura 26 tepresentamos el comportamiento ti-
pico correspondiente a cada una de las seis zonas en que queda

dividido el plano <X , < xi>>, .

Pasemos a continuacién a estudiar el comportamiento
de la funcién de distribucién., Comenzaremos por determinar su

comportamiento asintético, pero en este caso para valores gran-



K-35

02t

(X2

01k

FIG:25 Representacidén de las distintas zonas de condiciones
iniciales correspondientes a diferentes evoluciones
del valor medio para K=3.5. ((X)O es el valor medio intcial,

é%2>>0:<%%>0 -(X)i valor inicial del cumulante de segundo orden
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fiempo

F1g.26 Representacidén cualitativa de los distintos tipos de evolucidn del

valor medio hacia el estado estacionario.



des de X, formalmente X-—>co . Tomando el 1lfmite en la expresidn

(57) con K>3 resulta

@ | N ™
P (x(l’) 5> 4 - }3 e'\‘ £ e—f\zr
Pt () x> fy T (76)

I.a idea ahora es realizar un estudio an&logo al lleva-
do a cabo para el valor medio, considerando siempre la zona de
grandes valores de X. Para ello, hemos de comparar la forma ini-
cial de la distribucién con la que tiene para tiempos asintética-

mente grandes. Haciendo Z=0¢en 1a ec.(76) resulta

P, 0) . {.P _ £
- hr-vae (77)
Rt (x) X >> by pYe

Podemos distinguir los dos casos siguientes

i) P(a)(ﬁ °)

Rf(x)

~ 4_ gue implica

XO>

LXTD = 2 "'K:i <X - K;;g - <X>f (78)
ii) ?(o(l'lo)l < i que implica
At Ix

D>
v

- -3
<<x“>>,<3—'%<—4-<’<>o-~£,;— - X3 (79)

Por otro lado en el 1lfmite de tiempos grandes tenemos

@) kY
P (xo) N
Rt(x) X>> T >> Y (80)
pudiendo presentarse las posibilidades
@
1) PO 5 1 s
7>« 3B -2 iy (81)
2
iv) F()MT) < A si
> [x>>

) 2
£>> &xXE >3-":—<‘—4- <x>o~el%z§ - XD (82)
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Resulta entonces que tendremos efectos de sobrepoblaciédn cuando
se cumplan simultaneamente las condiciones i) y iv) o las con-
diciones ii) y iii). E1 an8lisis gréfico se presenta en la figu-

ra 27 para el caso particular de K=3.5 . Allf hemos dibujado las

pardbolas

- -3 27

K K

2
K-4 k-3 -
=3 — X -'3 ‘—ji X
K K
(83)

gue se cortan para X = 1, Los efectos de sobrepoblacién para

valores grandes de X se presentan para agquellas condiciones
iniciales que corresponden a puntos interiores o exteriores a
ambas pardbolas. Es interesante comparar estas zonas con las
obtenidas en el estudio del valor medio (figura 25 ). Se obser-
va entonces que siempre que‘existe efecto de sobrepoblacién en
el valor medio existe tambien en la funcién de distribucién

para valores grandes de X, pero la reciproca no es cierta.

Hasta ahora no nos hemos ocupado del hecho de que la
funcién de distribucién inicial tiene que ser por definicién
semidefinida positiva para todo valor de N, Vamos a ver que
esta condicién impone dr&sticas restricciones sobre los tipos
de evolucién que son posibles, De la expresidn (57) se deduce
que para que la distribucién inicial sea semidefinida positiva

ha de verificarse que

¥ (4- 2 - —f-—) x(p+e) - X2 F>0 Vx>0
( A bW +( ) <K - (84)

Por sencillez escribiremos esta condicién en la forma

a,,,Xz’-PQiX'r Qo 2 O (85)



K= 3.5 e
PX.0) < 1

Px)

<<X2>>o 2 P‘Z(X,T—»oo) .
A 0 <1 R

P m(x,T m) _‘1+

X,

FIG:27 Representacidén de las distintas zonas de condiciones
iniciales correspondientes a los diferentes comportamientos

. . . . . . (2)
asintéticos de la funcidn de distribucidén P (X, T), con K=3.5
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donde los coeficientes ao,a1 \% a2 se identifican por comparacién.

La primera consecuencia de la condicién (85) es que ha de ser

@z > 0 (86)

a) Si ag= 0 , es evidente que para que se satisfaga la condi-
cién (85) ha de serx Q.,;O vy ai>,0. No pudiendo ser simultanea-
mente ambas ﬁulas.

b) Si ag > 0, es conveniente distinguir los casos en que el
mfnimo de la parébola y = a2x2 + a,x + aj corresponda bien a
valores positivos de y, bien a valores negativos de y.

i) La pardbola presenta un mInimo para valores positivos

de y si se verifica que

3

X2
y por tanto la par&bola toma valores positivos de y para cual-
quier valor de X220, es decir se satisface (85).

ii) La par&bola presenta un minimo para valores negativos

de y si

2
740 - Qs < O
Qz (88)

pero en este caso, para que se satisfaga la condicién (85) para

todo valor de X20 es necesario que se verifique

Qe = 0 (89)

Y - <0 = a >0 (90)
< 4

En resumen, tenemos tres posibles combinaciones de
los par&metros que hacen a la funcién de distribucién semide-

finida positiva y gque son
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I) de >0, @3>0 y ag=0 (91)
3
II) &3 > 0 v Yao - 2L >0 (92)
a2
2
I1I) @3>0, Aap>0 , s 20y Jq, - &_ < O (93)
ay

Los coeficientes ajgr @, y a, en funcién de las condiciones ini-

ciales son

(k- (Kk-3) 2 K-4
Qo =~ 2 [k<fx2’- <X*> - —7€~l

(K- i)[Cz K-4) <x>p — k<X - c:c-a)]

£
t

]

¢
ag = 4 - Kli-4)<x +—§—<x3>c, + Khrz—zz

(94)

En la figura_ 28 hemos representado las curvas ao= o, a1= o,

2
a,= 0 vy 4a0a2 -a, = 0 en un diagrama <'K3;5 —<xXD, . se

observa entonces que:

a) Las condiciones I se verifican sobre la recta a2= 0 en el

intervalo comprendido entre <X} = -2y <X>°=_’£_“_4_'.
K (4
b) Las condiciones II se verifican en el interior y el contorno
2
, a - _
de la elipse 4a0 5 a, 0.

c¢) Las condiciones III se verifican en el recinto limitado por
la elipse y las rectas a,= 0 vy a,= 0.
Asi pues el cardcter semipositivo de la funcién de distribucidn

implica unas condiciones iniciales dentro del recinto rayado en

la figura.

A fin de relacionar este resultado con nuestra discu-
sién anterior, hemos representado el dominio de ‘condiciones
iniciales para el caso de K= 3.5 en el plano <(x€§2-—<]jg, en

la figura 29 Alli tambien se incluyen las curvas que definian



K-2 K-1
K K

FIG:28 Representacidn,en funcidén de las condiciones intciales,

(2)

de la zona donde la funcidn de distribucidn P

no negativa (zona rayada de la figura)

fx,t) es definida
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X

g
\'
\.

\

0

. 1 I "

0 5 1 AN 15
K2

FIG:29 Representacidn, en funcidn de las condiciones inictales,

de las distintas zonas de comportamiento donde la funcidn de

distribucidn es no negativa.
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los distintos tipos de comportamiento de la zona asintética

de la funcién de distribucidén. Observamos entonces que toda la
zona de sobrepoblacién,es decir la zona comln a las dos paré-
bolas en la figura g?, corresponde a condiciones iniciales no
permitidas. Més concretamente la zona de condiciones iniciales
fisicamente admisibles puede dividirse en cuatro partes in-
dicadas en la figura 29. En la zona I no hay efecto de sobre-
poblacidén aungque el valor medio tiene un comportamiento no mo-
nStono. El valor medio se aleja inicialmente del valor esta-
cionario para tender posteriormente al mismo. En la zona II el
valor medio presenta el mismo comportamiento no mondtono que
en la zona I, pero ahora la funcién de distribucidn para va-
lores grandes de X que inicialmente era mayor que la de equi-
librio decae por debajo de la misma antes de tender a ella.

En la zona III la funcidn de distribucién para valores grandes
de X se comporta igual que en la zona II, mientras que el valor
medio que inicialmente era mayor que el de equilibrio decae
por debajo del mismo para tender al equilibrio desde abajo (Efec-
to de sobrepoblacién). Finalmente en la zona IV se tiene un
comportamiento monétomnc del valor medioc, no existiendo efecto
de sobrepoblacién en la regibn asintédtica de la funcién de

distribucidbn.

Una de las consecuencias m&s importantes del estudio
que acabamos de realizar, es que puede ser peligroso en muchos
casos considerar Unicamente la evolucién del valor medio. En
efecto, hemos visto como es posible observar comportamientos
anémalos del valor medio que corresponden, sin embargo, a tiem-

pos para los que la funcién de distirbucién no es semidefinida
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positiva. En este sentido creemos, nuevamente, gque muchas de
. . 16 .
las gr&ficas presentadas por Morita son completamente irre-~

levantes.

Evidentemente, y como ya hemos dicho en el apartado
anterior, es casi seguro que aparecen nuevas posibilidades de
(n)
evolucién cuando se incrementa el grado del polinémio ?(Zﬁ?é).

Desgraciadamente, un estudio del caso general parece inviable.
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3.4 ' GENERALIZACION DEL METODO PARA UNA CLASE DE ECUACIONES

- DE_FOKKER-PLANCK

Dada la importancia que tiene el conocer soluciones
dindmicas exactas de ecuaciones de Fokker-Planck no lineales,
es evidente tratar de generalizar el procedimiento expuesto
en los aéartados anteriores, extendiendolos a otras clases de
ecuaciones de Fokker-~Planck. Nosotros aqui vamos a considerar

ecuaciones de la forma

(95)

VPx,E) _ [ax b x| Plxt) x>0
0 ¢ ‘Dx 2

siendo a >0, b>0 ¥y X un parémetro arbitrario con la condicidén

I>

> g . Evidentemente, para 3=2 reobtenemos la ecuacidn de

Malthus-Verhulst. La solucién estacionaria de la ecuacién (95)
gue es regular en el origen viene dada por
y-4
> -4 -x /b (1-4)
(96)
siendo C una constante de normalizacién. Igual que antes

introducimos

Plxt) = Felx) Cxt)

(97)

Sustituyendo en (95) resulta que W(n,é) ha de satisfacer

la ecuacién

Vel t) _ = (ax- X OY(&Z.”,,&@ ‘Ol t)
Q& xt - ©8)

La idea ahora es buscar soluciones particulares de la forma
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nm
Lf(xle) - = anri(t)

n=o xn (99)

Para ello, se sustituye esta expresién en la ecuacién (98)
y se identifican coeficientes de igual potencias de X, del

modo usual., Consideremos agui el caso X= E , bara el gue

2
- -X/2b
Tel) = ¢ e /- 1oo)

Resulta entonces f&cil ver gque las tnicas soluciones posibles
de la forma (99) corresponden a desarrollos pares en X, En
particular, la solucién m&s sencilla es de la forma

@z (t)
f()(,é) = aq(¢) + 7 (101)

verificando al(t) y a2(t) las ecuaciones diferenciales

4_:‘_‘__-“-): 3 ay ({‘)
4+

d:im;_g(a-zb)az(é) =-2 as(t) (102)

donde la Gltima igualdad define el par&metro X.

La solucifn de este sistema es

ag (4) = ag(0) et
-t
2y (4) = @4 (o) + f_"‘_i_"_(ﬁ)(i~€))

(103)

Los par8metros al(O) v a2(0) pueden expresarse en términos
del valor inicial del primer momento utilizando la condicién
de normalizacién de la funcién de distribucién., Ello lleva

a escribir la solucién particular

i) = FS‘L(X)[{ (7 -2) (<% <) (¢- ‘éaﬁ)?:)é]

(104)
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a la que corresponde un valor medio
XDy = <X =i
&t - <x>5‘+ i-l-((x)o-(x>5+)c (105)

Ademds, para que la expresién (104) no diverga para X=0 es
necesario que a/b > 4. En general, existe una relacién
entre los valores permitidos dem en (99) y el valor de a/b

en la ecuacién de Fokker-Planck de partida.

En la expresién (104) aparece <X>§t que depende
del valor de y=a/b. Concretamente puede establecerse la
siguiente relacién de recurrencia

<x>u(4)=€  -2)b <x3p(373)

(106)

siendo <x>9{_(&):: c b

AH(2)= ¢ (%-2) b 1/%

(107)

No vamos a entrar aqui en mé&s detalles, pero es
claro gue mediante el procedimiento descrito siempre pueden
~encontrarse soluciones particulares de ecuaciones de Fokker-
Planck de la forma (95). Estas soluciones vendré&n dadas por
el producto de 1la funcidn de distribucién estacionaria y un

polinomio en potencias decrecientes de X.

Queremos seflalar que no hemos conseguido extender
el método haciendolo aplicable al caso de ecuaciones de
Fokker-Planck asociadas con ecuaciones de Langevin teniendo

ruido aditivo.
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3,5 ANALISIS NUMERICO

3.5a Descripcidén del método

En este apartado llevaremos a cabo un estudio numé-
rico de la ecuacién estocdstica de Verhulst, ecuacidén (1). La
resolucién numérica de una ecuacién diferencial estocdstica
es intrinsecamente diferente de la de una ecuacién diferencial

) . _17) . . : .
ordinaria . La presencia del término estocdstico requiere
la simulacidén de nGmeros aleatorios. Cada grupo de ellos se
utiliza para simular una trayectoria expecifica, consistente
con la ecuacidn estoc&stica, que corresponde a una realiza-
cién particular del término de ruido {(una cierta secuencia de
nimeros aleatédérios). Las propiedades estadisticas en que es-
tamos interesados se obtienen tomando valores medios sobre un
nimero suficientemente grande de trayectorias. Existen diver-
sos métodos para la resolucién numérica de ecuaciones dife-~
renciales estocédsticas. El1 utilizado por nosotros se basa en
el denominado método de Montecarlo, vy es llamado en ocasiones
Dindmica Estqcéstica. Consiste en resolver las ecuaciones me-
diante un algoritmo de diferencias finitas, simulando los
términos estocdsticos con un algoritmo numérico que genera un

conjunto de nimeros aleatorios, distribuidos con una deter-

minada ley de probabilidades.

En lugar de describir el fenSmeno con toda genera-
lidad, consideraremos desde el principio el tipo de ecuacidén

diferencial estocdstica tratado en la memoria, es decir



z%(_é) = O (xh) + §(xi) M) (108)

donde el té&rmino AE) representa un ruido gaussiano blanco

con

ANE)> =0

KME) A#)> =2 5(t-¢)
(109)

Los paréntesis angulares indican valor medio sobre las rea-

lizaciones del ruido.

Para generar una trayectoria se utiliza la ecua-
cidén (108), mediante un algoritmo en diferencias finitas,
a partir de un cierto valor inicial X(0). Subdividimos el
eje temporal en intervalos de dimensién h de modo que la so-

lucidén formal de (108) se construye segidn

t+h teh
xlt+h) = XU+ Otue)) d¢' + | g (xie)) Ay At

(110) -
* ¢
Desarrollando G(X(GU) v g&(éﬂ) entorno al valor en el pun-

to X(#) resulta

B (x(8) = (XH)) + _iixﬁ_} (xte) - x(®) - = - 11om)

XE)
3(ﬂt0):J(XUJ)+-gQL‘ (x(v)—-xtﬂ) 4. . (111-b)
dx lxit)

Si retenemos Gnicamente los primeros términos del anterior
desarrollo queda

Xlrk) = x(6) + G(x) b+ g(xt) W(#) (112)
| tth
wit) = | A J¢t' = ‘/;271_ &(t) (113)

t

es un proceso de Wiener Gaussiano, con valor medio cero Yy

donde

cuya varianza es

<(WUU%>==VQA (114)
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El proceso viene descrito en funcién del t&rmino 5%f)que se
define como un nfimero aleatorio gaussiano de valor medio
cero y varianza igual a la unidad. El nGmero 81*) puede ge-
nerarse a partir de dos nlmeros aleatorios independientes &
y &g (distribuidos con igual probabilidad entre 0 y 1) uti-

lizande la férnula de Box—Muellerls)

%)
O = ((2lpas) cos@Ka)
(115)

El término (}(XM))h— de la ecuacidén (112), que
proviene de la parte determinista de la ecuacidén #308), es
de orden h mientrds que el otro, obtenido a partir de la

. 1/2 .
parte estocéstica, es de orden h . Por tanto, si gqueremos
retener hasta el orden h en el desarrollo, debemos conside-

rar tambien el siguiente término en (111-b), gue es de orden

h. Asf pues necesitamos

tth tth 2
dg - tydel~ 48 t'q (xtv) |d¢" Ae') M
Ax wa) (re)-xt)AE) 4E & Ax 4t g (xe) IXE)
/ x(¢) Jy t

donde hemos utilizado el hecho de que el término conteniendo

L}(Xlé)) es de orden h., Calculemos ahora estas integrales:

teh [t teh(Fth t+h t+h
e |4 ,\(y)k(t“)z% ¢ Je",\(e')x{“):% LML M = 4 w"’(t)
¢ ¢ L

¢ ¢ ¢ (116)

Podemos escribir entonces la nueva contribucidén a la ecua-

ci&n (112) en la forma

_4,3(;«&)) ’l_%l_(f@ wt)
J

xlt) (117)

gque es efectivamente de orden h. Es importante destacar que
este término aparece debido al cardcter especial que tiene

el ruido blanco y que desaparece si el ruido es aditivo.
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Por tanto hasta el primer orden en h tenemos

Xt +h) = XIt) + U‘(X(\L))/: + J(xu)) \X/(é') f.é:. J(X ®) 2:-(3%%)2) \,\'/'z/{) + 9(/13,9

(118)

. 19 s
Este algoritmo ) es el gue nosotros hemos utilizado en nues-

tros célculos, para generar cada una de las trayectorias.
Como ya hemos dicho antes, para calcular valores medios he-
mos de generar un conjunto de trayectorias. Este debe ser
lo suficientemente grande como para poder asegurar que las
trayectorias estdn distribuidas seglGn las propiedades esto-

cdsticas del ruido.

Hasta ahora nos hemos referido a un valor inicial
dado de la variable x. Sin embargo, si x estd inicialmente
distribuida de acuerdo con una ley de probabilidades, esto
implica llevar a cabo un segundo promedio sobre trayectorias
correspondientes a distintos valores iniciales, distribuidos

de acuerdo con una ley dada.

3.5b Test del mé&todo

Nuestro objetivo es obtener soluciones numéricas
para la evolucidén temporal de los momentos, y también de la
funcién de distribucién de la variable estocdstica x. Para
ello, aplicamos el método descrito en el apartado anterior
a la ecuacién de Malthus-Verhulst

W x(+)[4 Sx) |+ ME) x(4)

dt (119)
donde AG? satisface las ecuaciones (109). La ecuacién (119)

tiene la forma general (108) con



B(x(t)) = xl%)[i - xw]

9 (X)) = x(+)
(120)

Por tanto, el algoritmo a utilizar en nuestros cldlculos es

Xlteh) =X+ X ({-x0 )b txt)wlt) + 4 xtt) wi(+¢)

con VV(*) dado por (113).

Para estudiar la validez del método hemos realizado
el siguiente test., Nosotros conocemos soluciones particulares
exactas de la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la ecuacién
de Langevin, es decir conocemos expresiones exactas de 1la
funcidén de distribucién y de la evolucidén de los momentos para
ciertas condiciones iniciales correspondientes a las solucio-

nes particulares exactas conocidas, y comparar con los resul-

tados analfticos.

Mediante diversos test, hemos estimado gue el paso
-2

de tiempo &Sptimo para la aplicacién del algoritmo es h=10 '
entendiendo por &ptimo el equilibrio entre ocbtener buenos re-
sultados y el tiempo de m&gquina necesario. Este es por tanto
el intervalo temporal utilizado por nosotros en todos nues-
tros célculos. En el programa(el diagrama de flujo se da en
el apendice IV) se distribuyen los valores iniciales de x
seglin la funcidén de distribucién inicial gue consideramos. En
concreto, la funcidén de distribucidén elegida para realizar
@)
el test ha sido P (X,f) cuya expresidn viene dada en la

ecuacién(57). Hemos realizado pruebas sobre el nitimero de tra-

yvectorias necesario para reproducir satisfactoriamente la
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evolucién de los primeros momentos y de la funcién de distri-
bucidén, estimando que un ntmero de 40000 trayectori;g, distri-
buidas de acuerdo con la condicidn inicial, es suficiente para
representar la estocasticidad de la ecuacién. Como puede ob-
servarse en la figura 30, donde se representa la evolucién del
primer momento para unas condiciones de K=3.5, <X>5=0.8

vy <x2>;= 1.1, el ajuste con los resultados analfticos es
bastante bueno, aungue se producen fluctuaciones entorno al
valor estacionario para valores grandes de t. La diferencia
para valores pequefics de t es debida a que la simulacién no
reproduce exactamente la condicién inicial deseada. De hecho,
el valor inicial del primer momento de la distribucién simu-
lada es de 0.803, en lugar de 0.800, y algo andlogo sucede

con el segundo momento. Si tomdsemos como valores teSricos

los obtenidos en la simulacién, el ajuste seria todavia me-
jor. En todo caso, hay que sefialar que los errores relativos
son del orden de 0.4%. Adem&s, como era de esperar, figura 31,
las fluctuaciones son mayores para el segundo momento y, en
general, sexr&n necesarias mayor nflimero de trayectorias para
representar mejor los momentos superiores., Para calcular la
funcidén de distribucidén en el instante t hemos contado el
nimero de trayectorias que en dicho instante estdn en cada uno
de los intervalos AX en que hemos dividido nuestro eje

real. A fin de evitar tener que realizar un nGmero prohibi-
tivamente grande de trayectorias, hemos realizado un suaviza-
miento introduciende un grano grueso temporal. Hemos calculado
la funcidén de distribuciédn en el instante t como el promedio
de las probabilidades existentes entre t-5h y t+5h, De esta

forma conseguimos multiplicar por un factor 11 el nidmero de
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FIG:30 Comparacidén de la evolucidn del valor medio calculado de forma

numéricaflinea de puntos) con la evolucidn analitica calculada a partir

P(2)

de (X,t). Con las condiciones K=3.65, <X>O =0.8 y <X2>o:1'1



FIG.31 Comparacidn entre la evolucidn del segundo momento

calculado numéricamente (linea de puntos) y la evolucidn

(2)

analttica caleculada a partir de P (X,t). Con las condiciones

K=5.5, <X>_=0.8 y {X2)O:1.1
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valores sobre los qgue realizar el promedio. Dicho de otra
forma, disponemos de 440000 valores para determinar la fun-
cién de distribucién en cada instante de tiempo. En las figu-
ras 32 se presenta la funcién de distribucién calculada por
el procedimiento numérico, y se compara con el resultado ana-
lftico, para distintos valores de t. Se observa que nuestro
procediﬁiento de simulacifén reproduce bastante bien los resul-
tados tebSricos. Ademds, las pegueiflas discrepancias iniciales
se suavizan en el transcurso del tiempo, de manera gque para
t=1 la solucién obtenida mediante la simulacidn pr&cticamente
se superpone con la teS8rica. Para t=8 la distribucidén esté

va muy préxima a la estacionaria.

3.5c¢ Aplicacibn a una distribucibn delta de Dirac

Una vez confirmada la bondad del método, lo hemos
aplicado a un caso de interés, cuyas soluciones andliticas
explficitas no conocemos. La condicién inicial para la funcién
de distribucién que tomamos ahora es una delta de Dirac cen-
trada en <X>o= 0.8 . Consideremos valores de K iguales a
2.5,4.5 y 6.5 . Igual gque antes, el nlGmero de trayectorias
realizaéas es 40000 y el paso de tiempo h=10_2. En la figura
33 se muestra la evolucién del primer momento para estos casos,
Puede observarse que existe efecto de sobre poblacidén para
K=2.5 , La fluctuacién de los resultados aumenta como. es
l8gico al disminuir el valor de K. La evolucién del segundo

momento para los mismos casos se da en la figura 34. Como ya

comentamos antes la dispersién de los resultados es mayor gue

para el primer momento. Finalmente, en la figura 35 mostra-

mos la variacidén de la funcién de distribucidén para K=4.5.
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FIG:32 Comparacidn entre los resultados numéricos y analifticos de
la funcidén de distribucidn para distintos instantes de tiempo y en

... 2y _
funcidén de X.Con las condiciones iniciales <X>z:0.8 Y <X/%— 1.1y

el pardmetro K=3.5
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FIG: 33 representacidn de la evolucidn numérica del valor medio en funcidn

del tiempo a partir de una distribucidn inicial que es una delta de Dirac

centrada en 0.8
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Como era de esperar, relaja hacia la distribucién de equilibrio
que se alcanza ya practicamente para tiempos t>2. Es decir,el
tiempo de relajacién de una delta de Dirac es del mismo orden
gque el de las soluciones exactas que hemos estudiado anterior-
mente. Para otras posiciones del mdximo de la funcidén delta

y para otros valores de K los resultados son andlogos.

Es interesante comparar estos resultados con los
. 16) . .o S s
presentados por Morita para la misma condicién inicial.
En concreto, comparando con la figura 16-b se observa una
gran diferencia incluso cualitativa. Esto es debido, a que
como ya discutimos anteriormente los resultados de Morita no

son aplicables a una distribucién inicial que sea una delta

de Dirac.
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4,- CONCIUSIONES

l.- Se ha considerado un sistema ecoldgico de especies que in-=
teraccionan segiin el modelo de Lotka-Volterra. En el caso de
que todas las especies excepto una estén inicialmente prdxi-
mas a su estado estacionario, dicha especie obedece una ecua-
cién del tipo Verhulst con dos caracteristicas importantes: Es
no markoviana, y contiene un término de adidional de ruido

multiplicativo,

2.- Se ha analizado tebSricamente las condiciones necesarias
para que sea aplicable una aproximacidén markoviana. En parti-
cular, se ha estudiado la influencia del niimero de especies
asi como del tipo de interaccidn entre ellas. Estos resulta-

dos han sido contrastados con los obtenidos mediante resolu-
cién numérica del conjunto de ecuaciones de Lotka-Volterra

describiendo el sistema ecoldgico.

3.- Para cierta clase de interaccidn es posible calcular exac-

tamente el término no markoviano, en el limite de infinitas

especies. Ello nos ha permitido estudiar, tedrica y numérica-
mente, la influencia de los efectos de memoria sobre la evolu-

cién de la poblacién. Hemos encontrado que para ciertos valores

iniciales la relajacidén hacia el estado estacionario no es

-
monotona.

4.,- A continuacidn hemos considerado el modelo estocidstico de

Verhulst, que contiene un término multiplicativo de ruido,
gaussiano y blanco. Hemos construido la solucidn estacionaria

de la ecuacidn de Fokker-Planck asociada. También se han encon-



trado familias de soluciones particulares exactas dependientes
del tiempo, que vienen expresadas como productos de la funcidn
de distribucidn de equilibrio por polindémios en el inverso de
la variable poblacidn. El grado mdximo del polindmio auxiliar
que define una familia de soluciones viene determinado por los

parametros que aparecen en el modelo.

5.- Las soluciones particulares dan lugar a una gran variedad
de comportamientos cualitativamente distintos, cuando se va mis
alla del caso trivial de un polindmio de grado uno. Al analizar
¢ . . . ..

la evolucidn de los dos primeros momentos para soliciones que
correspondan a un polindémio de grado dos, se obtienen, en prin-
cipio, seis clases de comportamientos cualitativamente distin-
tos. Algunos de ellos presentan interesantes fendmenos no mond-

tonos de sobrepoblacién y despoblacidn.

6.- Sin embargo, cuando en el andlisis se considera también la
funcidn de distribucidn completa, resulta que algunos de los
casos anteriores corresponden a situaciones fisica y matemdti-
camente inaceptables. En este sentido, creemos que es impor-
tante insistir en la necesidad de considerar también la fun-
cién de distribucién del sistema, cuando se efectuan aproxima-
ciones sobre la evolucidn de los valores medios. En nuestro
caso, hHemos sido capaces de delimitar en el espacio de condi-
ciones iniciales aquella regidn para la cual la funcidn de

distribucidn estid bien definida en todo instante.

7.- E1l método desarrollado puede extenderse, generalizandolo
para una clese de ecuaciones de Fokker-Planck con ruido multi-

plicativo.



8.- Elvconjunto de soluciones particulares que hemos encontrado
no es completo, no permitiendo por tanto estudiar la evolucidn
del sistema a partir de una funcidn de distribucidn inicial
arbitraria. Se ha desarrollado, entonces, un método numérico

y se ha aplicado al caso de una condicidn inicial delta de
Dirac. Los resultados obtenidos muestran que ciertas caracte-
risticas esenciales, como por ejemplo, el orden de los tiempos
de relajacidn, son las mismas que en las soluciones particu-
lares. Al mismo tiempo, nos han permitido comprobar que algunos

resultados presentados por otros autores eran esencialmente

errdneos.



5.- APENDICES



APENDICE 1

En primer lugar, veamos un estudio somexo del progra-
ma FORTRAN utilizado para resolver numéricamente el sistema
de ecuaciones no lineales acopladas que satisfacen el modelo
de Lotka-Volterra. El programa consta de un programa princi-
pal y un gubprograma o FUNCTION, donde se encuentran las ecua-
ciones diferenciales que se quieren resolver. En el programa
principal se introducen las condiciones iniciales y la matriz
gque constituyen los coeficientes de interaccidén que interesan
en cada caso. Posteriormente se utiliza el método de Runge-
Kutta para calcular el siguiente punto en la evolucidén de
las especies y asf poder utilizar un método Predictor-Corrector

Es decir, presentando un sencillo diagrama de flujo

Datos Iniciales

Definicién de Coeficientes de

Interaccidén y Parémetros

< Método de Runge—Kutta>

-

<:Método Predictor~Corrector ;>

STOP
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Los métodos utilizados son conocidas formas de
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,

con una condicidén inicial

U

3‘(x)

3= 1.,

14
Se presenta ) ahora una idea concisa de ellos.

j(xlé) (a1-1)

(a1-2)

Los métodos de Runge-Kutta tienen las siguientes

propiedades

a)Son métodos de un paso: para encontrar J necesita-

nt+d

mos solamente la informacidn disponible en el punto prece-
derte ( Xm, 3mj.

b)Coinciden con el desarrollo en serie de Taylor hasta
los términos del orden de hp ( h es el salto de tiempo),
donde p( orden del método) es distinto para los diferente
métodos.

c)No requiere la evaluacié&n de ninguna derivada de la

funcidén, sino Gnicamente de la funcidén en si.

El método de Runge-Kutta utilizado en el programa
es el Runge-Kutta de cuarto orden, que es el de uso méds
frecuente. No hacemos su obtencién, Unicamente presentamos
la férmula de cuarto orden, Este método se puede definir

mediante las cinco ecuaciones siguientes:

mei: j’m*' %(’& + 2K + 1Ks +l€,) (A1-3)

donde



K = j()(m,gm) (Al-4)
Kz:—j(x'n‘*%-/;f + /izﬁ) (A1-5)

m .
K;:j (XmJ,éLIZm'f‘ /.l_é_(-z— (A1-6)

X =j m + h v hig (A1-7)
Y ( thy . )
Y h representa el tamafio del intervalo.

El errorls) por truncamiento en este caso es
5
e.,.:KA (A1-8)

asi que tenemos un método de cuarto orden

Una caracteristica peculiar de los métodos de
Runge-Kutta es gque para obtener el punto (n”bgnd) se usa
la informacidén suministrada por ( Xn , 3n1) pero no por pun-
tos precedentes. El hecho de que no se use la informacidn
previa de que se dispone, mds la falta de un formalismo
conveniente para estimar el error nos hace buscar un proce-
dimiento mejor. Sin embargo estos m&todos de segundo orden
no pueden *arrancar" por sf solos, ya que exigen puntos
bprevios. Se puede usar el mé&todo de Runge-Kutta para que
el proceso empiece a funcionar y luego introducir el nuevo
método. Estos métodos, de los gue existen muchas variantes,
se denominan métodos de Predictor-Corrector. Como sSu nom-
bre indica, primero "se predice" un valor de j . Despues

m+i
se usa una férmula diferente para "corregir" este valor. Se
puede entonces, si parece conveniente, usar nuevamente la
férmula correctora para recorregir el valor de %H . Este

proceso puede iterarse tantas vecesg como se desee, aungue



existen consideraciones de eficiencia que sugieren seleccionar
un valor de diferencia relativa que evita tener que hacer

muchas iteraciones, as{i como la eleccién del tamafio del

intervalo.

Veamos ahora el método Predictor-Corrector utili-

.

zado en nuestro programa: Para el Predictor usaremos un

método de seqgundo orden

(o)
Jms.: j { +2h J(X'”’J'") (A1-9)

»ne

el superindice cero indica que es la primera suposicién

para J (valor predicho). Geométricamente esto equivale a
mti

determinar la pendiente

en ( Xwm, j”t) y dibujar

una linea L1 con dicha

pendiente y que pase por:

dicho punto. Posterior-

mente dibujar una linea L
paralela a L1 que pase

b . Donde esta
po (Xm-l' zﬂl'()
linea corta la recta x:x;fi

)

Xrm—
m—1 Xm X o1 se encuentra J .
my+ L

El método corrector utilizado es el siguiente. Cal-
» 5 1} : 1] (0) 3
culamos una pendiente "aproximada" en (X%d,j ), (linea L_).
net <
Promediamos las pendientes de las lineas L1 Yy L2 y se obtiene
la linea L3. Finalmente se dibuja una linea L4 paralela a L3

por el punto ( Xm,j"‘). Su interseccién con la linea X=Xmr/(
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Llamamos a este valor

produce una nueva aproximacién a .
Jmfi
corregido J(L) .
mt4
() ()
dnes” dm [{('“" Ioo ) * !(x'"”/j ") (A1-10)
. L, ‘4ﬁ:////7;::i;;::
<(xm+l.)’f,:)+|)
Ly
L
/
h L h
Xm—1 Xm Xm+)
Tomando J“) como valor aproximado se puede hacer una nueva
med

correccién, de forma que en la i-esima aproximacién j {
"t
estd dado por
(c -1)
¢ 4+ A rd
Jmﬂ. S [j(x"’j'") oy i) (A1-11)

las iteraciones se detienen cuando

ljmi) (7) ¢ & (A1-12)
"“'i MH.

para un valor positivo expecificado de £ .

Este método converge a algin valor definido, pero
no necesariamente a la solucidn verdadera, La diferencia

entre ambos valores es el error pcr truncamiemto gue es



(c)- 3 o (2) )
ET‘-TZJ(?):_;-‘[:L! 'jmz Xn

"‘s? '{XMfi

(A1-13)

el cual puede estimarse facilmente y que nos permite

tambien buscar un intervalo h adecuado.
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APENDICE 2

Diagrama de flujo del método numérico utilizado
en la resolucidn de la ecuacién integro-diferencial, para
la evolucidén de la poblacién problema, en el caso de un

nicleo no markoviano y con ruido multiplicativo.

Coeficientes de interaccidén

aleatorios

"

Cédlculo del ntcleo K(t) y del

ruido F(t) para n=100,200,300

L

C&lculo del ntcleo exponencial

L

Resolucién de la ecuacidn

Integro-diferencial

Veamos ahora cual es el método utilizado para

resolver la ecuacién integro-~diferencial.

t-
dy . - K0 (49 4] + 4 (0) Ft
F:J(é)- Jlé)o it )[;{({)—4] J(*) (t) (A2-1)

denotamos r = 13 :‘-J‘-}L (A2-2)

donde h es el incremento temporal.



Loei
Ao Klg=alyo At g,

¢

~,

4_

’ ) = / = =
0= )=

(a2-3)

Si h es suficientemente pequeiio, puede considerarse que
dentro de la integral 5%?*; de forma que K{g‘s)zcte e

glho = cte.

-4
jé.z’g,fﬁ_ K ; (J-'i)l” 51; + 9‘(112) (a2-4)

y =4 & de
En general
. A
= +
Jj 33-4 JJ' (A2-5)
para h suficientemente pequefio.
-1
2 d A 3 & 3
= - h = K. g -4) ¢+ Fy + (h.)
JJ Jj-l Jj £= J‘(jt ) J:’J (r2-6)
D jand
espejando g:
3i-4 (A2-7)

2 )

. 2

i 1-Fhe K26 (5-1)
J c=t d

Que es el resultado que se utiliza para calcular los dis-

tintos valores de la variable J({)en funcién del tiempo,

los cuales dependen directamente del valor J

138
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APENDICE 3

Conocida la forma funcional de la funcidén de distri-
bucién de probabilidad dada en la ec.(48), puede obtenerse

para el primer y segundo momentos las expresiones

<i .—_FN’ TPULE) = 3 M) Al AL aama)

(2]

<HE =]:(°)J' /*r??(/w)_—. HDy AlE) + <F2php(¢) + A (2) 23 (1-b)

y haciendo uso de la ec.:!(50) se obtiene

Yy =<hyte /4,(0)- ‘Md’l daf +e —3*/3) -e-ij\i-l (’Df)} A3 (2-a)
A- Az A Az

A3(2-Db)
<ﬁ?>[~ <)¥){+€ Az(o) ‘A%a-}€”> (N?%f %(O)f- 3 ((t[\ig[.)]
l 14 , I3 -

Recordando las relaciones

<> =@ <aD¢ = R(R+ v%3)
M=@- Y Ae= 3 (Q -2 72 ) A3(3)

Es facil ver gque podemos escribir

<”>‘= Q' Ae-'\'t _.B e—,\zt
A’z)évQ(i-l' ) -2QAe t_ 3@&—_4__36"\8i’
K A3 (4)
donde
) A Dy
Az [o) - --3—/-41—-— 4- (———t) 4 (A (o) - »’Az/O))
( A - /\L)( A a2 ¢ Ar-Jde
B = 41[0) 3»43/0)( - 4&)59 = -ZAg(O) 4
T A - A2 A2 A - dz (K-D(-2) A3 (5)

Las dos constantes que guedan por determinar,dA y B, se
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prueden expresar en funcidén del primer y segundo momento ini-
cial a partir de las ecuaciones - A3(4) haciendo t=0. Se obtiene,

despejando A y B, las siguientes relaciones

A= A_. [:969(;(-2)-3</J>0(n-i\ + <D, K]
K-3 QKR

[ea«» - ATy - R4 4)1 |
&(N -3 A3(6)

Podemos obtener la dependencia de las constantes
A2(O) vy AB(O) en funcidén de las condiciones iniciales y el

valor de K, a partir de las ecs. A3(5) y A3(6)

As (o) - i(x-,)(x-z)(,u de) B =- Qi—’l‘—'@i[mw A, - Q(i——-)]

ha (0)= (-)A+ 2A3L0d - (e fafi- )y -x w0 -~ @re-2) |
A )2 Q

A3(7)

Sustituyendo en la ecuacién de la funcién de distribucidén de

probabilidad

PO =Tk j+(i J)(A(o) -2Az/o}) -A"L(m;/o)(i > A;(o))

Ar-Ae A=z \ A A At a3 (8)

se obtiene

A)‘t):@(lf)[lfA(r-i)(%-z—')e +B(’”} K—Z)( _‘?_;_;'_Q)é'\ A3(9)
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" APENDICE 4

Diagrama de flujo del programa utilizado para

resolver numéricamente la ecuacién estocdstica de Verhulst.

START

Funcién de distribucién y estacionaria

normalizadas a la unidad.

Probabilidad Acumulada

h s

Distribucién de los puntos iniciales de

las trayectorias.

X
Tiempo Inicial

WV
Calculo de las trayectorias por Montecarlo

¢se calcula la funci

NO

AN

e distribucidn?

Calculo de la funcidn de distribucidn

)

Calculo de los primeros momentos]

ces el tiempo 1igua

al tiempo mdximg

A

Siguiente paso de tiempo]
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Es interesante detallar el procedimiento utiliza-
do para distribuir los puntos iniciales de las trayectorias

sobre los intervalos del eje X.

Generacidn vector de ndmeros aleatoriosJ

AL (I)- PAC(I) —-J =0

L= NO*AL(I)+ 1

V=D

X

AL(I) -
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donde :

NT= ndmerc de trayectorias que se realizan

DX= Intervalo elegido en el eje de las X(poblaciones)

NO= La mitad del nfimero de partes en gue se ha dividido el eje X
PAC= Probabilidad acumulada

NX= Vector que indica el nuimero de puntos iniciales en cada

intervalo de X.
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