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Resumen

Hemos redizado un andiss de los problemas que pueden producirse d cdcular la
concentracion de una caracteristica cuantitativa cuando en lugar de trabgar con los datos
desagregados observados se redliza la agregacion de dichos datos.

Partiremos dd articulo de Gini, de 1914, en donde define su coeficiente de concentracion
como una media aitmética ponderada de las denominadas desigualdades relativas. La
formula que propone Gini la limita a datos desagregados y, posteriormente, la modifica tanto

para datos agregados en frecuencias como para datos agregados en interval os.
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1. Introduccion.

El clculo de la concentracion para vaores desagregados ha sido redizado aplicando
generdmente de forma correcta la formula origind de Gini; pero no ha ocurrido igua con €
cdculo de la concentracion para valores agregados, para los que, en agunas ocasiones, se han
golicado férmulas incorrectas. En d presente trabgo, hemos intentado esclarecer digtintas
expresones para € caculo de la concentracion y su gplicabilidad segin las circunstancias.
Previamente a este trabgo ha sdo redizado un andisis profundo dd articulo origind de Gini
“Sulla misura della concentrazione e ddla variabilita dei caractteri” (1914). Edte trabgo fue
consecuencias de los trabgjos. Indici di Concentrazione e di dipendenza de 1910 y Variabilita
e Mutabilita de 1912. A partir de agui, recogemos la férmula origind de Gini para datos
desagregados en frecuencias unitarias en la seccion 2; en la seccidon 3 recogemos la formula
de Gini para datos agregados en frecuencias, dando una nueva expresion de esta formula en la
seccion 4; en la seccidn 5 recogemos la formula de Gini para datos agregados en intervaos v,

por ultimo, findizamos con las principaes conclusiones.
2. Datos desagr egados.

Nos proponemos en esta seccion dar una justificacion, basada en un cuidadoso estudio del
aticulo higdrico de Gini de 1914, dd denominado habituamente indice de Gini para €

cdculo de la concentracion para valores desagregados, cuya expresion suele recogerse en los
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El objetivo perseguido por Gini en su trabgo de 1914 es, en sus propias palaoras. “proponer

una medida de concentracion que sea independiente de la curva de distribucion del

caracter”. En su articulo, Gini consdera que disponemos de n  vaores ordenados {a;,

i=1,...,n} de una vaiable edadigica cuantitativa no negativa, es decir, a;=.... = an. Ad, S

definimos las variables A :é a, , cantidad acumulada dd carécter hasta d lugar i-éSmo, las
k=1

i
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vaiadles Q :%: kj , Que condituyen la proporcion que representa la cantided
(¢}
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acumulada del carécter hasta € lugar i, A;, respecto a la cantidad total presente del carécter, y

las varigdles P, :iﬁ, que denotan la proporcion de observaciones hasta € lugar i respecto a

nimero de observaciones totaes, puede verificarse facilmente que

QEP.

Gini afirma:

“la concentracion del caracter serd tanto mas fuerte cuanto mas fuerte sean las n-1
desigualdades Q, <P, i=1,..,n-1". (4)

La desiguddad (4) es tanto més fuerte, en vaor absoluto, cuanto mayor sea la diferencia P; -
Q; Yy, dado que € vdor maximo de Q es Pj, tanto mas fuerte en vaor rdativo cuanto mas

dtaeslarazon

Andicemos seguidamente cud es € dgnificado de RP= P-Q..

Veamos que es la proporcion, respecto a la intensdad tota de todo @ colectivo, que ha de
trandferirse d colectivo de los P, casos con intensdad més bga, para diminar la desiguddad

presente en |os mismos respecto d conjunto del colectivo.

En efecto,

Qi*:A*:kzl R k=1 —
A aa
k=1
=Q+(R-Q)=Pr.

En € caso de equidigtribucion, la proporcién acumulada del carécter, Q , seria igud a la
proporcion acumulada de individuos, P;; luego € cociente R :Pil;—g tendria que ser cero.
Por @ contrario, en € caso de maxima desigualdad, la proporcion acumulada del caracter, Q,
seriaigua acero, luego P -Q =P Yy d cociente R :¥ tendria que ser uno. Asl pues, €



vaor de R varia entre 0, en caso de equidigtribucion, y uno, en caso de concentracion
perfecta; y, por elo, puede consderarse un indicador de la concentracion del carécter que se

presenta entre los P; casos que tienen intensidad mas bgjaen € caracter en estudio.

Dado que ese indicador de la concentracion del caracter afecta a la proporcién P; de casos, es
por lo que como medida de la concentracion global del carécter podremos asumir la media
ponderada de los n-1 valores de R, donde cada uno de los R entra con un peso proporciond
d vdor P;.

Td medidasera
n-1 n-1 n-1
arr &°-%r 4(-0)
R = i=1 - i=1 P' - i=
%1 rgl %l !
ahf ar ah
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esdecir:
rgl
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Esa medida, que en los libros de texto habituaes aparece como indice de Gini, es la que Gini
denomina Razdn de Concentracion.

n-1 n-1

Obsérvese, que para concentracion perfecta, Q=0, i=1,..n-1, conloque § (P-Q)=a P,

i=1 i=1

luego R=1. Para equidistribucidn, Pi=Q;, con lo que R=0.

Obsarvese también, que a medida que las desigualdades Q, <P son més fuertes, entonces R

aumenta

La razbn de concentracion es por lo tanto, un indicador de concentracion que verifica las
condiciones dguiertes. crece a crecer la concentracion, toma como valor mas ato uno en €
caso de méxima concentracion y toma su vaor més pequefio, 0, en d caso de minima

concentracion.

Teniendo presente que



251(i- 1)a b
R:W- 1 (12 his).

3. Agregacion en frecuencias.

S d cdculo de la concentracion para vaores desagregados ha sdo redlizado aplicando
generdmente de forma correcta la formula origind de Gini, no ha ocurrido igud, como
indicamos en la introduccion, con d cdculo de la concentracion para vaores agregados. En

muchos manuaes de esadistica, se utilizalaférmula

s-1

2 (R-Q)
R=di2 _ ()
ar

i=1
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a la que también s le asgna € nombre de indice de Gini para datos agregados en
frecuencias, y, como veremos, edta férmula nunca fue usada por Gini, y ademés puede

presentar serias deficiencias.

En lo que sgue, obtendremos la expresidn de la razon de concentracion, R, para € caso que
los n valores estén agrupados en frecuencias absolutas; es decir, que de los n datos solo haya s

vaores diferentes x, I=1,..,s, y cadavaor x| se repite n; veces ( Gini los llamaf ).

Para obtener la férmula, Gini define los vadores N;, como € nimero tota de individuos con
vaores menores o igudes a x;, y N.1, como & nimero de individuos con vaores menores axj,

es decir menores o igudesax.; (@ losllamai eij.1); y por tanto, esclaro que Ni.1= N - n.

Con lo cud, partiendo de (12 bis), se obtiene que

(N.s+ N-1)xn 13)
R=12 -1
(n-1)A

Qo,,




En muchos libros de texto, se utiliza la férmula (11) de Gini con datos agregados en
frecuencias, es decir, la formula (I); pero (1) no coincide con (13) en estos casos de datos

agregados en frecuencias.

En efecto, consderemos d dguiente gemplo numérico en & que se gorecia claramente los
diferentes resultados que gportan ambas expresones. Caculemos en primer lugar R mediante
(23):

Xi ni Ni Si=xini Ni-1+Ni -1 (Ni-1+Ni -1)xini
5 15 15 75 14 1050
80 920 105 7200 119 856800
105 7275 857850
R= 0.133822363

Se obtiene un vaor para R de 0.13, indicando que hay poca concentracion, cosa lGgica pues

hay pocos individuos con ingresos pequefios y muchos individuos con eevados ingresos.

S ahora cdculamos R usando laférmula (1), se obtiene:

xi  |ni NI |ti=xini Ai Pi | Qi
5[ 15 15 75 75| 0.142857143| 0.01030928
80| 90| 105 7200 7275 1 1
105 7275

R*=  0.927835052

Que indica concentracion muy elevada, cosa que sabemaos que no ocurre.
4. Otraformulacién del indice R para datos agregados en frecuencias absolutas

Nos hemos propuesto una expresion dternativa que sea més operativa a la dada por Gini en
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(13). Paradlo, patiremos de su formulaorigind, R=



Para cada uno de los s vaores diferentes presentes en los n datos, X, consderamos las

cantidades
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Puede comprobarse que
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n+1- 23 M,
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Iguamente, hemos obtenido que una expresién de R a partir, exclusivamente, de los P;, Q de

los s valores diferentes presentes en los n datos originales viene dada por:

é.ni(pi-Qi) 1¢ u
R=1% = éani(Pi'Qi)"'E@ni(qi' pi)g'

(N-% N- 187

donde,

S ahora caculamos larazon de concentracion mediante (11):

Xi ni Ni ti=xini Ai Qi Mi
5 15 15 75 75( 0.010309278| 0.08247423
80 90 105 7200 7275 1| 45.9587629
105 7275 46.0412371

R=  0.133822363

Es decir, hemos obtenido € mismo vaor que d caculado usando laférmula (13).

5. Agregacion en intervalos.

Ahora, extenderemos la formula (12 bis) a Stuaciones donde los datos han sido agregados en

r clases, con limites Ik =[lk-1, 1], k=1,..,r.



Para ver en que se traduce, en este caso, la formula (12 bis), se definen las frecuencias
acumuladas Nk y Ny.1, donde Nk es @ nimero totd de datos con vaores menores o iguaes que
Ik , ¥ N1 € nimero total de datos con vaores inferiores o igudes a ly.1. Igudmente define S¢

como la cantidad totd del caracter que esta presente en laclase k-é&ma

Laformula (12 bis) conduce, en esta ocasion, a esta otra formula aproximada:

ééSK(Nk-l"'Nk‘l)ﬂ éaSk(Nk-l""\lk)g' nA,
R¢= k=t - 1= Ek=1 u
(n- 1)A, (n-1) A

: (15)

verificandose que:
R<R. (16)

S condderamos que los ng vaores de la intensdad del cardcter en la clase Ik Sguen una
progreson aitmética, 1o cud es un caso paticular de que los vaores del caracter se
digribuyan, dentro de cada clase, de forma uniforme; se tiene que, en € caso de agrupacion
en intervalos, y bgo d supuesto edtablecido de progreson aitmeética, la expresion
gproximadade R, es:

és & 1 oW
R@:—éé- gS((Nk-l-’- Nk - 1)+E(nk2 B l)(lk - Ik-l)Eﬁ- 1, (17)
S congtruimos una curva de concentracion con datos agregados en intervalos de clase, vy a
continuacién se unen los puntos de cambio de la curva de concentracion por segmentos,
goroximando asl la curva de concentracion por una poligond y luego cdculamos la
goroximacion d é&ea de concentracion como € &ea exidente entre la recta de

equididribucion y lapoligonal, veamos seguidamente la formula que se obtiene.

Puede comprobarse fécilmente, que € area de concentracion aproximada, ACA, para € caso

gue la curva de concentracion se aproxime por una poligond, tiene la Sguiente expresion:

2 S (N o+ N na,
= Sk=1 u . (20)
2nA,

D
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2nA,

®
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Ahora, para cdcular una medida aproximada de la concentracion Gini dividié ese &ea entre €

aea dd triangulo inferior que determina la gréfica de la curva de concentracidn, que como



sabemos es ¥, luego la medida gproximada de la concentracion que obtiene Gini a partir de
este méodo gréfico, que Ilamaremos indice de Gini Geométrico y notaremos por |G , €s:

g &4 0
ACA a 6 (Ne+ N ad S(Newt N nA,
IG; ==5 = 2ACM = - 1=5e g :
}/ nA, nA,
2

Expreson que se relaciona con la formula de R hdlada en (15) (a R le llamaremos 1Gr,

indice de Gini Tedrico) que aproximaba alarazon de concentracion R, pues

G, =" LRe
n

S Gini hubiee dividido € &ea de concentracion aproximada, ACA, por d &ea

correspondiente a la dtuacion de maéxima concentracion (que estd determinada por €

triangulo de vértices (0,0), ((n-1)/n,0) y (1,1)), que es nz_nl , e hubiese obtenido, segiin (20):

ééd U o éd U
8A N ..+ - NA A N, *+N)g- A
ACA _ ACA: 2n ggglsk( k-1 I\L)H ngzemsk( k-1 k)H n’
ACM n-1 n-1é 2nA, v (n-1)A,
an g ;

expresion que coincide con d vaor de R dado en (15).

En consecuencia, la gproximacidon R de R procede de haber redlizado la aproximecion de la
verdadera curva de concentracion, que es la poligona dada para datos desagregados en
frecuencias unitarias (0 no unitarias, pues coinciden en ambos casos) por la poligond

obtenida a agregar los datos en intervalos.

El propio Gini, recoge un gemplo, redizado por Pietra, sobre la propiedad de la tierra en
manos privadas en @ estado de Victoria, sobre la influencia de nimero de clases en los

vaoresde R’ y R”. Exponemos seguidamente | os resultados obtenidos:

Numerodeclases | Vdor deR’ Vdor deR’
30 69.0% 69.1 %
25 68.9 % 69.2 %
20 68.8 % 69.2 %
15 68.4 % 69.1 %
10 67.8% 69.2 %
8 66.5 % 69.1 %

10



6 65.8 % 69.6 %
5 64.6 % 69.3 %
4 58.1 % 71.1%

Como se obsarva, la formula R” es una muy buena aproximacion d vaor verdadero de R, y

es laque permanece més estable, independientemente del niUmero de clases que se consideren.

Nosotros también hemos redizado  pruebas para veificar la edabilidad de R’. A
continuacion mostramaos agunos resultados.

datos [ni [Ni (Ni-1 +Ni -1)xi ni | datos | ni Ni (Ni-1 +Ni -1)xi ni

61 2 2 122 102 10 189 374340
68 3 5 1224 103 5 194 196730
69 2 7 1518 104 4 198 162656
70 2 9 2100 105 6 204 252630
71 2 11 2698 106 1 205 43248
72 4 15 7200 107 2 207 87954
73 4 19 9636 108 1 208 44712
74 2 21 5772 109 5 213 228900
75 1 22 3150 110 4 217 188760
76 3 25 10488 111 4 221 194028
77 3 28 12012 113 2 223 100118
78 5 33 23400 114 1 224 50844
79 3 36 16116 115 3 227 155250
80 3 39 17760 118 3 230 161424
81 6 45 40338 119 1 231 54740
82 6 51 46740 120 3 234 167040
83 3 54 25896 121 1 235 56628
84 8 62 77280 122 1 236 57340
85 6 68 65790 123 1 237 58056
86 4 72 47816 125 1 238 59250
87 6 78 77778 126 2 240 120204
88 5 83 70400 127 1 241 60960
89| 13 96 205946 128 1 242 61696
90 8 104 143280 129 2 244 125130
91 9 113 176904 130 1 245 63440
92 6 119 127512 132 3 248 194832
93 6 125 135594 136 600 848 89352000
94 7 132 168448 137 600| 1448 188649000
95 5 137 127300 140 600| 2048 293580000
96 6 143 160704 150 600| 2648 422550000
97 5 148 140650 551 600| 3248 1948887000
98 3 151 87612

99 7 158 213444 3248 2949301278

100 9 167 291600
101| 12 179 418140 691827
R= 0.31292326

Hemos obtenido que & verdadero vaor de Res R=0.31

1



S ahora agrupamos en 5 interva os, obtenemos:

Intervalos nk Sk Nk-1+Nk -1 | Sk (Nk-1+Nk -1) Pk Qk
X<=79 36| 2635 35 92225 0.01108374| 0.00380876
79<x<=97 112| 9955 183 1821765 0.0455665| 0.01819819
97<x<=115 79| 8222 374 3075028 0.06988916| 0.03008267
115<x<=133 21| 2615 474 1239510 0.07635468| 0.03386251
133<x<=551 3000| 668400 3495 2336058000 1 1
2342286528 0.20289409 0.08595212
R'= 0.042702043 R*=  0.5763695
Ik —Ik-1 Nk Ak | Sk(NK-1+NK-1)+(nk2-1)*(Ik-Ik-1)/6
18 36| 2635 96110
18| 148| 12590 1859394
18| 227| 20812 3093748
18| 248| 23427 1240830
418| 3248| 691827 2963057930
2969348012
R'= 0.32184735
Por 1o que hemos obtenido los siguientes resultados: R'=0.04, R”=0.32, R*=0.57.
S agrupamos en 10 interval os, obtenemos.
nk Sk NKk-1+Nk -1 | Sk (Nk-1+NKk -1) Pk Qk
I<=70 9 604 8 4832 0.00277094 | 0.00087305
70-79 27 2031 44 89364 0.01108374| 0.00380876
79-88 47 3955 118 466690 0.02555419| 0.0095255
88-97 65 6000 230 1380000 0.0455665| 0.01819819
97-106 57 5786 352 2036672 0.06311576| 0.02656155
106-115 22 2436 431 1049916 0.06988916| 0.03008267
115-124 10 1199 463 555137 0.07296798| 0.03181576
124-133 11 1416 484 685344 0.07635468| 0.03386251
1800| 247800 2295 568701000 0.63054187| 0.39204454
1200| 420600 5295 2227077000 1 1
3248 2802045955 0.99784483 0.54677253




R'= 0.24737047

Sk(NKk-1+Nk-)+(nk2-
Ik-1k-1 Nk Ak 1)*(Ik-k-1)/6

9 9 604 4952

9 36 2635 90456

9 83 6590 470002

9 148 12590 1386336

9 205 18376 2041544

9 227 20812 1050640.5

9 237 22011 555285.5

9 248 23427 685524

9 2048 | 271227 573560999
409 3248 | 691827 2325236932
2905082670

R"= 0.29323872

R*= 0.45204653

Asi pues, hemos obtenidos, sendo R=0.31 & verdadero, |os siguientes resultados:

Que confirman la estabilided de R,
verdadero R d disminuir € nimero de clases que hemos establecido.

7. Conclusiones.

NO intervalos R R’ R*
5intervaos 0.042 0.32 0.57
10 intervalos 0.24 0.29 0.45

la fdta de preciséon de R* y € dgamiento de R de

En resumen, hemos obtenido las siguientes conclusiones sobre la aplicabilidad de las diversas

formulas

1. Paradatos desagregados con frecuencias unitarias.

=}
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-1
(R-Q)
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i=1

(11)



i )2 (12 bis)
R=—I2 -1
- 1A,

Tanto las férmulas (11) como la (12 bis) son férmulas exactas. La (12 bis) es més operativa.

2. Paradatos agregados en frecuencias absol utas:

a (N, +N-1xn

R=1% - 1(13)
(n-1)A,
n+1- 2;?51 M.
R-—— I
n_ 1 ( )1
donde,
- é . (nl } 1))(|L:J
N
So—l
a(R-Q)
R —_i=1 — (|)
ar

Tanto la férmula (13), como la (1) son formulas exactas. La formula (1) es una aproximacion

gque gparece en muchos libros de textos, pero que en ocasiones tiene un comportamiento
bastante deficiente.

3. Paradatos agregados en intervalos.

Aproximando la verdadera curva de concentracion, que es la poligond dada para datos
desagregados en frecuencias unitarias (0 no unitarias, pues coinciden en ambos casos) por la

poligona obtenida a agregar los datos en intervalos.

14



A g e dna)g, 1,0
(n 1)A18ka:.185k(Nk_1 N, l) 6(I’Ik 1)(|k |k_1)EH 1 (17)
a(R-Q)

R*: = r-1
anr

Igua que en @ caso de agrupacion de frecuencias, la agproximacion R* que gparece en agunos

libros de texto puede comportarse bastante mal.

La formula R’ es una muy buena goroximacion a vdor verdadero de R, y es la que
permanece mas edable independientemente dd nimero de clases que se consideren. La
goroximacion R de R sera peor a medida que la verdadera curva de concentracion poligonal
s dge de la nueva forma poligord que le hemos asgnado; y por consguiente, mientras mas
acentuados sean los cambios de pendiente de la curva de concentracion verdadera, mientras
menor sea € nimero de clases que hemos establecido y mientras mayor disperson haya en d

interior de cada clase.
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