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Resumen

El control predictivo basado en modelo (en inglés
Model Predictive Control, MPC) es una técnica de
control que permite considerar restricciones en en-
tradas y estados. La evolucion admisible y la con-
vergencia asintotica del sistema en bucle cerrado
estd garantizada por medio de una apropiada elec-
cion del coste terminal y de la restriccion termi-
nal. La mayoria de resultados sobre MPC' estdn
disenados para problemas de regulacion. En este
articulo se presenta la aplicacion de un controla-
dor MPC para el sequimiento de referencias, que
asegura la evolucion asintdtica del sistema a un
punto de equilibrio admisible. Por lo tanto este
controlador asegura un sequimiento sin offset de
cualquier referencia constante a trozos admisible.
Ademds este controlador necesita sélo la solucion
de un problema de programacion cuadrdtica en ca-
da periodo de muestreo.
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de referencias, conjuntos invariantes, sistemas
lineales sujetos a restricciones.

1. INTRODUCCION

El control predictivo basado en modelo (en inglés
Model Predictive Control, MPC) es una técnica de
control que permite considerar restricciones, en es-
tados y entradas del sistema, en el diseno del con-
trolador. Eso se consigue prediciendo la evolucién
del sistema y calculando la secuencia admisible de
senales de control que minimice un funcional de
coste, tal que la evolucidén del sistema satisfaga
las restricciones. El problema se puede plantear
como un problema de optimizacién; la secuencia
de control obtenida se aplica con una técnica de
horizonte deslizante, resolviendo el problema de
optimizacién en cada periodo de muestreo.

La base tedrica del MPC hoy en dia es bien conoci-
da y la estabilidad asintética esta garantizada por
medio de una apropiada penalizaciéon del estado
final y anadiendo una restriccién final [10].

La mayoria de los resultados sobre MPC, conside-
ran el problema de regulacién, es decir el problema

de llevar el sistema al punto de equilibrio deseado,
en general el origen. En [9] se propone un disefio de
MPC para el seguimiento sin offset de una secuen-
cia admisible de referencias. Esta claro que para
una referencia distinta de cero, se puede hacer un
cambio de coordinadas de forma que el inico pun-
to de equilibrio sea el origen [11]. Sin embargo,
la eleccién de un coste terminal y de restricciones
depende del estado de equilibrio deseado; asi un
cambio de referencia necesita un nuevo diseno del
controlador. Este enfoque no es factible por la ele-
vada cantidad de cdlculo que se necesita.

Existen algunos resultados para resolver el pro-
blema de tracking de sistemas lineales. Un primer
enfoque notable es el control de referencia [8], don-
de se anade un filtro no lineal de la referencia para
garantizar la evolucion admisible del sistema. Esto
es como aniadir una referencia artificial (la salida
del filtro). En [1] se disefia un control de referen-
cia para minimizar un indice de prestaciones de la
evolucién predicha del sistema. En [3] se prueba
que cualquier conjunto invariante para el sistema
sujeto a restricciones es un dominio de atraccién
para el seguimiento y se propone una ley de con-
trol basada en interpolaciones.

En [12] y [1] se muestra como existen semejanzas
entre controladores predictivos y gobernadores de
mando: los dos calculan una accién de control pa-
ra que las restricciones sean satisfechas y se ga-
rantice convergencia a la referencia. La principal
diferencia es la manera de considerar esta accién
de control. En [4] se presenta una estrategia de
controldor dual basada en MPC: si el MPC no es
factible, el controlador cambia a una modo de re-
cuperacién de factibilidad, que conduce el sistema
a la regién de factibilidad del MPC.

En este articulo se presenta la aplicacién de una
nueva estrategia presentada en [9], al seguimiento
del angulo de cabeceo de un helicéptero. Como en
el caso del control de referencia, se utiliza una refe-
rencia artificial como variable de decisién del con-
trolador. La factibilidad se garantiza consideran-
do un conjunto invariante para seguimiento como
restriccién terminal y el seguimiento sin offset se
garantiza penalizando el error entre la referencia
artificial y la referencia deseada. El problema de



optimizacién es un problema QP y la ley de con-
trol permite el seguimiento de cualquier referencia
admisible y, por lo tanto, de cualquier secuencia de
referencias constantes a trozos. Ademas, el contro-
lador propuesto es interesante también en caso de
problemas de regulacién porque permite obtener
un mayor dominio de atraccién con un funciona-
miento local casi éptimo.

Notacién: el vector (z,t¢,7) indica el vector
[T T, rT)T; dado A\, AX = {\z : x € X}; int(X)
indica el interior del conjunto X; una matriz T' de-
finida positiva se indica con T'>0y T > P equivale
a T—P>0; ||z||p indica la norma euclidea pesada
de z, es decir, dada P > 0, ||z||p = V2T Pz; da-
dos, a € R™, b € R™ y el conjunto I' C R™a+7e,
Proj,(T') define la operacién de proyeccion, es de-
cir Proj,(T') = {a € R™ : 3b € R™, (a,b) € T'}; el
superindice w indica que el conjunto Q% esta de-
finido en el estado extendido w = [zT T, +T]T,
mientras = Proj, (") estd definido en el vec-
tor de estados x.

2. DESCRIPCION DEL
PROBLEMA

Sea el sistema lineal discreto descrito por:

xzt = Az + Bu (1)
y=Cz+ Du

donde z € R" es el estado actual del sistema, u €
R™ es la entrada actual, y € RP es la salida actual
y 1 es el estado siguiente. El estado del sistema
y la senal de control aplicada en el instante k se
denotan como z(k) y u(k). El sistema estd sujeto
a restricciones en el estado y en la entrada:

para k > 0. X y U son poliedros compactos y
convexos que contienen el origen:

X={zeR": A, x<b,} (2)
U={ueR™: A, -u<b,} (3)

El problema que se considera es el diseno de un
controlador MPC para el seguimiento de una refe-
rencia constante a trozos s(k) de manera que las
restricciones sean siempre respetadas.

3. CALCULO DE LOS PUNTOS
DE EQUILIBRIO
ADMISIBLES

Sea t un set-point para el sistema y (zs,us) el
punto de equilibrio asociado a este set-point, tal
que:

Sea,

A-1 B A-I B 0
I N

con I, matriz identidad de orden p. Suponiendo
que el rango de E sea igual al rango de F, la ecua-
cion 4 tiene una solucién para cada set-point ¢. La
solucién se puede escribir como:

25 = {xj =Mt+N-r= {%Z} t+[%ﬁ} - (5)
donde r es una variable auxiliar que depende del
rango de E. Si el rango de F es maximo, la solu-
cién es dada por zg = M - t. Si el rango de E es
menor que n + m, la ecuacién tiene infinitas solu-
ciones. Entonces el vector r puede ser considerado
como una variable libre en la selecciéon del pun-
to de equilibrio y de la entrada para un set-point
deseado t.

Estando el sistema sujeto a restricciones, las refe-
rencias posibles serfan aquellos estados de equili-
brio que satisfagan las restricciones. El conjunto
de estos estados se define como X; = {z, € X :
Jus €U t.q. (A—I,)xs+Bus = 0}. El conjunto
de las entradas de equilibrio admisibles se define
comoUs ={us €U : Jaxs € X tq. (A—IL,)zs+
Bug = 0}. El conjunto de todos los set-point admi-
sibles se define como S = {s € RP : x5 € X, us €
Us, (A-I,)zs+Bus=0 y s=Czxs+ Dus}.

Entonces, dado un set-point s, el estado y la en-
trada de equilibrio z4 = (zs, us), se puede calcular
resolviendo el siguiente problema QP:

min [y

sit. FEzs=Fs
Apzs < by
Ayus < by,

Si el rango de E es menos que n + m, la ecua-
cion 4 admite soluciones solo para un subconjunto



de set point. Sin embargo en la practica se quiere
seguir cualquier set-point, de forma que si el set-
point pertenece al subconjunto, pues se selecciona
la solucién éptima; si el set-point deseado no per-
tenece al subconjunto, pues se calcula un estado
de equilibrio de manera que sea minima la desvia-
cioén entre la salida relativa a este estado y el set
point deseado. Entonces, el problema QP se puede
escribir de la forma:

min 3+ s~ (€ Dl

s.t. [A—1I, Blzs=0
Al’ms g bl‘
Ayug < by,

4. CALCULO DEL CONJUNTO
INVARIANTE PARA
SEGUIMIENTO DE
REFERENCIA

Sea el controlador:

u=K-(v—x5)+ us (6)

tal que estabiliza asintoticamente el sistema en bu-
cle cerrado, donde x5 y us son el estado y la en-
trada de equilibrio que queremos alcanzar. Si la
ganancia del controlador K es tal que todos los
autovalores del sistema A + BK estén en el circu-
lo unitario, entonces el sistema alcanza el punto de
equilibrio. Estando el sistema sujeto a restriccio-
nes, el controlador es factible sélo en un entorno
del origen.

Substituyendo (5) in (6), se encuentran las matri-
ces L; y L, tal que:

u=K-o+L-t+ L, -7 (7)

Sea w = (x,t,r) un estado extendido. Entonces, el
sistema en bucle cerrado se puede escribir como:

1" [A+BK BL, BL, T
t| = 0 I o |-|t] ©®
r 0 0 I r

es decir, wT = A, - w. Este sistema estd sujeto a
las restricciones W, donde W es un poliedro dado
por:

A, 0 0 N b,
Au AuLt Aqu bu
0o A, AN | =l @
0  A,M, A,N, " b,

Un conjunto Q% es un conjunto invariante para
tracking admisible para el sistema (8) sujeto a res-
tricciones W, si para cada w € Q%, A, -w € Q¥
y Q¥ C W. El maximo conjunto invariante para
tracking admisible viene dado por [7]:

oY ={w: Al w e W,Vi>0}

Este conjunto puede no estar finitamente determi-
nable, debido a que A, tiene autovalores iguales
a 1. Por ello, segun [8] se escoge la siguiente varia-
cion que si es determinada en un numero finito de
pasos.

Sea el conjunto Wy = {w = (z,t,r) :u=K -z +
Li-t+ L, -reUzxzeXxs=M, - t+ N, -r €
Xy us= M, -t+ N, r e \U}; este conjunto
es un poliedro dado por:

A, 0 0 . b,
AK AL, AL, bu
0 A, AN, | |E] S e, | A0
0 A,M, A,N, " Aby,

Esta claro que Wy = W.
El méximo conjunto invariante para tracking ad-
misible, para el conjunto de restricciones W), es:

v ={w: Al w e Wy, Vi > 0}

0o\ T

Para cualquier A € (0,1), O% , estd finitamente
determinado y AO%, C OF y C OF. Dado que
A se puede escoger arbitrariamente cerca de 1, el
conjunto invariate que se obtiene es arbitrariamen-
te cerca del maximo conjunto invariante O%.

5. MPC PARA SEGUIMIENTO
DE REFERENCIA

Supédngase calculado un controlador estabilizante
K para el sistema (1) y supdéngase obtenido un
conjunto invariante admisible para tracking X}“.
Basandose en eso, en [9] se propone un controlador
MPC que garantiza seguimiento de referencias sin
offset para cualquier estado de equilibrio admisible
Zs contenido en Xy = Proj,(X}).

El MPC propuesto considera una referencia arti-
ficial (zs,us) como variable de decisién del fun-
cional de coste. Ademads se penaliza la diferencia
entre el estado de equilibrio artificial x4 y el es-
tado de equilibrio deseado Zs. Si Zs es un punto
de equilibrio admisible, esa penalizaciéon garantiza
tracking sin offset; sin embargo, si Z, no es ad-
misible, esa penalizacion permite que el sistema
evolucione a un punto de equilibrio admisible, tal



que la diferencia con el estado deseado sea mini-
ma.

El funcional de coste utilizado es:

N—1
Vi (e, s,u,t, )= (i) = llg + @) — usl
=0

Hz(N) = @slp + llos = Tsl7

donde z es el estado actual, s es el set-point desea-
do en la salida, u es una secuencia de N senales de
control futuros, (i) es la prediccién del estado en
el instante ¢ dada por z(i+1) = A-z(i) + B - u(i),
con z(0) = z, x5 = My -t+ Ny -r y us =
M, -t+N,-r. T, es el punto de equilibrio asociado
al set-point s. Las matrices Q,R,P y T son matri-
ces definidas positivas. Por tanto, u, t y r son las
variables de decisién y x y s son pardmetros del
funcional de coste propuesto.

El problema Ppy(x,s) de optimizacién MPC
esta dado por:

Vi (z,8) = min Vy(z, s,u,t,7r)

st. z(0)==x
w(j+1) =A-z(j)+ B-uj),
u(j) €U,
z()eX, j=0,...,N—-1
(z(N),t,r) € Xy

con X conjunto invariante para tracking en el es-
tado extendido (x,t,r). Dado que esta regién es un
poliedro, el problema de optimizacién es un pro-
blema cuadratico estandar, que puede ser resuelto
de forma eficiente.

6. PROPIEDADES DEL
CONTROLADOR

Este controlador resulta interesante por las si-
guientes propiedades:

1. El controlador garantiza la factibilidad con-
siderando un conjunto invariante para segui-
miento como restriccién terminal.

2. El controlador garantiza también el segui-
miento sin offset penalizando el error entre la
referencia artificial y la referencia deseada. La
ley de control permite el seguimiento de cual-
quier referencia admisible y, por lo tanto, de
cualquier secuencia de referencias constantes
a trozos.

3. El problema de optimizacién es un tinico pro-
blema QP multiparamétrico.

4. La ley de control explicita se puede calcular
utilizando técnicas bien conocidas ([2]).

5. El controlador propuesto es interesante tam-
bién en caso de problemas de regulacion por-
que permite obtener un mayor dominio de
atracciéon con un funcionamiento local casi
optimo.

7. APLICACION DEL
CONTROLADOR

El sistema a controlar es un helicoptero de dos
rotores paralelos a escala de laboratorio disenado
por Quanser (figura 1), descrito en [5] y [6].

Figura 1: Helicéptero de laboratorio Quanser Con-
sulting

La maqueta tiene tres grados de libertad medi-
dos mediante tres encoders: el angulo de alabeo
o roll (giro en torno a un eje paralelo a la direc-
cién de avance), el dngulo de cabeceo o pitch (gi-
ro en torno a un eje perpendicular a la direccién
de avance, dngulo « en la figura 1), y el dngulo
de guinada o yaw (giro en torno a un eje per-
pendicular al suelo). Los actuadores son dos ro-
tores eléctricos de tensién continua, acoplados a
cada lado del eje longitudinal, y que accionan las
dos hélices del helicoptero, produciendo una fuer-
za, proporcional a la tension de entrada. El cuerpo
del sistema estd unido por medio de una barra a
un punto fijo alrededor del cual esta permitido su
giro. Ademas dispone de un contrapeso para ali-
viar el esfuerzo de los motores.

7.1. FUNCION DE TRANSFERENCIA

El modelo del helicéptero estd descrito en [5] y [6].
La variable a controlar es el angulo de cabeceo «.
La funcion de trasferencia del sistema es la funcién
entre el dngulo « y la suma de las fuerzas Fy y Fb
proporcionadas por los dos rotores, es decir:

1
Fouma(s) 32+S—53 I [mg(h+d)+ﬂ§9(h*ls sin 0)]

Siendo la suma de las fuerzas ejercidas por las héli-
ces proporcional a la tensién eléctrica aplicada a



los motores a través de la constante k,,, se deduce
la siguiente ecuacion:

a(s) _ kmll

mg(h + d)+
Mg(h —l3sinf)

v(s) Je52 4 bes +

que es la funciéon de transferencia que relaciona
el dngulo de cabeceo « con la tension eléctrica v.
Esta ecuacion se puede escribir de la forma:

L2
a(s): k- wp (13)
v(s)  242-&-wys+wy?

donde «a(s) se expresa en radiantes y v(s) en vol-
tios.

Como se explica en [6], la planta introduce un re-
traso, asi que la funcién de transferencia, que sus-
tituye a 13, es:

L2
04(8) — k Wn . e—sT (14)
v(s)  $242-&-wy-s+ w,?

Los valores de los pardmetros son k = 0,113, £ =
0,11, w, = 0,58 y T = 0,1.

7.2. SEGUIMIENTO DEL ANGULO DE
CABECEO

El sistema se ha considerado en espacio de estados.
Las matrices del sistema LTI en tiempo continuo
son:

0 1 0
A=1 03364 —0,1276}’ B‘[o,oz;so}’

C= [1 0] , D=0

Se ha discretizado el sistema con un tiempo de
muestreo T's = 0,01s, como se sugiere en [6]. Las
matrices del sistema LTI discretizado son:

[ 1,0000 0,0100 ~ [0,00197 . s
A=10,0034 0,9987}’ B_[o,:’)?gg}xm ’

C=[1 0], D=o.

La restricciones en el entrada son: u,,;, = —17,4
Y Umaz = 2,6. Se supone que el helicoptero pueda

bascular respecto al eje perpendicular a la direc-
cién, de un dngulo méximo de +90 grados. Asi que
se considera ||z||s < 7/2 [rad] como restriccién en
el estado.

El controlador local y la matriz de Lyapunov P se
han calculados utilizando un LQR. Las matrices
utilizada han sido @ =100-Is y R=10 R =0,1.
El sistema se ha controlado con el MPC propuesto,
considerando un horizonte de control N, = 3, un
horizonte de predicciéon N, = 3 y una matriz 7' =
10- P. La referencia a seguir ha sido una secuencia
de referencias constantes a trozos con valores de
set-point s; = —0,3491, so = —1,2, s3 = 0,25 y
sq4 = —0,3491.

-1.5

-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2

Figura 2: Invariante para tracking y region de
atraccion

i i i i i i i i
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Figura 3: Evolucién de los estados

En la figura 2 se muestran el invariante para
seguimiento de referencia (en linea de trazos) y
la regién de atraccién (en linea continua). En la
figura 3 se muestra la evolucién de los estados del
sistema (en linea de trazos). En las figuras 4(a)
y 5(a) se muestran las evoluciones del sistema
en los dos casos de R = 1y R = 0,1. En las
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(b) Evolucién de la referencia artificial

Figura 4: Seguimiento de una referencia constante
a trozos con Q =100- I, y R=1.

figuras 4(b) y 5(b) se muestran las evoluciones
de las referencias artificiales en los dos casos
de R =1y R = 0,1. En las figuras se dibujan
en linea continua las referencias, en linea de
trazos las evoluciones del sistema y en linea de
trazos y puntos las referencias artificiales z*(k).
Como se puede ver, las evoluciones del sistema
son admisibles en cada instante y por cada
variacion de la referencia. Ademds se puede ver
como, cuando hay un cambio de referencia no
factible, el controlador encuentra una referencia
artificiale factible y la sigue. En la figura 5 se ve
como escogiendo R = 0,1 se han eliminado las
oscilaciones debidas al los autovalores complejos
conjugados del sistema. Aunque, las oscilaciones
que ocurren en caso de R = 1 (fig. 4) no son
grandes y se rechazan rapidamente.
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Figura 5: Seguimiento de una referencia constante
a trozos con Q =100- I, y R=0,1.
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A. APENDICE

A.1 Analisis de estabilidad

En este apartado se dan las condiciones suficientes
para garantizar la estabilidad asintética del con-
trolador, de manera que el sistema en bucle ce-
rrado alcance asintoticamente cualquier punto de
equilibrio s € S.

Las demostraciones de los lemas y del teorema que
aquf se presentan, se pueden encontrar en [9].

Sea O (zs) €l méximo conjunto invariante de es-
tados que pueden llevarse a x5 de manera admisi-
ble por medio de la ley de control 6.

Lema 1. Sea T, un estado de equilibrio admisible y
sean x; y ug estado y entrada de equilibrio para el
sistema 1 tal que z, € int(X) y us € int(U). Sea
K un controlador lineal estabilizante con matriz
de Lyapunov P. Entonces, existe A € [0,1] y Ts =
Azs + (1 — \)Zs tal que:

(1) 75 € Oco(Ts)
(2) Para todos T > Py x, # Ts, pues:

|25 _ESH% + |75 — EESH% <|lws — 33\5”%

Lema 2. Sea el sistema (1) sujeto a las restricciones
(2). Sea u = Kx un controlador estabilizante con
matriz de Lyapunov P tal que:

(A+BK)'P(A+ BK) - P = —(Q + KT RK)

con Q € R"™™ y R € R™*™ matrices defini-
das positivas. Considérese cualquier x € Xy =
Proj,(X}'). Sea zs un estado de equilibrio admi-
sible tal que x € O (x5). Entonces:

Vi (z,s) < llo = alp + llos = Zl7

donde 7, es un estado de equilibrio asociado a s.

Lema 3. Sea dada una referencia s y el esta-
do de equilibrio asociado Z4; se asume que para
un estado x dado, la solucién 6ptima del proble-
ma Py(z,s) es tal que ||z — z%||go = 0; entonces
o~ g = o.

Teorema 1. Sea el sistema 1 sujeto a las restric-
ciones 2. Sean @ € R™"*"™ y R € R™*™ matrices
definidas positivas. Sea v = Kz un controlador
estabilizante con matriz de Lyapunov P tal que:

(A+BK)'P(A+ BK) - P=—(Q + K"RK)

Sea dada una matriz T' > P. Se asume que Xy =
OY, », calculado para un dado A € (0,1) y por
el controlador K. Entonces, para cualquier estado
inicial factible 2y € X, y para cualquier set-point
admisible s € AS, el controlador MPC propuesto
([9]) lleva asintoticamente al sistema a s de una
manera admisible.

Factibilidad. Sea xj el estado en el instante ac-
tual k, tal que z € Xn. Sea (u*(k),t*(k),r*(k))
la solucién éptima del problema Py (z,s) en el
instante k, con un coste 6ptimo Vi (zk,Zs). Sea
Zp+1 el estado siguiente. Sea t(k + 1) = t*(k),
P+ 1) = (k) y
uk+1) = {u"(L;k),...,u" (N —1;k),

K (@ (N5k) — 23(8) + ui(k)}

Entonces, (u(k +1),t(k +1),7(k + 1)) es una so-
lucién factible, debido a que la solucién éptima en



el instante £k y a la invariancia de X". Entonces,
Tyl € Xn.

Convergencia. Considérese la soluccién factible en
el instante k+ 1 presentada anteriormente. Enton-
ces ([10]):

VN (Try1,7s) < VN(Thg1, Ts, Upg1, by, Tht1)
< Vii(aw, @) — llaw — 25 (R)15
Siendo el coste éptimo definido positivo y no cre-
ciente, entonces:

Jim [l — 23 (K) g =0
y en virtud del Lema 3:
Jim fla ~ 2, (F)lg =0

Por lo tanto, el sistema alcanza Z,.

Corolario 1. El conjunto de estados de equilibrio
admisibles que pueden ser seguidos sin offset es
AX;. Dado que AXs C O vy dado que la evolu-
cion del sistema se queda en X, el sistema puede
seguir cualquier referencia admisible. Una secuen-
cia de referencias constantes a trozos puede ser
seguida sin offset.

Si la referencia deseada s no es admisible, el con-
trolador lleva al sistema a un estado de equilibrio
admisible 24 de manera que la distancia ||xs—Zs||r
sea minima.

Corolario 2. El teorema de estabilidad puede ex-
tenderse considerando X3’ como cualquier conjun-
to invariante admisible para seguimiento de refe-
rencias. En este caso, el conjunto de referencias
que pueden seguirse sin offset es S = {s € R? :
Iz, s,7) € XF o =M, - s+ Ny -r}.

Corolario 3. Este controlador usado para regula-
cién, tiene una regién de atraccién potencialmente
mayor que un MPC convencional para regulacion,
debido a que la restriccion terminal es mayor.



