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Resumen

Este articulo presenta un procedimiento hibrido
para resolver el Control Predictivo (MPC) de
sistemas (lineales) afines a tramos (PWA). El
procedimiento utiliza los conceptos de conjun-
tos alcanzables, conjuntos controlables y grdficos
de transicion de estados (STG) para reducir el
numero de problemas de programacion cuadrdtica
(QP) necesarios para obtener un dptimo global.
FEl algoritmo propuesto reduce considerablemente
el numero de exploraciones que se necesitan du-
rante la biusqueda de un minimo global y de esta
forma el tiempo requerido por el MPC se reduce
a una pequena fraccion del tiempo que se requiere
para el problema original.

Palabras clave: Control Predictivo, sistemas
hibridos, sistemas (lineales) afines a tramos.

1 INTRODUCCION

En los ultimos anos se han reportado diferentes
métodos de andlisis y diseno de controladores para
sistemas hibridos (HS) [10], [2]. Entre estos, la
clase de controladores éptimos es una de las maés
estudiadas. La mayor cantidad de los trabajos
que se han publicado tratan sobre el control de
sistemas hibridos (HS) continuos y el célculo de
soluciones éptimas o sub6ptimas [5], [8]. Aunque
algunas técnicas para determinar leyes de control
por realimentacién parecen ser muy promisorias,
muchas de ellas sufren problemas de dimenciona-
lidad. El control predictivo (MPC) ha sido acep-
tado como estandar para resolver problemas de
control complejos con restricciones para la indus-
tria de procesos. Pero por otra parte, aun hoy
existen algunas limitaciones para que los procesos
controlados por MPC puedan ser utilizados. Esto
se debe a que la optimizacién en linea requiere una
gran cantidad de calculo. Por esta razén se han
deducido varias soluciones explfcitas para el prob-
lema de control MPC de sistemas lineales con re-
stricciones, las cuales pudieran incrementar el drea
de uso para este tipo de controlador ([3], [6] y [9]).
Desafortunadamente, estas aproximaciones tam-
bién son complejas para los HS. La aplicacién del
MPC a HS requiere resolver un problema de opti-

mizacion con variables de decisién reales y enteras
mezcladas. Para resolver este problema se pueden
utilizar algoritmo llamados MIQP [2]. Varios algo-
ritmos han sido propuestos y aplicados con éxito
para los problemas MIQP de aplicacién de me-
diana y gran escala [4]. Sin embargo los MIQPs
son grandes consumidores de tiempo y por tan-
to prohibitivos en tiempo real para la mayorfa de
los casos. Con el objeto de reducir el tiempo de
célculo [1] presenta una estrategia basada en la po-
da de las ramas de un arbol que resuelve el MIQP
involucrando evoluciones de tiempo de un modelo
lineal con dindmicas mezcladas (MLD).

Este trabajo presenta un procedimiento hibrido
para reolver el MPC de sistemas PWA y re-
ducir el tiempo de calculo necesario para reolver
el problema. La aproximacion presentada aquf
no pertenece a la clase de métodos de podas de
ramas de un arbol ampliamente conocido como
Branch and Baound (B&B), en su lugar se uti-
liza un método de enumeracién y un algoritmo
estdndar de programacién cuadrética (QP) para
resolver el problema de optimizacion con reales
y enteros mezclados. El procedimiento utiliza
los conceptos de conjunto alcanzable y conjun-
to controlable [7] combinado con el concepto de
grafico de transicién de estado (STG), para re-
ducir el nimero de problemas QPs que se necesi-
tan para resolver el algoritmo de optimizacién. El
algoritmo propuesto reduce considerablemente el
numero de exploraciones que se necesitan durante
la busqueda de un minimo global y asi el tiempo
de célculo requerido por el MPC puede reducirse a
una pequena fraccion del tiempo requerido si el al-
goritmo de optimizacién se aplicase directamente
sobre el problema original.

El trabajo estd organizado como sigue: en la Sec-
cién 2 se describe el sistema PWA y se desarrolla
la estrategia de MPC utilizada. Un ejemplo de
simulacién es mostrado en la Seccién 3 y posteri-
ormente en la Seccién 4 se dan las conclusiones.



2 FORMULACION DEL
PROBLEMA

Varias formas de modelado de HS en tiempo dis-
creto estdn ya estandarizadas, entre ellas se en-
cuentra el PWA. Un sistema PWA se define como
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donde {X;}]_, es una particién poliédrica del es-
pacio de estado y las entradas. Cada X; esta dada

por
A € i € i

donde g, ug, yr denotan los vectores de esta-
dos, de las entradas y de la salida, respectiva-
mente. Cada subsistema S* definido por la 7-upla
(AL B, C* f1 g8, QY q'), i € {1,2,...,5} es deno-
mainado componente del sistema PWA. En (1),
At € R Bt ¢ Ry (A%, B') es un par con-
trolable. C7 € R™", Q' € Rp*(ntm) fi gi g
¢" son vectores constantes adecuados. Note que n
es el nimero de estados, m es el nimero de en-
tradas, r es el namero de salidas y p; es el ntimero
de hiperplanos que define el poliedro i. En este
trabajo se supone que en el instante de tiempo k
se dispone de todas las mediciones de los estados.

La mayorfa de las formulaciones del MPC requiren
que el problema

Uu = arg(m{}nJ) (2)

N N—1
to : J= ZQz’i(yk+z’|k —wy,)? + Z riiufd)
=1 i=1

St t Umin S Ukt < Umax k=1,...,M (4)
se resuelva en cada tiempo k, donde y;, ;) denota
el vector de salidas predicho en el tiempo k + 4,
obtenido luego de aplicar la secuencia de entrada
U = {ug,...,;u, .} al modelo (1) comenzando
desde el estado zj sujeto a restricciones. Notese
que wy, es la salida de referencia. Entonces, se le
aplica al proceso la primera entrada de control. En
la proxima muestra, las mediciones son utilizadas
para actualizar el problema de optimizacién y la
optimizacién se repite. De esta forma se obtiene
una aproximacién a lazo cerrado.

Consideremos el problema de prediccion asociado
al MPC en el caso de un sistema PWA. El subsis-
tema que describe el proceso es conocido si xj es
conocido, pero los siguientes subsistemas depen-
den de la secuencia de control aplicada. Puede
considerarse que entre un instante de muestreo
y el préximo se produce un cambio (transicién)
del modelo. En general se activa una secuencia
de subsistemas I = {Iy, Iyt1, ..., Ikon}. Sélo

se conoce el valor inicial de esta secuencia [, =
I (x). Sino existen restricciones, el nimero de
secuencias posibles para un horizonte de predic-
cién N es sV ~1. Para resolver el problema MPC
(3) se afiade la secuencia de optimizacién como
variable de decisiéon. El problema de optimizacion
resultante puede expresarse entonces como

U = arg(min J) (5)

donde las restricciones relacionan la dependencia
de las posibles secuencias U e I deben ser anadidas
ie.

Qlv+izyy < gl j= {1,..,N} (6)
Debido a la naturaleza entera de la secuencia I, el
problema de encontrar el 6ptimo puede resolverse
encontrando el 6ptimo de las soluciones para toda
posible secuencia de I, i.e.

o om2,)

donde QY4 < ¢!V indica las restricciones debido
a la dependencia entre I y U.

2.1 Resolucién del Problem

Computacional

La ecuacién (3) puede escribirse como

J=(y-o)"Qy—w)+u" Ra (8)
donde R = diag[ry], (R = RT = 0), Q =
diag[gii], (Q = QT = 0). Note que Q (ma-

triz que pesa el error) es diferente a ° (matriz
que define el poliedro) , w = [wg_H wg_i_N]T

)

U = [u{ ‘e u£+N_1] T y el vector de salida predi-
cho 7 = [yl,1 -+ yiin] puede ser escrito como
7 = Fyop+ Hyu+ fo, (9)
Fy - CyFma Hy - CyHma foy - Cyfom
donde C, = diag(C™+',Clet> .. Olriw)
Hy = [hi hy - hy|]
_ Al
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Als+n—1 A1k+N-—2 wo Al BIv J
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Note que se cumplen las siguientes igualdades
7 o= Fyap+ Hyti + fo, (10)
- T T T T
T o= [ 2 e Tipn ]

Reemplazando (9) en (8) el indice es

J(I,U) =uHgpu+ fopti+gop (11

donde
Hop = [H)QH,+ Q]
fop = [2axF] QHy, +2f] QHy + 20" QH,|

gop = L FJQFxi+2fT QFxi + 27 Qu
+fIQf, — 20T QF,xy, + @ Q@
La restriccion sobre el control (4) puede escribirse
como QUi < ¢%, Q" = [~Inxn Inxn]" . ¢" =
— (umin)T (umax)T} y las restricciones debido
a la dependencia de I y U (6) pueden escribirse
como

QlEr < q" (12)
donde -
Tr = [#h1 o @lyn ] » QF = diaQ(QI’“J;,
@), 3= (@) s ()]
Z1 puede escribirse como
zr = C,T (13)

donde C, = [ Insnsnsny O ] Reemplazando
(13) y (10) en (12), las restricciones debido a
la dependencia entre U e I resultan en Q/Va <
qIUa QIU = QIowHma qIU = qlwf Qlemmek:*
Q=C,f,, . Si las restricciones en las acciones de
control se consideran también entonces

Qort = qopr (14)
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Figura 1: Gréafico de transiciones.

[(@)T @U)T]T v qgr =

T

Qor =
[(¢)" (¢")7]
Por tanto, una vez que se fija la secuencia I, el

problema puede resolverse minimizando (11) suje-
to a las restricciones (14).

2.2 Conjunto Alcanzable, Conjunto
Controlable y Algoritmo de
Transicién de Estados

La idea fundamental del algoritmo propuesto es
determinar el conjunto de posibles regiones que
pueden alcanzarse desde la regién actual en unos
pocos tiempos de muestreo siguientes. Para este
propésito se utiliza el concepto de conjunto alcan-
zable [7]. El conjunto de regiones que pueden al-
canzarse desde una determinada regién puede pro-
gramarse como un Gréfico de Transicién de Esta-
dos (STG) tal y como puede verse en la figura 1.
Entonces puede organizarse una bisqueda dirigida
por este grafico. Es decir, toda secuencia que no
pueda obtenerse siguiendo el grafico de transicion,
no se considera.

Definicién 1: [7] Conjunto Alcanzable (RS)
R (). Dado un sistema dindmico discreto zx1 =
f(zg, up,wy,) donde wy, € W CR? es una pertur-
bacién desconocida (W son conjuntos cerrados en
R?) y u, € U C R™ (U es un conjunto compacto
en R™). El conjunto R,.(£2) es un conjunto de es-
tados en R™ en el cual el sistema se encontrara en
el préximo paso de tiempo, para algin z;, C £,
entrada de control y perturbacién admisibles, i.e.

wpi1 € R?Feg € Qup €T,
wy, € Wexgyy = f(og, uk, wg)

(1>

R (2)

(15)
El RS para un sistema lineal discreto xp41 =
Az + Buy, de un conjunto de politopo 2 del es-
pacio de estado, si se considera que la accién de
control u € U C R™ (U es un politopo (com-
pacto) en R™) puede calcularse como una suma
de Minkowski de la proyeccién ortogonal del con-
junto € sobre Ay el U sobre B. Vea [7] para més
detalles.

Basados en la idea de los conjuntos alcanzable
puede definirse el Vecino alcanzable a un paso

(1-SRN). El subsistema S/ es 1-SRN del sub-



sistema S?, denotado por SiTSj , si el conjun-
to X; puede ser alcanzado desde el conjunto A&;
en un paso. Es posible determinar si SiTSj de-
bido a 8" S <= R(A;) N A; # 0. De la mis-
ma manera este se puede determinar a dos pa-
sos (2-SRN) si se consideran los conjuntos alcan-
zables a dos pasos Ra (&X;) = R(R(X;)) como
SIS = Ro(X)NX; £0. Y asi sucesiva-
mente para el n-SRN.

Definicion 2: Conjunto Alcanzable a n-
pasos (n-SRN) S' S/,

Si:Sﬂ' = Rn(X;) N X £ 0

El indice de todos los subsistemas n-SRN del sub-
sistema 4 forman el conjunto indice de n-SRN.

Definition 3: Conjunto indice de n-SRN NE
Ni 2 {k e, ...7s]/Si_)S’“}
n

La transicién de estados de I; a I;; permanece
acotada por los 1-SRNs del correspondiente sub-
sistema [;. Esto permite podar el grafico de tran-
sicién (STG): las transiciones desde I; a I;41 no
son consideradas si I;11 ¢ Nllj. Si este concep-
to se extiende, el arbol de busqueda puede ser
podado considerando ademds que I;y g deberia

pertenecer a N,? . Por tanto, si solo se consid-
eran los 1-SRN para un horizonte de prediccion
N, el numero de posibles secuencias a probar por
el algoritmo QP es s(I¥)s(k+1)  sUkin-1) (en lu-
gar de sV, sUk) < s), donde s’ es el nimero de
1-SRNs correspondientes al subsistema, [.

Debe notarse que la determinacion del 1 a n-SRNs
para cada subsistema puede hacerse fuera de linea.
La lista de vecinos para cada uno de los subsis-
temas se incluye en la descripcion del modelo.
Por tanto, cada subsistema estd definido por la
(7 + N)-upla (A%, B, C’i,'fi,gi7 Q' q' Ni, L NE),
i€ {1,2,...,s} donde, N* es la lista que contiene
los vecinos alcanzables del subsistema ¢. El STG
puede podarse més aun si se consideran los con-
junto controlables a un paso (1-SCS).

Definicién 4: [7] Conjunto Controlable a un
paso (1-SCS) 9.(92). El conjunto Q.(2) es el
conjunto de estados en R™ para el cual existe una
entrada de control admisible que garantizard que
el sistema sea llevado a ) en un paso, para toda
perturbacién permisible, i.e.

A IkER”\HukEU:
QD) = { f(ar, up, wi) € £, Vw,, € W } (16)

En [7] se muestra un método para calcular el 1-
SCS. Es importante hacer énfasis en que el 1-SCS
y el RS operan en diferentes direcciones. El 1-SCS
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Figura 2: Conjuntos controlables a uno, dos y tres
pasos del sector 9 sobre el sector 12

es el conjunto de estados desde el cual el sistema
puede ser conducido a un conjunto dado. El RS
es el conjunto de estados al cual el sistema puede
ser conducido desde un conjunto dado. No exite
una relacién explfcita entre estos dos conjuntos.

El 1-SCS del subsistema j sobre el subsistema i
le/ * es el subconjunto de X; desde donde el sub-
sistema j (X;) puede ser alcanzado en un paso.
Esto es,

oili 2 xp € X | Fup €U
L f(er, ug, wi) € X;,Yur, € W

Este conjunto puede calcularse como
Q" = Q1 (R (X)) N &) N X,

Este concepto puede ser extendido desde 1 hasta n

pasos como Q,%'/ i Note que la préxima funcién de
estado correspondiente al sistema 7 estd implicada
en el cdlculo del RS asi como en el el cdlculo del
1-CS. La figura 2 muestra el conjunto de 1, 2y 3
pasos para el sector 9 sobre el sector 12.

Para reducir el nimero de evaluaciones del proble-
. T /T
ma QP, se considera el estado de x) ¢ Qlk“”/ k.
Si esta proposicién se satisface, entonces el estado
Zk41 Do pertenece a la transicién Ijy1; por tanto,
la transicion desde Iy, hasta Ir41 no estd permiti-
da. Para aplicar estos conceptos, debe anadirse la
/i
N

definicién del conjunto Q7% ..., Q¥/* a la defini-

cién de cada subsistema.

3 EJEMPLO ILUSTRATIVO

La estrategia de exploracién del arbol propuesta
en este trabajo ha sido aplicada al control predic-
tivo del sistema de un péndulo simple. Se ha uti-
lizado como modelo a la ecuacién linealizada de la
dindmica discreta del sistema del péndulo simple.
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Figura 3: Representacién del modelo PWA del
péndulo.

Considere el siguiente sistema no lineal
ml + k1 + mgsin(0) = %

donde 6 es el angulo del péndulo, [ es la longitud
del péndulo, m es la masa del péndulo, g es la
fuera gravitacional, k£ es un coeficiente de friccion
y T es el torque aplicado. Entonces, el modelo en
el espacio de estado discretizado en un tiempo de
muestreo Ty es

Tht1, = Ty + Lok,

m l 2m

donde u;, = 7(k), 2, = 0(k) y z9, = 9(16)
Utilizando m = 1, [ = 1, £ = 0.5, g = 9.8,
To = 0.02 como parametros para el modelo. A
partir de un modelo discretizado se ha obtenido
un sistema PWA como (1) utilizando una linea-
lizacién por sectores sobre una grilla uniforme
del espacio de estado. Se define una particién
X, 2 {xk|lek < qi} luego de obtener 56 sectores
sobre el espacio de estado. Se consideran inva-
riantes a las matrices C*' y B, i.e.: B = B =
[0 %]T yC'=C = Inmy- La figura 3 mues-
tra la funcion de linealizacion de estados. Una vez

Tok Tog . ik
Tl = [1 — L} Ty — 209 i (mkl) + —Ouk

mas se obtiene el modelo linealizado, los vecinos
correspondientes a cada sector se pueden encon-
trar utilizando el algoritmo de conjuntos alcan-
zables. En este ejemplo, las cotas del torque son
10.78 < 7 < 10.78 (10.78 = 1.1 mgl), donde el
torque maximo en el estado estacionario para al-
canzar cualquier posicién es 7 = mgl. Todas las
pruebas de simulacién fueron hechas en Matlab.
La Tabla 1 muestra el desempeno del computa-
dor utilizado. La Tabla 2 muestra las siglas del
método de poda utilizado y una brve aclaracion
del mismo. Se ha considerado un horizonte de
predicciéon N=4. Los pesos del error y de la ac-
cién de control son Q,,=1000, Q.,=100, R=1,

respectivamente.

La figura 4 muestra los resultados para una re-
ferencia w = [0 0] y para diferentes condiciones
iniciales. Las lineas sélidas y de puntos muestran

Tabla 1: Estandar de comparacion de Matlab
(funcién ”bench”): desempeno de la PC bajo Win-
dow 98, Matlab 5.3

ODE LU Sparce 3-D 2-D

0.33 0.38 0.39 1.21 1.21

Tabla 2: Siglas del método. SRN = vecinos alcan-
zables a n pasos; SCOS = conjuntos controlables
a n pasos de un sector sobre otro

Sigla Aclaracién

N1 Considera solamente 1-SRN

N123 Considera 1, 2, 3-SRN

N1-C1 Considera 1-SRN y 1-SCOS

N1-C12 Considera 1-SRN y 1, 2-SCOS
N1-C123 Considera 1-SRN y 1, 2, 3-SCOS
N123-C1 Considera 1, 2, 3-SRN y 1-SCOS
N123-C12 Considera 1, 2, 3-SRN y 1, 2-SCOS
N123-C123 Considera 1, 2, 3-SRN y 1, 2, 3-SCOS

el comportamiento del sistema para 7 = 0 (lazo
abierto) y el sistema controlado, respectivamente.
Observe que el estado en lazo abierto diverge para
las condiciones iniciales zg = [3 3]7.

La figura 5 muestra una curva de estado
parametrizada en el tiempo y el numero de eva-
luaciones QP para el método de reduccién (poda)
N123. En este caso el nimero de evaluaciones de
QP es una funcién exclusiva del subsitema al cual
pertenece. La figura 6 compara las respuestas del
método (N1) contra (N123). Note que en gener-
al el nimero de problemas QP decrece cuando se
utiliza el método N123.

La figura 8 muestra como si se utiliza el método
N1-C123, el namero de evaluaciones de QP de-
crece cuando el estado inicial esta lejos de la regién
de la frontera, esto es, cuando xg no pertenece a
ningun conjunto controlable y sus vecinos. En este
sector el nimero de evaluaciones QP decrece cuan-
do el método N1-C1 se compara con N1-C123 (Fig.
7). La figura 9 compara el nimero de evaluacio-
nes QP (mi’nimo, méximo y promedio) para difer-
entes métodos de poda. Note que cuando cuando
se considera un alto nimero de conjuntos contro-
lables aunque decrecen la cantidad de evaluaciones
minima y promedio, la méxima cantidad de eva-
luaciones permanece constante.

4 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto una nueva aproxi-
macion para resolver el control predictivo de sis-
temas (lineales) afines a tramos. El algoritno se
basa en la exploracién de graficos de transicién de
estados y los conceptos de conjuntos alcanzables
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QP parametrizado en el tiempo (N123).
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y controlables. Para la estrategia de exploracion
del arbol se han elegido los conjuntos alcanzables
para disminuir el nimero de posibles realizaciones
de las variables enteras y de esa forma reducir con-
siderablemente el niimero de problemas QP que se
necesita resolver.
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