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Resumen

En este trabajo se analizan algunos aspectos que
surgen cuando se realiza la identificacion de un
sistema con un numero reducido de datos.
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1 Introduccién

En este trabajo se realizan algunas observaciones
sobre distintos aspectos del problema de identifi-
cacién con un nimero reducido de datos para un
sistema no lineal. La mayorfa de las propuestas de
identificacién, ([9] [10], [12], [11], [3]) se basan en
disponer de todos los datos que se necesiten para
realizar una buena identificacién. Cuando se re-
aliza la identificacién de sistemas no lineales, esta
suposicion no siempre es valida y pueden surgir
algunos inconvenientes.

El trabajo se ha organizado como sigue: primero
se analiza el muestreo de los datos y se establece
una condicién necesaria para realizar un buena
identificacion. A continuacién se analiza la influ-
encia del indice de desempeno y de la distribucién
de los datos en el proceso de identificacién con
un numero limitado de datos. Posteriormente se
analiza el problema de la presencia de ruido en la
identificacion, aclarando algunos conceptos. Por
ultimo se define la zona de validez del modelo y se
presentan conclusiones.

2 Muestreo de los datos

En esta seccién se analiza cudl debe ser la dis-
tribucién de los datos para una buena identifi-
cacion. En la figura 1 se observan las muestras
que se pueden obtener de una funcién (saturacién)
que presenta una transicién entre dos valores. En
la figura 1 (a) y (b) el muestreo se realiza en forma
uniforme en el espacio de entrada. Se puede apre-
ciar que cuando la transicién se realiza en forma
abrupta (figura 1 (b)) solo un dato se encuentra en
la zona de transicién. En la figura 1 (¢) y (d) los
datos se encuentran a la misma distancia minima

(b)

Figura 1: Distinta distribucion de los datos para
la identificacion.

unos de otros en el espacio entrada - salida. En
este caso se puede apreciar que existen mas datos
en el espacio de entrada donde la pendiente es
mayor. En base a esta grafica, intuitivamente se
puede decir que tienen que haber mds datos en
donde la funcién presenta mayores cambios.

Una pregunta importante en la identificacion de
sistemas es: jqué tan préximos unos de otros
tienen que estar los datos en el espacio de entrada
del sistema para que un modelo pueda aproximar
la ecuacién del sistema con un error acotado? Si
las muestras no se han obtenido correctamente,
cualquier indice de desempeno que se utilice puede
producir resultados erréneos en la identificacion.
A continuacién se da una proposicién para dar
una respuesta a esta pregunta para sistemas de
una entrada y una salida. Para ello se parte del
teorema de Taylor que dice:

Teorema: De aproximacién de Taylor.

Dada una funcién f () continua y diferencia-
ble hasta el orden n + 1 en un intervalo I =
(xm T Sup) que contiene a xq, entonces para todo
xen I, f(x) serd “bien” aproximada por un poli-
nomio de Taylor de grado n definido como

Tn(xva):Zl Pf(x)

_ J
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en el sentido que
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Este teorema muestra que si en el intervalo
(Ting, Tsup) existen todas las derivadas de la
funcién hasta la derivada 9"t f (x) /02", en-
tonces se puede aproximar la funcién por un poli-
nomio de Taylor de grado n y el error de aproxi-
macion estd acotado por una cota del modulo de la
derivada n + 1 multiplicada por la distancia desde
el valor que se quiere encontrar la funcién y el
punto xg.

Proposicién: Muestreo de los datos.

Sea y (z) = f(x) la funcién del sistema a identi-
ficar, j (z) = f (z) la funcién del modelo que lo
identifica, ambas continuas y diferenciables en un
intervalo I = (Zing, Tsup), €(z) =y (x) — g (z) el
error de identificacién, z; para i = 1,...,k las k
muestras uniformemente distribuidas en el espa-
cio de entrada, d, la distancia entre las muestras
en el espacio de entrada,

Siy(x;) = ¢ (x;) y por lo tanto e (z;) = 0 para
i=1,..k

Entonces

Oy (x) 09 (x)

le (z)| < max (d/2) parax eI

z€l | Ox Ox
g
(o< mar |25 |22 | e

(2)
Demostracion:

Debido a que y(z) y §(x) son continuamente
diferenciables entonces e(z) también lo es;, por
lo tanto se pude utilizar un polinomio de Tay-
lor con centro en el dato de entrada z; para
aproximar la funcién en el intervalo I, =

[2; — (ds/2) , 25 + (d/2)] como
e(x) =Ty (x,2;) + Ry, (z,2;)
Considerando que e (x;) = 0 se puede escribir
e () = Ry, (v, ;)

Utilizando una aproximacién de primer orden y la
cota de los residuos del teorema de Taylor

le(x)| =< M; |z — ;| para z €l

donde

y como |z — ;| < (d/2) resulta

Oe ()
< dy/2
le (@)] < maz | == (ds/2)
Considerando todos los intervalos parai =1, ..., k
Oe (x)
< dy /2 3
le (2)] < mag | ==\ (dz/2) (3)

Como e (z) = y (x)—g () entonces %mﬁ = %{tﬁ—

8%—(;) y la ecuacion (3)

dy(z) 9y(z)
Ox Oox

(de/2)

<
le (2)] < max

comprobando la ecuacién (1).

Como ‘3%(50) — a%g) < ‘3%(50) + ‘a%g) resulta
maz |22@) %9 @)| (o @) |06 ()
zel | Oz Ox zel T Ox
ademas
9y (x)| |99 ()
n;glx H ox * ox
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<
_Tgf ox +max ox
xel
Resulta
Iy (z) j (2)
<
oo < [mag | 252+ mar |52 o

comprobéandose la ecuacién (2).
\AA4

La ecuacién (1) de esta proposicién muestra que si
la salida del modelo solo puede igualar a la salida
del sistema en los puntos de muestra (que son los
unicos que se conocen del sistema), el error de sa-
lida en los sectores entre muestras estara acotado
por la distancia entre las muestras multiplicada
por el méaximo error entre las derivadas.

En general no se conoce el error entre las derivadas
de antemano, pero st se pueden conocer cotas de
las funciones tanto del sistema como del modelo.
En este caso se puede utilizar la ecuacién (2).

Si se supone que el método de identificacién es lo
suficientemente bueno de manera que

oy(x) 9§ (x)
ox ox

dy ()
ox

max

< max
xel

xel

lo que quiere decir que la cota del error de las
derivadas es menor que la méaxima derivada de la



Figura 2: Distinto muestreo para distintas zonas
de la funcién.
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Figura 3: Aproximacién de la distancia entre
muestras en el espacio de entrada y salida.

funcion del sistema, por lo que se puede establecer
que

dy ()
5| (=/2)

<
le (2)] < mag

y si se fija un error maximo l|e(z)|,, entre la

funcion del sistema y la del modelo se puede deter-
minar la distancia maxima d.nq. a la que deben
estar los datos en el espacio de entrada como

2le ()]
max 4
‘By(m) )

dmmam —

max
xel

Esta ecuacién (4) expresa qué tan préximos deben
estar los datos en el espacio de entrada para tener
una buena aproximacion de la funcién.

Se debe notar que el establecimiento de la distan-
cia entre las muestras es una dependencia local.
Para la figura 2 se pueden establecer distintas dis-
tancias entre muestras para el intervalo A que para
el intervalo B.

Si se considera que las funciones son suaves y por
lo tanto no cambia la derivada considerablemente
de una muestra a otra resulta
2le (x
b < 2@l 5
’ dy(z
oz

z

por lo tanto la distancia entre muestras en el espa-
cio de entrada es inversamente proporcional a la
derivada de la funcién. Por otro lado, para que la
distancia entre dos puntos en el espacio de entrada
- salida sea aproximadamente constante para to-
das las muestras definidas como

4 = A2 + A%y,

lo que se muestra en la figura 3, se debe cumplir
que

d

1+ (‘—3%5?

2

Comparando las ecuaciones (5) y (6) se puede
apreciar que para valores dy/dz >> 1 las dos fun-
ciones se aproximan. Se puede entender que para
que las muestras tengan una buena distribucién en
el espacio de entrada, estas tienen que estar uni-
formemente distribuidas en el espacio de entrada -
salida y las distancias entre las muestras es funcién
tanto de la derivada maxima de la funcién como

del error méximo admisible.

Si en el muestreo de los datos se pudieran obtener
no solo los valores de la funcién sino también los
valores de las n derivadas en los puntos de mues-
tra, si se garantizara que en estos puntos de mues-
tra la funcién y las n derivadas del sistema y
del modelo se igualan, y que ademéas, el método
de identificacién es lo suficientemente bueno, en-
tonces se puede encontrar la cota para la distancia
entre muestras utilizando el teorema de Taylor con
mas términos en forma similar a la proposicién 2.
Bajo estas circunstancias resulta la distancia entre
muestras

1/(n+1)
rmaxr = 41 z
iy |

y el error méximo dado una distancia de muestreo
como

8n+1y -
ma | g

(n+1)!

(damaz/2) " (7)

e (@) maz <

Para el caso multidimensional, el establecer una
distancia méxima entre muestras se complica. Se
analiza el caso en que los datos estdn en el espa-
cio de entrada en forma de rejilla uniformemente
espaciada como se muestra en la figura 4, por lo
tanto para m entradas al sistema

dml - dm2 — e = dxm - dm

Se puede considerar una aproximacién como se
muestra en la figura 4. El peor caso ocurre cuando



el gradiente de la funcién (este es la médxima
derivada direccional) de salida respecto a las en-
tradas coincide con la direccién de los vértices del
hipercubo que rodea a cada dato del espacio de
entrada. Por lo que se puede escribir la ecuacion
(4) como

d 2 |€ mam
Tmar > By
mEI z

es la norma o médulo maximo

dy(x )H

donde mam H

del gradlente de la funcién en todo el espacio de
trabajo.

Ejemplo: Muestreo de los datos.

Dada como funcién del sistema a identificar el
polinomio

y = 150x* — 322.523 + 212.2352:

en el intervalo I = [0, 1] y dada una distancia entre
muestras d, = 0.1, se pueden calcular las distintas
cotas para el error suponiendo que se cumplen las
condiciones para aplicar la ecuacién (7).

Considerando que solo coincide el valor de la
funcion del sistema y la del modelo en los pun-
tos de muestra, entonces la derivada primera del
sistema serd

dy/dx = 6002 — 967.522 + 424.47x — 39.9577

donde para el intervalo I = [0,1] resulta

m[%wi |dy/dx| = 39.9577 y por lo tanto |e(z)] <
€

1.9979. Counsiderando que ademés coinciden en
los puntos de muestra la derivada primera de la
funcién, entonces la derivada segunda del sistema
sera,

d?y/dax? = 18002% — 1935z + 424.47

donde para el intervalo I = [0,1] resulta

m[%wi] |d?y/da?| = 424.47 y por lo tanto |e (x)| <
xe|0,

0.53059. Considerando que esto se cumple
también para la derivada segunda de la funcién,
entonces la derivada tercera del sistema sera

d*y/dax® = 3600z — 1935

donde para el intervalo I = [0,1] resulta

m[%wi] |d3y/da®| = 1935 y por lo tanto e (x)| <
xe|0,

0.040313. Considerando que ademds coinciden en
los puntos de muestra la derivada tercera de la
funcion, entonces la derivada cuarta del sistema
serd

dty/dz* = 3600
donde para el intervalo I = [0,1] resulta

m[%x] |d4y/dx4| = 3600 y por lo tanto |e(z)| <
z€[0,1

v

Figura 4: Datos en el espacio de entrada en forma
de grilla

—39.9577x 4 0.37868

0.0009375. Se puede observar que a medida que se
considera que en los puntos de muestra se igualan
mas derivadas, el error maximo de la aproximacion
disminuye. Esto se puede apreciar en la figura 5.

Si se considera que coinciden en los puntos de
muestra hasta la derivada cuarta de la funcion del
sistema entonces el error méximo estaria acotado
por la derivada quinta. Como d°y/dx® = 0 la cota
del error es nula |e(z)| < 0. Esto es congruente
ya que si para una funcién se anula la derivada
n + 1 se puede aproximar exactamente (sin error)
por medio de un polinomio de Taylor de grado n.
Cualquier funcién que iguale el valor de la funcién
y sus n derivadas en el punto de muestra que no
sea el polinomio de Taylor, necesariamente debera
tener derivadas de orden superior a n no nulas y
por lo tanto no cumplird la condicién para poder
aplicar la ecuacién (7) que es que el método de
identificacién sea lo suficientemente bueno, es de-
cir

i My (x)  9"j(x)

zel | OJx™ oxm

"y (x)

ox™

< mazx
xel

3 Influencia del indice de
desempeno y de la distribucién
de los datos.

3.1 Inconvenientes observados

En esta seccién se analizan otros inconvenientes en
la utilizacién de los indices de desempeno cuando
se trabaja con un nimero reducido de datos. En la
identificacién con propuestas por aproximadores
universales de funciones (Redes Neuronales, Mo-
delos Borrosos, Funciones de Base Radial, etc.[1],
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dy/dx=dye/dx

y(x)=ye(x)
3t | dydx=dye/dx
d2y/dx2=d2ye/dx2

Figura 5: Error de modelado al aumentar el
numero de derivadas conocidas de la funcion en
los puntos de muestra.

[2], [5], [6], [8]) la estructura del sistema que se pre-
tende identificar no es la misma que la estructura
del modelo usado. Si bien estos modelos pueden
aproximar cualquier funcién con el grado de pre-
cisién que se desee (son aproximadores univer-
sales de funciones), una vez fijada una estructura
(ntmero de neruronas, ndmero de reglas, etc.)
para el modelo, siempre aparecerd un error de mo-
delado debido a la diferencia entre la estructura
del modelo y del sistema.

La diferente distribucién de los datos de entrada
y salida y la utilizacién de diferentes indices de
desempeno puede provocar una aproximacién di-
ferente. A continuacion se analiza un ejemplo ilus-
trativo de estos conceptos.

Si se quiere identificar una funcion

y (i) = 2% (i) (8)

Dado un conjunto de datos de entrada z =
[ (i),...,2 (N)] se obtiene los datos de salida y =

[y (7),...,y (N)]. Se aproxima esta funcién por una
recta de la forma
y (i) = ax (i) + b 9)

Esto implicarfa un error en la estructura del mo-
delo y por lo tanto naturalmente aparece un error
de modelado.

En la figura 6, se observan los datos de entrada y
salida (puntos) con los que se ha realizado la iden-
tificacién de la funcién (8), la aproximacién por
una recta (9) (li/nea continua) con minimo error
cuadrdtico medio

1 & . )2
Vuse = 3 Z (y (i) — 9 (7)) (10)
=1

(@)

Figura 6: Aproximacién de la funcién y = 22 por
la funcién y = ax+b; linea continua, aproximacion
con minimo error cuadrdtico medio (10); linea
discontinua, aproximacién con un minimo error
cuadrdtico medio porcentual (11) (a) datos uni-
formemente distribuidos en la entrada. (b) datos
uniformemente distribuidos en la salida.

(y(i) e §(i) son la salida medida y la esti-
mada respectivamente) y la aproximacién con una
recta (9) (li’nea discontinua) con un minimo error
cuadrdtico medio porcentual

100 o~ [y () =9 (D))
Vemse = N ( 7 () > (11)

i=1

En la parte (a) de esta figura se muestran los resul-
tados cuando los datos estan uniformemente dis-
tribuidos en la entrada y en la figura (b) cuando
los datos estdn uniformemente distribuidos en la
salida.

En este ejemplo se puede apreciar que la recta
con la que se aproxima la curva no solo depende
de la funcién a identificar. Tanto la distribucién
de los datos como el indice de desempeno son fac-
tores importantes en la “mejor aproximacién” de
la funcion y se debe analizar la relacion entre la
distribucién de los datos y el indice de desempenio
usado.

A continuacién se realiza una propuesta para mo-
dificar los indices de desempenio para que el mo-
delo obtenido tenga un mejor comportamiento
global. Supdngase que se tiene la funcién y = f ()
y se quiere estimar por la funcién §j = f(x, 6). Se
puede definir como indice de desempeno

Vgen = [|ii (2,0) — y ()|



donde ||-|| es una norma en el espacio de funciones
continuas. Eligiendo especificamente como norma

Vit = / (§(2.6) — y(2)*de

x

Primero se analiza el caso de entrada - salida sim-
ple. Si se discretiza la integral con una aproxi-
macién rectangular (orden 0) (ver figura 7 (a)), se
obtiene la ecuacién

N

Vil = (i (x:,0) —y (x

=1

)2 Aw (12)

donde Az; AP g2 + A g /2, AP =
(Tig1 — ) ¥ A( g, = (x; — x;-1). Suponiendo
que los datos tienen una distribucién uniforme en
el espacio de entrada, entonces Ax; = Az, por lo
tanto se puede escribir

N

V) = Az (i (2:,0) — y (2))°

=1

Resulta que el argumento que hace minimo una
funcion es el mismo que si la misma estd multipli-
cada por una constante positiva, es decir

min (Z (5 (i, 0) —y <x>>2> -

i=1

Se puede proponer un indice genérico como
N
Vo =Y A0 (y () — () (13)
i=1

El pardmetro A (i) puede tomar en cuenta distin-
tos factores como la amplitud de la senal de salida,
el grado de confianza del dato, etc.

Si se define
A(i) =1/N (14)

se obtiene Visgs (10). Si se define

100
Ny (i)2

se obtiene Virgsy-(11). Minimizar (12) es equi-
valente a minimizar (13) con el peso (14). En un
proceso de identificacion normalmente los datos
no estan uniformemente espaciados en el espacio
de entrada, por lo tanto no es lo mismo la mini-
mizacién de (12) que de (13, 14).

A(i) = (15)

Para el caso de sistemas con entradas multiples y
salida simple la situacion se complica ya que no es
tan sencillo realizar la integral en forma numérica.
Se analiza el caso en el que los puntos estan en el
espacio de entrada en forma de rejilla con diferen-
tes longitudes como se muestra en la figura (8).
En este caso el indice propuesto con una aproxi-
macién de orden 0 es

VPR = /.../...(g(m)_y(x))2dx1...dxm
zl Tm
N
~ (Q (Iiv 9) Yy (xz))Q Asz
=1
, Ly = [Il,la }Ta

En esta ecuacién AV,; es una medida del hipervo-
lumen en el espacio de entrada. Se puede observar
en esta ecuacién que los datos que estdn maés ais-
lados en el espacio de entrada tienen mayor peso
al momento de calcular el indice.

Se puede hacer una aproximacién de la integral de
primer orden (figura (7) (b)); en este caso para una
funcién f («) su integral aproximada considerando
el drea de los trapecios resulta

N

Vidk = 1f (@) Awi +

i=1

considerando que Az; = (A("')xi + A(_)xi) /2y
que (A("‘)xi)Q — (A(_)xi)z =
(A(+)$¢ — A(’)xi) (A("‘)Ii + A

(4

ml) , entonces

Int —Zf xz sz

r=x1

N
%2 of ((N%)Q - (Amxi)Q)

Para el caso del error de aproximacién de fun-
ciones resulta

fl2) = (G0 —y(@)
9f (z) 99 (=, )

oy (z,0)

)~ 20 - (e - 2

por lo tanto

N

VInt - Z (g (1‘150) 7y(1‘

i=1

1)) Az

)



((A(-ﬁ-)xi)g _ (AH%)?) }

En esta ecuacién se puede observar que si los
datos estan uniformemente espaciados entonces
APz, = A g, y Azx; = Ax regresando al indice
(13, 14) donde no se tiene en cuenta la distribucién
de los datos en el espacio de entrada.

Se puede considerar una aproximacién de la in-
tegral con una serie de Taylor de segundo orden.
Para este caso

fa)~ f(x:)+
x 2 x
Ua|  w—a) 5] @)
Integrando para una muestra resulta
i+ A(+)zi
f(x)de =
zi—A(—)zi
i+ A(+)zd
[ ) +252
zi—A(—)zi T=T4
+@—a) SR (- wi)de
Para el primer término
zi+A(+)zt /2
) o ) i+ A(+)zi/2
f@i)de = [f(2) f]m_A(—)m/z
zi—A(—)z1/2
El segundo término
i+ A(+)zi/2
M{;; (v — @) dx
zi—A(—)zi/2 T=Ti
of ) i+ A(+)zi/2
T=Tq xi—A(—)zi/2
1 8f(x 2 _ 2
= 12| () - (A0)?)

Lo que es congruente con la regla de los trapecios
vista anteriormente. El tercer término es

zi+A(+)xi /2

2

EIEI .

ri—A(=)zi/2 L=

R i+ A(+)zi/2

[y -
* T=T4 zi—A(=)zi/2

8% f(= 3 _ 3

L2 - <(A(+>xz.) +(AO)z) )

Sumando para todas las muestras

N
[ fz)da = ;f(xi)Axi

N
1 0f(x
+21§ oz
=

(2t -

(ACz)°)
((A<+)xi)3 + (AH%)?’)

para el error de aproximacion resulta

rx=x;

1 f(m)
+ 48 " 9z?

T=XT;

) — 9 (j (2,0) — y (2)) (u@ai_,ez _ ayagz,e))
o2 oy(x,0 Ay(x,0 2
ZLR) — o (2D oz
+2 (3 y(m ) 32(%;;,32,9)) (63}({;;9) - 31,(%?9))

por lo tanto

[ f(x)dz = ﬁ:l (5 —y)” da;

+

»M»—\

> [-u (2 -2)]

=1
N 2
1 Y O
e [CRN
1 il 8%y o dy 9
a1 2 (T2 (-9
=

En esta ecuacién se han realizado algunas simplifi-
caciones de la notacién ( g (z,0) =4, y (z,0) =y
). Si los datos estdn uniformemente espaciados
resulta

| f)de =

((A(+)$i)3 + (A(‘>xi)3)

T=XT;

T=XT;

. ((i,6) = y(z:)* Az

[(M 43_92)} Ax

T=XT;

((A(+)xi)3 + (AH%)?’)

gl JXV: [( me) 32?)&?9)) (agg;,e) _ 31’(%9)

En esta ecuacion se aprecia que el primer término
es la suma de los errores entre la salida estimada
y la medida al cuadrado (similar al indice de error
tradicional); el segundo término es el error entre
las derivadas de la salida del modelo y la medida
al cuadrado; y el tercero es el producto entre el
error de la derivadas primera y segunda. Se lo
puede interpretar como el indice tradicional con
el agregado de distintos términos de regularizacion
del modelo [4], [7].

Estos indices de desempeno no pueden ser direc-
tamente usados en la identificacién. Primero los
datos no necesariamente estdn distribuidos en el
espacio de entrada en forma de rejilla y segundo
no se posee a priori la informacion de las derivadas
sucesivas de la salida respecto de la entrada. Para
salvar estos aspectos se puede realizar un pre-
procesamiento de los datos para obtener una me-
dida lo suficientemente buena de estos valores. En
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Figura 7: Aproximacion discreta de la integral.
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Figura 8: Distribucién de los datos en forma de
rejilla no uniformemente espaciada.

la seccién siguiente (seccién 3.2) se describen al-
gunos algoritmos para obtener una aproximacion
de estos valores.

3.2 Propiedades locales de los datos

En esta seccién se analizan algunas propiedades
e indices que caracterizan en forma local a cada
dato. Algunas de estas propiedades se pueden uti-
lizar como una aproximacioén en los indices desa-
rrollados en la secciones anteriores.

Se detalla cémo obtener en forma numérica esti-
maciones locales para cada dato de los valores de
las derivadas parciales y de la distancia entre los
datos para cada coordenada.

Dado un dato en el espacio de entrada - salida
[x(7) ,y (7)], donde x (i) = [x1 (3), ..., T (7)] es el
vector de entradas, m es el nimero de entradas
e y (i) es la salida correspondiente, se pueden
obtener propiedades locales a dicho dato.

Definicion 1: Datos ¢ préximos en el espacio
de entrada: x*? (j)

Son los datos de muestra en el espacio de entrada
de un entorno ¢ del dato de muestra x (i). Por lo
tanto, x (j) es un dato ¢ préximo de x (7), deno-
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Figura 9: Propiedades locales de los datos

tado por x*° (5), si [|x(i) — x(j)||, < 6, donde
T

. . 0,8 /. . .
)0 (j) =[x ()i ()]
norma en el espacio de entrada.

y ||ll4 es una

En la figura 9 (a) existen dos datos § préximos del
dato x () si se considera la norma 2 y cuatro si se
considera la norma infinito.

Definiciéon 2: Numero de datos § préximos en
el espacio de entrada: k%°

Definido un entorno ¢ al dato x (i) es el nimero
total de datos en el espacio de entrada ¢ préximos
a dicho dato.

Definiciéon 3: Datos k préximos en el espacio
de entrada: x** (j)

Son los k datos de muestra mas préximos en el
espacio de entrada del dato de muestra x (7). La
distancia se mide por A; ; = ||x(¢) —x (j)|| 4-

Definicién 4: Radio del entorno de los datos &
préximos en el espacio de entrada: §%%

Es la maxima distancia entre los datos & préximos
en el espacio de entrada al dato x (i), por lo tanto

ik o
o= e, B
Se debe notar que un entorno alrededor de cada
dato de entrada x(7) se puede determinar tomando
los k datos méas proximos o definiendo la distancia
maxima de los datos que pertenecen al entorno 6.
Por lo tanto si se define § y se obtiene k%® y es
equivalente a definir k y obtener §%%.

Definicion 5: Distancia por coordenada de los
datos k préximos en el espacio de entrada Az,

Es la minima distancia por coordenada que incluye
a los datos k préximos (z* (5)) en el espacio de

entrada, por lo tanto
Axp* = max (i) @ (1) 27 (2) ol ()
—min (I, (1) ¥ (1) 20 (2), ...,mf’ﬁ(k))

paral=1,..,m



Definicion 6: Distancia positiva por coorde-

nada de los datos k préximos en el espacio de en-
trada: A zhk

Es la minima distancia que incluye a los datos k
préximos por coordenada para valores mayores a
x (i), por lo tanto

maz (xl (i), 2P (1), 22" 2), ..., 20" (k)) — 1 (4)
paral=1,..,m

Definicion 7:  Distancia negativa por coorde-

nada de los datos préximos en el espacio de en-
trada: A(*)m;’k

Es la minima distancia que incluye a los § datos
préximos por coordenada para valores mayores a
x;, por lo tanto

21 (i) = min (2 (@), 7" (1),2f* (2) o 2p® (8)
paral=1,..,m

La figura 9 (a) muestra estos conceptos cuando
m = 2.

Definiciéon 8: Hipervolumen de los k£ datos
préximos en el espacio de entrada: VF

Es el volumen encerrado por los datos k préximos
del dato z (7) (incluido el mismo) en el espacio de
entrada, por lo tanto

m
ik __ i,k
vik =T A
=1

En la figura 9 (a) con linea continua de datos se

encierra el hipervolumen en el espacio de entrada

para k = 2 con la norma 2.

Definicion 9: Hipervolumen medio de los datos
. . —i,k

préximos en el espacio de entrada: V'

Es el hipervolumen medio que corresponde a cada

dato k préximo del dato x (). Se puede obtener
como

VO Zvik) (k1)

Definicion 10: Distancia promedio por coor-
denada de los datos k proximos en el espacio de
entrada

Es la distancia que corresponderia a cada dato si
los mismos estuvieran en forma de grilla en el es-
pacio de entrada. Se puede definir como

Zl‘;’k = Am?’k/ V(k+1)

paral =1,...,m.

Se debe notar que

m m A:L_i,k 1 m
At = L = AgPt = ik
E ! 1131 WE+1  k+1 11;[1 !

Definicion 11: Modelo lineal local de los datos
k préximos en el espacio de entrada: yi ,

i \T i
(a ) x + b

int int

Es el modelo lineal (hiperplano)
ygnt = (agnt)T X+ bznt

para el cual es minimo el error cuadrdtico medio
entre la salida de los datos k préximos y la salida
de dicho modelo para los datos k proximos. Por lo
tanto se tienen que encontrar los pardmetros aﬁnt,
b, que minimizan el funcional

J : (e ()~ yimg (x (D))" +
i1 (Ve () — yime (x4 (1))

Para encontrar esta funcién lineal se puede definir

vt = [y(x () y(x"* (1)) .. y(x* (k)] "

x| @] L[ HT

) Y
pz — nt :|
|: b;nt

por lo tanto y* = X'p®’ y los pardmetros se en-
cuentran por minimos cuadrados como

pi = (XiTXi)_l XTe;

Definiciéon 12: Derivada de la salida respecto
de la entrada del modelo lineal local de los datos
k proximos.

Si se deriva la salida del modelo lineal local res-
pecto de las entradas se obtiene que

6ygnt (X) 7

8X = A
Definicion 13: Numero minimo de datos k
préoximos con informacion de la derivada de la sa-
lida respecto de las entradas: kg,min-

Cuando se obtiene la derivada de la salida respecto
de la entrada del modelo local lineal, los datos
en el espacio de entrada tienen que poseer infor-
macion en todas las direcciones de dicho espacio.
El ntimero minimo necesario de puntos proximos
es igual a la dimensién del espacio de entrada, es
decir k.:i\?f:ecesamo — m.

No siempre los kiNecesario puntos mas préximos en
el espacio de entrada tienen informacién de todas
las derivadas parciales de la salida respecto de la



entrada. Por ejemplo para 2 entradas kfﬁfﬁes“”o
es 2. En la figura 9 (b) se observa que tanto el dato
como los 2 més préximos se encuentran sobre una
recta. En este caso solo se puede determinar la
derivada parcial de la salida sobre el vector que
corresponde a la direccion de dicha recta. No se
puede determinar la derivada parcial de la salida
respecto de las entradas.

Este problema ocurre cuando hay una dependen-
cia lineal entre los datos de entrada. Cuando ex-
iste dependencia lineal la matriz X*7 X’ no tiene
inversa y esta dependencia lineal se puede medir
con el rango de dicha matriz.

Dado un ¢ > 0, un numero pequeno se dice que
el nimero minimo de datos k préximos con infor-
macion de todas las derivadas de la salida respecto
de las entradas, ké’min es el minimo ndmero de

datos k préximos que hacen que el minimo auto-
valor de la matriz X*TX? sea mayor que ¢, lo que
quiere decir que el rango de la matriz X*7X? es
m+ 1.

El procedimiento a seguir para estimar las propie-
dades locales de cada dato x(i) es fijado ¢ > 0y
un k (o un 6)

1) Encontrar los datos k (o los datos ¢) préximos
de x(7)

2) Formar la matriz XiTxi

3) Siel minimo autovalor de X‘Z X’ es menor que
¢ aumentar en uno k (o incrementar el valor de 6)
y regresar al paso 1.

4) Siel minimo autovalor de X7 X’ es mayor que
¢ obtener los valores de los parametros locales al
dato x(7).

Basado en la propiedad local de los datos se puede
planter utilizar un indice de desempeno en donde
se tenga en cuenta el grado de aislamiento de cada
dato.

3.3 Ejemplo demostrativo

En las figura 11 se muestra el desempeno de la
identificacién de la funcién por (8) por la funcién
(9) para 5 distribuciones distintas de probabilidad
de los datos de la entrada (mostradas en la figura
12). Al comparar estos resultados con los mostra-
dos en la figura 10 que surgen de usar el indice
tradicional (10), se puede observar que la recta de
aproximacion permanece casi invariable para las
distintas funciones de probabilidad.

Figura 10: Aproximacién de la funcién y = 22 por
la funcién y = az + b con el indice (10) para dis-
tintas distribuciones de probabilidad de los datos
de entrada.

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1

Figura 11: Aproximacién de la funcién y = 22 por
la funcién y = az + b con el indice (12) para dis-
tintas distribuciones de probabilidad de los datos
de entrada.
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Figura 12: Funcién de distribucién y densidad de
probabilidad de los datos usados para la identifi-
cacién de la funcién y = 22

4 Influencia por la presencia de
ruido

El andlisis que se realiza en la seccién anterior
supone que el sistema no esta influenciado por per-
turbaciones externas al sistema.

Puede haber diferentes factores para que aparezca
ruido en un sistema. El ruido en un sistema se
presenta por una carencia de informacién. El
mas comun es el producido por la naturaleza de
los sensores. Un ejemplo de este son las ten-
siones eléctricas espureas producidas por la agi-
tacion térmica. Para el caso del ruido térmico, si
se pudiera determinar o medir la senal producida
por la agitacion térmica, esta se podria transfor-
mar en una entrada del sistema y en este caso el
sistema dejar{a de ser ruidoso.

Una mala determinacién del conjunto de entradas
del sistema puede verse a la salida como si el sis-
tema estuviera afectado por ruido. En la figura 13
y 14 se observan datos muestreados de la funcion

y = sin (1) + 0.1cos (x2)

donde z1 € [0,27] y 22 € [0,47]. En la figura (13)
se observa la grifica de y = f(21). Notese que
para cada valor de la entrada x; existen multiples
valores para la salida y. En la figura (14) se puede
apreciar la verdadera forma de la funcion.

Por lo tanto cuando se desconocen la entradas del
sistema, este aparenta ser ruidoso y se hace es
complicado establecer la estructura del modelo.

Este tipo de inconveniente no se puede salvar
facilmente cuando se desconocen las entradas del
sistema ya que la identificacion de las entradas de
un sistema depende de la estructura del modelo.

Figura 13: Funcion
y = sin (1) + 0.1cos (x2).Grafica y = f(z1).

Figura 14: Funcién
y = sin (x1) + 0.1cos (x2).Gréfica y = f(xq,x2).



En esta seccién se entiende que hay presen-
cia de ruido en un sistema cuando existe ruido
de medicién el cual no estd correlacionado con
ninguna variable del sistema y puede ser mode-
lado como una variable aleatoria. Para analizar el
problema de la existencia de ruido de medicién en
el sistema se presenta un ejemplo.

Considérese un sistema y = f (z) donde f(x) =
sin () para el que se han realizado mediciones
tanto en la entrada como en la salida. Estas medi-
ciones estan afectadas por ruido aditivo tanto a la
entrada r, como a la salida 7,. Las mediciones
realmente obtenidas son x, = x+7, y ¥, = x+17y.
Un esquema general se puede apreciar en la figura
15.

Suponiendo que a) solo existe ruido de medicién en
la salida del sistema (en la figura 15 se supone que
r, = 0), b) se toman muestras en valores discretos
de la entrada, c) se toman los suficientes datos, d)
el ruido en la salida r,, es no correlacionado con la
entrada y tiene una distribucién normal con media
cero, entonces las muestras obtenidas tomarian la
forma mostrada en la figura 16 (a). En este caso
para poder obtener una buena identificacién se de-
beria primero promediar todos los valores de sa-
lida para cada valor discreto de entrada z; (para
i=1,...,m) como

1 ni )
Jj=

obteniendo un valor promedio de la salida para
cada muestra (donde n; es el ndmero de muestras
de la salida para cada valor de la entrada). El
indice para medir el error se puede expresar como

1 m
= i mz 17
m; Yoi — U (17)

reemplazando (16) en (17).

Si se cumple a) a d) entonces el valor estimado
para cada salida tendera al valor real del mismo
y5:, por lo tanto

m

V= % > (Wai — vl)”

i=1

Minimizar (17) con la consideracién (16) es equi-
valente a minimizar el error cuadritico medio de
la salida (10). Este es el indice m4s cominmente
usado en la identificacion de sistemas.

De este ejemplo se puede deducir que cuando se
minimiza el error cuadratico medio de la salida
(10) se deberian tener en cuenta las considera-
ciones a) a d), especialmente la que indica que
solo existe ruido en la salida.

En la figura 16 (b) se muestran los resultados
cuando existe ruido tanto en la entrada como en
la salida, para datos muestreados en el espacio de
entrada (sin ruido) bien separados. En este caso
se podrfa realizar una doble promediaciéon tanto
para los datos de la salida como para los datos
de la entrada, y luego aplicar un criterio de error
cuadrético medio para ajustar la curva. Para este
caso

1 j
= — . 1
y n§yz (18)

y el indice quedarfa

Reemplazando (18) y (19) en (20)

=— ; ~ g ;x (21)
Si ahora se realiza otra consideracion e) en la que
se afiade que el modelo sea lineal (no el caso de
la funcién f (z) = sin(x)) es decir que §(z) =
ag + ayx entonces (21) resulta

2
oS (15 )
mz:l ng:l ng:l
comoy(xg):ao—ﬁ—alxz
2
Lo~ (1<~(; (.

VeaXlax ()] e

i=1 j=1

Por lo tanto ain cuando el sistema es lineal, el
indice del error cuadratico medio en la salida no es
equivalente al indice de desempefio (20) con (18)

y (19).

La situacién anterior se complica cuando en la en-
trada los valores datos muestreados (sin ruido) no
estan bien separados como se muestra en la figura

16 (c).

Una situacién mads real ocurre cuando los datos
en el espacio de entrada no estdn suficientemente,
separados pero la amplitud del ruido (su varianza
o desviacién estdndar) es igual tanto a la entrada
como a la salida. En este caso como no se conoce
cudl es el punto verdadero sobre la curvay = f (),



se puede considerar que cada muestra proviene del
punto mas proximo sobre la curva. El indice de de-
sempeno para una correcta identificacion deberia
ser de la forma

V= Zd (i, 95) s (2, f ()] (23)

donde d[(x;,y:), (z, f ()] es la distancia desde
el dato de muestra (z;,y;) hasta el punto més
préximo sobre la curva y = f(x). Para que el
punto (z;¢, ) (donde y;r = f (2;5)) sea el punto
perteneciente a la funcién y = f () méds préximo
al punto (z;,y;), es condicién necesaria que la di-
recciéon de la derivada de la funcién en el punto
(x:f,y:f) sea perpendicular con el vector que une
al punto (x;f,y;f) con el punto (z;,y;), por lo
tanto

1

=0
dy(x)/da|,—pis

(24)

[ @i —xif yi —vir |

En estas circunstancias el problema de opti-
mizacion para encarar la identificacién es encon-
trar el conjunto de parametros del modelo que mi-
nimicen el indice de desempeno

N

V= d(@i,) (i, yig)] (25)

i=1

agregando a las variables de optimizacion los pun-
tos (zif,yir) para (i =1 a N) y las restricciones

(x; — xif) + (Y5 — Vig) dydgf) o =0 (26)
yir = [ (xig) (27)

Este problema de optimizacién es bastante compli-
cado y solo tiene una solucion practica para casos
sencillos.

Una situacién normal es que las distintas variables
de entrada y salida estén afectadas por ruido de
distinta magnitud. En este caso la distancia entre
el dato de muestra y la funcion se ve afectada por
este hecho. En la figura 18 se representan con
elipces (para diferenciarlos con los circulos de la
figura 17 marcadas con circulos alrededor de los
puntos sobre la funcién).

Considerando que la amplitud
del ruido (desviacién estdndar) de la entrada es
R, y la de la salida R, el indice resultante es

N

V= d[(w, i) (ir,vip) g

i=1

donde

1 , 1
d(x:,y:)  (@ig, vig) g = | =5 (@ — 2ip)” + =5 (¥ —
I R

y la condicién que se debe cumplir como re-

striccién! es

7 0 1
[ Ti —Tif  Yi — Yif ] 0* 1 dy(z) =0
z=zif

R dx
(28)

En la figura 19 se muestra que en los casos ex-
tremos se debe medir la distancia del punto de
muestra a la funcién solo en x cuando R, =0y
solo en y cuando R, = 0. Este tultimo es el caso
normalmente usado para la identificacion de sis-
temas.

En la figuras 20 a 22 se observan los resultados
de la identificacién de un conjuntos de datos de la
funcién y = Asen (Wx + ¢). En este ejemplo para
cada uno de los 20 datos uniformemente distribui-
dos en z sobre el intervalo [0, 7/2] se tomaron 10
muestras con ruido aleatorio con distribucion nor-
mal tanto en la entrada como en la salida de la
misma amplitud. De ello surgen las 200 muestras
con las que se realiza el experimento.

En la figura 20 se observa el resultado de la identi-
ficacién considerando el indice tradicional, es decir
que R, = 0. En este y lo que se minimiza es la
suma de la distancias en la salida y. El indice
resultante es

n
V=>"llyi —ill
j=1

En la figura 21 se minimiza con el indice propuesto
en (23), (27), (28) considerando R, = R,. En
este caso, lo que se minimiza es la suma de las
distancias minimas entre los puntos de muestra y
la curva.

En la figura 22 se minimiza con el indice propuesto
en (23), (27), (28) considerando R, = 0y R, #
0. En este caso, lo que se minimiza es la suma
distancias entre los puntos de muestra y la curva
en forma paralela al eje x.

De estas tres figuras se concluye que la curva iden-
tificada que mejor se ajusta a la real es la que cor-
responde al indice propuesto en (23), (27), (28) en
donde se considera R, = R,. Se debe notar que
para aplicar este indice se debe disponer de una
estima de las potencias de ruido de cada una de
las variables involucradas en el proceso.

'Para no tener problemas numéricos, se pueden di-
vidir los vectores en su norma.



Sistema

X+TIx y+ry

Figura 15: Sistema con presencia de ruido en la
entrada y en las salidas
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Figura 16: Influencia del ruido. (a) Presencia de
ruido en la salida. (b,c) Presencia de ruido en la
entrada y en la salida

Si bien los resultados de identificar con un indice
(23), (27), (28) presenta mejores resultados, el
problema computacional crece considerablemente
al necesitar mayores recursos de célculo y mejores
algoritmos de optimizacién. Esto hace que con los
recursos normalmente disponibles solo se puedan
resolver problemas sencillos.

5 Definicién de zona de validez del
modelo

En los sistemas reales, las sefiales de los mismos
estan acotadas. Las cotas se presentan tanto en
las entradas, en las salidas y en los estados. Las
entradas de los sistema son acciones de control que
provienen de un actuador cuyos valores estan li-
mitados por el sistema fisico del mismo. Todo los
sistemas, aun los que tienen caracteristica inte-
gral, poseen una salida acotada después de cierto
tiempo. Por ultimo, cuando los estados tienen un

(Xi.yi)

A6y (6 H00)]

y=f(x))
" (Xipyip)

Figura 17: Distancia cuando R, = Ry.

Figura 18: Distancia cuando R, # R,.

Figura 19: Casos limites en la aplicacién del indice
propuesto.



Figura 20: Resultados de la identificacion con-
siderando R, = 0. Valores estimados: A =
0.94846, W = 0.92859, ¢ =0.11944.

Figura 21: Resultados de la identificacién con-
siderando R, = R,. Valores estimados: A =
1.0102, W = 0.99772, ¢ =0.019404.

significado fisico, estos también estdn acotados.

Estas cotas en general son conocidas, por lo menos
en un rango amplio y deben estar contempladas en
el modelo mateméatico que representa el sistema.
El rango de variacién de las senales de entrada
determinan el espacio de entrada del sistema.

En general es muy dificil que las senales de entrada
de un sistema cubran todo el espacio de entrada.
Por ejemplo, cuando se utilizan como entradas un
regresor de un sistema dindmico con valores pasa-
dos de la entrada y con un perfodo de muestreo
pequeno, los datos se encuentran correlacionados
entre si sobre la recta (k) = z(k—1). En la figura
23 se muestra esta condiciéon. Cuando se realiza
la identificacién, el modelo es valido estrictamente
en la zona del espacio de entrada donde las senales
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Figura 22: Resultados de la identificaciéon con-
siderando R, = 0. Valores estimados: A =
1.2874, W = 1.1757, ¢ = — 0.23507.
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Figura 23: Datos de entrada correlacionados.

de entrada han excitado al sistema. En la figura 23
la zona del espacio de entrada rallada no ha sido
excitada por las senales de entrada. Se denomina
Zona de Validez del Modelo a la region del espa-
cio de etrada en donde se han encontrado datos
durante el proceso de identificacién. Los modelos
obtenidos por un proceso de identificacién, deben
especificar bajo qué condiciones se realizé la iden-
tificacién estableciendo su zona de validez.

Ejemplo:

En la figuara 24 se muestra la identificacion de la
funcién

2
y:x?—i—xQ

para dos conjuntos de datos de entrada diferentes
por un modelo lineal a tramos [8]. En la figura
24 (a) se observa la funcién original identificada.
En la figura 24 (b) se muestra el modelo lineal a
tramos resultado de la identificacién con un con-
juntos de datos distribuidos en forma uniforme en
el espacio [-1,1]x[-1,1]. Se puede observar que la



aproximacion lineal a tramos presenta pequenos
errores con la funcién original. En la figura 24 (¢)
se observa el resultado de la identificacién con un
conjunto de datos que solo cubren una parte del
espacio de entrada. En este caso se puede definir
la zona de validez del modelo por el conjunto de
regiones en las que por lo menos hay un dato. En
la figura 24 (d) se muestra con rayas la zona en
el espacio de entrada en donde los datos no son
véalidos. En este caso, identificacién con un mo-
delo lineal a tramos, la zona de validez se puede
indicar con un dato auxiliar por cada regiéon que
indique si han habido suficientes datos en la misma
durante el proceso de identificacion.

Conclusiones

En este tabajo se analizan algunos inconvenientes
que surgen en la identificacion con un conjunto
limitado de datos. Primero se analiza cémo debe
ser el muestreo de los datos para obtener una
buena identificacién. Debido a la “maldicién de
la dimensionalidad” se puede comprobar que ge-
neralmente el conjunto de datos estd mal condi-
cionado para realizar la identificacion.

Posteriormente se analiza la influencia del indice
de desempeno y de la distribucién de los datos
en el proceso de identificacién cuando se trabaja
con un numero reducido de datos. La diferente
distribucién de los datos de entrada y salida y
la utilizacién de diferentes indices de desempeno
puede provocar una aproximacién diferente. Se
puede observar que los indices de desempeno que
comunmente se utilizan desprecian la informacién
contenida en los datos aislados. Muchas veces esta
es la nica informacion con la que se cuenta en al-
gunas regiones del espacio de entrada del sistema.
Un factor de peso diferenciando los datos puede
mejorara la identificacién del sistema.

A continuacién se analiza la influencia en el indice
de desempeno de la presencia de ruido de medicién
en el sistema. Se verifica que los indices nor-
malmente usados no contemplan la presencia de
ruido en las entradas del sistema. Se propone una
metodologfa para tener en cuenta esta influencia.
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Figura 24: Funcién identificada y = 23 + 23.
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